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Metade

"Que a for¢ca do medo que temho

Nao me impeca de ver o que anseio
Que a morte de tudo em que acredito
Nao me tape os ouvidos e a boca
Porque metade de mim € o que eu grito
Mas a outra metade € siléncio.

Que a misica que ougo ao longe

Seja linda ainda que tristeza

Que a mulher que eu amo seja pra sempre amada
Mesmo que distante

Porque metade de mim € partida

Mas a outra metade € saudade.

Que as palavras que eu falo

Nao sejam ouvidas como prece

e nem repetidas com fervor

Apenas respeitadas

Como a unica coisa que resta

a um homem inundado de sentimentos
Porque metade de mim € o que ougo
Mas a outra metade € o que calo.

Que essa minha vontade de ir embora

Se transforme na calma e na paz que eu merego
Que essa tensao que me corréi por dentro

Seja um dia recompensada

Porque metade de mim € o que eu penso

mas a outra metade é um vulcdo.

Que o medo da soliddo se afaste, e que o convivio comigo

mesmo se torne ao menos suportdvel.

Que o espelho reflita em meu rosto um doce sorriso
Que eu me lembro ter dado na infancia

Por que metade de mim é a lembranga do que fui
A outra metade eu nao sei.

Que nao seja preciso mais do que uma simples alegria

Pra me fazer aquietar o espirito

E que o teu siléncio me fale cada vez mais
Porque metade de mim € abrigo

Mas a outra metade € cansaco.

Que a arte nos aponte uma resposta

Mesmo que ela nao saiba

E que ninguém a tente complicar

Porque € preciso simplicidade pra fazé-la florescer
Porque metade de mim € platéia

E a outra metade é cangao.

E que a minha loucura seja perdoada

Porque metade de mim € amor

FE a outra metade também. "

"You hold the answers deep within your own
mind. Consciously, you’ve forgotten it.
That’s the way the human mind works.
Whenever something is too unpleasant, too
shameful for us to entertain, we reject it. We
erase it from our memories.

But the imprint is always there. Nothing is

ever really forgotten”
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Resumo

Consideramos o problema semilinear —Au +m(z)u = a(z) f(u) em um dominio suave
limitado 2 C RY, sob as condi¢des de Neumann na fronteira, quando a € C(Q) troca
de sinal em Q e f : R — R possui crescimento superlinear subcritico. Os resultados
estao baseados no primeiro autovalor do operador —A + m, sob as mesmas condicoes de
fronteira. Inicialmente, utilizando o método de minimizacao com vinculo, estabelecemos
a existéncia de uma solucao positiva para o problema superlinear homogéneo no caso de
perturbagoes adequadas do potencial m. Posteriormente, aplicamos o método de minimax
e a teoria de Morse em dimensao infinita para demonstrar que o problema nao homogéneo
possui pelo menos trés solugoes nao triviais. Um resultado de existéncia de trés solugoes
para o problema perturbado também é apresentado.

Palavras chave: Teorema do passo da montanha; lema de Morse em dimensao infinita;
nao linearidade indefinida.
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Abstract

We consider the semilinear problem —Au + m(z)u = a(z)f(u) on a bounded smooth
domain 2 C RY, under Neumann boundary conditions, when a € C'(Q) changes sign in
and f: R — R has superlinear and subcritical growth. The results are based on the first
eigenvalue for the operator —A + m, under the same boundary conditions. Initially,
using the constrained minimization method, we establish the existence of a positive
solution for the homogeneous superlinear problem when we have a suitable perturbation
of the potential function m. Posteriorly, applying the minimax method and the infinite
dimensional Morse theory, we establish the existence of at least three nontrivial solutions
for the nonhomogeneous problem. A result concerning the existence of three solution for
the perturbed problem is also presented.

Keywords: Mountain pass theorem; infinite dimensional Morse lemma, indefinite
nonlinearity.
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Introducao

Neste trabalho utilizamos métodos variacionais para estudar a existéncia,

multiplicidade e dependéncia das solugoes do problema eliptico semilinear

—Au+m(x)u = a(x)f(u), €Q,
UD’”){ dufon = 0, 09,

onde Q C RY N > 3, é um dominio suave e limitado, m € L°(Q),0 > %, a€C(Q)e
f 2 — R é superlinear e possui crescimento subcritico.
Nosso interesse principal é estudar o problema indefinido, isto é, aquele em que

a € C(1) satisfaz
(A) Qf ={ze€Q;a(zx)>0}eQ, ={zeQ; a(r) <0} sdo nao vazios.

Nos ultimos anos varios autores dedicaram-se ao estudo de problemas elipticos com
nao linearidade de sinal indefinido ( veja [2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 24, 28| e suas referéncias).
Resultados sobre a existéncia de uma solugao positiva para (P,,), supondo que o potencial
m & constante e negativo, podem ser encontrados em [6, 7, 8, 9, 10, 24|. Estudos para
o Problema (P,,) em que m nao é necessariamente uma constante (relacionados aos do
nosso trabalho) foram estabelecidos em [2, 10, 28]. A seguir faremos uma breve descrigao
dos problemas abordados em cada capitulo do nosso trabalho.

No Capitulo 1 voltamos a nossa aten¢ao para o problema homogéneo

—Au+m(z)u = a(z)u”, Q,

PHm
( ){ Ju/dn = 0, 011,

onde 1 < r < %, estabelecendo a existéncia de uma solugao positiva para (PH.y,),

quando m € L7(£2) é uma perturbagao da fun¢ao m. Como visto na literatura, a existéncia
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de solugao para (P,,) esté fortemente relacionada ao problema de autovalor

—Au+m(z)u = Au, £,

EP,
( )/\{ ou/on = 0, 0N.

Em rela¢ao ao Problema (EP,,),, supomos

(A2) O primeiro autovalor de (EP,,)x, A (—A +m), é nulo,
(As) /a(x)g@{“ < 0, onde ¢; > 0 é a primeira autofuncao de (EP,,),.

Observamos que neste trabalho verificamos que o primeiro autovalor de (E'P,,), é simples,
isolado e que sua primeira autofungao nao troca de sinal.

Considerando uma sequéncia {m;}; C L?(Q),0 > &, satisfazendo

(m) m; — m fracamente em L°(Q). Além disso, se o = I, existe k € L= () tal que

Im;| <k q.t.p. em €,

enunciamos os resultados obtidos no Capitulo 1.

Teorema 1.1 Suponha (Ay), (Az), (As) e (m). Entdo existe j, € N tal que (PH,y,;) possui

uma solugao positiva w; para todo j > ji.

Teorema 1.2 Suponha (A1), (A2), (As) e (m). Seja {w;}; a sequéncia de solugoes dada
pelo Teorema 1.1. Entao {w;}; possui uma subsequéncia que converge fortemente em

H'(Q) para uma solugio de (PH.,,). Como consequéncia imediata do Teorema 1.1, temos

o Corolario 1.3 Suponha (Ay), (As), (A3) e 0 > 5. Entdo existe R > 0 tal que (PHgz)

possui uma solug¢do positiva sempre que ||m — m||r-q) < R.

Por outro lado, se nao tivermos informagao da proximidade (na convergéncia fraca)
em L7(Q)) da perturbacdo m em relagao a m, mas soubermos que o primeiro autovalor
de (EP3)x, AM(—A 4 1), estd proximo de Aj(—A + m), ainda podemos estabelecer a

existéncia de uma solugao para o problema perturbado:

Teorema 1.4 Suponha (A1), (As), (A3) e o > 2. Dado R > 0 (ou fx € LN2(Q) no caso
em que o = %), existe > 0 tal que, se m € L7(R2), satisfaz
N

(1) ||m —m||lpe <R (|m| < f% q.t.p. em € no caso em que 0 = %),

(ii) / Vol + f(2)e < u
(iii) — 1 < M(—A + ) < 0,

entdo existe uma solugao para (PHz).
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Para a demonstracao dos resultados acima mencionados, utilizamos o método de
minimizagao com vinculo. Devido a este fato, as solu¢oes encontradas estao em H'(€2). Na
realidade verificamos que estas solugoes estao C%%(Q) ou em L!(Q) para cada 1 <t < oo,
conforme m € L7(Q2), o > &, oum € L= (), respectivamente.

Como um resultado preliminar, necessario para a demonstracao dos teoremas
enunciados, verificamos que o Problema (EF,,)s, sob a condi¢ao (m), satisfaz um
resultado de continuidade para o primeiro e segundo autovalores e suas respectivas

autofuncgoes.

No Capitulo 2, defindo F(s) := [ f(t)dt, estudamos o Problema (P,,) sob hipoteses

mais gerais na nao linearidade f: R — R :

f(s)s — (p+1)F(s)

| = 0;
(fl) |s|l—r>noo 52 ’
— |g|p—1
(f2) lim f(s)—|s|s =0, para algum 1 < p < 2* —1;
|s| =00 |S|p
. F(s) — s \
(f3) £1£I(1)|S‘T =0, para algum 1 <r <2* —1.

A hipotese (f3) nos garante que (P,,) possui solugao trivial u = 0, uma vez que, neste
caso, f(0) = 0. Tendo em vista este fato, neste trabalho, procuramos por solugoes nao
trivias para (P,,). Inicialmente, utilizando hipoteses mais fracas, obtemos uma solugao
positiva e uma negativa para (P,,). Posteriormente, através de uma aplicacao da teoria
de Morse em dimensao infinita, asseguramos a existéncia de uma terceira solu¢ao nao
trivial para (P,,). Para o uso desta teoria, necessitamos de mais regularidade da fungao

f, supondo

(fs) fECR) e |f(s)] <C(1+]s|* ") paraalgum C >0el<a<2*—1.
Além disso, neste capitulo, admitimos que o potencial m satisfaz

(my) m € L?(Q) para algum o > N.

Como no Capitulo 1, nossos resultados estao apoiados no Problema (EP,,),. Tendo em
vista que permitimos que a nao linearidade possua comportamentos distintos na origem

e no infinito, consideramos a hipotese alternativa (para o caso p # )

(40) [a(@)et™ £ 0.
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Como principal resultado do Capitulo 2, temos o

Teorema 2.1 Suponha (Ay) — (A4), (f1) — (f1) € (mq). Entao o Problema (P,,) possui

pelo menos trés solugoes nao triviais.

Finalmente, motivados pelos resultados obtidos no Capitulo 1 e adotando a seguinte

versao da condigao (m) :
(mg) mj; — m fracamente em L?((2), para algum o > N,

estabelecemos no Capitulo 2 um resultado de dependéncia continua de solugoes para

(P, )-

Teorema 2.2 Suponha (A1) — (As), (f1) — (fa) e (m2). Entao existe j, € N tal que (Pr,)

possui pelo menos trés solugoes nao triviais para cada j > 7j,.

Afrouzi [2|, sob condigoes de Dirichlet na fronteira, dentre outros resultados,

demonstrou o Teorema 1.1 para o caso em que m; — m uniformemente em C(€2). Em
[28], Tehrani estabeleceu o Corolario 1.3 para o caso em que m € C(2) e o Teorema 1.4
quando m € C%*(Q), sob a hipétese adicional [ a(x)¢L™" < 0, onde p7 > 0 ¢ a primeira
autofuncado associada ao primeiro autovalor A;(—A+m). Finalmente, em [10], Beresticky,
Capozzi-Dolceta e Niremberg estabeleceram a existéncia de uma solucao positiva para
(PH.m) no caso em que m(z) = q(z) — 7, ¢ € C(Q), M(-A +¢q) =0e7 >0¢éum
parametro suficientemente pequeno. Note que em tal caso A\ (—A 4+ m) = —7 < 0.

Como se pode notar, o Teorema 2.2 pode ser visto como uma extensao natural do
Teorema 1.1, servindo de complementagao aos resultados obtidos por [2, 10, 28].

Para a conveniéncia do leitor, os Capitulos 1 e 2 foram escritos para serem lidos de
forma independente. Por esta razao, eles possuem introducoes proprias e varios itens,

hipoteses e lemas sao comuns aos dois.



Capitulo

1

Existéncia e Dependéncia de Solucoes

para o Problema Homogéneo

1.1 Introducao

Neste capitulo consideramos o problema de dependéncia continua de solugoes positivas

para o problema eliptico homogéneo

—Au+m(z)u = a(x)u”, Q,

(PHm) {

Ju/on = 0, 09,
onde Q Cc RN, N > 3, ¢ um dominio suave e limitado, 1 < r < %, 7 ¢ o vetor normal

N —

unitério exterior a 9€2, m € L7(Q)) para algum 0 > 5, e a € C(f2) ¢ uma funcao que

troca de sinal, isto é,
(Ay) QFi={zeQ;alx) > 0} eQ, :={re; alx) < 0} sdo nao vazios.

Nosso principal interesse é garantir a existéncia de uma solugao para (PHgz) quando
m € L7(£2) é uma perturbacdo da fun¢ao m. Mais especificamente, supomos a existéncia
de uma sequéncia {m;}; C L7(Q2) satisfazendo

(m) m; — m fracamente em L7(2),0 > % Se o0 = %,

alguma k € L (Q).

entdao |m;| < k ¢.t.p. em ) para

Objetivando tais resultados, estudamos o seguinte problema de autovalor

—Au+m(z)u = Au, Q,

EP,
( ) { Ju/On = 0, 0N.
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Em particular mostramos que o primeiro autovalor de (EP,,), é simples, isolado e que a
primeira autofungao nao troca de sinal. Além disto, considerando (£ F,,;)x sob a condigao
(m), verificamos um resultado de continuidade para o primeiro e segundo autovalores
e suas respectivas autofuncoes. Em seguida, estabelecemos a equivaléncia no espaco
ortogonal & primeira autofuncao de (EP,,, ), entre a norma usual de H'(£2) e uma norma
que depende de m;.

Supondo que

(A2) O primeiro autovalor de (EP,,)x, A (—A +m), é nulo,

(A3) /a(az)cpfrl < 0, onde ¢; > 0 é a primeira autofuncao de (EP,,),,
a seguir enunciamos os resultados principais deste capitulo:

Teorema 1.1. Suponha (A;), (As), (A3) e (m). Entao existe j; € N tal que (PH,,,) possui

j
uma solugao positiva w; para todo j > ji.

Teorema 1.2. Suponha (A1), (As), (A3) e (m). Seja {w;}; a sequéncia de solugdes dada
pelo Teorema 1.1. Entao {w;}; possui uma subsequéncia que converge fortemente em
HY(Q) para uma solugdo de (PH.,,).

Corolario 1.3. Suponha (A1), (As), (As) e o > 5. Entio existe R > 0 tal que (Pg)

possui uma solu¢io sempre que ||m — m||r-q) < R.

Teorema 1.4. Suponha (A;),(A2) e (As). Dado R > 0 (ou f% € LN%(Q) no caso em
que 0 = %), existe > 0 tal que, se m € L7(Q) satisfaz
N

(i) ||m —m||pe <R (|m| < Sy qtp. em Q no caso em que o = 5),

(ii) / Vorl? + f(2)e? <
(i#) =11 < M(=A + @) <0,

entao existe uma solugao positiva para (PHgz).

O método empregado aqui é variacional. Mais especificamente, utilizamos o método
de minimizacao com vinculos. Observamos que devido as nossas hipoteses nas funcoes a e
m, as solugoes que encontramos estao em H'(Q). Diremos que u € H*(£2) é uma solugao

fraca positiva de (P,,) se
/Vqu + m(x)uw = /a(x)u”w, Ywe H(Q).

Na realidade, através de um argumento de regularizacao (bootstrap), mostramos que tais

solugoes estdao em C%*(Q) ou em L!(Q) para todo 1 <t < 0o, conforme m € L7(R), o >

N

S,oume L%(Q), respectivamente.
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Vérios autores dedicaram-se ao estudo de problemas com linearidades de sinal
indefinido (veja [2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 24, 28| e suas referéncias). Em particular, se
m(z) = —pu, onde p é um parametro real, a € C%(Q) satisfaz (A1) e f € C1(R) possui
comportamento superlinear na origem e no infinito, a existéncia de solucao positiva para
(Pp), sob as condigoes de Dirichlet, foi provada por varios autores [6, 7, 8, 9, 10| desde
que p > 0 seja um valor suficientemente pequeno. Por outro lado, Ramos, Terracini
e Troestler |24] estabeleceram a existéncia de solugdo nédo trivial para (P,,) quando o
parametro p > 0 é suficientemente grande.

Afrouzi |2], sob as condigoes de fronteira de Dirichlet, dentre outros resultados,

demonstrou o Teorema 1.1 para o caso em que m; — m uniformemente em C(£2). Em

[28], Tehrani estabeleceu o Corolario 1.3 para o caso em que m € C(2) e o Teorema 1.4
r+1

quando m € C%*(£2) sob a hipétese adicional [ a(z)i! < 0, onde 7 > 0 & a autofungao
associada ao primeiro autovalor A\;(—A + m). E importante mencionar que Tehrani [28]
apresentou um exemplo mostrando que a condigao (A3z) é necessaria para a existéncia de
solugao no Teorema 1.1.

Finalmente, observamos que Beresticky, Capuzzo-Dolcetta e Nirenberg [10] provaram
a existéncia de uma solucao positiva para (PH,,) no caso em que m(z) = q(z) — T,
q€C(Q), M(—=A+¢q) =0e7 >0 ¢éum parametro suficientemente pequeno. Note que
em tal caso \(—A +m)=—7<0.

Como aplicacao dos Teoremas 1.1 e 1.2, podemos afirmar que o problema

—Au+ p(z)cos (Jen)u = a(x)u", Q,
ou/on = 0, o9,

onde ¢ € C°() é uma fun¢do nao nula e f a(x) < 0, possui pelo menos uma solugao
positiva u; para j € N suficientemente grande. Além do mais, a menos de uma
subsequéncia, u; — u fortemente em H'(Q2) onde u > 0 é uma solugao para (P,). Perceba
que m;(x) := ¢(z) cos (jon),j € Nétal que m; € L>(Q) e m; — 0 fracamente em L°(12),
para cada s > % No entanto, a sequéncia {m;}; ndo converge fortemente em nenhum
L*(Q)(veja o Apéndice deste capitulo). Em particular, observamos que os resultados de
[2] e [28] nao se aplicam neste exemplo.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: Na Secao 2 introduzimos a notagao
utilizada neste capitulo e alguns resultados preliminares. Na Se¢ao 3, baseados nos
argumentos de Manes-Micheletti [22] e deFigueiredo [15] para o problema de Dirichlet,
apresentamos resultados de convergéncia para os autovalores e autofuncoes de (Eij) A
que obtemos ao supormos a condigao (m). A demonstracao dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.4 é

feita na Se¢ao 4. No Apéndice provamos os Teoremas 1.16 e 1.17( provenientes da Segao



1.2 Preliminares 8

3), e apresentamos resultados de regularidade para as solugoes de (PH.,) e (EPy,)a.

1.2 Preliminares

Nesta se¢ao introduzimos as defini¢oes e resultados técnicos que serao usados nas
secoes seguintes. Inicialmente, relembramos o Principio da Continuacdo Unica Forte,
devido a Jerison e Kenig [19], o qual garante que as solugoes e a primeira autofun¢ao que
encontramos sao positivas. Em seguida, no resultado principal desta secao, estabelecemos
a convergéncia [ mj(z)v; — [m(x)v} sob a hipotese (m) quando supomos que v; — v,
fracamente em H'(2).

De agora em diante || - ||s representara a norma em L*(2). Se E' C ¢ um subconjunto
proprio, a norma em L°(E) sera representada por ||-||ps(g). |A| serd a medida de Lebesgue
de A C RY. B,(x,) sera a bola aberta de raio p > 0 centrada em .

Para verificar a positividade das solugoes de (PH,,), faremos uso do Principio da
Continuagao Unica Forte [19] (PCUF).

Definicao 1.5. Seja Q um subconjunto aberto de RY ec: Q — R uma fungdo mensurdvel.

Dizemos que a desigualdade diferencial

[Af(x)] < le(@)f(2)], gt.p. em €, (1.1)

possui o PCUF no espaco de Sobolev WQ’q(Q) 1 < q < o0, se sempre que [ pertencer a

loc

H24(Q), satisfizer (1.1) em quase todo ponto de Q, f € L2 (Q) e, para algum z, € €,

loc
| 1t@Pa =0, o
|le—xo|<e
para cada k € N, implicar f =0 em Q.

Teorema 1.6. (/19]) Sejam Q C RN, N > 3, um dominio (aberto e conero) e c € LlOC(Q)
Entao a desigualdade diferencial (1.1) possui o PCUF em W N+2 ().

A fim de aplicarmos o PCUF precisamos do resultado seguinte.

Teorema 1.7. (/16]) Sejam Q C RN N > 3, um dominio limitado e c € LlOC(Q). Suponha
que u € H (Q) € tal que

loc

/VUVU +c(z)uv =0, Yve Q).
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Sew =0 em um conjunto E de medida positiva, entao / lu(x)|?dz = O(*), e —0

|z—xo|<e

para cada k € N, e quase todo ponto x, € E.
Observagao 1.8. Se u > 0 é uma solucao fraca de (PH,,), apds reqularizacao (veja o
Apéndice deste capitulo), u € WQ%(Q) N LY(Q) para cada t > 1. Entao, considerando

c(z) == alx)uP~! — m(z),

|Au(z)] = |e(z)u(@)|

para quase todo ponto x € Q, e c € LN?(Q). Se [{z € Q; u(z) = 0}| > 0, pelos Teoremas
1.7 e 1.6, u = 0 em Q. Portanto, se u > 0 é uma solu¢io nao trivial de (P,,), entdo

u >0 qt.p. em Q. Enfatizamos que a mesma conclusao € valida se p > 0 € a primeira
autofungao de (EPy,).

Como consequéncia direta do Teorema da Imersao de Sobolev, temos:

Lema 1.9. Suponha (As). Entao existe > 0 tal que

T 1 T
[a@lon+ul <3 [ a@et™ ¥l <6

A seguir, por uma questao de completude, apresentamos a demonstracao de um
resultado conhecido que também é baseado no Teorema da Imersdo de Sobolev (veja
Willem [31]).

Lema 1.10. [31] Suponha k € L=(Q) e {w;}; € HY(Q). Se w; = w, fracamente em
H'(Q), entdo

/W)(w;. —W2) o,
Demonstracao: Tomando uma subsequéncia qualquer ainda denotada por {w;};,

pelo Teorema da Imersao de Sobolev, podemos supor que w;(x) — w,(x) q.t.p em Q e

||w? — ng% < M para algum M > 0. Assim |w} — w?| — 0 fracamente em L2 (Q).

Como k € LN2(Q), [ |k(z)||w? —w?| — 0. O
Observagdo 1.11. Seja T : HL(Q) — (HXQ)) definido por (Tu,w) = [m(z)uw.
N

Entao T ¢é compacto sempre que m € L= (). De fato, pela desigualdade de Hélder, e

Teorema da Imersao de Sobolev

|Tullm = sup | < Tuyw>| < Clfullm.

w1 =1
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Seja QM = {{E =Y ) |m<$)| Z M} Dada {uk}k C H;(Q) com up — U fTacamente em
H} (), podemos supor que uy, — u em L*(Q). Se ||w||go) =1,

/|m<x)||w| ot — s/g im(a)] |l |u—uk|+M/ o] ot —
Q M

O\
2+ + M||w||2|[u — upl|o

< [lmll ey lfwllo- |lu = ux

< Cllmllvrza,,) + Mllu = ukll2.

Logo, dado € > 0, para M > 0 suficientemente grande,

[ Tug — Tul[gry = sup  (Tup — Tu,w) < €+ Mlu— ugl|o

HwHHl(Q):l
Portanto, concluimos que Tuy, — Tu. O

Nosso resultado final desta segao é uma versao do Lema 1.10 quando a sequéncia {m; };

satisfaz a hipotese (m).

Lema 1.12. Suponha (m) e considere {w;}; C H' (). Se w; —w, fracamente em H*(Q),

[z = [ m

Demonstracao: Dada uma subsequéncia qualquer, ainda denotada por {w;},

entao

[ mi@? = [z = [ mi@ed-ad) + [ i@ - m),

Como m; —m — 0 fracamente em L?(2),0 > &, temos que [ w?[m;(z) — m(z)] — 0.

2

O)! — 0. Para tal vamos considerar dois

- 2
Resta apenas verificarmos que | [ m;(z)(w? — w
Casos:

i) Se 0 = %, pelo Lema 1.10, temos que
[ @i —adl < [ @l -l > o

i) Se 0 > &, como 2% < 2, ||w? — w2||_=. — 0. Logo, pela desigualdade de Hélder,

/ Iy (@) (@ — )] < [yl [w? — w2 = - 0.

Isto encerra a demonstragao de Lema 1.12. ([l
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Observacao 1.13. Aplicando o mesmo argumento usado na demonstracdio do lema

acima, temos que
/mj(x)wjz — /m(x)woz, Vze HY(Q).

Corolario 1.14. Suponha (m). Entao, dado € > 0, existe j. > 0 tal que

< dlwlling Ywe HY(Q), j = je

[mto) = ma)?
1.3 Um Problema de Autovalor

Nesta secao estabelecemos algumas propriedades basicas do problema de autovalor
(EP,,)x. Inicialmente mostramos que o primeiro autovalor é simples, isolado e que sua
autofungao associada nao troca de sinal. Em seguida, sob a condigao (m), estabelecemos
um resultado de continuidade para o primeiro e segundo autovalores de (E P, ) e suas
autofuncgoes associadas. Finalizamos esta secao provando a equivaléncia uniforme entre
a norma usual de H'(Q) no espago ortogonal a primeira autofun¢ao de (EP,,,), e uma
norma que serd definida em fungao do segundo autovalor do Problema (EF,,))x.

De agora em diante vamos supor que as autofungoes estao normalizadas em L?(2).
Tomando Q,(u) := [|Vul* + m(z)u?, diremos que ¢ esta associada a A\ sempre que

[¢¥*=1e Qu(p) = A Defina
A=A (—A+m) = inf{Qm(u) cu € HY(Q), ||ull, = 1} . (1.2)

Observagao 1.15. Se ¢ € H'(Q) € uma solugao (normalizada) de (EP,,)y, entdo

/V@Vu—i—m(a:)gou = /\/gou, Vue HY(Q). (1.3)

Usando ¢ como fungao teste em (1.3), obtemos

A_N/ﬁ_QM@EAL (1.4)

Assim, qualquer autovalor de (EP,,)\ € maior ou igual a . Além do mais, se existe uma

solugao nao trivial ¢ de (EPy,)y,, entao Ay € o menor autovalor de (EP,,)y.
Em relacao ao Problema (EP,,), temos o seguinte resultado do tipo Krein-Rutman:

Teorema 1.16. Suponha m € L%(Q) Entao (1.2) caracteriza o primeiro autovalor de
(EP,)x. Além do mais, este primeiro autovalor é simples, isolado e podemos supor que a

autofuncao associada , 1, € positiva.
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Para estabelecermos nosso segundo resultado, definimos
Ay = X(—A+m) =inf{Qn(v); veV |l|=1}, (1.5)

onde V := {v e HY(Q); [ov= 0}. O proximo teorema mostra que Ag é o segundo
autovalor de (EP,,)y.

Teorema 1.17. Suponha m € L= (Q). Entio (1.5) caracteriza o sequndo autovalor de

(EPy)x. Além do mais, A\y < Ay e qualquer autofuncao associada a Ag troca de sinal em
Q.

As demonstracoes dos Teoremas 1.16 e 1.17 estao no Apéndice deste capitulo.

Seja {m;}; C L= () satisfazendo (m). Substituindo m por m; na definicao (1.2)
obtemos o primeiro autovalor X := \;(—=A +m;) de (EP,,;)x e sua primeira autofuncao
¢1,;. De modo similar, o segundo autovalor de (EP,,;)x ¢ dado por

A = da(=A+my) = inf {Qu, (v) s v €V [ulla =1},

onde V; = {v € HY(Q); [ 1,0 = 0}. Aléem do mais, denotando por s ; as autofungdes
associadas a A} lembramos que Qn, (01,7) = A € Qum, (¢2,;) = Aj.
O Resultado principal segao, lidando com a dependéncia para os dois primeiros

autovalores e as duas primeiras autofuncoes é
Teorema 1.18. Suponha (m). Entdo

(i) im X =\, e o1, — @1 fortemente em H'(Q);
j—o0

(i) lim X, = Xy e @a; — @ fortemente em H'(R2), onde ¢ ¢ uma autofuncdo associada
j—o0
a )\2.

Demonstragao: Note inicialmente que, por (m), [m;(x)pi — [ m(z)ei. Entao, em
vista de (1.2),
limsup A, < limsup Qum,(p1) = A (1.6)

Jj—o0 j—o0
A seguir afirmamos que existe M > 0 tal que |[¢1;]|n1) < M, para todo j € N. Na

verdade, se este ndo ¢ o caso, podemos supor que ||V ;||2 — co. Definindo w; := HV:Z%'HQ
3J

e tomando uma subsequéncia se necessario, temos que w; — 0 fracamente em H'(Q2) uma

vez que |[|¢14|]2 = 1. Aplicando o Lema 1.12, [ m;(z)w?

;. — 0. Devido a caracterizagao

do primeiro autovalor dada por (1.2), temos que

N
—||V901j||% = 1+/mj(:c)w]2- — 1.
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Consequentemente X, — oo. Entretanto isto contradiz (1.6). A afirmacio esta
demonstrada. Invocando a afirmacao acima, podemos supor que ¢;; — 2z fracamente
em H'(Q) e p1; — 2 fortemente em L*(Q2). Do Lema 1.12,

[mi@et, > [mia) (1.7
Portanto, como lim inf ||V, 5|3 > ||Vz]]3,
j—o0

lim inf ] = liminf Qm, (p15) > @m(z) > M. (1.8)

Jj—00

Por (1.6) e (1.8), Qm(2) = lim X = ;. Entdo, pelo Teorema 1.16, z = ;. Além do mais,
j—oo
de (1.7) temos que

/ Vo2 =X — / M), — A / m(z)? = / VorP

e, consequentemente, @1 ; — @1 fortemente em H'(Q). Isto conclui a verificagao de (7).
Agora verificamos o item (i7). Como Qp,(p2,;) = A, 015 — o1 fortemente em H'(Q)

e {m;}; satisfaz (m), temos que
/902901,j — /902901 =0; (1.9)

Qm;(p2) — Qm(p2) = Ag; (1.10)

/Vsﬁl,jV%erj(ﬂf)SOl,j% — /V801V902+m(3?)901s02; (1.11)

onde ¢, ¢ uma autofungao associada a Ay. Definindo v; := o — ¢ ; com t; 1= f P21
e usando (1.9),

v;]13 = /903 dx —t? — 1. (1.12)

Vi

Fazendo w; := obtemos [|wj|[r2@) =1 e [ ¢1w; =0, para cada j € N.

— lvsllz2?

Logo w; € Vj e, devido a (1.12) e a definigio de \j,

Qmj (4,02) — 2t (VQDQVSOL” + m"(x)<p2<p17 ) + tQAJ
Qm, (p2.5) < Qm,(w;) = . ||v»|T2 J S
7112

Consequentemente, de (1.9) — (1.12) e do item (i),

limsup A, = limsup Qm, (2,5) < limsup Qp,, (w;) = Ag. (1.13)

j—00 Jj—0o0 j—00
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Argumentando como no item (i), podemos supor que a sequéncia {¢s;}; ¢ limitada em
HY(Q), ¢a; — ¢ fracamente em H*(Q), com [ ¢? =1 e ¢ € V. Asseguramos que ¢ ¢ uma

autofuncao associada a Ao. Na verdade, invocando o Lema 1.12 mais uma vez,

[m@e, — [mwe (114
Portanto
liint @, (22,) 2 Qule) 2 Yo (1.15)

Logo, de (1.13) e (1.15),
N, = Xy Q@) = N (1.16)

Como ¢ € V e [¢? = 1, podemos aplicar o Teorema 1.17 para concluir que ¢ esta

associada a Ao. Finalmente, por (1.14) e (1.16),

/W%m=£—/m@j—+x—/m¢=/ww.

Consequentemente s ; — ¢ fortemente em H'(£2). A demonstragao do Teorema 1.18 esta

completa. 0

Observagao 1.19. (i) Afrouzi [2] provou o Teorema 1.18 para o problema de Dirichlet
supondo {m;}; C C(Q) e m; — m uniformemente em Q.
(i1) Note que o Teorema 1.18 € vdlido se m; — m fortemente em L%(Q), jd que a condi¢do

(m) € satisfeita trivialmente neste caso.
Dado u € H'(f), podemos escrever u = t;¢1; + vj, onde t; = fugolyj € Re

v; =u —tjp1,; € V;. Definindo

HM%:/WW+mm%2 (1.17)

e relembrando que Ay ; — Ay > 0, nao ¢é dificil mostrar que || ||y, é equivalente & [| || g1 (q)
em V; se j é suficientemente grande. Na verdade, temos a seguinte equivaléncia uniforme

entre a norma usual de H*(Q) e a norma dada por (1.17) em V.

Lema 1.20. Suponha (m) e (As). Entdao existem j, € N e constantes A, B > 0 tais que
Allolln ) < vl < By, Yv €V, Vi = jo. (1.18)

Demonstracgao: A existéncia de B > 0 segue da desigualdade de Holder e da imersao

de Sobolev. Logo, é suficiente mostrar a existéncia de A > 0 em (1.18). Argumentando
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por contradi¢do, suponha que exista uma sequéncia {v,};, onde v; € V; para cada j, tal

que HU?H%{l(Q) =1le ij||%/3 < 1/j. Entao,

]—)OO

0= hm/|Vv]|2—|—m] (z)v? > lim )\2]/1)]2.

Por (A3) e os Teoremas 1.17 e 1.18, A\y; — Ay > 0. Portanto, a menos de uma
subsequéncia, v; — 0 fracamente em H'(2). Aplicando o Lema 1.12, [m;(z)v; — 0.
Consequentemente [ [Vv;]* — 0 e [|vj||g1@) — 0, contradizendo [|v;]|g1) = 1. O lema

estéd demonstrado. O

Observagao 1.21. Para uma referéncia futura, como Ay > 0,

lolly, = \/ / Vof2 4 m(a)e?

¢ uma norma equivalente a norma || - || g1 () em V;, := V. Além do mais,

lull = /& + Il u=to1+v, tER, v EV,

¢ uma norma equivalente & norma usual de H'(Q).

1.4 Demonstracoes dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.4

Nesta secao, usando a técnica de minimizacao com vinculo, apresentamos a
demonstracao do Teorema 1.1. Em seguida demonstramos os Teoremas 1.2 e 1.4.
Inicialmente definimos J(u) = [ a(x)|u|"t',u e H'(Q) e

Sy 1= {u e H'(Q); Q,u) = 1},

para cada g € LY/2(2), onde Q,4(u) = 3 [|Vul* + g(z)u®. Note que J € C'(H'(),R) e

que S, é¢ uma variedade de classe C' 1 em H'(Q2). Considerando o problema de maximizagao

a, = sup J(u),
u€Sy

obtemos
Lema 1.22. Suponha (A1) e g € LV/2(Q). Entdo S, # 0 e oy > 0.

Demonstragao: Sejam z, € Q2 e € > 0 tais que B.(z,) C Q7. Em vista da Observagao



1.4 Demonstracoes dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.4 16

1.11, o operador T, : H}(B.(z,)) = H(B(x,)), definido por

@aw) = [ (ota)| + D ds, ¥ w & HY(Bi(x.))
Be(zo)
é compacto. Portanto o problema de autovalor com peso

—Aw = v(g(@)+ Dw,  Bz,),
w = 0, OB (,),

possui uma sequéncia de autofungdes {wy}r C H}(B.(x,)) com seus correspondentes

autovalores {vy}r C RT tais que v, — oo. Escolhendo vy, > 1 temos que

%wwz/mwwun+mw42W/%>a

Tomando t, > 0 tal que Qy(t,wg) = 1, concluimos que S, # 0. Além do mais, o, > 0,
uma vez que J(towy) = g™ [, o a(@)lw[t > 0. A demonstracao do Lema 1.22 esta
completa. O

A partir de agora, definimos S; := Sy, # 0 e o == ayy,, > 0, para a sequéncia {m;};
dada por (m). Além disto, como na Segao 3, consideramos S, := S, € a, := Q.

No que se segue mostramos que existe uma funcao nao negativa u; € S; tal que
J(u;) = oj. Em seguida, apos um reescalonamento de u; e usando o Teorema de Lagrange
[15] e os Teoremas 1.6 e 1.7, obtemos uma solucao de (P, ).

Aplicando os Lemas 1.9 e 1.20, podemos encontrar § > 0 tal que, para cada j > j,,
|| - |[v; satisfaz (1.18),

1
/a(:)s)|g01,j +o T < §/a($)|901|r+1 <0, YveV, HUH%/] < 4. (1.19)

Lema 1.23. Suponha (A1), (A2), (A3) e (m). Entao existe j; € N tal que, para todo

J > j1, podemos encontrar u=u; € S;, u; >0 e J(u;) = o; > 0.

Demonstracao: Inicialmente, por (m),(As) e o Teorema 1.18, obtemos j; > j, (
Jo dado por (1.19)) tal que |\ | < §/2 para cada j > j;. Considerando j > j; fixado,

tomamos uma sequéncia {uy}, C S; tal que
J(ug) — a; >0 quando k — oo. (1.20)

Usando a decomposi¢ao H'(Q2) = Ry ; @ V;, podemos escrever uy = trp;; + vp, com

t, = fukgom € Re v, =up —trp1; € Vj. Pelos Teorema 1.18 e Lema 1.20, existe C' > 0
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tal que
||Uk||§{1(9) <2 ti!lsol,ﬂl?p(m + HU/?H?{l(Q) | <] ti + H%H%/J J- (1.21)

Temos também
L= Qum,(ur) = [lully, + Ayt (1.22)

Afirmamos que {u;}r ¢ uma sequéncia limitada em H'(Q). De fato, em vista de
(1.22) e (1.21), é suficiente mostrar que {tx};r C R ¢ limitada. Argumentando por
contradi¢do e tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor que |tx| — 0.
Consequentemente, por (1.22),

2
)
< Ayl < 5.

123

lim sup
k—o00

\)

Vj
Logo, utilizando (1.19) mais uma vez,

Vg
Y15+
ty,

lim J(ug) = lim |tklr+1/a(az)
k—o0 k—o0

Isto contradiz (1.20). A afirmacao estd demonstrada. Usando a afirmacao acima, podemos
supor que t; —t € R, vy — v fracamente em V. Consequentemente, uy — u = tp; j + v

fracamente H'((2), e

0<a; = lim a(x)|ug|"t = / a(x)|ul ™ < oco. (1.23)
Q

k—o0 Q

Resta verificarmos que u € S;. Aplicando o Lema 1.10, temos que

1= liigg]lf Qm, (ug) > /\Vu\z + mj(z)u® = Qm, (u).
Afirmamos que @, (u) = 1. De fato, se Q,, (u) = |[v|[3, + A1 ;1> <0, entao [[v[[5, = 0 se
t =0, ou Hv/tH%/] < |A1;| <6/2set# 0. Em ambos os casos, por (1.19), J(u) < 0. Isto
contradiz (1.23). Portanto, podemos supor que 0 < Qp,,;(u) < 1 e que existe p; > 1 tal
que Qm, (pju) = 1. Como J(pju) = pi'J(u) = pi*ay, temos que p; = 1, Qu,(u) = 1 e
u € S5;. O que verifica a validade da afirmacao. Finalmente, observando que J e @y, sao
funcionais pares, podemos supor que u > 0. A demonstracao do Lema 1.23 esta completa.
[

Demonstracao do Teorema 1.1: Pelo Teorema de Lagrange [15] e Lemas 1.22 e 1.23,



1.4 Demonstracoes dos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.4 18

existe j; € Ne u; € S;, j > 71, tais que
1
/Vuij + mj(x)u;w = —/a(x)|uj|"1ujw, vV we H'Y(Q). (1.24)
Q;

Isto ¢, u; > 0 ¢ uma solucao fraca do problema

—Au+mj(z)u = Za(z)u", Q,
{ ou/on = 0, o0N.
_1
Aplicando os Teoremas 1.6 e 1.7, obtemos u; > 0. Tomando w; := ((%J) o uj, temos
que w; > 0 é uma solucao fraca de (F,,) para cada j > ji (veja Observagao 1.8). A
demonstracao do Teorema 1.1 esta completa. U

Para a demonstracao do Teorema 1.2, necessitamos do seguinte resultado preliminar.

Lema 1.24. Suponha (A1), (As), (As), (m). Entao existem M > 0 e j, € N tais que
|ul| 1) < M, para todo v € S; satisfazendo J(u) = a; para todo j > js.

Demonstragao: Escrevendo u = sp; +v € Rp; @V, se s # 0,

1 v+l
0<a;=Ju) = s [ ale)or + 2
Pelo Lema 1.9, [[v[| 1 (o) > Bls|.
Aplicando a Observacao 1.21, existe C' > 1 tal que
1
[0 < BH%IIHl(Q) + 1) [ollae) < Cllvllv. (1.25)

Perceba que (1.25) é trivialmente satisfeita quando s = 0. Logo, pelo Corolario 1.14, dado

0<e< %, existe jo € N tal que

1= Qum,(u) =|l[{ + [[m;(x) — m(z)lu®
> [[oll} — ellull3 q)
> (& — o) llullfny Y=o

A demonstragao do Lema 1.24 estd completa. ([
Demonstracao do Teorema 1.2: Definindo u; := (aj)i wj, onde {w;}; é a
sequéncia de solugoes proveniente do Teorema 1.1, obtemos u; > 0, u; € S; e J(u;) = o;.
Além disso, u; satisfaz (1.24). Por (m), Lema 1.24, Lema 1.12, Observagao 1.13, Corolario
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1.14 e tomando uma subsequéncia se necessario, podemos supor que
uj —u fracamente em H'(Q), (1.26)
u; - u fortemente em L7(Q2),1 <71 <27, (1.27)
/mj(x)u? — /m(m)uz, (1.28)
/ ()6 — / m(z)us, ¥ o€ HY(Q), (1.29)

/[mj(x) —m(z)ju; — 0. (1.30)

A seguir, considere o problema de maximizacao

a,:= sup J(u) > 0.
Qm(u)=1

Utilizando os mesmos argumentos da demonstracao do Lema 1.23, encontramos uma
solugao u, € S, == {u € H'(Q) ; Qu(u) = 1} tal que o, = [a(x)|u,|™ < oc.
Afirmamos que a; — a,. De fato, por (m), @, (u,) — 1. Logo, para j suficientemente

grande existe {0;}; C (0, 00) tal que Qp; (0;10) = 07Qm, (u,) = 1. Consequentemente

Jj—00

e Oju, € S;. Invocando a definicao de o e esta tltima relacao,

liminf o;; > lim inf/a(m)\ejuo\T“ = liminf |6;]" " o, = a, > 0. (1.31)
J—00 J—00

Jj—00

Por outro lado, por (1.30),

(1) = Qo (1) + [ Im(a) = my()ud = 1+ [fmfa) — mya)} = 1.

Entao, tomando §; > 0 tal que Q,,(8;u;) = 1, obtemos que ; — 1. Logo, pela definicao
de ap, ap > J(Bju;) = B aj e

%)

limsup a; < lim sup = Q. (1.32)

. . r+1
Jj—o0o j—o0 ﬁj

Concluimos de (1.31) e (1.32) que o; = «,. A Afirmacao estd demonstrada.
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Pela afirmagao acima e (1.27),

a, = lim a; = lim [ a(2)|y;|"" = /a(:v)|u\’"+1 > 0. (1.33)

j—00 Jj—00

Desta forma, u # 0 e, utilizando (1.24),(1.26), (1.27) e (1.29), obtemos
1
/VquO—i—m(x)ugo = Oz—/a(x)|u|’“1ug0 Ve H (D).

Em particular w, = o, /"y ¢ uma solugio para (PH,,). Por

(1.24),(1.27), (1.28), (1.33) e identidade acima,

1
li Vu;l? = li - - / ' j
]ggo/‘ u;] jg?o{aj /M@’%’ m;(x)u;

:aio o)l —/m(x)u2 :/|Vu|2.

Consequentemente, temos que u; — u fortemente em H'(Q) e @Q,,(u) = 1. Deste modo,
u € S, = Sp,. Por (1.33), J(u) = a, e

1 r—1
w; = (—) uj — w, in H'(Q).
@

A demonstracao do Teorema 1.2 esta completa. 0
Demonstracao do Teorema 1.4: Argumentando por contradi¢ao, supomos que existe
R> 0 (ou fy € LN2(Q) se 0 = N/2) e uma sequéncia {m;}; C L7(f) tais que
(i) [lm —mj||re@) < R (ou |m;| < f% q.t.p. em Q, se 0 = N/2),
@) [ 1Vr + my(o)et <175
(iii) —1/7 < M(=A+m;) <0,

e (P'Hmj) nao possui solucao para todo 5 € N. Tomando um subsequéncia se necessério,

m; — m fracamente em L7(2). Entao, por (As;), Teorema 1.18 e itens (ii) e (iii) acima,

Jj—00

0< [190 + i)t = lim [ 9 +miz)d <o
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Logo, 1 é uma autofuncdo de (EPg), associada a A(—A + m) = 0. Consequentemente

/ngVw +m(z)pw=0= /ngVoJ +m(z)pw, Ywe HY(Q),

/(T?L(x) —m(x))pw = 0 Ywe H(Q).

Isto implica que (m —m)p; = 0 q.t.p. em §. Como ¢, > 0, m = m. Portanto m; — m
fracamente em L7(§2) e {m;}; satisfaz a hipotese (m). Por (A1), (A2), (A3) e o Teorema
1.1, (PHy,) possui uma solugao para j suficientemente grande. Esta contradigao conclui

a demonstracao do Teorema 1.4. O

1.5 Apéndice

Nesta se¢ao discutimos a regularidade das solugoes fracas de (EP,,)x ¢ (PH,,). Em
seguida provamos os teoremas que tratam de algumas propriedades dos autovalores e

autofungoes.

1.5.1 Regularidade

A fim de estabelecermos a regularidade das solugoes de (EP,,)x e (PH,,), faremos uso
dos seguintes resultados. Para um estudo mais detalhado, veja também o apéndice do

capitulo 2.

Lema 1.25. (/29] Lema 5.1) Suponha 02 € C', b € LN?(Q) e a € L®(Q). Seu € H(Q)

€ uma solu¢ao fraca de

I
=
=
I
=

—Au
gu = a(z)u, 09,

n

entdo u € L'(Q) para cada 1 <t < oo.

Lema 1.26. [3/ Suponha 02 € C?, h € L*(Q) e g € W(Q) para algum s € (§,00). Se

u € HY Q) é uma solugio fraca de

—Au = h(z), Q,
g_:; - g(l’), 09,

entio u € W*5(Q) e |[ullwzs@) < C([|h]
> 0.

Loy + lgllwrs@a) + ||ulls) ) para algum
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O Lema 1.26 que atribuimos a Agmon, Douglis e Nirenberg extraimos de [29], Lema

5.2.
Lema 1.27. Sejam m € L7(2), 0 > N/2, ¢ uma autofun¢ao de (EP,,)\ e u uma solu¢do
fraca de (PH.,,). Entio o,u € L), para cada 1 <t < oo. Além do mais, p,u € C%7 (),

para algum 0 < v <1, sec > % Se estamos no caso em que o = %, entao o, u € W3()

para cada s € []3—12, %) )
Demonstragao: Sejam b; := A\ — m by = au"' — m. Pelo Lema 1.25 temos que

p,u € L'(Q) para cada 1 < t < oo. Considerando o > %, para hy := byp e hy 1= byu,
mostra-se que h; € L*({2) para cada s € (%, a) ,i =1,2. De fato, dado s € (%, o), escolha

a> 2
(oa

—S

e 6 > 1 tais que % + 2+ é = 1. Entao, pela desigualdade de Holder,
S L S S
[lmal[3 < Q[ [[m][5 [Jull{, < oo.

Como au” € L*(2) e s > N/2, aplicamos o Lema 1.26 e o Teorema da Imersao de Sobolev

para concluir que ¢, u € W?*(Q) < C%7(Q) para algum 0 < v < 1.
N N N

N+2° 2 N—2s
5+ 2 + 1 = 1. Pela desigualdade de Hélder, mu € L*(Q). Aplicando o Lemma 1.26,

concluimos que ¢, u € W%%(2) para cada s € []3—127 %) : U

No caso em que 0 = %, dado s € [ ) , escolhemos a > e 0 > 1 tais que

Observagao 1.28. Se 0 > N, entao h; € L*(Q?) para cada s € (N,o). Repetindo os
passos acima, ¢, u € CY(Q),i = 1,2.

1.5.2 Demonstracao do Teorema 1.16

Devido a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev, existe C' > 0 tal que
|Qu(w)] < (1+ Cllml|x) |Jullf q)- (1.34)

Como consequéncia direta de (1.34), \; < oo. Agora seja {uy}r C H'(Q2) uma sequéncia
tal que [uj =1e Qpn(ug) — Ar. Afirmamos que {||ug|| g1 (o) }r € limitada. Caso contrario,
a menos de subsequéncia, ||Vug|ls — oo. Definindo wy := T, © utilizando a imersao
de Sobolev mais uma vez, podemos supor que w, — 0 fracamente em H'(Q), uma vez

que ||ug||2 = 1. Pelo Lema 1.10, [ m(z)w; — 0. Deste modo, como

Qm(uk’) _ m(z)w>
Vurl? ”/ (@), (1.35)

Qm(u) — oo. Mas, isto contradiz \; < oco. Entao {ux}r, C H'(Q) é limitada como

afirmado. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que u, — @1
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fracamente em H'(Q), ||¢1]]2 =1 e, pelo Lema 1.10,

[mtoni = [ m)é

Entdo, como liminf || Vug|[3 > [|Vii]l3,
k—ro0

k—oo

Isto implica em @Q,,(v1) = Ai. A seguir verificaremos que ¢; é uma solugao fraca de

(EP,)», . Efetivamente, dado u € H'(2), para cada ¢t € R\{0} suficientemente pequeno,

Qmlpr+tu) _ [|V(er +tu)? + m(x)(pr + tu)?

> A
[ (o1 + tu)? [ (o1 +tu)? =
Consequentemente,
2t/VuV<p1 +m(z)up; + 2Qum(u) > 2t /ugpl + 12\ /u2. (1.36)

Dividindo (1.36) por 2¢ e fazendo t — 0 (t — 0% ¢ t — 0~ alternadamente), obtemos

/VUV% + m(z)up; = N\ /ugoh Vue HY (). (1.37)

Isto mostra que ¢ ¢ uma solucao fraca de (E'P,,),,. Assim como assinalado na Observagao
1.15, isto também implica que A; é o primeiro autovalor de (EP,,),. Devido a paridade

de Qy,, podemos supor ¢; > 0. Pela Observagao 1.8, ¢ > 0.

Finalmente verificamos que A; é simples e que qualquer autofungao v € H'(Q)\{0}
associada a A; nao troca de sinal. Uma simples verificacao algébrica mostra que: para
cada A, B, X, Y € Ronde X,Y > 0, temos a validade de apenas uma das seguintes opgoes

A+B A B (A B\ _A+B _ A B
X+y x v % "I xy(Sx+ry "M\ X v

Ja que N\ = QFU(;) = Qﬁif)gj%(j’);% se v := max{v,0} > 0e v :=max{—v,0} >0

sao nao triviais, temos que

(1) A = Qm(v™) _ Qm(v7) Qm(v™)  Qu(v7) }

JwoE o fwr)? S J)?

No caso I, concluimos que v e v~ sdo (apds normalizagdo) autofungoes associadas a A;.

ou (II) Ay > min{

Aplicando a Observagao 1.8, mais uma vez, concluimos que v+ >0 e v~ > 0 em , 0 que

nao é possivel. Por outro lado, o caso II contradiz a definicao de \;. Isto mostra que v
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nao troca de sinal em €2.
Agora, dado o € R, devido a afirmagao acima (¢; + av) nao troca de sinal em Q.
Definindo

A = {QER; 1 < av q.t.p.} e B = {aGR; Y1 = QU Q-t-p-}a

nao é dificil* verificar que A e B sao subconjuntos fechados de R. Como A U B = R,
existe a, € AN B e, consequentemente, ¢; = a,v q.t.p. em €. Portanto A\; é simples.
Faremos a verificagdo que A; ¢é isolado durante a demonstracdo do Teorema 1.17. A

demonstracao do Teorema 1.16 esta completa. 0

1.5.3 Demonstracao do Teorema 1.17

Pela Definicao 1.5, Ao > A;. Um argumento similar ao utilizado na demonstragao
do Teorema 1.16 implica na existéncia de ¢y € V associada a Ay. Para mostrarmos
que A1 < Mg, supomos por contradicao que A\; = Ay. Entao, pelo Teorema 1.16, existe
a € R\{0} tal que p1 = ays. Mas isto contradiz [ 12 = 0. Além do mais, esta claro
que a partir da definicao de V, 5 troca de sinal em ).

Agora mostramos que s, é uma solugao fraca de (EP,,),. Dado u € H'(), escrevemos
u=tp;+v,ondet= [pu ERev=u—tp; €V.Argumentando como na verificacao
de (1.37),

/VUVQDQ + m(x)vpy = Ag/vgpg, VvelV. (1.38)

Observe que [ @102 = 0. Logo, devido a (1.37) e (1.38), temos que

/VUV<P2 +m(r)ups = t/V%VSOz +m(x) P10 + /VUV% +m(x)vp,

= )\1/@01@24‘)\2/1&02 :)\Q/UQOQ,VUEHl(Q).

Assim, Ay é um autovalor de (E'P,,)\, sendo ¢y uma autofungao associada. Nosso passo

final é verificarmos que (E'P,;), ndo possui solugao se A € (A1, Ay). Caso contrario, seja ¢

*seja {an }n C A tal que o, — a. Se a ¢ A entdo |{z ; ¢1(x) — av(x) > 0} > 0. Logo, existe € > 0
tal que E. = {x ; ¢1(z) — av(z) > €} tem medida positiva. Para tal e >0 e n € N, como «,, € A, temos
em F,

/ (an, —a)v > / (anv — 1) + €|E| > €| Ee|.
E. E.

Fazendo n — oo na desigualdade acima, concluimos que |E,| = 0. Esta contradigao implica que « € A.
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uma autofungao (normalizada) de (EP,,), com A € (A1, A2). Entao

)‘/90901 = /V¢1Vw+m(x)s0190= )\1/90901-

Como (A1 — ) # 0, [ @1 = 0. Assim ¢ € V. Entretanto, isto contradiz a defini¢do de Ao,
uma vez que A = A [ ¢* = Q) < Xo. A demonstragdo do Teorema 1.17 esta completa.
([

1.5.4 Um problema de convergéncia fraca em L*(12).

Nesta subsecao, para ¢ € C2°(Q2) nao trivial, verificamos que o problema apresentado

na introducao deste capitulo:

—Au+ p(z)cos (jey) u = al(z)u”, €Q,
Ju/dn = 0, 09,

onde a € C(Q) troca de sinal em Q e [a(x) < 0, satisfaz as hip6teses dos Teoremas
1.1 e 1.2. Note que neste caso m = 0 e ¢; = \/ﬁ Inicialmente, mostramos que
m;(z) = ¢(x)cos (jay) — 0 fracamente em L*(§2),s > 1, o que nos permite aplicar

s 7+ 0, para todo s > 1.

os Teoremas 1.1 e 1.2. Em seguida mostramos que ||m;]|

De fato, para verificarmos a primeira afirmagao, basta que
/mjv — 0, ¥ ve Le1(Q).
Q

Utilizando argumentos de densidade, vamos supor que v € C2°(€2). Definindo o campo
Fi(x) = <0, ...,O,U(x)go(x)m(j&> em RY onde s6 a ultima componente é nao nula e

aplicando o teorema da divergéncia,

/Div(Fj)dx = / F;-ndS, = 0,
Q o)

pois ¢ = 0 sobre 0f). Desta forma

/v(m)gp(m)cos(]x]\/ Ydx = ——/—v z)p(x)]sin (jey)de — 0, j — oo,
Q a.TN

uma vez que vy € C°(€2) e % — 0. Resta mostrarmos que ||m;]

rs@) 7 0, para todo
s > 1. Como |p| # 0, seja = € Q tal que |p(Z)| > 0. Por continuidade, existem ¢ > 0 e
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a; < b;,i=1,..., N tais que

lo(x)] >a Yaxela,b]x- - x[ay,bn] C Q.

n=N-1
Entao, considerando D := [ay,b1] X -+ X [an,by] e C :=a® H

n=1

/|g0(x)cos(ij)|sd:r >a5/ | cos (jan )| dx
Q D

bn C JjbN
= C’/ |cos (jon)|Pdey = —,/ | cos y|*dy.
an ‘7 jan

Sem perda de generalidade, vamos supor 0 < ay < by. Logo j(by — ay) — oo quando

j — o0. Definindo

ki = inf {k; jaxy <kr} e k;j:=sup{k; joy >k},
keN keN

podemos escrever jay = k;m +1;, com 0 < r; < 7 e jby = /ij + 7, com 0 < 7; <.

Deste modo, (k;m,k;) C (jan,jby), e Ej;kj — bN;aN, quando j — o0o. Logo

kjm

. - ki—1 .
C jbN C kjm O3 (i+1)m
—,/ |cosy|’dy > —,/ |cosy|’dy = — E / | cos y|*dy
J jan j ] i:kj T

kj—1 kj—1
C < N C < N
:—_Z/ \Cos(z—iw)lsdz:—_Z/ | cos z|*dz
J izk, /o J izk, Jo

ki —ki—1) [T by — m
— C(k; —J )/ |cosz|’dz — —C( N aN)/ | cos z|*dz
J 0 T 0

Isto mostra que

O(b]\[ — aN)

™
lim [[m;]|7: o) > / |cosz|°dz > 0, Vs> 1.
=00 0



Capitulo

2

Existéncia, Multiplicidade e

Dependéncia de Solucoes para o

Problema nao Homogéneo

2.1 Introducao

Neste capitulo aplicamos métodos variacionais a fim de estudarmos a multiplicidade

de solucoes para o problema indefinido

P,) —Au+m(z)u = a(z)f(u), Q,
" ou/dn = 0, o9,

onde Q C RV, N > 3 ¢ um dominio suave e limitado e a € C(Q) troca de sinal, isto &,
(A1) QF = {2z €Q;a(z) >0}, Q; := {x€Q; a(xr) <0} sdo ndo vazios.
Sobre o potencial m : {2 — R supomos

(my) m € L7(Q) para algum o > N.

Além do mais, definindo F(s) := fos f(t)dt, admitimos que f satisfaz as seguintes
hipoteses.
. f(s)s=(p+1)F(s
) o L P
— |g|p—1
(f2) lim M =0, para algum 1 < p < 2* —1;

|s| =00 |S|p
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(f3) lim M

= 1 1 2% —1;
lim 5[+ 0, para algum 1 <r < ;

(fa) FECR) e |f'(s)| <C(1+|s|*!) para algum C >0el<a<2*—1.

Faremos agora um breve comentario sobre as hipoteses (f1) — (f1). As hipoteses (f1) — (f3)
implicam que f possui comportamento superlinear na origem e no infinito. Um exemplo
de funcao satisfazendo (fy) — (f3) & f(s) = s|s/P~1 + g(s) com @ — 0 quando |s| — oo e
s — 0. Vale mencionar que (f1) e (f2) sdo independentes. De fato, estendendo hy(s) := /s
de forma impar, temos que h; satisfaz ( f;) mas nao satisfaz ( f5). Por outro lado, tomando
q € (1,p), ha(s) := s|s[P~'+s|s|97! satisfaz (f2) mas ndo satisfaz ( f;). Finalmente, notamos
que sob a condigao (f;), o funcional associado ao problema é de classe C? em H'((Q).

Observando que (f3) implica f(0) = 0, temos que o Problema (P,,) possui a solugao
trivial v = 0. Nosso objetivo neste capitulo é estabelecer a existéncia de trés solugoes
nao triviais para (P,,). Inicialmente, através de uma aplicagdo do Teorema do Passo da
Montanha, obtemos a existéncia de uma solugao positiva e de uma negativa. Em seguida,
inspirados por [30], utilizamos a teoria de Morse em dimensao infinita para assegurar a
existéncia de uma terceira solugao nao trivial para (Py,).

Como ja visto na literatura (veja [2, 10, 28|), resultados de existéncia para (P,,) estao

fortemente relacionados ao problema de autovalor

—Ap+m(z)p = I, £,

EP,
( )/\{ dp/on = 0, 0.

Lembramos que o primeiro autovalor de (E'F,,), é simples, isolado e que a autofungao
associada 1 nao troca de sinal em € (veja Se¢ao 3 do Capitulo 1). Considerando ¢; > 0

normalizada em L?(Q) e 7, p dados por (f2) e (f3), supomos
(A2) O primeiro autovalor de (EP,,), ¢ nulo;
(A3) [a(z)ei™ < O;
(A1) [a@)e™ # 0.
Podemos agora enunciar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.1. Suponha (A1) — (A4) e (f1) — (f1). Entao o Problema (P,,) possui pelo

menos trés solugoes nao triviais.

Durante a demonstracao do Teorema 2.1 estabelecemos a existéncia de uma solugao

positiva e uma solu¢do negativa para (P,,). Na realidade, veremos na Segao 2 que a
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existéncia de tais solugoes pode ser obtida se considerarmos no lugar de (m;) e (fy) as

hipoteses mais fracas:
(m1)" m € L°(Q) para algum o > &,

(f1)" feCR).

Motivados pelos resultados obtidos no Capitulo 1 (veja também [25]), consideramos
a existéncia de solucoes quando temos uma perturbacao do potencial m. Mais
especificamente, admitimos a existéncia de uma sequéncia {m;}; C L7(Q2),0 > N,

satisfazendo
(mg) mj; — m fracamente em L7((2).

Teorema 2.2. Suponha (Ay) — (A4), (f1) — (fs) e (m2). Entao existe j, € N tal que (Pp,)

possui pelo menos trés solugoes nao triviais para cada j > 7j,.

Como aplicacao do Teorema 2.2, podemos afirmar que o problema

—Au+ p(z)cos (jey) u = a(z)f(u), £,
ou/dn = 0, 09,

onde p € C(Q) é uma fungdo ndo nula, [a(x) < 0 e f satisfaz (fi) — (f1), possui
pelo menos trés solugdes nao triviais para 7 € N suficientemente grande. Perceba que
mj(x) := @(x)cos (jon),j € N é tal que m; € L>(2) e m; — 0 fracamente em L*(),
para cada s > % No entanto, a sequéncia {mj}j nao converge fortemente em nenhum
L*(Q)(veja o Apéndice do Capitulo 1). Em particular, observamos que os resultados de
[2] e [28] nao se aplicam neste exemplo.

O Teorema 2.2 ¢ uma extensao natural do Teorema 1.1 o qual contribui com os
resultados obtidos em [2, 10, 28]. A organizagao deste capitulo é como se segue: na segao
2 estabelecemos alguns resultados preliminares. Na Secao 3 encontramos duas solucoes
nao triviais u; e ug de (P,,). Na Secao 4 estabelecemos o Lema de Morse Generalizado,
estudamos as propriedades dos conjuntos de nivel e caminhos sobre estes conjuntos de
nivel. Na Secao 5, iniciamos a demonstracao do Teorema 2.1. Para tal construimos um
enlace especial e encontramos uma terceira solugao para o Problema (P,,) no caso em que
M (uq), o indice de Morse de u;, é igual a zero. Repetimos o mesmo argumento na Segao
6 para o caso em que M(uj) = 1, concluindo portanto a demonstragdo do Teorema 2.1.
Na Secao 7, demonstramos o Teorema 2.2 estabelecendo um resultado de dependéncia
continua de solugoes para (Py,;). Finalizamos este capitulo na Se¢ao 8 com um apéndice

que trata da regularidade e comportamento das solugoes encontradas.
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2.2 Preliminares

Nesta secao apresentamos alguns resultados preliminares que serao empregados na
demonstracao dos Teoremas 2.1 e 2.2. Inicialmente lembramos que o funcional associado
a (Pn) é dado por

J(u) = %/|Vu|2 + m(x)u® — /a(x)F(u), Yue H(Q),

onde F(s) = fos f(t)dt. Em vista da regularidade de m, das condigoes (f2) e (f1),

J € CHH'(Q),R). As solugoes fracas de (P,,) sao pontos criticos do funcional acima.
Com o objetivo de analisar o comportamento de J proximo a origem e verificar a

condigao de Palais-Smale (PS) (veja |23] para a definigdo), vamos decompor H'() como

uma soma direta de dois subespagos apropriados: definindo

V::{veHI(Q);/%v:o},

temos que H'(Q2) = Ry, & V. De fato, dado u € H'(Q), podemos escrever u = to; + v
onde t = [upy e v = (u—ty;) € V. Supondo (m;)" e considerando

(v,w), = /V'UVUJ + m(x)vw, Yo,w eV,

é possivel verificar que (-,-);, ¢ um produto interno em V, devido a validade de (A,) e
do fato de A; ser simples e isolado implicam que o segundo auto valor de (EP),,, Aa, é
positivo (veja Secao 3 do Capitulo 1). Considerando ||v||y := 4/ (v,v),, , v € V, a norma

associada em V', temos

Lema 2.3. Suponha (my) e (As). Entao existem ay,as > 0 tais que
il < lolly < azllollimay, Vo e V.

Demonstragao. A segunda desigualdade no Lema 2.3 é consequéncia imediata
da desigualdade de Holder e da imersao de Sobolev. Portanto, é suficiente mostrar a
existéncia da constante a; > 0. Argumentando por contradi¢ao, suponha que exista uma
sequéncia {v,}, C V tal que ||vn||§{1(9) =1 e ||va|[} < L. Sem perda de generalidade

podemos supor que v, — v, fracamente em H'(Q) e que v, — v, fortemente em L*().
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Consequentemente, como Ay > 0 e

1
)\Q/UZ < /\an|2 +m(z)v2 < e (2.1)

temos que v, = 0. Logo, fazendo uso da continuidade do funcional H(v) := [ m(x)v?® na
topologia fraca de H'(Q)(veja [31]) concluimos que [ m(z)v2 — 0. Este fato e a segunda
desigualdade em (2.1) implicam que ||v,||g1) — 0. Mas isto contradiz a identidade

||vn||m1(0) = 1. A demostragao esta completa. O

Observagao 2.4. O Lema 2.3 também implica na equivaléncia entre a norma

ul| ==/ +||[Z, u=te1+v, com teR e veEV,

e a norma usual do espago de Sobolev H*(?). De fato, como uma aplicagdo direta deste

lema, temos
1
lullsey < (Tlerllaay + 2 )l

Por outro lado, afirmamos que existe C > 0 tal que Cllu|| < ||ul|gi) para todo

u € HY(Q). Caso contrdrio, dado n € N, encontrariamos u, = t,p1 +v,, n € N, t, €

R,v, € V tal que [[un]]? = 1 e |Jug|[fnq) < L. Utilizando esta dltima desigualdade,

obtemos

b= /um 50 e loallin = ltn — tar |l — 0.

Aplicando o Lema 2.3 mais uma vez, concluimos que ||v,||v — 0. Seque que ||u,|| =
V2 + |JualZ — 0. Isto contradiz a identidade ||u,|| = 1. A equivaléncia entre || - || e

| [l () estd demonstrada.
Uma das consequéncias do Lema 2.3 é o

Lema 2.5. ([25]) Suponha (As), (As) e (m1)’. Entao existe > 0 tal que

r+1
/a(x)‘u’r+1 < ﬂ N /a r+1 <0
—_ 2 901 )

para todo t € R\{0}, v eV e ||v||lv < Bt

Observe que em fungao de (Aj) e da decomposigao H'(Q2) = Ryp; & V, temos que

/ IVl + ma)? = ol (2.2)

para u =ty +v.
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Concluimos esta secao apresentando duas estimativas que serao utilizadas na
verificagao de que o funcional associado ao Problema (P,,) satisfaz a condi¢ao (PS) :
dado € > 0, combinamos as hipoteses (f1) e (f1)’, a imersao de Sobolev H'(€) — L?(f2)
e a Observagao 2.4 para obtermos C, > 0 tal que

[ (255 - | < coraur ve wio (23)
De maneira anéaloga, por (f2) e (f1),

la(@)(f(u) — ululP™)| < Ce + €elul’, ue H'(Q). (2.4)

2.2.1 A condigao (PS) e a geometria do passo da montanha

O Objetivo principal desta subsecgao é a verificacao de que o funcional J associado ao
problema (P,,), satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha [4].

Visando a verificagdo da condigao (PS), estabelecemos

Lema 2.6. Suponha (my), (A2),(A4), (f1),(f2) e (f1)'. Entao toda sequéncia {u,}, C
HY(Q) satisfazendo K :=sup { |J(u,)], || (un)|| } < oo, € limitada.
neN

Demonstracao. Escreva u, = t,0; + v, com t, € R e v, € V. Argumentando por
contradigao, supomos que {u,}, C H'(Q) nao ¢ limitada. Tomando uma subsequéncia
se necessario, admitimos que ||u,|| — occ.

Utilizando a hipotese do lema, a definigao do funcional J e a relagao (2.2), encontramos
C1 > 0 tal que

p—1 2 fup)uy, 1,

A seguir, dado € > 0, aplicamos a desigualdade (2.3) para obter C, > 0 tal que

1ol [V < Ce + Cr(1+ [[un] ) + el [ua[*

2
Como ||u,|| — oo, obtemos lim, (H\IIZLHI‘\/) < €. Sendo € > 0 escolhido de maneira

2
arbitraria, lim (M> = 0. Consequentemente, |t,| — oo e

direta destes limites nos permite escrever

feetnn ol o (4 2) o ot s

tn

o ” — 0. Uma aplicacao

p1+




2.2 Preliminares 33

Além disso, utilizando (2.4), dado €¢; > 0 obtemos C,, > 0 tal que

L
[ e <

Portanto, como €; > 0 pode ser escolhido suficientemente pequeno,

/ a(z)[f(un) — |unl’~ uy) 01— 0. (2.6)

tn|P~ 1ty

P

Ce
o1+ 1$1 SN 61/§0€+1

n )
P1 ; |tn|p

n

As relagoes, (2.5) e (2.6), e o fato de que |t,,| — oo nos fornecem

0= fim )P / {a(ﬂf)||ti:|zp|:i:n<m —a@)[f () = [un]" "My %} _ /a(x) e

n—)oo|t | p—1t n—00 |tn|p_1tn

’Vl

Mas, isto contradiz (A4). A demonstragao do Lema 2.6 esta completa. UJ

Uma das consequéncia do Lema 2.6 e de f possuir crescimento subcritico é o

Corolario 2.7. Suponha (m1)', (As), (As), (f1), (f2) € (f1)'. Entao o funcional J satisfaz
a condi¢ao (PS).

Demonstracao. Veja [23| ou os argumentos usados no Lemma 1.20 de [31]. O

Estabelecemos agora a Geometria do Passo da Montanha para o funcional J.

Lema 2.8. Suponha (my)’, (A1), (Aa), (As), (f2),(f3) e (f1). Entao existem &, p, > 0, e
e € HY(Q) com ||e|| > p, tais que
(1) J(u) > 2al|ul|™ para cada 0 < ||ul| < po,

(ii) J(e) < 0

Demonstracao: Para a verificagdo de (7), escrevemos u = tp; +v,v € V.t € Re
observamos que ||u||> = t* + ||v||?,. Usando 3 > 0 proveniente do Lema 2.5, consideramos
os dois possiveis casos:

Caso 1: ||v||y < pBJt|. Neste caso, |t| > \/‘% Usando o Lema 2.5 e (A3),

1 r+1
[a@lr < _Mell™ g,
rl 20+ ) F

e (f2), (f3), (f1) e da imersao de Sobolev, dado € € (0, D), existe C. > 0 tal que

|u|r+1 .
C - F)| < dul
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Logo, por (2.2) e 7 + 1 < 2%, existe p; > 0 tal que

u'r+1
Jw) =Sl — 5 [ a@lul ™+ [a(e) M - )]
> (D —e— 2*—r—1) HuHr+1
> De|[uf|H, V0 < JJull < py.

Caso 2: ||v||y > pSl|t|. Neste caso,

— s lull*. (2.7)

2*} )

Iolfy =

De (f2),(f3) e (f1)', encontramos C' > 0 tal que |[ a(z)F(u)| < C [||u]l
Portanto, (2.2) e (2.7), 2 <r + 1 < 2*, existe py > 0 tal que

J(u) Cllull™* =

> s lull? -

v

Il || = Bl ¥ 0 < lull < o,
Escolhendo p, < min{p1, p2}, a verificacao do item (i) esta completa.

Para a verifica¢ao do item (i), consideramos x, € Q2 e r, > 0 tais que a bola aberta
do RN : B, (x,), satisfaz B, (z,) CC QF. Seja u, € C°(B,,(z,)), uo > 0 e u, £ 0. Por
(f2) e (fa)',

F(s) > CisP™t — Oy, Vs >0,

onde C,Cy > 0. Tomando d := Binf( : a(xz) >0,
xe ro (Lo

J(0u,) < %f Vo> + m(z)u2 — [ a(x) [Cy|0u,[P! — Cy)

B’ro(xo)
< MO? + C5 — CyfPHjuo| 21— —o0,

quando # — oo, uma vez que p > 1. Isto nos fornece (i7). A demonstragao do Lema 2.8

esta completa. 0

2.2.2 Comportamento das solugoes

Para finalizar esta secao apresentamos resultados a respeito do comportamento e
regularidade das solugoes de (P,,), cuja as demonstragoes se encontram no Apéndice
deste capitulo. O primeiro trata-se de uma versao do teorema de Brezis-Kato [12] para o

problema de Neumann. Em seguida, apresentamos um resultado sobre o comportamento
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das solugoes nos espagos L9(£2) e finalizamos lidando com a regularidade das solugdes.

Teorema 2.9. Sejam b € L%(Q) eg: QxR — R fungoes tais que g € uma funcgao de
Carathéodory e |g(z,s)| < b(x)(1 + |s]) ¢.t.p. em Q. Se u € H(Q) é um solugdo fraca
nao negativa de
—Aut+u = g(.ﬁlf,'LL), Qa
(P) {

ou
5 = 0, 011,

entio u € L1(QQ) para todo 1 < g < oc.

Corolario 2.10. Seja u = w, a solugao do problema (P) considerada pelo Teorema 2.9.

Entao, dado 1 < q < o0, ||ul|raq) — 0, sempre que |[b]|x/2q) — 0.

Proposigao 2.11. /3] Sejam Q C RY wum dominio suave limitado e g € LP(Q). Seja

u € HY(Q) uma solugdo fraca de

du — , o0.

an

(Pg){ —Au+u = g(x), Q,

Entao

i) Se p > %, u € C°MQ) para algum X € (0,1). Além do mais, l[ullcor@ — 0 se
19][r () = 0.

i) Se p > N, u € CY Q) para algum X\ € (0,1). Além do mais, ullcra@ — 0 se
9l Le@) — 0. i

iii) Sep =%, u € W(Q) — W>v+2(Q).

2.3 Duas Solugoes para (P,,)

Nesta se¢ao mostramos a existéncia de uma solucao positiva e uma negativa para o
Problema (P,,). Para tal usaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha devido

a Brezis-Nirenberg (veja [10]).

Teorema 2.12. [10] Sejam E um espaco de Banach, Q : E — E uma fun¢ao continua e
J € CHE,R) um funcional satisfazendo (PS)., J(0) =0 e

(J1) ezistem a, p > 0 tais que J(u) > « se ||u||lg = p,

(Jo) existe e € E com ||e||g > p tal que J(e) <0,

(J3) Q(0) =0, Q(e) =€ e J(Q(u)) < J(u) , Vu e E.

Entao J possui um ponto critico u € Q(E) tal que J(u) = c,

c = inf sup J(y(t))

YEL tefo,1]
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el := {’7 € C([O’ 1]’E) ; ’7(0) =0, 7(1) = 6}'

Através deste teorema, mostramos a existéncia de duas solugoes para (P,,). Mais

especificamente, provamos o seguinte resultado

Teorema 2.13. Suponha (mq)’, (A1) — (As), (f1) — (f3) e (f1)'. Entdo o Problema (Py,)
possui uma solug¢io ndo negativa uy e uma solu¢do ndao positiva uy em C**Q) para algum

A€ (0,1),. Além do mais, supondo (fy) temos que u; >0 e uy < 0 em Q.

Demonstragao do Teorema 2.13. Para tal demonstracao definimos f,, f_ por

— f(t) se t=0 . ) —f(=t) se £>0
J '_{ —f(=t) se t<0 f-@) '_{ f(t) se t<0.

Nosso objetivo é encontrar pontos criticos para o funcional par

1
Ju) = / Vul? + m(z)u? — /a(x)F,;(u), Ve H'(Q)
onde Fi(s) := [ fi(t)dt,i = +,—. Note que f; satisfaz as condigoes (f1) — (f3) e (f1)'-
Do Coroléario 2.7 e do Lema 2.8, sabemos que .J,,J_ satisfazem as hipdteses do
Teorema 2.12 para Q4 (u) := |u| e Q_(u) = —|ul, respectivamente. Mais especificamente,

aplicando o Lema 2.8 encontramos e; > 0 e e; < 0 tais que

= nf max J(10) e = inf max J-(0)) =
onde
Ty = {y € C([0,1], H'(Q)) ; 7(0) = 0, 7(1) = &4}, k = 1,2, (2.9)

sao valores criticos de J e existem pontos criticos nao triviais uy,uy € H'(Q) tais que
up > 0,us <0ecp=J(up), k=12

Em se tratando da regularidade de wuy, us, devido as hipoteses (f2) e (f4),

o (L= m(@))ug + az) f(w)

N
d;. = c L2(0).
k 1+ |ugl (@)

Aplicando o Teorema 2.9, temos que uy € L"(2) para cada r > 1. Assim ((1 —m(z))uy +
a(z) f(uy)) € L7 (2) para cada o’ € (£, ). Pela Proposi¢do 2.11(veja o Apéndice deste
capitulo), uy € C%*(Q) para algum A € (0,1).

Supondo a condigao (f4) ao invés de (fy)’, afirmamos que u; > 0 e ug < 0 em 2. De
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fato, considere

fln@)

dp(x) = L k=1,2.

m(z) — a(x

m(z), seug(x)=0

Por (my)’ e (f1) temos que di € L (Q) para cada o’ € (§,0). Pelos Teoremas 1.7 e 1.6 e
Observacao 1.8 do Capitulo 1, u; > 0 e us < 0 q.t.p. em €. Utilizando uma desigualdade
do tipo Harnack devida a Stampacchia (Teorema 7.1 de [26]) e o fato que u; e ug sdo

continuas, concluimos que u; > 0 e uy < 0 em €2 no sentido cléssico. 0

Observagao 2.14. Se supormos (mi) ao invés de (my) entao ((1 — m(x))up +
a(x)f(ur)) € L7 () para cada o' € (N,o). Usando a Proposicio 2.11, ux € C'(Q)
para algum \ € (0,1). Além do mais, pelo Lema de Hopf para funcoes CH(Q) (veja [15])

temos que |uy| >0 em Q.

2.4 O Lema de Morse Generalizado

Nesta se¢ao com o intuito de obtermos um terceiro ponto critico para J através de um

enlace (linking) especial, enunciamos uma ferramenta fundamental para o nosso trabalho:

Lema 2.15. (Lema de Morse Generalizado [13]) Sejam U uma vizinhanga da origem 0 no
espago de Hilbert H e I € C*(U,R). Suponha que O € o inico ponto critico de I e denote
por A = 1"(0) com nicleo N e espectro o(A). Se 0 ¢ a(A) ou 0 é um ponto isolado de
o(A), entao existe uma bola aberta Bs(0) centrada na origem 0, um homeomorfismo local
® que preserva a origem definido em Bs(0), uma aplicagio C*, h : Bs(0)NN — N+, com
h(0) = 0 tais que

1
To®(0+ z+vy) :§<AZ,Z>H+I(0+h(y)+y), Vu=z+y € Bs(0)

onde (-,-) € o produto interno em H, y = P(u) e z = P, (u) sdo as projegdes ortogonais

de u sobre os subespacos N e N+, respectivamente.

Observagao 2.16. A funcdo h : B;(0) NN — N= pode ser caracterizada da seguinte

maneira: dado y € Bs(0) N N, entao z = h(y) € a unica solugao do problema

210+y+2)=0
z € N*t.



2.4 O Lema de Morse Generalizado 38

Para maiores detalhes, veja a demonstra¢iao do Teorema 5.1 do capitulo 1 de [13].

Note que podemos escrever

1
I = llulB ~ [ Gl Vue H(@),

onde G(z, s) := [; g(z,t)dt e g(z, s) := a(z)f(s) + (1 —m(z))s. E sabido que (f3) implica
em f(0) = 0. Além do mais, por (f3),(fs) e da expansdo de Taylor de F(s)

vizinhanga da origem,

em uma

Assim f/(0) = 0 e J; € C?*(H'(Q),R),i = +,—. Novamente, como acima, podemos

escrever

1
3w = 5llulBiey ~ [ Gilwu), ¥ e H'@)
onde G;(z,u) := Fj(x,u) + (1 — m(x))%, para i = +,—. Considerando (-,-) o produto
interno em H'(Q) e ¢'(z,s) = Zg(x, s),

J" (u)(u, 2) = (u, z) — /g'(x,ul)uz, Vu,z€ H(Q).

Seja A : H'Y(Q) — H'(Q) definido por J"(u;)(u,z) = (Au, z). Entao A = I — K onde
K ¢ tal que (Ku,z) = [ ¢'(x,u1)uz. Observe que K é um operador compacto em vista
e (mq),(fs) e da regularidade de w;(veja secao anterior). De agora em diante, por

simplicidade, utilizamos as seguintes notagoes,
A:=J"(uy), N:=Kern(A), o(A):= espectro de A.

Além disso, note que H'(Q) = N & N+. Pela Obervagao 2.14, u; > 0 e up < 0 em Q. Sem

perda de generalidade, supomos que estes pontos criticos sao isolados.

Aplicando o Lema 2.15 sobre o funcional I(u) = J(u; + u) obtemos § > 0, um
homeomorfismmo ® : Bs(u;) — ® (Bs(u;1)) que preserva u; e uma aplicagao C! tal que
h: Bs(0)N N — N+ com h(0) = 0 tais que

Jo®(uy+y+2) = %(Az,z)—i—J(ul—l—y—i-h(y)),
(2.10)
V(y,z) € N® N+t com yller @) + [|2]|a @) < 6.
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De maneira anéloga, aplicando o Lema 2.15 a I(u) = J, (u; + u) obtemos 6, > 0, um
homeomorfismo ®, : Bs(u;) — ®, (Bs(uy)) que preserva u; e uma apligio C' tal que
hy : Bs(0)N' N — N+ com h, (0) = 0 tais que

Joo®i(mtyta) = 3As )+l yt (),
(2.11)
V(y,z) e No Nt onde ||y|lm@ + ||2||m@) < o4

De agora em diante, cada vez que §, h, & aparecerem, eles serdo provenientes de (2.10). O

mesmo vale para 6, hy, ®,.

2.4.1 A fungao h: Bs;(0)NN — N+

Nesta secao, caracterizamos h : B;(0)NN — N como sendo a solucao de um problema

eliptico. Em seguida analizamos o comportamento de h(y) quando ||y||g1 o) — 0.

Tomando y € N := Kern(A), temos que

/Vwa+yw:/g'(:v,u1)yw, Ywe HY(Q),

isto é, y é uma solucao fraca de

& =, 9.

{_Ay+y = gl<x7u1)y7 Qv
on

Afirmamos que y € CT*(Q). De fato, de (f4), (m1) e da regulariadade de uy,
|9 (2, u)| < e(1 + m(z)]) € L7(2),0 > N.

Aplicando o Teorema 2.9, temos que y € L"(£2) para cada r > 1 o que mostra que
g (x,u)y € L7 (Q), para cada ¢’ € (N,o). Usando a Proposicao 2.11 concluimos que
y € CYM(Q) para algum A € (0,1). A afirmacdo estd demonstrada.

Ja que A = I — K onde K é compacto, pela alternativa de Fredholm [11], N tem

dimensao finita. Considere P a projecao ortogonal de H'(Q) sobre o nticleo N. Entao

P(w) = Z (w,w;) w;, Y w e HY(Q),

(2

onde {wy,....,wg} ¢ uma base ortonormal de N. Note que, em vista da afirmacao acima
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w; € CYNQ),<i < k.
Para estudarmos as propriedades de h vamos necessitar da seguinte estimativa, baseada

em (f4) e na regularidade de uy,
9(z,u1 + 51+ s2) — g(@,w1)| < c[1+ [m(@)][s1 + s2| + [s1 + 52/°] (2.12)

para cada x € Q e (s1,52) € R% Devido a (2.12) e a afirmagao acima,

w2

N
2

/‘g(x,ul +y+2) = g(z,u) n IZI(CH)%] <oo,  (213)

1+ |z|

< c/ [1 4+ lm(z)

para cada z € H'(2), uma vez que (a — 1)& < 2*. Portanto, para cada y € N N B;(0),

T(v) = / (gl ur +y + h(y) — gle,w)v, ve HY(Q),

é um operador linear continuo. Consequentemente, para cada y € N N B;(0), existe um

tinico w = w(y) € H*(Q) solugao do problema

(2.14)

9w — ), x € 0f).

{—Aww = gz, ui +y+h(y) —g(z,wm), zeQ,
on

Neste momento estamos prontos para caracterizarmos a fun¢ao h da seguinte forma:

Lema 2.17. Suponha (my), (f1)—(f1) e (A1) —(A4). Sejam § > 0,h e N dados por (2.10).
Entao, para cada y € Bs(0) NN,

h(y) =w = P (w),

onde w = w(y) € H'(Q) € a inica solugao do problema (2.14).

Demonstragao. Da Observagao 2.16, sabemos que para cada y € Bs(0) NN, z = h(y) é

a unica solucao do problema

0
aJ(umLerz):O, z€ N+t

Como
+<u,y+z>—[Glr,ui+y+z2), VzeN'
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para z = h(y), temos

oJ

<$(u1+y+z),z>:(u1+z,z)—/g(x,u1+y+z)2:0, Vze Nt

Por (2.14) e pelo fato de u; ser solugao de (P,,), obtemos

(h(y),2) =—(w,2) + [g(x,us +y+ h(y))z
= [lg(z,u1 + y + h(y)) — g(z,u1)]Z
- <w72>
=(w-Pw),z), Vze Nt

(2.15)

Uma vez que h(y) € N+, concluimos que h(y) = w—P (w). O Lema 2.17 esta demonstrado.
0

Lema 2.18. Suponha (my), (f1)—(f1) € (A1) —(Ay). Sejam 6 > 0,h e N dados por (2.10).
Entao, para y € Bs(0) NN,

(1) h(y) € CYNQ), para algum X € (0,1),

(@) [[h(y)llcr@y — 0 quando ||y|| g1 @) — 0.

Demonstragao. Pelo Lema 2.17, h(y) = w — P(w). Logo h(y) satisfaz
—Ah(y) +h(y) = glu+y+h(y) —g(u) —ely), =€,

My — x € 01,

Bily) = / l9(e, 1 +y + h(y)) — gz, w)]w. (2.16)

Da continuidade de h e do fato que h(0) = 0, segue que ||h(y)||g1@) — 0 quando
l|yllm1 @) — 0. Logo pela estimativa (2.12), Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue e a imersao de Sobolev, 3;(y) — 0 quando ||y||m1(@) — 0. Assim podemos
supor que |5;(y)| < M para todo y € Bs(0) N N. Devido a regularidade y € Bs(0) NN e o
fato de N ser de dimensdo finita, podemos supor que y é uniformemente limitado em Q.
Este fato e a regularidade u; e w;, juntamente com a hipotese (f;), permitem encontrar
C > 0 tal que

lo(y)] < C(1+|m|) € L7(Q), Yy € Bs(0)N N. (2.17)

Tomando g(z,y) := g(z,u1 +y + h(y)) — g(z,u1) — ¢(y), a estimativa acima juntamente
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9(z,y)
1+[h(y)|

h(y) € L () para cada ¢’ € [1,00). Isto nos permite afirmar que g € L7 (Q) para cada
o' € (N,0). De fato, por (2.12) e (2.17) basta verificarmos que |[mh(y)| € L7 (). Mas

este fato é consequéncia direta da desigualdade de Hélder, uma vez que

€ LN?(Q). Aplicando mais uma vez o Teorema 2.9,

com (2.13) mostram que

[ Im@hwI < lmlf a7, <

Lo=7 (Q)

e h(y) € Lﬂof;’ (©). A afirmac@o estd demonstrada.

Tendo em vista a afirmacao acima, pela Proposicao 2.11, h(y) € C**(Q). Isto conclui
a verificacao do item (7).

A seguir, apresentamos a verificagdo do item (ii). Em vista da Proposicdo 2.11, basta
mostrarmos que existe o’ > N tal que [|g(-, y(:))|[ .o (o) — 0, quando [|y|[ g1 (@) — 0. Como
estamos trabalhando em espagos métricos, vamos mostrar que ||g(, yr()llpor @) — 0,
sempre que ||y||m1o) — 0,k — oo. Usando mais uma vez a continuidade de h em H'(12),
se ||ykl|a1) — 0, entao podemos supor que h(y,) — 0 em H'(Q), h(yx) — 0 em LI(Q),
h(y) — 0 q.t.p. em Qe |h(yr)| < ¥, € LY(Q) q.t.p. em Q, 1 < g < 2*. Portanto, de
(2.13), (2.16) e (2.17),

9(,yx)
11‘}1&)“ — 0 q.t.p. em Qe

3(x, _ N
’ 9(z, y) <C (1 + |m| + |¢N/2(a—1)|( 1)) € Lg(Q)

it

Consequentemente, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue implica em

9(x,yi)
Y] K — 0, quando ||yx|| g1 @) — 0.
Pelo Corolario 2.10, com by, := ﬁ(ﬁl’(‘yy’“k))n, temos que ||h(yx)||z7 (@) — 0 para cada & > 1.

Da defini¢ao de g, (2.12) e desigualdade de Young, para cada ¢’ € (NN, o), nao é dificil

verificar que

/

/
_ o p o ol g —0
glel” <€ (1t @)l + L i)l +

mwwﬁ+mmwﬁ.

Entdo, utilizando o fato que h(yz) — 0 em L7~ (Q) e L' (2), aplicando mais uma vez o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que || g(z, yx)|| o' — 0

para cada o’ € (N,0), o que encerra a demonstrac¢ao do Lema 2.18. ([l
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2.4.2 O indice de Morse

Discutimos aqui algumas propriedades que obtemos de acordo com o valor do indice
de Morse dos pontos criticos do funcional J, estabelecidos pelo Teorema do Passo da
Montanha.

Lembramos que o indice de Morse de J em u;, denotado por M(u;), é definido como
a dimensao maximal dos subespagos de H*(Q), onde A = J"(uy) = J(u1) é negativa
definida.

Denotando por J¢ := {u € H(Q) ; J(u) < ¢} enunciamos uma versao do resultado

que caracteriza os pontos critico do tipo passo da montanha devido [18].

Lema 2.19. (/30]) Seja V uma vizinhanga arbitrdria de uy. Entdo

[T\ {uw}] NV #0

e nao € conexo por caminhos.

Sabendo que M(u;) € {0,1} ( veja Hofer [18]), vamos analisar estes dois possiveis

Casos.
Se M(uy) =0,
(Au,u) = / (Vul? + m(z)u® — a(x) f'(u)u® >0, Vu e H(Q).
Afirmamos que existe u, € H'(Q2)\{0} tal que (Au,,u,) = 0. Caso contrério,
J"(u1)(u,u) > 0,Y u € H(Q).

Mas, isto mostra que u; ¢ um ponto de minimo local estrito de .J, o que contradiz o Lemma

2.19, uma vez que a expansao de Taylor para J implica em
J(ur +h) = J(w) + J"(wr)(h, ) + o( ||| ).

De fato, basta verificarmos que existe d > 0 tal que J”(u;)(u,u) > d||u|?, para cada
u € H'(Q)\{0}. Caso contrario, a menos de subsequéncia, existe uma sequéncia unitaria
{u,}n € HYQ), tal que u, — u, fracamente em H'(Q) e (Au,,u,) = (Un,u,) —
(Kup, u,) — 0. Como (Kuy,u,) — (Ku,,u,), temos que u, # 0, ja que ||lu,|| = 1.
Logo, (Au,, u,) < liir_lirolf (Aup, u,) = 0, o que contradiz J”(uy)(u,u) > 0 em H(2)\{0}.

Concluimos portanto pela existéncia de u, # 0 tal que (Au,, u,) = 0. Pela teoria espectral
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para operadores do tipo I — K, onde K é compacto, temos que o primeiro autovalor de
A=1-K¢

inf (Au,u) = 0.
u#£0

O que mostra que N # {0}. Por outro lado, fazendo

mo(x) = m(z) — a(x) f(uw(x))

temos que A\ (—A+m,) =0, onde A\;(—A+m,) é o primeiro autovalor de (EP),,,. Como
A (—A 4+ m,) é simples, a dimensao de N é 1. Além do mais, como o segundo autovalor

Ao(—A 4+ m,) é positivo,
2|0 := v/(Az,z) ¢ uma norma equivalente a ||z||gi1q) em N*. (2.18)

Veja Capitulo 1 para maiores detalhes neste sentido.

Se estamos no caso em que M(u;) = 1, (Au,u) < 0 para algum u € H'(Q2)\{0}, o
que implica em A;(—A + m,) < 0. A simplicidade de A\(—A + m,) permite escrever
N+ =WT @& W™, onde W~ é o autoespago (unidimensional) associado a Aj(—A + m,)

no qual A é negativa definida. Considere w, € W~ tal que
{w™ e W |w |l = 0+} = {~w, ,w, }-

Neste momento uma ordem em W™ é necesséaria: dizemos que w~ > 0 se, e somente se,
existe A € RT tal que w™ = \wj .

Seja U a seguinte vizinhanca de uy :

Uy = {®y(ur +y+w" +w) ;5 [wllme <04 o llme) < 0s e llyllme <}
(2.19)
onde &' € (0,04) é tal que

{(Awg , wy )

[ Jo(wr +y + hi(y) —af < -3

, Yyl <6 (2.20)
Tomando d; > 0 menor se necessario, devido ao Lema 2.15 podemos supor que
1
Jyo®, (u+y+wt+w”) = 5 [(Awt, wh) 4+ (Aw™, w™)] + o (w +y+hi(y)), (2.21)

sempre que |[w®||g) < 04 e ||y|lm ) < §'. Apos estes ajustes, podemos tornar o Lema

2.19 mais preciso.
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Lema 2.20. Suponha M(uy) = 1 e considere Uy dada por (2.19). Entio o conjunto
[J\{w }] NUy possui exatamente duas componentes conexas por caminhos. Uma delas

contém O (u; +w,’) e a outra contém P, (u; — w,)

Demonstracao. Pelo Lema 2.19, basta mostrarmos que qualquer ponto de [J{\{u; }]N
pode ser ligado a @ (u; +w, ) ou @, (u; — w, ) por um caminho em [J\{uy }] NU;.
Dado @ (u1 +y +wt +w™) € [J{\{u1}] N, suponha que w~ > 0. Vamos mostar

que &, (u; +y+w* +w™) estd na mesma componente de @, (u; +w, ). Para tal considere

p(t) =P (i +y+ (1 —-twt+w), tel01],
p2(t) == Py (ur +y + (L —w™ +tw,), t€]0,1],
p3(t) =@ (ug + (1 — )y +w)), t €10,1].

Note que
p([0,1]) == p1([0, 1]) U p2((0, 1]) U p5([0, 1])

liga @ (u; +y+w™ +w”) a ®(ug +w,) e p([0,1]) € U\{ui}. Resta verificarmos
que Jo(p(t)) < ¢ para todo t € [0,1]. Quando estamos sobre p;, usamos (2.21) e o
fato que (1 — )2 {Aw™, w*) < (Aw™,w'), para cada t € [0,1] para concluirmos que
Ji(p1(t)) < Ji(p1(0)) < ¢y, para cada t € [0,1]. Sobre py, considere 0 < A < 1 tal que
w™ = \w, . Jaque ((1 —t)\+¢)* > \? para cada t € [0, 1], temos que

(A1 =™ +twy), (1= thw™ +twy)) < N (Aw,  wy) = (Aw™,w™).

Portanto, por (2.21), Jy(p2(t)) < Jy(p2(0)) < c1, para cada t € [0,1]. Sobre ps,

I|1(1—¢)y|| <, (2.20) e (2.21) implicam em

Tepsl0) = 5 (A ), (7)) + T + (1= By + A (1= 0)y) < e

De modo similar, se w™ < 0 podemos mostrar que @ (u; +y + w™ +w™) estd na mesma
componente de ¢, (u; —w, ).

Finalizamos esta demonstragao verificando que o caso w~ = 0 nao ocorre. Caso
contrario, se P, (uy + y + w*) € [JP\{ui}] N Uy, por (2.21), o caminho p(t) :=
O, (ug +y+wh+ (2t — 1w, ) é tal que

Te(p(t)) = 5 [{Aw® w®) + (2t = 1)* (Aw,, wy )] + Jo (w1 +y + ha(y))
<Jpo®y(up +y+wh) <c, tel01].
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Assim p é tal que p(0) estd na mesma componete de ¢, (u; —w, ) e p(1) esta na mesma
componente de ®,(u; + w, ). Em vista dos dois casos acima, w~ > 0 e w™ < 0,
concluimos que [J{'\{u}] NU; é conexo por caminhos. Mas isto contradiz o Lema 2.19.

A demonstragao do Lema 2.20 estéd completa. U

Observagao 2.21. Note que se M(uy) = 1, entao J, o @ (ug +y+ wt) > ¢ para cada
[w*|| <04 e 0 <||yllmy <. Em particular, se w™ =0, Jy(uy +y + hy(y)) > c1 para
caday € N com 0 < ||y||gr ) <9

2.4.3 O comportamento local de J em u;

Baseados no valor do indice de Morse M (u;), estudamos o comportamento local de J
em uma vizinhanga de u;. Mais precisamente, mostramos que y — J(u1+y+h(y)),y € N,
é tal que y = 0 ¢ um ponto de maximo ou minimo local isolado.

Com o intuito de estabelecermos tal resultado, iniciamos com o

Lema 2.22. Sejam §, > 0,hy, P, dados por (2.11). Entao existe 64, € (0,64) tal que
(i) Se M(uy) =0, entao Jy(u1 +y+ hy(y)) < a1 para cada 0 < ||y|| < dy4,.

(1i) Se M(uy) =1, entao Jy(uy +y+ hi(y)) > c1 para cada 0 < ||y|| < d4,.

Demonstragao. A verificagdo do item (ii) segue da Observacdao 2.21. No caso em
que M(u;) = 0, sabemos que u; é ponto critico degenerado e dim(N) = 1. Seja
R : Bs (0) N N — R definida por R(y) = Jy(u1 +y + hy(y)). Afirmamos que y = 0

é um ponto critico isolado e maximo local de R. De fato, dado y € N, sabemos que

R(y)y =T, (s +y+he(@) g+ T4 (ur+y+ hai(y) By (y)7.
Lembrando que z := I/, (y)y € N* e H(Q) = N & N+, escrevemos

0.,

5 (ur +y+2) z.

z=hy(y)

Jo(unt+y+hi(y) (0@ z) =

oJ
Como z := h(y) é a tnica solugao de ——(uy +y + z) = 0, para z € N,

0z

R(y)y=J, (wi +y+hi(y) 7,

para cada y € Bs, (0) N N.
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Pelo que vimos acima, podemos afirmar: y = 0 € um ponto critico isolado de R. Caso
contrario, existe outro ponto critico y; arbitrariamente proximo de y = 0. Mas isto implica

que para cada v =y, + 2, € N ® N,

Jo(ur +yr+hy(y))u = Ty (ur + 31+ by (v1))yo + T (ur + 91+ Ry (y1)) 20

= R/(yl)yo + 8{;]; (Ul + Y1 + h+(y1))zo = 0.

Logo, pelo Lema 2.18, u; + y; + h4 (y1) é um ponto critico de J que esta arbitrariamente
proximo de wu;. Além disso, como y; € N e h(y;)) € Nty + hi(y) # 0.
Consequentemente, u; + 3 + hy(y1) # u1, 0 que contraria nossa hipotese de wu; ser
um ponto critico isolado. Concluimos pela existéncia de 0., € (0,d,) tal que y =0 é o
tinico ponto critico de R para cada ||y||m1() < 04,. Resta verificarmos que y = 0 ¢ um

méaximo local (estrito).

Como dim(N) = 1, sem perda de generalidade vamos supor que N =
span{lCo}, ||Kol|a1(@) = 1. Tomando ¢, > 0 menor se necessario, podemos supor a

validade do Lema 2.15 em
Uy = {Py (ur + I, + 2) 5 [t < 4y, |12l m1@) < 04y ) (2.22)

Se y = 0 é um minimo local de R, entao [J{'\{u1}] NU, = 0, uma vez que y = 0 é
ponto critico isolado de R, M(u;) = 0 e vale a decomposigao do funcional J fornecida
pelo Lema 2.15. Mas isto contraria o Lema 2.19.

Portanto, basta mostrarmos que y = 0 nao é ponto de sela. Sem perda de
generalidade, vamos supor que R(tK,) < ¢; < R(—tK,) para cada 0 < ¢t < ¢,,. Dado
Qi (uy +y+ 2) € [JP\{u1}] NU,, observamos que (2.11) implica que y nao pode estar
no segmente de reta que liga 0 até —o0,,/KC,. Além do mais, por (2.11), os caminhos
pi(s) =P (ug +y+ (1 —5)z),s €10,1] e pa(s) := Py (ug + (1 — )y + $04,K,), s € [0,1]

sao tais que

Te(pi(s) = 525 (A2, 2) + (i + y + ha(9) < Jo(m(1) < 1, Vs € [0,1],
Ji(p2(s) = R((1 — s)y+s64,K,) <y, Vse|0,1].

Desta forma, qualquer ponto de [J{'\{u1}] NU, estd na mesma componente de @, (u; +
0:,/C,), o que contradiz o Lema 2.19. O item (i) esta verificado. A demonstragao do

Lema 2.22 esta completa. 0

Corolario 2.23. Sejam § > 0,h,® dados por (2.10). Entao existe 0 < 6; < min{d, 0, }
tal que
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(i) Se M(uy) =0, entio J(ur +y + h(y)) < J(u1) = ¢1 para cada 0 < ||y||m () < 6.

(ii) Se M(uy) =1, entio J(uy +y+h(y)) > J(u1) = 1 para cada 0 < ||y||g1 (o) < 01.

Demonstragao. Ja que u; € C*(Q) é uma solugao de (P,,), pelo Lema de Hopf para
fungdes C* ( veja [15]), uy > 0 em €. Pelo Lema 2.18, ||y + h(y)||cr@) — 0 quando
lyl| 1) — 0. Logo, existe 0 < §; < min{d, d1, } tal que us +y + h(y) > 0 em O, sempre
que ||y||a1 @) < d1. Assim, da Observagao 2.16

a7, o) -
W(ul +y+h(y) = @(m +y+ h(y)) = 0.

Invocando a unicidade de A temos que h, (y) = h(y), sempre que ||y|| g1 () < 6. Portanto
J(ur+y+h(y)) = Je(ur+y+hi(y)). Aplicando o Lema 2.22 concluimos a demonstragao
do Corolério 2.23. O

2.5 Uma terceira solugao [caso M (u;) = 0]

Garantimos aqui a existéncia de um terceiro ponto critico uz tal que J(uz) >
max{ci, c2}, onde ¢, ¢o sdo valores criticos associados a uy, ug, respectivamente. Considere
N = span{K,} com ||KCo||mi(q) = 1, a bola em N*, B := {z € N ; ||z]|mi) < p} ea
esfera S == {z € N*; ||z|lg1 ) = p}-

Lema 2.24. Suponha M(uy) = 0. Existem p >0 e € > 0 tais que
J(uy +2) > e, Vze B \{0}, (2.23)

Jui+2z2) > c1+e Vze SPL. (2.24)

Demonstragao. Inicialmente de (2.18) e da expansdao de Taylor para J em uma

vizinhanga de u; garantimos a existéncia de p > 0 e a, > 0 tais que

T +2) = Jn) + (), 2) + 3 )z, 2 +o(1)
=+ 1108 (3 + (522

> 1+ aoll2 [y, ¥ O <|[2llm@ <p, 2 €N

A desigualdade acima nos fornece (2.23) e (2.24). O lema estéd demonstrado. O
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Corolario 2.25. Suponha M(uy) =0 e considere U, dada por (2.22). Entao

[T\ {w}] N, # 0

possui exatamente duas componentes conexas por caminhos. Uma dessas componentes
contém O (uy — 64,/C,) e a outra contém O (uy + 04,K,). Além do mais, podemos supor
que existe 04, € (0,04,) tal que A* := uy£0, Ko +h(+0,,K,) estd na mesma componente
que D (uy +0,,K,).

Demonstracao. Em vista do Lema 2.19, basta mostrarmos que qualquer ponto de
[J\{w }] NU, pode ser ligado @ (uy — 51, K,) ou @4 (uy + 04,K,) por um caminho em
[JE\{w }] NU,. De fato, se & (uy +tK,+ z) € [J{\{wu1}] NU,, entdo ¢ # 0 e os caminhos

p1(s) =Py (ug + K, + (1 —s)2), s€][0,1]

2a(5) ::{ O (ug + [(1— s)t + s6,,)K,), if t>0 Cseio]

Dy (ug + [(1 = 8)t —s0,]K,), if t<0

ligam & (u; +tK,+2) a &4 (ug — 5, C,) ou D4 (ug +94,K,), em U, \{u; }, conforme ¢t < 0
ou t > 0. Sobre o primeiro caminho, em vista do Lema 2.15, J;(p1(s)) < J+(p1(0)) < ¢4,
para cada s € [0, 1]. Pelo Lema 2.22,

To(pa(s)) = o (w4 [(1— )t & 504, 1K, + ha([(1 — )t = 564, ]K,)) < en,

para cada s € [0,1] e £t > 0. Isto mostra que [J{'\{u1}] N U, tem exatamente duas

componentes conexas por caminhos. Seja 3+1 € (0,64,) tal que
wp £ 04, Ko + (204, K,) € [J\{ur}] N,

Afirmamos que A~ = uy — 0y Ko + h(—04,Ko) € AT = uy + 64, Ko + h(04,K,) estao em
componentes conexas por caminhos distintas. Argumentando por contradigao, suponha

que este fato nao ocorra. Considere o caminho
Yo 1 [0,1] = [J\{wr}] NU, (2.25)
sobre a componente que contém os dois pontos acima, de forma que

15(0) = A7 e 7,(1) = A*.
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Seja D : [0,1] — N uma fungao continua definida por
D(t) := P(,(t) — uy),

onde P & a projecao ortogonal sobre N. Logo, como D(0) = —b,,K, e D(1) = 04,K,,
o teorema do valor intermediario assegura a existéncia de t, € (0,1) tal que D(t,) = 0.
Como 7, (t) # u; para cada t € [0, 1], segue que existe z € N+\{0} tal que v,(t,) —u1 = 2.
Assim, pelo Lema 2.24, J(v,(t,)) = J(u1 + z) > ¢;. Isto contradiz (2.25) e encerra a

demonstra¢ao do Corolario 2.25. 0

2.5.1 O enlace

Construimos aqui um enlace que ird nos proporcionar um terceiro ponto critico para J.
Ja sabemos da Secao 2 que J; satisfaz a Geometria do Passo da Montanha. Sem perda de
generalidade, vamos supor que ¢y = J(uz) < J(u1) = ¢1. Na defini¢ao I'y(k=1,2) dada em
(2.9), podemos escolher ey, e; € C5°(£2) nao triviais com suportes disjuntos tais que e; > 0,
ey <0, Ji(e1) < 0e J (ez) < 0. Sabendo que J(tu) — —oo quando ¢ — oo para cada
u # 0 pertencente ao espago gerado por e e ez, podemos considerar v* € C([0,1], H'(2))
ligando e; a eg tal que J(y*(t)) < 0 para cada t € [0,1]. Acompanhe a construgao de v*,
assim dos caminhos que estao por vir, observando a Figura 2.1 abaixo.

Tomando 5+1 definido no Corolario 2.25, escolha 5> 0 tal que
A = <u1 6, K, + h+(i5+1/co>) ¢ B;(uy).

Aplicando uma versao do Lema de Deformacao (veja [18, 30]) podemos supor a existéncia
de um caminho 7; ligando 0 a A~ em J{*\{u;} tal que Jy(71(s)) < ¢1,Vs € [0, 1].
De maneira analoga existe o em J{*\{u;1} que une A" a e; satisfazendo Jy(12(s)) <

c1,Vs € [0, 1]. Considere agora
v3(s) == (uy + 5Ky + hi(sK,)), —04, < s <4,

o caminho em J{' que liga A~ a A" e passa por u; uma tnica vez. Ao conectarmos os
caminhos 71,7y, e 73, obtemos o caminho v* € I'; que passa por u; uma tnica vez. Além
do mais, como J, é par, podemos supor que v* > 0.

Utilizando um argumento similar, existe v~ € I's, v~ < 0, isto é, 7~ nao passa por
uy > 0 ligando e a 0 tal que J(7v~) < ¢;. Aqui usamos o fato que co = J(ug) < J(uy) = ¢4
e que os funcionais truncados coincidem com J quando avaliados em seus respectivos

pontos criticos. Isto é Jy(u1) = J(u1) e J_(u2) = J(ug).
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Conectando v*, v~ e v*, obtemos 7, um caminho fechado que identificamos com uma

aplicacao ¢ : ' — H'(Q) de forma que

p(Sh) =7((0,1]) = v*([0,1]) Uy~ ([0, 1]) Uy([0, 1)),

onde 8! C R? ¢ a esfera unidimensional (a circunferéncia).
Sejam P € ([0, 1]) e Q dois elementos de H'(Q) tais que P esta ‘proximo’ de @ e o
segmento de reta que os liga R C H'(Q) ¢ tal que J(R) <0 e RN~([0,1]) = {Q}.

Figura 2.1: Enlace

Considere p : [—1,1] — S' uma parametrizacao de S' satisfazendo p(—1) = p(1) =
(1,0) € R?. Sejar: [0,1] x {0} C B*> — R uma parametrizagao de R. Defina

. {w COB.HW) v =g = }
oB2 [0,1]x {0}

= inf sup J((9)), 2.26
¢ = inf sup J(1(0)) (2.26)

onde B? C R? ¢ a bola fechada bidimensional.
Seja € > 0 e p > 0 dados por (2.23) e (2.24). Considere

{uy —i—S,j_} ={u+z2; z€ NJ_vHZHHI(Q) = p}-

E sabido que se ¢3 > max{cy, c2}, entdo o principio minimax pode ser aplicado para
mostrar que c3 é um valor critico de J. Em vista do Lema 2.24, para obtermos tal

estimativa é suficiente mostrarmos o seguinte resultado
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Lema 2.26. Se ) € U entao (B%) N{uy + 5, } # 0.

Demonstracao. Argumentando por contradi¢ao, suponha que existe 1), € W satisfazendo
bo(B%) N {uy + 5,7} = 0. (2.27)
Defina a homotopia F; : B, (0) x (—1,1) — H'(€2) por
Fi(z,8) == u1 + 2 — o(tp(s)), V (z,8) € BPL(O) x (—=1,1), t € [0,1].

Vamos calcular o grau d(Fy, B, (0) x (—1,1),0). Afirmamos inicialmente que F; nao se

anula sobre a fronteira

9 (B, (0) x (=1,1)) = 5,(0) x [-1,1] U B,(0) x {—1,1}.

2 P

De fato, se (z,5) € S;(0) x [-1,1], sabemos que tp(s) € B® para cada t € [0,1].
Devido nossa hipotese (2.27), Fi(z,s) # 0 sobre S,-(0) x [—1,1]. Por outro lado, se
(z,8) € B, (0) x {—1,1}, entdo s = +1 e

bo(tp(£1)) = 1,((£,0)) = r(t) € R, V't € [0,1].

Como J(R) < 0, (2.23) implica ¢, (tp(£1)) ¢ [uy + B(0)] . Portanto F; nao se anula
sobre B-(0) x {—1,1}. A afirmacdo esta provada.

Utilizando a invariancia do grau por homotopias,
d(Fy, B, (0) x (—1,1),0) = d(Fy, B, (0) x (=1,1),0). (2.28)

Set=0,
d(Fy, B, (0) x (=1,1),0) =0, (2.29)

uma vez que Fy(z,s) = u; + 2 — 1,(0), ¥,(0) € R onde J(R) < 0 e J(u; + 2) > ¢; por
(2.23).
Por outro lado, se t = 1, ¥,(p(s)) = p(p(s)) e

Fi(z,s) =u; + z — p(p(s)).

Lembrando que ¢(S") = 7*([0,1]) U~~([0,1]) Uy*([0,1]), onde v([0,1]) U57([0,1])
JN\{w}, ([0,1]) = 7([0,1]) U ys([=04,,04,]) U2([0,1]) e %([0,1]) U([0,1]) C
JN\{u1}. Aléem do mais, Fi(z,,5,) = 0 < u; + 2z, = ©(p(s,)). Logo, pelo Lemma 2.24,

z, = 0, isto é, p(p(s,)) = uy. Assim, pela propriedade de excisao, precisamos considerar
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apenas s € [—1,1] tal que p(p(s)) € v3([—d4,,04,]). A menos de uma reparametrizacdo,
d(FlaB;J)_ X (_17 1)70) = d<F17 B,j_ X <_S+175+1)70>'
Neste caso,
Fi(z,8) =u1 + 2z —@(p(s)) = us + 2 — [ug + sK, + h(sK,)] = z — sK, — h(sK,).
Ja que K, € N, 2z, h(sK,) € N+ e h(0) = 0, temos que Fi(z,s) = 0 se, e somente se,
(z,5) = (0,0).
Definindo uma nova homotopia

Ei(z,8) = z — sK, — th(sK,), t€0,1], (z,s) € Bpl X (04,04,

sabemos que E; nao se anula sobre a fronteira 0 (Bl X (—5+1,5+1)> . Utilizando mais

p
uma vez a invariancia por homotopias e o fato que Fy(z,s) = z — sk,

d<FlaBpL X <_17 1)70) = d(EbaBpL X (_3+178+1)7O)
=d <]d| ,Bj,o) d (—ICOId ,(—5+1,8+1),0> (2.30)

— (1)-(-1) = -1

R

Isto juntamente com (2.29) contradizem (2.28). A demonstragao do Lema 2.26 esta

completa. 0
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2.6 Uma terceira solugao [caso M(u;) = 1]

Nesta secao, utilizando as notacoes da secao anterior, fazemos pequenas modificagoes
sobre o caso M(u;) = 0 a fim de garantir a existéncia de uma terceira solu¢ao de (P,,)
quando M (u;) = 1. Escrevemos, como j4 feito anteriormente, N* = W+ @& W~ onde W~
é 0 espa¢o (unidimensional) onde A é negativa definida e W onde A é positiva definida.
Durante a demonstra¢ao do Corolério 2.23, vimos que hy(y) = h(y) e u1 +y+hi(y) >0
sempre que ||y||g1 (o) ¢ suficientemente pequeno. Desta forma, devido ao Lema 2.15, se

[yl @) e ||2]| a1 (@) sdo suficientemente pequenos,

Jro® (u+y+z) =35(Az2) + I (u +y+hi(y)
% (Az,2) + J(ug +y + hy)) = J o ®(us +y + 2).

Seja r > 0 tal que ®(U) C B,(uy), onde U, ® sdo dados pelo Lemma 2.15. Considere
0 < p, < p1 <r tais que

® (B,,(u1)) C By (u1) C B, (w1) C Br(wy). (2.31)

Denotamos por B} := {z € W* ; [|z]|mq < p} a bola aberta em W™ centrada na
origem e de raio p > 0 juntamente com sua fronteira 0B} := {z € W* ; [|2]|m () = p}-

Analogamente B) :={y € N ; |jyllm ) < p} e 0BY :={y € N ; ||y|lg1 () = p}. Sejam
Dy:={ui+y+z;yeBeze B} =u +BY x B,

0D, :={u1 +y+2 € D,; yE@BéV ou zG@B:}.
Fixe p > 0 suficientemente pequeno de forma que

D, c B, (u) (2.32)
e, em vista do Corolério 2.23,

Jo®(ui+y+2) =5(Az,2)+ J(ur +y+h(y)) >c, Yur+y+z€D,\{ui}
Jo®(uy+y+2) >c+e, Vu +y+2z€0D,.
(2.33)
A existéncia de €, > 0 é devida a compacidade de 8B£V e ao fato que (Az, z) é positiva
definida em 0B C W.

Para w, € W~ obtido no Lema 2.20, redefinimos 73 da segao anterior como sendo
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v3(s) = ®(uy + sw, ), s € [—d1, d2], onde Iy, 02 > 0 s@o tais que
v3(s) = ®(uy + sw, ) C By, (w1),V s € [61, 02]. (2.34)

Do mesmo modo, consideramos 7; e 7, da secao anterior como sendo os caminhos
que ligam 0 a ®(u; — dw, ) e P(u; + dw,) a ey, respectivamente, de forma que
J(v(t)) < e1,t € [0,1], k = 1,2. Repetindo o mesmo processo, consideramos R, como o
segmento de reta ligando ) a P, definimos ¢35 do mesmo modo que em (2.26) e sem perda

de generalidade, vamos supor que

R C (H'(Q)\By, (u1)) . (2.35)

Nosso objetivo é mostrar que o valor minimax c3 é estritamente maior que c¢;. Para

isto, tendo em vista (2.33), é suficiente mostrar que
V(B*)N®(OD,) #£0, Vi€ V. (2.36)

Devido a dificuldade de verificarmos diretamente (2.36), vamos definir uma contragao
apropriada e demonstrar um resultado equivalente. Para tal, seja 7 : u; + HY(Q) —
B,, (u1) definida por

uy + 2, 2]l @) < 1
m(up + 2) =

U1+Pl||z‘| P ||ZHH1(Q) > p1.

Note que a contracao m é a aplicagao identidade em B’pl(ul). Além disso, se m(u; + 2) €
B, (u1), entdo uy + z € B, (uy).

Lema 2.27. ¢(B*) N ®(0D,) # 0 se, e somente se, [P~' omotp(B?)] NID, # 0, para
cada ¢ € V.

Demonstragao. Suponha que (B%) N ®(0D,) # 0. Sejam uy +y + 2 € 9D, e x € B2
tais que ®(uy +y + 2) = ¢(z). Por (2.31) e (2.32), ®(u1 +y + 2) € ®(D,) C B, (w).

Logo, como 7 é o operador identidade em B,, (u1),
i +y+2) =70 B(us +y +2) = 10 () € Bulu),

ou seja, ul—i-y—l-z—(I)_lowow( ). Portanto 9D, N (@~ oo ) (B?) # 0.

Por outro lado, D,N (@~ o w0 ¢)) (B?) # 0 implica na existéncia de u; +y+2z € 9D,
ex € B? tais que u; +y+2 = ®lomo(x). Ou seja, P(u; +y+2) = wor)(x). Utilizando
mais uma vez (2.31) e (2.32), ®(u1 +y+2) € B,, (u1). Logo, ¥(x) € B, (u1). Da igualdade
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P(uy +y+ 2) = moh(x) = ¢(x), concluimos que ®(9D,) NY(B?) # 0. O Lema 2.27 esté
demonstrado O

Agora estabelecemos a existéncia de uma terceira solugao wug, utilizando (2.33) e
mostrando a validade de (2.36). Tendo em vista o Lemma 2.27, basta mostrarmos o

seguinte resultado
Lema 2.28. 9D, N (® ' om o) (B*) # 0 para toda 1) € .

Demonstragao. Suponha por absurdo que exista 1, € ¥ tal que
OD,N (@' omor,) (B?) = 0. (2.37)
Denotando Q, := uy + B} x B} x (—1,1), considere F; : Q, — H'(Q) definida por
Fi(y,z,8) =ui+y+z — & omo,(tp(s)).

Note que como 9,(B?) tem dimensao finita, para 6;(s) = [®~'omwot,(tp(s))], as
projecoes
Py (0(s)), P (0:(5)), Pr(6:(s))

sao operadores compactos. Fazendo
Fi(y,z,s) =u1 +y+ 2z — Py+(0:(s)) — Pw-(0:(s)) — Pn(04(5))

podemos escrever F; como um operador do tipo (identidade)-(compacto). A seguir, assim
como na demonstracao do Lema 2.27 vamos calcular o grau d(F}, 2,,0) e obtermos uma
contradicao.

Afirmamos que F; # 0 sobre 09, = 0D, x [-1,1]U D, x {—1, 1} para todo ¢ € [0, 1].
Dado s € [—1, 1] temos que tp(s) € B%. Logo nossa hipotese (2.37) impede que F} se anule
sobre 0D, x [—1,1].

Por outro lado, se uy +y+ 2z € D, e s € {—1,1} nao podemos ter

U +y+z= dlo moY(tp(s)),

uma vez que (2.31) e (2.32) implicam em ®(u; + y + 2) € B, (u1) e (2.35) implica
em 7(tp(s)) C m(R) C 9B,, (u1). Isto conclui a verificagao da afirmagdo. Utilizando a

invariancia do grau por homotopias temos que

d(F,,Q,,0) = d(F,,Q,,0). (2.38)
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Utilizando novamente (2.31), (2.32) e (2.35) temos que
F(y,2,8) =us+y+2—® omoh(0) £0 em Q,,
uma vez que ®(Q,) C B, (u;) e m(v(0)) C m(R) C B, (u;). Portanto
d(F,,,,0) = 0 (2.39)

Por outro lado, Fi(y,2,8) = u; +y + 2 — &1 o 7w o 1,(p(s)) onde, por defini¢ao

Yo(p(s)) = ¢(p(s)). Agindo da mesma maneira que na segao anterior, consideramos

([0, 1)) = ~*([0, 1)) U~*([0, 1]) U~ ([0, 1])

onde Y7([0,1]) = ([0, 1]) U~s([—d1,02]) U72([0,1]) e apenas ~y3 passa por u;. Sem perda
de generalidade, podemos supor que 7(0) = u;. Como ¥,(p(s)) = 3(s), se F; = 0 entao
u; +y+2z=® oxo#(s). Novamente, usando o fato que 7 ¢ a identidade em B, (u;) e

que ®(u1 +y + z) € By, (uy), temos que

Como J(7) <1 e Jo®(uy+y+2) > 1 seus +y+2z € D,\{w}, temos que (y, z) = (0,0).
Assim u; = ®(u; +y+ 2) = Y(s) o que implica em s = 0. Desta forma, Fy(y, z,s) # 0 em
Q,\ {ul - B/JJV x B x (=1,1); s ¢ (=01, (52)} . Pela propriedade de excisao,

d(F1,9,,0) = d(Fy, BY x Bf x (=61,62),0).
No entanto, devido nossa escolha de d1, 2 e a menos de uma reparametrizagao,
D lomorh,(p(s)) = P tomoys(s) = @ tomod(uy+sw, ) = P Lod(uit+sw) ) = uy +sw,,
para todo s € [0y, d2). Assim Fy(y,z,8) =y + 2z — sw, e

d(F1,9,,0) =d(In x Iy+ x —Iy-, BY x B x (—61,62),0)

(MM)(=1) = -1

Como (2.39) e (2.40) contrariam (2.38), o lema esta demonstrado. O

(2.40)
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2.7 Dependéncia Continua das Solucoes
Nesta secao demonstramos o Teorema 2.2, mostrando que o funcional associado ao
Problema (Pp,,),
Bu) = llulBisey ~ [ Gyt
onde G;(z,u) := a(z)F(u)+(1—m; (a;))“? satisfaz uniformemente as hipoteses do Teorema

2.1 para todo j > j,, e um certo j, € N suficientemente grande. Note inicialmente que

podemos escrever
T = Ju) + / (m; () — m(z)). (2.41)

A fim de mostrarmos a Geometria do Passo da Montanha e a condicao (PS) para J;,

apresentamos o seguinte lema

Lema 2.29. (/25] ou Se¢ao 2 do Capitulo 1) Suponha (As) e que m; — m fracamente
em L°(Q),0 > &. Seja {u;}; C H'(Q).
i) Se uj — u fracamente em H*(Q), entio [ m;(x)u? — [ m(z)u’.

j
it) Dado € > 0, existe jo € N tal que
‘/[mj(x) —m(z)|u?| < €lul’, Yue H(Q), V> j..

O lema a seguir é o passo principal para a validade de (PS) do funcional J;.

Lema 2.30. Suponha (ms), (A2), (A4), (f1),(f2) e (f1)'. Entao existe j, € N tal que para
cada j > j, fizado, se {u,}, C H'(Q) satisfaz

srelg{le(un)l, |15 (un)[[} < o0,

entao {un}, C HY(Q) € limitada.

Demonstracao.
Seja u,, = t,p1 +v, ondet, e Rewv, € V.
Por (2.41) e pelo Lemma 2.29, dado €, > 0, existe j, € N tal que

(i) = 5177 (W) jin + afoy S (my(2) = m(@)ug,
(jn) = 57 (Wjn)ujn = €ollugnll? ¥ 5 > jo.

Ji(Wjn) = 5375 (W)

J
J

v

A seguir, considerando (2.2) a Observagao 2.4 e a hipotese do lema, utilizamos (2.3)
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para obter C, > 0 tal que

L
> Ji(un) — —1J](un)un

Ce, = €ol[un|* — €6 un|?

(1 A+ [funl])

>
Z 2(p+1 ||UHHV
2 2(p+1)HUnHV 2¢,||unl* = Cs.

Fixando j > j,, agimos como na demonstracao do Lema 2.6, isto é, vamos supor que

||un|| — 0o quando n — oco. Consequentemente

<=5 (2.42)

[tn] = 00 e limsup‘

n
n—o0 n

|4

Tomando ¢, > 0 menor se necessario e seguindo mais uma vez as ideias do Lema

2.6,[usando (2.42)] podemos supor que

- |un|p 1un(;pl 1
i | [ fa@n| < g o] e
Além disso assim como no Lema 2.6,
_ a(x)[f(un) — |tn P uy,
i [ = 24

Ja que K < 00, (2.42), (2.43) e (2.44) implicam em

J(uy,
0 = lim —J( J¢1
n—00 |tn|p_1tn

e 1 Un, f(un)gﬁl
= nh_}rg() {W/V <g01 + tn> Vi, +mj( ) ((Pl + E) Y1+ /(l(x)tnltnlp—l

= lim a(m‘)—f(un)w1

n—o00 tn|tn|p_1

p—1 _ p—1
i { [y o) ),
n—00 ‘tn‘pfltn ’tn|p71tn

(o) fanr] v

o que contradiz (Ay). Logo {u,}, ¢ limitada em H'(Q2). A demonstragao do Lema 2.30

esta completa [l
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Uma consequéncia do Lema 2.30 e do fato de nossa nao linearidade ser subcritica é o

Corolario 2.31. Suponha (ms), (As2), (As), (f1), (f2) € (fs). Entdo eziste j, € N tal que
o funcional J; satisfaz (PS) para cada j > j,.

A seguir verificamos que J; satifaz uniformemente a Geometria do Passo da Montanha

desde que j seja suficientemente grande.

Lema 2.32. Suponha (A1), (A2), (As), (f2), (f3), (f1)" e (ma). Entao eziste j, € N, tal que
(i) Jj(u) > al|u||"™ para todo ||u|| = po € 7 > ji;
(11) Jj(e) <0 para todo j > jy.

onde &, p, >0, e e € H'(Q) com ||e]| > p, sdo provenientes do Lema 2.8.

Demonstracao. Fixando ¢, > 0 suficientemente pequeno, por (2.41) e pelos Lemas 2.8

e 2.29 obtemos j; € N tal que

Jul 1 = S [ul

2al allul™* Vlull = po, Vi = ji.
J(e) + 5llell?

>
< LJ(e)<0, Vj=j.

Portanto concluimos que J; possui a Geometria do Passo da Montanha uniformemente

para j 2> ji. [

Observagao 2.33. Jd que existe um caminho ~* : [0,1] — H*(Q) ligando e; > 0 a ey <0
tal que J(y(t)) < 0, para todo t € [0, 1], utilizando a compacidade do conjunto v([0,1]),

podemos supor que

1

Ji(v (1) = J(v(t) + 5 /(mj(x) —m(x))(v")*() <0 para todo t € [0,1],¥ j > j.

Demonstragao do Teorema 2.2.

Do Corolério 2.31 e Lema 2.32, ao aplicarmos o Teorema 2.12 obtemos duas solugoes
W >0eu, <0de (Pp,) para cada j > j, e j, suficientemente grande. Supondo J; (u}) <
J;(u1) e que uj é um ponto critico isolado, definimos A; := J7(u7). Argumentando com

nas Secoes 4, 5 e 6, obtemos uma terceira solucao ué para (P, ).

2.8 Apéndice

Nesta secao lidamos com a regularidade das solugoes fracas do problema de Neumann.

Apresentamos uma versao (ao nosso ver bem conhecida) do teorema de Brezis-Kato [12],
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para este problema, juntamente com estimativas a priori das solugoes. Observamos que,

em toda esta secao, 2 C RY, N > 3, é um dominio suave e limitado.

2.8.1 O Teorema de Brezis-Kato para Neumann
Inicialmente consideramos o problema

Qu =, 09,

P) {—Au—i—u = g(z,u), Q,

onde g : 2 Xx R — R é uma funcao de Carathéodory.

Teorema 2.9 Seja u € H'(Q) uma solu¢io fraca de (P). Se b € LT(Q) e g :
QxR — R wma fungao de Carathéodory tal que |g(z,s)| < b(x)(1 + |s|) ¢.t.p. em
Q, entao u € L1(Q) para todo 1 < g < 0.

Demonstragao. Dadas duas constantes s > 0 e L > 1, definimos ¢ := ¢, 1 = uw?, onde

w = min{|ul®, L}. Note que
Vo =w?Vu+ QSHU‘szu]X{mGQ Juls<L}s

onde X4 ¢ a fungao indicadora do conjunto A. Além disso, ¢ € H'(2), para cada s > 0 e
L > 1. Utilizando a formulagao fraca de (P),

/|Vu|2w2 +2s / |u|®*|Vul® + /u2w2 = /g(x,u)gp < /b(x)(l + |u])ulw?.
{z; lul*<L}

Pela definicio de w e sabendo que L > 1, temos a desigualdade* (1 + |u|)|ujw? <

1 + 2|ul*w?. Portanto,

/]Vu]2w2+25 / |u]25|Vu|2+/u2w2 < /b(:c) —|—2/b(:c)|u|2w2. (2.45)

{z; lul><L}

Temos também que

Vuw|® = |Vul*w® + 2s|u*|Vul> X, jus<ry + 87w/ Vul? X us<p)- (2.46)

*Se |u| <1 entao (1+ |u|)|ulw? = |u?*F! + |u>T2 < 1+ 2|ul?|ul?** = 1 + 2|u]?*w?. Por outro lado, se
|u| > 1, entdo |u| < |ul? e (1 + |u])|ujw? < 2/ul?w? <1+ 2|u|?w?.
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Desta forma, por (2.45), (2.46), desigualdade de Holder e teorema da imersao de Sobolev

SVl 4+ fu2a? = [|VaPo?+ [ 2su[Vul+s? [ a2 Ve + [ utu?
{z; [ul*<L} {z; Jul*<L}

<(1+s/2) (f VulPw? +2s [ |u|?$|Vul? + fu2w2>

{z; Juls<L}

< (1+5/2) ([ b(x) +2 [ b(z)|ul*w?).
(2.47)
Portanto, dado R > 0 obtemos,

wwl 2y < (1 5/2) (S b(&) + 2 [y g lulw? + fi g b(@)lufw?)

_2 s
< (1 5/2) (1Bl 3 g I -+ 2RIl 2552 )+ B 1 oy 1201 )

Escolhendo R = R(s) > 0 suficientemente grande tal que |[b]| z/2(p>ry) < temos

1
Cu(249)°
que para cada L > 1,

|lwmin{|ul*, L}[F gy (1 = Co(1+ s/2)|[Bl | vz y>ry) < (1+5/2) (C + 2R|[ul[752 Q)>
Fazendo L — oo, pelo lema de Fatou,
|| |u|5+1 ||§-I1(Q) (]. C (]. + S/2)||b||LN/2 {\b\>R})) (1 + 8/2) (C + 2R||U||L25+2(Q)> .

Logo,
[ a0y < 2+ 5) (C+ 2R|Jul | p2era(e)) -

Concluimos que, se u € L2>tD(Q) entdo |u|**' € H'(Q) e consequentemente u €

L¥+(Q). Considerando, s, := ﬁ, 0 processo iterativo acima implica que u €

L2H(Q), j € N, onde s; := f5s;1 + 2. Note que s; > (%)] S, J € N A

demonstracao do Teorema 2.9 esta completa. 0
Observe que se v = wu, ¢ uma solucao de (P), entdo ||u|[g1o) — 0, quando

116]| ~ . — 0. Na realidade, como uma aplicagao imediata do lema acima temos o

gi)(rﬁolario 2.10 Seja u = w, wma solugao do problema (P), associada & fungao

b e LN2(Q). Suponha [1ol], Yo 0. Entao, u, — 0 em L1(Q) para todo 1 < g < 0.
Demonstragao. De fato seja u = u, € H'(Q), uma solugdo do problema (P).

Suponha que b — 0 em L (). Vamos mostrar que [[us™ g1 () — 0 para cada s > 0. Na

verdade, pelo que vimos durante a demonstracdo do Teorema 2.9, a equagao (2.47) nos
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fornece

eminglul*, Ly < (14 /2) bl vagey (10172 + 2l fwmindful?, L} e o)

< (1 s/2) 1 vmgy (1912 + 20, Jumin{lul*, L}y o))

Como |[b]|v/2(q) — 0, supondo que [[b]|n/2q) < ;s) podemos escrever

C.(2+

[1 = Cu(2+ 8)[10]| 2] [lumin{|ul®, L}|Fr o) < (1+ 5/2)[1b]| g2y |2V
Fazendo novamente L — oo, obtemos
(1= Co(2+ 8)lIbll e 1 i) < (14 s/2)[bllpwragey Q.

Portanto |[u**!|| 1) — 0 sempre que |[b]|,v/2() — 0. Isto conclui a demonstragao deste

corolario. O

2.8.2 Regularidade das solucoes

Estudamos aqui algumas propriedades de operadores lineares fechados em LP(2).
Utilizamos estimativas a priori para estabelecer a regularidade e o comportamento de

solugbes fracas dos problemas (Py,) e (EPp)x.

Seja L : C7(Q) — C(Q) o operador linear definido por Lu = —Au + u, onde

- ~. 0
CHQ) = {u € C*(Q); a—:; = 0 sobre 39} .
Dado p € (1,00) por um argumento de densidade, podemos estender o dominio de L a
um subconjunto apropriado de LP(£2). De fato, podemos definir L : W3#(Q) — LP(£2) por
Lu = —Au + u, onde

ou
W2P(Q) = {u € W2P(Q) ; = 0 sobre 89}

an
é o fecho de C2(€2) tomado sob a norma |- ||y2.(q). Note que || Lul|r) < 207! ullw2r ()
para todo u € Wi’p(Q), ou seja L é continuo. Além do mais, por uma bem conhecida

estimativa a priori, devida a Agmon Douglis e Nirenberg (veja Teorema 15.2 de [3]),
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apresentamos a suguinte versao encontrada em [14]:
lullw2re) < C [[|Lullo) + [ullre] , Vue Wrr(Q), (2.48)

onde C' > 0 nao depende de u.
De agora em diante, e antes de apresentarmos algumas propriedades do operador linear

L, supomos que p > %

Lema 2.34. Sep > %, entao a formula sequinte € vdlida:

/[—Au +ulp = /Vquo +up, Vu,p € WH(Q).

Demonstracao. Pelo Teorema das Imersoes de Sobolev (veja [1, 14]) temos que as

seguintes imersoes sao continuas:

W2P(Q) < W22 (Q) — LI(Q), V1< ¢q < oo, (2.49)

N
WW@%W%@%HW%mpE?

(2.50)

Dados u, p € W>P(Q), considere {ug}r, {¢r}r C CF(Q) tal que up, — u e o — @ em
W2P(Q). Desta forma, pela continuidade de L e (2.49)

| [[=Au+ulp — [~Aug + ur)or| < [ |Lukl [ox — @l + [Luy — Lul ||

< |[Lurl|e@llor — @l 2 4[| Lug — Lul| Lo o)l ]ol]

LP1(Q) L7T(9)

— 0, k= 0.

Como o Teorema de Green ¢ valido para uy, g € C; (Q), a relagao (2.50) nos fornece

/[—Au + ulp = klim [—Auy, + ug)or = kh_>m /Vungok + uppp = /Vthp + up.

A demonstracao deste lema esta completa. 0

Lema 2.35. [14] Sejam p > 5§ e L : W2P(Q) — LP(Q) o operador linear definido acima.

Entao L é um operador injetivo e fechado em LP(S).

Demonstragao. Seja {u,}, C W>*(Q) tal que u, — u e Lu, — a em LP(Q). Por (2.48),
{un}n ¢ uma sequéncia de Cauchy em W??(Q). Entao u, — @ em W?P(Q) e u € W;P(Q).
Estes fatos implicam que u = @ € Wg”’ (Q) e Lu = a, uma vez que L é continuo. Portanto
L:W2P(Q) — LP(Q) é um operador fechado em LP(€2).
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Agora, seja u € N(L), onde N (L) é o nicleo de L. Por definicao || — Au+ul|rr) = 0.
Logo, pelo Lemma 2.34,

O:/[—Au+u}u:/|Vu|2+u2.

Assim, N(L) = {0}, e a demonstragao esté completa. O

Apresentamos a seguir uma versao da estimativa (2.48) :

Lema 2.36. [14] Sejam p > % el : Wg’P(Q) s IP(Q) definido acima. Entio
|ullw2r) < CllLul|re@), Yu € Wg’p(Q).

Demonstracao. Suponha por contradicdo que exista {u,}, C W,?”’(Q) tal que
l|unllw2r@)y = 1 e ||Luy||ir@) — 0. Tomando uma subsequéncia se necessario, u, — u
fracamente em W%P(2). Como a imersao W?P(Q) < LP({)) é compacta para cada p > 1,
podemos supor que u, — u fortemente em LP(€2). Do Lema 2.35, temos que Lu = 0
e u = 0. Portanto, por (2.48), ||un||lw2r) — 0. Isto contradiz ||un|lw2r@) = 1. A
demonstragao esta completa. ([l

Agora consideramos o problema linear

—Au+u = g(z), Q,
P
(g){ u =0, 09,

an

Teorema 2.37. Se g € LP(Q), p > 5, entio o Problema (P,) possui uma tnica solugao

u € W2P(Q). Além disto, se u € H'(Q) € uma solugdo fraca de (P,), entdo u = u.

Demonstragao. Seja {g,}, C C5°(£2) uma sequéncia tal que ||g — gn||rr@) — 0. Pelo
Teorema 6.31 de [17] (veja obsevagao deste teorema na pagina 130), existe uma tunica
solugao u, € C**(2),0 < A < 1 do Problema (P,, ). Pelo Lema 2.36,

[tn = U] lw2r) < Cllgn — Gmllr@@) = 0, n,m — oo.

Assim u,, — @ fortemente em W??(Q) para algum @ € W>*(Q2). Mostramos agora que @
satisfaz a formulagao fraca de (P,). Como W?2P(Q) — W12(Q), dado p € C*°(Q),

[ VuVe+ap = le [ Vu,Vo+ugp
= lim [g.¢ (2.51)
= [ g¢.
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Portanto, levando em conta que C*(€) ¢ denso em W12(Q) (veja |17] pag 155), @ é
uma solugao fraca de (P,). A unicidade segue da unicidade de solugoes em H'(Q2). [

Finalmente, estamos aptos para demonstrar a Proposicao 2.11, enunciada na Segao
2.2.

Proposicao 2.11[3|Sejam g € LP(Q) e u € H' () uma solugdo fraca de (P,). Entao
i) Sep > %, u € C°NQ) para algum X € (0,1). Além do mais, [ullcor@ — 0 se
9]0 ) — 0.
i) Se p > N, u € C*"MQ) para algum X € (0,1). Além do mais, ||ullcingy — 0 se
ol = 0.
iii) Se p = X, u e W2P(Q) < W>Vi2(Q).
Demonstra(;ao. Do Teorema 2.37 u € W*P(Q). Pelo Teorema da Imersao de Sobolev,
no caso em que p > X,

Wtme(Q) <5 CINQ),

Se p > %, tomamos 7 = 0 e m = 2, para concluir que C’O’A(Q). No caso em que p > N,
tomamos j = 1 e m = 1, para obter que CY**(Q). Jd que o Lema 2.36 implica em
|ullw2r) — 0, a demonstmg&o dos itens i) e i1) estd concluida. O item iii) seque

imediatamente. Uma vez que = N> N+2 A proposicao estd demonstrada. 0
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