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Resumo

Estudamos uma variacao de um cléssico problema em Teoria Aditiva dos Numeros:
o problema de soma zero com peso. Apresentamos varios resultados para os invariantes

na(G), ga(G) e sa(G), quando G é um grupo abeliano finito especifico e A = {—1,1}.

Palavras-chave: soma zero com peso, grupo abeliano finito.



Abstract

We study a variation of a classical problem in Additive Number Theory: the zero-sum
problem with weight. We present several results for the invariants n4(G), ga(G) and
sa(G) when G is a specific finite abelian group and A = {—1,1}.

Keywords: zero-sum with weight, finite abelian group.

ii



Sumario

Introducao 1
1 Algumas definigoes e resultados sobre problemas de soma zero 12
1.1 Resultados para os invariantes 74(G), Da(G), sa(G) e Ex(G) . . ... .. 14

2 Limitantes para s4(G), quando A = {—1,1} e resultados relacionados 23
2.1 Limite inferior para s4(Cy), com A= {—-1,1} . ... ... ... ... ... 23
2.2 Limites superiores para s4(G) . . . . . . ... Lo 26
2.2.1 Relagao entre s4(G) e ga(G) quando exp(G) =n épar . . .. ... 26

2.3 Igualdades e limitantes para s4(CJ), quandon é par. . . . . . . .. .. .. 27
2.3.1 Valor exato de s4(C3) . . . . . . 28

3 Igualdades e limitantes para s4(C%), ga(C%) e na(C3%) 31

3.1

3.2

Limite inferior para n4(C%) e rela¢do entre os invariantes 174(C%), s4(C3) e

9a(C5) 31
3.1.1 Limites inferiores para s4(C%), ga(C3) e na(C5) . . . . .. ... .. 31
3.1.2  Relagao entre s4(C%), ga(C5) e na(Cy) . . . . oL 34
Limite superior e valores exatos de na(C5) . . . . . .. .. ... ... .. 36

3.2.1  Um limite superior para n4(C%), com A ={-1,1} . . . .. ... .. 36

iii



3.2.2  Aplicagao: valor exato de n4(C%), com r=1,2,3,4 . .. ... ...
33 Ocaso Ch o o o oo

3.4 Limite inferior para n4(C%), quando A ={—1,1} er >4 épar . . . . . ..

Referéncias Bibliograficas



Introdugao

Aspectos historicos

Historia dos problemas de soma zero

Comecamos falando do estudo de somas de classes de congruéncias e temos um par-
ticular interesse no teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv que foi provado em 1961(ver [13]),
pois a partir dele iniciou-se o estudo que gerou o nosso trabalho. O teorema de Erdos-
Ginzburg-Ziv diz o seguinte: Qualquer sequéncia de inteiros de comprimento 2n — 1 possui
uma subsequéncia de comprimento n cuja soma de seus elementos é zero modulo n. Al-
guns anos depois, Erdos propos a determinacao do menor comprimento de uma sequéncia
em Cg = C, ® C,, onde C, é o grupo ciclico de ordem p, tal que esta sequéncia possua

uma subsequéncia de comprimento p cuja soma de seus elementos é zero modulo p.

Em abril de 1966, durante a Midwestern conference on Group Theory and Number

Theory, Ohio State University, H. Davenport propos a seguinte questao:

Se R é o anel de inteiros de um corpo F' de niimeros algébricos, qual é o niimero
maximal de classes de ideais primos (contando a multiplicidade) na decomposi¢ao em

ideais primos de aR para um inteiro irredutivel a em R?

Aqui fazemos a seguinte definigdo: Para um grupo abeliano finito G o invariante D(G)
é o menor inteiro positivo ¢ tal que toda sequéncia de elementos de (G, com comprimento
maior ou igual a ¢, possui uma subsequéncia cuja soma de seus elementos representa o
zero de GG. Sendo G o grupo de classes de ideais primos de R na questao proposta por
Davenport, ele provou que o ntimero procurado é o D(G), o qual é chamado de constante

de Davenport de G.

Em 1969, J. Olson (ver [27]) provou para um p-grupo, G = Cyny @ - -+ @ Cpnr, onde
p ¢ um ndmero primo e r,n; para todo ¢ € {1,...,r} sdo inteiros positivos que D(G) =
14 Z(p” — 1) e no mesmo ano em [28] Olson provou que para o grupo G = C,,, ® C,,

i=1
com m divisor de n tem-se D(G) =m +n — 1.

Em 1973, Harborth em [20] definiu dois invariantes e um deles formaliza o que foi
feito no teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv. A saber, dado o grupo C), com r € N, o
invariante s(C7) (chamado na época de f(n,r) por Harborth) é o menor inteiro ¢ tal que

toda sequéncia S de elementos de C], com comprimento maior ou igual a ¢, possui uma
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subsequéncia 1" tal que seu comprimento é n e a soma de seus elementos é o zero de C7;

e o invariante ¢g(C7) (chamado na época de g(n,r) por Harborth) é o menor inteiro ¢ tal
. . . . : .

que toda sequéncia S de elementos distintos de C),, com comprimento maior ou igual a

£, possui uma subsequéncia T tal que seu comprimento é n e a soma de seus elementos

é o zero de C]. Assim, em se tratando do teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv temos que

s(Cy) = 2n — 1. Harborth provou os seguintes resultados neste trabalho:

(1) 27"(n—1)+1<s(Cr)y<n"(n—1)+1,onde C; =C,, & --- & Cp, 1 vezes;
2) 27t n—1)+1<g(Cr)<n"'(n—-1)+1;

(3) s(C3) =29(C3) — 1;

(4) Se n é par entao g(C") > 2""'n+ 1 e se n é impar entao g(C,) = n;

(5) 8(Chn) < min{(s(C7,) = Dn + s(C7), (s(C7) = Dym +s(CF) };

(6) Além de valores exatos destes invariantes para grupos especificos.

Em 1983, A. Kemnitz em [23] provou que g(C7) = 2p — 1 para p € {3,5,7} e conjec-

turou o seguinte:

Conjectura 1. s(C?) = 4n — 3.

O que diz-nos que o limite inferior dado em (1) acima ¢é atingido. Ele também provou
que basta considerarmos n primo para a demonstracao desta conjectura. Alguns resulta-
dos para o invariante g(C%) foram obtidos para r fixo e consequentemente para s(C%) por
(3) acima. Os valores de g(C3) = 10 e g(C3) = 21 estdo em varios trabalhos na internet;
aqui mencionamos apenas o programa de computador de Knuth(ver [24]). O valor de
g(C%) = 46 pode ser encontrado em [9]. Para r = 6 ndo temos o valor exato, mas temos
o seguinte resultado 112 < g(C%) < 114, sendo que o limite inferior pode ser encontrado
aplicando a elementar duplicagdo devido & Mukhopadhyay [26] ao 56 pontos do cap de
Hill em PG(5,3) [21] e [22]| e o limite superior pode ser encontrado em [7]. Para um
limite geral, com r € N ;| temos o resultado de R. Menshulam que pode ser encontrado
em |[25]|. Neste artigo esta provado que ¢g(C%) < (1 + 0(1))%; aqui o problema ¢é visto de
uma forma um pouco diferente, a abordagem é feita estudando conjunto de inteiros sem

subconjunto de cardinalidade 3 em progressao aritmética (um conjunto {gi, ..., g}, com
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gi € C} & chamado uma progressao aritmética de comprimento [ se existem a,b € C} tais

que g;11 = a + ib, para todos ¢ € {0,1,...,1 —1}).

Em 2004, no trabalho de Gao e Thangadurai em [15] esta provado que g(C2) = 2p — 1

para todo p > 67 e dai temos a seguinte conjectura.

Conjectura 2.

2n —1, sen € impar
9(C2) = g
2n+1, sen € par

A conjectura para o caso n par é motivada pelo limite inferior dado pela sequéncia S =
(0,0)(0,1)---(0,n—1)(1,0)(1,1) - - - (1,n—1) que néo possui subsequéncia de comprimento
n cuja soma ¢ o zero de C?. Para o caso n impar a sequéncia para o limite inferior &

S = (0,0)(0,1) - (0,n — 2)(1,1)(1,2) - - (1,1 — 1).

Em 2003, C. Reiher provou a veracidade da conjectura de Kemnitz, em artigo que s6
foi publicado em 2007 (ver [29]).

Antes de continuarmos com os resultados, iremos definir mais um invariante associado
ao grupo abeliano finito G de expoente n. Definimos 7(G) como o menor inteiro [ tal
que todo sequéncia de elementos de G, com comprimento maior ou igual a [, possui uma
subsequéncia de comprimento no méaximo igual a n tal que a soma de seus elementos é

igual ao zero de G.

Apos o resultado de Reiher iniciou-se o estudo para grupos de posto 3 e em 2007 Gao
et al provaram em [17] que

nC3H+n—-1 =s(C2)=9n -8, sen=23"-5abecNU{0},

n

nC3+n—-1 =s(C3)=8n—7, sen=2%3,a¢cN.

n

A partir deste resultado surgiu a seguinte conjectura, a saber,

Conjectura 3.

(%) 9n —8 se n € impar
s(Cr) =
8n —T7 se n € par

Neste mesmo artigo Gao et al provaram que s(G) = n(G)+n—1, onde n é o expoente
de G, para grupos G especificos, com algumas hipoteses adicionais sobre o grupo G e
sobre o invariante s(G). A relagao s(G) = n(G)+n —1 é uma conjectura de outro artigo

de Gao que pode ser encontrado em [14].
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Conjectura 4. s(G) =n(G) +n — 1, onde n € o expoente de G.

Outro resultado obtido, ainda, em 2007 por Edel et al em [10] ¢ s(C?) > 20n — 19
para n impar e a igualdade se verifica para n = 3%, com a € N. Neste artigo também ¢é
feito um longo estudo de caps maximais em geometria finita (um cap maximal é o maior
subconjunto de AG(r,q) que nao possui trés pontos colineares, AG(r,q) é a parte afim
do espago projetivo PG(r, q) sobre IF,), além de ter uma demonstragao mais simples para
o seguinte resultado sobre C3: se n ¢ impar entdao existe uma subsequéncia T de S de
comprimento 9 tal que 777! nao tem subsequéncia de comprimento n cuja a soma de
seus elementos seja o zero de C2; em particular, n(C3) > 8n — 7 e s(C3) > 9n — 8.
Este resultado ja havia sido provado por C. Elsholtz em [12], mas de uma forma mais

complicada.

Em 2008, Edel provou, em [11], que s(C2) > 42n — 41, s(C%) > 96n — 95 e s(C7) >

196n — 195 usando, ainda, a teoria de caps maximais em geometria finita.

Histoéria dos problemas de soma zero com peso

Comegaremos com as defini¢goes dos invariantes com peso, sendo que alguns jé foram
definidos anteriormente s6 que sem peso. Mas, antes de fazermos estas defini¢oes, definire-
mos o que é uma sequéncia A-soma zero. Para A CZeT = {q1, 92, ..., g:} uma sequéncia

de elementos nao necessariamente distintos de G, definimos

t
O'A(T) = {Zaig,-, a; € A}
=1

Se 0 € 04(T), cuja soma estd em G, dizemos que T' ¢ uma sequéncia A-soma zero.
Para um grupo abeliano finito G de expoente n e A C Z\ {0}. Definimos

(i) na(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de G, com com-
primento maior ou igual a ¢, satisfaz a condi¢ao (n4), onde a condi¢ao (n4) significa que
existe uma subsequéncia 7' de S tal que o comprimento de 7" é no méximo n e T' é uma

sequéncia A-soma zero.

(ii) DA(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de G, com

comprimento maior ou igual a ¢, satisfaz a condigao (D,), onde a condi¢ao (D,) significa

4
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que existe uma subsequéncia T de S tal que T' é uma sequéncia A-soma zero.

(iii) ga(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S de elementos distintos de
G, com comprimento maior ou igual a ¢, satisfaz a condi¢do (ga), onde a condi¢ao (ga)
significa que existe uma subsequéncia 17" de S tal que o comprimento de T'é n e T' é uma

sequéncia A-soma zero.

(iv) s4(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de G, com
comprimento maior ou igual a ¢, satisfaz a condi¢do (s4), onde a condi¢ao (s4) significa
que existe uma subsequéncia T de S tal que o comprimento de T' é n e T' é uma sequéncia

A-soma zero.

(v) Ea(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S de elementos de G, com
comprimento maior ou igual a ¢, satisfaz a condigao (F,), onde a condi¢ao (E£4) significa
que existe uma subsequéncia 7" de S tal que o comprimento de 7" é igual a ordem de G e

T é uma sequéncia A-soma zero.

Aqui observamos que para o grupo em que a ordem de G é igual ao expoente de G,
tem-se FA(G) = sa(G).

O primeiro resultado que mencionaremos é o resultado de Adhikari et al em [1] que
estabelece que E4(C,) = sa(C,) = n + |logyn], quando A = {—1,1}, onde para um
niamero real z, |x] denota o maior inteiro menor ou igual a z, que é equivalente ao
teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv para o peso A = {—1, 1}, este resultado foi publicado em
2006. Para uma generalizacao do teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com peso A mais geral

podemos citar o trabalho de Grynkiewicz que pode ser encontrado em [19].

No mesmo sentido do primeiro artigo, Adhikari et al provaram, em [3], que s4(C?) =
2n — 1 para todo natural impar n e A = {—1,1}. Neste mesmo trabalho temos alguns
resultados para a constante de Davenport com peso D4(C,). Alguns resultados aparecem
como citagao. Sao os seguintes: o primeiro é que para a € [} temos pelo principio da casa
dos pombos que Dy, (C,) = p. O segundo é que para A = {a,p — a}, novamente para
a € Fy, temos que D4(C,) = 1+ |log, p], onde para o ntimero real z, || denota o maior
inteiro menor ou igual a x. O terceiro ¢ que se A = {1,...,p — 1} entdo D4(C,) =2. O
quarto é se A = {1,...,t}, onde ¢ é um inteiro tal que 1 < t < p, entdo D4(C,) = Pﬂ,
onde para o namero real z, [x] denota o menor inteiro maior ou igual a . O quinto é que
se A é o conjunto dos residuos quadraticos (ou residuos nao quadréticos)(mod p), entao

D4(C,) = 3. Os dois resultados para constante de Davenport deste artigo estdao nos dois
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teoremas abaixo.

Teorema 1. Seja A C Fy tal que |A] > 7%2, e suponha que existe a € F) tal que § # «
para quaisquer a,b € A. Entao

Da(C,) = 3.

Teorema 2. Seja A C Ty tal que |[A| =t, onde t € um inteiro tal que 1 <t < p, entdo

D4(Cy) < Pﬂ -

Ja o trabalho de Thangadurai, que pode ser encontrado em [30], aborda a constante
de Davenport com peso para um p-grupo abeliano finito aditivo G. O artigo se resume

no teorema abaixo e seus dois corolarios.

Teorema 3. Seja G = Cpri @ --BCpni, onde 1 < nqy < ng < --- < my sao inteiros. Entao
para qualquer A C [1,p™] ndo vazio tal que os elementos de A sao incongruentes mddulo

p e nao nulos modulo p, temos

1 Lo
DA(G) < {W (1 #3007 - 1))} .

Corolario 3.1. Se G = C}, onder > 0 ¢ inteiro. Entao para qualquer A C [1,p— 1] ndo

vazio, temos
D4(G) < [ﬁ(r(p —1)+ 1)} :

Corolario 3.2. Se G = (], onde r > 0 € inteiro. Se

(1) A=[1,p—1], entdo Da(G) =r+1;

(2) Ay ={a€[l,p—1]:a=2*(mod p) para algum x € [1,p]}, entio Da,(G) = 2r+1;
(3) Ay ={a € [l,p—1]:a # z*(mod p) para todo z € [1,p]}, entio Da,(G) =2r + 1;
(4) Az ={a € [l,p—1]:{a) = F}}, entao D4, (G) = 2r + 1;

(5) Ay = {a € [1,p—1] : a € A)\A3}, entao Dy, (G) = 2r + 1 para todos primos
p # 22" 4+ 1 para algum m € N;

(6) As C [1,p — 1] tal que |A5] = (p—1)/2 e se x € As, entdo p — x ¢ As, entao
DA5(G) :27"—|—1,'
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(7) A=11,d C[1,p] ed>r, entdo

DAG) < [Mw

Aqui [a, b] representa o conjunto {a,a+1,...,b}, para a,b € Ny, com a < b. Notagao

que sera usada ao longo de todo trabalho apresentado nesta tese.

Do estudo da relacao entre os invariantes 4 e D4 temos alguns resultados interes-
santes sendo que o de grande destaque é o seguinte: para A C Z e G um grupo abeliano
finito aditivo Ordaz et al em [19] provaram que E4(G) = D4(G) + |G| — 1. Resultado

que foi provado um pouco antes por Yuan e Zeng para G = C,, em [33].

Para o invariante E4(G) temos alguns resultados. Como vimos anteriormente para
A = {—1,1} temos que E4(C,) = n+ [logyn|. Em [6] Adhikari e Rath provaram que
E4(C,) = p+2, onde A é o conjunto dos residuos quadraticos moédulo p. Outros resultados
sobre o invariante E4(G) e D4(G) podem ser encontrados em [2], [4], [5], [31] e [32].

Para o leitor que deseja conhecer mais acerca da teoria de soma zero em grupos
abelianos finitos, indicamos o artigo (survey) de Weidong Gao e Alfred Geroldinger que
pode ser encontrado em [16]. Neste artigo sao retratados varios invariantes para grupos

abelianos finitos e seus problemas inversos relacionados.

Estrutura da tese

No Capitulo 1 apresentamos as definigoes dos invariantes juntamente com outras
definigoes que serdo necesséarias. Generalizamos naturalmente a Proposi¢ao 3.1 de [§|
para A = {—1,1}. Como consequéncia desta proposi¢ao generalizada obtemos uma ge-
neralizagao para A = {—1,1} do Teorema 1.4 de [10]. Com estes resultados, damos uma
demonstragao para o teorema de Erdés-Ginzburg-Ziv e para o Teorema 3 de [3], fazendo
uso do famoso teorema de Chevalley-Warning. Neste capitulo, ainda, comentamos sobre

varios resultados dos invariantes definidos.

No Capitulo 2 apresentamos um teorema que da um limite superior e um limite inferior

para s4(C’), quando n é impar e A = {—1,1}. Também, apresentamos vérios resultados
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quando o expoente do grupo GG é par. Os resultados obtidos neste capitulo sao os seguintes.

Teorema 2.3. Para A= {-1,1} e G = C", n impar, temos 2" '(n — 1) + 1 < 54(GQ) <
3,

(n"—1) ("Tfl) + 1. Sendo que o limite superior vale com a sequinte restricao se n =

entao r # 1.

Sendo que neste teorema o limite inferior ¢ atingido para os seguintes grupos C? (ver
Teorema 3 de [3]), C3., a € N (ver Teorema 3.20).

Quando o expoente do grupo G é par maior que 2, obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.4. Para A ={-1,1} e exp(G) = n > 2 par, temos que
s4(G) < ga(G) +n—2.

Este lema ¢ usado como ferramenta para obter os seguintes resultados s4(C%) = 8
e na(C%?) = 5. Também, obtemos o seguinte resultado, que da um limite inferior para

s4(CT) quando n é par.

Lema 2.6. Para A= {-1,1}, n > 2 par e r € N, temos que
sa(Cl) > n+r|logyn].
Este lema d4 o limite inferior para s4(C?) > 8. Mas, pode ser melhorado para um r

dado em funcao de n, isto pode ser visto com um comentario logo apds sua demonstracao.

Como consequéncia do Teorema 3 de [3], dos resultados do capitulo e da Proposigao

1.6 do Capitulo 1, obtemos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.9. Para A = {—1,1}, temos que

(i) 2k+2|logy2k| < s4(C%) <4k +1, (2,k) = 1;
(ii) 4k + 2 |log, 4k] < sa(C%,) < 8k, (4,k) = 1;
(iii) 14 < s4(C2) < 19;

(iv) 24 < s4(C%) < 36.
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No Capitulo 3 tratamos especialmente do caso em que G = C§ e A = {—1,1}. Aprovei-
tando o fato de C§ ser um espago vetorial sobre I3, obtemos varios resultados para os

invariantes s4(C%), g(C3) e na(C%). Eles estao listados abaixo.

Lema 3.1. Para A= {—1,1} e G = Cj§, temos na(G) > 2" + 1.

Para r > 4 impar, conseguimos uma melhora que esta na proposicao abaixo.

Lema 3.2. Ser € impar e r > 5 entao na(Cy) > 2"+ ("5 1), onde

d=494(r)=

{ 3 se r=1 (mod 4)

(755) se r=3 (mod 4).

Também, obtemos dois importantes resultados envolvendo s4(C%), ga(C%) e na(C%).

Teorema 3.4. Para A = {—1,1}, temos

(i) 54(Cs) = ga(Cs) +1 =4,
(i) s4(C3) = ga(C3) =

(111) sa(C%) = ga(Cy), comr > 3.

Teorema 3.5. Para A = {—1,1}, temos
ga(C%) = 2n4(C%) — 1, para r > 1.
Proximo ao fim do capitulo conseguimos dois resultados para 14(C%), um que fornece

um limitante superior para n4(C%), outro que fornece valores exatos para 74(C%) quando
re{1,2,3,4).

Proposigao 3.18. Se A= {-1,1} er >4, entdo
ma(Cp) <4+ (; +zw (7).
Proposigao 3.19. Para A = {—1, 1}, temos

(1) 1a(Cs) = 2
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(it) na(C3) = 3;
(iii) 14(C5) = 5;

(iv) 14(C5) = 11.

Por fim temos o principal teorema do capitulo que é consequéncia de todos os resul-

tados anteriores.

Teorema 3.6. Se A ={—1,1} er > 5, entao

r T r - i—1 (7
2" 1 < 54(C5) < 7+2<3> +ZQJ (j)
j=4
e para v impar entao

2" +2(7=3) — 1 ser =1(mod4)
sa(C3) 2 1
2" +2(75) — 1 ser =3(mod4)
2

Em particular, sa(Cs) =4, s4(C3) =5, s4(C3) =9 e s4(C3) = 21.

Ainda, neste capitulo, obtemos um resultado para s4(C%.), com a € N, usando resul-
tados do Capitulo 3, do Capitulo 1 e do Capitulo 2.

Teorema 3.20. Seja A ={—1,1}. Entao

sA(Cga) =4-.3%—3,
onde a € N.

Na ultima segdo do Capitulo 3 obtemos uma melhora para o limite inferior de 14 (C%),

com A={—1,1} e r > 4 par. Os resultados sao distribuidos em cinco lemas. A saber,

Lema 3.21. Para A ={-1,1},r € A; = {6,14,22,30,38...} et = %, temos na(C3) >

r T a
> () (L)
1<<3 N 2

FET+1

10
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Lema 3.22. Para A ={-1,1}, r € Ay = {10,18,26,34,42,50,58,...} et = %, temos

T T
que na(C%) > Z () + <u) + 1.
1<5<3t—1 J 2
JE€274+1

Lema 3.23. Para A = {—1,1}, r € A; = {12,20,28,36,44,52,60,...} et =

que na(C5) > ) (r) + (;) +1.

1<5<3t—2 J
jEZ+1

,
1, temos

Lema 3.24. Para A = {—1,1},r € Aj\As et = 7, onde Ay = {8,16,24,32,40,48,56, ...}
e As = {8,16,32,64,128 ...}, temos que na(C§) > Y <T> + (L) +1.

1<5<3t—3 J 2
Jj€27+1

Lema 3.25. Para A = {-1,1}, r € A; = {8,16,32,64,128...} et = %, temos que

s
T

MEENDY (f)Jr ;>+1.

1<5<3t—1 J
JE27+1

11



Capitulo 1

Algumas definicoes e resultados sobre

problemas de soma zero

Estamos interessados em estudar sequéncias finitas de elementos de um grupo abeliano
finito G com propriedades especificas. E para facilitar a descricao comecgaremos com

algumas defini¢oes e notagoes que serao usadas ao longo de todo trabalho.

Seja G um grupo abeliano finito aditivo, com |G| > 1, ou seja, G = C,,, @ --- & C,,,
com 1 < nq|ng|...|n, = n, onde n = exp(G) e r = posto(G). Se G = (e1) ® --- @ (e;)

dizemos que {ey,...,e,} é¢ uma base de G.
Uma sequéncia S de elementos de G sera gy, ..., ¢, com g; € G, para todo i € [1,1]. E
como foi colocado na introducao deste trabalho [1,{] = {1,...,[}. Para facilitar a notacao

l

vamos escrever S como um produto formal S = H gi. Assim,
i=1

l
5= 1" - o
=1

geG

onde v,(S) é chamado a multiplicidade de g em S. Com esta notacao dizemos que se

vy(S) < 1, para todo g € G entao S é uma sequéncia livre de quadrados.

O conjunto de todas as sequéncias, que denotamos por F(G), é um monoide abeliano,

onde a multiplicagao de duas sequéncias S = H g e & = H g% & dada por
geG gelG

12



Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

§-5 =g,

geG

Aqui lembraremos a definigdo de monoide e veremos que F(G) satisfaz esta definigao.

Definicao 1.1. Um monoide K é um conjunto munido de uma operacao binaria * para

a qual valem as seguintes propriedades:

1. Fechamento: dado a,b € K, axb € K;
2. Associatividade: para todos a,b,c € K vale (axb)xc=ax (bxc) =axbxc;

3. Existéncia do elemento neutro: existe um tnico e tal que para todo a € K, vale

a*xe—=aq=exa.

Claramente o conjunto F(G) satisfaz 1 e 2 e considerando a sequéncia vazia como o
elemento neutro, F(G) satisfaz a condi¢ao 3. Assim, podemos dizer que uma sequéncia S’
¢ uma subsequéncia de S € F(G), e escrevemos 5’|, se existir uma sequéncia S” € F(QG)
tal que S = 5" - 5", ou seja, vy(S') < v,(S) para todo g € G. Também definimos o

comprimento de uma sequéncia como ¢ € Ny tal que

5] = vy(S) =L € Ny,

geG

onde Ny = NU {0}.

¢
Definicao 1.2. Para AC Ze S = Hgi, definimos

i=1

14
O'A(S) = {Z a;g;, a; € A}
i=1

Se 0 € 04(S), cuja soma esta em G, dizemos que S é uma sequéncia A-soma zero.

Observagao 1.3. A multiplicacao de g; por a; é a multiplicagdo usual por escalar, ou seja,

a;g; = a;i(1, ..., x.) = (@21, ..., q;z,).

Definicao 1.4. Sejam G um grupo abeliano finito, A C Z\ {0}, n = exp(G). Definimos

13



Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

(i) n4(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S € F(G), |S| > ¢, satisfaz a
condi¢ao (n4), onde a condigao (n4) significa que existe uma subsequéncia T' de S tal que

o comprimento de T' é no méximo igual a n e T' é uma sequéncia A-soma zero.

(ii) Da(G) como o menor /¢ tal que toda sequéncia S € F(G), |S| > ¢, satisfaz a
condigao (D,), onde a condigao (D4) significa que existe uma subsequéncia 7" de S tal

que T é uma sequéncia A-soma zero.

(iii) ga(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia livre de quadrados S € F(G),
|S| > ¢, satisfaz a condi¢do (ga), onde a condi¢do (g4) significa que existe uma subse-
quéncia T de S tal que o comprimento de T' é igual a n e T é uma sequéncia A-soma

Zero.

(iv) s4(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S € F(G), |S| > ¢, satisfaz a
condigao (s4), onde a condigao (s4) significa que existe uma subsequéncia 7" de S tal que

o comprimento de T é igual a n e T' é uma sequéncia A-soma zero.

(v) EA(G) como o menor ¢ tal que toda sequéncia S € F(G), |S| > ¢, satisfaz a
condi¢ao (E4), onde a condi¢ao (E4) significa que existe uma subsequéncia T de S tal

que o comprimento de T é igual a ordem de G e T' é uma sequéncia A-soma zero.

Aqui observamos que para o grupo em que |G| = exp(G), tem-se Fx(G) = s4(G). E
importante lembrar que se exp(G) =n entdao g+---+¢g =n-g = 0, para qualquer g € G.

1.1 Resultados para os invariantes 74(G), D4(G), sa(G)
e EA(G)

Quando A = {1} e G = (7, existem varios resultados sobre o problema. Quando
A = {1} denotaremos s(G) simplesmente por s(G). Vejamos alguns resultados para este

caso.

O primeiro resultado ¢ o famoso teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv que pode ser en-
contrado em [13]; este teorema mostra que s(C,,) = 2n — 1. Uma versao deste teorema
com peso pode ser encontrado em [18]. Faremos aqui uma demonstragdo do teorema de
Erdos-Ginzburg-Ziv, mas antes demonstraremos alguns resultados que sao generalizagoes

naturais de resultados ja existentes.
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Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

O primeiro é uma generalizagao de um resultado para um grupo abeliano finito G
e A = {—1,1}. Este resultado foi provado para o caso A = {1} em [8] por Gao, na
Proposicao 3.1.

Para grupos abelianos finitos aditivos H, G e uma funcao f : G — H, definire-
mos uma func¢do de F(G) em F(H) por f(S) = Hle f(g;) para toda sequéncia S =
Hle g; € F(G), fazendo um abuso de notagao usaremos o mesmo simbolo para denotar

estas fungoes.

Lema 1.5. Sejam A C Z\ {0}, G um grupo abeliano finito e f um homomorﬁsmo Entao

0 € oa(f(S)) em G se, e s0 se, Zai gi) € ker(f), onde S € F(G) e Z (gi) € 0a(S
1=1

i=1

Demonstracao: Segue diretamente da igualdade.

Proposigao 1.6. Sejam G um grupo abeliano finito, A = {1} ou A={-1,1}, H <G e
S e F(G), com|S| > (sa(H)—1)exp(G/H)+sa(G/H). Entao S tem uma subsequéncia
T tal que 0 € o4(T), cuja soma € feita em G e |T| = exp(H)exp(G/H). Em particular,
se exp(G) = exp(H) exp(G/H), entao

54(G) < (s4(H) — 1) exp(G/H) + s4(G/H).

Demonstragao: Seja ¢ : G — G /H o epimorfismo canénico, dado por ¢(g) = g+ H para
cada g € G. De |¢p(S)| = |S| e |S]| > sa(G/H) segue que ¢(S) possui uma subsequéncia
#(S1) com |S1| = exp(G/H) e 0 € o4(¢(51)), cuja soma é feita em G/H. Resta, ainda,
uma subsequéncia com tamanho maior ou igual a (sa(H) — 2)exp(G/H) + sa(G/H). De
novo, repetimos este procedimento para obter mais uma subsequéncia ¢(S3) com |Sy| =
exp(G/H) e 0 € g4(¢(S2)), cuja soma ¢é feita em G/H. Ainda resta uma subsequéncia
com tamanho maior ou igual a (sa(H) — 3)exp(G/H) + sa(G/H).
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Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

Apos repetirmos este procedimento s4(H) — 1 vezes obteremos esta quantidade de
subsequéncias disjuntas aos pares, ¢(5;),1 < ¢ < s4(H) — 1, com |S;| = exp(G/H),
0 € ga(4(S;)), cuja soma é feita em G/H, e restard uma subsequéncia com tamanho
maior ou igual a s4(G/H). Mais uma vez, aplicamos o procedimento anterior para obter
uma sequéncia ¢(S,m)), com |Ss, ()| = exp(G/H), 0 € 0.4(¢(Ss,m)), cuja soma ¢é feita

em G/H, a qual é disjunta das anteriormente obtidas.

Sejam ajigj1+ -+ ajugin € 0a(S;) e W = [T (ajugjn+- - +ajugin), com ¢ajigj +
<+ ajpgin) = 0 € p(0a(S;)) = oa(¢(S;)), cuja soma é feita em G/H. Assim, temos
pelo Lema 1.5, que W € F(ker(¢)). Mas, ker(¢) = H e assim W tem uma subsequéncia
W' =Tl er(angin + -+ ajrgr), I C [1,s4(H)] tal que 0 € o4(W’), cuja soma ¢ feita
em H e |I| =exp(H). Assim,

W= H(ajlgjl + o agie),

jel

onde k = exp(G/H) e

Z bj(ajlgjl +--- 4+ ajkgjk;) =biangn + -+ bhaggie + -+ bsas19s1 + - - - + bsasrpgsy =0
jeI

em H, onde s = exp(H). Logo, a sequéncia S’|S, S = [[,.;S; tem tamanho |S'| =

jel
exp(G/H)exp(H) e 0 € 04(S5’), cuja soma é feita em G, com os bja;;’s pertencentes a A,
ja que A ¢é fechado para multiplicagdo. Em particular, se exp(G) = exp(H) exp(G/H),

entao
54(G) < (sa(H) = 1) exp(G/H) + sa(G/H),

pela defini¢ao de s4(G). ]

Na proxima proposigao particularizaremos o grupo GG, mas generalizaremos o peso A.
Aqui cabe a observagao que agora a acao sobre o grupo nao é mais de um subconjunto

fechado para a multiplicagdo A de Z e sim de um subgrupo do grupo multiplicativo (Zj)*.

Proposigao 1.7. Sejam G = C},, A < (Zy)* (A € subgrupo de (Zy)*), onde k € um nimero
natural composto, r € N, H < G e¢ S € F(G), com |S| > (sa(H) — 1)exp(G/H) +
sa(G/H). Entao S tem uma subsequéncia T tal que 0 € o4(T), cuja soma é feita em G
e |T| = exp(H)exp(G/H). Em particular, se exp(G) = exp(H) exp(G/H), entao
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Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

sA(G) < (sa(H) —1)exp(G/H) + sa(G/H).
Demonstragao: A prova é idéntica a da Proposi¢ao 1.6 observando que A < (Zjg)* é
fechado para multiplicacao. "
Como consequéncia imediata da proposi¢cao anterior, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 1.8. Sejam A < (Zpm)* € o grupo C! . com m,n,r € N, entao

sa(Crp) < min {(s4(C) = Dn 4 54(CL), (s4(C7) = )m + 54(Cr) -

Demonstracao: Sejam G = C7

s Or =2 H< Ge(C =K <GG. ComoG/H = K,
G/K = H, exp(H) = n e exp(K) = m, entdo exp(G) = exp(H ) exp(K). Pela Proposicao

1.7, segue que

54(Crn) < (54(C) = Dn+5a(Cr) e 5a4(Cr,,) < (sa(Cq) — )m + sa(C).

E ainda conseguimos o seguinte corolario.

Corolério 1.9. Sejam G = C; e A < (Z,)*. Se s4(C}) < c(p — 1) + 1 para todo p|n
primo, entio sa(G) < c¢(n—1)+ 1.

Demonstragao: Procederemos por indugao sobre o exp(G). Se exp(G) = p primo, entao

G = C} e a afirmagdo se verifica por hipotese.

Seja p um divisor de n, e seja m = 2. Considere os grupos
p

~ T G ~ v
pG = Cp e 5 =0

Observe que podemos ter m = 1, mas em qualquer caso pela hipotese de inducao temos

que

sa(pG) < e(m—1)+ 1.

17
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Pela Proposi¢ao 1.7 (com H = pG), vemos que

sa(G) < (sa(H) —1)exp(G/H) + sa(G/H)
< (elm—=1)+1—=1)p+elp—1)+1
< en—1)+1
E assim concluimos a demonstracao deste corolario. "

O resultado seguinte foi provado por Edel et al para A = {1} no Teorema 1.4 em [10].
Aqui faremos para A = {1} ou A = {—1,1}.

Teorema 1.10. Sejam G = C,, & --- & C,,., como no inicio da se¢cio e A = {1} ou
A={-1,1}. Sejam cy,...,c, € N tais que para todos os primos p divisores de n, e todos
i€ [1,r], temos s4(C}) < ci(p — 1) + 1. Entao

sa(G) < Z(crﬂ,i — ¢_i)n; — ¢ + 1, onde ¢ = 0.
i=1

Demonstragao: Procederemos por indugao sobre o exp(G). Se exp(G) = p primo, entéo

G = C e a afirmagdo se verifica por hipotese.

Seja p um divisor de ny, p < n,, e seja m; = % para i € [1,r]. Considere os grupos

pG2C, @ BC, e L2

pG P

Observe que podemos ter m; = 1, mas em qualquer caso pela hipotese de indugao temos

que
sa(pG) < (erpami — i)y — ¢+ 1.
=1

Pela Proposi¢ao 1.6 (com H = pG), vemos que

SA(G)

IN

(sa(H) = 1) exp(G/H) + sa(G/H)

< <Z(CT+11 — cr,i)mi —Cp + 1) P+ Cr(p — 1) +1

i=1
T

IN

Z(Cr+1—i —cri)n; — ¢+ 1

=1
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De posse do Corolario 1.9, observamos que para provar o teorema de Erdos-Ginzburg-
Ziv basta provarmos que s(C,) < 2p — 1, com p|n e encontrarmos uma sequéncia de
tamanho 2n — 2 que nao satisfaz a condigao (s4) para A = {1} e esta ¢ S = 0" 111
Para provarmos que s(C,) < 2p — 1 usaremos o famoso teorema de Chevalley-Warning,

que esté enunciado abaixo, sem demonstragao.

Teorema 1.11. (Chevalley-Warning). Sejam fi(xy,...,z,), com i € [1,t] polinomios

em m varidveis sobre um corpo finito F, de q elementos, onde ¢ = p° para p primo e
t

s € N. Sem > Z@f,-, onde Of; € o grau de f;, entdo o nimero de solu¢oes N do
i=1

sistema formado pelos f; satisfaz N = 0(mod p).

Para uma sequéncia S = [[;";a; € F(C,), onde m = 2p — 1 considere o seguinte

sistema de equagoes em m variaveis sobre F,:

m

-1
E a;x? =0
i=1
m

-1
E 2 =0
i=1

Como 2(p—1) < 2p—1 = m segue pelo teorema de Chevalley-Warning que N = 0(mod p),
ou seja, temos solugao diferente da trivial. Agora, se considerarmos J C [1,m] o conjunto
de todos os indices das entradas nao nulas desta solugao, temos pela segunda equagao que

|J| = p. Assim, na primeira equagao temos
Z a; =0, em C,.
icJ
Isto mostra que s(C,) < 2p — 1 e consequentemente temos o teorema de Erdos-Ginzburg-

Ziv.

Para grupos de posto 2 temos o resultado que foi obtido em 2003 por C. Reiher,
publicado somente em 2007 e pode ser encontrado em [29]; ele mostrou que s(C?) = 4n—3.

Resolvendo uma conjectura feita por Kemnitz em 1983.

A demosnstragao feita por C. Reiher é extensa e nao repetiremos aqui, mas basica-
mente ele obteve cinco coroléarios do teorema de Chevalley-Warning e como consequéncia

destes corolarios ele obteve o resultado.
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Capitulo 1. Algumas defini¢oes e resultados sobre problemas de soma zero

Para grupos de posto 3 temos o resultado que foi provado em 2007 por Gao et al e
pode ser encontrado em [17]; eles provaram que n(C3) +n — 1 = s(C3) = 9n — 8, se
n=3"5 abeNyenC3+n—-1=3s(C3)=8r—7,sen=23,acN. Edo artigo

que contém estes resultados surgiu a seguinte conjectura:

(C’3) 9n — 8 se n é impar
s(Cr) =
8 —7 se n épar

Aqui cabe a observagao de que para o caso s(C?) houve separagao entre n par e n
impar diferente dos casos anteriores que valem para todo n > 1. Neste artigo mudou-se a
forma de se obter os resultados. Foram usados métodos geométricos, mas precisamente os
resultados foram obtidos através da relagao de s(Cj) com o problema de caps maximais
em geometria finita (um cap maximal é o maior subconjunto de AG(r, q) que nao possui
trés pontos colineares, AG(r, q) ¢ a parte afim do espago projetivo PG(r, q) sobre F,), isto
foi possivel devido ao resultado obtido por Harborth em [20] no Lema 3, onde ele prova
que s(C%) = 2¢(C%) — 1. No trabalho de Gao et al eles usaram o seguinte resultado: uma
sequéncia S que nao satisfaz a condi¢do (g4), onde A = {1}, tal que |S| = ¢g(C}) — 1 ¢é
um cap maximal em AG(r,3), onde AG(r,3) representa a parte afim do espago projetivo
PG(r,3). Também foram obtidos resultados relacionados com caps para s(Ct). A grande
dificuldade deste método é estudar caps quando r é muito grande, pois para r > 5 ainda

nao se tem o valor exato de caps maximais em AG(r,3).

Para grupos de posto quatro temos o resultado que foi obtido em 2007 por Edel et
al e pode ser encontrado em [10]; eles provaram que s(C%) > 20n — 19, para n impar
e a igualdade vale se n = 3% a € N. Em [11] Edel provou que s(C?) > 42n — 41,
s(C%) > 96n —95 e s(C7) > 196n — 195, para n impar. Este artigo foi publicado em 2008.

Ambos os artigos seguem as idéias de se usar caps.
Quando A = {—1,1} e G = C’ temos alguns resultados recentes.

Em [1] Adhikari et al provaram no Teorema 1.1 que E4(C),) = s4(C,) = n + |logyn|
(este é o teorema de Erdos-Ginzburg-Ziv com peso A = {—1,1}) e D4(C,,) = 1+ |logyn|,
onde para um numero real z, | x| denota o maior inteiro menor ou igual a z. O que mostra
que E4(C,) = Da(C,) +n— 1. Isto foi feito em 2006. Devido a ser um trabalho extenso,

também nao repetiremos a demonstracao deste resultado aqui.

Em [3] Adhikari et al provaram no Teorema 3 que s4(C?) = 2n— 1, para n impar. Isto
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foi feito em 2008. Por nao ser extenso repetiremos aqui a demonstracao deste resultado,

ressaltando que usaremos o Corolario 1.9.

Primeiramente observamos que a sequéncia S = (1,0)"1(0, 1)"~! nao satisfaz a condigao
(sa), pois n é fmpar. Assim, s4(C?) > 2n — 1. Resta provar a desigualdade con-
traria. Pelo Corolario 1.9 basta provarmos que SA<C,§) < 2p — 1, com p|n. Assim, seja
S =TI%1(bi, i) € F(C?), onde m = 2p — 1, e considere o seguinte sistema de equagdes

em m variaveis sobre [F,:
( m p—1
} : =
i=1
m p—1
E cr,? =0
i=1
m
1
E 2 =0
\ =1

Como 2(p—1) < 2p—1 = m segue pelo teorema de Chevalley-Warning que N = 0(mod p),

ou seja, temos solugao diferente da trivial. Agora, se considerarmos J C [1,m] o conjunto
de todos os indices das entradas nao nulas desta solucao, temos pela terceira equacao que

|J| = p. Assim, nas duas primeiras equagoes temos

> " ai(bi, ;) = (0,0), em CZ,

e

onde a; € A = {-1,1}. E, portanto temos que sA(Cg) < 2p — 1. Este é o Teorema 3 de

13].

Do estudo da relacao entre os invariantes E4 e D4 temos alguns resultados interes-
santes sendo que o de grande destaque é o seguinte: para A C Z e G um grupo abeliano
finito aditivo Ordaz et al em [19] provaram que F4(G) = Da(G) + |G| — 1. Resultado

que foi provado um pouco antes por Yuan e Zeng para G = C,, em [33].

Faremos, agora, algumas observacoes acerca destes invariantes quando A = {—1,1}. E
facil ver que s4(G) > na(G)+n—1es4(G) > Da(G)+n—1, onde n = exp(G), isto pode
ser visto na demonstracao do Corolario 2.8. Com isto temos que s4(Cy,) > na(Cp)+n—1
e uma analise da sequéncia 12---2°%, com s definido como 257! < n < 25%2 fornece-nos
uma sequéncia que nao satisfaz a condigao (n4), portanto n4(C,) > 1 + |logyn| e pelo
resultado de Adhikari et al em [1| temos que s4(C,) = n + [logyn]|, concluimos que
na(Cn) = 1+ [logyn| = D4(C,,), para A = {—1,1}. Sabemos que nem sempre teremos

D4(G) = na(G), mas ¢é interessante procurarmos grupos G para os quais isto acontece.
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Ao longo deste trabalho veremos que s4(G) = na(G)+n—1, para G = C} e para G = C3.

Dai, surge a pergunta: serda que s4(Cr) =na(Cl)+n — 1, sempre que n > 2 for par?

Agora, do Teorema 3 de [3] temos que s4(C?) = 2n — 1, para n fmpar, e que
s4(G) > na(G) +n — 1, onde n = exp(G), obtemos que n4(C?) < n. Dai, para n = 3,5
consideramos, respectivamente, as sequéncias S; = (1,0)(0,1) e S, = (1,0)(0,1)(2,0)(0, 2)
que nao satisfazem as condigoes (n4) respectivas. Logo, n4(C?) = n, para n = 3,5 e por-
tanto vale s4(G) = na(G) + n — 1 nestes casos. Fato curioso é que para A = {—1,1},
tem-se D4 (C2) = 3 e na(C3) = 4. Como s4(C3) = 5, vale s4(G) = na(G) +n — 1 neste
caso. Ja para o invariante E4 temos F4(C3) = Ds(C3)+2*—1 =6, quando A = {—1,1}.
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Capitulo 2

Limitantes para s4(G), quando

A ={-1,1} e resultados relacionados

A partir daqui, concentramos nossos estudos no caso em que A = {—1, 1} e procuramos
limites para os invariantes 1n4(G), ga(G) e sa(G). Comegaremos nosso estudo para o caso
em que G = C’ onde n é impar. Depois encontraremos um limite superior para s(G)
em fun¢ao de g4(G), quando exp(G) = n é par. Deste resultado obteremos o valor exato

de s4(C%) e consequéncias.

2.1 Limite inferior para ss(C)), com A ={-1,1}

Comecamos com algumas notagoes e defini¢oes, para tanto seja G = C), com n impar
e r € N. Vamos considerar a base candnica de C!, ou seja, {e1,...,e.}, onde e; =
(1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Definimos e; = )

Denotamos por Z,, o conjunto de todos subconjuntos de [1,r]| de cardinalidade impar e

ser€is onde 1 < |I| < r e |I| impar.
no maximo igual a m.

Ezemplo 2.1. Se I = {i}, entao e; = e;, para 1 <i < r.
Se I ={1,2,3}, entao e; = (1,1,1,0,...,0).
Se I ={1,5,6}, entdao e; = (1,0,0,0,1,1,0,...,0).

. A . o n—1
Apresentaremos, agora, um Lema que estima o tamanho da sequéncia U = [],., €7

Lema 2.2. Para U = H et temos a seguinte igualdade:
I€T,
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Capitulo 2. Limitantes para s4(G), quando A = {—1,1} e resultados relacionados

Ul =2""1(n—-1).

Demonstracao: Segue das seguintes expansoes binomiais:

2 =(1+1) = T <77)607"=(1—1)T=i(—1)i<7j>,

pois teremos Z <T ) = Z (T ) Dai,
i

1<’L<I

1€27+1 1€27
i€27+1

Teorema 2.3. Para A= {—1,1} e G = C", n impar, temos 2" '(n — 1) + 1 < s54(G) <
(n" —1) (”T’l) + 1. Sendo que o limite superior vale com a sequinte restri¢io se n = 3,
entao r # 1.

Demonstrac¢ao: Provaremos primeiramente o limite superior. Sabemos que para n impar
sempre temos g # —g para todo g € C7, com g # 0. Assim, se em S nao aparece o
zero de (), entao pelo Principio da Casa dos Pombos temos que vy(S) + v_,(S) > n,
onde |S | = (n"—1) (%) + 1, e portanto S satisfaz a condi¢do (s4), visto que teremos
g+ +(=1)-((=g)+---+(—g)) =n-g =0. Se em S aparece 0 zero, temos o

segulnte UO(S) x, onde z € [1,n — 1]. Separamos em dois casos.

Caso 1: Se z ¢é par, entdo n — (r — 1) é par, pois n ¢ impar. Suponhamos que
para todos g, —g € S temos que v,(S) +v_4(S) < n—(rx—1)—1=mn—2. Assim,

|S| < (n" —1) (%5%) + 2. Mas, por hipotese temos que |S| = (n” — 1) (%52) + 1. Daf,

2(z1)
— 1 > Aemh)

quandon =3 er = 1. Logo7 existem g, —g € S tais que v,(S) +v_y4(S) >n—(x—1) e

resulta que n” e isto implica n” — 1 > 2. Mas, a igualdade s6 se verifica

portanto 7" = 0%~ 1T}, onde T} é a subsequéncia de S formada por g e —g que satisfazem

vy(S) +v_y(S) =n—(xr—1), é uma subsequéncia A-soma zero de S com comprimento n.
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Caso 2: Se = é impar, entao n — x é par, pois n é impar. Suponhamos que para todos
g,—g € S temos que vy(S) +v_y(S) <n—xz—1. Assim, |S| < (n” — 1) (2=%=L) + 2. Mas,
por hipétese temos que |S| = (n” — 1) (%51) + 1. Dai, resulta que n” — 1 > @, e isto

dé-nos n” — 1 > 1 e isto se verifica para todo n > 3 e r > 1, ja que a igualdade nunca
2(z—1)
X

e portanto T' = 0%T}, onde T7 é a subsequéncia de S formada pelos g e —g que satisfazem

acontece pois nao é inteiro. Logo, existem g, —g € S tais que vy(S)+v_4(S) > n—=z

vy(S) +v_4(S) = n — x, é uma subsequéncia A-soma zero de S com comprimento n.

Agora, provaremos o limite inferior. Pelo Lema 2.2, temos que a sequéncia U =
[Ticpn et com 1 < |I| < r e |I| impar, tem tamanho 2"~!(n—1). Assim, basta mostrar
que esta sequéncia nao satisfaz a condi¢ao (s4). Entao vamos supor o contrério, ou seja,
existe U'|U, U' =[]}, ey, tal que oA(U) =0em C” e I; ¢ algum dos I's que aparecem
em U. Vamos escrever e, = g; para facilitar na notagao. Agora, podemos escrever
oa(U") = (ay,...,a,), onde a; = 0 ou a; = n, para i € [1,r], pois nas coordenadas dos

elementos de U’ s6 aparecem 0 ou 1. Vamos separar a analise em dois casos.

Caso 1 : Suponha que o; = n, para algum ¢ € [1,r]. Assim, para cada g; =

(a1j,...,a,;) temos a seguinte soma

n

E ngj = (Oél, ey O, My Oy ,O{T>,
Jj=1

onde €¢; € A e podemos observar que todos a;; = €; = 1, para todo j € [1,n]. Como
€; = 1, para todo j € [1,n], segue que s6 vamos ter a; = 0 ou ay = n, s # i se todos g;
de U’ forem iguais, pois de outra forma vamos ter algum o, assumindo algum valor entre

0 e n. Dai, temos uma contradigdo, pois cada g; aparece em U’ no maximo n — 1 vezes.

Caso 2 : Para todo i € [1,7] temos «o; = 0. Assim, temos o seguinte sistema

€1G11 + €212 + - - - + €01y
€1Q91 + €2Q99 + + + - + €,Q9, = (2 1)

€10, + €2ap2 + -+ €pap, = 0

onde ¢; € A. Em cada coluna aparece um nimero impar de 1’s. Mas, em cada linha
eles devem aparecer uma quantidade par de vezes para se cancelarem, ou seja, para o
sistema 2.1 ter solucao devemos ter um ntmero par de 1’s aparecendo nele. Portanto, se

provarmos que esta quantidade é impar entao o sistema nao tera solucao e obteremos o
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resultado. Vamos considerar a seguinte tabela.

Quantidades de 1’s na coluna  Em quantas colunas esta quantidade de 1’s aparece

1 i, hL€l[0,n]

3 ls, Il3€ [O,R]

5 l5, l5 S [O,TL]

= { " , T Hhpar ly, 1, €[0,n]
r—1 , r par

O total de 1’s que aparecem no sistema é
li1 + 3l3+ 5l5 + - - - + tl; € [n,tn].
Sabemos que n =1 + I3+ l5 + - - - + l;, donde concluimos que
lLh+3l3+5ls+--+th=n+2n—0L)+2n—1L =)+ - +2n—1 —lg— - —1l;_9).

A expressao acima mostra que a quantidade de 1’s no sistema é sempre impar. Donde,

concluimos que este jamais tera solu¢ao. Sendo assim, segue que

277l n—1)+1<s4(G) < (n" = 1) (%52) +1

2.2 Limites superiores para s4(G)

2.2.1 Relagao entre s4(G) e g4(G) quando exp(G) =n é par

Para esta se¢ao separamos um resultado que da uma boa relagao entre s4(G) e ga(G)

quando exp(G) = n é par.

Lema 2.4. Para A ={-1,1} e exp(G) =n > 2 par, temos que

s4(G) < ga(G) +n — 2.
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Demonstra¢ao:  Sejam S = Hlegi Hle gt e F(G), k1,....ks e Neg,...,q0 € G
distintos. Vamos supor que S nao satisfaga a condigao (sa) e |S| = s4(G)—1. Claramente
T = Hle g; nao satisfaz a condigdo (g4), resultando em ¢ < g4(G) — 1 e k; < n, pois
em S nao podemos ter n elementos iguais. Agora, afirmamos que Zle(ki -1 <n-2.
Suponhamos o contrario, e sem perda de generalidade suponhamos que Zle (ki—1) =n—
1. Como k; < n, podemos supor que existem pelo menos dois g;’s de S tais que v, (S) > 2.
Retirando estes dois g;’s restam ainda n — 3 valores para serem distribuidos entre os k; —1
valores restantes, com j # 4. Se para algum j € [1, /], com j # i, tivermos k; —1 = n — 3,
usamos n — 4 destes g;’s com os quatro g;’s do passo anterior para obter uma soma zero

com peso A de tamanho n, ou seja, g; + (—1)g; +9; + (—=1)g; +---+9; + (—=1)g; +9;, +

—
n—4
(—=1)gi, + 9i, + (—1)gi, = 0. Dai, podemos supor k; — 1 < n — 3, ou seja, temos pelo
menos mais (podem ser iguais aos anteriores) dois g;’s de S tais que v, (S) > 2. Podemos
continuar com este processo, observando que o pior caso ¢ quando os g;’s sdo sempre
iguais ao do passo anterior, pois se forem diferentes obteremos uma soma zero com peso
n—2

A de tamanho n mais rapidamente. Assim, depois de realizarmos o processo 7= vezes,

obtemos S = Hle giSln%2 h, onde h é o elemento que resta no dltimo passo do processo
e |S1] = 2. Se "7_2 for par, obtemos uma soma zero com peso A de tamanho n, com
S;%Q hg;, pois h = g;, para algum i € [1,/]. Se ”T_Q for impar, usamos os dois elementos
de T = Hle g; que claramente aparecem em S; para obtermos uma soma zero com peso

A de tamanho n. Assim,

l
sa(G)=1<> ki <l4+n—-2<ga(G)—1+n-2.

=1

Na proxima secao obteremos alguns resultados para C] quando n é par.

2.3 Igualdades e limitantes para s4(C]), quando n é par
Comecaremos com um Lema simples que d& um resultado para o grupo C7.
Lema 2.5. Para A = {1} ou A ={—1,1}, temos que s2(C%) = 2" + 1.

Demonstragao:  Considere eg = (0,0,...,0),e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1),

er = e cielU= ng[o,r] er, onde I pode assumir todos os conjuntos. Neste sequéncia
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aparecem todos os elementos de C§ e como essa sequéncia nao satisfaz a condi¢ao (s4)
segue que

sA(Og):i<7f>+1:2r+1

i—0 \ !

Deste lema segue claramente que 74(C%) = 2" ¢ vemos que vale a relacao s4(Ch) =
na(C5)+2—1. Na préoxima subsegao obteremos o valor exato de s4(C?%) e as consequéncias

relacionadas a isso.

2.3.1 Valor exato de s4(C?)

Poderiamos, também, aplicar o Corolario 1.8 para obtermos o seguinte resultado
sa(Cha) <27(2* — 1)+ 1, para A = {—1,1} e a € N. O que da o melhor limite quando
a = 1, mas veremos mais adiante que este limite pode ser melhorado para valores de a

maiores que 1. Por exemplo, veremos que s4(C3,) = 8.

Antes de provarmos a igualdade acima, vamos provar um lema que dard o limite

inferior para s4(C}), quando n > 2 é par.

Lema 2.6. Para A= {-1,1}, n > 2 par e r € N, temos que
sa(Cr) > n+r|logyn].

Demonstragao: A demonstragdo é basicamente o que esta feito na introducao de [1].
Basta considerar S = (0,...,0)""'(1,0,...,0)---(0,...,0,1)(2,0,...,0)---(0,...,0,2)

---(2°,0,...,0)---(0,...,0,2%), onde s & definido por 2°*! < n < 2°¥2. E facil ver que

s+1__
=25t 1,

Também, sabemos que para x € Z, existem tnicos a; € {0,1}, com ¢ € [0, s], tais que

somando nao conseguimos obter n visto que 1 +24+4+ --- 4 2° =
T =ay+ a2+ a2? + - -+ + a,2°. Donde, concluimos que ¢ impossivel termos 0 = x — z,
visto que é possivel obter x apenas uma vez. Portanto, S nao satisfaz a condigao (s4) e

IS|=n—14r(1+s)=n—14+r(1+ [logyn| —1)=n—1+r|logyn|. Assim,

sA(Cr) > n+r|logyn].
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Podemos perceber que este limite inferior pode ser melhorado quando r > t para
um t apropriado (dependendo de n), mas pela dificuldade de se construir estes exemplos
nao os faremos aqui, mas deixamos a seguinte sequéncia S = (0,...,0)¥71(1,0,...,0)---
0,...,0,1)(2,0,...,0)---(0,...,0,2)---(8,0,...,0)---(0,...,0,8)(3,...,3)(9,...,9)
como uma sequéncia que nao satisfaz a condi¢ao (s4) quando o grupo considerado é

Cls e A={-1,1}. Note que se r < 8 esta sequéncia S satisfaria a condigao (s4).

Teorema 2.7. Para A = {—1,1}, temos que
SA(CZ) = 8.

Demonstragao:  Segue do Lema 2.6 que s4(C7) > 8. Resta provar que s4(C%) < 8.
Uma analise computacional fornece-nos g4(C3) = 6. Assim, pelo Lema 2.4 temos que
5A<CZ) S 8. ]

Descrigio do programa para determinar ga(C?) = 6: Nosso primeiro passo foi gerar
todas as 8008 sequéncias de comprimento 6 possiveis de F(C?%), depois aplicamos um teste
a todas as subsequéncias de comprimento 4 possiveis destas 8008 sequéncias e este teste
consistia em fazer todas as somas possiveis com coeficientes em A = {—1,1} para estas
subsequéncias de comprimento 4 e responder se havia uma representaciao do zero de C3.
Para todas as subsequéncias a resposta foi sim. E como S = (0,0)(1,0)(0,1)(2,0)(0,2)

nio satisfaz a condigao (g4) segue que ga(C3) = 6.

Corolario 2.8. Para A ={—1,1}, temos que
n4(C}) = 5.

Demonstracao:  Suponha que S = Hle g; € F(G) é uma sequéncia que nao satisfaz
a condigao (na) tal que £ = n4(G) — 1 e exp(G) = n, ou seja, em S nao conseguimos
subsequéncia de tamanho ¢ € [1,n] dando soma zero com peso A. Dai, se acrescentarmos
o zero n — 1 vezes a esta sequéncia, teremos uma sequéncia U = 0""1S que nao satisfaz

a condicdo (s4), donde concluimos que
sa(G) > na(G) +n — 1.

Assim, para o caso em que G = C?, temos que s4(C3) > 1n4(C%?) + 4 — 1 e pelo Teorema

2.7 obtemos 8 > na(C?) + 4 — 1, o que implica em 74(C?) < 5. Mas, a sequéncia
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T = (0,1)(1,0)(2,0)(0,2) nao satisfaz a condicdo (14), donde concluimos que 174(C%) > 5

e assim, obtemos a igualdade. "
Com uma analise semelhante podemos obter que D4(C}) = na(C3) = 5.

Para o caso G = C? vale a seguinte relacio s4(G) = n4(G)+exp(G)—1. E interessante

procurarmos grupos GG para os quais esta igualdade se verifica.

Também, como consequéncia do Lema 2.4 temos que n4(G) < ga(G) — 1, para

exp(G) = n par.

Proposicao 2.9. Para A = {—1,1}, temos que

(i) 2k +2|logy 2k| < sa(C%) <4k +1, (2,k) = 1;
(ii) 4k + 2 |log, 4k] < s4(C%,) < 8k, (4,k) = 1;
(iii) 14 < 54(C2) < 19;
(iv) 24 < s4(C%) < 36.
Demonstragao: O limite inferior para todos segue do Lema 2.6. (i) Faga H = C3 e
K = C% ou seja, C3 /K = H. Agora usando a Proposigdo 1.6 obtemos s4(C3%,) <

(54(C?) — 1)2 + 54(C2). E pelo Teorema 3 de [3]| temos que s4(C%) = 2k — 1. Assim,

segue que
s4(C%) < 4k + 1.
(i1) Na Proposigao 1.6, fazemos G = C%, e H = C?. Donde obtemos G/H = C} e
sA(G) < (sa(H) — 1) exp(G/H) 4+ sa(G/H) = 2k — 1 —1)4 + 8,

onde usamos o Teorema 3 de [3| e o Teorema 2.7.

(i17) Aplicamos novamente a Proposi¢ao 1.6 para G = Cg e H = C? e usamos o Lema 2.5
e o Teorema 2.7.

(iv) Aplicamos, também, a Proposi¢io 1.6 para G = C% e H = C% e usamos o Teorema
2.7. n
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Capitulo 3

Igualdades e limitantes para s 4(C%),
ga(C3) e ny(C3)

Neste capitulo obteremos valores exatos para os invariantes s4(C%), ga(C%) e na(C%)
com alguns valores fixos de r e um limite inferior para 174(C%), com r qualquer. Também
obteremos algumas relagoes interessantes entre estes invariantes no mesmo sentido do
Lema 3 de [20]. Por fim obteremos um limite superior para n4(C%) e consequentemente

teremos um limite inferior e um limite superior para s4(C%) e para ga(C%).

3.1 Limite inferior para n4(C}) e relacao entre os invari-
antes 14(C3), sa(C3) e ga(C3)

Nesta se¢@o obteremos o seguinte resultado interessante s4(C%) = ga(C%) = 2na(C%) —
1, para r > 1. Mas, antes de tudo, comegaremos obtendo um limite inferior para n4(Cj%)

e consequentemente teremos um limite inferior para s4(C%) e para g4(C%).

3.1.1 Limites inferiores para s4(C%), ga(C5) e na(C%)

Vamos considerar a base canonica de C%, ou seja, (e1, ..., e.), ondee; = (1,0,...,0),...,

e, =(0,...,0,1). Consideraremos, também, e; e Z,, definidos como antes do Lema 2.2.

Lema 3.1. Para A= {~1,1} ¢ G = C}, temos na(G) = 2" + 1.
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Demonstragao: — Considere a sequéncia U = [],.; e; e observe que |U| = 27!, Va-
mos supor que esta sequéncia U satisfaga a condigao (14), ou seja, existe U’'|U, tal que
oa(U") =0em C} e |U'| € [1,3]. Se |U'| =1, deveriamos ter (0,...,0) € U, uma con-
tradigdo. Se |U’'| = 2, entao deveriamos ter repeti¢oes ou inversos aditivos presente em U,
0 que também nao acontece. Por fim, se |U’| = 3, entao devemos ter uma soma com peso
de tamanho 3 dando zero em C%, ou seja, ou U’ = €2, uma contradi¢io ou conseguimos
os cancelamentos necessarios para obter o zero de (', mas isto s6 seria possivel se ob-
tivéssemos uma quantidade par de 1’s em todas as coordenadas do elemento resultante
da soma, o que nao acontece, pois estamos somando com peso, trés quantidades impares,

ou seja, o total de 1’s é impar, entao novamente temos uma contradicao. "
A melhora para o caso em que r > 4 é impar esta na proposicao abaixo.

Proposigao 3.2. Ser é impar e r > 5 entio na(Ch) > 2771 + (Tgl), onde

(3.1)

=3 ge r=1 (mod 4)
=5 s r=3 (mod 4).

Demonstracao: Provaremos esta proposicao pela apresentacao de um exemplo de sequén-
cia de comprimento 2771 + (Tgl) — 1 sem uma A-soma zero subsequéncia de comprimento

. . -1 . N
menor ou igual a 3. Seja £ = (r s ), e considere a sequéncia

S=¢G= H er| 91 9o,

IeZ, o

com

g = (=1,1,...,1,—1,...,-1).

Claramente S§ nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também
soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dara outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s,t tivermos

er, ten =0
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entdo ey, e;, necessariamente terdo ¢ + 1 coordenadas nao nulas na mesma posi¢ao (para

obter ¢ + 1 coordenadas -1’s). Consequentemente devemos ter
+(6+1) = |L| + |L]

Mas isto é impossivel ja que ||, |I;], 7 sdo todos nameros impares e por defini¢ao d+1 é par.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.

Sejam v, w elementos de G. Agora, é simples verificar que (os calculos sao modulo 3)
ou v+ w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos (para 6(r) < (r—1)/2) e
consequentemente nenhum deles pode ser somado a um +e; para obter uma subsequéncia
A-soma zero de tamanho 3, ja que todas as entradas de 4e; ndao nulas tem o mesmo sinal.

E isto conclui a demonstragao desta proposicao. "

Uma melhora no limite inferior para o caso em que r > 4 é par é possivel, mas ha uma
grande dificuldade de conseguir isto para todo r > 4 par em um tunico resultado, por isso
faremos uma separagao no conjunto dos nimeros pares e no fim do capitulo faremos uma
abordagem de cada um destes casos e obteremos uma melhora no limite inferior (em cada

um dos casos) de n4(C%) para todo r > 4 par.

Lema 3.3. Para A ={—1,1} e C}, temos

sa(C3) 2 2(na(C3) —1) +1 e ga(C%) = 2(na(Cy) — 1) + 1.

Demonstracao: Seja U = H gi, onde ¢ = n4(C%) — 1, uma sequéncia que nao satisfaz

a condicao (n4), ou seja, néo ex1ste subsequéncia com tamanho pertencente a [1,3] de U
¢ ¢

dando soma zero em C%. Assim, vemos que S = H gi(—g;) ou S = H g7 ndo satisfaz

i=1 =1
0

a condi¢do (sa), da mesma forma que S = Hgi(—gi) nao satisfaz a condi¢ao (ga),
i=1
lembrando que estamos fazendo tudo médulo 3, ou seja, se S satisfaz a condi¢do (g4)

ou (s4) entdo U satisfaz a condigdo (n4), pois deveriamos ter g; = £2¢; = +g;, com
i # j € [1,4], implicando que U satisfaz a condi¢ao (14), uma contradigdo. Donde

obtemos

sa(C5) 2 2(na(C3) —1) + 1 e ga(Cs) = 2(na(Cy) —1) + 1.
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3.1.2 Relagao entre s4(C%), ga(C%) e na(Ch)

Agora, obteremos dois importantes resultados envolvendo s4(C%), ga(C%) e na(C3).

Teorema 3.4. Para A = {—1,1}, temos

(i) 54(C3) = ga(Cs) + 1 =4;
(1) 54(C3) = ga(C5) = 5;

(111) sa(C%) = ga(Cy), comr > 3.

Demonstracao: (i) Pelo Teorema 1.1 de [1], temos s4(C3) = 3 + |log, 3] = 4 e vemos
que ga(C3) = 3 claramente de uma simples analise em C5 = {0, 1, 2}.

(i1) Pelo Teorema 3 de [3], temos que s4(C%) = 5 e por defini¢iao temos que s4(C%) =5 >
ga(C2). Agora, como S = (1,0)(0,1)(2,0)(0,2) nao satisfaz a condi¢ao (ga), temos que
94(C3) > 5.

(7i1) Por definigao, temos que s4(C%) > ga(C%). Assim, devemos provar que vale a

desigualdade contréaria para r > 3.

Seja S = Hlegi uma sequéncia que nao satisfaz a condigdo (sa), tal que ¢ =

s4(C%) — 1. Vamos fazer a demonstragao em alguns casos.

Caso 1 : Se 0 é um elemento que aparece uma vez em S, entao a sequéncia 05 satisfaz
|0S] = s4(C%) e nao satisfaz a condi¢ao (s4), o que é uma contradigdo. Assim, este caso

nao acontece.

Dai, ou zero nao aparece ou ele aparece duas vezes.
. x R (41 151 4
Caso 2 : Suponha que em S nao apareca zeros e escrevemos S = [[.L, ¢; [[,1; ¢ H¢:2g1+1 9i
. ¢ A ] ¢ ¢ ¢
ouseja, T' = [[;L, g; e uma subsequéncia de S tal que T%|S. Dai, S’ = [[;1, : [ [;2,(—9:) [Ticor 19

nao satisfaz a condic¢do (ga) e como |S| = |S’| segue que

S| = 54(C5) =1 =L =[5] < ga(C3) =1 = 5a(C3) < ga(C).
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Caso 3 : Suponha que S = 02 H _3 i, onde &' = Hf:3 g; nao satisfaz a condigao (n4).
Assim, S| < na(C%) — 1.

Agora, faremos uma observacao: Suponha que T' = Hle g; € F(G) seja uma sequéncia
que nao satisfaca a condigao (n4) tal que k = n4(G) — 1 e exp(G) = n, ou seja, em T
nao conseguimos subsequéncia de tamanho t € [1,n] dando soma zero com peso A. Dali,
se acrescentarmos o zero n — 1 vezes a esta sequéncia, teremos uma sequéncia U = 0"~ 1T

que nao satisfaz a condigao (s4), donde concluimos que
s4(G) > na(G)+n—1.

O que para o nosso caso da s4(C%) > na(C%) +2. Mas, |S| =2+ [5"| < 2+4+n4(C}) —

na(C5) + 1. Donde, obtemos que s4(C%) < n4(C%) + 2 o que implica em SA(C”") =
na(C4) 4+ 2. Agora, pelo Lema 3.3 temos s4(C%) > 2n4(C5) — 1 e isto da na(C%) < 3, 0
que contradiz o Lema 3.1 que da-nos n4(C5) > 21 + 1 > 3, para todo r > 3. Assim, o

Caso 3 nao acontece. n

Teorema 3.5. Para A = {—1,1}, temos
9a(C%) = 2n4(C%) — 1, para r > 1.

Demonstra¢ao: Pelo Lema 3.3 temos que g4(C%) > 2n4(C%) — 1. Assim, basta provar
que vale a desigualdade contraria. O caso r = 1 é trivial. Para r = 2, temos pelo Teo-
rema 3.4 que g4(C3) =5 e na(C%) = 3 segue facilmente da observagao que quaisquer trés
elementos de C? sao linearmente dependentes, quando C? é visto como espago vetorial
sobre F3 (o corpo finito com trés elementos) e a sequéncia S = (1,0)(0,1) mostra a de-
sigualdade contraria, logo ga(C3) = 2n4(C%) —1. Agora, sejam r > 3 e U = Hle gi, onde

0 =2n4(C%) — 1 e os g;'s sao distintos. Consideraremos dois casos.

Caso 1 : Se 0 aparece em U segue que { — 1 = 2n4(C%) — 2. Mas, pelo Lema 3.1 temos
na(C%) > 2771 +1 > 3, para todo r > 3, e assim £ — 1 > n4(C}) o que implica que U

satisfaz a condic¢ao (ga).

Caso 2 : Se 0 nao aparece em U, entao escrevemos

41
U= ngH —9i) H gi-

1=201+1
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. ¢ ¢ ¢ . .
Escrevemos, também, Uy = [[;L, gi e Uz = [[;L,(—i) [ [i=0/, 11 9: © assim para que U nao

satisfaca a condi¢@o (ga) devemos ter
0 =2na(C5) =1 = U] = [U1| +|U2] <2(na(Cy) —1) = -1 < =2,

uma absurdo. Dai, em U; ou U, deve aparecer uma subsequéncia de tamanho 3 dando

soma zero com peso A. »

3.2 Limite superior e valores exatos de 74(Cj})

Nosso objetivo nesta se¢@o e obter um limite superior para n4(C%). E no final da se¢ao
obter os valores exatos para n4(C%) quando r € {1,2,3,4} e por fim usar estes resulta-
dos para obter valores exatos e limites inferiores e superiores para s4(C%). Resumido o

resultado principal desta secao é o teorema abaixo.

Teorema 3.6. Se A ={—1,1} er > 5, entao

r r r : 1 (T
2"+ 1 <s4(C5) < 7+2<3> +) Y 1()
e para v impar temos

2" +2(125) — 1 ser = 1(mod4)

s4(C5) > ?
a(C3) > { 2r+2(g)_1 se r = 3(mod4)

Em particular, SA(Cg) =4, SA(032) =5, SA(C;:;S) =9e SA(C§) =21

O limite inferior para o Teorema 3.6 segue dos Lemas 3.1, 3.4 e 3.5 e a melhora para

0 caso em que r > 4 é impar segue da Proposicao 3.2.

Para encontrarmos o limite superior para n4(C%) precisamos de vérios lemas.

3.2.1 Um limite superior para n4(C%), com A= {-1,1}
Para qualquer k € {1,...,r}, definimos a k-ésima projegao 7y, : C§ — C§ como

Tr(ar, ..oya;) = (a1, ooy ag—1,0, Qgy1, ..., Q).
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Claramente 7, ¢ uma aplicagao linear e ker(my) = {\ex | A € F3}.

Lema 3.7. Seja g,h € C%, com g # £h. Se mi(g) = L7 (h) para algum k, entdo existe
€0, €1, €2 € A tais que

€oer + €19 + eah = 0.

Em outras palavras, ey, g, h € uma sequéncia A-soma zero.

Demonstra¢ao: Temos mi(g) = eami(h), para algum e; € {—1,1}. A linearidade de 7y
da-nos (g — €ah) = 0 e entdo g — esh = €geg, para €y € A, pois g — exh # 0, concluindo

esta prova. [

Seja § uma sequéncia em Cf de comprimento m. Seja U; a subsequéncia de todos
elementos g = (ay, ..., a,) de S tais que o namero de coordenadas nao nulas de g é igual a
j, isto &, 7, |a;| = j. Denotamos, também, por u; o comprimento da subsequéncia U;.

Consequentemente temos
S = Ul - U,

(3.2)
m = Ug+u;+---+UuU,.

Lema 3.8. Com as notacoes anteriores, seja g um elemento de U1 e h um elemento de

U;. Se, para algum k, m,(g) = £h, entdo
€ock + €19+ e2h =0
para algum €; € {—1,1}.

Demonstragao: A identidade m(g) = £h diz-nos que a tnica coordenada diferente de g
e +h é a que esté na k-ésima posigao. Assim, g —eh, € € A, tem apenas uma coordenada

nao nula, consequentemente g — eh = +e¢;, para algum k. "

Agora, definimos 9(r), e apresentamos um lema que desempenha um papel impor-

tante na busca de um limite superior para 1n4(C%). Assim, seja
mer) = () + Z 2i-2(") 4+ 3. (3.3)
3 oy J

Mas, antes de provarmos este importante lema, apresentaremos um lema que nos

auxilia na sua demonstracao.

Lema 3.9. Parar, k € N, temos
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(i) Ser >k >2, entao (}) < (3)*;
(ii) Se r > 10, entao 3"~! > 15r3;

(iii) Ser >6, entao (3) > (5) > (7).

Demonstracao: (i) Pela formula de Stirling, temos que k! > V27k (%)k Dali, segue que
k! > \2mk (E)k, ou seja, 35-k! > v/2rk-kF > k*. Assim, como r(r—1)--- (r—(k—1)) < r*,

3
temos que (}) < ()"

(1) Parar = 10 temos que 3° = 19683 > 15-10° = 15000. Procederemos por indugao sobre
r. Suponha que 37! > 153, r = t. Assim, 3" = 3-3""1 > 3. 15¢% = 15¢% + 15¢% + 1563 >
1563 4 45t + 45t + 15 = 15(¢ + 1)3, ou seja, 3"~! > 15r3 para todo r > 10.

(7i7) Para r > 6 temos (g) = T(T_I%(T_2) = T(Tz_l) . % > (;) = —T(TQ_I) =r- ”;21 > (T) =r.
E assim concluimos a prova deste lema. "

Podemos dizer que o proximo lema é importantissimo para se obter um limite superior
para s4(C%), na verdade obtemos o limite superior para n4(C%) e aplicamos este resultado
ao combinado dos teoremas 3.5 e 3.4 para obter o limite superior para s4(C%). Fica claro
na demonstragao do proximo lema que pode-se reduzir muito o comprimento da sequéncia
S que ainda assim conseguiremos garantir a existéncia de uma base para o espago vetorial
C% sobre F3, em S, pois mais a frente consideraremos uma sequéncia S de comprimento
m > M(r)+1 e provaremos que ela satisfaz a condigao (14) e no caminho da demonstragao
garantimos que em S ha uma base, devido ao lema abaixo. Mas, pelo lema podemos
descartar 3"72/4+21/4 — 1 elementos de S que ainda assim garantimos que ha uma base,

o que da-nos uma boa margem para melhorar o limite superior de s4(C%).

Lema 3.10. Temos que M(r) > (37! — 1)/2 — 2 para todo r > 4. Além do mais,
verifica-se que
3r-t-1 32 21

M(r) - ———+2> =~ + T

para todo r > 10.

Demonstragao: Um céalculo simples revela que MM(r) > (31 —1)/2 —2, para 4 < r < 9.
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Assim, vamos supor que r > 10. Entao

2M(r) +5-3"" = 2?.7[(7“ +5—(2+‘1)’“/3
-0 () 550)

(i) 21 r\ @ 3" 21 3r
> — -5 —+ = —-5(=)
2 (3) 6 2 ( 3 )
. ¥ 3073 LA 32 L2
6 2 2 2

Onde os (i), (7) e (it1) sao dados pelo Lema 3.9. Consequentemente, 290(r) +5— 371 >
3772/2 + 2L, para todo r > 10. .

Observe que Cf é um espago vetorial sobre F3 (o corpo com trés elementos), e deno-

taremos por {eq,...,e.} a base candnica.

Observagao 3.11. Se entre os elementos de uma sequéncia S pudermos encontrar uma
base B de Cf sobre Fs, entao é bem conhecido que existe uma aplicacao linear bijetiva
T :C, — Cf tal que T(B) = {ey,...,e,;} ¢ a base canonica. E nesse caso, o problema
de encontrar uma subsequéncia A-soma zero em S é equivalente a encontrar uma na

sequéncia 7T'(S).

Observagao 3.12. Seja S uma sequéncia em C§ de comprimento m, e seja £ o comprimento
da maior subsequéncia de S contendo apenas elementos linearmente independentes sobre
5. Podemos assumir que eq,...,e; sao estes £ elementos linearmente independentes
(veja a Obsevagao 3.11), e uma vez que todos os outros elementos de S sdo combinagoes
lineares de ey, ..., e, podemos considerar, na verdade, S como uma sequéncia em C%.
Consequentemente, se m > 74(C%), entdo S tem uma subsequéncia A-soma zero de com-

primento no maximo igual a trés.
Deste ponto em diante, vamos assumir que S é uma sequéncia que tem uma base de
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C} sobre F3, mas nao satisfaz a condigao (n4). Consequentemente S pode ser escrita
como (veja (3.2))
S=UlU,---U,

e podemos supor que u; = r, isto é, a base canoénica é uma subsequéncia de S (veja
a Observagao 3.11). Uma consequéncia imediata desse fato é us = 0, caso contrario,
poderiamos escrever qualquer elemento de Uy como uma combinagao linear de dois ele-

mentos da base candnica, dado uma A-soma zero de comprimento 3.

Como nao podemos ter qualquer par g,h em U; tal que g = £h, podemos fazer o
pressuposto de que qualquer elemento ¢ de S tem sua tultima coordenada nao nula igual
al.

Lema 3.13. Temos ug < (g)

Demonstra¢ao:  Suponha que uz > (g), entao podemos encontrar dois vetores g; =

D

(a1,...,a.) e go = (b1,...,b.) tendo coordenadas nao nulas na mesma posigao, isto é,
a; = 0 se e somente se b; = 0. Sem perda de generalidade podemos assumir que g; =
(a1,a2,1,0,...,0) e go = (b1,b2,1,0,...,0). Agora, note que teremos ou 71(g;) = £m1(g2)
ou mo(gr) = £ma(go) ou m3(g1) = £m3(g2), pois ay, as, by, by € {—1, 1}, e o resultado segue

do Lema 3.7. -

Lema 3.14. Para qualquer j > 4, temos u; < 2972 (7‘)
J

Demonstragio: Como antes, vamos supor que u; > 2972 (;) Assim, podemos encontrar
g1, ..., ge, onde £ = 2972 + 1, com coordenadas nao nulas na mesma posicao. Novamente
pode-se supor

g = (all,...,al(j,l),l,O,...,0)

gy = (agb...,ag(j,l),l,(),...,0).

Através da aplicacao de m, obtemos

7T1(gl> = (O, a12,...,a1(j_1),1,0,...,0)

7T1(gg) = (0,(1@2, ...,ag(j_l), 1,0, Ce ,0).

No entanto, existem exatamente 2/~2 possibilidades de vetores da forma (0, by, ..., b; 2, 1,0.. ..
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porque b; € {—1,1} e entao para algum 1 < ¢ < j < £ devemos ter m(g;) = m(g;), uma
vez que £ = 2972 4 1. O resultado entao segue do Lema 3.7. .
Lema 3.15. Seja 5 <j <r. Seuj_, = 23'_3(;1), entio u; < (2973 + 1)(;)

Demonstra¢ao: Da hipotese e Lema 3.14 segue que dado qualquer (5 — 1)-upla 1 <43 <
- < ij_q <1, existem 2773 elementos (ay, ..., a,) em U;_q, tais que a;,.a;, . . . ai;_, # 0.
Denote por £ a subsequéncia de U;_; onde todos seus elementos tem entradas nao nulas

nas (j — 1) primeiras posigoes.

Agora, suponha u; > (2773 4+ 1) (;), entao deve existir em U;, 2773 + 1 elementos
com entradas nao nulas exatamente nas mesmas posi¢oes. Seja F uma sequéncia de
U; contendo estes elementos, e sem perder generalidade, vamos assumir que as entradas
nao nulas sao posicionadas nas j primeiras coordenadas. De acordo com o Lema 3.8,
nao podemos ter m;(g) = +h, para qualquer par de elementos g em U;, e h em U;_;.
Consequentemente a sequéncia £F tem comprimento 2272 + 1, e portanto deve existir g

em U;, e h em U;_ tais que m;(g) = %h, concluindo esta prova. .

Lema 3.16. Para qualquer r > 4, se u, = 272 entio U,._, = ().

Demonstracao: Como antes, podemos supor que a tltima entrada nao nula de qualquer
elemento de U, é igual a 1. Além disso, também estamos supondo que, para qualquer k, e
qualquer par g, h em U,, m(g) # L (h) (veja Lema 3.7). Outra observacao simples é que,
uma vez que qualquer elemento de U, tem apenas coordenadas nao nulas, nao é possivel
encontrar um par 1 < j < £ < r, e um par g,h em U,, tal que 7;(g) = £m(h). Com
isso em mente, vemos que, dado qualquer par g, h, as projecoes m;(g),m¢(h) satisfazem
7;(g) # £me(h) para quaisquer j,¢ € {1,...,r}. Consequentemente a sequéncia 7 (), de
todas as projecoes de todos os elementos de U, tem comprimento 2"~2r. Isto significa que
se houver um g em U,_;, entdo deve haver um 7;(h) tal que 7;(h) = g, e o resultado

segue do Lema 3.8. "

Lema 3.17. Seja § uma sequéncia em C§ de comprimento m a qual nao satisfaz a
condi¢io (na). Sem > M(r) (veja (3.3)), entdo entre os elementos de S podemos encon-

trar uma base de C5 sobre Fs.

Demonstracao:  Seja £ o comprimento da maior subsequéncia de S contendo apenas

elementos linearmente independentes sobre F3. Consequentemente qualquer elemento
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de S pode ser escrito como combinacao linear destes ¢ elementos sobre 3, isto é, o
comprimento m de S é no maximo igual a 3°. Por outro lado, pela hipotese, para qualquer

tripla g;, gj, gr em S temos

(1) g # 0, (i1) g; # £g; e (ii) €g; + pug; # g, para todos e, p € Fs.

. ~ £_ .,
Consequentemente, o comprimento m de S nao pode exceder % — (g) Mas ja que

estamos assumindo m > 9M(r), podemos aplicar o Lema 3.10 para concluir que { =r. =

Com estes lemas, podemos obter um limite superior para 14 (C%)

Proposicao 3.18. Se A= {-1,1} er >4, entao
na(C5) < 1+ M(r).

Demonstra¢ao: Seja S uma sequéncia de comprimento m > 9i(r) + 1, e suponha que
esta sequéncia nao satisfaca a condigao (n4). De acordo com o Lema 3.17, entre os
elementos de § podemos encontrar uma base para Cf sobre 5. Como antes vamos

escrever S = Uplty - - - U,., assumindo uy = 0, u; = r e uy = 0. Entao pelos Lemas 3.13 e

3.14 temos . .
r (T
m= w, <7r4 + 2J2(,).

Agora, pelo Lema 3.15 e para 4 < j <r —1, se u; = 2772 (;), entao u;;; ¢ muito pequeno

" ) Por isso deve-se considerar pelo menos u; < 2772 (;), e pelo

j+1
Lema 3.16, podemos considerar pelo menos u, < 2"~2, entao podemos descartar r — 3 do

comparado a 2771 (

somatoério acima, concluindo que

m < M(r)
o que é uma contradicao. "

Aqui observamos que, para obter o limite superior do Teorema 3.6, usamos o lema
acima aplicado aos Lemas 3.5 e 3.4.
3.2.2 Aplicagao: valor exato de 7n4(C%), com r =1,2,3,4

Agora, determinaremos 74(C%), quando A = {—1,1} e r € {1, 2, 3,4}.

Proposigao 3.19. Para A = {—1, 1}, temos
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(Z) UA(CS) - 27'
(it) na(C3) = 3;
(iti) 1a(C3) = 5;
(iv) na(C5) = 11.
Demonstra¢ao:  Para os casos (i) e (i) observamos que dois elementos de C5 e trés

elementos C? sdao sempre linearmente dependentes sobre F3, respectivamente. O limite

inferior vem do Lema 3.1.

Caso 7 = 3: Seja S uma sequéncia de comprimento m = 5, e escrevemos
S = UilsUs.

J& que m > n4(C%), podemos assumir 1; = 3 e uy = 0 (veja Observagao 3.12). Mas isto

3
3

zero de acordo com o Lema 3.13. O limite inferior, novamente, segue do Lema 3.1.

significa que uz = 2 > ( ), consequentemente S deve conter uma subsequéncia A-soma

L . 4 10
Caso r = 4: Observe, primeiramente, que a sequéncia S = [[._; e;[[;_5 gi, onde e;

representa os elementos da base canonica e os g;’s sao dados por

952(0717171)7 gﬁ:<17071>1)7 gr = (171707_1)7
gg = (17 ]-7 _170)a g9 = (]-7 _]-a ]-7 _]-)) gio = <_17 ]-a ]-, _]-)7

nio satisfaz a condigao (n4), resultando em n4(C4) > 11. Agora, seja S uma sequéncia

de comprimento m = 11, e escrevemos
S = UlsUsUy.

Ja que m > n4(C3), podemos assumir 1; = 4 e uy = 0 (veja Observacio 3.12). Pelos
Lemas 3.13 e 3.14, podemos também assumir 3 < u3 <4 e 3 < uy < 4. Aplicando agora

o Lema 3.16, podemos assumir us =4 e uy = 3.
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Podemos excluir da sequéncia Uy, os casos

g==xh e m(g) =xm(h) (3.4)

Caso contrério, encontraremos uma subsequéncia A-soma zero de comprimento no
méaximo 3. Consequentemente ficamos com os dois conjuntos separados abaixo, para
escolher 3 elementos distintos pertencentes ao mesmo conjunto para formar a sequéncia
Uy (veja (3.4)), uma vez que um elemento de .4 ndo pode ocorrer com um elemento de B,

pois soma ou diferenca dara um dos e;’s de U;.

A = {(1,1,1,1), (-1,-1,1,1), (-1,1,-1,1), (1,—1,-1,1)}
B = {(-1,1,1,1), (1,-1,1,1), (1,1,—1,1), (=1,—1,—1,1)}.

Agora, observamos que a escolha dos trés elementos de A ou de B determinarao os
quatro elementos de Us de forma tnica, isto devido as projegoes dos trés elementos de A
ou de B, ou seja, fixando uma coordenada dos trés elementos escolhidos de A ou de B o
elemento que aparece em Us deve ser a projecao daquele que nao foi escolhido de A ou
de B em relagao a mesma coordenada fixada; isto pode ser feito nas quatro posigoes dos
elementos escolhidos de A ou de B e assim teremos os quatro elementos de U3 determinados
de maneira tnica. Observamos, assim que teremos quatro possiveis escolhas em cada
um dos conjuntos acima dando um total de oito sequéncias a serem verificadas. Agora,
definiremos duas transformagoes lineares, Ty : C3 — C§ e Ty : C§ — C3, dadas pelas

seguintes matrizes:

~100 0 1 0 00
0 10 0 0 -1 00
T = o) = 35
1] 0 010 L] 0 10 (8:5)
0 00 1 0 0 1

Considerando as seguintes sequéncias:

4
St =[]ei(0,1,1,-1)(1,0,1, -1)(1,1,0,—1)(1,1,1,0)(=1, 1,1, 1)(1,—1,1,1)(1,1, -1, 1),
=1
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4
Sy = Hei(O, -1,1,1)(1,0,1,1)(1,-1,0,1)(1,—1,1,0)(=1,1,1,1)(1,1, =1, 1)(—1, -1, —1,1),
obserxl/;inos, desconsiderando as possiveis trocas de sinais de alguns elementos (isto nao
importa, pois A = {—1,1}) que &3 = T5(S1), S4 = T2(S2), S5 = T1(S1), S¢ = T1(S2),
S; =T, 0T15(S1) e S =T 0 T5(S3), onde T;, com i € [1,2], é aplicado em cada elemento
da sequéncia, sao as oito sequéncias a serem verificadas. Note que tanto T3 e 15, quanto
Ty o Ty s@o isomorfismos, o que garante que as sequéncias S;, com i € [1, 8] s@o distintas.
Assim, se provarmos que S; e Sy satisfazem a condicao (14) as transformagoes definidas
acima garantem o mesmo para S;, com i € [3, 8], e isto da-nos o resultado, pois sao as oito

sequéncias a serem verificadas (a menos das possiveis trocas de sinal de alguns elementos).
Mas,

(0,1,1,—1) +(1,0,1,-1) = (1,1,-1,1)
(0,-1,1,1) + (1,0,1,1) = —(—1,1,1,1)

E isto conclui a prova. m

Com a Proposigao 3.19 aplicada aos Lemas 3.5 e 3.4 obtemos as igualdades que apare-

cem no enunciado do Teorema 3.6. E isto completa sua demonstragao.

3.3 O caso (3,

E como consequéncia do Teorema 3.6, da Proposicao 1.6 e do Teorema 2.3, obtemos

o seguinte resultado.

Teorema 3.20. Seja A ={—1,1}. Entao

sA(C’3a) =4.3%—3,
onde a € N.

Demonstragdo: Sabemos, pelo Teorema 3.6 que s4(C3) =4 -3 — 3. Assim, vamos supor
por hipotese de indugao que s4(C3,_,) = 4-3*"' —3. Portanto, na Proposic¢ao 1.6, fazemos

G =C4. e H=C3,_,. Donde obtemos G/H = C3. E a Proposi¢ao 1.6 dé-nos que
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54(G) < (salH) = 1) exp(G/H) + sa(G/H),

ou seja, s4(Cs,) < (4-371—=3—-1)-34+4-3—3,0que da s4(C3,) < 4-3*— 3. Mas, pelo

Teorema 2.3 temos a desigualdade contraria. Assim, concluimos o resultado. "

Agora vemos pela que foi feito na demonstragao do Corolario 2.8, que n4(C3.) <
3-3%—2. A grande dificuldade de provar a igualdade (se for verdadeira) é encontrar uma

sequéncia de comprimento 3 - 3* — 3 que nao satisfaz a condi¢ao (14).

Pelo Teorema 3.6 obtemos s4(C3) = 21 e usando inducdo na Proposigdo 1.6 temos
que s4(C4.) < 10-3*—9, para a € N. Mas, o Teorema 2.3 da-nos que s4(C4.) > 8-37—7,
para a € N.

Obtemos, assim, vérios resultados para os invariantes s4(G), ga(G) e na(G) para
grupos G especificos, mas ainda ha muitas coisas a serem feitas, pois pelo que foi colocado
acima sera que é possivel melhorar o Teorema 2.3 para r = 4 e assim obter a igualdade
para $4(C4.) = 10 - 3* — 9. Também, pode-se pensar em determinar limite superior para
s A(C;’), com p primo, e assim talvez obter a igualdade para s4(C?3) (ver Teorema 1.10),

quando n for impar, pois o Teorema 2.3 da o limite inferior.
3.4 Limite inferior para ns(C% uando A = {—1,1} e
n 3/9 )
r >4 é par

Consideraremos algumas divisdes no conjunto dos ntimeros pares maiores que 4. Seja
Ay = {6,14,22,30,38. ..}, ou seja, uma progressao aritmética de razao 8. Agora, con-

sidere a seguinte sequéncia em F(C%), com r > 4 par.

S=¢£G= <H 61) “g1° - Ge,

I€Ty,
com
g o= (=1,...,-1,1,1,...,1)
é
g = (L,1,...,1,—1,...,—=1)
—_—— —
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e k = 3t com t definido como t = %, (= (g), onde § = ";22 er € A;. Aqui fazemos

a observacao que t é inteiro positivo impar, pois claramente os elementos de A; tem a

forma 4t + 2 com t € N {fmpar.
Assim, somos capazes de provar o seguinte lema.

Lema 3.21. Para A={~1,1} er € Ay temos que na(C3) = ) <T> + ( : ) +1.

r—2
1<5<3¢ J 2
jE2Z+1
Demonstracao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de comprimento

r r
Z ( ) + (T_Q) que nao satisfaz a condigao (n4). Note que a sequéncia S definida

1<<3 N 2
jET+1

acima tem este comprimento, assim basta provar que esta nao satisfaz a condigao (174).
Claramente S§ nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também

soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dara outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s, m tivermos

er, +ern, =g

r—z

22 coordenadas nao nulas na mesma

posic¢do (para obter % coordenadas -1’s). Mas observe que no maximo

com i € [1,/], entdo ey, e, necessariamente terao

1| + |L,] = 6.

3r—6 3r—2 3r—2
5 < #5—, onde “5

um g; de G,ou seja, é impossivel obter g; a partir da soma e;, + e;,,. Diferenca de dois

E temos que 6t = é a quantidade de 1’s necesséaria para se obter
e;’s nunca dard um g; de G, pois todos eles tem um nimero impar de 1’s e nos g;’s tanto
1’s como —1’s aparecem um numero par de vezes, é claro que se os dois e;’s tiverem 1
na mesma posi¢ao, entao na diferenca aparecerd um zero e novamente nao temos g; de G.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.

Sejam v, w elementos de G. Primeiramente, observamos que se eles nao tem —1’s em
comum, entao o resultante de v+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par
—1’s, ou seja, nao € possivel obter —e;. Se fizermos v—w também teremos uma quantidade
par de coordenadas nao nulas, ou seja, também nao temos +e;. Agora, supondo que v, w

tenham um —1 na mesma posi¢ao, é simples verificar que (os célculos sao modulo 3) ou
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v+w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos e consequentemente nenhum
deles pode ser somado a um =e; para obter uma subsequéncia A-soma zero de tamanho

3, ja que todas as entradas de 4e; nao nulas tem o mesmo sinal. "

Seja Ay = {10, 18,26, 34,42,50,58,66 ...}, também uma progressao aritmética de

razao 8. Considere a sequéncia S definida antes do Lema 3.21, s6 que agora k = 3t — 1

com t definido como t = =2 ¢ { = (2), onde § = ";22 er € Ay. Aqui fazemos a observacao

1
que t é inteiro positivo par, pois claramente os elementos de A, tem a forma 4t + 2 com

t € N par. Com estas defini¢oes, podemos provar o seguinte lema.

Lema 3.22. Para A= {—1,1} er € Ay temos que na(C%) > Z (T) + (:2> +1.

1<5<3t—1 J 2
JEZA+1
Demonstracao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de comprimento

r r
Z ( ) + (T_Q) que nao satisfaz a condigao (n4). Note que a sequéncia S definida
1<j<at—1 2

FELA1

antes do Lema 3.21 com a nova defini¢ao de k tem este comprimento, assim basta provar

que esta nao satisfaz a condigao (n4).

Claramente S nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também
soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dard outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s, m tivermos

er, +ern, =g

com i € [1,/], entdo ey, e;,, necessariamente terao % coordenadas nao nulas na mesma

posic¢ao (para obter % coordenadas -1’s). Mas observe que no méaximo

|I| + | 1| = 6t — 2.

3r—10 _ 3r—2 3r—2
5 < “5-, onde *3

obter um g; de G,ou seja, é impossivel obter g; a partir da soma e;, + e; . Diferenca de

E temos que 6t — 2 = ¢ a quantidade de 1’s necessaria para se
dois e;’s nunca dard um g¢; de G, pois todos eles tem um nimero impar de 1’s e nos g;’s
tanto 1’s como —1’s aparecem um numero par de vezes, é claro que se os dois e;’s tiverem
1 na mesma posi¢ao, entao na diferenca aparecerd um zero e novamente nao temos g; de G.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.
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Sejam v, w elementos de G. Primeiramente, observamos que se eles nao tem —1’s em
comum, entao o resultante de v+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par
—1’s, ou seja, nao € possivel obter —e;. Se fizermos v—w também teremos uma quantidade
par de coordenadas nao nulas, ou seja, também nao temos +e;. Agora, supondo que v, w
tenham um —1 na mesma posi¢ao, é simples verificar que (os célculos sao modulo 3) ou
v+w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos e consequentemente nenhum
deles pode ser somado a um =e; para obter uma subsequéncia A-soma zero de tamanho

3, ja que todas as entradas de 4e; nao nulas tem o mesmo sinal. "

Seja A3 = {12,20,28,36,44,52,60,68...}, também uma progressao aritmética de
razao 8. Considere a sequéncia S definida antes do Lema 3.21, s6 que agora k = 3t — 2
r—4

com t definido como t = J e { = (g), onde 6 = 5= e r € Az. Aqui fazemos a observagao

que t é inteiro positivo impar, pois claramente os elementos de Az tem a forma 4¢ com

t € N impar. Com estas definigdes, podemos provar o seguinte lema.

Lema 3.23. Para A ={—1,1} er € A3 temos que na(C%) > Z (T) + ( r ) +1.

j r—4
1<5<3t—2 2
JEZ+1
Demonstracao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de comprimento

r r
Z ( ) + (7«4) que nao satisfaz a condigao (14). Note que a sequéncia S definida
1<j<at—2 M 2

JELA1

antes do Lema 3.21 com a nova definicao de k,t e ¢ tem este comprimento, assim basta

provar que esta nao satisfaz a condigao (14).

Claramente S§ nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também
soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dara outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s, m tivermos

er, +ern, =g

com i € [1,/], entdo ey, e, necessariamente terao % coordenadas nao nulas na mesma
posic¢do (para obter % coordenadas -1’s). Mas observe que no maximo

|Is| + || = 6t — 4.
3r—8 _ 3r—4 3r—4

2 2 2
um g; de G,ou seja, é impossivel obter g; a partir da soma e, + e;,,. Diferenca de dois

E temos que 6t —4 = , onde ¢é a quantidade de 1’s necesséria para se obter

49



Capitulo 3. Igualdades e limitantes para s4(C%), ga(C%) e na(C%)

e;’s nunca dard um g; de G, pois todos eles tem um nimero impar de 1’s e nos g;’s tanto
1’s como —1’s aparecem um numero par de vezes, é claro que se os dois e;’s tiverem 1
na mesma posi¢ao, entao na diferenca aparecerd um zero e novamente nao temos g; de G.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.

Sejam v, w elementos de G. Primeiramente, observamos que se eles nao tem —1’s em
comum, entao o resultante de v+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par
—1’s, ou seja, nao € possivel obter —e;. Se fizermos v—w também teremos uma quantidade
par de coordenadas nao nulas, ou seja, também nao temos +e;. Agora, supondo que v, w
tenham um —1 na mesma posi¢ao, é simples verificar que (os célculos sao modulo 3) ou
v+ w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos e consequentemente nenhum
deles pode ser somado a um =e; para obter uma subsequéncia A-soma zero de tamanho

3, ja que todas as entradas de 4e; nao nulas tem o mesmo sinal. "

Sejam A, = {8,16,24,32,40,48,56,64 ...} e A5 = {8,16,32,64,128...} um subcon-
junto de A4, também em A, temos uma progressao aritmética de razao 8, enquanto em As
temos uma progressao geométrica de razao 2. Considere a sequéncia(referente a A4\ As)
S definida antes do Lema 3.21, s6 que agora k = 3t — 3 com ¢ definido como ¢ = 7 e
(= (g), onde § = %‘ er € Aj\As. Aqui fazemos a observagao que t é inteiro positivo par
tal que t # 2% para a € N, pois claramente os elementos de A4\ A5 tem a forma 4¢ com

t € N par e t # 2% para a € N. Com estas defini¢oes, podemos provar o seguinte lema.

Lema 3.24. Para A = {—1,1} er € Aj\ A5 temos que na(C3) > Z <T> + (r;) +

1<j<3t—3 J 2
JEZA+1

1.

Demonstracao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de comprimento

r r
Z ( ) + (T_ 4) que nao satisfaz a condigao (n4). Note que a sequéncia S definida
1<j<st—3 \J 2

FETA1

antes do Lema 3.21 com a nova definicao de k,t e £ tem este comprimento, assim basta

provar que esta nao satisfaz a condigao (n4).

Claramente S nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também
soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dara outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s, m tivermos
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er, +ern, =g

com i € [1,/], entdo ey, , e, necessariamente terao % coordenadas nao nulas na mesma

posi¢do (para obter % coordenadas -1’s). Mas observe que no méaximo

L] + |In| = 6t — 6.

3r—12 3r—4 3r—4
5 < 5, onde *5

obter um g; de G,ou seja, é impossivel obter g; a partir da soma e, + e;, . Diferenca de

E temos que 6t — 6 = ¢ a quantidade de 1’s necesséria para se
dois e;’s nunca dard um g; de G, pois todos eles tem um ntmero impar de 1’s e nos g;’s
tanto 1’s como —1’s aparecem um numero par de vezes, é claro que se os dois e;’s tiverem
1 na mesma posic¢ao, entao na diferenca aparecera um zero e novamente nao temos ¢; de G.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.

Sejam v, w elementos de G. Primeiramente, observamos que se eles nao tem —1’s em
comum, entao o resultante de v+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par
—1’s, ou seja, nao € possivel obter —e;. Se fizermos v—w também teremos uma quantidade
par de coordenadas nao nulas, ou seja, também nao temos +e;. Agora, supondo que v, w
tenham um —1 na mesma posi¢ao, é simples verificar que (os célculos sao modulo 3) ou
v+ w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos e consequentemente nenhum
deles pode ser somado a um =e; para obter uma subsequéncia A-soma zero de tamanho

3, ja que todas as entradas de 4e; nao nulas tem o mesmo sinal. "

Seja A; = {8,16,32,64,128...}, claramente temos que As é uma progressao ge-

ométrica de razao 2. Considere a sequéncia S definida antes do Lema 3.21 de modo
(3)
2
consideramos k = 3t — 1 com t definido como t =

onde retiramos o inverso aditivo de cada g;, com ¢ € [1,¢]. Aqui

que ¢ =~ com § =

T
29
7, onde r € As. Aqui fazemos a
observagao que t é inteiro positivo par tal que t = 2® para a € N, pois claramente os
elementos de As tem a forma 4t com ¢t € N par e t = 2% para a € N. Com estas defini¢oes,

podemos provar o seguinte lema.

Lema 3.25. Para A = {—1,1} er € A5 temos que na(C%) > Z (r) +% + 1.

1<5<3t—1
jEZ+1

Demonstracao: E suficiente mostrar que existe uma sequéncia de comprimento
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(5)

ol 3

que nao satisfaz a condigdo (n4). Note que a sequéncia S definida

[\

Z r

( .) _|—
1<j<st-1 W
JELA+1
antes do Lema 3.21 com a nova definicao de k,t e £ tem este comprimento, assim basta

provar que esta nao satisfaz a condigao (14).

Claramente S nao tem subsequéncia A-soma zero de comprimento 1 ou 2, e também
soma ou diferenca de dois elementos de G nunca dard outro elemento de G, pois neste

aparecera o zero como coordenada. Agora, se para algum s, m tivermos

er, +ern, =g

com i € [1,/], entdo ey,, e, necessariamente terao 5 coordenadas nao nulas na mesma

posigao (para obter § coordenadas -1’s). Mas observe que no maximo

L] + |Ln| = 6t — 2.

%, onde ?’Q—T ¢ a quantidade de 1’s necessaria para se obter

um g; de G,ou seja, é impossivel obter g; a partir da soma e;, + e;,,. Diferenca de dois

E temos que 6t — 2 = 3’”2_4 <
e;’s nunca dard um g; de G, pois todos eles tem um nimero impar de 1’s e nos g;’s tanto
1’s como —1’s aparecem um numero par de vezes, é claro que se os dois e;’s tiverem 1
na mesma posi¢ao, entao na diferenca aparecerd um zero e novamente nao temos g; de G.
Portanto a tnica A-soma zero subsequéncia de comprimento 3 possivel necessariamente

inclui um elemento de £ e dois elementos de G.

Sejam v, w elementos de G. Primeiramente, observamos que se eles nao tem —1’s em
comum, entao o resultante de v+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par
—1’s, ou seja, nao € possivel obter —e;. Se fizermos v—w também teremos uma quantidade
par de coordenadas nao nulas, ou seja, também nao temos +e;. Agora, supondo que v, w
tenham um —1 na mesma posic¢ao, é simples verificar que (os célculos sao modulo 3) ou
v+w ou v —w tem duas de suas entradas com sinais opostos e consequentemente nenhum
deles pode ser somado a um =e; para obter uma subsequéncia A-soma zero de tamanho

3, ja que todas as entradas de 4e; nao nulas tem o mesmo sinal. "

Primeiramente, observamos que com estes cinco lemas, obtemos um limite inferior
para 1n4(C%), para todo r par, com r > 4. Agora, para observarmos a melhora em
relacao ao limite inferior obtido no Lema 3.1 faremos algumas comparacoes. O Lema
3.1 da na(C§) > 2° +1 = 33, na(CF) > 27+ 1 = 129, na(C3°) > 2° + 1 = 513,

52



Capitulo 3. Igualdades e limitantes para s4(C%), ga(C%) e na(C%)

na(Ci?) > 21 + 1 = 2049 e na(C3*) > 213 +1 = 8193. E dos cinco lemas provados
nesta segao obtemos 14(CS) > 42, na(C8) > 156, na(Ci%) > 593, na(CLi?) > 2312 e
na(Ci*) > 10818. Percebe-se, claramente, que quanto maior for o valor de 7, melhor sera
a diferenga do limite inferior fornecido para 74(C%) dos cinco lemas desta se¢do para o

limite fornecido pelo Lema 3.1.
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