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Introdugao

Introducao

Denotamos por SR um anel comutativo com unidade. Para um inteiro n > 1, definimos
gm(n) como o menor inteiro s para o qual todo elemento de R ¢ uma soma de s n-ésimas
poténcias de elementos de fR, se tal inteiro existir, ou oo caso contrario. O problema de
Waring para R consiste em decidir se gw(n) € finito e estima-lo, para todo n. Note que
o usualmente chamado problema de Waring nao é o que chamamos problema de Waring
para Z. Para n impar, o que chamamos problema de Waring para Z é freqlientemente
conhecido como o problema “mais facil” de Waring, ou seja, o problema de Waring referente

apenas a inteiros positivos.

Em 1770, Waring publicou um trabalho onde afirmou que todo inteiro positivo N pode

ser escrito como uma soma de:

(a) no maximo, 4 quadrados;
(b) no maximo, 9 cubos;

(¢) no méximo, 19 quartas poténcias.

Embora ele nao tenha apresentado nenhuma demonstragao para estas afirmacoes,
talvez, baseado na observacao de muitos exemplos, ele suspeitava que, para cada inteiro
positivo n, deveria existir um inteiro positivo g(n) tal que todo inteiro positivo N pudesse

ser expresso como a soma de, no maximo, g(n) n-ésimas poténcias positivas.

No mesmo ano, Lagrange demonstrou que todo inteiro é a soma de, no maximo, 4

quadrados.

Em 1909, Hilbert provou, para todo n, a existéncia de um inteiro positivo g(n), in-
dependente de N, com a seguinte propriedade: todo inteiro N pode ser expresso como a
soma de, no maximo, g(n) n-ésimas poténcias. A demonstragao de Hilbert prova apenas

a existéncia de g(n), mas nao fornece informagoes sobre o valor de g(n).

Entre 1909 e 1912 Wieferich e Kempner mostraram que, todo inteiro é a soma de,
no maximo, 9 cubos. Em 1940 Pillai mostrou que ¢(6) = 73. Em 1964 Chen Jingrun
mostrou que ¢g(5) = 37. Em 1986 Balusabramanian, Dress e Deshouillers mostraram que
g(4) = 19.

Alguns resultados foram obtidos mais tarde para o seguinte problema: para p um

namero primo e n um inteiro positivo, queremos encontrar I',(n) de forma que ele seja
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Introdugao

o menor inteiro positivo s para o qual pode-se resolver nao trivialmente a seguinte con-
gruéncia
_ !
z} + -+ 27 = N (modp'), (1)

para todo inteiro NV e todo inteiro positivo (.

Hardy e Littlewood, usando métodos analiticos, mostraram em ([8], p.186, Teorema
12) que para todo p e n,
Ip(n) < 4n.
Em 1943, I. Chowla [5] mostrou que se %(p — 1) nao divide n, entdo para todo € > 0,

Fp(n) < 7’L1_C+6,

onde ¢ = (103 —3v/641)/200 ¢ < denota a desigualdade com uma constante fixa positiva.

Posteriormente, Dodson [6] melhorou o expoente para 7/8.

Se p nao divide n, entao a solubilidade da congruéncia (1) é equivalente a solubilidade
da congruéncia
z} + -+ 2% = N (modp). (2)

Agora, se I'(n, p) é definido como o menor s tal que (2) é soltvel ndo trivialmente para

todo N, entdo Dodson e Tietdviinen [7] mostraram que se £(p — 1) nao divide n, para
todo € > 0 vale:

['(n,p) < nate,

Bovey [2] em 1976, generalizou os resultados de Dodson e Tietéviinen para o caso

geral p-adico e provou nas hipoteses da congruéncia (1) que:

T,(n) < n2te.

Para o problema de Waring sobre corpos finitos consulte [4].

Em 1999, Voloch [3] em trabalho intitulado “On the p-adic Waring’s problem”; provou
alguns resultados para extensoes nao ramificadas de Z,. Em particular, Voloch demons-
trou que todo inteiro p-adico é uma soma de 9 pd-ésimas poténcias, se p for suficientemente

grande comparado a d.



Introdugao

Neste trabalho fazemos uma abordagem geral de anel de valorizacao discreta completo.
Depois a partir de um anel comutativo com unidade A, construimos o anel dos vetores
de Witt, denotado por W(A), com coeficientes em A, seguindo o método adotado por
Fontaine em sua nota sobre a construgao dos vetores de Witt [9]. Definimos W (k), onde
k é um corpo perfeito de caracteristica p, e mostramos que W (k) é um anel de valorizagao
discreta completo nao ramificado. A construgao original, realizada por Ernst Witt (1936),
pode ser encontrada em [1]. Em seguida tomamos k algébrico sobre FF,, e concluimos que
W (k) ¢, a menos de isomorfismo, a tnica extensao completa nao ramificada de Z,. Por
fim, fazemos uma aplicagdo do problema de Waring para W (k). De uma forma mais

precisa, podemos separar este trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos uma abordagem geral de um anel de valorizagao discreta
completo 2A qualquer, com corpo residual perfeito de caracteristica p, obtendo varios
resultados, tais como o conjunto dos representantes de Teichmiiller e as operagoes soma

e produto em 2A.

No Capitulo 2, construimos o anel dos vetores de Witt de acordo com o Método de
Fontaine. Depois definimos W (k) e obtivemos alguns resultados, tais como: a expansao
p-adica de um vetor de Witt e o isomorfismo W (F,) = Z,, onde Z, é o anel dos inteiros
p-adicos, cujo corpo residual ¢ IF,. Na parte final do capitulo, aplicamos o problema de
Waring para W (k), quando k é algébrico sobre F,,. Nestas circunstancias, concluimos que
W (k) é, a menos de isomorfismo, a tnica extensdo completa ndo ramificada de Z,. A
parte final do capitulo foi baseada no trabalho de Voloch [3] denominado “On the p-adic
Waring’s problem”. Nao exibimos todos os resultados deste artigo, devido a sua conexao

com a Geometria Algébrica, o que demandaria mais tempo para ser tratado.



Resumo

Neste trabalho, fazemos um estudo geral do anel de valorizagao discreta completo.
Construimos o anel dos vetores de Witt, denotado por W (A), com coeficientes em um anel
comutativo com unidade A. Definimos W (k), onde &k é um corpo perfeito de caracteristica
p, e mostramos que W (k) é um anel de valorizagao discreta completo ndo ramificado. Em
seguida tomamos k algébrico sobre [F,, e concluimos que W (k) é, a menos de isomorfismo, a
lnica extensao completa nao ramificada de Z,. Por fim, aplicamos o problema de Waring

para W (k).



Abstract

In this work we study complete discrete valuation rings. We construct the ring of Witt
vectors, denoted by W (A), with components in a commutative ring with unity A. We
define W (k), where k is a perfect field of characteriste p, and prove that W (k), defined in
this way, is a complete discrete unramified valuation ring. Afterwards, we take k algebraic
over F,, and we conclude that W (k) is, up to isomorphism, the unique complete unramified

extension of Z,. Finally, we apply the Waring’s problem to W (k).
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