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Resumo

Apresenta-se uma formalizacio das propriedades de composicionalidade do Calculo
Az €m Cogq. A abordagem utilizada baseia-se na légica nominal de acordo com o
trabalho desenvolvido por [3]. Mais especificamente estendemos a formalizacdo do
A-célculo contida neste trabalho de forma a incluir a operacéo de substituicédo ex-
plicita do calculo \... Nessa abordagem, a a-equivaléncia coincide com a igualdade
pré-construida de Coq, e os principios de recursdo e inducéo sobre classes de A-
termos possuem tratamento especifico. Escolhemos trabalhar com o calculo )., por
ser atualmente o tinico calculo que satisfaz simultaneamente todas as propriedades
desejaveis para um calculo de substituicées explicitas. Ele é uma extenséo do )\,
com uma regra de reescrita para composicio de substituicoes dependentes e uma
equacdo para comutacdo de substituices independentes. O calculo )., usa um
construtor unario para a substituicdo explicita, mas tem o mesmo poder de expres-
sividade de calculos com substitui¢oes simultaneas.

Palavras-chave: Calculo )\, calculos de substituicoes explicitas, Composicionali-
dade, Confluéncia



Abstract

We present a formalization of properties of compositionality of the \..-calculus in
Coq. The approach is based in the nominal logic as presented in the paper [3]. More
precisely, we extended a formalization of the A-calculus in such a way that it now
includes the explicit substitution operation of the ).,-calculus. In this approach,
a-equivalence of \-terms coincides with the Cogt’s built-in equality, and the princi-
ples of recursion and induction over classes of A-terms are treated in a specific way.
We chose to work with the \.,.-calculus because it is currently the only calculus
that simultaneously satisfies all the desirable properties for a calculus of explicit
substitutions. It is an extension of the ),-calculus with a rewrite rule for compo-
sition of dependent substitutions and one equation for independent substitutions.
The \.,-calculus has a unary constructor for the explicit substitution operation, but
have the same expressive power of calculi with simultaneous substitutions.

Keywords: \ . -calculus, calculi of explicit substitutions, Compositionality, Conflu-
ence
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Capitulo 1

Introducao

Verificacédo formal é uma técnica que os desenvolvedores podem usar para cons-
truir sistemas seguros e livres de erros. E baseada em métodos formais, os quais
séo matematicamente baseados em linguagens, técnicas e ferramentas para especi-
ficar e verificar sistemas. E uma drea em crescimento que vem recebendo especial
atencéo ao longo dos ultimos anos [10, 40].

Verificacdo de software via testes (tentativa e erro) néo é capaz de provar que
um determinado sistema computacional esta livre de erros. Somente via verificacao
formal (isto é, provas matematicas) é que podemos garantir que um sistema néo
possui um determinado defeito, ou ainda que possui determinada propriedade. Em
contraste com o teste e simulacéo, métodos formais fornecem a capacidade do es-
tado exaustivo de analise exploratéria [11]. Sua utilizacdo é ampla e constitui um
importante segmento da area de Computacdo, incluindo diversas subareas como
Teoria da Computacdo e Engenharia de Software.

Dentro desse contexto, temos o A-céalculo que é um sistema formal capaz de ex-
pressar qualquer funcio computavel, ou seja, é tao expressivo quanto as maquinas
de Turing. Além disso, o A-calculo é o formalismo no qual se baseiam as chamadas
linguagens funcionais, como por exemplo, Haskell, ML (Ocaml, SML), Lisp, etc. Em
outras palavras é o fundamento tedrico do paradigma de programacao funcional.

Outro ponto relevante sao os calculos de substituicoes explicitas, amplamente
utilizados em diferentes areas da Ciéncia da Computacéao, tais como programacio
logica e funcional, teoria da prova, provas de teoremas, linguagens orientadas a
objetos, etc. Eles estendem a linguagem do A-calculo e internalizam a operacéo
de substituicdo. Estes formalismos sdo adequados para o tratamento formal de
implementacoes e sistemas dedutivos.

Provar que um sistema satisfaz determinada propriedade néo é, em geral, tarefa
simples, por isso utiliza-se um assistente de provas chamado Coq, que é uma ferra-
menta que nos auxilia nas provas dos teoremas.

O Cogq, é uma ferramenta baseada em trés linguagens bem coordenadas e com-
plexas. A primeira é uma linguagem de especificacdo, chamada Gallina. A se-
gunda, chamada Vernacular, uma liguagem de comandos. Ela permite ao usuario
orientar o Coq na organizacdo das provas e programas. E a terceira linguagem é
composta pelo conjunto de tdticas, as quais possuem construtores de alto nivel que



sao utilizados para se transformar, de maneira "semi-automatica", provas com-
plexas em provas equivalentes e mais simples.

Neste trabalho estamos interessados no calculo )., [26], que pode ser visto como
uma extensio do A\, [27] , junto com uma regra para substituicées dependentes e
uma equacéo de comutatividade de substituicdes independentes, os quais veremos
em mais detalhes nos préximos topicos, juntamente com suas propriedades.

O foco do trabalho é a formalizacdo dos principais resultados de [27] em Coq,
dentro do seguinte escopo : a especificacdo do calculo )., e a prova da confluéncia.
Para se chegar a prova da confluéncia, formalizamos propriedades importantes do
calculo )., como a composi¢do e composi¢do completa, assim como definimos a
propriedade Z, uma funcao de termos a termos, a qual é definida a partir da funcéo
superdesenvolvimento.

A presente dissertacao esta dividida em sete capitulos, de acordo com a seguinte
ordem:

O primeiro capitulo é esta introducgéo, apresentando o trabalho desenvolvido.

O segundo capitulo contém no¢des importantes sobre a teoria do A-calculo, mos-
trando seus principais conceitos e definigoes, tais como a regra de a-conversio, a
regra (3 e a definicdo de tipos simples.

O terceiro capitulo versa sobre substituicées explicitas. Apresentaremos uma
breve visdo sobre o assunto, explicando seu significado, e apresentando diversos
exemplos e suas propriedades. Além disso, introduzimos neste capitulo, o calculo
ez Via sua gramatica, os principais conceitos e regras de reescrita e concluimos
com a prova da confluéncia. Sobre a confluéncia, apresentaremos sua prova em
detalhes como apresentada em [27]].

No quarto capitulo, falaremos do assistente de provas Coq, essa importante fer-
ramenta que nos auxiliou neste trabalho, fornecendo uma visédo de suas principais
caracteristicas e funcionalidades.

No quinto capitulo introduziremos uma visao geral sobre Léogica Nominal, apre-
sentando seus principais conceitos, tais como : swaps, permutacoes de atomos, con-
juntos, variaveis novas e ligadas. Este assunto tem sido objeto de muitas pesquisas
e avancos na area da computacéo, fornecendo uma nova abordagem para o trata-
mento de linguagens que possuem ligacdes (binders) para variaveis.

O sexto capitulo aborda a especificacdo do calculo \., em Coq, apresentando
diversos conceitos e aplicacoes de légica nominal, de acordo com o apresentado
no trabalho desenvolvido em [3]], realizando uma extensao do mesmo, através da
incluséo da substituicdo explicita. Ainda neste capitulo, e como foco principal de
nosso trabalho, apresentaremos os principais resultados da prova da confluéncia
utilizando a definicdo da propriedade Z [34] e da fun¢ao superdesenvolvimento.

Por fim, finalizamos o capitulo sete com a concluséo deste trabalho, onde uma tal
formalizacao pode ser 1til na construcao de sistemas baseados em calculos de subs-
tituicoes explicitas, e em particular no \.,, onde uma possivel versdo em notacéo
de de Bruijn [17] é de particular interesse em implementacées reais.



Capitulo 2
O X-Calculo

Nesta secdo faremos uma breve apresentacédo do A-calculo, para maiores deta-
lhes recomendamos a leitura de [4]].

O A\-Calculo é um sistema de reescrita de termos, que foi originalmente desen-
volvido por Alonzo Church na década de 30 [12], como parte de uma teoria geral
de funcoes e logica, objetivando uma fundamentacédo para a matematica. Todavia
o sistema completo continha inconsisténcias, tal como foi demonstrado por Kleene
e Rosser em [28]], e assim o subsistema formado somente pela parte da teoria de
funcoes, cuja consisténcia foi demonstrada por Church [13]], se tornou um modelo
eficiente para funcées computaveis. Este sistema é chamado hoje de A-calculo.

Em [29] é demonstrado que todas as funcées recursivas podem ser represen-
tadas no A-calculo. Por outro lado, em [41]] é mostrado que exatamente as fungoes
computaveis pela maquina de Turing podem ser representadas no referido calculo.

Em [6], Barendregt explica o aparecimento do simbolo A para denotar a abs-
tracdo de uma funcédo: "Em Principia Mathematica [42], a notacdo para funcao f
com f(x) = 2z + 1 é 2& + 1. Church originalmente pretendia utilizar a notagao
2.2z + 1. No entanto o tipégrafo nido conseguiu posicionar o simbolo " em cima
da letra z, e o colocou em frente da mesma resultando em "z.2x + 1. Depois outro
tipégrafo mudou "z.2z + 1 para A\z.2z +1".

A gramatica do \-calculo é baseada em duas operacées:

(i) Aplicacdo: (ab)
(ii) Abstracao: (A\z.a)

onde (A\x.a) representa a fungdo de parametro z e corpo a

Os termos do A-calculo podem ser definidos por meio da seguinte gramatica:

M:=xz|(MM)|(\e.M)

Isto é, os termos que podem ser construidos no \-calculo sdo compostos somente
de variaveis, aplicacdes e abstracoes. Denotaremos por A o conjunto de todos os
A-termos.

Por convencéo, abstracdes sucessivas sdo associadas a direita, por exemplo,
Axy.c - Axp.M = (Axy. -+ - (Axg.M)) o que é abreviado por Az ...x;.M; e no caso das
aplicacgoes, associadas a esquerda: My My, Ms... M, = (...((My M) Ms)...M,).



Por exemplo, ((y u) z) ((z u) (w v)) pode ser escrito como (yuzr (zxu (w v))). Adi-
cionalmente, sempre que ndo houver ambiguidades de interpretacio, os parénteses
mais externos também poderéao ser omitidos.

Exemplo 2.1. Aplicacdo e abstracdo trabalham juntas. Por exemplo :

Ax2xx+1)3=2x3+1(=7).

Isto é, (\x.2xx+1)3 denota a funcdo x — 2xx+1 aplicada ao argumento 3 dando
2x3+1, 0qual é 7. Em geral nés temos (Az.M[z])N = M[N]. Esta tultima equagdo é
escrita como :

(A\x.M)N = M{x/N},

onde {x/N}, denota a substituicdo de x por N na estrutura de M. Esta substitu-
icdo serd observada mais a frente na regra 5.

A nocéo de variaveis livres (isto é, variaveis que ocorrem no corpo de uma abs-
tracdo, mas ndo tem o mesmo nome de seu parametro) é formalizada pela definicéo
abaixo:

Definicao 2.2 (Conjunto de variaveis livres de um termo). Definimos o conjunto
das variaveis livres de a, denotado por F'V (a), indutivamente da seguinte forma:
(i) FV(z)==z
(i1)) FV(ab) = FV(a) UFV(b)
(iti)) FV(Ax.a) = FV(a)\ {x}

» _»

Nota: Qualquer varidvel de ”a” que ndo pertence a FV (a) é denominada uma va-
riavel ligada de a. O conjunto das varidveis ligadas do termo a é denotado por
BV (a).

Aqui definiremos uma meta-substituicdo, que é uma substituicdo de ordem su-
perior exterior a gramatica do A-calculo. Se a convencéo de Barendregt for adotada,
pode-se realizar a seguinte definicdo indutiva desse formalismo:

Definicao 2.3 (Meta-substituicdo). Sendo a,b termos e x,y varidveis distintas, a
meta-substituicao a{x/b} é definida indutivamente por:

(i) x{x/b} =b

@) y{z/b} =y
(iir) (tv){z/b} = (H{x/b}) (v{z/b})
(iv) (\x.t){z/b} = Izt

() (\y.t){z/b} = \y.t{z/b}

Caso nao se adote a convencédo de Barendregt [4], que diz que: "Os nomes uti-
lizados para varidveis livres deverdo ser sempres distintos dos nomes dados para
varidveis ligadas”, sera necessario inserir uma restricao ao item (v), adicionando-
se a condigdo de que y ¢ F'V(b). Caso contrario pode haver a ocorréncia de captura
de variaveis livres, gerando contradi¢oes no sistema. Adicionalmente, no caso em
que y € FV(b), a nova definicao fica da forma abaixo :



Ay ){x/b} = Ao t{y/z}{x/b} se v #y,yc FV(b) e 2 ¢ FV(tb)

Pode-se exemplificar de forma simples, um outro caso de perda seméantica por
captura de variaveis : o termo \y.z representa uma funcéo constante onde o corpo
x ndo tem nenhuma relacdo com o parametro y. Se aplicarmos a substituicédo {z/y}
a este termo de forma "ingénua", isto é como uma substituicdo de primeira or-
dem obteremos \y.y que definitivamente possui uma semantica diferente do termo
original. Esse fendmeno de captura de variaveis livres, é denominado colisdo en-
tre varidveis livres e ligadas, e o procedimento correto para aplicar a substituicio
neste caso utiliza renomeamento de variaveis ligadas: \y.a{z/y} =, (\z.x){z/y} =
(Az.x{z/y}) = Az.y. O processo de renomear variaveis ligadas é conhecido como
a-conversdo e sera descrito a seguir.

A primeira regra do \-calculo é a a-conversdo. Esta estabelece que é permitido
fazer renomeamento das variaveis ligadas de um termo, desde que os novos nomes
néao colidam com os nomes de alguma outra variavel ja utilizada.

Definicao 2.4 (Regra de a-conversado). Sejam x e z varidveis, e a € A. Entdo
Ar.a =4 A\z.a{x/z}, se z ¢ FV (a).

Nota: Aqui utiliza-se = ao invés de —, porque a a-conversdo fornece na realidade
uma relacdo de equivaléncia entre termos.

Exemplo 2.5. \z.z 2z =, \u.(z 2){z/u} = dAuuz

A nocao de computacdo do A-calculo é representada através de sua principal
regra, que é chamada ( :

Definicao 2.6 (Regra (). Seja = uma varidvel, M e N termos : (A\x.M)N —4
M{x/N}

Nota: M{xz/N} é o termo resultante da substituicdo simultinea de todas as ocor-
réncias livres de x em M por N, de acordo com a definicdo indutiva

Exemplo 2.7. (\zy.zy)y —5 Az.yz

Exemplo 2.8. (\z.x z) (Az.z z) —p (A\z.x z) (A\r.o x).

Este exemplo mostra que o \-Cdlculo ndo é terminante, pois o termo (Az.x x)
(Ax.z x) reduz para si mesmo. Esse processo pode ser repetido indefinidamente,
gerando assim um caminho infinito de reducdo.

Um primeiro resultado sobre substituicées é relatado no seguinte lema:

Lema 2.9 (Lema da Substituicédo). Sejam L, M e N € A e x,y varidveis. Se x # y e
x ¢ FV(L), entdo :

M{x/N}{y/L} = M{y/L}{x/N{y/L}}.

Demonstracdo. Por inducgdo sobre a estrutura de M.
Caso 1 : M é uma varidvel:
Subcaso 1: M = x. Simplificando os dois termos da igualdade acima, temos :



w{z/NHy/L} = v{y/L{z/N{y/L}}
N{y/L} = z{z/N{y/L}}
N{y/L} = N{y/L}.

Subcaso2: M =y, comy # x

y{e/NHy/L} = y{y/Li{x/N{y/L}}
yiy/L} =LL{$L/N{y/L}}

Caso 2 : M é da forma \,.M'. A partir do lado esquerdo da igualdade, temos :

(Ao M) a/NHy/L} =gey Ao M'{x/NHy/L} =11
Ao MYy /LH{x/N{y/L}} =aey (Ao M'){y/LH{x/N{y/L}}.

Caso 3 : M é da forma M1 M2:

(M1 M2){x/NHy/L} = (MU{x/NHy/Ly)(M2{z/NH{y/L}) =in
(MU{y/Li{x/N{y/L}})(M2{y/L}{z/N{y/L}}) =
(M1 M2){y/Li{x/N{y/L}}.
U

Definicao 2.10. As relagdes bindrias —j, —3 e =5 em A sdo definidas indutiva-
mente como segue :
o — (\.M)N —g M{x/N} (um passo de [(-redugdo)
- Se M —3 Nentdo Z M —3 Z NNM Z —3 N Ze ..M —3 \,.N, ou seja,
a [-reducdo é compativel com a estrutura dos termos.

e O fecho transitivo-reflexivo da (-reducdo é definido por:

- M5 sM (reflexividade)
- Se M —4 N entdo M3 N
- Se M=5N e N55L entdo M4 (transitividade)

e A relacdo de equivaléncia =g é definida por :

- Se M=43N entdo M =5 N
- Se M =5 N entdo N =5 M (simetria)
- Se M =3 NeN =3 Lentdo M =3 L.

Essas relagées sdo pronunciadas como segue.
MZ4N : Se M B-reduz a N;

M —3 N : Se M (-reduz a N em um passo;
M =g N : Se M é [-convertivel a N.

6



Vistas algumas informacoes relevantes sobre o A-Calculo, faremos uma apre-
sentacio sobre a confluéncia.

Definicao 2.11. (Confluéncia) Um sistema de reescrita (M, —) é confluente se e
somente se, dados quaisquer termos u, v, w € M tais que v * «— u —* w, existe
algum r € Mcomv —* r* «— w (ou simplesmente v | w). Utilizando uma
notacdo compacta, podemos expressar a confluéncia por:

(fe= 0 =) C (=" 07 «)
Ou ainda por:
(fe= 0o =7 C|
O teorema a seguir é o principal resultado desta secéo.
Teorema 2.12.

e O \-cdlculo é confluente;

A fim de provar o teorema, é suficiente mostrar o Strip Lemma, em que a prova
apresentada a seguir foi originalmente obtida em [5]].

Lema 2.13 (Strip Lemma). Sejam M, N;, N, N3 € A. Se M —5 Ny e M —j Na.
Entdo existe um termo N3, tal que Ny —j N3 e Ny —j N3.

M

M, Ny, Ny, N3 € A.



Prova do Strip Lemma

Para provar este lema precisaremos apresentar alguns resultados preliminares.
Um dos objetivos destes resultados é mostrar como é possivel controlar as (-redu-
coes a serem realizadas. Para isto, define-se o conjunto A, que tem como propédsito
marcar os J-rédices que serdo normalizados durante as reducoes.

Definicao 2.14. .
1. A é definido indutivamente como segue :

x €V = x € A;onde V é o conjunto de varidveis.
M,N € A= (MN) € A;
MeAzxeV=NM)el;
M,NeAzeV=(Ar.M)N)eA

II. Redugdo (em um passo) — (3 é definida por :
(A\x.M)N — M{xz/N},
(AzM)N — M{z/N}
Entdo —— f3 éestendida para a rela¢do compativel —— 3,

sendo que —— (3 é o fecho reflexivo transitivode —— 3.
III. Se M € A, entdo |M| € A é obtido de M pela remogdo dos sobrescritos.

IV. A substituicao em A é definida pela regra na definicdo usual de substituicdo,
adicionando-se :

((Az. M)N){y/L} = (Az.M{y/L})(N{y/L})

Definicao 2.15. A funcdo ¢ : A — A é definida indutivamente como segue:

p(x) = x;
P(MN) = p(M)p(N),seM,N € A;
E M) = \z.p(M);

o(Az.
(Az. M)N) = p(M){z/p(N)}

Em outras palavras, a funcdo o contrai todos os rédices que estdo sobrescritos, de
dentro para fora.

Notacao 2.16. Se | M | = N, ou (M) = N, entdo isto serd denotado respectiva-
mente por :

MT)NQ ou M4>N2



Lema 2.17. Sejam M' /N, € Ae M, N, € A.

M 0 Ny

*

M', Ny € A,

M, Ny € A

Prova. Primeiro suponha )y . ,. Entdo N, é obtido pela contragdo de um
B

redex em M, e N, pode ser obtido por contrair o redex correspondente em M'. Sem
perda de generalidade, temos :

M’ = (\.P)Q —~ P{/Q} = N}
M=0a | PN|QI—=|Pl{z/ Q) =N,

A afirmacdo geral segue por transitividade.
Lema 2.18. Sejam M, M’ ,N,L € A. Entdo :
1. Supor x #yex ¢ FV(L). Entdo :

M{x/NHy/L} = M{y/L}{z/N{y/L}}

Corresponde a generalizacdo do lema da substituicdo para o A
2. o(M{z/N}) = o(M){z/e(N)}.

3.
M, N €A,
® @
P(M) ot - ¢(N)



Prova.

1. Por inducdo na estrutura de M :

M=z:

w{z/NH{y/L} = N{y/L} = a{y/LH{=/N{y/L}};
M=y:

y{lz/NHy/L} = L =y{y/LHx/N{y/L}};
M=zcomz#+*rez#y:

Aw/NHy/L} = z = 2{y/LH{z/N{y/L}};

M=(PQ) :

(P Q){z/NHy/L} = (P{z/N}Q{z/N}){y/L} = (P{z/N}{y/L}Q{x/N}{y/L})
= (P{y/L}{z/N{y/L}}Q{y/L}{z/N{y/L}}) =

(P Q){y/L}{z/N{y/L}};

M = \z.P (sendo que x # z #+ y, pela convensdo de higiéne de Barendregt):
(Az.P){x/NHy/L} = Az. P{z/N}H{y/L} =n

Az.P{y/Li{z/N{y/L}} =

(Az.P){y/LH{x/N{y/L}};

2. Por inducdo na estrutura de M, usando o Lemma da substituicdo (1) no caso
M = (Ay.P)Q. A condig¢do de (1) pode ser assumida pela nossa conveng¢do sobre
varidveis livres.

*M=ux:

p(z{z/N}) = p(N) = 2{z/p(N)} = p(@){z/p(N)};

*M =y, tal quey # x :

eylz/N}) = o(y) = y{z/o(N)} = o(y){z/p(N)};

* M

M= (PQ):

(P Q){z/N}) = o(P{z/N}Q{z/N}) = p(P{x/N})p(Q{z/N})
=1 P(P){z/p(N)}p(Q){z/p(N)}

= (p(P)p(@){z/p(N)} = p(PQ){z/p(N)};

*M=My.P:

o((\y.P){z/N}) = (Ay.P{x/N}) = Ay.p(P{z/N})
=11 Ny p(P){z/p(N)} = (Ay.p(P){z/p(N)}
= oMy P{z/o(N)};
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*M=(My.P)Q:
p((Qy.P)Q){z/N}) = o((Ay.P{x/N})Q{x/N}) = p(P{z/N}){y/e(Q{x/N})}
=rm p(P){z/e(N)Hy/o(Q){z/'(N)}}
(2.) = o(P){y/p(@Q)Hz/p(N)}
= o((Ay.P)Q){z/p(N)}.

3. Por inducdo na geracdode  * . , usando (2).
B

p(M{z/N}) = o(M){x/p(N)}.

Lema 2.19. Sejam N,, N3 € Ae N, € A.

Ny
Ny € A,

Ny, N3 € A.

Prova. Por induc¢do na estrutura de N :

Ny =x:

Ny =|x [=x e N3 = ¢(z) =z, portanto N, * ~ N,;
B

N; = (PQ) :

No = (PQ) = (I P Q) epor IH

Pl =g(P) Q1 3-el@)

entdo pela definicdode . * . e p, temos que
B

No= (| PI|Q]) 5 ((P)p(Q) = Ny
N, =\z.P:
Ny =| Ae.P|=)z. | P|eporIH | p|.. ,;,,>90(p). entdo pela definicdo de ;> e,

temos que Ny = )\ |P| - ,;> \rp(P) = Ny -
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M’ € A,

M, Ny € A.

Ny

14 M/

Prova. Por inducdo na estrutura de M’, aplicando-se o raciocinio da prova ante-
rior.

E concluindo a prova do strip lemma, temos que :

Em N; esta o resultado da contracdo da ocorréncia do redex R = (\z.P)Q em
M. O termo M’ € A é obtido de M pela substitui¢do de R por R = (Az.P)Q. Entéo
IM'| = M e o(M') = N; . Pelos Lemas: 2.17, 2.18 e 2.19 nés podemos construir o
seguinte diagrama, o que conclui a prova do strip lemma.

Definicao 2.20. Os tipos simples sdo indutivamente definidos como segue:
(i) a,d,... € T (varidveis de tipo);
(i) o,7 € T = (0 — 1) € T (tipos funcionais).
As regras de inferéncia para termos simplesmente tipados sdo dadas por:

(axioma) m se (QZ’ : O') el

I'Ftio—7 I'Fu:o
'k (tu): 7

I(x:o)Ft:T

' (Mx.t) :o—r1

(— - eliminacio)

(— - introducgao)
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O calculo \_, é formado pelos termos que podem ser construidos utilizando-se as
regras de deducédo acima. Um outro exemplo interessante desse sistema de tipos é
a derivacéao, conforme observa-se abaixo :

(x : Bool) € {x : Bool}

z: Bool - x : Bool (axioma)

(— - introducéo)
F Az : Bool.x : Bool — Bool F true : Bool
F (Az : Bool.x) true : Bool

(— - eliminacéo)

Existem atualmente duas importantes abordagens para introduzir tipos no A-
calculo : (i) chamada estilo Church ou algumas vezes explicito ou rigido, e (ii)
chamado estilo Curry ou algumas vezes implicito [20, [21].

E interessante observar que todo termo simplesmente tipado no A-célculo é
fortemente normalizavel, e além disso, ha a ocorréncia do chamado isomorfismo
de Curry-Howard, que aponta a correspondéncia entre construcdo de provas em
légica implicacional e a construcédo de A-termos simplesmente tipados. Por exem-
plo, o tipo funcional: nat -> nat pode ser dado ao termo (\z.x), que corresponde
a funcéo identidade, que recebe niimeros naturais como argumento e retorna um
numero natural. O mesmo acontece quando fornecemos o tipo z —> Z a um certo
termo, para que este tenha como resultado o comportamento de uma funcéao de
inteiros para inteiros.

Originalmente o paradigma da tipagem implicita foi introduzido por [16] para
a teoria de combinadores. Em [15] a teoria foi modificada de uma maneira natural
no calculo )\, designando-se elementos de um dado conjunto 7" de termos de tipos
simples. Por esta razéo, este calculo a la Curry algumas vezes chamado de de-
signacéo de tipos simples [4]. Se o tipo 0 € T é associado ao \-termo a, denota-se
F a : 0. Usualmente um conjunto de designacdes de variaveis I" é necessario para
derivar uma designacdo de tipo, e neste caso pode-se escrever: I' - a : 0. Um
sistema particular, de designacéo de tipos a la Curry, depende de dois parametros:
o conjunto 7" e as regras de inferéncia de tipos. O A-calculo simplesmente tipado é
denotado por A_..
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Capitulo 3

Calculos de Substituicoes
Explicitas

Calculos de substituicoes explicitas sao utilizados em diferentes areas da ciéncia
da computacédo, tal como programacéao légica e funcional, teoria da prova, prova
de teoremas, linguagens orientadas a objeto etc. Sistemas complexos com subs-
tituicoes explicitas foram desenvolvidos nestes dltimos 25 anos, com objetivo de
fornecer um formalismo adequado e mais préoximo das implementacoes para se
analisar propriedades de sistemas baseados no A-calculo [25].

Os calculos de substituicoes explicitas sdo extensoes do A-calculo, cujo principal
objetivo é a obtencdo de um célculo, onde a operacio de substituicio é removida do
nivel metalinguistico e inserida na gramatica do formalismo em questéo.

No A-célculo, o processo de avaliacdo é modelado pela 5-reducéo e a troca de
parametros formais, por seus correspondentes argumentos, é modelada pela substi-
tuicdo. Enquanto que a substituicdo no A-calculo é uma meta-operacéao, em calculos
de substituicdes explicitas este processo € internalizado e manipulado por simbolos
e regras de reducéo, dentro da prépria sintaxe do sistema.

Dado que existem muitas dessas extensoes, que implementam substituicoes ex-
plicitas, ha de se verificar que os novos formalismos gerados atendem a determi-
nados objetivos. Uma teoria de substituicoes explicitas para o A-calculo que possui
todas as propriedades esperadas, tal como a simulacdo de um passo da 3-reducdo, a
confluéncia em metatermos, a preservacdo da [3-normalizacdo forte, a normalizacdo
forte de termos simplesmente tipados e composicdo completa, é algo raro.

Mais precisamente, seja A, um calculo com substituicoes explicitas, e consideran-
do uma funcéo (f,) da sintaxe \ para a sintaxe )\, (algumas vezes esta funcéo é
justamente a identidade). Deveréao ser pesquisadas as seguintes propriedades:

e (C) A relacao de reducao definida por \, é confluente;

e (MC) A relacao de definida por ), é confluente nos termos abertos. A confluén-
cia em metatermos é desejavel, dado que muitas vezes precisamos completar
provas que contenham lacunas. Tal estratégia é muitas vezes utilizada tam-
bém em problemas de unificacéo, e generalizagdoes nas demonstracoes;
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e (PSN) A relacao de reducao ). preserva a -normalizacao-forte, isto é, ter-
mos fortemente normalizantes no \-calculo, também nao possuem cadeias de
reducdo infinitas no calculo A_;

e (SN) A normalizacédo forte vale para os termos tipados do A, : Se ¢ é tipado,
entdot € SN,..

e (SIM) Um passo da -reducdo no A-calculo pode ser simulado por \.. Ou seja,
set —gt entdo fi(t) =3, fa(t).

e (FC) Full composition pode ser implementada por )\, : t[z/u] A.-reduz t{z/u}
para uma apropriada nocéo de substituicdo nos termos do \..

Adaptamos aqui uma tabela em [25] que aponta a presenca ou nao, das pro-
priedades acima mencionadas, para alguns calculos de substituicoes explicitas:

| Cdlculo | C |MC|PSN| SN |SIM | FC |
A8, 182, 139] | Sim | Nao | Sim | Sim | Sim | Ndo
Aez [27] Sim | Sim | Sim | Sim | Sim | Sim

A [1] Sim | Sim | Ndo | Sim | Sim | Sim
Aeel23,24] | Sim | Sim | Ndo | Sim | Sim | Sim
X:[23,24] | Sim | Nao | Sim | Sim | Sim | Ndo

Figura 3.1. Quadro comparativo

3.1 O Calculo ).,

Uma maneira natural de especificar o A-calculo, com substituicoes explicitas, é
a codificacao explicita da definicao tal que ela continue funcionando via a-
conversio, o que a grosso modo, resulta no calculo A\, [9, 31}, 132, [39]:

Definicao 3.1 (Calculo A,). :

e Gramdtica:
T, i= o |(LT)| 0. T) | Tla/ T
e Regras de Reescrita:

(Az.t)u —p tlx/u

x[z/u] —Var U
ylx/ul —Ge y sexr#y
(tu)lz/v]  —ap  tlz/v]ulz/v]

(Ayt)[z/v] —rams Ay-t[z/v]

Este sistema de reducdo pode ser visto como o minimo desenvolvimento neces-
sario para se incluir a operacdo de substituicdo de forma explicita. Entretanto,
a implementacao do operador de substituicdo explicita tem um preco. De fato,
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enquanto o A-calculo é confluente, o calculo definido pelas regras acima sofre de no
minimo um bem conhecido exemplo de divergéncia nao juntavel [25]:

tly/vllz/uly/vl] < (O t)u)ly/v] = tlz/ully/v] @.1)

Diferentes solucoes sdo adotadas com intuito de fechar este diagrama. Uma
solucéo é a adicao da regra de reescrita:

tle/ully/v] —comp tly/v]lz/uly/v]] sey e FV(u)ex ¢ FV(v) (3.2)

Dessa maneira, (3.2) adicionada a Definicéao permite fechar o diagrama
acima, e mais ainda, garante a confluéncia do calculo. A restrigdo y € FV(u) é feita,
para separar as substituicées dependentes e independentes em dois casos distintos.
De fato, se observarmos somente o sistema z (sistema formado por todas as regras
da Definicéo [3.1], exceto a regra B) e néo inserirmos a restricdo y € FV(u) a apli-
cacéo da regra (3.2), poderemos ter um caso de néo terminacéo, quando y ¢ FV(u)
ex ¢ FV(v):

tla/ully/v] = comp tly/v]lz/uly/vll = e tly/vllz/u] —comp tx/ully/vlz/ul] —ce

tlx/ully/v] —comp -

A regra nada mais é que uma regra de composicido para substituicoes ex-
plicitas. Esse tipo de regra aparece primeiramente no A, [1l, e dentre outras coisas
¢é importante para estabelecer a confluéncia em termos abertos [19, 25]. Infeliz-
mente o A\, ndo é confluente em termos abertos (termos com meta-variaveis), o que
é uma deficiéncia desse sistema.

Uma outra propriedade importante, além da confluéncia em termos abertos, é
a chamada composicao completa, que diz que: qualquer termo da forma t[z/u| pode
ser reduzido para t{z/u}; em outras palavras, substituicdes explicitas implemen-
tam substituicées implicitas.

Muitos calculos de substitui¢des explicitas tal como o A,, A, [19], tém com-
posi¢do completa. Todavia, o A, e 0 \,, néo preservam a normalizag¢éo forte como
constatado em [33]]. Entretanto a composicdo completa e normalizacéo forte podem
ocorrer juntas; este €, por exemplo, o caso no calculo A, [25].

A equacéo C, adicionada a composicao, fornece a definicao do sistema de regras
do calculo \., [27]:
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Equacao:

tle/ully/v] =c  tly/vllz/u] sey ¢ FV(u) &z ¢ FV(v)
Regras:

(Ax.t)u —p tlx/ul

x[z/u] —Var U

t[z/u] —ge 1 se x ¢ FV(t)

(t)le/o]  —ap te /o]l

M d)zfo] —poms Myt/2)

tle/ully/v]  —comp tly/vllx/uly/v]] sey € FV(u), ¢ FV(v)

Figura 3.2. Calculo A,

Variaveis livres e ligadas sdo definidas do modo usual: a variavel = ocorre
ligada em Az.t e em t[x/u]. Entdo assumindo a-conversdo, temos por exemplo:
(Ay.2)[z/y] =a (Az.3)[z/y].

A definicdo de meta-substituicdes em z-termos é muito semelhante a dada pela
Definicdo 2.3. Na realidade, todos os itens daquela definicdo sédo incluidos nesta, e
ainda é acrecescentado um item para o caso onde o z-termo é uma closure: t[y/u]{z/v}.

Definicao 3.2 (meta-substituicio para z-termos). Sendo u, v termos e x,y varidveis
distintas, a meta-substituicdo u{zx/v} é definida indutivamente por:

(1) z{z/v}=w

(ii) y{z/v} =y

(iit) (tv){z/v} = (H{x/v}) (v{z/v})

(iv) M\x.t){z/v} = Mx.t

v) (My.t){z/v} = y.t{z/v}, sey & FV(v)

(i) (My.t){z/v} = zt{y/z}{x/v}, sey € FV(v), onde z ¢ FV(t v)

Wid) tly/ul{z/v} = t{z/v}[y/u{z/v}], sey & FV(v)

(viii) ty/ul{z/v} = t{y/z}{z/v}[z/u{x/v}], sey € FV(v), onde z ¢ FV(t v u)

Nota: Toda aplicacdo da definicdo da meta-substituicdo, é realizada pelo médulo
a-conversao.

A inclusao de tipos simples para z-termos é realizada da maneira usual consi-
derando-se as seguintes regras de inferéncia de tipos:

I'-t:A—-B I'Fu:A

I'e:AFax: A I'-tu:B
I'e:AFt:B I'u:B Ie:BFt:A
't (Az.t) :A— B 'k tlx/u] - A

Como ja dissemos anteriormente, o calculo-)\., satisfaz todas as propriedades
desejaveis para um calculo de substituicoes explicitas, e como objeto de nosso es-
tudo, escolhemos formalizar a confluéncia, por considera-la uma das mais rele-
vantes propriedades. No topico seguinte apresentamos a formalizacdo da confluén-
cia nos metatermos, partindo da prova em papel e lapis, e posteriormente, no capi-
tulo 6, utilizando o assistente de prova Coq.
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3.2 Composicionalidade

Nesta subsecao, faremos um estudo da confluéncia do calculo-)., sobre os metater-
mos, que sdo termos contendo metavariaveis, e no capitulo sobre a especificacio
do Caélculo )., em Cogq, faremos a formalizacdo mecanica, considerando apenas os
termos, ficando os metatermos para atividades futuras.

O estudo inicia-se com a definicao do conjunto dos metatermos, especificado pela
seguinte gramatica :

M:=z | Xao | MM | \;.M | M[x/M]

Observe que termos sdo em particular metatermos, onde X, é uma metava-
riavel, e A é o conjunto de variaveis que pode ocorrer em Xa.

Meta-substituicdo nos metatermos estende-se nos termos por adicdo de dois
Novos €asos :

o Xp{z/v}=XA se v ¢ A
o Xp{z/v} = Xalx/v] se z €A

A propriedade abaixo nos mostra que, se = ndo pertence as variaveis livres de ¢,
entdo a substituicdo néo tera efeito :

Lema 3.3. [27] Sejam t,u metatermos. Entdo t{x/u} =t se x ¢ FV (t).

Prova. Por inducéo em t.

t =z (t é uma varidavel)
z#x. Hx/u} =g 2.

t =Zxn (t é uma meta-variavel)
Por hipétese temos que = ¢ Za, e portanto z ¢ A. Dai :
ZA{.I'/U} =def ZA.

o t = (t1 t2). Seja x uma variavel, temos :
(t1 2){z/u} =4y t1{z/u} t2{x/u}.
Por Hipoétese de inducao, temos que :
ti{z/u} =t1 pois v ¢ FV(tl)e
t2{x/u} =12 pois x ¢ FV(t2).

Uma vez que x ¢ FV (t1 t2), temos que (t1 t2){z/u} = t1{z/u} t2{z/u} = t1 t2.

e t =()\,.t'), temos que :
(At x/u} =gy Ay t'{x/u}, se y ¢ FV(u). Dai, por IH, temos que ¢'{z/u} =/,
e portanto : \,.t'{z/u} = \,.t' . Casoy € F'V(u), temos :
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Atz /u} =gepra Mot {y/zHaz/u} =1 Nt {y/z} =0 Ayt

e ¢t = s[y/v], temos que :
sly/v{z/u} =aer s{z/ully/v{z/u}] =ru sly/v], pois x ¢ FV (s v).

Temos = ¢ FV (s[y/v]) = FV(s) U FV (v).
Casoy ¢ F'V(u) :
sly/vli{a/u} = s{z/u}ly/viz/u}] =1 sly/v].

Casoy € FV(u) :

sly/vl{z/u} = s{y/z}{z/u}[z/v{z/u}], como = ¢ FV)s)e z ¢ FV(s) entdo x ¢
FV(s{y/z}). Dai: s{y/z}{z/u} = s{y/z} e também v{z/u} = v.

Logo s{y/zH{z/u}t(z/v{x/u}] =1u s{y/z}z/v] =a sly/v] .
O
A relacédo de equivaléncia gerada pelas « conversdes e C' é denotada por =..
Pode-se mostrar por inducédo nos metatermos a seguinte propriedade abaixo :

Lema 3.4. [27](Composi¢cdo) Sejam t,u,v metatermos e x,y tal que © # ye x ¢
FV(v). Entdo t{z/u}{y/v} = t{y/vH{z/u{y/v}}.

Prova. Por inducdo nos metatermos.

e t =2z (téuma variavel). Consideraremos 3 casos :

l.z#x e z#uy.
Do lado esquerdo da equacao, temos :

Az /up{y/v} =def z{y/v} =def <

Do lado direito da equacéo, temos :

Ay/oHz/uly/vi} =aer AHAx/uly/vi} =aer 2

2.t=x e zF#y.
Do lado esquerdo da equacéo, temos :

w{eful{y/v} =aey wly/v}.

Do lado direito da equacéo, temos :

w{y/vo{z/uly/v}} =aey a{x/u{y/v}} =aer wly/v}.

3.z#x e z=y.
Do lado esquerdo da equacéo, temos :

ylr/ul{y/v} =aer y{y/v} =aey v.

Do lado direito da equacao, temos :

yly/viie/uly/vi} =aer viz/uly/v}} =aes v.
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o t = Z5 (¢t éuma meta-variavel). Consideraremos 4 casos :
lLo¢gAeydgA.
Do lado esquerdo da equacéo, temos :
Zn{z/ui{y/v} =aer Za{y/v} =aes Za-
Do lado direito da equacéo, temos :

Zn{y/vH{z/w{y/v}} =der Za{z/uw{y/v}} =der Za.

2.2 ¢ A e yeA.
Do lado esquerdo da equacéo, temos :

Zaf{z/u{y/v} =aer Za{y/v} =der Zaly/v].
Do lado direito da equacéo, temos :

Za{y/o{z/u{y/v}} =aey  Zaly/vHz/uly/v}} = Zafa/uly/viily/v], pois © ¢
FV (v). Dai, por definicéo, temos : Zx[y/v]

.xelA e yé¢ A
Do lado esquerdo da equacao, temos :

Zafz/up{y/v} =aes Zalr/ul{y/v} =aes Zafy/v}lz/u{y/v}] =daes Zalz/u{y/v}]
Do lado direito da equacao, temos :

ZIafy/vHz/u{y/v}} =aer Zalx/uiy/v}} =aey Zalz/u{y/v}].

4. e A e yeA.
Do lado esquerdo da equacao, temos :

Zn{z/ul{y/v} =aer Zalz/ul{y/v} =aer Za{y/viz/u{y/v}] =aes
Zaly/v]lz/u{y/v}].
Do lado direito da equacao, temos :

Za{y/oH{z/w{y/v}} =aer  Zaly/vl{z/uly/v}} = Zaly/v][z/u{y/v}], pois = &
FV(v). Entéo: Za{z/uly/vi}y/v] =aer Zalz/uly/vi]ly/v] =c Zaly/v]lz/uiy/v}].

o t = (t1 t2).
(t1 2){z/ut{y/v} =4er tH{z/ut{y/v} t2{z/u}{y/v}

Por Hipoétese de inducao, temos que :
tHz/ul{y/v} = tH{y/vH{z/u{y/v}}.
t2{z/ul{y/v} = 2{y/vH{z/u{y/v}}.

Entao, t1{z/ul{y/v} 2{z/ul{y/v} =m 1{y/vi{z/uly/v}} 12{y/vH{z/u{y/v}} =
(t1 2)y/vzx/uy/v.

o t=(\.t') se 2¢ (FV(u) U FV(v)).
A=t /ul{y/v} =aep Aot {x/ul{y/v} =1n
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Aty /vH{z/u{y/v}} =aer (Aat){y/vH{z/u{y/v}}

e t=(\t) se z€ (FV(u) U FV(v)).

Aotz /ul{y/v} =aer Aw-t'{z/wH{z/u}{y/v} =1u
At {z/wHy/vHz/u{y/v}} =aer Awt{z/wi){y/vH{z/u{y/v}} =a
(A= t){y/vH{z/ufy/v}}.

o t=s[z/w].
slz/wl{z/u}{y/v}, temos x ¢ FV (v).
Casol : z¢ FV(u)ez ¢ FV(v).

slz/wli{z/ul{y/v} =acy s{z/utlz/wiz/u}{y/v} =acs s{z/u}{y/vi[z/w{z/ui{y/v} =1n
s{y/vH{z/ufy/v}}z/wly/v{z/u{y/v}] = slz/wl{y/v}{z/ufy/v}} pois = ¢ FV(uv).

Caso2 : z€ FV(u)ez ¢ FV(v).
slz/wlz/u{y/v} =aer s{z/2Ha/u}lZ'/wi{z/u}{y/v}, onde 2 ¢ FV(s w u v).

Dai, temos :

s{z/Z Ha/u} 2 fw{z/u}{y/v} =aer s{z/2 Ha/ul{y/v} [ fwlz/ul{y/v}] =in
s{z/2 Hy/oH{x/u{y/v} fwly/vH{z/u{y/v}}] =aes

s{z/Z} Jwl{y/oH{z/u{y/v}} =a s[z/wi{y/vH{z/u{y/v}}. Pois 2 ¢ FV(uv).

Caso3 : z¢ FV(u) ez € FV(v).

slz/wi{z/ul{y/v} =aey s{z/u}(z/wiz/u}{y/v}.

como z € F'V(v) entéo, seja 2’ ¢ FV (s u v w).
s{z/u}(z/w{z/u}{y/v} =o s{z/ul{z/Z}' Jwiz/u}{y/v} =acs

s{w/ul{z/2Hy/v}' fwlz/ul{y/v}] = s{z/2Ha/ul{y/v} ' Jwiz/u}{y/v}], pois

Por hipétese de inducéo :

s{z/7 Ha/uH{y/ v}z fw{z/ut{y/v}] =rn

s{z/2 Hy/oH{z/u{y/v}} Jw{y/vHz/u{y/v}}] =aer, pois 2" ¢ FV (uwv),
s{z/2Hz/wl{y/vHz/u{y/v}} =a slz/wi{y/wH{z/u{y/v}}.

Caso4d : z€ FV(u) ez € FV(v).

slz/wl{z/ul{y/v} =4 s{z/2'}Z /wl{z/u}{y/v}, onde 2 ¢ FV(s w u v). Por
definicao :

s{z/2'}Z' Jwl{x/ul{y/v} =aes s{z/2"Ha/u} ' /wiz/u}{y/v} =acs
s{z/ZHa/u{y/ v} fwlz/u{y/v}] =1u

s{z/ZHy/vHz/uly/v}} Jwly/vH{z/u{y/o}}] =aes

s{z/2'}Z' Jwl{y/vH{z/u{y/v}} , pois 2" ¢ FV (wv).

=a slz/wl{y/vi{z/u{y/v}} 0
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A reducao nos metatermos deve ser compreendida da mesma forma que reducéo
nos termos, onde a relacdo )., é gerada pela relacdo de reducdo —p, na classe
de equivaléncia (=.) de metatermos. Reducdo nos termos e metatermos sdo com-
pativeis com a substituicdo e composicdo completa, e que sera objeto de estudo nas
provas a seguir. A propriedade SN declarada no lema seguinte, significa strong
normalization, onde o termo é fortemente normalizavel, se cada sequéncia de re-
escrita, a partir de ¢, é finita.

Lema 3.5. [27(Propriedades bdsicas). Sejam t,u metatermos. Para R € {ex, \..}
,Set —rt, entdo u{z/t} —% u{z/t'} e t{x/u} — g t'{x/u}. Assim, em particular
t{x/u} € SNgimplica t € SNg.

Prova. Por inducéo em ¢ — ¢'.

No caso em que u{z/t} —F u{x/t'}, assumimos, sem perda de generalidade, que
a reducio ocorre na raiz do termo :

Se z ¢ FV(u) entdo u{z/t} =3 u{z/t'} =u—-3 u

Se x € FV(u) , entdo, considerando o sistema \.,, temos :

Regra (\,.t) v —p t[y/v], que pela IH t — ¢/
u{z/(\,.t) v} —=F uw{z/t]y/v]}

Regra y[y/v] —var v, que pela IH ¢ — ¢/
w{z/yly/v]} =7, w{z/v}

Regra t[z/v] —¢.t ,onde (z ¢ FV(t)), que pelaIH ¢t — ¢
u{z/tlz/v]} =4 u{z/t}

Regra (ul u2)[y/v] — app ully/v] u2[y/v] ,que pela IH ¢ — ¢’
u{a/(ul u2)ly/v]} — 4, ufz/ully/v] u2ly/v]}

Regra (\,.t1)[2/t2] = Lamb Ay -t1[2/t2] , que pela IH ¢t — ¢/
ufw /(A1) [2/12]} = Loy ufw/ Ay 11[2/12]}

Regra t[z/s][y/v] —comp tly/v][2/s]y/v]],onde y € FV(s), que pela IH t — ¢’
u{w/tz/s]ly/ o]} = Eomp u{a/tly/vllz/sly/v]1}

Regra t[z/s]ly/v] — tly/v][z/s],onde y ¢ FV(s)e z ¢ FV(v), que pelaIH ¢t — ¢
u{a/tlz/s]ly/v]} =& wlz/tly/v]lz/s]}

No caso em que t{z/u} —g t'{z/u}, assumimos, sem perda de generalidade, que
a reducio ocorre na raiz do termo :
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Sex ¢ FV(t)ex ¢ FV(t') entdo t{z/u} —,,, t'{z/u} =t —,

Sex € FV(t)ex € FV(t'), entdo, considerando o sistema )., temos :

Regra (\,.t) v —p t[y/v], que pela IH t — ¢/

(Ay-t) v{z/u} —p tly/vi{z/u}

Regra y[y/v] —var v, que pela IH ¢ — ¢’

y[y/v}{x/u} —Var U{[E/U}

Regra t[z/v] —g.t ,onde (z ¢ FV(t)), que pelaIH ¢ — ¢/
tlz/vl{z/u} —qe t{a/u}

Regra (ul u2)[y/v] — app ully/v] u2ly/v] ,que pela IH ¢ — ¢’
(ul u2)[y/vl{z/u} —app wlly/v] w2ly/vl{z/u}

Regra (A\,.t1)[2/t2] —ramp A\y-t1[2/t2] , que pela IH ¢ — ¢/
Ay tD)[z/t2{x/u} — Lamp Ay-t1[z/t2{z/u}

Regra t[z/s][y/v] —comp tly/v][z/s[y/v]],onde y € FV(s), que pela IH t — ¢’
tlz/slly/vl{z/u} —comp ty/v][z/sly/v]l{z/u}

Regra t[z/s][y/v] — t[y/v][z/s],onde y ¢ FV(s)e z ¢ FV(v), que pela IHt — ¢’
tlz/s]ly/vl{z/uy —c tly/v]lz/sl{x/u} O
A composicio completa nos mostra que substituicdo explicita implementa subs-
tituicdo implicita, exemplificando melhor, a forma ¢[x/u] pode ser reduzida para
E bem conhecido que confluéncia nos metatermos falha para o célculo sem com-
posicdo para substituicdo explicita, como por exemplo, o seguinte par critico no
calculo )\, mostra abaixo :

s = tlz/ully/v] " — (A1) w)ly/v] =" tly/v]lx/uly/v] = &

Este diagrama pode ser fechado no )\, para termos sem metavariaveis, no en-
tanto ndo ha uma forma de encontrar uma reducéo comum entre s e s’ sempre que
t é ou contém metavariaveis, ou seja, nao ha uma regra de reducdo )\, que seja
capaz de representar composicdo nas metavariaveis. Mas, conseguimos fechar este
diagrama no célculo )., da seguinte forma : Se y € FV(u) entdo s —comp §', da
outra forma s’ — (Lema 3.6) tly/v][x/u{y/v}] = (Lema 3.3) tly/v][z/u] =¢ s.

ET

Lema 3.6. [27](Composi¢cdo Completa para Metatermos). Sejam t,u metatermos.
Entdo tjx/u] -, t{z/u}
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Prova. A prova pode ser feita por inducédo em ¢t usando Lema 3.3. Em contraste
com a composicdo completa nos termos, a propriedade mantém-se com uma igual-
dade para o caso base t = X5 com = € A desde que Xa[z/u] = Xa{z/u}

e {=z. (téuma variavel)
A prova se divide em dois subcasos :

lL.z=x. zx/u] »ye v = z{z/u}.
2.z#x. zlx/u] =g 2 = z{z/u}.

o t =/7n. (téuma meta-variavel )
Zalx/u]l =gy Za{z/u} sex € A. Sex ¢ A, entéo:
ZA[(E/U] =QGe ZA = ZA{LC/’U,}

e t = (t1 t2). Seja xr uma variavel.Temos :
(11 t2)[x/u] — app tl[z/u] 2]z /ul.
Por hipétese de inducéo, temos que :
tl[z/u] =%, t1{x/u}.

2[x/u] =%, t2{x/u}.

€T

Entao : (t1t2){z/u}.

o t=s[y/v].
sly/v][z/u]. Casos a considerar :
1.z € FV(v).

S/ 01 /] —comp sl fully ol ful] —, s {afu} /v {a/u}
= sly/v] {ofu} = t{z/u}

2.0 ¢ FV(v) ey ¢ FV(u).

sly/ollz/u] = ¢ sl fully o] —2y s {efud fyfe] = s {fu} [y/v{a/ul]

= sly/v]{x/u}. Agora o caso em que :

r¢ FV(v)ey e FV(u).
sly/vllz/ul = s{y/y'"}My'/v]lx/u] =
s{y/y'Ma/uly' /o] = s{y/y Hz/ully' /o] = s{y/y' Ha/u}ly' fo{e/u}] =acs

s{y/y'}y' /vl{iz/u} =4 sly/v]{z/u}, onde a equagdo C pode ser aplicada, pois
v ¢ FV(u)ex ¢ FV(v)
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o t=(\.t'). y&€&FV(u):
Ot /4] = tams Ayt f] 2y Mgt Lok = O ) /)

e t=(N\.t'). ye FV(u):

Oy t)e/u] —rams Aot {y/2M e fu]l — Act{y/oHo/ud = At {e/u} —a
(At )z /u}

O
O desenvolvimento da prova da confluéncia para metatermos é baseada na exis-

téncia de uma funcao seguindo a verificacdo da propriedade-Z, como atestado em
[34] .

Definicao 3.7 (Propriedade-Z). Uma funcdo ° de termos para termos satisfaz a
propriedade-Z para uma relacdo de reducdo —p se e somente se t —r u implica
u—pt°et’ =5 u’. Uma relagdo de reducdo — r tem a propriedade-Z se existe uma
funcdo que satisfaz a propriedade-Z para — p.

De acordo com [34], temos que — 5 é confluente se ela tem a propriedade-Z (ver
Teorema 3.16). Entédo para mostrar a confluéncia de )., é suficiente definir uma
funcéo nos metatermos satisfazendo a propriedade-Z. Tal funcédo pode ser definida
em termos da funcao superdesenvolvimento para o A calculo [2,38] .

R

t——u

tO ; > uO
Figura 3.2.1. Propriedade Z de — 5

Definicao 3.8 (Funcao Superdesenvolvimento). A funcdo _° nos metatermos é definida
por inducdo como segue :

X = Xa (tu)® == t°u’® se t° ndo é uma abstracdo
%= (tu)® := v{z/u’} set® = \,.v
(Apt)° i= A t® tlz/ul® == t°{x/u’}

Note que FV (t°) C FV(t).

As provas e definicdes apresentadas nesta secdo estdo formalizadas no capitulo
6. Além disso, no Apéndice [A] apresentamos a prova da confluéncia em detalhes
[27].
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Capitulo 4

Assistente de Prova Coq

O Coq é um assistente de prova baseado em uma légica de ordem superior,
conhecida como calculo de construgoes indutivas, que é uma variacdo do A-calculo
tipado [8]. Portanto, utiliza uma teoria de tipos muito expressiva, onde, pelo iso-
morfismo de Curry-Howard, os tipos séo vistos como proposicoes e os termos como
provas [7]. Como citamos na introducéo, a linguagem de especificacdo usada é
chamada Ga-llina e é com ela que se definem expressdoes matematicas e se real-
izam as provas. J4 a linguagem de comandos é chamada Vernacular. E com ela que
indicamos o que iremos fazer, seja iniciar uma definicdo, iniciar um lema, comecar
a prova de um lema, etc. [14].

O Coq possui um conjunto relativamente extenso de provas nas bibliotecas na-
tivas , além de contribuicées de pesquisadores e professores de varias instituicoes
[14]. Isso permite uma interacéo entre o desenvolvimento de provas o que é impor-
tante para o reuso [18].

Todas as expressdes em Coq possuem um tipo. Se combinarmos expressoes,
utilizando ou néo certos conectivos, para gerar novas expressoes bem formadas,
estas também terdo algum tipo. Por exemplo, declaremos a variavel b do tipo nat:

Variable b:nat.

Podemos agora utilizar a constante 2 do tipo nat para escrever a expressio 2b,
que também sera do tipo nat. Por outro lado, se utilizarmos a constante true, do
tipo bool, ao escrever a expressido true b, havera um erro, pois ndo é uma expressio
bem formada [8].

Inicialmente, ao carregarmos o Cog, temos alguns tipos basicos como nat e bool.
O tipo de um tipo é chamado de sort. O Coq possui 3 sorts pré-definidos:

Prop - para as expressoes proposicionais (expressées que podem ser avaliadas
como falsas ou verdadeiras, de acordo com sua carga semantica).

Set - para descrever tipos de dados e especificacoes. Os termos cujo tipo é uma
especificacdo sdo chamados de programas.

Type - que séo utilizados na construcéo dos universos que estao relacionados a
consisténcia do sistema de tipos. Os identificadores Prop e Set possuem tipo Type,
que por sua vez possui tipo Type.

A partir desses trés sorts (que também sio tipos, ja que termos e tipos per-
tencem a mesma classe no calculo de construgées indutivas), podemos construir
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todos os demais tipos que precisarmos. Mas seria muito trabalhoso comecarmos
apenas com esses tipos para provarmos expressoes matematicas. Justamente tendo
em vista o suporte ao reuso, existem os tipos nat, bool, e mais tantos outros que po-
dem ser carregados ao chamarmos as bibliotecas apropriadas (Z, para os inteiros,
Q, para os racionais etc).

Ha um certo paralelismo entre a teoria de tipos e a teoria de conjuntos [7]. Por
exemplo, podemos considerar que elementos de um mesmo tipo pertencem a um
mesmo conjunto, o conjunto de todos os elementos com aquele tipo. Vejamos como
é construido o tipo nat, que representa o conjunto dos nimeros naturais. Podemos
fazer isso em Cog com o comando:

Print nat.
A resposta, sera:

Inductive nat : Set := O : nat | S : nat -> nat

For S: Argument scope is [nat scope]

Isso quer dizer que o tipo nat é do tipo Set (como esperavamos), construido de
forma indutiva, com o uso de dois construtores, O, do tipo nat e S, do tipo nat — nat.
O construtor O é do tipo nat. O construtor S requer uma entrada nat para dar uma
saida nat (nat — nat), ou seja, € uma funcao unaria. Assim, S O sera do tipo nat.
Entao, também podemos escrever S (S O), S(S (S O)) etc. SeOéozeroeSé a
funcéo sucessor, podemos representar todos os naturais dessa forma. O é o natural
0, S O é o natural 1 (sucessor de 0), S (S O) é 2 etc. E a correspondéncia de notacéo
é feita no escopo nat scope. Os comandos Check 5 e Check S (S (S (S (S 0)))) geram
a mesma saida:

5

nat.

Por outro lado, se usarmos o comando Unset Printing Notations, estaremos
descarregando as notacoes do escopo e, agora, ao usarmos o comando Check 5,
obteremos a saida:

S (S (S (S (S 0))))
nat.

No Cogq, as provas e as especificacdes permanecem no mesmo arquivo. Apoés
enunciada a especificacéo, abre-se o campo de provas e podemos comecar a aplicar
as taticas. Isso é feito de forma interativa. Cada tatica é um comando que, in-
clusive, pode ser desfeito. Existe uma ferramenta grafica, chamada CoqIDE , que
auxilia no processo de construgdo das provas. Também é possivel utilizar outras
ferramentas de interacao, como o Proof General [14].

Podemos enunciar um lema da seguinte forma:
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Lemma dois_mais_dois: 2+2=4.

Isso significa que queremos provar 2+2=4. O identificador dois_mais_dois é uti-
lizado para referéncias futuras.
Ao iniciarmos a prova, aparecera o seguinte:

1 subgoal

Abaixo da linha pontilhada temos um objetivo a ser provado. Acima da linha sédo
colocadas as hipéteses (inexistentes no nosso exemplo). Devido ao isomorfismo de
Curry-Howard, uma prova em Coq nada mais é do que um termo t da linguagem do
calculo de construcées indutivas que possui como tipo o que se esta afirmando, no
caso 2+2=4. De uma forma geral, a construcédo de um tal termo néo é nada trivial.
O Coq possui, entéo, varias taticas que nos permitem construir pouco a pouco esse
termo, ou seja, uma prova de 2+2=4. Vamos comecar com a tatica simpl.

Agora, o campo de prova sera

1 subgoal

A tatica simpl é uma tatica de reducéo que procura simplificar o termo de prova.
Neste caso, ela realizou a soma 2+2. Agora, a prova é trivial, pois 4=4. Podemos
usar a tatica trivial, que é capaz de identificar igualdades triviais.
trivial.

E obtemos no campo de provas Proof completed, o que mostra que chegamos
ao fim da prova. Ainda precisamos pedir para o Coqg guardar nossa prova, com
o nome que escolhemos no inicio do comando Lemma, para podermos utiliza-lo
futuramente. S6 assim sairemos do campo de provas. O comando é
Qed.

O Coq nos da a saida:
simpl in |- =*.

trivial.

dois_mais_dois is defined
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E isso significa que dois_mais_dois foi definido utilizando a tatica simpl seguida
de trivial. O termo que possui tipo 2+2=4 pode ser visto com o comando Print:

Print dois_mais_dois.
refl_equal 4
4 = 4

Na verdade, esta é uma prova muito simples e trivial. Poderiamos ter sim-
plesmente usado a tatica auto, que realiza uma busca completa por definicées e
provas nas bibliotecas carregadas para tentar provar o objetivo, ja que, quando ini-
cialmente carregado, o Coq importa parte da biblioteca Arith, que possui, além
do tipo nat e do escopo nat_scope, provas envolvendo o tipo nat. Um exemplo
bem interessante é a funcéo recursiva abaixo utilizando induc¢ao sobre os natu-
rais(l + 2+ 3 + ... + n):

Fixpoint Sum (n: nat) : nat :=
match n with

|O => O
|C(iS n) => (plus (S n)) (Sum n)

Sum 1s recursively de fined
A prova abaixo mostra a utilizacido da funcédo acima no seguinte lema :

Lemma p_sum : forall (n:nat), 2% (Summn) = n * (S n).
Proof.

induction n.

stmpl; trivial.

simpl (Sum (S n)).

simpl (Sn x S (Sn)).

ring_simpli fy.

rewrite [ Hn.

ring.

Qed.

Coq nos possibilita a construcio interativa de provas formais, e também a ma-
nipulacdo de programas funcionais consistente com as suas especificagoes. Ele
é executado como um programa de computador em muitas arquiteturas e esta
disponivel com uma variedade de interfaces de usuario [22].

Dando continuidade ao tratamento de tipos em Coq, é interessante observar um
framework simples fornecido pelo A-calculo simplesmente tipado sem polimorfismo,
um modelo de linguagens de programacédo com poder de expressividade reduzido,
em que esses tipos tém duas formas :

29



1. Tipos Atomicos, feitos de identificadores dnicos, como nat, Z, e bool.

2. Tipos da forma (A — B), onde A e B séo tipos deles préprios. Por hora,
chamaremos esses tipos de tipos arrow, que representam tipos de fungoes: (A — B)
é o tipo de uma funcéo que toma um objeto do tipo A como argumento e retorna um
objeto do tipo B.

Outro ponto interessante, é que podemos introduzir novas defini¢oes, que ligam
um nome a um valor bem tipado. Por exemplo, podemos introduzir uma constante
como sendo definida para ser igual ao sucessor de zero:

Coq < Definition one = (S O).
one is defined

No6s podemos opcionalmente indicar o tipo requerido :

Coq < Definition two : nat := S one.
two is defined

Atualmente Coq permite varias possibilidades de sintaxes :

Coq < Definition three : nat := S two.
three is defined

Coq implementa polimorfismo, onde consideramos uma funcionalidade que pode-
mos usar para iterar uma funcio unaria de um tipo a ele mesmo [8]. Por hora,
consideramos apenas seu tipo :

iterate : forall A : Set, (A — A) — nat — A — A.

Esta funcio toma quatro argumentos :

1. Um tipo A,

2. Uma funcao do tipo A — A,

3. O nimero de iteracdo no tipo nat,

4. O valor inicial do tipo A, no qual a funcéo é iterada o nimero certo de vezes.

Check (iterate nat).
iterate nat : (nat — nat) — nat — nat — nat

Check (iterate _ (mult 2)).
iterate nat (mult 2) : nat — nat — nat

Check (iterate _ (mult 2) 10).
iterate nat (mult 2) 10 : nat — nat

Check (iterate _ (mult 2) 10 1).
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iterate nat (mult 2) 101 : nat

Eval compute in (iterate _ (mult 2) 10 1).
= 1024 : nat

Observa-se que a abordagem de Cog é mais simples, no entanto, mais abstrata
: tipos podem ser argumentos para as funcoes da mesma forma que inteiros, listas
e funcoes [8].

Fizpoint iterate (A : Set)(f : A — A)(n: nat)(x : A){struct n} : A =
match n with

|0 =
| Sp = f(iterate A f px)
end.

Esta funcéo é interessante porque mostra que uma funcéo recursiva pode tomar
uma outra funcdo como argumento. O comando Fixpoint torna possivel a progra-
macéao funcional recursiva de ordem superior. Esta funcio pode ser comparada a
um for, utilizado na programacéo imperativa, no qual a computacéo é repetida um
dado numero de vezes [8].

Um outro tratamento sofisticado de Cogq € na construcéo de fungoes parciais, no
qual uma funcéo parcial de tipo A para tipo B pode ser descrita com um tipo da
forma :

forall x : A, P x — B, onde P é um predicado que descreve o dominio da funcio.
Aplicar uma funcéo desse tipo requer dois argumentos : um termo ¢ do tipo A e
uma prova da pré-condicéo P t. Por exemplo :

De finition pred_partial : forall n :nat, n # 0 — nat. , que descreve uma funcéo
parcial que somente pode ser usada para numeros naturais diferentes de zero [8].

Introduzimos agora, o tratamento e construcdo em Coq dos tipos indutivos, por
exemplo :

Inductive month : Set :=

January : month | February : month | March : month

| April : month | May : month | June : month

| July : month | August : month | September : month

| October : month | November : month | December : month.

Esta definicdo, simultaneamente introduz um tipo month no sort Set e 12 ele-
mentos neste tipo : January, February, ... Esses elementos sdo chamados constru-
tores do tipo indutivo. O sistema Coq automaticamente adiciona varios teoremas
e funcdes que tornam possivel raciocinar e computar dados desse tipo. O primeiro
teorema é chamado month_ind, onde devemos também chamar o principio indutivo
associado com a definicdo indutiva [8] :
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Check month_ind.

month_ind :

forall P : month — Prop,

P January — P February — P March — P April —

P May — P June — P July — P August — P September —

P October — P November — P December — forall m : month, P m

A conclusio indica que a propriedade P mantém-se para todos months. Simi-
larmente Coq também gera uma funcdo chamada month_rec e month_rect, onde no
primeiro caso a quantificacdo inicial manipula uma propriedade cujo valor é um
Set, e no segundo caso, o valor é T'ype.

Coq pode ser utilizado para realizar extracdo de cédigo, uma importante qua-
lidade da ferramenta, onde usa uma traducdo de programas funcionais dentro de
programas funcionais em uma linguagem de programacéao eficiente, como OCAML
ou Haskell, ou melhor, realiza o0 mapeamento de cada funcdo de um desenvolvi-
mento formal a correspondente funcdo na linguagem de programacéo, e este ma-
peamento é chamado de extracéo [8].

Extracdo em Coq é, portanto, um rico framework que permite obter programas
certificados expressos em OCaml, Haskell ou Scheme, essas trés linguagens tem
sido atualmente suportadas pela extracdo em Coq [30]. A principal motivagao para
o mecanismo de extracdo é produzir programas certificados : cada propriedade
comprovada em Coq ainda sera valida apés a extracdo. [30]. Ilustramos abaixo,
um exemplo de uso de extracido em Coq : divisdo euclidiana entre nimeros natu-
rais.

Fixzpoint div x y := match x with
|0 => 0
| Sz =>
let z := divx' yin
if le_lt_dec ((S z) xy) x then S z else z
end.

O comando Extraction div pode entao ser usado para converter esta divisio para
c6digo Ocaml :

let rec divxy =
match x with

|O — O
| Sz —
let z = div ' yin

if le_lt_dec (mult (S z) y) x then S z else z
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Capitulo 5

Logica Nominal

O principal objetivo dessa abordagem é permitir a especificacdo da a-converséo,
que evita explicitamente lidar com a captura de variaveis, onde podemos verificar
melhor na seguinte operacdo s{z/v} definida no médulo a-conversédo por inducio
em s como abaixo :

w{z/v} =0

y{z/v} =y se  T#Y
(tu){z/v} = (tH{z/v}u{z/v})

(Ay){z/v} = Ay.({z/v}) se  x#y
tly/ul{z/v} = t{z/v}y/u{z/v}]

Exemplificando,

Azy){y/e} =a Azy){y/a} =aer Az.(yly/a}) = Az.w

Loégica Nominal é um formalismo para teorias que envolvem ligacoes (binders)
via permutacdo de nomes, que permite expressar as propriedades logicas por meio
da nocédo de renomeamento de atomos. Ao mesmo tempo, visa proporcionar um
fundamento suficiente para a teoria de inducéo e recurséo estrutural para sintaxe
médulo a-converséao [35].

Apenas para a légica de primeira ordem, uma teoria em légica nominal é especi-
ficada por uma assinatura contendo sorts, fun¢oes e simbolos de relagao, juntos com
uma colecdo de axiomas, os quais sdo formulas de primeira ordem construidas na
forma usual a partir de variaveis e os simbolos da assinatura, mas agora, usando
as funcoes permutacédo e uma relacéo para variaveis novas (freshness).

Neste trabalho, esta um exemplo de como esta linguagem de légica nominal
pode ser usada para formalizamos alguns conceitos familiares do lambda calculo
dentro do assistente de prova Coq. Essa abordagem é caracterizada pela cor-
respondéncia entre a prova realizada no papel e raciocinando (pensando logica-
mente) dentro de Coq. Por exemplo :

- Todas as ocorréncias de variaveis de um dado sort (livres ou ligadas), séo re-
presentadas uniformemente usando atomos, um conjunto infinito de objetos com
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igualdade decidivel [3].

- a-equivaléncia de termos é representada pela igualdade pré-construida do Coq
e ndo uma relacao de equivaléncia definida separadamente [3].

Ambos os pontos acima, refletem a pratica comum com formalizagoes em papel
e lapis. Mas genericamente, essa abordagem nominal é projetada para eliminar
a necessidade de pensar sobre alguns termos que nio aperecem atualmente nas
provas em papel, isto é, pré-termos, shifted termos, e termos exéticos.

Alguns fundamentos sobre l6gica nominal sdo apresentados. Entédo, comecamos
descrevendo um tipo de conjunto finito com igualdade extensional usando o cons-
trutor record , parte do qual é mostrado abaixo :

Record ExtFset (T : Set) : Type := mkExtFset {
extFset : Set; In : T — extFset — Prop; ... }

O tipo record é parametrizado por 7', o tipo dos elementos carregados pelo con-
junto. O tipo atual dos conjuntos finitos sobre 7" é dado pelo campo extF'set, e In é
um predicado de um membro relacionado com o conjunto. O nome desses campos
sdo constantes, cujos tipos completos sio :

extFset : YT : Set, ExtFsetT — Set
In : V(T : Set) (R : ExtFsetT), T — extFset T R — Prop.

Nés usamos o mecanismo de argumentos implicitos de Coq para inferir os argu-
mentos 7' e R quando possivel, e escrevemos = ¢ F para not (In x F') quando isso
pode ser feito. Para melhor ilustrar o uso desses conjuntos, observe uma definicéao
utilizada na especificacdo do calculo )., :

Record ExtFset (A : Set) : Type := mkExtFset {
extFset : Set;

(x Membros. x)

In : A— > extFset — > Prop;

In_dec : forallx E, {Inx E} + {"Inx E};

(x Igualdade. )
eq_carrier_dec : forall (xy : A), {z = y} + {z <> y};
eq_extFset : forall EF, (forallz, Inz EF <—> Inz F)—> E = F;

(x Intersection. )

intersection : extF'set — > extF'set — > extF'set;

intersection_intro : foralltE F, Inx E — > Inxz F — > Inx (intersection E F);
intersection_elim_1 : forall x E F, In x (intersection E F) — > Inx E;
intersection_elim_2 : forall x E F, In z (intersection E F) — > Inz F,

}
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Apoés a idéia de conjuntos, é interessante observar o uso do records, que imple-
menta um dicionario semaéantico para classes type, e a0 mesmo tempo nos mostra a
definicdo de atomos :

Record AtomT : Type := mkAtom{

atom : Set; asetR : ExtFset atom;aset .= extFset asetR;
atom_eqdec : ¥ a b :atom,{a = b} + {a <> b};
atom_infinite : ¥ F : aset,{b:atom | b¢ F}}.

Figura 5.1. Atomos

Record SwapT (A : AtomT)(X : Set) : Set := mkSwap{

swap : (Ax A) - X — X;

swap_same :¥ a x,swap (a,a) x = z;

swap_invol : ¥ a b x,swap (a, b) (swap (a, b) x) = x;
swap_distrib:¥Ya b ¢ d =z,

swap (a, b) (swap (¢, d) x) =

swap (swapa A (a, b)c, swapa A (a, b)d) (swap (a, b) x)}.

Figura 5.2. Permutacao

Cada tipo record define uma classe type, e campos do tipo record sdo campos da
classe type. Usa-se um tipo record para capturar qualidades essenciais dos nomes
das variaveis em nossa linguagem de objetos, sabe-se que existem um ntdmero in-
finito de nomes e que igualdade em nomes é decidivel. Chamamos objetos com
essas propriedades de atomos; records do tipo AtomT, como mostrado na Figura
5.1, consiste de um tipo e provas que o type é uma colecdo de atomos. O campo
atom é o tipo de atomos, aset é o tipo de conjuntos finito de atomos, e atom_eqdec
assume que igualdade nos atomos é decidivel.

A funcéo atom_infinite, quando fornecido algum conjunto finito /' de atomos,
produz um atomo b juntamente com uma prova de que b ndo esta em F. Note que
essa funcao requer que o tipo atom seja infinito e implemente um atomo novo, uma
operacao cujos detalhes séo tipicamente deixados, néo especificados em papel. Com
as coercoes implicitas de Coq, para algum A : AtomT, podemos escrever A onde
quer que atomo A seja requisitado. Especificamente, sempre que A ocorre em uma
localizacao onde um termo do tipo Set é requisitado, Coq implicitamente insere
uma aplicacdo do atomo.

Tendo caracterizado atomos, precisa-se construir uma definicdo para swapping
de um par de atomos em expressoes arbitrarias. Swapping de atomos é um con-
ceito central em abordagens nominal por duas razées. Primeiro é facil de definir um
método apropriado de swapping de atomos em quase todo tipo, incluindo tipos fun-
cionais e tipos com nominal binding. Segundo, da-nos um sentido genericamente
especificado cujos nomes sdo novos para algum tipo. Importantes propriedades de
permutacido de Atomos para algum tipo X sio especificadas pelo record SwapT na
Figura 5.2. A propriedade swap_same assume que swapping de um atomo com
ele mesmo deve sempre levar a expressao ndo modificada. A préxima propriedade
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atesta que swapping deve ser uma involucdo. A propriedade final permite anin-
har swaps para serem reordenados. Na teoria, o usuario pode utilizar alguma
definicdo de swapping para um dado tipo que satisfaz as propriedades em SwapT,
mas na pratica existe usualmente um natural definido pela estrutura de type [3].
A forma mais simples de swapping é o swap de atomos a e b de tipo atom A aplicado
ao atom C, também do tipo atom A, denotado por swapa A (a, b) c. O construtor
mkAtomSwap usa a funcéo swapa para construir o record SwapT. Para tipos onde
ndo aparece atomos( o tipo nat), a unica definicido razoavel de aplicar um swap é
deixar o objeto inalterado.

Definir como aplicar um swap numa expressdo com um tipo funcional néo é tao
complicado assim. Nossa definicdo segue [36] e satisfaz as propriedades no record
SwapT( Se nos permite aplicar um axioma de extensionalidade funcional) :

Variables (A : AtomT).

Variables (X : Set)(XS: SwapT A X)(Y :Set)(YS:SwapT A Y).
Definition func_swap (a b:A)(f: X —=Y):=

fun x=swap YS (a,b) (f (swap XS (a,b) zx)).

Observe que atom swapping permite aos usudrios definir swapping em algum
tipo ndo dependente que habita no sort Set.

Um outro ponto de suma importancia nessa abordagem é a definicio de suporte
finito, cuja idéia é a seguinte : a funcao fornece que, cada atomo ligado, deve sa-
tisfazer uma condicdo nova para binders (FCB) dizendo, que para alguma escolha
suficientemente nova do atomo ligado, o resultado da fung¢do nunca pode conter
que o atomo esta dentro do seu suporte. Essas condigdes asseguram que existe
uma unica familia de funcées suportada finitamente de aridade-indexada que esta
bem definida na classe de a-equivaléncia [36].

Variables (A : AtomT) (X : Set) (S : SwapT A X).
Definition supports (F' : aset A) (x : X) : Prop =
Vab: A a¢F—>b¢F—> swapS (a, )z = =x.
De finition fresh (b : A) (z : X) : Prop :=

JF : aset A, supports F'x Nb ¢ F.

Maiores informacdes podem ser encontradas em [3].

E interessante observar e compreender bem os conceitos relativos a atomos e
swap, que serdao bastante utilizados na especificacdo do calculo )., no préximo
capitulo. Todas as ocorréncias de variaveis de um dado sort sdo representadas
uniformemente usando atomos, um conjunto infinito de objetos com igualdade de-
cidivel. Uma vez caracterizado atomos, precisa-se construir uma defini¢do para
swapping, como um par de atomos em expressoes arbitrarias. Swapping de atomos
é um conceito central em abordagens nominais, haja vista que é facil definir um
método apropriado de swapping de atomos em praticamente qualquer tipo, e da-nos
um meio para especificar quais nomes sdo novos para qualquer tipo. Apresenta-se
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abaixo essa relacéo :

De finition swapa (s : atom A x atom A) (¢ : atom A) =
let (a, b) = sin

1f atom_eqdec _ a c then b

else if atom_eqdec _ b cthen a

else c.

Definicdo de swaps para termos:

swap 1=
[ swap_same :  Vaz,swap (a,a) x =x
swap_invol :  Yabz,swap (a,b)(swap (a,b) x) =x

swap_distrib: Yabcdx,swap (a,b)(swap (c,d) x) =

swap (swapa (a,b) ¢, swapa (a,bd) d)(swap (a,b) x)

e Permutacées sdo listas de swaps. Ex.: [(a,b), (¢, d), (a, )]

Todos esses conceitos e defini¢oes sao utilizados na especificagao do calculo ).,
apresentada no préximo capitulo. E importante notar que a principal vantagem
da utilizacdo da abordagem nominal é permitir uma apresentacdo bem préxima a
realizada em papel e lapis.
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Capitulo 6

Especificacao do Calculo )., em
Coq

As definicoes vistas na secdo sobre o calculo )., estdo implementadas em Coq
seguindo a representacéo abaixo :

Inicialmente, comecamos com uma definicdo da gramatica do \ex:
Variable tmvar : Set.

Inductive tm : Set =

| var : tmvar — tm

| app : tm — tm — tm

| abs : tmvar — tm — tm

| subs : tm — tmvar — tm — tm.

Para defini¢édo do conjunto dos x-termos, foi criado um tipo indutivo [Phi n|, que
representa o conjunto de todos os termos cujas variaveis ligadas tem indice menor
do que [n]. Assim, [Phi 0] corresponde ao conjunto dos termos validos.

Variaveis livres ainda séo representadas usando nomes e substituig¢oes explici-
tas devem ser especificadas utilizando-se nomes para as variaveis, e ndo indices de
deBruijn como é feito para as variaveis ligadas por abstratores.

Inductive Phi : nat — Set =

| pdot : forall (n : nat), Phin

| pfree : forall (n : nat), tmvar — Phin

| ppound : forall (ni : nat), i1 < n — Phin

| papp : forall (n : nat), Phin — Phin — Phin

| plam : forall (n : nat), Phi (Sn) — Phin

| psubst : forall (n : nat), Phi (Sn) — Phin — Phin.
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Baseado na construcéo acima, definimos uma notacéo de alto nivel para os cons-
trutores de termo e tipos :

Definition tm : Set := Phi 0.

De finition tmP = PhiPermR 0.

De finition dot : tm := pdot 0.

Definition var (a : tmvar) : tm := pfree0 a.
De finition app (st : tm) : tm:= papp 0 s t.
De finition lam (a : tmovar) (s : tm) : tm = plam 0 (abs a s).

Definition subst (s : tm) (a : tmwar)(t : tm) : tm = psubst 0 (abs a s) t.

Pode-se formalizar a a-equivaléncia para abstracoes e substituicdes explicitas
da seguinte maneira :

Lemma eq_lam : forall a b s,
“Inb (fvar s) — lamas = lam b (perm tmP [(a, b)] s).

Lemma eq_subst : forall a b st,
“Inb (fvar s) — substast = substb (perm tmP [(a,b)] s) t.

Observa-se no primeiro lema, que se b ndo pentence ao conjunto de variaveis
livres de s, pode-se realizar a permutacédo da variavel ligada a por b, ndo havendo
perda semantica na construgdo, que corresponde a nocdo de a-equivaléncia. A
mesma idéia se aplica ao segundo lema, que permite renomear variaveis ligadas
na susbtituicdo explicita.

O uso da acédo de permutacdo de atomos nos termos nos passa a idéia de uma
formalizacdo aparentemente simples, no entanto requer que tenhamos um rigoroso
cuidado na sua utilizacéo, pois o emprego da técnica de forma incorreta, em inducéo
e recursao a-estrutural, pode gerar problemas sérios no comportamento dessas
construcoes [37].

A definicdo da meta-substituicéo é feita de forma recursiva, como evidenciado a
seguir :

De finition meta_subst : tm — tm :=

ot
(fun xz = if atom_eqdec tmvar x y then s else (var x))
(funss' tt = apps't)
(funztt = lamzxt')
(funzxzss tt = substxzs't)
(add y (fvar s)).

A manipulacédo da operacao de substituicdo explicita se da através de simbolos
e regras de reducio, dentro da sintaxe do sistema, as quais sdo implementadas em
Coq da forma abaixo, estando em consonéancia com o declarado na Figura 3.2 :
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tla/ully/v) =c tly/ollz/u] se y ¢ FV(u) & o ¢ FV(v)

Azxiom equation_C : forall (tuwv:tm) (xy: tmovar),
“Iny (fvaru) — " Inx (fvarv) —
tle [ u] Ty [ o] = 7y | o] " | ul.

Dado trés termos ¢, u e v, e duas variaveis z, y, se y ndo esta no conjunto de va-
riaveis livres de u, e x néo esta no conjunto de variaveis livres de v, entdo aplica-se
a equacao de comutatividade para substituicées independentes.

(A\x.s)t —p s[z/t]

Inductive rule_b : tm — tm — Prop =
reg_rule_b : forall (st : tm) (z : tmwar), rule_b (& x, s)!t) (s [z | t]).

Dado dois termos s e t, e uma variavel x, aplica-se a regra B, que substitui x por
t, na estrutura de s.

z[z/u] —vaer u

Inductive rule_var : tm — tm — Prop =
reg_rule_var : forall (u : tm) (z : tmoar), rule_var ((var x) “[z | u]) u.

Dado um termo u, e uma variavel x, aplica-se a regra Var, que substitui = por u
em z, dando como resultado o termo w.

tlx/u] —ge t se x ¢ FV(t)

Inductive rule_gc : tm — tm — Prop :=
reg_rule_gc : forall (tu : tm) (z : tmvar),” Inx (fvart) — rule_ge (t [z | u]) t.

Dado dois termos ¢ ¢ u, e uma variavel z, se x ndo pertence ao conjunto de va-
riaveis livres de ¢, entédo aplica-se a regra GG¢, dando como resultado o préprio ¢, ou
seja, a substituicdo ndo tem efeito.

(t w)[z/v] = app tlz/v] [z /0]

Inductive rule_app : tm — tm — Prop =
reg_rule_app : forall (tuwv: tm) (x : tmoar),
rule_app ((¢ 1 u) "l [ o) (¢ [0]) ! (u " [ 0])).

Dado trés termos ¢, u e v, e uma variavel x, aplica-se a regra App. Onde aplica-
se a substituicido de = por v no primeiro termo ¢ e no segundo termo, u, ou seja, é
distribuida.
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(Az.8)[y/t] = Lamp Az.5[y/t]

Inductive rule_lamb : tm — tm — Prop :=
reg_rule_lamb : forall (st : tm) (xy : tmovar),
r<>y—>"Inz (fvart) — rule_lamb ((& x, s) [y | t]) (& z, (s [y | t])).

Dado dois termos s, t e duas variaveis x, y. Se x for diferente de y, e x néo
pertencer ao conjunto de variaveis livres de ¢, aplica-se a regra lamb, ocorrendo
apenas a propagacao.

tlz/ully/v] —comp tly/v][z/uly/v]] se y € FV(u)

Inductive rule_comp : tm — tm — Prop =
reg_rule_comp : forall (tuwwv : tm) (xy : tmovar),
r<>y—"Inaz (fvarv) — Iny (fvar u) —

rule_comp ((t "z | u]) "y | v]) ((¢ [y [ v]) "l | (u "y | 0])])-

Dado trés termos ¢,u ¢ v, e duas variaveis z,y. Se y pertence ao conjunto de
variaveis livres de u, aplica-se a regra Comp para substituicdes dependentes.

Com a especificacdo das regras, partimos para definicdo dos sistemas de re-
ducéo, que sao gerados por todas as regras de reescrita vistas acima, onde mostra-
se a aplicacao das regras nos termos, como apresentado abaixo :

Aplicacao das relacoes de reescrita nos termos, de acordo com o sistema ex, que
corresponde a equacédo C' (comutatividade de substituicdes independentes) e as re-
gras Var,Ge, App, Lamb e Comp, onde para todo termo M e N, aplicamos a equacéo
e as regras citadas.

Inductive sistema_ex : tm — tm — Prop =
| rel_rule_var_ex : forall M N : tm, (rule_var M N) — sistema_ex M N
| rel_rule_gc_ex : forall M N : tm, (rule_gc M N) — sistema_ex M N
| rel_rule_app_ex : forall M N : tm, (rule_app M N) — sistema_ex M N
| rel_rule_lamb_ex : forall M N : tm, (rule_lamb M N) — sistema_ex M N
| rel_rule_comp_ex : forall M N : tm, (rule_comp M N) — sistema_ex M N.

Aplicacdo das relacées de reescrita nos termos, de acordo com o sistema Bez,
que corresponde as regras do sistema ex mais a regra Beta, onde para todo termo
M e N, aplicamos as regras citadas.

Inductive sistema_Bex : tm — tm — Prop =
| rel_rule_b_Bex : forall M N : tm, (rule_b M N) — sistema_Bex M N

| rel_sistema_ex : forall M N : tm, (sistema_ex M N)— sistema_Bex M N.

Além da definicdo dos sistemas, vistas acima, faz-se necessario a definicao dos
predicados [rel_ex| e [rel_Bex], que correspondem a nog¢éo de reducgéo de termos, a
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seguir apresentado :

Aplicacdo, sem perda de generalidade, do sistema ex na raiz do termo, e pro-
pagando as reducdes nos termos de acordo com o conjunto dos termos definido na
gramatica do calculo, como por exemplo,na aplicacéo, faz-se a reducéo no termo do
lado esquerdo e direito da aplicacdo, na abstracéo, faz-se a reducdo no termo da
abstracdo e na substituicdo, faz-se a reducio nos dois termos da substituicédo, ou
seja, no primeiro termo(fun) e no argumento da substituicao(arg).

Inductive rel_ex : tm — tm — Prop =

| rel_root_ex : forall (ab:tm), sistema_ex ab— rel_ex ab

| rel_app_l_ex : forall (bl :tm), rel_ex ab— rel_ex (app all) (app bb')

| rel_app_r_ex : forall (abb :tm), rel_ex ab— rel_ex (app b’ a) (app V' b)

| rel_abs_ex : forall (x : tmvar) (ab:tm), rel_ex ab— rel_ex (lam x a) (lam x b)

| rel_subst_fun_ex : forall (abb' :tm) (x : tmvar), rel_ex ab — rel_ex (subst x ab')

(subst z b b')

| rel_subst_arg_ex : forall (abb':tm) (z : tmvar), rel_ex ab — rel_ex (subst z V' a)
(subst x V' b).

Aplicacdo, sem perda de generalidade, do sistema Bex na raiz do termo, e pro-
pagando as reducdes nos termos de acordo com o conjunto dos termos definido na
gramatica do calculo, como por exemplo,na aplicacéo, faz-se a reducéo no termo do
lado esquerdo e direito da aplicacdo, na abstracio, faz-se a reducao no termo da
abstracdo e na substituicdo, faz-se a reducio nos dois termos da substituicéo, ou
seja, no primeiro termo(fun) e no argumento da substituicdo(arg).

Inductive rel_Bex : tm — tm — Prop =

| rel_root_Bex : forall (ab:tm), sistema_Bex ab— rel_Bex ab

| rel_app_l_Bex : forall (a bl :tm), rel_Bex ab— rel_Bex (app ab') (app bl)
| rel_app_r_Bex : forall (a bl :tm), rel_Bex a b— rel_Bex (app b a) (app b’ b)
| rel_abs_Bex : forall (x : tmvar) (ab:tm), rel_Bex a b — rel_Bex (lam x a)

(lam x b)

| rel_subst_fun_Bex : forall (abb' :tm) (x : tmvar), rel_Bex ab — rel_ex (subst x a b’)

(subst x b 1)

| rel_subst_arg_Bex : forall (abb' :tm) (x : tmvar), rel_Bex ab — rel_ex (subst x b a)

(subst x b' D).

Reducéo nos termos em 1 ou mais passos, correspondendo ao fecho transitivo de
[rel_Bex].

Inductive explicit_rel_plus

(R: A—- A — Prop): A —- A — Prop =

| relplus_lstep : forallzy : A, Rxy — explicit_rel_plus Rz y

| relplus_transl : forallzyz : A, Rxy — explicit_rel_plus Ry z —
explicit_rel_plus R x z.
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O fecho reflexivo transitivo da relacéo [rel_Bex].

Inductive explicit_star

(R: A—- A — Prop): A —- A — Prop =

| star_refl : forall x : A, explicit_star R x x

| star_transl : forallzyz : A,

Rxy — explicit_star Ry z — explicit_star R x z.

6.1 Composicionalidade do Calculo )., em Coq

Neste ponto, apds a especificacdo do Calculo )., realizada acima, e em con-
sonancia com a prova da confluéncia realizada no capitulo trés, apresentaremos a
formalizacdo mecéanica dessa prova em Coq, ou melhor, dos principais resultados
alcancados, ressaltando que, devido ser um trabalho nao trivial e desafiador, ape-
nas enfatizaremos os Lemas e definicdes ja provados, ficando as provas pendentes
para trabalhos futuros. Entédo, como ponto de partida, iniciamos com o seguinte
Lema abaixo :

Lemma meta_subst_not_fv : forall (x : tmvar) (N M : tm),
“Inz (fvar M) - M {z:=N} = M.

Refere-se ao primeiro lema apresentado na prova da confluéncia realizada na
subsecdo 3.2, Lema 3.3, dizendo que que se x ndo pertence ao conjunto de variaveis
livres do termo M, entdo a substituicdo ndo tem efeito, dando como resultado o
proéprio termo M. A prova se da por inducdo em ), onde sera expandida em cinco
casos, considerando os cinco construtores definidos na inducéo elaborada na especi-
ficacao do calculo, e nédo a inducao pré-construida de Coq. A prova sera concluida
quando todos os objetivos gerados em cima dos construtores dot, var, app, lam e
subst tiverem sido provados.

A préxima prova diz respeito a composicdo, Lema 3.4 (Composi¢do), mostrando
que as duas equacoes pertencem a mesma classe de equivaléncia :

Lemma meta_subst_composition : forall (xy : tmwvar) (tuv : tm),
r <>y —"Inx (fvarv) —
t{r:=u} {y:=v} =t {y:=v}{r:=u{y :=v}}

A prova se da por inducédo em ¢, desenvolvendo-a com a mesma idéia do Lemma
meta_subst_not_fv, provando os subobjetivos gerados para os construtores men-
cionados acima, e utilizando o resultado anterior para conclusao da prova.

Neste ponto, ja temos material suficiente para apresentar em mais detalhes
uma prova nao trivial do calculo-)\., em Coqg. Como exemplo, apresentamos o lema
da substituicéo :

43



Lemma meta_subst_composition : forall (x y : tmvar)

(tuv: tm),x <>y — 7 In x (fvar v) —
t "{x = u} {y :=v} =t “{y = v} "{x :=u “{y := v}}.
Proof.

e Primeiramente introduzimos as hipéteses, ou seja, variaveis que representam

proposi¢oes no contexto.

intros x y t u v xy xv.

Em seguida aplica-se a inducéo construida na especificacio, gerando os obje-
tivos a serem provados em funcéo dos construtores dot, var, app, lam e subst,
onde dot € um construtor para constantes, var para variaveis, app para apli-
cacoes, lam para abstracoes e subst para a substituicdo explicita.

pattern t; apply tm_induction’.
(* dot *) Para o caso da constante a prova sai de forma simples, bastando

aplicar a tatica abaixo, a qual procura dentro das defini¢ées da especificagdo
algo que se aplica para este caso.

autorewrite with lex; trivial.

(* var *) No caso de var, precisou-se aplicar atom_eqdec, um construtor dentro
do Record AtomT, como apresentado no capitulo cinco, que garante a decidi-
bilidade entre os atomos.

intros z.

case (atom_eqgdec _ z x). case (atom_eqgdec _ z vy).
intros H H’. rewrite H in H’. apply sym_eq in H’.
contradiction.

Neste ponto, ainda dentro do construtor var, utilizamos os seguintes lemas
abaixo, que correspondem a seguinte definicio :

{Lemma meta_subst_var_neq : forall (xy : tmovar) (e tm), © <> y— > (var z)
Ny = e} = (var z).}

{Lemma meta_subst_var_same : forall (xy : tmvar) (e : tm),

y=z—> (vary) {r := e} = e.}

Notar que fizemos uso do lema anteriormente provado, o meta_subst_not_fv.
intros H H’. rewrite meta_subst_var_same; trivial.

rewrite meta_subst_var_neqg; trivial.

rewrite meta_subst_var_same; trivial.

case (atom_eqgdec _ z y). intros H H'.

rewrite meta_subst_var_neq; trivial.

rewrite meta_subst_var_same; trivial.

rewrite meta_subst_not_fv; trivial.
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intros H H’. rewrite meta_subst_var_neq; trivial.

repeat rewrite meta_subst_var_neq; trivial.

(* app *) No caso da aplicacédo, néo foi necessario utilizar nenhum lema adi-
cional, apenas utilizamos as definicoes ja construidas, e aplica-se as hipdteses
de inducéo.

intros s IHs t0O IHtO.
autorewrite with lex.
rewrite IHs; trivial.

rewrite IHtO; trivial.

(* lam *) No caso da abstracao, introduzimos o ezists, a fim de eliminar o
construtor existencial, e em seguida precisa-se provar que a existéncia de um
z que nao faz parte desse conjunto, o que nos leva a nocédo de conjunto suporte
finito, visto na parte tedrica da especificacao.

exists (union (add x (fvar u)) (add y (fvar v))).
intros z z_fresh s IHs.

Aplica-se a tatica destruct_neg_union, definida dentro do médulo sobre pro-
priedades de conjuntos, a fim de dividir a hipétese em duas, ou seja :

" Inz (add x (fvar u)) e”™ In z (add y (fvar v)), e em seguida destruct_neg_add,
para transformar em z <>z e z <> y,emais~ In z (fvar u)e”™ In z (fvar v)

destruct_neg_union z_fresh z_freshl z_fresh2.
destruct_neg_add z_freshl zx zN.

destruct_neg_add z_fresh2 zy zL.

autorewrite with lex.

rewrite IHs; trivial.

Aplica-se a definicdo da meta-substituicdo, no caso da abstracio, ou melhor :
{Theorem meta_subst_lam : forallzyt, x <> y—> Inz (fvars)— >
meta_subst (lam x t) = lam x (meta_subst t).}

rewrite meta_subst_lam; trivial.

intro J.

Neste caso, aplica-se uma definicédo considerando as variaveis livres da meta-
substituicéo :

{Lemma fvar_meta_subst_1 : forall (x : tmvar) (M N : tm),

Subset (fvar (M {z := N})) (union (remove x (fvar M)) (fvar N)).}
assert (J’ := fvar_meta_subst_1 _ _ _ ).
destruct_union J’.

destruct_remove J’ Jl1 J2; contradiction.

contradiction.
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e (* subst *) Na substituicdo explicita, procede-se de forma similar ao caso da
abstracéo (lam).

exists (union (add x (fvar u)) (add y (fvar v))).
intros z z_fresh s IHs t0 IHtO.
destruct_neg_union z_fresh z_freshl z_fresh2.
destruct_neg_add z_freshl zx zN.
destruct_neg_add z_fresh2 zy zL.
autorewrite with lex.
rewrite IHs; trivial.
rewrite IHtO; trivial.
rewrite meta_subst_subst; trivial.
intro J.
assert (J’" := fvar_meta_subst_1 _ _ _
destruct_union J’.
destruct_remove J’ Jl1 J2; contradiction.
contradiction.
Qed.

A seguir, apresentamos o Lema 3.5 (Propriedades basicas), que nos mostra as

reducoes por substituicdo, levando-se em consideracgédo os sistemas ex e \.,. Ele foi
dividido em quatro Lemas, conforme a seguir :

Lemma basic_prop_2_ex : forall x st u,

(s 2ex t) = ((u {z = s}) =g, (u™{z = 1})).

A prova se da por indugdo em u, considerando ex, desenvolvendo-a com a mesma
idéia do meta_subst_composition.

Lemma basic_prop_2_lex : forall x st u,
(s =iea t) = ((u o = s}) =, (uw {z = 1})).

A prova se da por inducgdo em u, considerando .., desenvolvendo-a com a mesma
idéia do meta_subst_composition.

Lemma basic_prop_3_sys_ex : forall z st u,
(s =ert) = ((s {r = u}) =e (t {2 = u})).
Neste caso, foi aplicada a inducdo pré-construida de Coq sobre a reducéo

s —. t, tendo que fazer a prova para todos os subcasos abertos, ou seja, provar
para as regras Var, Gec, App, Lamb e Comp.
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Lemma basic_prop_3_sys_Bex : forall x st u,

(s =gex t) = ((s {x = u}) —=pe (t {2z = u})).

Neste caso, procede-se como no Lema anterior, no entanto, inclui-se mais a
prova da regra B.

Nao finalizamos a parte final do Lema, ou seja, t{z/u} € SNy implica t € SNg,
ficando para trabalhos futuros.

Em seguida, o Lema 3.6 (Composicao Completa para Metatermos), onde a prova
se da por inducédo em ¢, da mesma forma que as anteriores, fazendo uso também do
Lema 3.3 para sua conclusdo. Mostrando que a substituicdo explicita implementa
a implicita.

Lemma full_comp : forall x tu, t [z |u] =5 (¢t {z:=u}).

Com os Lemas acima provados, daremos inicio a uma abordagem bastante inte-
ressante para se chegar a prova completa da confluéncia : a definicdo da pro-
priedade Z, que realiza um mapeamento de termos a termos através da utilizacéao
da funcéo superdesenvolvimento.

A propriedade Z esta definida em Coq da seguinte maneira :

De finition Z_property (R : tm — tm — Prop) =
{f:tm—tm| foralltu : tm, t =, u— (u—, f(t) Nf(t) —, f(u)}.

A funcéo superdesenvolvimento esta feita em Coq de forma recursiva, definida
a seguir :

Definition superdevf_aux (' v’ : tm) : tm — tm :=
tm_rectm
(app t' o)
(funx = appt u')
(funww 22" = appt' )
(funz v v = meta subst x u' v)
(funz v v ww' = appt u)
(union (fvar t') (fvar u')).

De finition superdevf : tm — tm =

(funz = (var x))

(funtt' wu' = (superdevf_aux t' u')t)
(funzxztt = lamzxt))

(funxztt' uu' = meta_subst x u' t')

(
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Foi elaborada uma funcéao superdesenvolvimento auxiliar (superdev f_aux) a fim
de servir de suporte a implementacdo da superdesenvolvimento, pois como pode-
se observar, no caso da aplicacdo, efetua-se a chamada da funcéo auxiliar sobre o
primeiro termo.

A idéia do funcionamento da funcdo é a seguinte : no caso de dot, retorna o
préoprio argumento, quando é uma variavel retorna a proépria variavel, no caso da
aplicacao, considerado o ponto critico, € interessante observar que sobre o primeiro
termo é chamada a funcao auxiliar, pois, quando esse termo nao é uma abstracéo,
ele retorna a propria aplicacdo, conforme verificado nos construtores da funcio
auxiliar, e quando é uma abstracio, retorna a meta-substituicdo. E continuando
na sequéncia dos construtores, no caso da abstracao, propaga, e na substituicdo ex-
plicita, transforma-se na meta-substituicdo, propagando tanto no primeiro termo,
a funcéo, como no segundo, o argumento.

A fim de se chegar a definicdo do primeiro Lema a utilizar a funcédo superdesen-
volvimento, Lema 3.9, precisamos provar antes, varias propriedades inerentes a es-
pecificacdo do Calculo A\, com relacédo a funcdo superdesenvolvimento, como : con-
junto suporte e verificacdo das suas propriedades, tanto da funcdo auxiliar, como
da principal, a fim de constatar que a funcéo esta corretamente definida. Sendo as-
sim, partiremos com as defini¢ées sobre suporte, considerado uma definicéo crucial
nessa abordagem [36]]. A nocao de suporte ja fora passada na secdo sobre légica
nominal, no entanto, é interessante observar sua implementacao em Coq, uma vez
que ndo conseguimos avancar nas provas sem sua definicdo. Segue abaixo os casos
formalizados :

(x) Lemma superdevf_aux_supp_dot : forall t u,

supports tmP (union (fvar t) (fvar uv)) (app t u).

(x) Lemma superdev f_auzr_supp_var : forall t u,
supports (tmvarP "-> tmP) (union (fvart) (fvar u))

(fun x : tmvar => apptu).

(x) Lemma superdevf_aux_supp_app : forall t u,
supports (tmP "->tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP)
(union (fvar t) (fvar w)) (fun____ : tm => apptu).

(x) Lemma superdev f_aux_supp_lam : forall t u,
supports (tmvarP "-> tmP "-> tmP "-> tmP)
(union (fvar t) (fvar u))

(fun (z : tmoar) (vo' @ tm) => meta_subst x u v).
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(x) Lemma superdev f_aux_supp_subst : forall t u,
supports (tmvarP *-> tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP)
(union (fvart) (fvar u))

/

(fun (z : tmoar) (_t _u' @ tm) => appt u).

De forma similar, é feito para funcio superdesenvolvimento :

(x) Lemma superdev f_supp_dot : supports tmP (empty) dot.

(x) Lemma superdev f_supp_var : supports (tmvarP "->tmP) empty

(funz : tmvar => var x).

(x) Lemma superdevf_supp_app :
supports (tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP)
empty (funtt' uwu' : tm => (superdevf_aux t' u't)).

(x) Lemma superdevf_supp_lam :
supports (tmvarP *-> tmP "-> tmP "-> tmP)
empty (fun (z : tmoar) (¢t : tm) => lam x t').

(x) Lemma superdev f_supp_subst :
supports (tmvar P *-> tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP "-> tmP)

empty (fun (z : tmoar) (_t' _u' : tm) => meta_subst x u' t').

Observar que os suportes estdo definidos em conformidade com a definicao dos
construtores da funcdo auxiliar e principal, ficando razoavelmente facil sua com-
preensao.

Apoés a definicdo dos suportes, partimos para verificar se as funcoes foram cor-
retamente definidas, provando as seguintes propriedades :

(x) Lemma superdevf_aux_dot : forall t u,
superdevf_aux t u dot = appt u.

A aplicagao da funcéo em dot, retorna a prépria aplicacgao.

(x) Lemma superdevf_auzx_var : forall xt u,
superdevf_aux t u (var x) = appt u.

A aplicagdo da funcdo em var, retorna a préopria aplicacgao.
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(x) Lemma superdevf_auzx_app : forall t uw z,
superdevf_aux t u (app w z) = appt u.

A aplicacdo da funcdo em app, retorna a prépria aplicacgao.

(x) Lemma superdevf_aux_lam : forall t u x v,
(7 In x (union (fvart) (fvar u)))— >
superdevf_aux t u (lam x v) = meta_subst x u v.

A aplicagdo da funcéo em [am, retorna a meta-substituicao.

(x) Lemma superdevf_auzx_subst : forall t ux v w,
(7 In z (union (fvart) (fvar u))) — >
superdev f_aux t u (subst x wv) = appt u.

A aplicacio da funcédo em subst, retorna a proépria aplicacio.

De forma similar, é feito para funcédo superdesenvolvimento :

(x) Theorem superdevf_dot : superdevf dot = dot.

A aplicacao da funcédo em dot, retorna o préprio dot.

(x) Theorem superdevf_var : forall x, superdevf (var x) = (var x).

A aplicacio da funcédo em var, retorna o préprio var.

(x) Theorem superdevf_app_dot : forall u,
superdevf (app dot w) = app dot (superdevf u).

No caso da aplicacéo, quando o primeiro termo é dot, retorna dot aplicado ao
segundo termo.

(x) Theorem superdevf_app_var : forall x u,
superdevf (app (var x) w) = app (var x) (superdevf ).

No caso da aplicacédo, quando o primeiro termo € var, retorna var aplicado ao
segundo termo.

(x) Theorem superdevf_app_app : forall st u,

superdevf (app (app st) u) = app (superdevf (app st)) (superdevf u).
No caso da aplicacédo, quando o primeiro termo é uma aplicacédo app, retorna
a proépria aplicacdo da funcéo e aplicada ao segundo termo.
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(x) Lemma superdevf_app_subst : forall x st u,
superdevf (app (subst x st) u) = app (superdevf (subst x st)) (superdevf u).

No caso da aplicacdo, quando o primeiro termo é uma substituicdo explicita
subst, retorna a propria aplicacdo da funcéo e aplicada ao segundo termo.

(x) Theorem superdevf_app_lam : forall x v u,
superdevf (app (lam x v) u) = meta_subst x (superdevf u) v.

No caso da aplicacédo, quando o primeiro termo é uma abstracio lam, retorna
a meta-substituicdo, com a funcéo aplicada ao segundo termo, o argumento
da meta.

(x) Theorem superdevf_lam : forall x t,
superdevf (lam x t) = lam x (superdevf t).

No caso da funcéo aplicada a uma abstracao, apenas propaga sobre o termo.

(x) Theorem superdevf_subst : forall x t u,
superdev f (subst x t u) = meta_subst x (superdevf u) (superdevf t).

No caso da funcéo aplicada a substituicéo explicita, retorna a meta-substituicéo,
sendo a funcéo aplicada tanto no primeiro termo (fungéo), como no segundo
(argumento).

Este trabalho est4 em constante desenvolvimento e o cédigo fonte com a especi-
ficacéo e provas encontra-se disponivel em :
http : | Jwww.cic.unb.br /" flavio/msc/lex_con f.tar.gz
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Capitulo 7

Conclusao

A area de verificacdo formal tem crescido rapidamente nos ultimos anos devido
a um grande interesse e importancia de se obter sistemas livres de erros. Isto é
particularmente importante em sistemas de natureza critica, como por exemplo,
no controle de trafego aéreo, monitoramento em UTI de hospitais, sistemas finan-
ceiros, etc.

Com base na garantia de um sistema totalmente correto, propomos realizar a
especificacio do calculo )., em Coq, onde esta formalizacdo mecanica (especificaciao
e provas de propriedades) nos permite uma analise minuciosa do objeto em estudo,
onde todos os detalhes precisam ser considerados. Tal nivel de detalhamento per-
mite a deteccéo e correccio de erros de forma consistente. Dada a crescente com-
plexidade dos sistemas computacionais modernos, torna-se urgente o provimento
de garantias de que tais sistemas sdo corretos e seguros. Tais garantias podem ser
fornecidas via formalizacido mecéanica utilizando légica de ordem superior, que em
nosso caso, utilizou como ferramenta de formalizacéo o assistente de provas Coq.

Antes de partirmos para os estudos da verificacdo mecanica do calculo citado,
realizamos um estudo tedrico sobre o A-Calculo, que além de ser um sistema de re-
escrita de ordem superior, é o primeiro sistema de reescrita desenvolvido do ponto
de vista computacional, considerado o fundamento teérico do paradigma de progra-
macao funcional. Em seguida fornecemos uma visao sobre calculos de substituicoes
explicitas, uma area em que as pesquisas tém evoluido bastante nos dltimos anos
devido a um grande interesse em se poder utilizar formalismos que sejam fiéis ao
A-Calculo, ou seja, preservando todas as propriedades do sistema original.

Introduzimos também, como suporte a nossa implementacao, os principais con-
ceitos e fundamentos da légica nominal, que nos permite a especificacdo da a-
conversao de uma forma natural, e bem préxima a que os tedricos utilizam.

Paralelamente aos estudos da especificacéo, onde foi feita utilizando-se de uma
adaptacio da gramatica de Nominal Reasoning in Coq [3], desenvolvemos a forma-
lizacdo em Coq de lemas e propriedades importantes relativas a estratégia de prova
adota em [27]. De fato, esta prova se baseia em mostrar que o \., satisfaz a pro-
priedade Z [34], o que nos permitiu provar diversos resultados sobre o suporte da
funcéo superdesenvolvimento que exerce um papel central na prova da confluéncia
do A\,
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A partir desse trabalho, podemos estender seus resultados a outros tipos de
calculos. Além disso, uma formalizacdo desse tipo pode ser 1til na construcéo de
sistemas baseados em calculos de substituicdes explicitas, e em particular no A,
onde uma possivel versdo em notacdo de de Bruijn é de particular interesse em
implementacdes reais.
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Apéndice A

Apéndice A. Prova da Confluéncia

Lema A.1. [27] Sejam t,u metatermos. Entdo t°u® —)_ (tu)°.

Prova. Se t° ndo é uma abstracéo, entéo t°u° = (tu)°. Se t° = \,.s, entéo
t°u® = (A\y.5)u” —p s[y/u’] =i, (Lema 3.6) s{y/u’} = (tu)°. 0

Lema A.2. [27] Sejam t,u metatermos. Entdo t°{x/u’} —)  t{x/u}.
Prova. A prova é por inducéo em ¢. Supor t = vw.
e Se v° ndo é uma abstracéo, entao

(o) {a/u} = v {afuhur {a i} =, via/ufwle/u} —3,, (Lema A1)
(o) /u}°

e Se v° = \..r, entdo a IH nos d& v°{z/u’} = (\..r){z/u’} =3 _ v{z/u}® tal que
v{z/u}® = A,.s onde r{z/u’} —3 5. Como consequéncia,

(vw){x/u’} = r{z/w*Hz/u’} =. (Lema 3.4) r{z/u’H{z/w{z/u’}} —3 .
s{z/w{z/u°}} —I>If\{¢ & Lema 3.5) s{z/w{z/u}°} = (v{z/u}w{z/u})® = (vw){z/u}®

O caso t = v[y/w| também usa a hipétese de inducéo e o Lema 3.4. Todos os
outros casos sdo razoavelmente simples. O

Lema A.3. [27] Seja t um metatermo. Entdo t —3 _ t°.

Prova. A prova é por inducédo em ¢. Os casos interessantes sdo os seguintes.

IH
o { =wv: Entdo uwv =) u*v® =3  (Lema A.1) (uv)® = t°.

e t = u[z/v]: Entéo u[z/v] —{{iT u’lz/v°] =5, (Lema 3.6) u’{z/v°}

-1, (Lema A.2) u{x/v}°.
Todos os outros casos sdo razoavelmente simples. 0O
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Lema A.4. [27] Sejam t,u metatermos. Se t —p, u, entdo u —)_t° —) u’.

Obs : A relacédo de reducdo — ) , é gerada pela relagdo de reescrita — ., em que
—p, possui todas as regras de reescrita do —__, exceto a equacao C.

Prova. Por inducdoem t —p, u .

ex?

e Set = \,.r —p; \;s.s = u, onde r —p, s, entdo a propriedade se mantém pela
IH.

Se t = r[x/v] —p: s[x/v] = u, onde r —p, s, entédo

IH
u = slx/v] =3 rlz/v] =) (Lema A.33) r°[x/v°] =], (Lema 3.6)

r{x/v°} =t° _I)}g; s?{x/v°} = s[x/v]° = u®

Se t = v[z/r] —p, v[r/s] = u, onde r —p, s, entdo proceder como no caso
anterior.

IH
e Set=1rv —p, suv=u,onder —p, s, entdo sv =) r°v =) (Lema A.3)

r°v® =3, (Lema A.1) (rv)°

Para segunda parte da afirmacéo existem dois casos :
TH
- Se r° ndo é uma abstracéo, entéo (rv)° = r°v° =3

s°v° =3 (Lema A.1) (sv)°.

-Ser® = \,.w, entdo aIH r° —) s°implica s° = \..q, onde w —} q.
Nés concluimos que (rv)° = w{z/v°} =3 (Lema 3.5) q{z/v°} = (sv)°.

IH
e Set=uvr —p, vs =u,onder —p, s, entdo vs —

vr® =3 (Lema A.3) v°r® =3 _ (Lema A.1) (vr)°.

Para segunda parte da afirmacéao, existem dois casos :

IH
- Se v° ndo é uma abstracao, entdo (vr)° = v°r° =3 v°s° = (vs)°.

exr

IH
- Se v° = \j.w, entdo (vr)° = w{y/r°} =3, & Lema 3.5) w{y/s°} = (vs)° .

e Set = z[x/v] —ve v = u, entdo z[x/v]° = z{z/v°} = v°. Nés concluimos, uma
vez que v —) v° mantém-se pelo Lema A.3.

e Set=r[x/v] =g =u, entdo rjz/v]° = r°{z/v°} = (Lema 3.3) r° .
Nés concluimos, uma vez que r —) 7° mantém-se pelo Lema A.3.
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o Set = (rs)[z/v] —ap r[r/v]|s[z/v] = u, entdo

u —. . (Lema A.3) r°lx/v°]s°[x/v°] =7, (Lema 3.6)
re{x/v°}s{x/v°} = (r°s°){x/v°} =3 (Lema 3.5 & Lema A.1)
(rs)*{z/v°} = (rs)[z/v]” = 1°.

Para segunda parte existem dois casos :

- Se r° ndo é uma abstracéo, entao
t° =r{x/v°}s{x/v°} = rlx/v|°s[x/v]° =) (Lema A1) (rlxz/v]s[z/v])°® = u®

- Se r° = \,.q, entdo r[z/v]° = \,.q{x/v°}, tal que
1 = (rs) /o] = (r)°{2/0°} = a{/s°Ha/v°} = ¢ (Lema 3.4)
{z/v"Hy/s{x/v°}} = qf{x/v°Hy/slz/v]} =
(rfz/v]sle/v])® = u’

o Set = (A\,.1)[z/v] = Lamb A\y.-r[T/V] = u, entdo (\,.r)[z/v]° = N\,r{x/v°}.
Nés temos u = A\,.r[z/v] =3 (Lema A.3) \,.r°[x/v°] =7, (Lema 3.6) \y.r°{x/v°} =
t°=u’

o Set = rz/vlly/w] —comp rly/wllz/vly/w]] = u, entéo
u = rly/wlz/vly/w]] =), (Lema A3) r°ly/w]z/v°[y/w’]] =), . (Lema 3.6 &
Lema 3.5) r°{y/w’ H{x/v*{y/w°}} =. (Lema 3.4) r*{x/v°}{y/w’} =1°

o]

Uma vez que u® = r°{y/w’H{z/v°{y/w’}}, entdo temos t° —3 u°. 0

Lema A.5. [27] Sejam t,u metatermos tal que t =, u. Entdo,

o Ser =, s, entdo t{z/r} =. u{z/s}.

o 1°=, u°.

Prova. Supor ¢t =, u mantém-se em n passos. Ambas as propriedades podem
ser simultdneamente provadas por inducéo no par lexicografico (n,t). 0

Corolario A.6. (Propriedade-Z). Sejam t,u metatermos. Se t —,_, u, entdo u —

o * o
=\, U

[0

Prova. Sejat =, r —p, s =, u. Pelo Lema A4 r —3_ s° —) r°epelo Lema A.5

o __ o o __ o . g * o *
t° =. 1° e s° =, u°. Assim concluimos t —) u° —) t°. O

Corolario A.7. (Confluéncia). A relacdo de reducgdo —_, € confluente nos metater-
mos.
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Teorema A.8. [34/(Z implica Confluéncia) Se — r satisfaz a propriedade Z, entdo
—r € confluente.

Prova. Supor que _° é uma funcéo que satisfaz a propriedade-Z para R.

Definir a°® := a se a é uma forma normal de R, a* := a° o contrario.

Provar que _°* também satisfaz a propriedade-Z para —p .

Se a —p b, entdo b —7, a°—7% b° pela hipétese e a® = a° pelo item (1) tal que
b —% a*. Se b é uma forma normal de R, entéo 0* = b = a° = «® tal que
a® —7% b°. Se b ndo é uma forma normal de R, entdo 0* = b° tal que também

a® =a° —R b =10".
* L[]
Provar que a —7 a°®.

Se a é uma forma normal de R, entdo ¢* = a , assim como feito. Ao contrario,
existe um b tal que a —p5 b, tal que pelo item (2) nos da b —7% a® e assim
a—pa’.

Provar que a —} b implica a® —7 0° .

Por inducéo sobre o nimero n de passos de a para b. Se n=0, entdo a = b e
a® =1°. Sen > 0, entdo a — ¢ —}% b, onde ¢ —} b mantém-se em n-1 passos.
Item (2) e a IH fornece a* —7, ¢* —75 b°.

Concluir confluéncia de —p5 .

Seja t —% tl et —} t2. Nés queremos mostrar que existe um ¢3 tal que
t1 —% t3 e t2 —} t3. Nés procedemos por induc¢éo sobre o nimero n de passos
detat2. Sen =0, entdo ¢t = t2 e tomamos ¢t3 = ¢1 tal como feito. Se n > 0,
entdo t —p u —} t2, com n-1 passos de u para t2. Pelo item (2) u —7, t* e pelo
item (4) t* —7} t1° tal que u —7} t1°. Pelo item (3) t1 —7, t1°. Agora, u —} t1° e
u —7% t2 mantém-se em n-1 passos, entdo fechamos o diagrama pela IH. O
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