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do ser.”

Albert Einstein



Resumo

Utilizamos o formalismo da dinadmica de campos térmicos para introduzir o efeito
de temperatura em estados de superposi¢ao do campo eletromagnético. Introduzimos e
analisamos os efeitos térmicos na estatistica dos estados de superposicao compostos pelos
estados coerentes e estados numero. Adicionada a essa andlise estatistica, obtemos a
distribuicao de probabilidade térmica para a superposicao de dois estados nmero, estados
coerentes e superposicao de estados coerentes e estados nimero. Além disso, mostramos
como a prescricao da DCT apresenta-se pratica na implementacao das contrapartidas

térmicas para os estados do campo eletromagnético quantizado.



Abstract

We use the formalism of the thermal field dynamics (TFD) to introduce the effect
of temperature in states of overlapping of the electromagnetic field. We introduce and
analyze the thermal effect in the statistics of the states of overlapping formed for the
coherent states and states number. Added to this analysis statistics, we get the distribu-
tion of thermal probability for the overlapping of two states number, states coherent and
overlapping of states coherent and states number. Moreover, we show as the formalism
of the TFD is presented practical in the implementation of the thermal counterparts for

the states of the quantized electromagnetic field.
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Introducao

Os efeitos de flutuagoes quanticas e térmicas desempenham um papel crucial em di-
versas situagoes de interesse experimental e teérico. O conceito de "térmico"originalmente
esteve relacionado intrinsecamente & natureza macroscopica. No entanto, desenvolvimen-
tos recentes em teoria quantica de campos tém diminuido a diferenga entre o mundo
macroscopico e microscopico [1,2]. Assim, os efeitos térmicos sao agora estudados no
contexto da fisica fundamental, em particular em fisica de altas energias e cosmologia,
motivando o desenvolvimento da teoria de campos a temperatura finita [3]. Neste con-
texto, primeiramente, surge o formalismo do tempo imaginario de Matsubara [6]. O
método explora a relacao formal existente entre o operador de evolucao temporal, e =7t e
o fator de Boltzmann da mecanica estatistica, e ?, quando o parametro tempo é conti-

nuado analiticamente para o eixo imaginario. A eliminac¢ao do tempo torna o formalismo

de Matsubara intrinsecamente apropriado ao estudo de fenoémenos de equilibrio.

A necessidade de se estudar sistemas fora do equilibrio, onde o tempo real é essencial,
foi uma das razoes que motivaram a formulagao de teorias com tempo real. O mais
antigo deles, introduzido por Schwinger no contexto de integrais de trajetoria, é conhecido
como trajetoria temporal fechada [37]. Outro mais recente foi desenvolvido em 1975 por
Takahashi e Umezawa, conhecido como Dindmica de Campos Térmicos (DCT) [1-4]. Este
formalismo foi elaborado a partir da nogao de espagos vetoriais, mas ¢ ainda equivalente
ao formalismo de Matsubara de tempo imaginario. Contudo, a DCT se diferencia de
outros métodos de termalizagao por descrever a fisica estatistica de campos e particulas
a partir de espagos de Hilbert. Este tltimo é construido a partir de dois ingredientes: (i)
uma duplicacao nos graus de liberdade do sistema original com regras algébricas fisica e
matematicamente bem definidas, as chamadas regras de conjugacao dual(ou til). Dessa
duplicagdo, todo estado |n) no espago de Hilbert H tem um correspondente estado |f) em
H. Uma regra similar é satisfeita pelos operadores: todo operador A agindo em H tem
um operador imagem A agindo em H, e (ii) transformagoes candnicas do tipo Bogoliubov

introduzindo varidveis térmicas.

O célculo da média de um operador A em DCT é escrito como uma forma bilinear de
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maneira a coincidir com a média candnica da mecanica estatistica, ou seja

(4) = (0(B)[Al0(B)) = Tr{Ap},

onde o estado de vacuo térmico |0(5)) é um vetor definido no espago de Hilbert duplicado
com as regras de conjugacao dual. Este vicuo térmico é obtido a partir da aplicacao de
uma transformacdo unitaria U(3) no vacuo duplicado |0,0) = |0) ® |0), conhecida como

transformagao de Bogoliubov [9].

Um dos mais interessantes aspectos da DCT é a possibilidade de se estudar o efeito de
temperatura a partir de uma teoria de representacao de elementos algébricos. E por essas
caracteristicas, tem sido aplicada com pleno sucesso no estudo de diversas propriedades
de estados com muitos fotons, incluindo estados coerentes e comprimidos, dentre outros

[5,7,9].

Estados coerentes foram introduzidos por Schrédinger em 1926 em conexao com o
movimento harmoénico simples de uma particula na mecanica quantica. Entretanto, o
reconhecimento da importancia desses estados se deu a partir de 1963, com os trabalhos
de Glauber [10-12], onde o laser é descrito por uma teoria puramente quantica utilizando
a nocao de coeréncia da radiacao eletromagnética. Um estado coerente é definido a partir
dos operadores de criacao e destruicao que descrevem os modos do campo eletromagnético.

Considerando um modo apenas, este estado pode ser definido como:

@) = D(a)]0), (1)

onde

D(a) = exp {ozaT — oz*a} ,

onde a' e a sdo os operadores de criacao e destruicao de fétons no modo, respectivamente.
De um ponto de vista formal, este resultado é similar ao esquema da DCT, onde no caso

de um modo, a transformacao de Bogoliubov é dada por

U(B) = exp [—H(B) (da - ELTGT)} : (2)

Esta similaridade teérica é o que torna atraente o uso da DCT presente contexto. Este
interesse tem apresentado trabalhos consagrados na literatura como os desenvolvimentos

de Barnett e Knight [21]|, que mostram a praticidade da Dinamica de Campos Térmicos
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aplicada em optica quantica. Os trabalhos de Mann e Revzen [5] introduziram a nogao
de estados coerentes térmicos e analisaram o conceito de incerteza térmica. No entanto,
esses estudos, apresentando forte interesse experimental e tebrico, nao foram ainda con-
duzidos em toda sua plenitude e diversos aspectos do efeito de temperatura permanecem
sem anélise apropriada. Nessa perspectiva, atentamo-nos para o uso a DCT estados de
interesse, tanto pratico como teoérico, em particular em estados de superposicao do campo
eletromagnético quantizado, como por exemplo: superposicao de estados niimero, super-
posicao de estados coerentes [38] e estados niimero. Como um dos intuitos deste trabalho,
faremos um estudo da termalizagao destes estados, sustentados no formalismo da DCT.
Isso inclui a definicao de cada estado termalizado, a caracterizagao explicita da dependén-
cia da distribuicao de probabilidade de fétons com a temperatura, e a analise estatistica

dos mesmos através do fator de Mandel [31].

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 1 sera apresentada um
revisao da DCT, onde definimos as primeiras nogoes que serao importantes para nossos
propositos posteriores. No capitulo 2, realizamos a quantizagao do campo eletromagnético
e introduziremos os estados coerentes, bem como algumas de suas propriedades. Por fim,
introduzimos o fator de Mandel e os estados coerentes térmicos, baseados na referécia [21].
No capitulo 3 analisaremos o estado de superposicao entre o estado coerente e o estado
nimero. Esta analise serd realizada inicialmente a temperatura nula, posteriormente
inseriremos as variaveis térmicas via DCT e investigaremos a estatistica desses estados
através do fator de Mandel, o que ainda nao foi discutido na literatura. No capitulo 4
encontraremos a distribui¢ao de probabilidade térmica de fétons na superposicao de dois
estados ntmero e para os estados propostos no capitulo 3. Finalmente, no capitulo 5

apresentamos as conclusoes e perspectivas e as referéncias bibliogréficas.
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1 Dindmica de Campos Térmaicos

Existem diversos formalismos para se introduzir temperatura em teorias de campos.
Aqui, em particular, apresentaremos o formalismo desenvolvido inicialmente por Umezawa
e Takahashi [4,9,14] conhecido como Dindmica de Campos Térmicos (DCT), que consiste
basicamente na construcao de uma dinamica para campos termalizados, na qual o vacuo
depende da temperatura de tal forma que o valor esperado de uma varidavel dinamica é a

sua média estatistica no ensemble canodnico.

1.1 Introducao ao formalismo

Em mecanica estatistica do equilibrio, a média de um observavel A no ensemble

canonico é definido como
(A) = Z(3) ' Tr {e A}, (1.1)
onde Tr indica o trago, H o hamiltoniano do sistema e Z(3) a fungao parti¢ao, dada por
Z(8)=Tr{e "}, (1.2)

com 3 = 1/kgT, onde kg é a constante de Boltzman e T a temperatura. Usando como

base os autoestados |n) de H
Hin) = Eyln), (13)
com (n|m) = 6y, temos que

(A) = Z(B)*S e P (n] Aln). (1.4)

A proposta essencial da DCT é substituir a média estatistica de um operador A pelo

valor esperado deste operador num estado térmico |0(5)) definido sobre um espago de
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Hilbert devidamente construido. Assim sendo,

(4) = (0(B)AI0(B) = Z(8)" 3" e % (n] Aln). (1.5)

Escrevendo |0(/)) na base ntimero

Z [n)(n]0(3 Z a5 (1.6)

temos
(0(B)|Alo(s Zf B)(n|Ajm). (1.7)
De (1.7) e (1.5) obtemos,

L33 fn(B) = Z(B) e b . (1.8)

No entanto, a relagdo (1.8) nao pode ser satisfeita, pois sabemos que f,(3) sdo
numeros. Contudo, esta relacao assemelha-se a uma relacao de ortogonalidade. Dessa
forma, se introduzirmos outro sistema idéntico através da duplicacao do espago de Hilbert
original, poderemos satisfazer a equagao (1.8). Para fazer isso, realizamos o produto di-
reto do espaco original e um sistema ficticio idéntico, chamado sistema til, de tal forma

que a média estatistica seja satisfeita.

A caracterizacao do sistema dual (til) sera descrita através das seguintes relagoes

[4,14]:

(AA)” = AA;,

(cA; + A)~ = A+ A, (1.9)
(4™ = 4,
(4)" = A

Estas propriedades sao chamadas de regras de conjugacao til. O sistema dual é descrito

pelo Hamiltoniano H e seus autoestados |71),
H|n) = E,|n) (1.10)

e (Mm|n) = dmn, onde os autovalores E,, sdo, por definigao, iguais aos da rela¢ao (1.3).



17
O estado |0(3)), torna-se

an )|n, i) (1.11)

onde |n,n) = |n) ® |n). Temos assim que

mmmwm>:§3mmmwmmem>

=:Zf B){nl Afm) by
= Z Fa(B) fa(B)(n]Alm), (1.12)
e conseqiientemente
Fa(0) fa(B) = Z(B) " te PPn, (1.13)
que tem como solugio
fa(B) = Z(8)V2e /2, (1.14)

Desta maneira, |0(3)) assume a seguinte forma

008)) = Z(8)"/2 32 P52 ). (1.15)

n=0

O estado |0(3)) € entdo definido no espago de Hilbert duplicado.

Nas proximas segoes, construiremos |0((3)) para situagoes particulares.

1.1.1 Oscilador Bosoénico em DCT

Vamos agora detalhar o formalismo da DCT através de um exemplo simples. Consi-

deremos o sistema descrito pelo Hamiltoniano
H = wa'a, (1.16)

onde a e a' sdo os operadores de destruicao e criacao respectivamente. Vamos considerar

por enquanto h = 1. Estes operadores satisfazem a seguinte algebra,

[a,al] =1, (1.17)
[a',a'] = [a,a] = 0. (1.18)
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Os autoestados e os autovalores de H sao definidos por

H|n) = nw|n), (1.19)

) = Vnjn—1), (1.20)
a'ln) = Vn+1n+1), (1.21)
) = 0, (1.22)
) = ) (1.23)

= m ‘O>>

onde |0) é definido como sendo o estado de menor energia possivel. O operador nimero

N é definido por

N = aTa,

e satisfaz a equacao de autovalor
N|n) = nln).

Os autovalores de NV, os inteiros nao-negativos determinam os niveis energia do oscilador,
com autovalores nw. No caso do campo eletromagnético, |n) representa um estado com n

fotons em um modo especifico.

No sentido de construir o formalismo da Dindmica de Campos Térmicos para tal
sistema, devemos realizar uma duplicagao dos graus de liberdade seguindo as regras de

conjugacdo dual, isto é, os operadores a' e @ devem ser introduzidos. Assim,
H = wa'a, (1.24)
onde os operadores @ e a' satisfazem as seguintes regras

[a,a] =1, (1.25)
[a,a) = [a',a'] = 0. (1.26)

Assumimos ainda que todas as variaveis complementares do sistema real (sem til) comu-

tam com as variaveis do sistema ficticio, ou seja,

[a,d] = [aT,aT} = [a,eﬂ = [aT,a} =0.
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O estado térmico |0(3)) ¢ obtido da seguinte forma

0(B) = z(p)"? ieﬁ”‘”\n,m (1.27)
00 a]‘ n CNLT n 5
= Z(p)~? ;)e_ﬁmm (51!))1/2 (55/!))1/2 0, 0). (1.28)

A funcao de particao para este sistema é obtida exigindo a ortonormalizacao do estado

10(5))

o0

(03)[08)) = Z(B)™" 3 (m, me” ) 2n, 7) (1.29)

= Z(B) P> e AmRs S (1.30)

= Z(B)'> e hen, (1.31)

Com auxilio da condigdo de normalizagao, (0(5)|0(5)) = 1, e a expansao da série ge-
ométrica = Z 2", encontramos,

- n=0
200) = 1—— (1.32)
1 — e B’ '

A expressao para |0(f)) torna-se finalmente

efﬂwn/Q

o) = (1-e)” 3 (at)" @0, 0). (1.33)

|
n—0 n.

Observamos que muitos célculos podem ser simplificados se a equagao (1.33) for escrita
como uma transformagao unitaria, na forma [0(3)) = U()|0, 0), onde U(3) é um operador

unitario. Na préxima sub-se¢ao veremos como isso pode ser realizado.

1.1.2 Transformacao de Bogoliubov

Mostraremos agora que o estado de vacuo térmico |0(3)) pode ser obtido do estado
de véacuo duplicado |0,(~)) em 17" = 0 por uma transformacao unitaria, conhecida como
transformagao de Bogoliubov. Nesse sentido, observamos que a soma na expressao (1.33)

é a expansao da expressao

10(3)) = (1 — e )2 exp(e=™/?ata")|0, 0). (1.34)
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Este resultado pode ser expresso através de uma tnica exponencial, tal como um operador

unitario. Para isso, definimos as fungoes hiperbolicas

1

cosh 0(B) =u(B) = Nir= (1.35)
g AW/
sinh 0(5) =v(B) = /67 (1.36)

V1 — e B

De acordo com as relagoes (1.35) e (1.36) a expressao (1.34) pode ser escrita como
0(3)) = cosh™" (g)e" *P'%]0,0), (1.37)

que pode ainda ser escrita como

|0(6)> _ etanh@(ﬁ)cﬁaﬂL eln(cosh71 9(6))6— In(cosh 9(5))&Td|0’ (~)>

6tanh(@)aff[ffe— In(cosh 6'(,8))6— In cosh 9([9)(&T&)6— In(cosh 9(6))aTa|O’ 6>

— etanh@(ﬁ)afdfeflncosh@(ﬁ)(d*&+afa+1)|O7 6>

_ etanh 0(6)aTZLTe— Incosh 6(B)(aat+a'a) etanh 0(8)(—aa) ‘O, 6>’ (138)

onde usamos a relagao de comutacao

a,af] =1,

10,0) = €°[0,0) = /@30, 0),
em que f(6) é uma funcdo arbitraria de . Usando a identidade
6T(A+B) — 6tanh(T)B€ln COSh(T)Cetal’lh(T)B

: (1.39)

e fazendo as identificagoes:

A = —aa
B = da
C = [AB]=—-aai' —ad'a
T = 0(9),

podemos escrever a equagao (1.37) como

0(8)) = e7*“®]0,0), (1.40)



onde
G(B) = —i0(B) (aa — a'a').

A transformacao U(3) = e~¢
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(1.41)

(%) ¢ denominada transformacao de Bogoliubov e trans-

forma o vacuo duplicado nao-térmico no estado térmico |0(/3)), no sentido da equagao

0(8)) = U(8)]0,0).

1.1.3 Operadores Térmicos

Usando U(f3) definimos os seguintes operadores térmicos

a() = U(BaUB),
a'(B) = UB'UB),
a(f) = U(Bau(p),
a'(8) = UP)a'v(@)

Usando a identidade

e B AP = A+ (—i)[B,A] + (=0 [B[B, A]] + ...

2!
e as relagoes de comutacao
G.a] = —if(B)d’,
G.af] = —io(B)a,
G.al] = —i6(B)a,

obtemos

= a- 1, (G.a] + (2), (G, [Gal] - (3), G161 alll + Sj
_ (20O (32 OO
(T;O (2n)! > <n:o (2n + 1)!>

= coshf(B)a — sinh 0(3)a’
= u(Ba - v(B)a,

(1.42)

(1.47)

(1.48)



22

1 . i)? . i)3 _ (i) .
= a-5[G.a+ (2, G, [G,a]] — (3), (G.1G, (G alll + = (GGG Gy all) + -
(S 0)) . [ PB) Y
- () (Emem)
= coshf(B)a — sinh §(3)a’
= u(f)a—v(B)a', (1.49)
e as respectivas relacoes para a'(3) e a'(3):
a'(8) = u(B)a" - v(B)a,
i(8) = u(P)i' — v(B)a
Em suma, os operadores térmicos sao escritos como
a(B) = u(B)a—wv(B)al, (1.51)
a(8) = u(B)a—wv(B)a', (1.52)
a'(8) = wu(B)a" —v()a, (1.53)
a'(B) = w(B)a' —v(B)a, (1.54)

onde u(f) e v(3) sao dados pelas expressoes (1.35) e (1.36) respectivamente.

Como a transformacao de Bogoliubov é unitaria, os operadores térmicos satisfazem

as seguintes regras de comutagao

[a(8),a'(B)] = 1, (1.55)
[a(g),a'(B)] = 1, (1.56)

com todas as outras relagoes de comutagao sendo nulas.

O operador aniquilagao transformado a(3) destrdi estado térmico |O(/3)),

a(B)[0(B)) = 0. (1.57)

De forma similar
a(0)[0(8)) = 0. (1.58)

Nesse sentido |0(3)) ¢ um estado de vécuo puro para os operadores térmicos e um estado

térmico para os operadores nao-térmicos.
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Os operadores nao-térmicos sao obtidos em fungao dos térmicos invertendo as equagoes
(1.51-1.54),

a = u(B)a(B) +v(B)a'(B), (1.59)
a = u(B)a(B) + v(B)a'(8), (1.60)
a' = u(B)a'(B) + v(B)a(s), (1.61)
i = u(B)a'(8) + v(B)a(B) (1.62)

Podemos agora obter o valor médio do operador niimero N = afa com ajuda de (1.59)
e (1.61):

(N) = (0(8)la'al0(8)) (1.63)
= {0(D)[[u(B)a’(B) + v(B)a(B)][u(B)a(B) + v(B)a'(8)]|0(8))
- &(ﬁ):eﬁwl_l, (1.64)

que ¢ a distribuicao de Max Planck, como esperado.

1.1.4 Oscilador Fermionico em DCT

Um oscilador fermionico é um sistema definido pelo seguinte Hamiltoniano
H = wa'a, (1.65)
onde os operadores a' a satisfazem a seguinte algebra
{a,a'} =1, (1.66)
{a',a'} = {a,a} =0, (1.67)
onde {A, B} = AB + BA é o anti-comutador. Analogamente ao caso bosonico tomamos
N|n) = n|n), (1.68)

com N = a'a. Usando as equacoes (1.66) e (1.67) e o fato de (n|n) = 1, podemos mostrar
que n=0,1. Da mesma forma temos que, al0) = 0, a|l) = |0), a'|0) = [1), af[1) = 0.

Assim, o espago de Hilbert ¢ composto somente por dois vetores : |0) e [1).
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A equagao de autovalor para o hamiltoniano do sistema resulta em

HI0) = 0,
HIL) = w|l).

Agora, para construirmos a DCT deste sistema, realizamos a duplicagdo dos graus de

liberdade introduzindo os operadores til, satisfazendo & mesma algebra que os operadores

originais
{a,a'} =1, (1.69)
{a,a"} = {a,a} = 0. (1.70)

Portanto,
0@8) = 2723 e i) (17)
= Z(ﬁ)‘m(nl:j— e Patat)o,0). (1.72)

Da condi¢ao de normalizagao do estado |0(3)) resulta que
Z(B) =14 e, (1.73)
Assim,

10(8)) = (14 e )~ V2(1 4 e /24110, 0). (1.74)

De forma semelhante ao caso anterior, o estado |0((3)) pode ser obtido do vacuo

duplicado através da transformacao de Bogoliubov U(/3) isto é

0(8)) = U(B)|0,0)
= ¢ 1630, 0), (1.75)

G(8) = —i0(8)(aa — ala").

De fato, expandido a exponencial, a relagao (1.75) pode ser reescrita como

1
m!

D) = 3= —=i0(3) aa - 'ah"10.0). (1.76)

Usando as relagoes (1.66-1.70) e as identidades (af)™]0,0) = (a")™|0,0) = 0 para m > 1,



os termos da expansdo em (1.76) resultaram nas seguintes relagoes

(aa_dTaT)%”‘O’(» - <_1)m|076>7
(aa — a'a’)®*10,0) = (=1)""'alal|0,0).

Logo, o estado |0(3)) é dado por
0(B)) = {cos 6(B) + sin 8(3)a'a’}|0,0).
onde

cos 0(3) = (1+e )12 =),
sin 0(3) = (1+e™)V2 =v(p),

a relagao (1.79) resulta na expressao (1.74).

1.1.5 Operadores Térmicos

Intrduzimos os operadores térmicos através da transformacao de Bogoliubov,

a(B) = U(B)aU(B),
a'(8) = UP)UB),
a(f) = U(Bau(p),
a'(p) = U@a'v(B)".
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(1.79)

Seguindo o mesmo procedimento realizado para o oscilador bosénico, mostraremos como

expressar os operadores térmicos em termos das fungoes u(3) e v(3) definidas na subsegao

acima (1.80-1.81). Assim, para o operador térmico a(f3) temos

Usando a identidade

e P AP = A+ (—i)[B, A] + (=) [B[B,A]] + ...,

2!
fazendo A = a, B = (G e utilizando as relagoes de comutagao
[G,a] = —ib(B)a,
G.af] = ib(B)a,

(1.86)



obtemos

a(B) = u(Ba—v(B)a,

onde u(f) e v(B3) sao dados pelas equagoes (1.80) e

(1.81).

26

(1.87)

Usando as regras de conjugacao til para férmions e seus respectivos conjugados her-

mitianos podemos obter da relacao (1.87) as seguintes igualdades

I
£
=
N
=
E
@

=
2
=

Procedendo de maneira semelhante ao caso bosonico, obtemos o valor médio do operador

numero N = a'a:

(B)110(5))

(N) = (0(8)]a'al0(5))
= {0(8)|[u(B)a’(B) + v(B)a(B)]
[u(B)a(B) + v(B)al
= v*(8),
e usando a equagao (1.81): X
(N) = 1+ efw’

que é a distribuigao de Fermi-Dirac para potencial quimico nulo (u

(1.95)

(1.96)

~0).
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1.2 Relacao entre o vacuo térmico e a Matriz Densidade

A relagao entre o estado [0(3)) e a matriz densidade ¢ obtida a partir da defini¢do do

vacuo térmico:

DO = g e )
1 — _pH/2| =
— [Zw)]mnz:%e BHI2|n, i)

1 (o]
— e Y )
e n,n
[Z()]'/2 nZ::o
= P2 |n,) (L.97)
n=0
onde a mtriz densidade é dada por
e PH
p= 70 (1.98)

Definindo |I) = 3 |n,n), escrevemos
0(8)) = p'/211).

A média de um operador A é entao dada por

(O(B)|Al0(B)) = (I[pM/2Ap'2|T)
= Y (m,m|p"2Ap*?|n, tilden)

m,n

= > (m|p"?Ap' 2 |n)d,

m,n

= > (ml|p"2Ap" 2 |m)

m

- Tr {pﬂ/zApl/Q}
= Tr{pA},

com p = pit/2pl/2,

Um outro resultado importante é o calculo da distribuicao de probabilidade, dada por

|(m, m|0(B))]?. Calculando sua amplitude, temos

(.m0 = G Y

1
= —— ¢ FEmn/2

Z(B)'?



A probabilidade é desse modo dada por

Py = [{m,m|0(B))]* =

Esse resultados serao generalizados no capitulo 3.

28
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2 FEstados Coerentes

Neste capitulo iremos realizar por completude uma breve revisao de estados do campo
eletromagnético. Primeiro, introduziremos a quantizagao canoénica. Posteriormente, ap-
resentaremos os estados coerentes e estudaremos os efeitos de temperatura associado a
coeréncia utilizando a aboradagem da Dinamica de Campos Térmicos. Esta revisao é

baseada nas referéncias (8, 18] e [32].

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Em um cavidade refletora podem existir infinitos modos normais de vibracao das
ondas estacionérias e o campo eletromagnético pode ser expandido em termos desses
modos. Utilizando as equacoes de Maxwell pode-se mostrar que cada termo da expansao
obedece as equagoes diferenciais de osciladores harmonicos, cada um vibrando com a

mesma freqiiéncia do modo normal da cavidade.

Na auséncia de fontes, o campo eletromagnético é descrito pelas equagoes de Maxwell
dadas por [34]

VB = 0, (2.1)
OB

VxE = - (2.2)

V-D = 0 (2.3)
oD

H = ——— 2.4

v x = (24)

com B = pyoH, D = ¢E onde ¢, e pg sao, respectivamente, a permissividade elétrica
do vacuo e a permeabilidade magnética no vacuo. O campo B(r,t) pode ser escrito em
termos do potencial vetor A(r,t)

B=VxA. (2.5)
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Substituindo a equagao (2.5) em (2.2)obtemos

OA HA
VXE:—VX& avxF+aJ:Q (2.6)

o que implica que E + % é o gradiente de uma funcao, que denotamos por —V. Dessa

forma temos que
0A

E=-VV+
VV o

onde V' é o potencial elétrico. Dessa forma, as equagoes sao invariantes por transformacoes

de calibre, definidas por

A— A + Ve

V-V = %

ot

A forma do potencial vetor A e escalar V' envolve entao um grau de arbitrariedade,
ligado a escolha de calibre. Em particular, é sempre possivel escolher o potencial vetor A
de modo que V - A = 0 (calibre de Coulomb). Na auséncia de cargas V' = 0, temos que

0A

E=-—2—.
ot

(2.7)

Substituindo a equagao (2.5) na equagao (2.4) encontramos que o potencial vetor A(r,t)

satisfaz a uma equacao de onda

1 9*A(r)
VQA(I‘,t) = g {%2 .

(2.8)

E conveniente primeiramente discretizar os modos de propagacao do campo, inserindo-o
numa cavidade cibica de aresta L e tomando condi¢oes de contorno periddicas. Ao final
dos céalculos fazemos L — oo, caracterizando o campo livre. A expansao em série de
Fourier do campo seré realizada em termos de um conjuto discreto de fungoes, os modos

normais, ortogonais u(r), isto é

A =53 () atuo 2.9

= \|wkleo

onde os ¢ sao coeficientes que se tornarao operadores quando o campo for quantizado,

satisfazendo regras de comutacao especificas.

Substituindo a equagao (2.9) em (2.8) verifica-se que cada modo k satisfaz as equagoes

2

Viu,(r) = i%uk(r) (2.10)
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620k(t)

5 +wicy(t), (2.11)

com wy representando a frequéncia de cada modo do campo eletromagnético. O sinal
+ nas equagoes (2.10) e (2.11) é eliminado, pois as condigdes de contorno exigem que o
campo eletromagnético seja limitado (a solugao das equagoes com sinal 4+ divergem). Na

equagao (2.11), ¢ (t) tem a forma
cr(t) = ape” "t 4 bkt (2.12)
Por sua vez, as solugbes da equagao (2.10) tém a forma
uy(r) = L¥2¢eKT, (2.13)

em que o termo ¢ é o vetor polarizacao.

Pode-se verificar da equagao (2.13) que ug(r) = u*,(r), e que estas fungoes formam

um conjunto completo, ou seja,

7§V u* (r)u (r)dr = S, (2.14)

onde V' é a regido no interior da cavidade. Substituindo a expressao (2.12) na equagao
(2.9) obtém-se,

r,t i <|Wk|€0> k(r)age ™ + bruy(r)e™r]. (2.15)

Como A(r,t) é real temos ajuj(r) = byug(r) e

1= ) )
A, t) == R [ug, (1) age ™ + al uf(r)e™+). (2.16)
2 k=0 |wk’€0

Utilizando essa expressao na equagao (2.5) e na expressao (2.7), encontramos

1 © h 1/2 . —1 * ]
E = ) > <‘wk’60> Wy, [_akuk(r)e Rt 4 azuk(r)e“"’“t} (2.17)
k=0
1/2 ' '
ht Z (!wk\60> [akv X ug(r)e ™ + afV x uZ(r)e“‘”"t} . (2.18)

A quantizacao do campo é feita substituindo aj e aj por operadores mutuamente

adjuntos ay e aL. Uma vez que fotons sao bosons, as relagoes de comutagao apropriadas
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para tais operadores sao dadas por

lak, ap] = |a}, al.| =0, (2.19)

{ak, CL};/} = 6kk’- (220)

O Hamiltoniamo do campo eletromagnético é dado por
1 2 2
H= 5/(EOE + o H?)dr. (2.21)

Substituindo (2.17) e usando (2.18) na forma quantizada, temos
H =Y hlw (akak + 2) : (2.22)
k

Portanto, o campo eletromagnético é equivalente a um conjunto de osciladores harmonicos

independentes.

2.2 Definicao de Estados Coerentes

Introduzido por Glauber [10-12| e Sudarshan [13], os estados coerentes possuem o
nimero de fétons indefinido, mas, uma fase razoavelmente definida. Estes estados sao

definidos como auto-estados do operador de aniquilacao de fétons, isto é

ala) = ala). (2.23)

Fazendo uma expansao do estado |«) na base ntimero |n), tem-se

a) = i In) (nfa)

[e.o]

= z_:ocn(ozﬂn), (2.24)
onde
cn(a) = (n|a). (2.25)

Substituindo a relagao (2.24) na (2.23) encontramos

i)cnﬂ(awn Fijn) = ioacnm)rm, (2.26)



e multiplicando ambos os lados de (2.26) por (m/:

i} Cni1(@)Vn + 1{m|n) = Z acy(a

Usando a condigao de ortonormalidade dos estados niimero, obtemos

Cn+1(a) = \/n——l—lcn(a)’
de onde temos
ala) = ﬁco(a),
cla) = Ecl(a),
c3(a) = iCQ(CV),

&

e assim por diante. Conclui-se que

A equagao (2.24) pode ser escrita como

a) = cola) i j%m

O coeficiente co(a) pode ser obtido pela condi¢do de normalizagdo do estado |a):

[ee] *1M n
(ale) = Ja@)) > ==
nimeo min!

- ()P 3 15

= eo(@)Pel™" =1,

o que nos da

)(m|n).

(m[n)
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(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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A distribuicao de probabilidade de bodsons no estado coerente é obtida usando a

equagao (2.33),

P(n) = [(n|a)]*

= —eof (2.35)
n:

que é uma distribuicao de Poisson, ou seja, o niimero de bésons num estado coerente nao
é definido.

Podemos fazer outra descricao possivel para o estado coerente utilizando do operador

deslocamento de Glauber D(«), definido por
) = D(a)]0), (2.36)

onde
D(a) = eloa' =), (2.37)

Percebemos que os estados coerentes sao formas deslocadas do estado de vacuo do os-
cilador, pela atuagao do operador D(«). Ambas descri¢oes sao equivalentes, para mostra-

lo, usamos a identidade
eAtB = 71/2AABlALB (2.38)

que ¢ valida quando [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Tomando A = aal e B = —a*a e a
definigao (2.37), obtemos
D(a) = e 3lof glaal) o(—a*a), (2.39)

Substituindo esta tltima na equagao (2.36), encontramos

@) = e HoF o) t=aa g

(ar)?

_ —Llal? (aah) o
= e 21%e¢ 1—a"a+ 5

a®+...||0)

= 6_%|a|26(aaT)|O>
o an

— ezl nz::O \/ﬂ’n% (2.40)

que é exatamente a equagao (2.34).
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2.3 Propriedades dos Estados Coerentes

2.3.1 Ortogonalidade

Para verificarmos a ortogonalidade dos estados coerentes, temos que analisar a pro-

jecao de um estado coerente, |a), em outro, |3)

(a|B) = e~3(lal*=181) i %(, m|n). (2.41)

e usando a ortogonalidade dos estados nimero, temos

(alf) = e—%<la\2—|ﬁ\2>§: (e B)"

—~  nl
— o s(@BHalP=|B?) _ o B)? = o~ la—B? (2.42)

A superposicao de quaisquer dois estados anula-se rapidamente com a separacao de suas
amplitudes no plano complexo. De forma que, estados com valores de a e [ muito

diferentes sao aproximadamente ortogonais.

2.3.2 Relacao de Completeza

Para mostrarmos que o estado coerente forma um base completa, devemos calcular a

integral [|a)(ald*a. Usando a equagao (2.34) temos

/ ) (a|d*a = Zo’jn'_m' e ()" (a")"d*ar. (2.43)

Escrevendo
a = re?,
da = d(Re{a})d(Im{a}) = dxdy = rdrd®, (2.44)
encontramos
2 - ‘n><m’ T —r2_(m+n) 7 —i(m—n)0
/|Oz><a\d a = > /e r Tdr/e de. (2.45)
nmeo Vnlm! : ;

Utilizando a relagao

27
/ e~ =109 — 9rs
0
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temos

| 2
/|0z><a|d2oz = Z 5nm mpmEn) e dy
n,m=0 v n'

— Z ’n n’ e—r 2n
0

|
n=0 n:

Fazendo uma mudanca de variavel de integracao z = r? e a identidade

o0

/e’zz”dz =nl,

0

finalmente encontramos

[Ioala = =3 nn

= .
Enfim, podemos escrever a relagao de supercompleteza para o estado coerente
1 2
- / a)(a|da = 1, (2.46)
T

onde 1 é o operador identidade.

2.3.3 Relacao de Incerteza

O principio da incerteza de Heisenberg estabelece que medidas simultaneas dos valores

médios dos operadores X e P no estado [¢) s@o tais que

(AX)y,(AP)y >

DO | St

(2.47)

(AX)y e (AP)y sao as variancias dos operadores respectivamente. Podemos construir o-
peradores que satisfazem & mesma relacao de incerteza que X e P utilizando os operadores

a e CLT, Ccomo segue

X = (a+a) (2.48)

P=—i mwh (a — aT) : (2.49)



Os valores médios destes operadores no estado coerente |«) sao dados por

(Ko = |f5tol(a+a') o)
I
= \/%ZRe(a)

mwh

(Pla = —iy[—5—(l (a—a')la)
— —¢W21m(a).
Do mesmo modo encontramos:
(X0 = 5—{al (a—a")’|a)
= 2;;[(23604)%1]
(Pl = ("0 (a ') fo)
= o 1+ (2lma))].

Dessa forma, usando

[(AA)y]* = (A%)y — [(A)y]",

encontramos
2 2 2 h
(AX)a]* = (X%)a = (X)) = 5.
2 2 2 mwh
[(AP>a] = <P >a_[<P>a] :?7
e portanto
_ h
T2

O que mostra que o estado coerente é um estado de minima incerteza.
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(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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2.4 Fator de Mandel

Para estudarmos a natureza estatistica de fétons de um determinado estado, intro-

duzimos o fator de Mandel, que para um estado [i) é definido por

(AR)g — ()

Q= (1)

(2.56)
onde
12 £ 2 £\2
(AR, = (A7) — (R)y (2.57)
é a variancia de n.
Dizemos que um estado possui estatistica sub-Poissoniana quando () < 0, Poissoniana
quando Q = 0 e super-Poissoniana se () > 0. Apenas estados nao-classicos apresentam
estatistica sub-Poissoniana [16]. Além disso, nota-se que Q > —1. Consideremos dois

exemplos simples. Para o estado coerente, o fator de Mandel é dado por

o + |af* — |af* — |o*

QR = a2
= 0, (2.58)

logo o estado coerente tem estatistica Poissoniana. Para o estado ntimero, o fator de

Mandel é dado por

= 1, (2.59)

logo o estado niimero é um estado puramente quantico.

2.5 Estados Coerentes Térmicos

Analisaremos agora o efeito da temperatura associado sobre os estados coerentes.
Para isso, seguiremos as referéncias [21]| e [8], que estudaram o efeito de temperatura
em estados coerentes utilizando a Dinamica de Campos Térmicos. Neste capitulo e nos
proximos, estaremos usando a sguinte notagao em que 5 = 1/kgT, onde kp é a constante

de Boltzman e T a temperatura.

Dado um estado coerente expresso pela equagao (2.36), o estado coerente térmico é
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dado por
B;0:a) = D(a,a;8)[0(83)), (2.60)
onde
D(a,a:8) = el @-a'ad)]foa)-a%a(s)]
= D(a; B)D(a; ). (2.61)

a(B)|Bre, @) = afB;a,a), (2.62)
a(@)|Ba,a) = af|B;a,a). (2.63)

Seguiremos a seguinte notagao para o adjunto de qualquer estado térmico

(16 oz,<z~5>)T = (¢,; ], (2.64)

onde as variaveis do espaco dual sao maracadas pelo simbolo til, o sistema real por nao-til
e ﬁ = 1/kaT

A média do operador niimero N = a'a no estado termalizado é dada por

(@,0; BIN|B; 0, a) = (@, a;BlalalB; a,a)

= (@, a; 8|[u(B)a’(8) +v(B)a(s)]

x [u(B)a(B) +v(B)a (8)]|6; o, &)
= [u(B) +v(B)P|al* +v(8)*. (2.65)

E 1til observar que
D(e,&;8) = U(B)D(a,a)U'(9), (2.66)
onde

D(a, &) = D(a)D(cv). (2.67)

Dessa forma, obtemos da equagao (2.60)

B;056) = U(B)D(a, a)UT(8)[0(3))
= U(B)D(a,@)|0,0), (2.68)
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o que sugere uma outra forma de definicao para o estado coerente térmico

o, a5 8) = D(a,@)[0(5))
= D(a,@)U(p)|0,0). (2.69)

Ou seja, depois de termalizado o vacuo duplicado, procedemos com a aplicagao do oper-
ador deslocamento D(«, @). Para esse estado, utilizamos a notacao (|a, &; 8))T = (8; &, a.
A média do operador nimero N = a'a no estado |a, &; 3) é dada por
(N) = (B;a,ala'al, a; B)
= v*(8) + |af, (2.70)
onde escrevemos os operadores a' e a em funcao dos operadores térmicos e utilizamos as
propriedades do operador deslocamento.

Os estados dados pelas equagdes (2.60) e (2.69) sao fisicamente distintos, embora

possamos escrever um em fungao do outro:

lo.@;8) = D(a,&)U(8)]0,0)
= exp{[u(B)a’(8) +v(Ba(B)]a — [v(B)a'(B) + u(Ba()la"
= [u(B)a(B) +v(B)a'(B)a” + [v(B)a(B) +u(B)a' (8)]a}U(8)]0,0)
= U(B) exp{[u(B)a’ + v(Bala — [v(B)a’ + u(B)a]a”
— [u(B)a+v(B)ala” + [v(B)a +u(B)a'la}UT (B)U(8)]0,0), (2.71)

e agrupando os termos, temos que

la, ;) = U(B)exp (@aT — d*a) exp (&ELT — 54*&) 0,0)

= |Ba,a), (2.72)

onde

S Qi
Il I
= =
= =
S 2
| |
e (w4
==
o o)
* \.*

Esse resultado mostra a conexao entre as duas defini¢des para termalizacao da coeréncia.

Usaremos um ou outro, de acordo com a conveniéncia.

Usualmente, efeitos térmicos sao introduzidos utilizando o formalismo da matriz den-



41

sidade. Em mecéanica estatistica do equilibrio, a média térmica de um operador A é
calculada por (A) = Tr{Ap}, a qual por sua vez deve coincidir com a média de A no

vacuo térmico |0(3)). O valor esperado de A no estado |a, &; 3) é dada por

(4) = (B,a,alAla,a; )
= (0(8)|D'(e, @) AD(ax, @)[0(83))
= Tr{D'(a)D'(a)AD(a) D(&)p}
= Tr{AD'(a)pD(a)}, (2.73)

que é a expressao corrente para introduzir efeito de temperatura em estados coerentes,

onde o p ¢ a matriz densidade dada pela equagao (1.98).
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3 Superposicao de Estados
Coerentes e Estados Niuimero

Neste capitulo vamos analisar estados de superposicao entre estados coerentes e es-
tados nimero do campo eletromagnético. Faremos uma anélise estatistica destes esta-
dos na presenca de efeitos térmicos utilizando o fator de Mandel [31] e o formalismo da
DCT [4,9,14].

3.1 Preliminares

Primeiro, construimos um estado duplicado |1, 12) = |[¢Y) ® |1/~1>, o qual aplicamos uma

transformacao de Bogoliubov, o resultado é o estado normalizado

[¥(8)) = UB)|, ).

A média de um observavel A neste estado é dada por

(4) = (L(B)|AlL(B)),

e a distribuicao de particulas é dada por
P(B) = (7, n[p(6)) .

Iniciaremos estudando a superposigao de estados do tipo A|a) 4+ B|n), generalizando
assim o estado A|a) + B|0) introduzido por S. S. Mizrahi e V. V. Dodonov [30]. Na

sequéncia avaliamos o efeito de temperatura sobre esses estados.



43

3.2 Superposicao de Estados Coerentes e Estados Niimero

Antes de estudarmos os efeitos de temperatura na superposicao de estados coerentes e
estados numero faremos uma anélise estatistica, para T' = 0 e utilizando como parametro

o fator de Mandel. Dessa forma, introduzimos uma superposicao do tipo
) = —= (Aln) + Bln) (31)
an) = — (Ala ny). :
V1

Por simplicidade, escolhemos A, B e « reais. O fator n é dado por

2ABa"e 11’12
n =A%+ O\‘/i' + B2 (3.2)
n.

O valor médio do operador ntimero, N = a'a, no estado |a,,) ¢ dado por

. 1 .
<N> = E<O‘n‘N‘O‘n>
1 2ABname="/?
= Z[A%2+ + B%) . 3.3
7 ( vn! (3.3)

A média para o operador niimero ao quadrado N? é

. 1 .
(N?) = —(on|N?|on)
n

2ABn2ane="/?

NG

A estatistica de fotons do estado |a,,) pode agora ser estudada através do fator de Mandel,

1
= = <A2a2(1 +a?) +

. + BW) : (3.4)

definido na equagao (2.56):

A2*(1+a®)+ F+Bn* 1, , , )
Q = o+ F o+ Bn —;(Aoz + F+ B°n) — 1, (3.5)

onde )
B 2ABn2a"e=/2

F=
vl

E interessante observar o comportamento do fator de Mandel no estado |a,) para

diversos valores de a e com diferentes valores de B. Neste sentido, construimos o grafico
do parametro de Mandel de acordo com a figura (1). Observamos que a temperatura nula
e paran = 2, a estatistica do estado |a,,) permanece sub-Poissoniana para uma faixa mais

ampla do parametro a a medida que o fator B aumenta.
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e B=0.3

— B=0.5
— B=0.7
— B=0.9
— B=1

Figura 1: Fator de Mandel para diferentes amplitudes e para n = 2 a temperatura nula.

3.3 Efeitos de Temperatura no estado |a,,)

No capitulo 2 vimos que o valor esperado de um operador (agindo apenas na parte do
espago nao-til) no estado de vacuo térmico representa a média térmica. Seguindo a mesma
prescricao, estendemos o método de termalizagao para os estados de superposicao entre
estados coerentes e de estados de Fock, como descrito acima. Introduzindo variaveis tér-
micas no estado representado pela equagao (3.1), através do formalismo da DCT. Assim,

seja o estado de superposicao
0) = —= (Ala) + Bln)) (3.
ap) = — (Ala ny), .
V1

com 7 é dado pela equagao (3.2). Duplicando-se os graus de liberdade e empregando a
transformagao de Bogoliubov, obtemos a contrapartida térmica do estado |, ), a qual é

expressa por

lan(B)) = U(B)lan, am)

_ ;{A2U(ﬂ)|a,d>+ABU(5)|%7’L>

+ ABU(B)|n, &) + B*U(B)[n, i) }. (3.7)

Analisaremos a estatistica do estado térmico |, (3)) através do fator de Mandel,
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calculando o valor médio dos operadores N e N2 no estado de superposi¢ao térmico.
Dessa maneira, a média do operador ntumero no estado |, (3)) pode ser obtida pela

expressao

wwmm%w»::;&W@mmM@m®+ﬁB@mmNWmm
A*B(@, o; BIN|B; n, @) + A*B*(@, o; B|N|B; n, i)
APB(ii, a; BIN|B; , @) + A’ B*(it, ; BIN|B; a, )
A’B*(it, a; B|N|B; n, &) + AB(#i, ; B|N|3;m, 71)
A*Bla,n; B|N|B; o, &) + A2B*(a,n; B|N|B; v, i)

(@, )

(7 )

s)

A2B*(&,n; BIN|B;n, @) + AB*(&,n; BIN|B;n, 1
A?B*(q, n; B\N\ﬁ,a a) + AB3 (i n,ﬁ]N]ﬂ,a n
AB*(ii,n; BIN|B;n, &) + B*(iv,n; BIN|3; n, fb)}- (3.8)

+ o+ 4+ + o+ +

No caso em que « real, e como N é um operador hermitiano, podemos concluir que

(@,0; BIN|B; o)) = (71,0, BIN|B, v, &)

(6, 0; BIN|B;n, &) = (&,n; BIN|B;a, d)

(@, 0; BIN|B;n, A1) = (i, n; BIN|B; a, &)

(i, 0; BIN|Bsn,a) = (@, n, BIN|B, a, )

(i, 0; BIN|B;n, ) = (A,m, BIN|B, a, )

(@,n; BIN|B;n, i) = (A,n, BIN|B,n, &)

Assim, a equagao (3.8) torna-se

(@ DINan(®) = {4603 BIN|5: 0, ) + 24°Bla. i 91|50, 7)
2A4°B(&, a; B|N|B;n, &) + 242B*(&, a; BN | 3;n, 1)

2AB (R, o; B|N|B; n, 71) + A*B*(&,n; B|N|B;n, &)
2AB? + B, n; B|N|B; n, i) | (3.9)

+ + + +

B i)

A’B*(ii, o; BIN|B; o, it) + 2A*B (i, o; BN | B; m, &)
( )
(a i)

,n; B|N|B;m,

Para ilustrar o procedimento de célculo das médias, faremos uma descricao detalhada
da obtengao dos dois primeiros termos da equagao acima. Escrevendo os operadores nao-

térmicos em fungao dos térmicos com o auxilio das equagoes (1.59) e (1.61) para o primeiro
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termo da equagao (3.9). O fator (&, «; 6|J\7|ﬁ; o, &t) se escreve como

(@,0; BIN|Br o, &) = [u(B)*(@, o Blal(B)a(3)|B; o, &)
B)o(B)(@, a; Bla’(8)al(8)]6; a, &)
B)o(8)(@, o; Bla(B)a(B)]3; a, &)
2(8)(a, o3 Bla(B)a’ (B)]8; a, &) (3.10)

u(
(

+ o+ +
<

<

Usando as relagoes (2.62) e (2.63) temos
(@ i BIN|Br0,6) = [(u(B) +v*(5))a” +v*(B)]. (3.11)
Procedendo de maneira similar para o segundo termo da equagao (3.9), encontramos

(@, BIN|B;a, iy = u*(B)(@, o Blat(B)a(B)|8; a, i)
(B)v(B)(a, a; Bla’ (B)al(8)]8; a, 71)
(B)v(B)(& o Bla(B)a(B)|8; o, i)

*(B)(a, a; Bla(B)al (B)]6: . 7). (3.12)

+ o+ o+
e £ &€ &

onde os termos da equagao (3.12) sdo dados por:

(@, a; Bla’(B)a(B)|B:a7) = (& ala'a|a, )
e(—a2/2) AR

- (3.13)

(@, ; Blat(B)a’(8)|3; a,n) = (@ ald’dl |, n)
e(—a2/2) an+2
- (3.14)

(@, o5 Bla(B)a(B)|B;a,n) = (@&, afaalo, i)
e (3.15)
(n—1)!

(@, 5 8la(B)a’ ()60, 0) = (@&, alaala, i)
_ (”“)j;_‘f(_a ” (3.16)

onde utilizamos UT(3)U(3) = 1 e as equacdes (1.43) e (1.44). Agora, podemos escrever a




relagdo (3.12) como

(@, 0; BIN|By ) = u?(B)

+ u(B)v

e(=a?) qn+2 o(—a2/2) on+2
TR A Gy e
(8)—F—+v

n!
o’y /nel—*/2) 2(3) (n+ 1)are-2*/?

(n—1)! Vnl
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(3.17)

Seguindo a mesma prescri¢gao obtemos os termos restantes da equagao (3.9), os quais

sao expressos pelas equagoes abaixo

(@, 0; BIN|B;n, &) =

(@, a,ﬁ|N|n, ny =

(i, a; BIN|By a7y =

(R, o; BIN|Bin, &) =

(R, a, BIN|B,n, 7)) =

<&7n7/6’N|/67n7d> =

u?(B)narel—*/2)
Vn!
w(Bv(B)art2eC/
Vn!
w(B)v(B)y/norel=/?
(n—1)!
V2 (B)are/2 (1 + a?)
Vn!
w2 (B)nel~*/2D 2
n!
wB)v(B)(n + e a2y
(n+1)!
w(B)o(B)ne oD
(n—1)!
P(B)(n + Del-a2n
n!
w(P)a” +0*(B)(n+1)
u?(B)ne—o) a2
n!
u(B)o(B)y/n(n + 1)a*rel=e")
V(4 1)l(n — 1)
u(B)v(B)y/na* el
(n—1)(n)!

v (B)arel =) <;‘ + n!(nn— 1)!)
u(B)ne—*/Dan
Vnl
P(B)(n + el ar
Vn!
w*(B)n+ 0% (B)(1+ )

(3.18)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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(@, n,BIN|B,n,7) =

(3.24)

(,n, BIN|B,n,7) = u(B)n +v*(B)(1+n). (3.25)
Finalmente, podemos escrever a equacao (3.9) como

(@ BINI0n(8) = {4 +0*(9))a + 125
+ 24°Ba”e "2 [u?(8)g1 + 2u(B)v(B)ds + v (8) 3]
2O | yo(B)en + (D))
2u%(B)n N 202(3)(n + 1)]
vl vl
+ B'u*(B)n+v*(B)(n +1)]

1+ 2A2B2q2ne’ [

+ AQle
3 (3.26)

onde as fungoes ¢, com k =1,2,3 e o, com | = 1,2, encontram-se no apéndice A.

O operador nimero ao quadrado no estado |, (3)) ¢ dado por

(@ (8)|N?|an(B)) = J{A4<&,a,mN2w,ad>+2A3 (@ a; B|N?|8; a, )

+ 24°B(a, o; BIN?|B; n, &) + 24° B*(a, o; B|N?|B; m, i)
+ AB*(i, a; B|N?|B; o, 1) + 24° B* (i, a; B|N?|B; m, &)
+ 2AB%(ii, a; B|N?|B; n, 7)) + A*B*(@, n; BIN?|B;m, @)
+ 2ABYa,n; BIN?|B;n, 7)) + B (i, n, BIN?|8,n,7)}.  (3.27)

O calculo das médias na expressao (3.27) é totalmente anélogo ao realizado na obtengao
da média do operador ntimero desenvolvida anteriormente. Dessa forma reescrevemos a

equagao (3.27) como

(o ()N (B))

Il
| —
——
N
S
IS
Py
=
o
Do
—
+
Qo
N
+
N
w
=
=
=
o
no
—
+
o
[N}

+ o+ o+ o+ o+
Ql\')
=
@M

w?(B)v*(B)a*(1 + a?) + u(B)v’(B)a*(2 + a?)
v (B)(1+ 30” + o)
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B)a?(1 + a?)

m
£ u@HB) s + o (B)fa| +24Bare /[

+u?(B)v(B) fr + u(B)v*(B) f2

H(B)n?
Vn!

T+ R(BA(B)g + u(B) (B)ga + (3 >g4]+2AzB2a2“ [

+ 2A3Banea2/2[ ( )

+u’(B)v(B)g1

u*(B)n’
Vn!

£ (BB + BBk + (BN (B)hs + v4<ﬂ>h4]

4+ A’B? {u"‘(ﬁ)oﬁ(l + ag) + 2u2(ﬁ)v2(6)a2(n +1)+ u2(ﬁ)vz(ﬁ)a2(n)

+ w(B)0(B)(n+ 1) (1 +a®) + v*(B)(n+ 1)?]

+ 24BN [u(f')n BB + (BB + (B (B

b ot +2amare 20+ 9

+ A2B[ut(B)n? + 3 (B)v* (B)(1+ o) + u?(B)v*(B)(1 + o?)
+ v} (B)(1+3a” +a")]

CO @0 + v4<ﬁ>p2]

+ Bt (B)n® + u*(B)v*(8)(n + 1)(3n + 1)
+ W?(B)* (B + v (B)(n + 1)}, (3.28)

+ 2AB3 e~ [

onde as funcoes auxiliares f;, g, hi, ¥, com @ = 1,2,3,4 e g;, p; com j = 1,2, estao

expostas no apéndice A.

TomandoT'— 0 (v(f) =0 e wu(B) = 1) nas expressoes (3.26) e (3.28), e utilizando a
condi¢ao de normalizagio, obtemos, como esperado, as equagoes (3.3) e (3.4), recuperando

os resultados para temperatura nula.

Com auxilio das equagoes (2.56), (2.57), (3.26) e (3.28) podemos calular o fator de
Mandel para o estado de superposi¢ao térmico. Para esse propoésito, analisaremos os
efeitos térmicos para algumas situagdes particulares da equagao (3.1) baseados no estudo

do comportamento do fator de Mandel em fun¢ao da temperatura.

3.3.1 Superposicao |a) + |0)

Estudaremos inicialmente a superposicao mais simples entre o estado coerente e o
estado niimero, a saber:

1
o) = N (Cle) + D[0)) , (3.29)
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com
no = C® +2CDe /% + D?.

Neste estado, introduzido na referéncia [30], o operador aniquilagao destr6i a componente
do vécuo, transformando o |ag) no estado coerente |«). Esta transformacao é acompan-
hada pelo aumento do nimero médio de f6tons em determinadas condigoes [30]. Inserindo
o efeito de temperatura via DCT nesse estado, temos

1
M
Fazendo n = 0, A = C' e B = D nas expressoes (3.26), (3.28) e (3.2), encontramos as

|ao(83)) = — (C*U(B)|a, &) + CDU(B)|a,0) + CDU(B)[0, &) + D*U(5)[0,0)) . (3.30)

médias do operador nimero e o operador nimero ao quadrado no estado |ag(3)). Assim,
podemos examinar tal estado estatisticamente através de graficos do fator de Mandel em

funcao da temperatura, nas figuras 2 e 3.

=

oLt

LI B s B B B S S S H LA B e s s s
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Y

Figura 2: Fator de Mandel do estado |ag(3)) em fungao da temperatura z = v*(3) com
C =061, D=05 a=1.

Observamos que o estado de superposigao |ag(3)) apresenta estatistica super-Poissoniana
e que a variagao do parametro de Mandel em funcao da temperatura aumenta a medida
que « cresce, como pode ser observado nos graficos das figuras (2) e (3). Atentamos ainda
que a estatistica do estado |ay(3)) permanece super-Poissoniana para o = 2, mesmo para

diferentes amplitudes C' e D escolhidas nesta anélise. Isso pode ser verificado na figura 4.
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160+
120+
80+

40+

E—— o=2e C=0.80
E—— o=3 e C=0.86
—_— o=4 e C=0.86

o=5e C=0.86

Figura 3: Fator de Mandel do estado |ag(3)) em fungao da temperatura z = v?(3) para
D=05¢ca=2345.

— C=0.98e D=0.1

I C=0.80e D=0.5
E— C=0.72e D=0.6
— C=0.62 e D=0.7
—_— C=0.50e D=0.8

Figura 4: Fator de Mandel do estado |ag(3)) em fungao da temperatura z = v2(3) para
diferentes amplitudes e o = 2.
3.3.2 Superposigao |a) + |1)

Nossa proxima situagao de interesse é a superposicao do estado coerente e o estado

de Fock a um foton. Dessa maneira:

(Ela) +G[1)), (3.31)

o) =

5

1
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com
m=E*+ 2EGae % + G2

Utilizando da mesma sistematica apresentada anteriormente, introduzimos o estado tér-

mico como

a1 () = 771 (EB*U(B)|a, &) + EGU(B)|o, 1) + EGU(B)|1,a) + G°U(B)|1,1)) . (3.32)
Inserindo n = 1, A = E e B = @ nas expressoes (3.26), (3.28) e (3.2), analisamos o

comportamento do fator de Mandel com a temperatura de acordo com as figuras (5) e

(6).

0,84

0,44

0,2 0,3 0,4 0,5

Figura 5: Fator de Mandel do estado |a;(3)) em fungao da temperatura z = v?(3) para
E=061,G=05ca=1.
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25

20

X
— o=2e E=0.74
—_— o=3 e E=0.84
—_— o=4 e E=0.86

o=5e E=0.86

Figura 6: Fator de Mandel do estado |a;(3)) em fungao da temperatura z = v?(3) para
G=05ea=234,5.

Observamos na figura (5) que para « = 1 e G = 0.5 a estatistica do estado |a;(5))
passa de valores sub-Poissonianos a super-Poissonianos & medida que a temperatura
cresce. Para a > 2 notamos que o estado apresenta estatistica super-Poissoniana, e
além disso a variacao do fator de Mandel com a temperatura torna-se mais acentuada a

medida que « cresce (figura 6).

Para a = 1 e escolhendo diferentes valores para as amplitudes E e G, o fator de
Mandel passa de valores sub-Poissoniano a super-Poissoniano. No entanto, para a = 2,
notamos que o estado |y (3)) é super-Poissoniano, como podemos verificar nas figuras 7

e 8.
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0,51

E 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

E=0.93e G=0.1
E=0.64 e G=0.5
E=0.54 e G=0.6
E=0.40 e G=0.7
E=0.28 e G=0.8

Figura 7: Fator de Mandel do estado |a;(3)) em fungao da temperatura z = v?(3) para
diferentes amplitudes e o = 1.

E=0.96 e G=0.1

E=0.74 e G=0.5
E=0.65 e G=0.6
E=0.54 e G=0.7
E=0.42 e G=0.8

Figura 8: Fator de Mandel do estado |a;(3)) em fungao da temperatura z = v*(3) para
diferentes amplitudes e o = 2.

3.3.3 Superposigao |a) + |2)

Na mesma perspectiva, vamos investigar a superposicao de um estado coerente e um

estado de Fock a dois fétons. Consideremos assim uma superposi¢ao da forma
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1
lag) = ﬁ (Yla) +W|2)), (3.33)

onde

2Y Wa2e~lal*/2
ny =Y+ 7 + W2

O estado |ag) termalizado a partir do formalismo da DCT ¢é escrito como

1 . ~ N ~
€2(8)) = - (V?U(B)la &) + YWU(B)|w 2) + YWU(B)|2, &) + WU (8)]2.))
Os valores médios dos operadores nimero e niumero quadrado no estado |az(/5)) podem
ser obtidos tomando-se n = 2, A =Y e B = W nas equagoes (3.26), (3.28) respectiva-

mente. Mostramos os graficos do fator de Mandel para algumas situacoes nas figuras 9,

10 e 11.

1,59

0,54

-0,5+

Figura 9: Fator de Mandel do estado |as(3)) em fungao da temperatura z = v?(3) para
Y =068, W=05ea=1
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0,45

0 0,35
o,zg
o:

1 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005

Figura 10: Fator de Mandel do estado |az(/3)) em fungao da temperatura = = v*(3) para
Y =066, W =05ea=2.

25]
20]
151
Q ]
10]

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

X
E— o=3 e Y=0.83

(&)

— o=4 e Y=0.86
_— o=5e Y=0.86

Figura 11: Fator de Mandel do estado |ay(3)) em fungao da temperatura x = v?(3) para
W=05ea=3,4,5.

Observamos nas figuras que para @« = 1, o = 2 e W = 0.5 a estatistica do estado
lan(3)) passa de valores sub-Poissoniano a super-Poissoniano a medida que a temperartura
aumenta. Para o > 3 e W = 0.5 reparamos que o estado apresenta estatistica super-
Poissoniana, e também verificamos que variacao do fator de Mandel com a temperatura

torna-se mais acentuada a medida que « cresce.

Podemos novamente analisar o comportamento do fator de Mandel com a temperatura

para amplitudes variadas. Com auxilio das figuras 12 e 13 observamos que para a = 1,
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o estado |ay(3)) altera sua estatistica de sub-Poissoniana para super-Poissoniana a mais
altas temperaturas do que para a = 2. Novamente observamos que aumentar o parametro

a contribui para tornar o estado super-Poissoniano.

Y=0.95e W=0.1
Y=0.67 e W=0.5
Y=0.58 e W=0.6
Y=0.47 e W=0.7
Y=0.34 e W=0.8

Figura 12: Fator de Mandel do estado |a(8)) em funcao da temperatura x = v?*(3) para
diferentes amplitudes e av = 1.

Y=0.96 e W=0.1

Y=0.69 e W=0.5
Y=0.60 e W=0.6
Y=0.49 e W=0.7
Y=0.36 e W=0.8

Figura 13: Fator de Mandel do estado |az(3)) em fungao da temperatura x = v?(3) para
diferentes amplitudes e o = 2.
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4 Daistribuicoes de Probabilidades
Térmaicas

Neste capitulo utilizaremos o formalismo da Dindmica de Campos Térmicos para obter
e analisar o comportamento da distribuicao de probabilidade de fétons com a temperatura,
para estados de superposicao de dois estados niimero e para os estados apresentados no

capitulo anterior.

4.1 Superposicao de Dois Estados Niimero

Iniciaremos com uma situagao simples de superposi¢ao de dois estados nimero [38|
para evidenciar o tipo de procedimento tedrico. Para esse estado, nao realizaremos as
mesmas analises do capitulo anterior, pois estas ja se encontram disponiveis na literatura

[32]. Seja entao a superposigao
onde C; = Cy = v/2/2. Procedendo com a duplicacio do estado [,,), temos

s Bom) =5 (1, 7))
+ |m,n) + |m,m)). (4.2)

Inserindo as variaveis térmicas através da aplicacao da transformacao de Bogoliubov,
U((3), obtemos

V(D)) = SO} + UG, )
+ U@, ) + U (), ). (1.3

A amplitude de probabilidade é dada por

(7l 9)) = 5 (U (B) . 7) + (7, U (8)m, )



+ (7 rlUB)[m, ) + (7, r[U(B)[m, m)). (4.4)

Os elementos matriciais na equagao (4.4) sao dados por

(. rlUB)n,n) = ;!(f,r|U(ﬁ)[aT]"[dT]”|0,(~))
= LU T AU (B)U(3)0.0)

1 - .
= —(wrlld(B)]"a(3)1"10(8)),
onde usamos as equagoes (1.44), (1.46) e (1.42). Utilizando a equagao (1.15) e escrevendo

os operadores térmicos em fungdo dos nao-térmicos com auxilio das expressoes (1.53) e

(1.54), obtemos

00 efﬁes/Z
FrU@n ) = 3 e @)l — o3
< [u(@)a — o(G)alls, ). (4.5

Como os operadores til e nao-til comutam, podemos realizar uma expansao binomial usual

na equagao (4.5), ou seja

w(B)a’ — o(B)l" = Z( " )[uw)awn’f[—v(ma]k, (4.6)
w(8)a — o(B)a]" = z( i )[uw)aw“-j[—v(ﬁ)aw. (4.7)

Substituindo essas expressoes na equagao (4.5) temos

) 6—563/2 n n n n

o\ k / ;=0

(7, r|[~o(B)al* [u(B)a"]" [u(B)a""F[~v(B)a)|s, 5).  (4.8)

X

As aplicagdes sucessivas dos operadores criagao e destrui¢ao no estado namero |s, §) podem

ser calculadas com auxilio das propriedades

s!
1) =\ (19)

(s +w)!
s!

(a)¥]s) = |s + w), (4.10)
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que sdo também evidentemente validas para os operadores @ e a'. Entao, podemos escrever

a equagao (4.8) como
(. rlU@) ) = i - i(")fﬁ(”)(s+”_‘j)!
’ ’ 71' 1/2 k=0 k j=0 j (S - ])'
x [—U(ﬁ)](kﬂ)[U(ﬁ)](%_k_j)e(s —J)

X 5r,sfj+nfk6f,§fj+n7k7

onde f(x) é a funcdo degrau. Desta ultima equagao observamos que o segundo e terceiro
termo da expressao (4.4) anulam-se, pois n # m. J& o tltimo termo desta expressiao pode
ser obtido apenas trocando n por m, j por 7' e k por k' na equagao (4.11):
) ) 1 X e Bes/2 m m m (s+m—j’)!
(7, r|U(B)|m,m) = Z 172 Z >\, T
/ 7' (s — 4!

m!

[—v(ﬁ)]('“'+J )[U(ﬁ)]”m_k"j/)@(s — 7'

X 67‘,sfj’+mfk’ 6F,§fj’+mfk’ .

X

Enfim, podemos escrever a equagao (4.4) como

(7, r[hnm(B)) = 2711! f: ¢ 5651//22 i( )Z( ” >W

=0\ J
X [—o(B) D [u(@)]F6(s — 5)
X 5r,sfj+n7k57: S—j+n—k
1 &2 p—Bes/2 m o m\(s+m—7j")!
o 7 1/22:( )E}( ; >(3_j),
X [—U(ﬂ)](k/ﬂ u(3)] " 00(s — )

X 57‘,s—j’-l—m—k:’57”‘,5—]"—1—771—14) (411)

que tem como caso particular os resultados a temperatura nula.

A probabilidade de encontrarmos r fétons no estado |¢,,,,,(3)) pode ser obtida tomando

o modulo ao quadrado da expressao acima.

P,(B) = (7, rltbnm (B)) . (4.12)

Com esse resultado, podemos analisar uma série de situagoes interessantes, e em particular
o comportamento da distribuicao com a temperatura para alguns estados de superposicao

caracteristicos.
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4.1.1 Superposicao |1) + |0)

Primeiramente estamos interessados na superposicao mais simples entre dois estados

numero,
[¢10) = C1[1) + C5[0), (4.13)
onde C} = C = /2/2. Duplicando-se os graus de liberdade, encontramos

|"7Z)10777Z~110> = ;(|1,i)—|—|1,(~))
+ 10,1) +10,0)). (4.14)

A temperatura zero, a probabilidade de encontrarmos o estado duplicado |1/)10,@/~)10) no

estado fundamental ou com apenas um féton é dada respectivamente por

[0, 0¢hno)|* = C1* = 1/4 (4.15)

(1, 1ahio)|* = C42 = 1/4. (4.16)
Essas quantidades sao importantes aqui, uma vez que nossos resultados a temperatura
finita deverao resgaté-las como casos particulares.

Inserindo as variaves térmicas através da aplicagao da transformacao Bogoliubov,

obtemos

o) = UG +UE)L0)
+ U((3)0,1) +U(3)]0,0)). (4.17)

Afim de encontrarmos a distribuicao de probabilidade térmica, fazemos n =1 e m = 0

na equagao (4.11), encontramos

~ (B DR(E)) | e u(B)(s)(2r + 1)
(T rliio(B)) = 2( Z(3)2 + AGRE
e(—ﬂ€r+1/2)v2(ﬁ) (7” 4 1) e—Ber/2 )
* Zo Zme) e

Mostramos na figura 14, o comportamento da distribuicao em fun¢ao da temperatura
para diferentes ntimeros de fétons. Observamos que nosso resultado recupera a equagoes

(4.15) e (4.16) a temperatura zero. Verificamos ainda que a probabilidade de encontramos
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0,3
0,257
P_r ]
0,2]
0,151
0,1]
0,057
04
T

PO

_— P_1

_ P_2

_ P_3

_— P5

Figura 14: Distribuicao de probabidade térmica para superposicao ?H) + ?\O)

o estado [¢10(3)) no estado fundamental diminui & medida que a temperatura aumenta,
o mesmo acontecendo para mais fotons. Nesses casos, notamos a presenca de um maximo

na distribuicao de probabilidade para temperaturas diferentes de zero.

4.1.2 Superposigao |1) + |2)

Continuando nossas anélises, propomos a superposicao dos estados a um e dois fétons.

Dessa maneira, tomamos
[12) = Di|1) + D5|2), (4.19)

onde D} = D}, = \/2/2. Procedendo com o formalismo da DCT descrito anteriormente,

temos

Uie(B) = U@L+ UGN
+ U@ +UB)R) (4.20)
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A projecao do estado [112(3)) no estado namero é obtida fazendo-se n = 1 e m = 2 na

equagao (4.11), de modo que

~ L[ DR(E)(r) | e Du(Bu(B)(2r 4 1) | e D (E)r 1)
(7,rn12(B)) = 2( AGIRE + 2017 7)1/ >
., 1<e<—ﬂw/2>u4(ﬂ)r<r —1) 4IP3 (B)o(6)(r?)
i\ oz 2"
N e~ 1202(B3)v2(B)(6r2 + 6r + 2) B 2u(B)v3(B)e Pert1/2(2r2 4 4r + 2)
207 DR
vi(B)e Pert2/2(y r
¢ 28 Z(ﬁgl/j 2+ 1)> (4.21)

A distribuigao de probabilidade térmica P, = |(F, r|112(3))|* com a temperatura ¢ mostrado

nas figuras 15 e 16.

—F P11
— P2

Figura 15: Distribuicao de probabilidade térmica para superposicao §|1> + §|2>

Observamos que diferentemente da superposicao anterior, a probabilidade de encon-
trarmos um ou dois f6tons no estado [¢)12(3)) decai mais rapidamente para zero. Notamos
que a probabilidade de encontramos o estado |¢)12(/3)) com mais de dois f6tons é, em geral,

nao-nula.
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0,16
P_r

0,12

0,08

0,041

03 T
0 2 4 6 8 10
T

_— P_3
_— P_4
_— P 5

Figura 16: Distribuicao de probabilidade térmica para superposicao §]1> + §I2>

4.2 Distribuicao de Probabilidade Térmica dos Estados
Coerentes

Neste momento, estamos interessados em escrever explicitamente a distribuicao de
probabilidade em fungao da temperatura para o estado coerente térmico |a, &, 3). Va-
mos proceder de forma bastante similar a apresentada anteriormente, sustentando-nos na

prescricao da DCT exposta no inicio do capitulo.

No capitulo 3 introduzimos o estado coerente térmico obtido via DCT da seguinte
maneira

o?  n+m

s = 3 @) m), (4.22)

n=0m=0 nlm!
que pode também ser escrita como

o? n+m

s = S w0 () (@) 0,0 (4.23)

I
n=0 m=0 nm.
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Inserindo UT(B)U(8) = 1 na expressdo acima obtemos

A2
eaaner

a8 = 3% ) (o) Ui UE) @) UHEUE)0,6).

Im!
n—=0 m—=0 nm!

Lembrando que

U(3)[0,0) = 10(8)),
a'(3) = U(B)'U(B),
al(g) = Upaui(p)

e utilizando a equacao (1.15), podemos expressar o estado coerente térmico como

00 efﬂes/Q oo 0o efoézaner

o, &, 8) = ZWZ >

s=0 n=0 m=0

[a"(B)]"[a*(3)]™]s, 5)- (4.24)

nlm!

Escrevendo os operadores térmicos em fungao dos nao-térmicos com auxilio das expressoes

(1.53) e (1.54) encontramos

o0 e—BeS/Q o oo ,—a?

|, &, B) = ZW;}Z -

Im)
s—0 —0 m—0 n:m:

< [u(B)a — v(B)a]"u(B)a! - v(B)a]"|s, 5). (4.25)

an—i—m

Realizando uma expansao binomial nos termos da equacao acima, temos que

[u(B)a’ —v(B)a]" = i( . )[U(ﬁ)af]”_k[—v(ﬁ)&]k, (4.26)

k=0 k
(B — o(B)al" = i( " )[uw)awm%—v(maw. (1.27)

Utilizaremos essas expansoes para calcular a aplicacdo dos operadores [a'(3)]"[a'(5)]™
no estado |s, §). Antes disso, faz-se necessério realizarmos uma pequena anéalise afim de

simplificarmos calculos posteriores. No calculo da probabilidade

By(a, B) = [(p, pla, &, B) > (4.28)

somente os termos com n = m nas expressoes obtidas anteriormente contribuem. Uti-

lizando as expansoes (4.26) e (4.27), a equagao (4.25) se escreve como

‘057557ﬁ> = @(ﬂ;s,n,j,kﬂs—l—n—j—k,§+m—j—k>,
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onde O(f;s,n,J, k) sdo os coeficientes resultantes das aplicagoes dos operadores depois
de implementadas as expansdes binomiais na equagao (4.25). Ao projetarmos no estado

namero |p, p) encontramos

. 2
Pp(aa ﬁ) - @Z(ﬁ; $,n, 7, k) [5p,s+n—j—k6 ,s—i—m—j—k} . (429)

Logo, somente os termos n = m sobrevivem. Ou seja, para o calculo da distribui¢cao nao

havera soma no indice m, o que simplifica consideravelmente as equagoes posteriores.

Assim, utilizando a expansdo binomial e as equagoes (4.9) e (4.10), podemos encontrar

a distribuicao de probabilidade através da equagao abaixo

N _ o pmhe/2 X pmatg2n 1\ 0\ (s4n—j)!
patna = S o 2 ()2 )T

s=0 k=0
X [—o(@) " u(@)D0(s ~ )
X 5p,sfj+nfk‘6ﬁ,§*j+nfka (4'3())

onde f(z) ¢ a funcdo degrau. Fazendo T' — 0, o que implica v(5) =0e Zf) = u(f) =1

nessa expressao, obtemos apos algumas manipulagoes
- . e
<p>p|a7aaﬁ>T:0 = Zi
= —, (4.31)

que é a amplitude de probabilidade (p, p|a, &) para o estado coerente duplicado a tem-
peratura nula. A distribuigdo de probabilidade sob efeito de temperatura P,(«, 5) para

estado coerente térmico é mostrada nas figuras 17 e 18.

Notamos na figura 17 notamos que a probabilidade de encontrarmos um féton no
estado coerente térmico possui um maximo para diferentes valores do parametro «, e que
tal maximo diminui & medida que « cresce. Observa-se ainda da figura 18 que o estado
fundamental e o estado a um féton sao mais provaveis a temperatura nula, ao contrério
dos sistemas com mais f6tons que possuem méximos a temperatura nao-nula. No entanto,

todas as distribui¢oes tendem para zero quando a temperatura aumenta.
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0,25
0,2
0,15
0,1

0,05

o=0
a=0.3

a=0.7

4
E— a=0.5
— o=

Figura 17: Distribui¢do de probabilidade térmica P;(«; 3) para o estado coerente.

0,12
P_p 01
0,08
0,06
0,04

0,02

Figura 18: Distribui¢do de probabilidade térmica P,(«a; ) para o estado coerente com
a=1.

4.3 Distribuicao de Probabilidades Térmicas para o es-
tado |a,(3))

Seja o estado de superposicao entre o estado coerente e o estado ntimero proposto
no capitulo antecedente. Nosso interesse é encontrar, a exemplo dos casos anteriores, a

distribuicao de probabilidade térmica para tal estado. Recapitulando o que foi realizado
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na segao (3.2) temos que o estado de superposigao de interesse é dado por
1
V1

onde por simplicidade escolhemos A’, B’ a: sdo reais e n é dado por

(A'lay + B'|n)), (4.32)

|O‘n> =

24’ B' o™ —|al?/2
TIIAI2+ fé/_ﬁ +B/2.
n:

Da segao (3.3), o estado |a,,) termalizado via DCT é escrito como
1 / ~ / ~
| (B)) = 5{A2U(5)|0@ a) + A'B'U(f)|a, i)
+ A'B'U(B)|n,a) + B*U(B)|n,n)}. (4.33)
Encontramos assim a amplitude de probabilidade
~ 1 12/~ ~ I~ ~
(F,rlan(B)) = 5{A2<7’,T\U(ﬁ)|a,a> + A'BY(r, r|U(B)|a, n)
T+ ABG UGN, + B2, rlU(B)ln, 7)) (4.34)

O primeiro e o quarto termo da expressao acima foram obtidos anteriormente e sao dados

pelas equagoes (4.30) e (4.11).0 segundo termo é dado por

o0

Frv@es = 3O

Usando UT(B3)U(B) = 1, a definicdo (1.15) e as expressdes (1.44) e (1.46) temos

—a?/2

(7, r|U(B)[a']™[a"]"]0, 0). (4.35)

0o 6—565/2 9] o/”e_a2/2

<’F7T|U(ﬁ)|a’ﬁ> - ZZ

. r|la’(B)] @’ (3)]" s, ). .
X Zo 7 L e il B E O], 3). - (436)

De forma idéntica ao procedimento realizado na segao (4.2), concluimos que o tnico
termo da soma em m que contribui para o célculo das distribuicoes de probabilidade é

aquele no qual n = m. Logo, a equagao anterior assume a forma simplificada abaixo

00 67ﬂ65/2 an67a2/2

FAUDan) = 3 Zom o I OO 5). (437)

Escrevendo os operadores térmicos em funcao dos nao-térmicos com as equagoes (1.53) e
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(1.54), e efetuando a expansao binomial encontramos

7T (@)l 7) = ie(ﬁesffgfj( )Z(j)

n,—a?/2 ) )
x O‘Of!)g/g[—vw)]“””[u(ﬁ)J@"—k—”
(s+n—5,
ey e
X Opstn—jkOf5tn—j—k- (4.38)

Analogamente, o terceiro termo da expressao (4.34) é dado por

U d) = 32 B//Z( )Z(”)

j'=0\J
ae @ /2 1 k! — i
X W[_U(g)](k +j )[u(ﬁ)](Q k' —3")
(8 +n— j/)' -/
X —=20(s—
(s = J")! =7
X 5T,S+n7j/7k/5f,.§+n*j/7k/' (439)

A temperatura nula, as equagoes (4.38) e (4.39) tornam-se as expressoes conhecidas
r —a?/2
CI

ou seja, todos os termos da equagao (4.34) reproduzem os resultados esperados.

(7, r|U(B)|ev, ) =0 = (F, r|U ()|, &) =0 =

Assim, a distribuigao de probabilidade para bésons no estado |a,(3))

Py (e, B) = [(F,r]an(8)) 7,

pode ser obtida com auxilio das expressoes (4.11), (4.30), (4.38) e (4.39). A analise
do comportamento desta distribuigao em fungao da temperatura para algumas situagoes

particulares é descrita a seguir.

4.3.1 Distribuicao de probabilidade para o estado |ag(3))

A distribuigao P,(a,n, ) para n = 0 é mostrada nas figuras 19 e 20 para alguns
valores de v e . Observamos da figura 19 que a probabilidade de encontrarmos um
foton no estado de superposigao |a,(3)) possui méximos que decrescem a medida que «

cresce. Nota-se ainda que todas as distribui¢oes tendem a zero para altas temperaturas.



70

0,253
0.2]
P 1 ]
0,15]
0,11
0,05
N —
0 2 4 6 8 10
T
 —— =0
D 0=0.3
 —— @=0.5
S 0=0.7
— =1

Figura 19: Distribui¢ao de probabilidade térmica P;(«,0;3) para o estado |a(3)) com
A'=B=1.

0,6
P_r 0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

Figura 20: Distribui¢ao de probabilidade térmica P,(«,0; ) para o estado |ag(3)) com
A =B =1lea=1.

Na figura 20, verificamos que o estado fundamental é mais provavel quando comparado
aos demais e que a distribuicao de probabilidade para essa situagao é maior a tempe-

ratura zero, diferentemente dos estados com mais fétons, cujos méaximos correspondem a
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temperaturas nao-nulas. Novamente observamos que a distribui¢oes tendem a zero para

altas temperaturas.

4.3.2 Distribuicao de probabilidade para o estado |a;(3))

Continuando nossa analise, vamos investigar o comportamento da distribuicao de
probabilidade para o estado |a;(3)). Neste sentido, substuimos n = 1 nas equagoes
que constituem & expressao para P.(«,n; 3), mostrada nas figuras 21 e 22 para algumas

situacoes caracteristicas.

06
P 105
04
03
0,2
0,1
0z
0 1 2
— 0=0
—— 0=03
————— 0=05
—_— o=0.7

— a=t

Figura 21: Distribui¢do de probabilidade térmica P.(«, 1; 3), para o estado |a;(3)) com
A'=B’=1.

Verifica-se da figura 21 que, ao contrario do resultado obtido para o estado |ag(3)), em
um dado intervalo de temperatura a distribui¢do de probabilidade no estado |a;(3)) tem
maximos maiores a medida que o aumenta, apesar de todas tenderem a zero para altas
temperaturas. Da figura 22 constatamos que a probabilidade de obtermos um féton no
estado |ay()) possui um méaximo a temperatura zero e em geral torna-se ndo-nula para
maiores temperaturas. Para estados com mais fétons, a maior probabilidade encontra-se

para temperaturas nao-nulas.
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Figura 22: Distribui¢ao de probabilidade térmica P,(«,1; ) para o estado |a;(3)) com
A=B'=lea=1.

4.3.3 Distribuicao de probabilidade para o estado |a2(3))

Por fim, vamos descrever o comportamento da distribuicao de probabilidade para o
estado de superposigdo |ay(3)). De maneira andloga aos casos anteriores, construimos
os graficos nas figuras 23 e 24. Para valores distintos do parametro «, a probabilidade
de obtermos um f6ton no estado |ay(3)) possui um comportamento diferente do obtido
para o estado |ag(3)) e |a1(()), pois notamos a presenca de outros maximos para tem-
peraturas diferentes de zero (ver figura 23). Com auxilio da figura 24, verificamos que
a probabilidade de obtermos dois fotons no estado |a2(3)) ¢ maxima para temperatura
nula, ao contrario dos estados com diferentes ntimeros de fétons, cuja maior probabilidade

ocorre a temperaturas nao-nulas.
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Figura 23: Distribui¢ao de probabilidade térmica P,(«,2; ) para o estado |as(3)) com
A'=B’=1.

Figura 24: Distribui¢ao de probabilidade térmica P,(«,2; ) para o estado |as(3)) com
A'=B'=lea=1.
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5 Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho utilizamos o formalismo da dindmica de campos térmicos para analisar
os efeitos de temperatura na estatistica dos estados de superposi¢ao do campo eletromag-
nético; introduzimos o estado térmico na superposicao do estado coerente e o estado
numero e encontramos o fator de Mandel para o sistema, analisando seu comportamento
para fatores distintos de normalizacao, e para diferentes valores do parametros a do estado
coerente. Em particular, concluimos que a estatistica do estado de superposicao formado
pelo estado fundamental e pelo estado coerente é super-Poissoniana, como descrito nas
figuras (2) e (3). Na superposicao |a)+|1) e |a)+]2) observamos que o aumento do fator «
concorre para tornar o estado de superposi¢ao super-Poissoniano, enquanto o aumento do
numero de fétons no estado de Fock compete para transformar a estatistica deste estado

de superposicao sub-Poissoniana.

Adicionada a essa analise estatistica, encontramos a dependéncia explicita da dis-
tribuicao de probabilidade com a temperatura para superposicao de dois estados ntimero,
para o estado coerente, e por fim para superposicao entre o estado coerente e os estados
de Fock. No caso do estado coerente, observamos que a distribuicao de probabilidade
para fotons decai mais rapidamente a medida que « cresce (figura 17), além disso nota-se
a presenca de méaximos na distribuicao a temperatura nao nula para estados com dois ou

mais fotons (figura 18).

Além dos resultados especificos dos estados estudados, vale ressaltar aspectos praticos
caracteristicos do formalismo da DCT. Um deles é a facilidade em introduzir o efeito de
temperatura nos estados de superposicao estudados, uma vez que o formalismo descreve
a Fisica Estatistica a partir de espacos Hilbertianos. Dessa forma, é bastante promissor
utilizar essa estrutura para construir novos estados de superposicao em desenvolvimentos
posteriores, bem como implementar a DC'T para representacoes destes estados no espago

de fase.
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Apéndice A

A meédia do operador namero, N, apresentada na segao (3.3) do capitulo 3 é obtida

através das fungoes auxiliares listadas abaixo

n+a2

oS

n+a?+2
o3 = ——F—),
V!
(n+1)a?  na™? n(n+1) n
Y1 = + + )
(n+1)!  (n—1)! (n+ 1)l(n—1)! nl(n —1)!
B n—|—2+ n
LY nl(n — 1)1

As fungoes apresentadas no capitulo 3 que definem a média do operador niimero

quadrado, N2, sao dadas por

20t + o? )
o= 7 +(20% +1)
a2(4n+3+a2)+n—|—1+ n(n —1)

fo = N o

(2n + 3)a? n
fz = T +(2n+1) m,
(n+1)?
fa = T
5 = a?(2n+1) L 2n—1) n

Vn!

 Bn+1)(1+a?) +ao!
g2 = nl m—1! "\ (n—2)

g3 = ——F——+(3+20°)

(n—1)V

94:T,



ha

ha

hy

W

Yo

Y3

Ya

q1

q2

b1

D2

— +
Min—11 " nl T

a?(n+1)
a?(n+1) 2
. ta 2J : n?(n —1) na?  nfa?

n(n+ 1)2 n
( (n— 1)2!n! (n—1)! ((n_—12>)0; p Ll v D
—l—n!l)a (2n? +n)a? (n+1)(n+2)a? : |
(n—1)! (n+1)! ’
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