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i

“De que me irei ocupar no céu, durante toda a
eternidade, se nao me derem uma infinidade de proble-

mas de Matemdtica para resolver?.”

Augustin Louis Cauchy

“Um matemdtico que nao é também um pouco poeta

nunca serd um matemdtico completo.”

Karl Weierstrass

“A Matemdtica é a rainha das ciéncias e a Teoria dos
Numeros € a rainha das Matemdticas.”
Carl Friedrich Gauss

“Matemdticos nascem, eles nao se fabricam.”

Henri Poincaré

“Um homem conta suas historias tantas vezes que se
torna as proprias historias, elas sobrevivem a ele e desta

forma ele se torna imortal.”

Do filme Peize Grande e suas Historias Maravilhosas(2003) de Tim Burton.



RESUMO

Considere o corpo F obtido de Q, adjuntando valores da funcao expo-
nencial, tomando fecho algébrico, e iterando essas duas operacoes e o corpo
L obtido da mesma maneira com a aplicacao de logaritmo, ao invés de expo-
nenciagao. Provamos que se a Conjectura de Schanuel é verdadeira, entao F
e L sdo linearmente disjuntos sobre @, generalizando um problema sugerido
por Lang.

Sejam P(z),Q(z) € Q(z) fungdes racionais ndo constantes. Usando o
Teorema de Gelfond-Schneider, mostraremos a existéncia de nimeros algébri-
cos que podem ser escritos da forma P(T)?"), para algum 7T transcendente.
Como aplicacao explicitamos uma classe infinita de nimeros transcendentes

T, tais que TT é algébrico. Por fim, supondo a veracidade da conjectura de
T

Schanuel, provamos a existéncia de nimeros algébricos da forma T’ T , com
T transcendente.

Seja f uma funcao inteira, e seja Sy o conjunto de todos os pontos
algébricos a € C, para os quais f(«) é também algébrico. Em 1886, Weier-
strass levantou uma questao sobre os possiveis Sy, conhecido como o con-
junto excepcional de f. Provaremos um resultado sobre valores complexos de
funcoes inteiras, que em particular mostra que para todo A C Q, a “equacao”
Sy = A, possui incontdveis solucoes f no espaco das funcoes inteiras hiper-

transcendentes.

Palavras Chave: Gelfond-Schneider; transcendéncia; conjunto excepcional;

Conjectura de Schanuel.



ABSTRACT

Consider the field E obtained from Q, adjoining values of exponential
function, taking algebraic closure, and iterating these two operations and the
field L obtained of the same way with application of logarithmic function,
rather than exponentiation. We prove that if Schanuel’s conjecture is true,
then E and L are linearly disjoint over Q, generalizing a problem suggested
by Lang.

Let P(z),Q(z) € Q(z) be nonconstant rational functions. Using the
Gelfond-Schneider theorem, we will show the existence of algebraic numbers
which can be written in the form P(T)?®), for some transcendental number
T. As application, we explict infinitely many transcendental numbers T, such

that 77 is algebraic. We also prove that if Schanuel’s conjecture is true, then
T

there exist algebraic numbers in the form TT" , with T" transcendental.
Let f be given, and let S; be the set of all algebraic points o € C, for
which f(«) is also algebraic. In 1886, Weierstrass raised the question about
the possible S¢, known as exceptional set of f. We prove a result on complex
values of entire functions which, in particular, shows that for each A C Q,
the “equation” S; = A has uncountable many solutions f in the set of all

hypertranscendental entire functions.

Keywords: Gelfond-Schneider; transcendence; exceptional set; Schanuel’s

conjecture.
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INTRODUCAO 1

A teoria dos nimeros transcendentes foi originada por Liouville [19] em
seu famoso trabalho de 1844, no qual ele obteve, pela primeira vez, uma
classe de nimeros que nao satisfazem nenhuma equacao algébrica com coe-
ficientes inteiros. Apesar de que alguns problemas isolados desta natureza
ja tinham sido formulados bem antes dessa data. Por exemplo, em 1744,
Euler estabeleceu a irracionalidade de e e em 1761, Lambert confirmou a
irracionalidade de m. No entanto, a existéncia de ntumeros transcendentes
continuou aberta até 1844. A idéia de Liouville foi estabelecer uma simples
propriedade satisfeita por todos os ntimeros algébricos: se a ¢é algébrico de
grau n, entao existe uma constante A > 0, tal que |a — p/q| > A/q"™, para
todo p/q € Q. Assim, qualquer ntimero que nao satisfaz essa propriedade é
transcendente. O préprio Liouville construiu niimeros que nao satisfazem tal
propriedade, por exemplo o ntimero ) ., 10~™, que é portanto um nimero
transcendente. B

Em 1873, Hermite [12] estabeleceu a transcendéncia de e e em 1884,
Lindemann [17] generalizou os métodos de Hermite e provou que e é trans-
cendente, sempre que « é algébrico nao nulo. Como consequéncia, temos
que log 2, eV? e cosl sdo transcendentes. No entanto, a consequéncia mais
importante do Teorema de Lindemann é a transcendéncia de 7 (™ = —1) e
portanto a impossibilidade de se construir um quadrado com a area de um
circulo dado.

Os trabalhos de Hermite e Lindemann foram simplificados e generaliza-
dos por Weierstrass [40], em 1885: se ag, ..., q, sdo nimeros complexos
linearmente independentes sobre QQ, entao os nimeros e, ..., e*" sao alge-
bricamente independentes. Assim e + V2 é transcendente.

O estudo dos numeros transcendentes provém de diversos problemas,
como a antiga questao grega da quadratura do circulo, as pesquisas de Liou-
ville e Cantor, investigacoes de Hermite sobre a funcao exponencial, o sétimo
problema da famosa lista dos 23 problemas de Hilbert e as formas lineares
em logaritmos devidas a Baker. No coracao da teoria transcendente vive

um intrigante paradoxo, enquanto que, essencialmente, todos os niumeros
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sao transcendentes, estabelecer a transcendéncia de um nimero particular é
uma tarefa bastante complicada. O principal obstéculo é que um ntimero
transcendente é definido nao pelo que ele é, mas ao invés disso, pelo que ele
nao é.

Um funcao inteira f é dita ser transcendente, se z e f(z) sao algebrica-
mente independentes sobre C. Um resultado 1til diz que uma fungao inteira
f € transcendente se, e somente se nao é um polinéomio. Portanto a funcao
exponencial e é um exemplo de funcao transcendente (ja que é nao constante
e nao possui zeros). Segue-se do Teorema de Lindemann que a funcao ex-
ponencial toma valores transcendentes em todos os pontos algébricos, com a
excegao de z = 0. Portanto, esperava-se que uma fungao transcendente (como
e?) tomasse valores transcendentes em pontos algébricos, com possivelmente
finitas excegdes (como e?). Dai, foi definido o conjunto excepcional de uma
funcao inteira como o conjunto dessas “possiveis excecoes”, isto €, o con-
junto de todos os a € Q, tais que f(a) é também algébrico, denotado por
S;. Claramente, se f é um polinémio com coeficientes em @, entdo S; = Q.
Também, o conjunto excepcional da fun¢do exponencial é {0}. Mais geral-
mente, se f(z) = e*=)G=%) onde os a's sdo nimeros algébricos, entdo
o Teorema de Lindemann implica Sy = {ay,..., o }. Em 1886, Weierstrass

levantou as seguintes questoes:
(W1) Existe uma fungdo inteira transcendente f, tal que f(Q) C Q?

(W2) Quais possiveis subconjuntos de Q sdo conjuntos excepcionais de al-

guma funcao inteira transcendente?

O préprio Weierstrass iniciou a busca por uma funcao em (W1), quando
ainda em 1886, deu um exemplo de uma funcao transcendente f, tal que
f(@Q) € Q. Depois, em 1895, Paul Stéckel [35] provou que para todo con-
junto enumeravel > C C e todo conjunto denso T C C, existe uma funcao

inteira transcendente f tal que f(3) C T, resolvendo assim a questao (W1)
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(X =T = Q). Também segue-se desse resultado que todo subconjunto de
Q estd contido no conjunto excepcional de alguma funcdo transcendente.
No entanto, isto nao responde a questao (W2). Outro resultado devido a
Stéckel, fixa um exemplo de uma funcao inteira transcendente f, tal que f
e todas suas derivadas f®) mapeiam Q em Q, isto é Spe = Q, para todo
s > 0. Em 1965, Mahler [21] provou que se A é fechado relativo a Q, isto
é, se a € A entao todos os seus conjugados algébricos também pertencem
a A, entao existe f transcendente, tal que Sy = A. Ainda nesse contexto
é possivel generalizar as questoes de Weierstrass para uma outra classe de
fungoes: dizemos que uma funcao f é hipertranscendente, se para todon > 0,
as funcoes z, f(2), f'(2),..., f™(z) sdo algebricamente independentes sobre
C. Claramente, fungoes hipertranscendentes sao transcendentes. A fungao
exponencial e mostra que a reciproca é falsa. A funcao zeta de Riemann é
um exemplo de fungao hipertranscendente, ver [27]. Podemos entao pensar

nas questoes de Weierstrass no contexto hipertranscendente:

(W1*) Existe uma fungao inteira hipertranscendente f, tal que Sy é um con-

junto infinito?

(W2*) Quais possiveis subconjuntos de Q sdo conjuntos excepcionais de al-

guma fungao inteira hipertranscendente?
(W3*) Existe uma funcdo inteira hipertranscendente f, tal que f(Q) C Q?

Essas novas questoes sao interessantes, haja vista que nao conhecemos o
conjunto excepcional de nenhuma funcao hipertranscendente. Por exemplo,
a funcao hipertranscendente mais conhecida é, sem duvida, a funcao zeta de
Riemann, porém nao sabemos nem mesmo se ¢(5) é irracionall

Nesta tese, provamos um resultado que em particular generaliza os teo-

remas de Stéckel e ainda responde todas as questoes acima



INTRODUCAO 4

Teorema. Seja A C C enumerdvel. Para cada inteiro s > 0 e a € A, fize
E.s um conjunto denso em C. Entao existe um conjunto ndao enumerdvel
F, de funcoes inteiras hipertranscendentes f : C — C, tais que
af
dzs

Algumas consequéncias desse teorema sao

(a) € E, s, para todos s >0 e a € A.

e (Generalizagdo do 1° Teorema de Stéckel) Para todo conjunto enu-
meravel > C C e todo conjunto denso T C C, existe uma fungao

inteira hipertranscendente f, tal que f*)(X) C T para todo s > 0.

e (Generalizagao do 2° Teorema de Stéckel) Dado A C C, enumeravel e
denso, existe uma funcdo hipertranscendente f, tal que f*)(A) C A,

para cada s > 0.

e (Solugdo das questdes (W1*), (W2), (W2*) e (W3*)) Dado A C Q,
existe uma funcao inteira hipertranscendente f, tal que Sy = A, para
todo s > 0.

Observe que a resposta de (W1*) é sim, e a resposta para (W2*) (que
também é resposta para (W2)) é que todos os subconjuntos de Q sdo ex-
cepcionais, dai temos um sim também para (W3*). Resumindo, conjuntos
excepcionais nada tem de excepcionais!

Em 1900, no congresso internacional de matematica em Paris, Hilbert
propos uma lista com 23 problemas e o sétimo problema peguntava se o lo-
garitmo de um ntmero algébrico numa base algébrica deveria ser racional ou
transcendente. A solucao desse problema foi dada em 1934, independente-
mente, por Gelfond [11] e Schneider [33]. O Teorema de Gelfond-Schneider
diz que se «a é algébrico, diferente de 0 e 1, e 3 é algébrico, nao racional,
entdo af é transcendente. Assim 2‘/5, V2 ’ e i sao nimeros transcendentes.
Também e™ ¢ transcendente, pois €™ = (—1)7". Esse teorema também clas-
sifica completamente a natureza aritmética de poténcias de algébricos por

algébricos. No entanto, nao é conhecido um resultado similar para o caso
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T[>, onde os T’s sao transcendentes. Em vista do Teorema de Gelfond-
Schneider somos levados a crer que o resultado dessa potenciacao deveria
ser um transcendente, porém e e log2 sio transcendentes, mas €'°¢2(= 2) é
algébrico. Agora o caso T} = Tb, parece ser mais intrigante: o ntdmero 77
pode ser algébrico, para algum 7' transcendente? Uma resposta negativa para
essa questao implicaria, de imediato, na transcendéncia de e€ e 7™. Provamos
nessa tese que felizmente (ou infelizmente) a resposta dessa questdo é sim.

Na verdade provamos algo bem mais geral

Teorema. Sejam P(x),Q(z) € Q[z] polindmios ndao constantes. Entdo o
conjunto dos nimeros algébricos da forma P(T)®"), com T transcendente,

¢ denso em algum subconjunto conexo de R ou C.

Numa formulagao equivalente, o Teorema de Gelfond-Schneider mostra
que se ay, g, 1, P2 sao numeros algébricos, com log a;y, log as linearmente
independentes sobre Q, entao 25:1 Bjloga; # 0. Foi conjecturado que esse
resultado é valido para uma quantidade arbitraria de logaritmos. Essa con-
jectura foi provada por Baker [2] em 1966 (e lhe rendeu a medalha Fields
em 1970). Como consequéncia do Teorema de Baker, temos que qualquer
combinagao, finita e nao nula, de logaritmos de niimeros algébricos com coe-
ficientes algébricos é um nimero transcendente. Assim log 2 +v/3log 3, m +
log 2 sao ntimeros transcendentes.

Se z = a + bi € C é algébrico, entdao seu conjugado z também o é (na

verdade sao raizes do mesmo polinémio minimal). Portanto z é algébrico se,

e somente se a e b 0 sdo (pois a = 2= e b = £2). Por exemplo e + im e

“ 4+ ilog2 sao transcendentes. Também o Teorema de Baker garante que

™

e
e®™ 8 ¢ transcendente, para todos algébricos a, 3, com 3 # 0. Os nimeros
™8 com o, € QNR, B # 0, sdo as tnicas combinacoes reais de e e
7 sabidas ser transcendentes. Ou seja, a natureza aritmética de e + 7 e e
é desconhecida. No entanto, um desses nimeros (provavelmente ambos) é
transcendente (pois e, 7 sdo rafzes de 12 — (e + )z +em e Q é algebricamente
fechado) e assim e+m+ier ¢ Q. A conjectura é que e e 7 sdo algebricamente

independentes, o que implicaria na transcendéncia dos niimeros acima. Em
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geral a prova de que especificos nimeros transcendentes sao algebricamente
independentes nao é uma tarefa simples, portanto é vantajoso imaginar o que
“deveria” ser verdade.

Em seu livro de 1966, Lang [14] enunciou uma interessante conjectura de
seu aluno Stephen Schanuel. A Conjectura de Schanuel é sem duvida o prin-
cipal problema aberto em teoria dos nimeros transcendentes. Recordemos

seu enunciado

Conjectura (Schanuel). Sejam xy,...,x, nimeros complexos linearmente
independentes sobre Q. Entdo existem pelo menos n numeros algebricamente

independentes, dentre xq,...,x,,e", ..., ",

Como consequéncia imediata dessa conjectura, temos a independéncia
algébrica de e e 7, a transcendéncia de e+, em, €, 7™, 7¢, loglog?2, logme
também generalizacoes para os teoremas de Lindemann, Weierstrass, Gelfond-
Schneider e Baker, ver [29, Capitulo 10].

Neste mesmo livro, Lang [14] propos o seguinte problema: seja E =
U,,>0 En, onde E,, = E,,_1({e* : = € E,_1}) para todo inteiron > 1 e Ey =
Q. Mostrar que a Conjectura de Schanuel implica que 7 ¢ E. Note quew ¢ E

é algo extremamente mais forte do que a independéncia algébrica de e e 1. Na
verdade, e e 7 algebricamente independentes nao implica nem mesmo que 7 ¢
E;. Nesta tese, provamos um resultado que em particular resolve o problema
de Lang. Para isso, defina L =, Ln, com L,, = L, 1({y : e € L, 1}) e

Lo = Q. Dizemos que F}, Fy, extensoes de F', sao linearmente disjuntas sobre

F', quando todo subconjunto finito de F} linearmente independente sobre F,

¢é também linearmente independente sobre F5. Provamos que

Teorema. A Conjectura de Schanuel implica que os corpos EE e L sao line-

armente disjuntos sobre Q.

Como consequeéncia, temos que se a Conjectura de Schanuel é verdadeira,

entao

e ENL=0Q.
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e t¢d Feed&lL.
e 7, logm, loglogm,... sao algebricamente independentes sobre F.
e ¢, e e”, ... sdo algebricamente independentes sobre L.

Assim a Conjectura de Schanuel parece dar solugoes para todos os pro-
blemas mais conhecidos em teoria transcendente. A pergunta é: existe vida,
em teoria transcendente, apds a Conjectura de Schanuel? A resposta é sim!
Especificamente, nao é conhecida uma relagao dessa conjectura com a trans-
cendéncia de nimeros como ((3), ¢(m),y e €7, onde v = lim,, (1 + 1/2 +
-+ 1/n—logn) é a constante de Euler-Mascheroni.

A partir de 1970 (e até os dias atuais), o estudo da natureza aritmética
de valores da funcao zeta de Riemann, ((s) = >~ 1/n®, para inteiros s > 1
é um dos mais atrativos topicos em teoria transcendente.

Euler provou que

~ (@2mi)°’B,
C(S)—T, 8—2,4,6,...,
onde By € QQ, sao os numeros de Bernoulli, que sao definidos pela funcao
geradora
t VRN 2
=1-—= B,—
et —1 2 * sz:; s!

e esse foi inegavelmente o primeiro progresso nessa area. A prova de Linde-
mann da transcendéncia de 7, implicou também na transcendéncia de ((s)
para todo s > 0 par (via férmula de Euler). O problema da irracionalidade
de valores da funcao zeta em inteiros impares permaneceu inacessivel até
1978, quando Apéry [1] provou que ((3) é irracional.

A irracionalidade dos ntimeros ((2s+ 1) para s > 2 é ainda um problema
em aberto. Em 2000, Rivoal [31] provou que a sequéncia ¢(3), ((5), {(7),(9), ...
contém infinitos irracionais. Em 2001, Zudilin [41] mostrou que pelo menos
um dos numeros ((5),¢(7),¢(9),¢(11) é irracional. A conjectura é que os
nimeros ¢(3),((5),¢(7),¢(9), ... sdo linearmente independentes sobre Q(7).
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O préprio Zudilin mantém uma pagina na internet com vérios artigos sobre o
assunto (contendo trabalhos de 1978 até 2008), ver [42]. Outras fungoes zeta
também sao consideradas, por exemplo, a funcao zeta p-adica ¢,. Em 2008,

Beukers [4] provou que os nimeros (»(2), (2(3), (3(2) e (3(3) sao irracionais.



Capitulo 1
O problema de Lang

Estudamos a independéncia algébrica de dois conjuntos definidos indutiva-
mente: a torre de poténcia exponencial e sua correspondente torre logaritmica.
Sob a hipdtese da Conjectura de Schanuel, provamos que E e L sao linear-
mente disjuntos. Esse resultado generaliza um problema sugerido por Lang
(14, p. 31].

1.1 Preliminares e o teorema principal

1.1.1 Conjectura de Schanuel

Os ntmeros oy, ..., o, € L O K sao ditos algebricamente dependentes so-
bre K, se existe um polinémio nao nulo P € K[Xq, ..., X,,], tal que P(ay, ..., ay,) =
0. Caso contrario aq, ..., o, sao ditos ser algebricamente independentes sobre
K.

Seja L|K uma extensao transcendente. Um conjunto B C L é chamado
base de transcendéncia de L|K, se B é algebricamente independente sobre
K e L|K(B) é uma extensao algébrica, ou equivalentemente B é o conjunto
algebricamente independente (sobre K) maximal relativo a inclusdo, cuja
existéncia é garantida via lema de Zorn. Pode-se provar que quaisquer duas

bases de transcendéncia de uma extensao tem a mesma cardinalidade. Assim
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podemos definir o grau de transcendéncia de uma extensao L|K, como a
cardinalidade de B. Denotamos por grtr(L|K) = grtrgL = #B. Se L|K é
algébrica, entdao grtr(L|K) = 0. Um maior detalhamento desses conceitos
podem ser vistos em [15, Capitulo 8].

Alguns fatos sobre grau de transcendéncia sao (ver [10, Capitulo 11]):

Fato 1. grtr(K(zy,...,x,)|K) < n e vale a igualdade se, e somente se
x1, ..., T, 20 algebricamente independentes sobre K. (a prova dessa desigual-

dade segue-se por indugao sobre n)

Fato 2. Se K C L C M, entao grtr(M|K) = grtr(M|L) + grtr(L|K). (Essa
relagdo segue-se pois By U By é base de transcendéncia de M|K, onde B; e
B, sao bases de transcendéncia de M|L e L|K)

Fato 3. grtr(Q(zy, ..., 7,)|Q) = grtr(Q(zy, ..., 2,)|Q). (Segue-se pelo Fato 2
e de grtr(Q|Q)=grtr(Q(z1, ..., 7,,)|Q(x1, ..., 2,,)) = 0)

O fato abaixo é equivalente ao Fato 3:

Fato 3’. Um conjunto é algebricamente independente sobre QQ se, e somente
se o for sobre Q. (Fato 1 e Fato 3)

Com essa nomenclatura, podemos apresentar a conjectura de Schanuel

como

Conjectura 1. Se xy,....,x, € C, sao linearmente independentes sobre Q,

entao

grtr(Q(z1, ..., xp, €71, ..., ") |Q) > n

A Conjectura de Schanuel é, sem duvida, o grande resultado a ser provado
em Teoria Transcendente. Sua veracidade implica em provas simples de ge-
neralizacoes para todos as grandes teoremas nessa teoria. Além do mais,
mostraria que todos os niimeros que esperamos ser transcendentes (ex. em, e+

m, e, m°

,...) O SA0.
A motivagao da conjectura de Schanuel parece vir de alguns resultados

ja sabidos. Por exemplo, quando n = 1 temos que se a # 0, entao pelo
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Teorema de Lindemann, pelo menos um dos niimeros «, e* é transcendente,
assim grtr(Q(«, e*)|Q) > 1. No caso de um n arbitrario, essa conjectura esté
resolvida apenas para {w1,...,7,} C Q, usando o Teorema de Lindemann-
Weierstrass (para uma prova desse teorema, ver [24, p. 46, Teorema 3.3.2]
ou [26, p. 117-131]):

Teorema 1.1 (Lindemann-Weierstrass). Se aq, ..., a,, sdo numeros algébricos
linearmente independentes sobre Q, entao e, ...,e*" sao algebricamente in-

dependentes sobre Q.

Como uma interessante aplicacao dessa conjectura, provaremos uma ge-

neralizacao do teorema anterior

Proposicao 1.1. Suponha que a conjectura de Schanuel é verdadeira. Se
Q1, ..., Oy §GO numeros algébricos linearmente independentes sobre Q, entao

el eon

« « el exn e’
et e, e

,.,e8 e yeees € -

sao algebricamente independentes sobre Q.

Observacao 1. Um conjunto infinito é dito ser algebricamente independente,

quando qualquer de seus subconjuntos finitos o for.

Observagao 2. Seja [ = f(z) uma fungao e S um conjunto (possivelmente
infinito) contido no dominio de f. Denotamos f(S) por {f(s): s € S}.

Demonstragao da Proposi¢ao 1.1. Seja A = {aq,...,a,}. Defina, para
cadam > 1, h,(z) = ¢¢ . Nosso objetivo é provar que hi(A), ho(A), ...

m vezes
sao algebricamente independentes sobre Q. Para isso, procederemos por

indugdo sobre m (em h,,(A)). O caso m = 1, segue pelo Teorema de
Lindemann-Weierstrass. Suponha que hi(A), ..., h,,(A) sdo algebricamente
independentes sobre Q. Portanto A, hy(A), ..., hy(A) sdo linearmente inde-
pendentes sobre Q (Pela hip6tese de indugao e a independéncia linear dos

elementos de A), assim pela conjectura de Schanuel
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grtrgQ(A, hi(A), ..., hi(A), e, e L ehmD) > (m 4+ 1)n

por outro lado, {hi(A), ..., hn(A)} = {e4, e ehm-1(DY pois ez =
hiy1(z). Portanto

grtrgQ(A, hi(A), ..., hin(A), et e ehm(4)) =
grtrgQ(h1(A), ..., hin(A), hpgr (A)) < (m+ 1)n,

onde a ultima desigualdade acima segue do Fato 1. Assim

grtrgQ(hi(A), ..., hin(A), hmy1(A)) = (m + 1)n

e entdo hi(A), ..., hy(A), hyi1(A) sdo algebricamente independentes sobre Q,

finalizando assim nosso processo indutivo. O

1.1.2 Corpos linearmente disjuntos e livres

Sejam F, Fy extensoes de um corpo F'. Dizemos que Fi, Fy sao linear-
mente disjuntos sobre F', quando todo subconjunto finito de Fj linearmente
independente sobre F', é também linearmente independente sobre F5.

Dizemos que Fy, Fy sao livres (ou algebricamente disjuntos) sobre F
quando todo subconjunto finito de Fj algebricamente independente sobre F',

¢é também algebricamente independente sobre F5.
Proposicao 1.2. Se Fy, F, sao linearmente disjuntos sobre F', entao
FiNF,=F.

Demonstragdo. Suponha que existe x € (Fy N Fy)\F, assim {1,2} C F} e é
linearmente independente sobre F'. Como F}, F5 sao linearmente disjuntos so-
bre F, entao {1,z2} C F; e é Fy-linearmente independente. Essa contradigdo

mostra o resultado. O

Aparentemente as defini¢oes acima sao nao simétricas, no entanto temos

que
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Proposicao 1.3. Suponha que Fy, Fy sao linearmente disjuntos sobre F,
entao todo subconjunto finito de F,, linearmente independente sobre F' ¢é

também linearmente independente sobre F7.

Demonstragao. Suponha o contrario. Considere {z1, ...,z,} C F,, F-linear-

mente independente e {y1, ..., y,} C F}, ndo todos nulos, tais que
T1y1 + -+ Ty = 0. (1.1)

Reordenando os indices, se necessario, podemos tomar m < n o maior nimero
natural, tal que yi, ..., ¥n, sao F-linearmente independentes e portanto Fs-
linearmente independentes (pois Fi, I sao linearmente disjuntos sobre F).
Assim,
m
y; = Zaijyi, ondea;; € Fej=m+1,..,n. (1.2)
i=1

Combinando as igualdades em (1.1) e (1.2), obtemos

Z (1‘1 + i &Z-jxj) Y; = 0

i=1 j=m+1
Portanto, para cada i € {1,...,m}, a expressdo z; + 7 ., a;z; (perten-
cente a Fy) é nula. No entanto isso contradiz a F-independéncia linear dos

elementos xy, ..., z, (pois i < m + 1). O

Proposicao 1.4. Suponha que Fy, F5 sao algebricamente disjuntos sobre F,
entdo todo subconjunto finito de Fy, algebricamente independente sobre F €

também algebricamente independente sobre F.

Demonstragao. Seja Y = {y1,...,yn} C F» algebricamente independente so-
bre F' e suponha (por absurdo) que ) é algebricamente dependente sobre Fj.
Portanto ) é algebricamente dependente sobre um corpo finitamente gerado
F' = F(zy,...,24;) C Fy, onde xy,...,zy € F; (coeficientes do Fj-polinomio
com n varidaveis anulando ).

Se S C F), finito e F-algebricamente independente, é algebricamente

dependente sobre F'()), entao é também algebricamente dependente sobre
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F5, contrariando o fato de que F}, Fy sao livres sobre F'. Segue-se que Fi e
F()) sao livres sobre F.

Como F” é finitamente gerado, entdao seu grau de transcendéncia sobre F’
é finito (no maximo t). Seja B uma base de transcendéncia de F'|F. Logo B

é algebricamente independente sobre F' e portanto sobre F'()). Dai
grir(F' (V)| F(Y)) = grtr(F|F) (1.3)

Por outro lado, a extensao F'(Y)|F(Y)(B) é algébrica (pois F'|F(B) é algé-

)
brica). Assim, vale a igualdade em (1.3), isto ¢é,
grir(F'(V)|F (V) = grir(F|F) (1.4)

Considerando as torres FF C ' C F'(Y) e FF C F(Y) C F'()), calculando
o grau de transcendéncia de F'())|F de duas maneiras (via essas torres) e

usando o Fato 2, obtemos:

griv(F' (V) |[F(I))+ertr(F(V)|F) =grte(F'(V) | F')+grtr(F| F)
Usando (1.4), temos que

n =grtr(F(Y)|F) =grtr(F'(V)|F') <n (veja diagrama abaixo)

Com esse absurdo provamos nosso resultado.

SN
\/

Os préximos resultados estabelecem relacoes entre as duas defini¢oes an-

teriores
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Proposicao 1.5. Se Fi, Fy sao linearmente disjuntos sobre F', entao sao

livres sobre F'.

Demonstragao. Suponha o contrario. Sejam {z1,...,x,} C F;, F-algebrica-
mente independente e um polindbmio P, nao nulo, com n variaveis e coefi-

cientes em [}, tal que P(z1,...,x,) = 0. Assim,

Za;xif ol =0, (1.5)
Ier
onde I’ é um conjunto finito de multi-indices e cada a; € Fy. Denotando
M= {M;:I€l'}, com Mj:=z -zl arelacio em (1.5) implica que M
é linearmente dependente sobre F, e portanto (por hipdtese) também sobre

F| isto é, existem (b;)re;r € F, nao todos nulos, tais que

No entanto isso contradiz a independéncia algébrica de {z1,...,x,} sobre
F. O

A reciproca dessa ultima proposicao, em geral, nao é verdadeira, no en-

tanto temos que

Proposicao 1.6. Se Fy, F; sao livres sobre F' e F' € algebricamente fechado,

entao Fy, Fy sao linearmente disjuntos sobre F'.

Demonstragao. Ver [15, p. 367, Teorema 4.12] O
Em 1966, S. Lang [14] propos o seguinte problema: seja £ = J,~q En,
onde E, = E,_({e* : 2 € E,_1}) para todo inteiro n > 1 e Ey = Q.

Mostrar que a conjectura de Schanuel implica que = ¢ E.

Definamos uma versao logaritmica do problema acima: seja L = (J,,~ Ln,

com L, = L, 1({y : e#€ L, 1}) e Ly = Q. Mostrar que a conjectura
de Schanuel implica que e ¢ L. Mostramos o seguinte resultado que em

particular resolve os problemas acima



CAPITULO 1. O PROBLEMA DE LANG 16

Teorema 1.2. A conjectura de Schanuel implica que os corpos E e L sao

linearmente disjuntos sobre Q.

Como consequéncia temos que se a conjectura de Schanuel é verdadeira,

entao
e ENL=0Q.
en¢ZFeed L.
e 7, logm, loglogm,... sao algebricamente independentes sobre F.
e c e e, ... sao algebricamente independentes sobre L.

1.2 Prova do Teorema

Antes da prova do teorema, necessitamos de alguns lemas técnicos invol-

vendo uma construgao chave. Por simplicidade, escreveremos

E, = E, 1(exp(FE,_1)) paran > 1.
Lema 1.1. Para todo n > 1, temos que E,, = Q(exp(E,_1)).

Demonstracao. Usando inducao sobre n, o caso base segue-se por defini¢ao,

pois
Ey = Eo(exp(Ey)) = Q(exp(Ey)) = Q(exp(Ey)),

e By = Q. Em geral

E, = E, 1(exp(E,_1))
= Q(exp(En-2))(exp(En-1))
= Q(exp(Ep-2))(exp(Ep-1))
= Q(exp(En-1)), (1.6)

pois Epn_o C Fpn_y. O
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Lema 1.2. Para todo v € E,, existe um conjunto finito A,_1 C E,_1 tal
que x € Q(exp(A,-1)).

Demonstragdo. Pelo Lema 1.1, z € E, = Q(exp(E,-1)) o que significa
que é raiz de um polindémio, nao nulo, com coeficientes em Q(exp(E,_1)).
Cada coeficiente involve somente uma quantidade finita de exponenciais de

elementos de F,_;. Portanto, tome A,,_; a uniao desses elementos. O

Lema 1.3 (primeiro lema chave). Para todo x € E,, existe um conjunto
finito A C E,,_1 tal que AU{z} C Q(exp(A)).

Demonstracao. Pelo lema anterior, existe um conjunto finito A,,_1 C E,_1
tal que © € Q(exp(A,_1)). Iterando esse lema, construimos uma sequéncia

de subconjuntos A, _1, A,_2, An_3,..., Ag como se segue:

e Como A, 1 C F,_; é finito, seque-se que A, 1 é algébrico sobre

Q(exp(A,_2)) para algum conjunto finito A, _» C E, .

e Também A, 5 é algébrico sobre Q(exp(A,_3)) para algum conjunto
finito An73 g Enfg.

No ultimo passo teremos a existéncia de um conjunto finito Ay C Ey =
Q, tal que A; é algébrico sobre Q(exp(Ap)). Tome A = U, <,  Am C
E, 1. Como A,,_;1 C A entao z € m e como cada A,, _é algébrico
sobre Q(exp(A,,—1)) € Q(exp(A)), entdo todo o conjunto A é algébrico sobre
Q(exp(A)). O

De uma maneira similar, obtemos analogos desses lemas no caso das ex-

tensoes logaritmicas L,,. Vamos enuncia-los para efeito de precisao.

Lema 1.4. Para cadan > 1, temos que L, = Q(exp~(L,_1)).

Lema 1.5. Para todo x € L, existe um conjunto finito C,, C C tal que
exp(Cp) € L,—1 e que x € algébrico sobre Q(C,,).

Lema 1.6 (segundo lema chave). Para todo x € L,, existe um conjunto
finito C C C com exp(C) C L, tal que exp(C) U {x} € algébrico sobre
Q(C).
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As provas seguem a mesma linha como no caso exponencial. Agora es-
tamos prontos para ir a prova do teorema que por comodidade do leitor

repetiremos

Teorema. A conjectura de Schanuel implica que os corpos E e L sao line-

armente disjuntos sobre Q.

Demonstracao. Assumindo que a conjectura de Schanuel é verdadeira, vamos
provar que E,, e L, sao linearmente disjuntos sobre Q, para arbitrarios m e
n (isso é suficiente, pois E é uniao dos E,,, L é uniao dos L,, e além disso
EoCE C...elgCLi C...).

Fixe um arbitrario n > 0. Procedendo por indugao sobre m, o caso base
é trivial pois Fy = Q. Suponha por absurdo que E,,_; e L, sdo linearmente
disjuntos sobre Q, mas E,, and L, nio sio linearmente disjuntos. Vamos
tomar {l1,...,I4} C L, linearmente independentes sobre Q e {ey,...,ex} C

E,, tal que Zle l;e; = 0 e pelo menos um dos e; # 0. Pelos lemas chave:

e Existe um conjunto finito A C E,,_; tal que AU {e;}F_, é algébrico
sobre Q(exp(A)).

e Existe um conjunto finito C' C L, tal que exp(C) U {l;}¥_, é algébrico
sobre Q(C).

Agora tome B C A tal que exp(B) é uma base de transcendéncia da extensao
Q(exp(A))|Q), e tome D C C tal que D é uma base de transcendéncia de
Q(C)|Q.

Afirmamos que B U D ¢ linearmente independentes sobre Q. De fato,
considere uma combinacao linear dos elementos de B U D com coeficientes

em QQ, podemos escreve-la como
domb= Y qd (1.7)
beB deD\B

com py, ¢q inteiros.
Desde que a expressao do lado esquerdo de (1.7) é um elemento de E,, ;

e que o lado direito é um elemento de L,,, e por hipdtese esses dois corpos sao
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linearmente disjuntos sobre Q, devemos ter E,,_; N L, = Q (ver Proposicao
1.2) e ambas as expressoes representam um elemento r € Q.

Mas ), D\B qad = r é uma relacdo algébrica de D com coeficientes em Q
e portanto, deve ser a relagao trivial (mantenha em mente que D foi tomado
algebricamente independente sobre Q). Assim, obtemos r = 0 = ¢4, para
todod € D.

Aplicando a exponencial em ambos os lados de ), pyb = 0, temos

[Tyep(exp(b))? =1,

que é uma relagao algébrica com coeficientes em Q, entre os elementos do con-
junto exp(B), tomados algebricamente independentes. Portanto o monémio
de Laurent (pois algum p, pode ser negativo) [],.(X3)? deve ser o trivial,
isto é, os inteiros p, devem ser todos iguais a zero.

Resumindo, provamos que B U D é Q-linermente independente. Assim,
pela conjectura de Schanuel, grtroQ(B, D, exp(B),exp(D)) > |B| 4 |D|. No

entanto,

grirgQ(B, D, exp(B), exp(D)) = grtrgQ(B, €', exp(A), exp(D))

pois exp(A) é algébrico sobre Q(exp(B)) e C' é algébrico sobre Q(D). Temos

também

grtrQQ(B, C,exp(A),exp(D)) = grtr@Q(C, exp(A))

pois B C A C Q(exp(A)), e similarmente exp(D) C exp(C) C Q(C). Final-

mente
grirgQ(C, exp(A)) = grtrgQ(D, exp(B)) < |B| + |D|

pois C' é algébrico sobre Q(D) e exp(A) algébrico sobre Q(exp(B)).
De |B| + |D| > grtroQ(D, exp(B)) > |B| + | D|, concluimos que

grirgQ(D, exp(B)) = | B[ + [ D

e entao o conjunto exp(B) U D é algebricamente independente sobre Q, con-

sequentemente sobre Q.
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Portanto Q(exp(B)) e Q(D) sdo livres sobre Q. Como Q é algebrica-
mente fechado, Q(exp(B)) e Q(D) sao linearmente disjuntos sobre Q (veja

Proposigao 1.6).
Porém os [;’s sao algébricos sobre Q(C') e os e;’s sao algébricos sobre

Q(exp(A)), o que significa {I;} C Q(D) e {e;} C Q(exp(B)) fixando a relagao
nao trivial > l;e; = 0. Contradigdo. Assim E,, e L, sao linearmente disjuntos

sobre Q, e portanto o mesmo ¢é valido para F e L. ]
Nos proximos quatro resultados, estaremos assumindo a veracidade da

conjectura de Schanuel.

Corolario 1.1. Temos que LN E = Q.

Demonstracdao. Segue-se diretamente do Teorema 1.2 e Proposicao 1.2. O
Corolario 1.2. Temos quem ¢ E ee & L.

Demonstragao. Note que e = exp(l) € E; C E. Desde que e ¢ Q, entdo nao
pode estar também em L, pelo Corolario 1.1. Se 7 € F, entao iw € E. Mas
im € Ly C L, pois im = log(—1). Concluimos que im ¢ E, pois ndo pertence
a Q. ]

Corolario 1.3. Os numeros m,logm,loglogm,... sao algebricamente inde-

pendentes sobre E.

Demonstracao. Na verdade, provaremos que i, logm,loglogm,... sao alge-
bricamente independentes sobre E (que é um enunciado equivalente). Vamos
escrever logy, m para a k-ésima iterada do logaritmo de 7, onde loggm=m.
Observe que i, log 7, loglog, ... pertencem a L.

Como, pelo Teorema 1.2, F e L sao linearmente disjuntos sobre Q, entao
sao livres sobre Q, assim é suficiente provar que iw,logm,loglogm,... sdo
algebricamente independentes sobre @, ou equivalentemente (Fato 3), que
eles sao algebricamente independentes sobre Q.

Para provar que im,log,loglogm, ..., logy, m sao Q-algebricamente in-

dependente, usamos a conjectura de Schanuel novamente. Procederemos por
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inducao sobre o numero de iteradas do logaritmo de w. O caso n = 0, segue
da transcendéncia de w. Assuma que im,logm, loglogm,.. ., logp,_y T sao
algebricamente independentes sobre Q (hipétese de indugao). Afirmamos
que im,logm, ..., log,, 7 sao linearmente independentes sobre Q. De fato,

suponha que:

iTq + Yy Qi loggy ™ =0

com ¢, qx € Z. Assim, aplicando exp(.) na igualdade anterior, obtemos

) H logy,_y; =1 (1.8)
k=1

pois exp(gx log, ) = (logy,_y 7)%. Como estamos assumindo que i, log,
loglogm, ..., logy_q) 7 sao algebricamente independentes sobre Q, entao a
relagdo algébrica em (1.8) deve ser a trivial, isto é, ¢ = O para 1 < k <n
e q deve ser par (mas isso nao é importante). Retornando a nossa relagao
linear, obtemos imqg = 0, dai ¢ = 0.

Portanto o conjunto A = {im,logm, loglog,...,log,,m} ¢ linearmente
independente sobre QQ e pela conjectura de Schanuel, o grau de transcendéncia
de Q(A, exp(A)) deve ser pelo menos n + 1. Como exp(A) é algébrico sobre
Q(A) (Fato 3), temos

grtrgQ(im, log m, loglog, ..., logy, m) > n + 1,

Segue-se que im, log w, loglogm, .. ., log,,) 7 sao algebricamente independentes
sobre Q (entdo sobre Q e portanto sobre E). O

s, ’ € ~ . .
Corolario 1.4. Os numeros e, e, e ,... sao algebricamente independentes

sobre L.

Demonstracao. Como na demonstragao anterior, temos somente que provar
que os numeros acima sao algebricamente independentes sobre Q. Nova-
mente, usaremos inducdo. Denote exp[™(1) = exp(exp"~1(1)) e expl¥(1) =
1. Procedendo por inducao. O caso n = 1 segue da transcendéncia de e.
Vamos assumir que {expl®l(1)}?_, sdo algebricamente independentes sobre

Q. Entao o conjunto
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A={lee5.. expl (1)} = {expl(1)}1,
¢ Q-linearmente independente e pela conjectura de Schanuel, temos

n+1 < grtrgQ(A, exp(A)) = grtrgQ(exp(A)) <n +1

pois A é algébrico sobre Q(exp(A)). Assim exp(A) = {expl(1)}71] é alge-

bricamente independente sobre Q. O



Capitulo 2
Potenciacao de transcendentes

Sejam P(z), Q(x) € Q[x] polindmios ndo constantes. Mostraremos a existén-
cia de ntimeros algébricos que podem ser escritos da forma P(T)%"), para

algum T transcendente. Provaremos também um resultado condicional para
T

ocaso TT

2.1 Preliminares e o teorema principal

Em 1934, Gelfond e Schneider, independentemente, resolveram o sétimo

problema de Hilbert, quando provaram

Teorema 2.1 (Gelfond-Schneider). Se o € Q\{0,1} e 3 € Q\Q, entdo o

¢ transcendente.

Uma demonstracao desse resultado pode ser vista em [24, p. 60, Teorema
4.2.1].

O Teorema de Gelfond-Schneider classifica completamente a natureza
aritmética (racionalidade, irracionalidade, algebricidade ou transcendéncia)
de poténcias de dois algébricos. No entanto, nao é conhecido resultado simi-
lar para o caso AP (veja Tabela 2.1), onde pelo menos um desses niimeros é

transcendente e muitos problemas desse tipo estao em aberto. Por exemplo, é

23
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esperado que os nimeros e, 77, (log )16 ™ sejam transcendentes, no entanto

nenhum deles foi provado ser ainda. Em geral, temos a seguinte questao:

Questao 1. Eziste um nimero transcendente T, tal que TT é algébrico?

A B AP || Natureza aritmética
2 | log3/log2 | 3 | Algébrico
2 |ilog3/log2 | 3° | Transcendente

et 7 -1 || Algébrico

e s €™ || Transcendente
V2 V2 4 || Algébrico
V2 V2 4 || Transcendente

Tabela 2.1: Possibilidades

Nosso proximo resultado, em particular, responde essa pergunta, mas antes

de enuncia-lo, provaremos dois lemas que serao 1teis na sua prova.

Lema 2.1. Para todo inteiro m > 2 e todo numero primo p, temos que

(1+ /p)" ¢ Q, para todo n > 1. (2.1)

Demonstragdao. Sabemos que o conjunto B = {1, x/p, ..., (x/p)" '} forma
uma base da extensao Q( x/p)|Q. Pelo teorema binomial, (1 4+ x/p)" =
Y reo (Z)( w/p)F. Sen < m, entdo (1+ x/p)" ¢ Q, pelo comentério anterior.

Quando 1 > m,
- m (3)comr+ ; (7)o 22)

Podemos reescrever (via mudanga de varidveis) o somatério Yy _ (1) ( x/p)*

£ () om -5 (Lo B Lo

k=m t t=0

CcOo1mao:
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Se n —m < m, o resultado segue-se novamente pela independéncia QQ-linear

do conjunto B. Se n —m > m, usamos a mesma construgao para fixar

S =S (0 Jocomrs Zm (g ) Cwmr

t=0 t=
Note que iterando esse processo, obteremos o resultado desejado, pois n—km

sera estritamente menor do que m para algum k > 1. O

Lema 2.2. Seja F C Q[z] tal que todo polinémio em F tem grau no mdzimo

k. Entao existe um numero primo p suficientemente grande, tal que

(1+Y2)" ¢ Q(Ry), para todon > 1, (2.3)
onde Rg denota o conjunto {x € C: f(x) =0 para algum f € F}.

Demonstragdo. Enumeremos F = {F}, F,,---}, e para cada n > 1, denote
K, = QRpg..r,) e [K,:Q =t, Como K, C K,,1, entdo t,|t,+1, para
todo n > 1. Portanto, existe uma sequéncia de inteiros (m,,),>1, tal que ¢, =
My—1---mity. Note que K, = K,(Rp,,,) e gr(Fny1) < k. Segue-se que
[Kpy1 2 K] <KL Como Q C K, C K11, teremos que % < k! para todo
tn

-t = m, e entao a sequéncia (m,),>1 ¢ limitada.
- >

Assim, garantimos a existéncia de um nimero primo p > max,>1{my,,t1}.

n > 1. Por outro lado,

Portanto p nao divide nenhum dos t,,’s. Desejamos provar que 14 /2 satisfaz
(2.3). De fato, supondo o contrario, entdo existem inteiros n e s, tais que
(1+92)" € Q(Rp..r.) = Ko Como Q C Q((1+¥2)") € Q(¥2) e [Q(Y/3)
Q) = p, entiio [Q((1+ ¥2)") : Q] = 1 ou p. Mas [Q((1+ ¢2)") : Q] # 1, pelo
Lema 2.1. Daf [Q((1 + ¥/2)") : Q] = p. Pela torre Q C Q((1 + ¥2)" C K,
terfamos que p divide t,. Essa contradicao é suficiente pra provarmos nosso
resultado. O

Teorema 2.2. Sejam P(z),Q(z) € Q(x) funcdes racionais' ndo constantes.
Entdo o conjunto dos numeros algébricos da forma P(T)Q(T), com T trans-
cendente, ¢ denso em algum subconjunto conexo, nao degenerado, de R ou

C. Em particular esse conjunto é infinito.

Lquociente de polindémios
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Demonstragio. Escreva P(z) = > ' a;x’/ > i bir? e Q(x) = Q1(x)/Qa(w).
Considere um intervalo (a,b) C R que nao contenha pdlos de P (zeros de
ijo bjz?). Sem perda de generalidade, supomos que P(z) ¢ {0,1} para
todo = € (a,b). Portanto, a fungao f : (a,b) — C, dada por f(z) :=
P(z)?@ est4 bem definida. Afirmamos que a funcdo f é ndo constante. De
fato, f'(x) = 0 implica que log P(z) = —Q(z)P'(z)/Q’'(xz)P(x) para todo
x € (a,b). No entanto para a € Q N (a,b), com Q'(a)P(a) # 0, temos
que Q(a)P'(a)/Q'(a)P(ax) é algébrico. Por outro lado, log P(a) ¢ Q (Teo-
rema de Lindemann). Assim f((a,b)) é um subconjunto conexo de R ou
C (continuidade de f), ndo degenerado (f nao constante), denotado por €.
Defina

F ={2’+1, (x—ag) - (x—ay)(w—bp) - - - (x—by) }U{Q1(2)—dQs(z) : d € Q}

Como todo polinémio em F tem grau no maximo max{2+t+s, gr(Q1), gr(Q2)},
pelo Lema 2.2 existe um primo p tal que (1 + ¥/2)" ¢ Q(Rs) para todo
n > 1. Considere o conjunto {Q(1 + ¥/2) : Q € Q\{0}} (respectivamente
{Q1+¥2) : Q€ Q(i)\{0}}) se Q C R (respectivamente, se QN C # @).
Note que esse conjunto é denso em R (respectivamente em C) e portanto em
Q. Para um tal Q(1 4 ¥/2) € Q, temos

Q1+ V2) = P(T)%" (2.4)

para algum 7" € (a,b). Devemos provar que 7' é um nimero transcendente.
Suponha o contrario, entdo P(T) e Q(T') sao nimeros algébricos. Como
P(T) ¢ {0,1}, entao pelo Teorema de Gelfond-Schneider e a igualdade em
(2.4), deduzimos que Q(T) = %= € Q, s > 0. Dai T' € Ry (pois ¢é raiz
de Qi(7) — ZQ2(r)). Assim P(T)" € Q(Rr) (mantenha em mente que Rx
contém os “coeficientes” de P(z)). Por (2.4), (Q(1 + ¥/2))* = P(T)" e
portanto (1 + ¥/2)* € Q(Rx), mas isso contradiz a escolha do p no Lema

2.2. O
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2.2 Aplicacoes: uma classe infinita de nimeros

transcendentes

Como aplicagdo do Teorema 2.2 para o caso P(z) = Q(x) = z, temos
que o conjunto dos ntimeros algébricos da forma 77, com T transcendente, é
denso em algum subintervalo de R. Nosso objetivo é usar a construcao feita
na prova desse teorema para explicitar tal subintervalo.

Como Q(z) = z, entdao Q(Rx) = Q. Assim o ntimero primo no Lema 2.2
pode ser tomado igual a 2, pois (1 + V/2)" é irracional, para todo n > 1.

Defina f : (0, +00) — R, dada por f(z) = z*. Como f'(z) = z*(1+logx),

1

f ¢ crescente para x > e~!. Logo nosso subintervalo serd f([e™!, +o0)) =

[e71/¢, 4+-00). Assim, temos que

Corolario 2.1. O conjunto dos nimeros algébricos da forma T, com T

transcendente, é denso em [e”'/¢, +00).

O problema de determinar se e® é transcendente continua em aberto, mas
sabemos que existem algébricos T7, T' ¢ Q, tao perto de e¢ quanto pedirmos.

Também lim, ., f(x) = oo e assim a restricao f : [e™!, +00) — [e~1/¢, +00)
é uma bijegio. Considere F : [e71/¢,+00) — [e”!, +00) a fungdo inversa de

f (denotada em alguns textos por ps, ver [6]). Assim, valem as relagoes
F(2)f@) =g, se x > e /¢ =0,6922... ¢ F(2%) = x,se v > e~} = 0,3678...

e alguns de seus valores podem ser calculados facilmente. Por exemplo,
F(1)=1, F(4)=2e F(1/V2) = 1/2.

Corolario 2.2. Se a > e~/¢ é um nimero algébrico, tal que o™ ¢ Q, para
todo n > 1, entdo F(a) é transcendente. Além disso, F(a)F (= a) ¢

algébrico.

Se p é primo, entao 1+ ,/p ¢ algébrico, maior que e™/¢ e (1+ /p)" ¢ Q
(ver Lema 2.1), entao pelo Corolério 2.2,

Corolario 2.3. Para todo primo p, o mimero F(1+ /p) € transcendente.
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Observacao 3. A resposta para a Questao 1 € sim, pois, por exzemplo, T :=
F(14++/2011) = 4,8299... € transcendente, mas TT = 1++/2011 = 45,8442...

¢ algébrico.

~ . , , . T
Surge entdo o problema: existe ntimero algébrico da forma 77, com
T , . ~
T transcendente? E da forma 77 ? Na préxima secdao, mostraremos um

resultado condicional que garante a existéncia, para todo m > 3, de niimeros
T

algébricos da forma 7T , com T transcendente.
—

m

T
2.3 Numeros algébricos da forma T'7

T

Denotaremos Ay, (z) = g para 2 > 0.

m

Lema 2.3. Para todo m > 1, a fung¢ao hy,(x) € crescente, para x > 1.

Demonstracao. Usaremos indugao sobre m. O caso m = 1 segue trivial-
mente. Suponha que A} _,(z) > 0 para > 1. Como hy(z) = eMw-1(@)losz
temos que

d

hi(z) = hk(x)%(hk,l(x) log z) = hy(x) ( _1(x)logx +

Como hj,_,(z) > 0,logx > 0,1/ > 0 e hy_1(x) > 0 para x > 1, entdo

)}

hi.(z) > 0 para x > 1. O resultado segue-se. O

Ainda para a prova do nosso resultado principal, precisaremos de um lema
que estuda a natureza aritmética dos ntimeros Q%, onde () é um nimero

racional, nao inteiro.
Lema 2.4. Se Q € racional, nao inteiro, entdo Q% é algébrico, ndo racional.

Demonstragao. Para o caso ) > 0, vamos escrever Q = a/b € Q, com
a,b € N e mde(a,b) = 1. O nimero Q% é algébrico, pois é raiz de 2® — Q.
Suponha que Q% = m/n € Q, com mdc(m,n) = 1. Assim (a/b)¥* = m/n, o

que implica a®n® = mbb®. Dai
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a® = m® (I)
nt = b (II)
Desejamos mostrar que () € Z ou, equivalentemente, que b = 1. Suponha

que b > 1, entdo existe um primo p tal que b = p"b com mdc(p,b') = 1 e

r > 1. Por (II), temos que n = p*n’ com mdc(p,n') =1 e s > 1. Assim
nb — (psn/)b — psbn/b e bt = (prb/)a — prab/a

Como n® = b%, segue-se pelo Teorema Fundamental da Aritmética que sb =
ra. Logo b divide r (pois mdc(a,b) = 1). Mas isso é uma contradigao, pois
b=p'b >r. Portanto b = 1. Para o caso Q) < 0, escreva () = —a/b, onde
a,b € N e mdc(a,b) = 1. Se b é impar, entdo Q2 = (—1)%(a/b)~** ¢ Q, pelo
caso anterior. Se b é par, entdo a é impar, assim Q9 = (—1)*(a/b)~%* ¢ Q

pois (—1)/% ¢ R. Isso completa a prova. O

Uma consequéncia imediata do Lema 2.4 e do Teorema de Gelfond-Schnei-
der ¢ que Q97 & transcendente, para todo Q € Q\Z.

Teorema 2.3. Dado A > 1, temos que

(i) Para todo m > 1, a equagdo Diofantina hy,(x) = A tem unica solugdo
T>1.

(ii) No caso que m > 3, se a Conjectura de Schanuel é verdadeira e A €
Q\{hm(n) : n € N}, entdo T € transcendente.
Demonstragao. Pelo Lema 2.3, h,, é crescente parax > 1 e como lim h,,(x) =
00, entao h,, : [1,+00) — [1,+00) é uma bije¢ao. Assim, como Tzool, existe
tnico T' € [1, +00), tal que h,,(T') = A. Provando assim (i).
Para o segundo item, assumindo a Conjectura de Schanuel, devemos
mostrar que T é transcendente. Nossa prova sera feita por exclusao. Mos-

traremos, respectivamente, que 7' nao pode ser inteiro, racional ou algébrico.

Caso 1. T € Z.
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O ntmero T nao pode ser um inteiro, pela hipétese que A & {h,,(n) : n €
N}.
Caso 2. T' € Q\Z.

Pelo Lema 2.4, TT ¢ um algébrico nao racional. Dai, 1,77 sio Q-

linearmente independentes e o mesmo acontece entdao para logT,T7 logT.

Pela Conjectura de Schanuel,

grtrgQ(log T, TT log T, T, T™") > 2.

Como TTlogT, T € Q(logT) (pois T e T sao algébricos), temos que log T
e TT" sdo algebricamente independentes. Suponha, por inducao, que os

numeros
IOg T, h3(T), ey hk_l(T)

sdo algebricamente independentes (kK < m). Entdo em toda combinagao

Q-linear
k—1
alT + CLQTT + Z CLjhj(T) =0
j=3
devemos ter a3 = ---a;_1 =0. Como T € Qe TT ¢ Q, entao a; = ay = 0.

Portanto os ntimeros T'log T, T logT, h3(T)logT, ..., hy_1(T) log T sdao Q-
linearmente independentes. Pela Conjectura de Schanuel
grirgQ(T log T, TT log T', h3(T) log T, ..., hy—1(T) log T', ho(T), ..., hi(T)) >
k—1
Como cada conjunto {T'logT, h;(T),h;(T)logT} é algebricamente depen-
dente (P(T'logT, h;(T),h;(T)logT) = 0, para P(z,y, z) = zyz — z), entao
grtroQ(T log T, TT log T, ha(T) log T, ..., hy—1(T) log T, ha(T), ..., hi(T)) =
grirgQ(Tlog T, hs(T), ..., hi(T)) < k — 1
Em particular hi(T") é transcendente. Ou seja, provamos (por indugao) que

hy(T) é transcendente, para todo k > 3. Por outro lado, h,,(T) = A € Q.

Contradicao.
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Caso 3. T € Q\Q.

Pelo Teorema de Gelfond-Schneider, T7 é transcendente. Assim 1,7, 77
sao Q-linearmente independentes e como logT # 0, o mesmo é verdade para
log T, T'logT, T logT. Pela Conjectura de Schanuel,

grtrgQ(log T, Tlog T, T log T, T, T, T7") > 3
Como TlogT, TTlogT € Q(log T, T, TT) e T é algébrico, entao
grtrgQ(log T, Tlog T, TT log T, T, TT, T™") =grtrgQlog T, T7, TT") < 3,

e assim log T, T e TT" sdo algebricamente independentes.
Suponha (hipétese de indugao) que log T, ho(T), ..., hy—1(T') sao algebri-

camente independentes (k < m). Assim, em toda combinagao Q-linear

k-1
ag + alT + Z ajhj(T) =0
=2
devemos ter que a3 = -+ = a,, 1 = 0. Como T ¢ Q, entao ay = a; = 0.

Resumindo, os numeros 1,7, ho(T), ..., hy_1(T), e portanto
logT, TlogT, ho(T)logT, ..., hy_1(T) log T,
sao linearmente independentes sobre Q. Pela Conjectura de Schanuel,
grirgQ(log T, T'log T, ho(T) log T, ..., hx—1 (T) log T, T, ho(T), ..., hie(T)) > k
Por outro lado,
{T1ogT, ho(T)logT, ..., h_1(T)logT} C Q(log T, T, ho(T), ..., hi(T))
pois e-1(MoeT — p, (T Dalf,

grtrgQlog T, T'log T, ho(T') log T, ..., hg—1(T) log T, T, ho(T), ..., hi(T)) =
grirgQlog T, ho(T), ..., hi(T)) < k

Logo log T, ho(T), ..., hi(T) sao algebricamente independentes. Em particu-
lar, hy(T) e portanto h,,(T') é transcendente (por indugao). Mas isso con-
tradiz a identidade h,,(T) = A € Q.

Concluimos, por exclusao, que T deve ser transcendente. O
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Observagao 4. No item (ii) do Teorema, a condi¢io m > 3 nao pode ser
melhorada. De fato,

3/2€ @\ {hi(n) :n € N} U(Q\ {ha(n) : n € N}),

mas o nimero algébrico x = 3/2 é claramente a unica solugdo das equagies
r=3/2 ea® = (3/2)%2

Como um corolario imediato do Teorema 2.3 (supondo a veracidade da
Conjectura de Schanuel), temos que
Corolario 2.4. Todo nimero algébrico A > 1, nao natural, pode ser escrito
T

da forma TT , para algum T transcendente.
—

m



Capitulo 3

Funcoes inteiras em pontos

complexos

Usando férmulas de interpolacao, provamos que todo subconjunto de Q é o
conjunto excepcional de uma quantidade nao enumeravel de fungoes hiper-
transcendentes, com ordem de crescimento tao pequeno quanto desejarmos.

Além disso essas fungoes sao algebricamente independentes sobre C.

3.1 Preliminares

3.1.1 Variaveis complexas x Teoria transcendente
3.1.1.1 Funcoes transcendentes e hipertranscendentes

Agora daremos algumas terminologias e resultados que serao tuteis para

as proximos segoes.

Defini¢ao 3.1. Dada uma funcao f : Q — C, se existe P € Clx,y], nao

nulo, tal que
P(z, f(2)) =0, para todo z € .

entao [ € dita algébrica, caso contrario f é chamada transcendente.

33
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Exemplo 3.1. Todo polinomio em Clz|, em geral toda fungdo racional em

C(z) € algébrica.

Exemplo 3.2. As funcoes €*, log z sdao transcendentes. Como também as
fungoes trigonométricas cos z, sen z,... e suas inversas. Algumas funcoes

dadas por equagdes funcionais também sdo transcendentes, por exemplo ((z)
e ['(2).

Nosso préximo resultado classifica as funcoes inteiras quanto a sua trans-
cendéncia ou algebricidade, mas precisamente provamos que “uma funcao
inteira é algébrica se, e somente se ¢ um polinomio”. Mas antes é necessario

a apresentacao de alguns lemas.

Lema 3.1. Se [ ¢ inteira (diferencidvel em todo C) ndo constante, entdo

existe Ry > 0, tal que |f|g := sup |f(2)] > 1 para todo R > R,.
|z|=R

Demonstragdo. Suponha o contrario. Tome z € C. Logo existe um R > |z
tal que |f|gr < 1. Como
[flr = sup [f(2)] = sup [f(2)|
|2]=F 2I<R
entao |f(z)| < 1. Como z foi tomado arbitréario, segue-se que f é limitada e

portanto constante pelo Teorema de Liouville, ver [8, p. 77, 3.4]. O

Lema 3.2. Se P(z) € C[z], ndo nulo, entdo existem k > 0 e Ry > 0, tais
que |P(2)| > k, para todo z com |z| > R;.

Demonstracao. Para o caso em que P é uma constante nao nula, digamos
t, o resultado segue trivialmente (k = t/2 e Ry = 1). Seja P nao constante
e suponha que dados k, = % e Ry, = n, existe z, com |z,| > Ry, = n
tal que |P(z,)] < k, = +. Logo, quando n — oo, temos que |z,| tende
a infinito e |P(z,)| tende a zero. Contradigao pois sendo P nao constante,
lim |P(z)] = oc. O

|z[—o00

Lema 3.3. Se [ € inteira e algébrica, entao existem ¢ > 0 e Ry > 0, tais
que | flr < R¢, para todo R > Rs.
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Demonstragao. Por hipdtese sobre a f, existe P(z,y) € Clx,y], ndo nulo, tal
que

P(z, f(z)) =0, para todo z € C.

Colocando em evidéncia as poténcias de f(z) que sdo iguais, podemos rees-

crever a igualdade acima como
ao(2) +a1(2)f(2) + - +aq(2) f(2)* =0 (3.1)

onde ag(z), ...,aq(z) € Clz] e aq(z) é ndo nulo. Pelo Lema 3.2, existem k e
Ry positivos, tais que |aq(2)| > k para todo z com |z| > R;. Pelo Lema 3.1,
existe Ry > 0 tal que |f|g > 1, para R > Ry. A partir de agora todo R

que aparecer sera considerado maior do que ou igual ao max{ Ry, R;}. Como

|f(2)| é continua e OB(0; R) é compacto, entao existe 2/, com |2'| = R, tal
que |f(2")| = sup |f(2)| = |f|g- Substituindo 2z’ na igualdade (3.1) (ndo
|z|=R

esqueca que essa igualdade é valida para todo z € C) obtemos

a0(2)+ 1)) -+ aalZ)f () = 0
——

vV
zZ1 z2

Como |z3| — |2z1| < |22 + 21| = 0 (isto é valido para quaisquer z1,z, € C),

entao |za| < |z1| e assim
a1 (') (') + -+ aa(2') f(2')Y] < lao(2)]

Colocando f(2') em evidéncia no lado esquerdo da desigualdade acima e

usando o fato de que |f(z')| > 1, temos
a1 (2) + -+ aq(2) f ()7 < Jao(2'))]
Repetindo o mesmo processo d — 1 vezes, segue-se que
|aa(2) f(2')] < lao(2)| + -+ - + |ag-1(2")|
Como |2'| = R > Ry, entdo |aq(z")| > k. Dai

IF(&] < (a0 + -+ +laa—1(2)]) < [bol + - - + [bs][2']?
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onde by, ...,bs € C e s = max{gr(ap), ..., gr(aq—1) }. Novamente usamos o fato
de que |Z'| = R e |f(Z")] = | f|r para obter

‘f’R < |bo’ + -+ ‘bS’RS < RS+1,

onde a ultima desigualdade é vélida para R suficientemente grande, digamos
R > R'. Basta tomar ¢ > s+ 1 e Ry = max{Ry, Ry, R’} para concluir a

demonstragao. O
Agora podemos enunciar e provar nosso teorema
Teorema 3.1. Uma funcao inteira € algébrica se, e somente se € um polinomio.

Demonstragao. Suponha que f(z) € C[z]. Defina P(z,y) = f(z) — y, entao
P(z, f(z)) = 0, para todo z € C. Agora vamos supor que f é inteira e
algébrica. Assim, pelo Lema 3.3, existem ¢ e Ry > 0 tais que |f|r < R° para
R > Ry. Pela férmula integral de Cauchy, ver [8, p. 73, Corolario 2.13], para
todon>c+1e R> Ry,

o0 = o= [ S

wn+1
cnf el
wi=r [W["T
< r;flﬂ | f|rdw (pois |w| = R)
lw|=R
< 22 (pelo Lema 3.3)
_ n!
- Rn—c

Como n — ¢ > 1, fazendo R tender ao infinito, temos que | f™(0)| = 0. Mas

f € inteira, logo pode ser escrita como

f*(0)
k!

para todo n > ¢+ 1, logo f é um polindmio de grau no maximo c. O

No entanto ..., zF =0, pois acabamos de provar que |f™(0)| = 0,
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1+ 2
2241
polindmio. Isso nao contradiz o teorema acima pois f nao € inteira (possui

Observagao 1. Note que a funcao f(z) = ¢ algébrica mas nao é um

polos em +i).

Um conjunto de funcgoes fi, ..., fi, € dito ser algebricamente independente
sobre um corpo K, se existe um polinomio nao nulo P, com coeficientes em
K, tal que P(fi(2),..., fm(2)) é a funcdo nula. Portanto f é uma fungao
transcendente se, e somente se, z e f(z) sao algebricamente independentes
sobre C

Definicao 3.2. Uma funcao f € dita hipotranscendente, se € solugcao de uma
equagao diferencial algébrica (EDA), nao trivial, com coeficientes complezos,
isto €, se existe n > 0 tal que P(z, f(2),..., f™(2)) € a fun¢do nula (para
algum polinémio P em n+2 varidveis com coeficientes em C). Caso contrdrio

f € dita ser hipertranscendente.

O termo foi introduzido por Mordukhai-Boltovskoi em “Hypertranscen-
dental numbers and hypertranscendental functions” (1949). Em alguns textos
conhecidos, ver [25] e [30], o termo transcendentemente transcendente é usado
para designar funcoes que nao satisfazem nenhuma EDA.

Observe que uma fungao f ¢é hipertranscendente se, e somente se, as
fungoes z, f(2), f'(2),..., f™(z) sdo algebricamente independentes sobre C,
para todo n > 0. Funcoes hipertranscendentes, geralmente, surgem como

solugoes de equacoes funcionais.

Exemplo 3.3. Toda funcao hipertranscendente € transcendente, mas a reci-
proca nao € verdadeira. Por exemplo, f(z) = e* € solugao de P(z, f, f') =0,

para P(zy, 29, 23) = 29 — 23.
Exemplo 3.4. Toda fun¢ao algébrica é hipotranscendente.

Exemplo 3.5. A funcdo zeta de Riemman € um exemplo de funcdo hiper-

transcendente, ver [27].

Algumas propriedades de fungoes hipotranscendentes sao:
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Proposicao 3.1. A soma, produto, diferenca, quociente e composi¢ao (sob
certas condigoes) de fungoes hipotranscendentes é hipotranscendente.

Uma prova para esse fato pode ser vista em [27].

3.1.1.2 Ordem de um funcao inteira

Relembramos também a seguinte definicao

Definicao 3.3. Seja f : C — C wma fungao inteira nao constante. Dizemos

que f tem ordem p, se

Dizemos que funcgoes constantes tem ordem nula.
Algumas propriedades sao:
e Se Q(z) é um polinomio, entdo a ordem da funcio e?®) é gr(Q);

e A soma f(z) = fi(z) + f2(2) de duas fungoes inteiras de ordem py, pa,

respectivamente, é de ordem no maximo p := max{p1, po} e exatamente

p, S€ p1 F P2;

e O produto f(z2) = fi(2)f2(2) de duas fungoes inteiras de ordem py, po,

respectivamente, é de ordem no maximo max{p1, p2};
e A fungao f’(z) tem a mesma ordem que f(z).
As provas para essas propriedades podem ser vistas em [32, 320-322].

Proposicao 3.2. Seja f: C — C uma funcao inteira. Se
()] < e (3.2)

para |z| suficientemente grande, entdo a ordem de f é no mdximo p.
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Demonstracao. Se p = 0, entao f é constante pelo Teorema de Liouville,
implicando assim, por definicao, que é de ordem p. Caso p > 0, entao
o resultado segue-se para funcoes constantes. Se f é nao constante, pela
desigualdade (3.2), temos que | f|r < e’ (), para R suficientemente grande.
Como f é inteira e nao constante, entao para R suficientemente grande, temos
que |f|r > e. Portanto podemos aplicar a func¢ao log duas vezes em (x) sem

mudar o sentido dessa desigualdade. Assim

loglog |f|r < plog R

implicando assim, por defini¢ao, que a ordem de f é no maximo p. O

Emile Picard, provou que se f(z) é uma fungao inteira transcendente,

entao a equagao

tem infinitas solucoes para todo A € C, com um tnica possivel excecao. Por
exemplo, a equacao e* = A tem infinitas solucoes para todo A € C, A # 0.
No entanto essa excecao desaparece quando f possui mais uma propriedade,

a saber, relacionada a sua ordem

Teorema 3.1 (Picard). Se f(z) é uma funcdo inteira transcendente com

ordem finita p ¢ 7, entdo a equacao

f(z) = A,
tem infinitas solugcoes para todo A € C.

Para provas desses resultados, ver [23, p. 44-81]

Surpreendentemente, também existem relagoes entre ordem de uma funcao
e o numero de pontos complexos onde essa funcao e suas derivadas assumem
valores inteiros. Em 1949, Straus [37] provou que para uma fungao inteira

transcendente f de ordem p, o conjunto

{ae K : f¥)eZ k>0}
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tem cardinalidade no méximo p[K : Q], onde K é um corpo de ntmeros
algébricos (i.e. extensao finita de Q). Temos também que se f é uma fungao

inteira e transcendente com ordem no maximo p, entao o conjunto
{aeC : f®(a) e Z para todo k > 0}

tem no maximo p elementos.

Para mais sobre o assunto veja [7, Capitulo 9].

3.1.2 O Wronskiano

Dadas m fungoes de uma varidvel real (ou complexa) fi, ..., f, que sao
(m — 1) vezes diferencidveis num intervalo (ou dominio) I, o Wronskiano de

fi, -, fm € uma funcao em I, definida por

flz) @) o fule)
D) @) e ()

Dizemos que fi, ..., fim, s@o linearmente dependentes no intervalo (ou dominio)

I, se existem Ay, ...\, € R (ou C), ndo todos nulos, tais que
AMfi(x) + -+ A fm(z) =0, para todo z € I.

Caso contrario, essas funcoes sao ditas linearmente independentes em 1.

Um interessante resultado relaciona os dois conceitos acimas:

Teorema 3.2. As funcoes fi,..., [, analiticas em I, sao linearmente de-

pendentes em I se, e somente se, W(f1,..., fm)(x) =0, para todo x € I.

Demonstragao. Ver [13, p. 21, Teorema 3.7]. O
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3.2 Historia e o teorema principal

No fim do século XIX, apds a prova de Hermite e Lindemann da trans-

cendéncia de e®, para algébricos nao nulos «, surgiu a questao:

(x) Uma fungao inteira transcendente usualmente assume valores transcen-

dentes em pontos algébricos?

Nesse contexto, a palavra “usualmente” significa em um conjunto infinito
de pontos. Por exemplo, no caso da funcao e*, “usualmente” significa que
essa fungao assume valores transcendentes no conjunto infinito Q\{0}.

Straiiss, em 1886, tentou provar que uma funcao analitica nao pode as-
sumir valores racionais em todos os pontos racionais numa vizinhanca da
origem. No entanto, no mesmo ano, Weierstrass surpreendeu-lhe com um
contra-exemplo e também afirmou que existem funcgoes inteiras transcen-
dentes que assumem valores algébricos em todos os pontos algébricos. Em
1895, P. Stéackel provou que se ¥ é um conjunto enumeravel e 7" um con-
junto denso em C, entao existe uma funcao inteira transcendente f : C — C,
tal que f(X) C T. A afirmagao de Weierstrass é obtida no caso especial
Y =T = Q. Outra construcao devida a Stiickel [36], em 1902, produz uma
funcdo inteira f tal que todas as suas derivadas f® mapeiam Q em Q. Dois
anos depois, G. Faber refinou esse resultado em f®(Q) C Q(i), para todo
t > 0. Em 1968, A. J. Van der Poorten [28] construiu uma fungao inteira
transcendente f, tal que f(a) € Q(a), para todost > 0 e a € Q. Em
2006, A. Surroca [38], generalizou o resultado de Van der Poorten, quando
provou, em particular, que existe uma funcao inteira transcendente f, tal
que f®(a) € Q(a), para todo a € Q, s > 0 e além disso, o conjunto dos
nimeros algébricos «, com |a] < 1 e [Q(a, f(«)) : Q] < D tem cardinali-

D(D+1)-log2  [ma discussao mais elegante sobre todos esses

dade no minimo e
assuntos pode ser encontrada em [20] e [39].
Fomos capazes de generalizar esses dois resultados de Stackel, como também

o resultado de Faber, para o seguinte resultado geral
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Teorema 3.3. Sejam A C C enumerdvel e p um numero real positivo. Para
todo inteiro s > 0 e todo o € A, fize E, s um conjunto denso de C. Entao
existe um conjunto F, nao vazio, de fungoes inteiras com as sequintes pro-
priedades:

(a) Para toda f € F, todo a € A e todo inteiro s > 0, f©)(a) € E,.,.
(b) Toda fun¢ao em F tem ordem no mdximo p.

(c) Se F® denota o conjunto das s-ésimas derivadas das fungoes em F,

entao para todo inteiro m > 1, todas fi,..., fm € Uszo F©) e todo
P € C[Xo, X1, ..., Xin], nao nulo, a fungdo inteira P(z, f1(2), ..., fm(2))
¢ nao nula.

(d) O conjunto F € nao-enumerdvel.

Note que a propriedade (c) garante que as fungoes em F sao hipertrans-
cendentes (desde que f, f', ..., f™ € U0 Fe).
Algumas consequéncias imediatas (com as convenientes escolhas de A e

E, s notadas em parentéses) desse teorema sao

Corolério 3.1 (Generalizagao do 1° Teorema de Stéckel). Para todo conjunto
enumerdvel ¥ C C e todo conjunto denso T C C, existe uma funcgdo inteira
hipertranscendente f tal que f*)(X) C T para s >0. (A=3%, Epo=T)

Corolario 3.2 (Generalizacao do 2° Teorema de Stéckel). Seja A C C um
conjunto enumerdvel e denso em C, entao existe uma func¢ao inteira hiper-
transcendente f tal que f©)(A) C A, para s > 0.(Eys = A)

Corolario 3.3 (Generalizacao do resultado de Faber). Existe uma funcdo in-
teira hipertranscendente, tal que f*)(Q) C Q(i), para s > 0.(A=Q, E, s =

Q)

Nas proximas duas segoes, provaremos esse resultado.
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3.3 Resultados auxiliares

Recordamos que L(P) denota a soma do valor absoluto dos coeficientes
de um dado polinéomio P, e é conhecido como comprimento de P. Antes de

provar o Teorema 3.3, precisamos provar alguns resultados auxiliares.

Lema 3.4. Se P(z) € Clz] é um polinomio e d > gr(P) (no caso do

polinémio nulo, d pode ser qualquer nimero real nao negativo), entao
|P(2)| < L(P)max{1,|z|}¢, para todo z € C. (3.4)

Demonstracao. Escreva
P(z) = ap+ a1z + - + ag(pyz® 0.
Usando a desigualdade triangular,
|P(2)] < laol + lanllz] + - - + lagp)|]25")]
Como |z|F < max{1, |2|}#") para todos k € {0,1,...,gr(P)} e z € C, entdo
[P()] < (lao| + -+ + lagp)|) max{1, |2}
< L(P)max{l,|z|}¢

O

Além do lema anterior, precisaremos de um Teorema devido a Weierstrass,

para provar nosso préximo resultado

Teorema 3.4. Seja Q C C um aberto e (fn)n>0 fungoes holomorfas em §Q.
Se a sériey " fn converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto

de Q, entio a soma f(z) =", fu(2) € uma fun¢ao holomorfa em .

Observacao 5. O teorema acima nao € vdlido no caso real. Por exemplo,
pelo Teorema da aproxzimagao de Weierstrass (ver [16, p. 250, Proposi¢ao
18]), a fungao valor absoluto |x| é o limite uniforme de uma sequéncia de
polinémios (que sao fungoes C*) em [0,1]. No entanto |z| nao é, nem

mesmo, diferencidvel em [0, 1].
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Lema 3.5. Seja (P,(2))n>0 € Clz] uma sequéncia de polinémios, ndo nu-

los, e p um niumero real positivo. Defina recorrentemente mg = 1 e my, =

max{ (L;;]“)P, mg—1+ 1} para k > 1. Se uma sequéncia (a,)n>0 € C satisfaz
|ax| < ! (3.5)
a — :

para todo k > 0, entao a série Y a,P,(z) converge absolutamente e uni-
formemente sobre subconjuntos compactos de C e sua soma f € uma funcao

inteira com ordem mo mdximo p.
Demonstragao. Definamos sequéncias (@, (2))n>0 € C[z] € (bn)n>0 € C da
seguinte maneira
0, se n#my
Qn(z) =

Pi(z), se n=my
e by, =a,para k > 0. Como 1 = myg < my < mg < ---, em particular
0s my’s sao distintos, entao os Q),,’s e b,’s estao bem definidos e além disso
Yo ganPu(2) = 3207 b,Qn(2). Explicitamente, a sequéncia (Qy,)n>o é:

0, P(](Z), 0, vy 0 ,Pl(Z), O, ceey 0 ,PQ(Z), 0,
S~—— S~——

mi1—mo—1 mo—mi—1

Também, se @),, é nao nulo, entao n = my, para algum k£ > 0. Logo

gr(Qn) = gr(Qm,) = gr(F) < myp = np,

onde usamos o fato que my, > (gr(f’“)} > gr(f’“)

. Temos pelo Lema 3.4,

|Qn(2)] < L(Qn) max{1, |2]}"

para todo n > 0. Seja K um subconjunto compacto de C, entao existe R > 0

tal que |z| < R, para todo z € K (pois K ¢é limitado). Assim, em K, temos

by Qi (2| < b [| L@y, )| max {1, |2}
= a|[L(Py)| max{1, [z[ }"+*

< max{17|z|}mkp

L[2] denota o menor inteiro maior do que ou igual &
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Assim |by, Qum, (2)] < My, para todo z € K, onde M, = 2edLI™E - p,

my!
outro lado,
[e.e] [e.e]
1, R}
ZMk < Z w _ emax{L,R}” (3.6)
k=0 n=0 ’

Dai, pelo teste M de Weierstrass, ver [8, p. 29, 6.2], a série Y po o b, Qm, (2) =

Yoo ganP,(z) converge uniformemente em K, segue-se do Teorema 3.4 que
o

f(z) = >, oanP,(2) é uma fungao inteira. Das desigualdades em (3.6),
obtemos que a ordem de f é no maximo p. (veja Proposicao 3.2) O

Agora enumeramos A = {ay, ay,...}. Todo ntimero inteiro n > 1 pode

My (Mmn+1)
2

Jn < my, + 1, defina v, = p,,12-5,. Agora, construimos uma sequéncia de

ser escrito unicamente na forma n = + Jn, param, > 0el <

polinomios como segue
Po(z) =1e Py(2) = (z =m) - (2 = W) = Pacr(2) (2 — atm2-5,), n 2 1.

Um padrao para essa construcao pode ser vista abaixo

(z—ay) (z — ay) (z — ay) (z —ay)

(z - ay) (z - aQ) (z - Ol4)

z-a)) z—-a,) (z — ay) z-0ay)

(z — o) (z — ay) (z - ay) (z — ay)

Figura 3.1: Construcao dos P,’s
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Alguns desses polinomios sao

n P,(2)

0=0 1

1=1 (z — aq)

2=1+1 (z —a1)(z — ag)

3=1+2 (z —a1)?(z — ay)

4=1+2+1 (z —a1)?(z — a)(z — az)
5=1+2+2 (2 —a1)?(z — a9)?(z — az)
6=1+2+3 (z —a1)3(z — a9)?(z — az)
T=14+2+43+1 | (z—a1)?}(z — a)*(z — a3)(z — a4)
8=1+4+2+3+2 | (z— 1)z — a)?*(z — a3)*(2 — )
9=142+3+3 | (z—a1)?*(z — @)’z — a3)*(z — )
0=142+3+4]| (z— a1z — a)3(z — a3)*(z — ay)

Com a mesma notacao, defina s,, = 7, — 1.
Lema 3.6. Para todos k > n > 1, temos P (,) # 0 e PP (7,) = 0.

Demonstracao. Vamos particionar esse conjunto de polindmios em infinitos
conjuntos disjuntos de acordo com o ntimero de fatores lineares distintos de

cada polindmio. Dessa maneira temos:
Do ={Py}, D1 ={P1}, Dy ={Ps, P3s}, Dy ={Py, Ps, Ps},...

Em geral,

Dm - {Pdm7 Pdm+]‘7 ceey Pdm+(m,1)} (37)

(m—1)(m—2)

onde d,, = m + 5 , para m > 0.

Explicitamente, os m polinomios em D,, sao

Py (2) = (z—a)" Mz =)™ 2 (2 — am2)?(2 — 1) (2 — Qi)
Pi,1(2) = (z—a)" Nz =a2)" (2 = am2)?(2 — am1)*(2 — aim)
Pipim-n(2) = (z=0a)"(z = a2)" " (2 = am2)’(2 — @) (2 — )

Para 0 <k <m—1,
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1
dm+k:%+k+1

onde 1 < k+1 <m. Dali,

Vdptk = Cm—k € Sd+k = K
Pela construcao dos P,’s, é suficiente provar o lema no caso & = n. Distin-
)

guiremos dois casos:

Caso 1. Existe m > 2, tal que P,_; e P, estao em D,,. Nesse caso, P,_1 =
Py ire P, =Py ki1, para algum 0 < £ < m — 2. Resumindo, devemos
provar que
k+1 k+1
cherk) (Vdm+k+1) #0e P(erk)H(VderkJrl) =0
ou equivalentemente,
k+1 k+1
Pd(m+k?(o‘mfkfl) #0e Pd(m+k)+1(o‘mfkfl) =0

Note que
o Py (2)=(z—a)™ (2= ) T2 = )" (2 — )
o Pyiiii(z) =(z—an)" o (2= amp-1) P (2= i) (2 — i)

Desde que

ds
dzs

k+1

(z — am—k—1)

(k+1), se s=k+1

B=Qm—k—1

_{ 0, se s<k+1

<kt :
entao P§m+,j (m—k—1) # 0. Da mesma maneira,

dS
dzs

Portanto Pé:f,gﬂ(am_k_l) = 0.

Caso 2. Para algum m > 1, P, 1 € D,, 1 e P, € D,,. Nesse caso, P,(z) =

k42

=0,ses<k+1

Z=0m—k—1

(z — k1)

P 1(2)(2 — @), onde

Poa(2) = (z =)™ (2 — ap2)?(2 — )
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Agora é facil ver que P (1n) = Pai(am) # 0 e PE (1) = Pa(am) =
0. 0

Lema 3.7. Se > ja,P,(2) = > "7 b, P,(2) para todo z € C, entao a, = b,
para n > 0.

Demonstragio. Dado ¢ = (cg,cq,...) € C®, denote f.(z) = > 0" cnPu(2)
(claramente pedimos a convergéncia dessa série). Suponha que

fa(2) = fio(2) para todo z € C, (3.8)

onde a = (ag, ai, ...) e (by, by, ...). Assim ag = f,(a1) = fi(a1) = by. Suponha,
por indugéo que ag = by, ...,a,_1 = b,_1. Novamente pela identidade em

(3.8), flomet) (Y1) = b(sn“)(%ﬂ). Por outro lado, usando o Lema 3.6,

° fa3n+1 (rYn—I—l) — a(()anrl) + -4 an_lprgs_"frl)(’}/n+1) + anpésn+l)('7n+1);

. fb5n+1 (Pns1) = B (snt1) | .. + bnqp,gs;”l“)(’ynﬂ) + an,san)(%u)

Portanto anPT(LS"“)(%H) = anAS”“)(%H). Novamente pelo Lema 3.6,
P(S"H)(% 1) # 0, assim a,, = b,. Segue-se por inducao o resultado dese-
jado. O

Sejam A um subconjunto de C e a,b € C, com b # 0. Na proxima secao,
denotaremos 42 := {Z£0 : 7 € A},

Ara g também denso

Observacao 6. Observe que se A é denso em C, entdo 4
em C. De fato, considere uma bola B(y; R) C C, nao degenerada. Existe
b|R).
Portanto |z — (by — a)| < |b|R, mas isso implica | % — y| < R, isto ¢, 4}

b
intersecta B(y; R).

x € A (pois A é denso) que pertence a bola nao degenerada B(by — a;

3.4 Prova do Teorema

Estamos prontos para construir a funcao inteira desejada, fixando recur-
sivamente os coeficientes na série Y -, a Py (z), onde a sequéncia (Py)x>o foi

definida na Secao 3.3. Com a mesma notacao da definicao dos P,’s, defina
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ﬁn = f(sn+1)(7n+1) € En = E’Yn+175n+1’

Por exemplo,

Bo = f(Oél), B = f(Oé2), B = f’(al), [ = f(Oé:s), By = f’(Oé2)> ce

EO - Ea1,07 El - Ea2,07 EQ - qu,la E3 - Ea3,07 E4 - Ea2,17 s

Mostraremos que para todo n > 0, existem infinitas possiveis escolhas
para cada aj, 0 < 7 <n, tais que 3, € E,.

Primeiro, pelo Lema 3.5, a condigdo 0 < |ax| < garantird que

1
Y peo @ Pr(z) é uma fungao inteira de ordem no méximo p.
Pelo Lema 3.6, sabemos que P( )(Pyn) = 0 quando [ > n, portanto 3, é na
verdade a soma finita >, _, akPka”“)(%H). Note que By = aoP\” (o) = aq
e Ey é denso, assim podemos escolher ay em um conjunto infinito 7y tal que
0 < |ag| < ﬁ e [y € Ey. Por hipdtese de inducgao, suponhamos que os
valores de ag,aq,- -+ ,a,_1 estao bem fixados respectivamente em conjuntos
infinitos Iy, I1, ..., [, tais que 0 < |ax| < m e B € Ej para 0 <

kE < n — 1. Agora, podemos escrever (3, = A, + anPT(LS"“)(”ynH), onde

Ap = S ap PO (4,41). Pelo Lema 3.6 temos que PS™ (1) # 0,
assim o conjunto (SE" )A" ¢é denso em C. Defina
P " (1)
E,—A
In = Sn—n NnB <07 L(P,) ) \{O}
(P,E n+1)(,7n+1)) L(Pn)ma!

Claramente [, € infinito (intersec¢do de um denso com uma bola) e tomando
qualquer a,, € I,,, temos que 0 < |a,| < 7 m e, = Zk 00 P,Es"“)(’ynﬂ)—l—
anPTSS”“)(”ynH) € E,. Completando assim nosso processo indutivo.

Defina a aplicacao

¢p:lgx I x--—{f:C— C: féinteira de ordem < pe f®)(a) € E,
para s > 0, o € A},
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por ¢(a) = ¢(ag,ai,...) = fq, com fo(z) = > 7 anPn(2). A boa defini¢ao
para ¢ segue-se da prova acima com a precisa construcao dos I,,’s. Além
disso, pelo Lema 3.7, ¢ € injetiva. Como [ é nao enumeravel, segue-se que
¢(Iy x Iy x ---) é também nao enumeravel.

Resumindo, acabamos de provar o seguinte resultado

Proposicao 3.1. Seja B C C um conjunto enumerdvel. Para cada s > 0 e
a € B, fivre E, s C C denso. Entao o conjunto

Fp:={f:f éinteira de ordem < p e f®)(a)€ E,,,a € B, s >0}
é nao enumerduvel.

Note que isso corresponde aos itens (a) e (b) do nosso teorema. Agora
queremos um conjunto de fungoes algebricamente independentes (juntamente
com suas derivadas de todas as ordens).

Seja B := {{} U {Ths}trens>0 um conjunto nao enumeravel e algebrica-
mente independente sobre Q (por exemplo uma base de transcendéncia de
C|Q). Considere B = {€}UA. Fixe A € A, defina E?, = {aT), : o« € Q\{0}}
e Eéms = E,, para todo « € A e s > 0. Pela Proposicao 3.1, existe um
conjunto, nao enumeravel, F) de fungoes inteiras tal que, se f € F,, entao
[ (a) € E), para todo a € Bes > 0. Assim f satisfaz (a) e além
disso f*)(&) € E},. Para cada A € A, tome uma tnica fungao f\ € Fy.
Finalmente, denote F = {f\} ea, afirmamos que esse é o nosso conjunto
desejado. De fato, por construcao, esse conjunto é nao vazio e satisfaz as
condigoes (a) e (b). Como A é ndo-enumeravel, F sé nao satisfaz a condi¢ao
(d) se ele possui fungoes idénticas. Ora, mas isso é impossivel se a condic¢ao
(c) for satisfeita, logo provando que F satisfaz (¢), obtemos nosso resultado
desejado. Para isto, tome distintas funcoes fi,..., fr, € UsoqF (5) Assim
fi(z) = fijj)(z) para j = 1,...,m e para alguns pares, dois a dois distintos,
(A1551), s Ay Sm) € AxNg?. Segue-se que f;(§) = v;Th,s, paraj=1,...,m
e alguns 7’s € Q\{0}. Pela escolha de B, os ntimeros &, f1(£), ...., fm(£) sdo
algebricamente independentes sobre Q. Assim, provamos que

2Ny = NU {0}
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Fato 1. As funcoes em Uszo F©) e a funcgio identidade sio algebricamente

independentes sobre Q.

Agora, suponha que existem fi, ..., fr, € U 0 F©) e um polinémio P €

C[Xo, ..., X;n], nao nulo, tal que
P(z, fi(2), ..., fm(2)) = 0, para todo z € C. (3.9)

Escrevemos P(z, f1(2), ..., fm(2)) = > jep- arz® f1(2)™ -« fr(2)™, onde I* é
um conjunto finito de multi-indices, cada expressao da forma 2 f;(2) - - - f,,(2)™™
¢é Unica e os a;’s sao numeros complexos nao todos nulos. Portanto, a igual-

dade em (3.9), nos diz que o conjunto
C:={"f1(2)" - fu(z)™ : T €T}
¢ linearmente dependente sobre C. Para simplificar, escrevemos

C= {M1(27 fl(Z)v X fm(z))7 ) MS(27 fl(Z)v X) fm(z))}7

onde cada M; é um monoémio (termo) em m + 1 varidveis. Pelo Teorema 3.2,

temos que

W (M (2, £1(2)s ooy fn(2))s ooes M2, f1(2)s s fn(2))) = O (3.10)

para todo z € C, mas isso fixa uma relagao algébrica com coeficientes inteiros
entre a funcao identidade e fungoes de Uszo F©) . Afirmamos que essa relacio

¢é nao trivial. De fato, suponha que a funcao

W(Za Y1, .-y ym) = W(Ml(z7 Y1, -y ym)> ceey Ms(za Y1, .-y ym))

é identicamente nula (como fungao das varidveis z, y1, ..., Y ). Considere h(z)
uma fungao inteira e hipertranscendente (veja a existéncia de uma tal fungao

em [3, Teorema 2]). Assim
W (z,h(2), ... k"D (2)) = 0,

para todo z € C. Portanto, novamente pelo Teorema 3.2 (desde que h é

inteira), existe uma relagdo, nao trivial, da forma
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*bJZjOh P j1_,_h(m*1) 2)Im = ()
IeJ

para todo z € C, fixando uma dependéncia algébrica, nao trivial, entre
z, h(2), ..., K™ Y(2), mas isso contradiz a hipertranscendéncia de h. Por-

tanto, a relagdo nao trivial em (3.10) contradiz o Fato 1. Dai, F satisfaz

(a), (b), (¢) e (d). 0

3.5 Aplicacao aos conjuntos excepcionais

Um outro problema cldssico surgiu com a seguinte definicao:

Definicao 3.4. Seja f uma fungao inteira, definimos o conjunto excepcional

de f, como
Sy={a€Q : fla) €eQ}

O préximo resultado nos conta sobre o comportamento do conjunto ex-

cepcional de fungoes algébricas.

Proposicao 3.2. Suponha que f € inteira e algébrica, entao Sy = Q ou Sy
é finito.

Demonstragao. Como f é inteira e algébrica, entdo f(z) = > ,_,arz" €
C[z] (ver Proposicao 3.1). Se f(z) € Q[z], claramente Sy = Q (pois Q ¢é
corpo). A outra possibilidade é que pelo menos um dos ajs, digamos ag,
seja transcendente. Afirmamos que nesse caso Sy ¢ finito. Caso contrario,
existiriam ay,...,a,41 € Q, distintos, e tais que f(a;) = B; € Q, para

1 <7 <n+1. Escrevendo em notagao matricial,

I a - of ao b
I ay - o3 ay Do
1 Opg1 - OCZJrl G, ﬁnJrl
Como a matriz A = (o] )1<i<nt+1,0<j<n ¢ de Vandermonde, temos que seu

determinante
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detA = H (o — aj),
1<i<j<n+1
¢ nao nulo, pois os a’s sao distintos. Assim A é invertivel e denote por
At = (A7), sua inversa. Sabemos que (A7!); = deltA(—l)iJ’jdetMij,
onde M;; ¢é definida como a submatriz de A obtida por remover a i-ésima

linha e j-ésima coluna da matriz A. Segue-se que as entradas de A™! sdo

numeros algébricos. No entanto, podemos escrever

Qo B
a1 _ g1 Bo
an ﬁn—f—l

Dai, a = Z?j (A™Y);8; € Q. Contradizendo a transcendéncia de a.

Portanto #5; < oo. O

Por esse motivo, vamos nos restringir ao estudo do conjunto excepcional
de funcoes inteiras transcendentes. Pensava-se que a imagem de infinitos
algébricos por uma tal funcao, era transcendente. No entanto, o Teorema de
Stéackel mostra a existéncia de uma funcao inteira transcendente f, tal que

Sy = Q. Sobre o assunto, Weierstrass propos a seguinte questao:

Questao 2. Quais subconjuntos de Q sdao excepcionais de funcoes transcen-

dentes?
Alguns conjuntos excepcionais...

Exemplo 3.6. Qualquer subconjunto finito {y, ...,a,} de Q € excepcional.
Por exemplo, se fi(z) = elzma)(z=av) " entio o Teorema de Lindemann im-
plica Sy, = {on, ..., ap}.

Exemplo 3.7. O conjunto vazio também € excepcional, por exemplo se
f2(2) = e*+e*T! entdo o Teorema de Lindemann- Weierstrass implica Sy, =
.
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Exemplo 3.8. Alguns conjuntos infinitos também sdao sabidos ser excep-
cionais, por exemplo se f3(z) = 27, f4(z) = €™, entao Sy, = Sy, = Q, pelo
Teorema de Gelfond-Schneider.

Exemplo 3.9. Assuma que a Conjectura de Schanuel é verdadeira. Se
2zfl

f5(2) = sen(mz2)e?, fo(z) = 2% e f1(2) = 22 | entdo Sy, = Sy, = Z e

Sg =N

Explicitar fungoes que “tornam” um conjunto excepcional nao é muito
pratico. Principalmente se pensamos em uma funcao obtida por operagoes
algébricas entre as fungoes e®, senz, cos z, log z,...(fung¢oes elementares). Por
exemplo, existem fungodes inteiras transcendentes f e g, tais que Sy = Q(7)
e Sy =P := {p: pé primo}? Se existem, explicitar exemplos de tais
fungdes nao parece um trabalho ficil (quando pensamos nas nossas fungoes
“conhecidas”). Segue-se também da Proposigao 3.1 que todas as fungoes
exibidas nos Exemplos 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 sao hipotranscendentes. Surge entao

duas perguntas:
Questao 3. Se f ¢ hipertranscendente, entao Sy pode ser infinito?

Questao 4. Quais os possiveis conjuntos excepcionais de uma func¢ao inteira

hipertranscendente?

A Questao 2 foi parcialmente resolvida em 1965, quando K. Mahler [21]
provou que se A é fechado relativo & Q, isto é se o € A entdo todos seus
conjugados algébricos pertencem a A, entdao é o conjunto excepcional de
alguma funcao transcendente. Como outra consequéncia do nosso Teorema
3.3, resolvemos completamente as questdes acima: todo subconjunto de Q é
conjunto excepcional de alguma funcao hipertranscendente.

Observe que os conjuntos excepcionais de uma funcao f e de sua derivada
/', podem ser diferentes. Por exemplo, se f(z) = 27, entdo Sy = Q. No
entanto, f'(z) = 2*log2, assim Sp NSy = @. Motivados por esse fato,
definimos um conjunto excepcional onde multiplicidades sao incluidas:
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Definicao 3.5. Seja f uma func¢ao inteira, definimos o conjunto excepcional

com multiplicidade de f, por
M; = {(a,t) eQ x Ny : fO(a) € Q}
O préximo exemplo ajudara a fixar essa definigao

Exemplo 3.10. Se f(2) = e*+ 107", g(z) = e*+e* T e h(z) = €2, entdo
M;={0} xN, M, =2 e M, ={0} x Np.

Uma questao (semelhante a Questao 2) que surge é

Questao 5. Quais subconjuntos de Q x Ny sdo excepcionais com multiplici-

dade de alguma fung¢ao transcendente (ou hipertranscendente)?

Antes de tentar responder essa pergunta, queremos saber se existe ligacao

entre essa questao e a Questao 2. O proximo resultado nos diz que sim.
Proposigao 3.3. Se My = A x N, entao S;w) = A para todot € N.

Demonstracio. Dado t € N e a € Q, entdo a € Spw se, e somente se
fO(a) € Q. Como M; = A x N, entio f@(a) ¢ Q se, e somente se
(o, t) ¢ A x N. Portanto, como ¢t € N, temos que f®(a) € Q se, e somente
se a € A. O

Teorema 3.2. Se AxN C QxNy, entdo existe um conjunto ndo enumerdvel,

Faxn, de funcoes inteiras hipertranscendentes, tal que, se f € Faxn, entao
M;=AxN (3.11)

Além disso, o conjunto
{f%a) : () eQxNo\AX N e f € Faxn} (3.12)

¢ algebricamente independente.
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Observe que o resultado acima mostra que todo subconjunto de Q x Ny
é excepcional com multiplicidade de uma quantidade nao enumeravel de
fungoes inteiras hipertranscendentes, respondendo assim as Questoes 5 e 2
(estd ultima via Proposigao 3.3). Pensando um pouco no poder desse fato,
percebemos que ele implica na existéncia de uma funcao inteira hipertrans-
cendente f, tal que M; = P x P, isto é, dados (s,n) € N x N, f¥(n) s6 ¢
algébrico se ambos s, n sao primos! Segue-se também do teorema acima e da
Proposigao 3.3 (N = Ny) que

Corolario 3.1. Se A C Q, entdo existe um conjunto nio enumerdvel, Fa,

de funcgoes inteiras transcendentes, tal que, se f € Fa, entao
Sim = A, para todon € N (3.13)
Além disso, o conjunto
{f™() : acQ\A, n>0efeFa} (3.14)
¢ algebricamente independente.

Demonstragio. (Teorema) Suponha que A, Q\A, N e No\N sdo conjuntos
infinitos, assim podemos enumerar Q = {ap,a1,...} e Ny = {mg,my,...}
onde A = {ap, a9, ..., Qzp, ...} € N = {mg, ma, ..., May,, ...}. Considere {1 ,; :
A € A and (m,l) € N2} um conjunto algebricamente independente e nao
enumeravel. Defina Ay ;= {7T\ms @ 7 € Q\{0}} C C\ Q e note que este
é um conjunto denso em C (Pela Observagao 6 e Ay, = Tami(Q\ {0})).
Fixe A € A, ponha

B { Q(i), se (nk) € (2Z)°

Tt Aynk, se (n, k)¢ (2Z)
Agora pelo Teorema 3.3, existe um conjunto nao enumeravel F, de fungoes in-
teiras hipertranscendentes f com f2¥)(ay,,) € Qi) e fO(ay,) € Ay ., para
cada (am,l) ¢ A x N. Portanto isso nos diz que My = A x N. Para cada
A € A, tome somente uma fungao fy € Fy. Denote Faxn = {fa}rea, entao
My, = Ax N paratodo A € A. Além disso, para todos (a,,,t1), ..., (Qn,,, ti) ¢
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AX N e A,...,\rp €A, 0s nimeros f)(\tll)(am), ey )(\:“)

(arp,,) estdo respectiva-
mente em Ay, n, 415 Axpng it DOrtanto eles sao algebricamente indepen-
dentes.

Para o caso em que A é finito, podemos supor A = {ay, ..., a,,}. Tome
E n, = Qi) para todo 1 <k <m e todo [ > 0, denote E | = A, para
cada (ag,l) € Q x Ny \ A x N. Entao para esse caso, procedemos como na

prova acima. As outras possibilidades sao resolvidas da mesma maneira. [

No préximo corolario, F4 denota o conjunto construido no Corolario 3.1,
para um A C Q inicialmente fixado. Este resultado diz que o conjunto excep-
cional de funcoes em |J,-, .7-'1&5) permanece invariante por relagoes algébricas

nao constantes, com coeficientes algébricos.

Corolario 3.4. Seja P(z1,...,2,) um polindmio, nao constante com coefi-

cientes algébricos. Se fi,..., fn € Uszo .7:1(45), entao
SP(frnt) = A (3.15)

Demonstragdo. No caso A = Q, o resultado segue-se facilmente. Se existe
a € Q\A, entdo, por (3.14), os nimeros fi(a), ...., f»(c) sdo algebricamente
independentes, portanto P(f1, ..., f.)(a) € Q se, e somente se, « € A. Em
outras palavras Sp(s,,.. 1) = A. O



Apeéendice A

Numeros Transcendentes - uma

visao historica

J4a se passaram mais de 150 anos desde que o primeiro exemplo de niimero
transcendente foi dado, durante esse periodo varios matematicos devotaram
algum tempo tentando mostrar que certos nimeros eram ou nao transcen-
dentes. Abaixo listaremos (em ordem cronoldgica de sua descoberta) alguns

numeros transcendentes.

1844 LIOUVILLE, ver [5, p. 11-13].

, ak . . ~
Ntmeros da forma E Tom % € {0,---,9}, com infinitos ax’s ndo nulos.
k=0

1873 HERMITE, ver [5, p. 38].
e = 2,7182818284590452354 . . . a base dos logaritmos neperianos.

o8
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1882 LINDEMANN, ver [5, p. 43].
m = 3,1415926535897932385 . . . a razao entre a circunferéncia e o diametro

de um circulo.

1929 GELFOND - SCHNEIDER.
e ™ = 23,140692632779269006 . . .. ver [5, p. 104-110].

° 2V2 = 2,6651441426902251887.... a constante de Gelfond-Schneider,
ver [5, p. 114].

1961 MAHLER, ver [5, p. 21-25].
0,1234567891011121314. .. a constante de Champernowne.

1983 LE LIONNALIS, ver [18, p. 46].

r (%) = 2,6789385347077476337 . ..

1984 CHUDNOVSKY, ver [7, p. 308].

1
o[ (Z) = 3,6256099082219083119. . ., conhecida como constante lemi-

niscata.
1
o I (6) = 5, 5663160017802352043 . ..

1997 DURVENEY, NISHIOKA, NISHIOKA e SHIOKAWA  ver [9].
1

s

[ )
hE
R

n=1

=1
.ZFS,

n=1 2n—1
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para todo inteiro s > 1, onde F,, é o n-ésimo ntmero de Fibonacci (F; =
FQ =1le Fn = Fn—l -+ Fn_g).
2003 SMITH - MARGOLIUS, ver [22].

(tan=11/2) - 771 = 0, 14758361765043327417... a constante de Plouffe, mas

geralmente tan~!(x) - 77! ¢ Q, onde x € Q — {0, £1}.
2003 SONDOW, ver [34]

=1
S =) — = 1,61111492580837673611..., onde a; = 1 e a, = n!
Qp,

n=1
uma seqliéncia recorrente conhecida como exponencial fatorial.
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