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INSTITUTO DE CIÊNCIAS EXATAS
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eternidade, se não me derem uma infinidade de proble-
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RESUMO

Considere o corpo E obtido de Q, adjuntando valores da função expo-

nencial, tomando fecho algébrico, e iterando essas duas operações e o corpo

L obtido da mesma maneira com a aplicação de logaritmo, ao invés de expo-

nenciação. Provamos que se a Conjectura de Schanuel é verdadeira, então E

e L são linearmente disjuntos sobre Q, generalizando um problema sugerido

por Lang.

Sejam P (x), Q(x) ∈ Q(x) funções racionais não constantes. Usando o

Teorema de Gelfond-Schneider, mostraremos a existência de números algébri-

cos que podem ser escritos da forma P (T )Q(T ), para algum T transcendente.

Como aplicação explicitamos uma classe infinita de números transcendentes

T , tais que T T é algébrico. Por fim, supondo a veracidade da conjectura de

Schanuel, provamos a existência de números algébricos da forma T T ·
·
·
T

, com

T transcendente.

Seja f uma função inteira, e seja Sf o conjunto de todos os pontos

algébricos α ∈ C, para os quais f(α) é também algébrico. Em 1886, Weier-

strass levantou uma questão sobre os posśıveis Sf , conhecido como o con-

junto excepcional de f . Provaremos um resultado sobre valores complexos de

funções inteiras, que em particular mostra que para todo A ⊆ Q, a “equação”

Sf = A, possui incontáveis soluções f no espaço das funções inteiras hiper-

transcendentes.

Palavras Chave: Gelfond-Schneider; transcendência; conjunto excepcional;

Conjectura de Schanuel.
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ABSTRACT

Consider the field E obtained from Q, adjoining values of exponential

function, taking algebraic closure, and iterating these two operations and the

field L obtained of the same way with application of logarithmic function,

rather than exponentiation. We prove that if Schanuel’s conjecture is true,

then E and L are linearly disjoint over Q, generalizing a problem suggested

by Lang.

Let P (x), Q(x) ∈ Q(x) be nonconstant rational functions. Using the

Gelfond-Schneider theorem, we will show the existence of algebraic numbers

which can be written in the form P (T )Q(T ), for some transcendental number

T . As application, we explict infinitely many transcendental numbers T , such

that T T is algebraic. We also prove that if Schanuel’s conjecture is true, then

there exist algebraic numbers in the form T T ·
·
·
T

, with T transcendental.

Let f be given, and let Sf be the set of all algebraic points α ∈ C, for

which f(α) is also algebraic. In 1886, Weierstrass raised the question about

the possible Sf , known as exceptional set of f . We prove a result on complex

values of entire functions which, in particular, shows that for each A ⊆ Q,

the “equation” Sf = A has uncountable many solutions f in the set of all

hypertranscendental entire functions.

Keywords: Gelfond-Schneider; transcendence; exceptional set; Schanuel’s

conjecture.
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ÍNDICE vi

Referências Bibliográficas 60
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INTRODUÇÃO 1

A teoria dos números transcendentes foi originada por Liouville [19] em

seu famoso trabalho de 1844, no qual ele obteve, pela primeira vez, uma

classe de números que não satisfazem nenhuma equação algébrica com coe-

ficientes inteiros. Apesar de que alguns problemas isolados desta natureza

já tinham sido formulados bem antes dessa data. Por exemplo, em 1744,

Euler estabeleceu a irracionalidade de e e em 1761, Lambert confirmou a

irracionalidade de π. No entanto, a existência de números transcendentes

continuou aberta até 1844. A idéia de Liouville foi estabelecer uma simples

propriedade satisfeita por todos os números algébricos: se α é algébrico de

grau n, então existe uma constante A > 0, tal que |α − p/q| > A/qn, para

todo p/q ∈ Q. Assim, qualquer número que não satisfaz essa propriedade é

transcendente. O próprio Liouville construiu números que não satisfazem tal

propriedade, por exemplo o número
∑

n≥0 10−n!, que é portanto um número

transcendente.

Em 1873, Hermite [12] estabeleceu a transcendência de e e em 1884,

Lindemann [17] generalizou os métodos de Hermite e provou que eα é trans-

cendente, sempre que α é algébrico não nulo. Como consequência, temos

que log 2, e
√

2 e cos1 são transcendentes. No entanto, a consequência mais

importante do Teorema de Lindemann é a transcendência de π (eπi = −1) e

portanto a impossibilidade de se construir um quadrado com a área de um

ćırculo dado.

Os trabalhos de Hermite e Lindemann foram simplificados e generaliza-

dos por Weierstrass [40], em 1885: se α1, ..., αn são números complexos

linearmente independentes sobre Q, então os números eα1 , ..., eαn são alge-

bricamente independentes. Assim e + e
√

2 é transcendente.

O estudo dos números transcendentes provém de diversos problemas,

como a antiga questão grega da quadratura do ćırculo, as pesquisas de Liou-

ville e Cantor, investigações de Hermite sobre a função exponencial, o sétimo

problema da famosa lista dos 23 problemas de Hilbert e as formas lineares

em logaritmos devidas à Baker. No coração da teoria transcendente vive

um intrigante paradoxo, enquanto que, essencialmente, todos os números
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são transcendentes, estabelecer a transcendência de um número particular é

uma tarefa bastante complicada. O principal obstáculo é que um número

transcendente é definido não pelo que ele é, mas ao invés disso, pelo que ele

não é.

Um função inteira f é dita ser transcendente, se z e f(z) são algebrica-

mente independentes sobre C. Um resultado útil diz que uma função inteira

f é transcendente se, e somente se não é um polinômio. Portanto a função

exponencial ez é um exemplo de função transcendente (já que é não constante

e não possui zeros). Segue-se do Teorema de Lindemann que a função ex-

ponencial toma valores transcendentes em todos os pontos algébricos, com a

exceção de z = 0. Portanto, esperava-se que uma função transcendente (como

ez) tomasse valores transcendentes em pontos algébricos, com possivelmente

finitas exceções (como ez). Dáı, foi definido o conjunto excepcional de uma

função inteira como o conjunto dessas “posśıveis exceções”, isto é, o con-

junto de todos os α ∈ Q, tais que f(α) é também algébrico, denotado por

Sf . Claramente, se f é um polinômio com coeficientes em Q, então Sf = Q.

Também, o conjunto excepcional da função exponencial é {0}. Mais geral-

mente, se f(z) = e(z−α1)···(z−αk), onde os α′s são números algébricos, então

o Teorema de Lindemann implica Sf = {α1, . . . , αk}. Em 1886, Weierstrass

levantou as seguintes questões:

(W1) Existe uma função inteira transcendente f , tal que f(Q) ⊆ Q?

(W2) Quais posśıveis subconjuntos de Q são conjuntos excepcionais de al-

guma função inteira transcendente?

O próprio Weierstrass iniciou a busca por uma função em (W1), quando

ainda em 1886, deu um exemplo de uma função transcendente f , tal que

f(Q) ⊆ Q. Depois, em 1895, Paul Stäckel [35] provou que para todo con-

junto enumerável Σ ⊆ C e todo conjunto denso T ⊆ C, existe uma função

inteira transcendente f tal que f(Σ) ⊆ T , resolvendo assim a questão (W1)
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(Σ = T = Q). Também segue-se desse resultado que todo subconjunto de

Q está contido no conjunto excepcional de alguma função transcendente.

No entanto, isto não responde a questão (W2). Outro resultado devido à

Stäckel, fixa um exemplo de uma função inteira transcendente f , tal que f

e todas suas derivadas f (s) mapeiam Q em Q, isto é Sf(s) = Q, para todo

s ≥ 0. Em 1965, Mahler [21] provou que se A é fechado relativo à Q, isto

é, se α ∈ A então todos os seus conjugados algébricos também pertencem

à A, então existe f transcendente, tal que Sf = A. Ainda nesse contexto

é posśıvel generalizar as questões de Weierstrass para uma outra classe de

funções: dizemos que uma função f é hipertranscendente, se para todo n ≥ 0,

as funções z, f(z), f ′(z), ..., f (n)(z) são algebricamente independentes sobre

C. Claramente, funções hipertranscendentes são transcendentes. A função

exponencial ez mostra que a rećıproca é falsa. A função zeta de Riemann é

um exemplo de função hipertranscendente, ver [27]. Podemos então pensar

nas questões de Weierstrass no contexto hipertranscendente:

(W1*) Existe uma função inteira hipertranscendente f , tal que Sf é um con-

junto infinito?

(W2*) Quais posśıveis subconjuntos de Q são conjuntos excepcionais de al-

guma função inteira hipertranscendente?

(W3*) Existe uma função inteira hipertranscendente f , tal que f(Q) ⊆ Q?

Essas novas questões são interessantes, haja vista que não conhecemos o

conjunto excepcional de nenhuma função hipertranscendente. Por exemplo,

a função hipertranscendente mais conhecida é, sem dúvida, a função zeta de

Riemann, porém não sabemos nem mesmo se ζ(5) é irracional!

Nesta tese, provamos um resultado que em particular generaliza os teo-

remas de Stäckel e ainda responde todas as questões acima
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Teorema. Seja A ⊆ C enumerável. Para cada inteiro s ≥ 0 e α ∈ A, fixe

Eα,s um conjunto denso em C. Então existe um conjunto não enumerável

F , de funções inteiras hipertranscendentes f : C → C, tais que

dsf

dzs
(α) ∈ Eα,s, para todos s ≥ 0 e α ∈ A.

Algumas consequências desse teorema são

• (Generalização do 1o Teorema de Stäckel) Para todo conjunto enu-

merável Σ ⊆ C e todo conjunto denso T ⊆ C, existe uma função

inteira hipertranscendente f , tal que f (s)(Σ) ⊆ T para todo s ≥ 0.

• (Generalização do 2o Teorema de Stäckel) Dado A ⊆ C, enumerável e

denso, existe uma função hipertranscendente f , tal que f (s)(A) ⊆ A,

para cada s ≥ 0.

• (Solução das questões (W1*), (W2), (W2*) e (W3*)) Dado A ⊆ Q,

existe uma função inteira hipertranscendente f , tal que Sf(s) = A, para

todo s ≥ 0.

Observe que a resposta de (W1*) é sim, e a resposta para (W2*) (que

também é resposta para (W2)) é que todos os subconjuntos de Q são ex-

cepcionais, dáı temos um sim também para (W3*). Resumindo, conjuntos

excepcionais nada tem de excepcionais!

Em 1900, no congresso internacional de matemática em Paris, Hilbert

propôs uma lista com 23 problemas e o sétimo problema peguntava se o lo-

garitmo de um número algébrico numa base algébrica deveria ser racional ou

transcendente. A solução desse problema foi dada em 1934, independente-

mente, por Gelfond [11] e Schneider [33]. O Teorema de Gelfond-Schneider

diz que se α é algébrico, diferente de 0 e 1, e β é algébrico, não racional,

então αβ é transcendente. Assim 2
√

2,
√

2
√

3
e ii são números transcendentes.

Também eπ é transcendente, pois eπ = (−1)−i. Esse teorema também clas-

sifica completamente a natureza aritmética de potências de algébricos por

algébricos. No entanto, não é conhecido um resultado similar para o caso
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T T2
1 , onde os Ti’s são transcendentes. Em vista do Teorema de Gelfond-

Schneider somos levados a crer que o resultado dessa potenciação deveria

ser um transcendente, porém e e log 2 são transcendentes, mas elog 2(= 2) é

algébrico. Agora o caso T1 = T2, parece ser mais intrigante: o número T T

pode ser algébrico, para algum T transcendente? Uma resposta negativa para

essa questão implicaria, de imediato, na transcendência de ee e ππ. Provamos

nessa tese que felizmente (ou infelizmente) a resposta dessa questão é sim.

Na verdade provamos algo bem mais geral

Teorema. Sejam P (x), Q(x) ∈ Q[x] polinômios não constantes. Então o

conjunto dos números algébricos da forma P (T )Q(T ), com T transcendente,

é denso em algum subconjunto conexo de R ou C.

Numa formulação equivalente, o Teorema de Gelfond-Schneider mostra

que se α1, α2, β1, β2 são números algébricos, com log α1, log α2 linearmente

independentes sobre Q, então
∑2

j=1 βj log αj 6= 0. Foi conjecturado que esse

resultado é válido para uma quantidade arbitrária de logaritmos. Essa con-

jectura foi provada por Baker [2] em 1966 (e lhe rendeu a medalha Fields

em 1970). Como consequência do Teorema de Baker, temos que qualquer

combinação, finita e não nula, de logaritmos de números algébricos com coe-

ficientes algébricos é um número transcendente. Assim log 2 +
√

3 log 3, π +

log 2 são números transcendentes.

Se z = a + bi ∈ C é algébrico, então seu conjugado z também o é (na

verdade são ráızes do mesmo polinômio minimal). Portanto z é algébrico se,

e somente se a e b o são (pois a = z+z
2

e b = z−z
2i

). Por exemplo e + iπ e

eπe

+ i log 2 são transcendentes. Também o Teorema de Baker garante que

eαπ+β é transcendente, para todos algébricos α, β, com β 6= 0. Os números

eαπ+β, com α, β ∈ Q ∩ R, β 6= 0, são as únicas combinações reais de e e

π sabidas ser transcendentes. Ou seja, a natureza aritmética de e + π e eπ

é desconhecida. No entanto, um desses números (provavelmente ambos) é

transcendente (pois e, π são ráızes de x2− (e+π)x+eπ e Q é algebricamente

fechado) e assim e+π+ieπ /∈ Q. A conjectura é que e e π são algebricamente

independentes, o que implicaria na transcendência dos números acima. Em
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geral a prova de que espećıficos números transcendentes são algebricamente

independentes não é uma tarefa simples, portanto é vantajoso imaginar o que

“deveria” ser verdade.

Em seu livro de 1966, Lang [14] enunciou uma interessante conjectura de

seu aluno Stephen Schanuel. A Conjectura de Schanuel é sem dúvida o prin-

cipal problema aberto em teoria dos números transcendentes. Recordemos

seu enunciado

Conjectura (Schanuel). Sejam x1, . . . , xn números complexos linearmente

independentes sobre Q. Então existem pelo menos n números algebricamente

independentes, dentre x1, . . . , xn, e
x1 , . . . , exn.

Como consequência imediata dessa conjectura, temos a independência

algébrica de e e π, a transcendência de e+π, eπ, ee, ππ, πe, log log 2, log π e

também generalizações para os teoremas de Lindemann, Weierstrass, Gelfond-

Schneider e Baker, ver [29, Caṕıtulo 10].

Neste mesmo livro, Lang [14] propôs o seguinte problema: seja E =
⋃

n≥0 En, onde En = En−1({ex : x ∈ En−1}) para todo inteiro n > 1 e E0 =

Q. Mostrar que a Conjectura de Schanuel implica que π /∈ E. Note que π /∈ E

é algo extremamente mais forte do que a independência algébrica de e e π. Na

verdade, e e π algebricamente independentes não implica nem mesmo que π /∈
E1. Nesta tese, provamos um resultado que em particular resolve o problema

de Lang. Para isso, defina L =
⋃

n≥0 Ln, com Ln = Ln−1({y : ey ∈ Ln−1}) e

L0 = Q. Dizemos que F1, F2, extensões de F , são linearmente disjuntas sobre

F , quando todo subconjunto finito de F1 linearmente independente sobre F ,

é também linearmente independente sobre F2. Provamos que

Teorema. A Conjectura de Schanuel implica que os corpos E e L são line-

armente disjuntos sobre Q.

Como consequência, temos que se a Conjectura de Schanuel é verdadeira,

então

• E ∩ L = Q.
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• π 6∈ E e e 6∈ L.

• π, log π, log log π, . . . são algebricamente independentes sobre E.

• e, ee, eee

, . . . são algebricamente independentes sobre L.

Assim a Conjectura de Schanuel parece dar soluções para todos os pro-

blemas mais conhecidos em teoria transcendente. A pergunta é: existe vida,

em teoria transcendente, após a Conjectura de Schanuel? A resposta é sim!

Especificamente, não é conhecida uma relação dessa conjectura com a trans-

cendência de números como ζ(3), ζ(π), γ e eγ, onde γ = limn→∞(1 + 1/2 +

· · ·+ 1/n − log n) é a constante de Euler-Mascheroni.

A partir de 1970 (e até os dias atuais), o estudo da natureza aritmética

de valores da função zeta de Riemann, ζ(s) =
∑∞

n=1 1/ns, para inteiros s > 1

é um dos mais atrativos tópicos em teoria transcendente.

Euler provou que

ζ(s) =
(2πi)sBs

2s!
, s = 2, 4, 6, ...,

onde Bs ∈ Q, são os números de Bernoulli, que são definidos pela função

geradora

t

et − 1
= 1 − t

2
+

∞∑

s=2

Bs
ts

s!

e esse foi inegavelmente o primeiro progresso nessa área. A prova de Linde-

mann da transcendência de π, implicou também na transcendência de ζ(s)

para todo s > 0 par (via fórmula de Euler). O problema da irracionalidade

de valores da função zeta em inteiros ı́mpares permaneceu inacesśıvel até

1978, quando Apéry [1] provou que ζ(3) é irracional.

A irracionalidade dos números ζ(2s+1) para s ≥ 2 é ainda um problema

em aberto. Em 2000, Rivoal [31] provou que a sequência ζ(3), ζ(5), ζ(7), ζ(9), ...

contém infinitos irracionais. Em 2001, Zudilin [41] mostrou que pelo menos

um dos números ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) é irracional. A conjectura é que os

números ζ(3), ζ(5), ζ(7), ζ(9), ... são linearmente independentes sobre Q(π).
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O próprio Zudilin mantém uma página na internet com vários artigos sobre o

assunto (contendo trabalhos de 1978 até 2008), ver [42]. Outras funções zeta

também são consideradas, por exemplo, a função zeta p-ádica ζp. Em 2008,

Beukers [4] provou que os números ζ2(2), ζ2(3), ζ3(2) e ζ3(3) são irracionais.



Caṕıtulo 1

O problema de Lang

Estudamos a independência algébrica de dois conjuntos definidos indutiva-

mente: a torre de potência exponencial e sua correspondente torre logaŕıtmica.

Sob a hipótese da Conjectura de Schanuel, provamos que E e L são linear-

mente disjuntos. Esse resultado generaliza um problema sugerido por Lang

[14, p. 31].

1.1 Preliminares e o teorema principal

1.1.1 Conjectura de Schanuel

Os números α1, ..., αn ∈ L ⊇ K são ditos algebricamente dependentes so-

bre K, se existe um polinômio não nulo P ∈ K[X1, ..., Xn], tal que P (α1, ..., αn) =

0. Caso contrário α1, ..., αn são ditos ser algebricamente independentes sobre

K.

Seja L|K uma extensão transcendente. Um conjunto B ⊆ L é chamado

base de transcendência de L|K, se B é algebricamente independente sobre

K e L|K(B) é uma extensão algébrica, ou equivalentemente B é o conjunto

algebricamente independente (sobre K) maximal relativo a inclusão, cuja

existência é garantida via lema de Zorn. Pode-se provar que quaisquer duas

bases de transcendência de uma extensão tem a mesma cardinalidade. Assim

9
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podemos definir o grau de transcendência de uma extensão L|K, como a

cardinalidade de B. Denotamos por grtr(L|K) = grtrKL = #B. Se L|K é

algébrica, então grtr(L|K) = 0. Um maior detalhamento desses conceitos

podem ser vistos em [15, Caṕıtulo 8].

Alguns fatos sobre grau de transcendência são (ver [10, Caṕıtulo 11]):

Fato 1. grtr(K(x1, ..., xn)|K) ≤ n e vale a igualdade se, e somente se

x1, ..., xn são algebricamente independentes sobre K. (a prova dessa desigual-

dade segue-se por indução sobre n)

Fato 2. Se K ⊆ L ⊆ M , então grtr(M |K) = grtr(M |L) + grtr(L|K). (Essa

relação segue-se pois B1 ∪ B2 é base de transcendência de M |K, onde B1 e

B2 são bases de transcendência de M |L e L|K)

Fato 3. grtr(Q(x1, ..., xn)|Q) = grtr(Q(x1, ..., xn)|Q). (Segue-se pelo Fato 2

e de grtr(Q|Q)=grtr(Q(x1, ..., xn)|Q(x1, ..., xn)) = 0)

O fato abaixo é equivalente ao Fato 3:

Fato 3’. Um conjunto é algebricamente independente sobre Q se, e somente

se o for sobre Q. (Fato 1 e Fato 3)

Com essa nomenclatura, podemos apresentar a conjectura de Schanuel

como

Conjectura 1. Se x1, ..., xn ∈ C, são linearmente independentes sobre Q,

então

grtr(Q(x1, ..., xn, ex1, ..., exn)|Q) ≥ n

A Conjectura de Schanuel é, sem dúvida, o grande resultado a ser provado

em Teoria Transcendente. Sua veracidade implica em provas simples de ge-

neralizações para todos as grandes teoremas nessa teoria. Além do mais,

mostraria que todos os números que esperamos ser transcendentes (ex. eπ, e+

π, ee, πe,...) o são.

A motivação da conjectura de Schanuel parece vir de alguns resultados

já sabidos. Por exemplo, quando n = 1 temos que se α 6= 0, então pelo
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Teorema de Lindemann, pelo menos um dos números α, eα é transcendente,

assim grtr(Q(α, eα)|Q) ≥ 1. No caso de um n arbitrário, essa conjectura está

resolvida apenas para {x1, ..., xn} ⊆ Q, usando o Teorema de Lindemann-

Weierstrass (para uma prova desse teorema, ver [24, p. 46, Teorema 3.3.2]

ou [26, p. 117-131]):

Teorema 1.1 (Lindemann-Weierstrass). Se α1, ..., αn são números algébricos

linearmente independentes sobre Q, então eα1 , ..., eαn são algebricamente in-

dependentes sobre Q.

Como uma interessante aplicação dessa conjectura, provaremos uma ge-

neralização do teorema anterior

Proposição 1.1. Suponha que a conjectura de Schanuel é verdadeira. Se

α1, ..., αn são números algébricos linearmente independentes sobre Q, então

eα1 , ..., eαn , eeα1 , ..., eeαn
, ..., e e ·

·
·
eα1

, ..., e e ·
·
·
eαn

, ...

são algebricamente independentes sobre Q.

Observação 1. Um conjunto infinito é dito ser algebricamente independente,

quando qualquer de seus subconjuntos finitos o for.

Observação 2. Seja f = f(z) uma função e S um conjunto (possivelmente

infinito) contido no domı́nio de f . Denotamos f(S) por {f(s) : s ∈ S}.

Demonstração da Proposição 1.1. Seja A = {α1, ..., αn}. Defina, para

cada m ≥ 1, hm(z) = e e ·
·
·
ez

︸ ︷︷ ︸

m vezes

. Nosso objetivo é provar que h1(A), h2(A), ...

são algebricamente independentes sobre Q. Para isso, procederemos por

indução sobre m (em hm(A)). O caso m = 1, segue pelo Teorema de

Lindemann-Weierstrass. Suponha que h1(A), ..., hm(A) são algebricamente

independentes sobre Q. Portanto A, h1(A), ..., hm(A) são linearmente inde-

pendentes sobre Q (Pela hipótese de indução e a independência linear dos

elementos de A), assim pela conjectura de Schanuel
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grtrQQ(A, h1(A), ..., hm(A), eA, eh1(A), ..., ehm(A)) ≥ (m + 1)n

por outro lado, {h1(A), ..., hm(A)} = {eA, eh1(A), ..., ehm−1(A)}, pois ehk(z) =

hk+1(z). Portanto

grtrQQ(A, h1(A), ..., hm(A), eA, eh1(A), ..., ehm(A)) =

grtrQQ(h1(A), ..., hm(A), hm+1(A)) ≤ (m + 1)n,

onde a última desigualdade acima segue do Fato 1. Assim

grtrQQ(h1(A), ..., hm(A), hm+1(A)) = (m + 1)n

e então h1(A), ..., hm(A), hm+1(A) são algebricamente independentes sobre Q,

finalizando assim nosso processo indutivo.

1.1.2 Corpos linearmente disjuntos e livres

Sejam F1, F2 extensões de um corpo F . Dizemos que F1, F2 são linear-

mente disjuntos sobre F , quando todo subconjunto finito de F1 linearmente

independente sobre F , é também linearmente independente sobre F2.

Dizemos que F1, F2 são livres (ou algebricamente disjuntos) sobre F ,

quando todo subconjunto finito de F1 algebricamente independente sobre F ,

é também algebricamente independente sobre F2.

Proposição 1.2. Se F1, F2 são linearmente disjuntos sobre F , então

F1 ∩ F2 = F .

Demonstração. Suponha que existe x ∈ (F1 ∩ F2)\F , assim {1, x} ⊆ F1 e é

linearmente independente sobre F . Como F1, F2 são linearmente disjuntos so-

bre F , então {1, x} ⊆ F2 e é F2-linearmente independente. Essa contradição

mostra o resultado.

Aparentemente as definições acima são não simétricas, no entanto temos

que
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Proposição 1.3. Suponha que F1, F2 são linearmente disjuntos sobre F ,

então todo subconjunto finito de F2, linearmente independente sobre F é

também linearmente independente sobre F1.

Demonstração. Suponha o contrário. Considere {x1, ..., xn} ⊆ F2, F -linear-

mente independente e {y1, ..., yn} ⊆ F1, não todos nulos, tais que

x1y1 + · · ·+ xnyn = 0. (1.1)

Reordenando os ı́ndices, se necessário, podemos tomar m < n o maior número

natural, tal que y1, ..., ym são F -linearmente independentes e portanto F2-

linearmente independentes (pois F1, F2 são linearmente disjuntos sobre F ).

Assim,

yj =

m∑

i=1

aijyi, onde aij ∈ F e j = m + 1, ..., n. (1.2)

Combinando as igualdades em (1.1) e (1.2), obtemos

m∑

i=1

(

xi +
n∑

j=m+1

aijxj

)

yi = 0

Portanto, para cada i ∈ {1, ..., m}, a expressão xi +
∑n

j=m+1 aijxj (perten-

cente à F2) é nula. No entanto isso contradiz a F -independência linear dos

elementos x1, ..., xn (pois i < m + 1).

Proposição 1.4. Suponha que F1, F2 são algebricamente disjuntos sobre F ,

então todo subconjunto finito de F2, algebricamente independente sobre F é

também algebricamente independente sobre F1.

Demonstração. Seja Y = {y1, ..., yn} ⊆ F2 algebricamente independente so-

bre F e suponha (por absurdo) que Y é algebricamente dependente sobre F1.

Portanto Y é algebricamente dependente sobre um corpo finitamente gerado

F ′ = F (x1, ..., xt) ⊆ F1, onde x1, ..., xt ∈ F1 (coeficientes do F1-polinômio

com n variáveis anulando Y).

Se S ⊆ F1, finito e F -algebricamente independente, é algebricamente

dependente sobre F (Y), então é também algebricamente dependente sobre
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F2, contrariando o fato de que F1, F2 são livres sobre F . Segue-se que F1 e

F (Y) são livres sobre F .

Como F ′ é finitamente gerado, então seu grau de transcendência sobre F

é finito (no máximo t). Seja B uma base de transcendência de F ′|F . Logo B
é algebricamente independente sobre F e portanto sobre F (Y). Dáı

grtr(F ′(Y)|F (Y)) ≥ grtr(F ′|F ) (1.3)

Por outro lado, a extensão F ′(Y)|F (Y)(B) é algébrica (pois F ′|F (B) é algé-

brica). Assim, vale a igualdade em (1.3), isto é,

grtr(F ′(Y)|F (Y)) = grtr(F ′|F ) (1.4)

Considerando as torres F ⊆ F ′ ⊆ F ′(Y) e F ⊆ F (Y) ⊆ F ′(Y), calculando

o grau de transcendência de F ′(Y)|F de duas maneiras (via essas torres) e

usando o Fato 2, obtemos:

grtr(F ′(Y)|F (Y))+grtr(F (Y)|F ) =grtr(F ′(Y)|F ′)+grtr(F ′|F )

Usando (1.4), temos que

n =grtr(F (Y)|F ) =grtr(F ′(Y)|F ′) < n (veja diagrama abaixo)

Com esse absurdo provamos nosso resultado.

F ′(Y)
r

vv
vv

vv
vv

v
<n

EE
EE

EE
EE

E

F (Y) F ′

F

n

IIIIIIIIII
r

xxxxxxxxx

Os próximos resultados estabelecem relações entre as duas definições an-

teriores
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Proposição 1.5. Se F1, F2 são linearmente disjuntos sobre F , então são

livres sobre F .

Demonstração. Suponha o contrário. Sejam {x1, ..., xn} ⊆ F1, F -algebrica-

mente independente e um polinômio P , não nulo, com n variáveis e coefi-

cientes em F2, tal que P (x1, ..., xn) = 0. Assim,

∑

I∈I′

aIx
i1
1 · · ·xin

n = 0, (1.5)

onde I ′ é um conjunto finito de multi-́ındices e cada aI ∈ F2. Denotando

M = {MI : I ∈ I ′}, com MI := xi1
1 · · ·xin

n , a relação em (1.5) implica que M
é linearmente dependente sobre F2 e portanto (por hipótese) também sobre

F , isto é, existem (bI)I∈I′ ∈ F , não todos nulos, tais que
∑

I∈I′

bIx
i1
1 · · ·xin

n = 0.

No entanto isso contradiz a independência algébrica de {x1, ..., xn} sobre

F .

A rećıproca dessa última proposição, em geral, não é verdadeira, no en-

tanto temos que

Proposição 1.6. Se F1, F2 são livres sobre F e F é algebricamente fechado,

então F1, F2 são linearmente disjuntos sobre F .

Demonstração. Ver [15, p. 367, Teorema 4.12]

Em 1966, S. Lang [14] propôs o seguinte problema: seja E =
⋃

n≥0 En,

onde En = En−1({ex : x ∈ En−1}) para todo inteiro n > 1 e E0 = Q.

Mostrar que a conjectura de Schanuel implica que π /∈ E.

Definamos uma versão logaŕıtmica do problema acima: seja L =
⋃

n≥0 Ln,

com Ln = Ln−1({y : ey ∈ Ln−1}) e L0 = Q. Mostrar que a conjectura

de Schanuel implica que e /∈ L. Mostramos o seguinte resultado que em

particular resolve os problemas acima
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Teorema 1.2. A conjectura de Schanuel implica que os corpos E e L são

linearmente disjuntos sobre Q.

Como consequência temos que se a conjectura de Schanuel é verdadeira,

então

• E ∩ L = Q.

• π 6∈ E e e 6∈ L.

• π, log π, log log π, . . . são algebricamente independentes sobre E.

• e, ee, eee

, . . . são algebricamente independentes sobre L.

1.2 Prova do Teorema

Antes da prova do teorema, necessitamos de alguns lemas técnicos invol-

vendo uma construção chave. Por simplicidade, escreveremos

En = En−1(exp(En−1)) para n ≥ 1.

Lema 1.1. Para todo n ≥ 1, temos que En = Q(exp(En−1)).

Demonstração. Usando indução sobre n, o caso base segue-se por definição,

pois

E1 = E0(exp(E0)) = Q(exp(E0)) = Q(exp(E0)),

e E0 = Q. Em geral

En = En−1(exp(En−1))

= Q(exp(En−2))(exp(En−1))

= Q(exp(En−2))(exp(En−1))

= Q(exp(En−1)), (1.6)

pois En−2 ⊆ En−1.
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Lema 1.2. Para todo x ∈ En, existe um conjunto finito An−1 ⊆ En−1 tal

que x ∈ Q(exp(An−1)).

Demonstração. Pelo Lema 1.1, x ∈ En = Q(exp(En−1)) o que significa

que é ráız de um polinômio, não nulo, com coeficientes em Q(exp(En−1)).

Cada coeficiente involve somente uma quantidade finita de exponenciais de

elementos de En−1. Portanto, tome An−1 a união desses elementos.

Lema 1.3 (primeiro lema chave). Para todo x ∈ En, existe um conjunto

finito A ⊆ En−1 tal que A ∪ {x} ⊆ Q(exp(A)).

Demonstração. Pelo lema anterior, existe um conjunto finito An−1 ⊆ En−1

tal que x ∈ Q(exp(An−1)). Iterando esse lema, constrúımos uma sequência

de subconjuntos An−1, An−2, An−3, . . . , A0 como se segue:

• Como An−1 ⊆ En−1 é finito, seque-se que An−1 é algébrico sobre

Q(exp(An−2)) para algum conjunto finito An−2 ⊆ En−2.

• Também An−2 é algébrico sobre Q(exp(An−3)) para algum conjunto

finito An−3 ⊆ En−3.

No último passo teremos a existência de um conjunto finito A0 ⊆ E0 =

Q, tal que A1 é algébrico sobre Q(exp(A0)). Tome A =
⋃

m≤n−1 Am ⊆
En−1. Como An−1 ⊆ A então x ∈ Q(exp(A)) e como cada Am é algébrico

sobre Q(exp(Am−1)) ⊆ Q(exp(A)), então todo o conjunto A é algébrico sobre

Q(exp(A)).

De uma maneira similar, obtemos análogos desses lemas no caso das ex-

tensões logaŕıtmicas Lm. Vamos enuncia-los para efeito de precisão.

Lema 1.4. Para cada n ≥ 1, temos que Ln = Q(exp−1(Ln−1)).

Lema 1.5. Para todo x ∈ Ln existe um conjunto finito Cn ⊆ C tal que

exp(Cn) ⊆ Ln−1 e que x é algébrico sobre Q(Cn).

Lema 1.6 (segundo lema chave). Para todo x ∈ Ln, existe um conjunto

finito C ⊆ C com exp(C) ⊆ Ln−1 tal que exp(C) ∪ {x} é algébrico sobre

Q(C).
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As provas seguem a mesma linha como no caso exponencial. Agora es-

tamos prontos para ir à prova do teorema que por comodidade do leitor

repetiremos

Teorema. A conjectura de Schanuel implica que os corpos E e L são line-

armente disjuntos sobre Q.

Demonstração. Assumindo que a conjectura de Schanuel é verdadeira, vamos

provar que Em e Ln são linearmente disjuntos sobre Q, para arbitrários m e

n (isso é suficiente, pois E é união dos Em, L é união dos Ln e além disso

E0 ⊆ E1 ⊆ . . . e L0 ⊆ L1 ⊆ . . .).

Fixe um arbitrário n ≥ 0. Procedendo por indução sobre m, o caso base

é trivial pois E0 = Q. Suponha por absurdo que Em−1 e Ln são linearmente

disjuntos sobre Q, mas Em and Ln não são linearmente disjuntos. Vamos

tomar {l1, ..., lk} ⊆ Ln linearmente independentes sobre Q e {e1, . . . , ek} ⊆
Em tal que

∑k
i=1 liei = 0 e pelo menos um dos ei 6= 0. Pelos lemas chave:

• Existe um conjunto finito A ⊆ Em−1 tal que A ∪ {ei}k
i=1 é algébrico

sobre Q(exp(A)).

• Existe um conjunto finito C ⊆ Ln tal que exp(C) ∪ {li}k
i=1 é algébrico

sobre Q(C).

Agora tome B ⊆ A tal que exp(B) é uma base de transcendência da extensão

Q(exp(A))|Q), e tome D ⊆ C tal que D é uma base de transcendência de

Q(C)|Q.

Afirmamos que B ∪ D é linearmente independentes sobre Q. De fato,

considere uma combinação linear dos elementos de B ∪ D com coeficientes

em Q, podemos escrevê-la como

∑

b∈B

pbb =
∑

d∈D\B
qdd (1.7)

com pb, qd inteiros.

Desde que a expressão do lado esquerdo de (1.7) é um elemento de Em−1

e que o lado direito é um elemento de Ln, e por hipótese esses dois corpos são
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linearmente disjuntos sobre Q, devemos ter Em−1 ∩ Ln = Q (ver Proposição

1.2) e ambas as expressões representam um elemento r ∈ Q.

Mas
∑

d∈D\B qdd = r é uma relação algébrica de D com coeficientes em Q

e portanto, deve ser a relação trivial (mantenha em mente que D foi tomado

algebricamente independente sobre Q). Assim, obtemos r = 0 = qd, para

todo d ∈ D.

Aplicando a exponencial em ambos os lados de
∑

b∈B pbb = 0, temos

∏

b∈B(exp(b))pb = 1,

que é uma relação algébrica com coeficientes em Q, entre os elementos do con-

junto exp(B), tomados algebricamente independentes. Portanto o monômio

de Laurent (pois algum pb pode ser negativo)
∏

b∈B(Xb)
pb deve ser o trivial,

isto é, os inteiros pb devem ser todos iguais a zero.

Resumindo, provamos que B ∪ D é Q-linermente independente. Assim,

pela conjectura de Schanuel, grtrQQ(B, D, exp(B), exp(D)) ≥ |B|+ |D|. No

entanto,

grtrQQ(B, D, exp(B), exp(D)) = grtrQQ(B, C, exp(A), exp(D))

pois exp(A) é algébrico sobre Q(exp(B)) e C é algébrico sobre Q(D). Temos

também

grtrQQ(B, C, exp(A), exp(D)) = grtrQQ(C, exp(A))

pois B ⊆ A ⊆ Q(exp(A)), e similarmente exp(D) ⊆ exp(C) ⊆ Q(C). Final-

mente

grtrQQ(C, exp(A)) = grtrQQ(D, exp(B)) ≤ |B| + |D|

pois C é algébrico sobre Q(D) e exp(A) algébrico sobre Q(exp(B)).

De |B| + |D| ≥ grtrQQ(D, exp(B)) ≥ |B| + |D|, conclúımos que

grtrQQ(D, exp(B)) = |B| + |D|

e então o conjunto exp(B)∪D é algebricamente independente sobre Q, con-

sequentemente sobre Q.
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Portanto Q(exp(B)) e Q(D) são livres sobre Q. Como Q é algebrica-

mente fechado, Q(exp(B)) e Q(D) são linearmente disjuntos sobre Q (veja

Proposição 1.6).

Porém os li’s são algébricos sobre Q(C) e os ei’s são algébricos sobre

Q(exp(A)), o que significa {li} ⊆ Q(D) e {ei} ⊆ Q(exp(B)) fixando a relação

não trivial
∑

liei = 0. Contradição. Assim Em e Ln são linearmente disjuntos

sobre Q, e portanto o mesmo é válido para E e L.

Nos próximos quatro resultados, estaremos assumindo a veracidade da

conjectura de Schanuel.

Corolário 1.1. Temos que L ∩ E = Q.

Demonstração. Segue-se diretamente do Teorema 1.2 e Proposição 1.2.

Corolário 1.2. Temos que π 6∈ E e e 6∈ L.

Demonstração. Note que e = exp(1) ∈ E1 ⊆ E. Desde que e 6∈ Q, então não

pode estar também em L, pelo Corolário 1.1. Se π ∈ E, então iπ ∈ E. Mas

iπ ∈ L1 ⊆ L, pois iπ = log(−1). Conclúımos que iπ 6∈ E, pois não pertence

a Q.

Corolário 1.3. Os números π, log π, log log π, . . . são algebricamente inde-

pendentes sobre E.

Demonstração. Na verdade, provaremos que iπ, log π, log log π, . . . são alge-

bricamente independentes sobre E (que é um enunciado equivalente). Vamos

escrever log[k] π para a k-ésima iterada do logaritmo de π, onde log[0] π = π.

Observe que iπ, log π, log log π, . . . pertencem à L.

Como, pelo Teorema 1.2, E e L são linearmente disjuntos sobre Q, então

são livres sobre Q, assim é suficiente provar que iπ, log π, log log π, . . . são

algebricamente independentes sobre Q, ou equivalentemente (Fato 3’), que

eles são algebricamente independentes sobre Q.

Para provar que iπ, log π, log log π, . . . , log[n] π são Q-algebricamente in-

dependente, usamos a conjectura de Schanuel novamente. Procederemos por
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indução sobre o número de iteradas do logaritmo de π. O caso n = 0, segue

da transcendência de π. Assuma que iπ, log π, log log π, . . . , log[n−1] π são

algebricamente independentes sobre Q (hipótese de indução). Afirmamos

que iπ, log π, . . . , log[n] π são linearmente independentes sobre Q. De fato,

suponha que:

iπq +
∑n

k=1 qk log[k] π = 0

com q, qk ∈ Z. Assim, aplicando exp(.) na igualdade anterior, obtemos

(−1)q
n∏

k=1

(log[k−1] π)qk = 1 (1.8)

pois exp(qk log[k] π) = (log[k−1] π)qk . Como estamos assumindo que iπ, log π,

log log π, . . . , log[n−1] π são algebricamente independentes sobre Q, então a

relação algébrica em (1.8) deve ser a trivial, isto é, qk = 0 para 1 ≤ k ≤ n

e q deve ser par (mas isso não é importante). Retornando a nossa relação

linear, obtemos iπq = 0, dáı q = 0.

Portanto o conjunto A = {iπ, log π, log log π, . . . , log[n] π} é linearmente

independente sobre Q e pela conjectura de Schanuel, o grau de transcendência

de Q(A, exp(A)) deve ser pelo menos n + 1. Como exp(A) é algébrico sobre

Q(A) (Fato 3), temos

grtrQQ(iπ, log π, log log π, . . . , log[n] π) ≥ n + 1,

Segue-se que iπ, log π, log log π, . . . , log[n] π são algebricamente independentes

sobre Q (então sobre Q e portanto sobre E).

Corolário 1.4. Os números e, ee, eee

, . . . são algebricamente independentes

sobre L.

Demonstração. Como na demonstração anterior, temos somente que provar

que os números acima são algebricamente independentes sobre Q. Nova-

mente, usaremos indução. Denote exp[n](1) = exp(exp[n−1](1)) e exp[0](1) =

1. Procedendo por indução. O caso n = 1 segue da transcendência de e.

Vamos assumir que {exp[k](1)}n
k=1 são algebricamente independentes sobre

Q. Então o conjunto
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A = {1, e, ee, . . . , exp[n](1)} = {exp[k](1)}n
k=0

é Q-linearmente independente e pela conjectura de Schanuel, temos

n + 1 ≤ grtrQQ(A, exp(A)) = grtrQQ(exp(A)) ≤ n + 1

pois A é algébrico sobre Q(exp(A)). Assim exp(A) = {exp[k](1)}n+1
k=1 é alge-

bricamente independente sobre Q.



Caṕıtulo 2

Potenciação de transcendentes

Sejam P (x), Q(x) ∈ Q[x] polinômios não constantes. Mostraremos a existên-

cia de números algébricos que podem ser escritos da forma P (T )Q(T ), para

algum T transcendente. Provaremos também um resultado condicional para

o caso T T ·
·
·
T

.

2.1 Preliminares e o teorema principal

Em 1934, Gelfond e Schneider, independentemente, resolveram o sétimo

problema de Hilbert, quando provaram

Teorema 2.1 (Gelfond-Schneider). Se α ∈ Q\{0, 1} e β ∈ Q\Q, então αβ

é transcendente.

Uma demonstração desse resultado pode ser vista em [24, p. 60, Teorema

4.2.1].

O Teorema de Gelfond-Schneider classifica completamente a natureza

aritmética (racionalidade, irracionalidade, algebricidade ou transcendência)

de potências de dois algébricos. No entanto, não é conhecido resultado simi-

lar para o caso AB (veja Tabela 2.1), onde pelo menos um desses números é

transcendente e muitos problemas desse tipo estão em aberto. Por exemplo, é

23
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esperado que os números ee, ππ, (log π)log π sejam transcendentes, no entanto

nenhum deles foi provado ser ainda. Em geral, temos a seguinte questão:

Questão 1. Existe um número transcendente T , tal que T T é algébrico?

A B AB Natureza aritmética

2 log 3/ log 2 3 Algébrico

2 i log 3/ log 2 3i Transcendente

ei π -1 Algébrico

e π eπ Transcendente

2
√

2
√

2 4 Algébrico

2
√

2 i
√

2 4i Transcendente

Tabela 2.1: Possibilidades

Nosso próximo resultado, em particular, responde essa pergunta, mas antes

de enunciá-lo, provaremos dois lemas que serão úteis na sua prova.

Lema 2.1. Para todo inteiro m ≥ 2 e todo número primo p, temos que

(1 + m
√

p)n /∈ Q, para todo n ≥ 1. (2.1)

Demonstração. Sabemos que o conjunto B = {1, m
√

p, ..., ( m
√

p)m−1} forma

uma base da extensão Q( m
√

p)|Q. Pelo teorema binomial, (1 + m
√

p)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
( m
√

p)k. Se n < m, então (1 + m
√

p)n /∈ Q, pelo comentário anterior.

Quando n ≥ m,

(1 + m
√

p)n =

m−1∑

k=0

(
n

k

)

( m
√

p)k +

n∑

k=m

(
n

k

)

( m
√

p)k (2.2)

Podemos reescrever (via mudança de variáveis) o somatório
∑n

k=m

(
n
k

)
( m
√

p)k

como:
n∑

k=m

(
n

k

)

( m
√

p)k =
n−m∑

t=0

(
n

t + m

)

( m
√

p)m+t =
n−m∑

t=0

(
n

t + m

)

p( m
√

p)t
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Se n − m < m, o resultado segue-se novamente pela independência Q-linear

do conjunto B. Se n − m ≥ m, usamos a mesma construção para fixar

n−m∑

t=0

(
n

m + t

)

p( m
√

p)t =
m−1∑

t=0

(
n

m + t

)

p( m
√

p)t +
n−2m∑

s=0

(
n

2m + s

)

p2( m
√

p)s

Note que iterando esse processo, obteremos o resultado desejado, pois n−km

será estritamente menor do que m para algum k ≥ 1.

Lema 2.2. Seja F ⊆ Q[x] tal que todo polinômio em F tem grau no máximo

k. Então existe um número primo p suficientemente grande, tal que

(1 +
p
√

2)n /∈ Q(RF ), para todo n ≥ 1, (2.3)

onde RF denota o conjunto {x ∈ C : f(x) = 0 para algum f ∈ F}.

Demonstração. Enumeremos F = {F1, F2, · · · }, e para cada n ≥ 1, denote

Kn = Q(RF1···Fn
) e [Kn : Q] = tn. Como Kn ⊆ Kn+1, então tn|tn+1, para

todo n ≥ 1. Portanto, existe uma sequência de inteiros (mn)n≥1, tal que tn =

mn−1 · · ·m1t1. Note que Kn+1 = Kn(RFn+1) e gr(Fn+1) ≤ k. Segue-se que

[Kn+1 : Kn] ≤ k!. Como Q ⊆ Kn ⊆ Kn+1, teremos que tn+1

tn
≤ k! para todo

n ≥ 1. Por outro lado, tn+1

tn
= mn e então a sequência (mn)n≥1 é limitada.

Assim, garantimos a existência de um número primo p > maxn≥1{mn, t1}.
Portanto p não divide nenhum dos tn’s. Desejamos provar que 1+ p

√
2 satisfaz

(2.3). De fato, supondo o contrário, então existem inteiros n e s, tais que

(1+ p
√

2)n ∈ Q(RF1···Fs
) = Ks. Como Q ⊆ Q((1+ p

√
2)n) ⊆ Q( p

√
2) e [Q( p

√
2) :

Q] = p, então [Q((1+ p
√

2)n) : Q] = 1 ou p. Mas [Q((1+ p
√

2)n) : Q] 6= 1, pelo

Lema 2.1. Dáı [Q((1 + p
√

2)n) : Q] = p. Pela torre Q ⊆ Q((1 + p
√

2)n ⊆ Ks,

teŕıamos que p divide ts. Essa contradição é suficiente pra provarmos nosso

resultado.

Teorema 2.2. Sejam P (x), Q(x) ∈ Q(x) funções racionais1 não constantes.

Então o conjunto dos números algébricos da forma P (T )Q(T ), com T trans-

cendente, é denso em algum subconjunto conexo, não degenerado, de R ou

C. Em particular esse conjunto é infinito.

1quociente de polinômios
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Demonstração. Escreva P (x) =
∑t

i=0 aix
i/
∑s

j=0 bjx
j e Q(x) = Q1(x)/Q2(x).

Considere um intervalo (a, b) ⊆ R que não contenha pólos de P (zeros de
∑s

j=0 bjx
j). Sem perda de generalidade, supomos que P (x) /∈ {0, 1} para

todo x ∈ (a, b). Portanto, a função f : (a, b) → C, dada por f(x) :=

P (x)Q(x) está bem definida. Afirmamos que a função f é não constante. De

fato, f ′(x) = 0 implica que log P (x) = −Q(x)P ′(x)/Q′(x)P (x) para todo

x ∈ (a, b). No entanto para α ∈ Q ∩ (a, b), com Q′(α)P (α) 6= 0, temos

que Q(α)P ′(α)/Q′(α)P (α) é algébrico. Por outro lado, log P (α) /∈ Q (Teo-

rema de Lindemann). Assim f((a, b)) é um subconjunto conexo de R ou

C (continuidade de f), não degenerado (f não constante), denotado por Ω.

Defina

F = {x2+1, (x−a0) · · · (x−at)(x−b0) · · · (x−bs)}∪{Q1(x)−dQ2(x) : d ∈ Q}

Como todo polinômio em F tem grau no máximo max{2+t+s, gr(Q1), gr(Q2)},
pelo Lema 2.2 existe um primo p tal que (1 + p

√
2)n /∈ Q(RF ) para todo

n ≥ 1. Considere o conjunto {Q(1 + p
√

2) : Q ∈ Q\{0}} (respectivamente

{Q(1 + p
√

2) : Q ∈ Q(i)\{0}}) se Ω ⊆ R (respectivamente, se Ω ∩ C 6= ∅).

Note que esse conjunto é denso em R (respectivamente em C) e portanto em

Ω. Para um tal Q(1 + p
√

2) ∈ Ω, temos

Q(1 +
p
√

2) = P (T )Q(T ) (2.4)

para algum T ∈ (a, b). Devemos provar que T é um número transcendente.

Suponha o contrário, então P (T ) e Q(T ) são números algébricos. Como

P (T ) /∈ {0, 1}, então pelo Teorema de Gelfond-Schneider e a igualdade em

(2.4), deduzimos que Q(T ) = r
s
∈ Q, s > 0. Dáı T ∈ RF (pois é raiz

de Q1(x) − r
s
Q2(x)). Assim P (T )r ∈ Q(RF ) (mantenha em mente que RF

contém os “coeficientes” de P (x)). Por (2.4), (Q(1 + p
√

2))s = P (T )r e

portanto (1 + p
√

2)s ∈ Q(RF ), mas isso contradiz a escolha do p no Lema

2.2.
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2.2 Aplicações: uma classe infinita de números

transcendentes

Como aplicação do Teorema 2.2 para o caso P (x) = Q(x) = x, temos

que o conjunto dos números algébricos da forma T T , com T transcendente, é

denso em algum subintervalo de R. Nosso objetivo é usar a construção feita

na prova desse teorema para explicitar tal subintervalo.

Como Q(x) = x, então Q(RF ) = Q. Assim o número primo no Lema 2.2

pode ser tomado igual a 2, pois (1 +
√

2)n é irracional, para todo n ≥ 1.

Defina f : (0, +∞) → R, dada por f(x) = xx. Como f ′(x) = xx(1+log x),

f é crescente para x ≥ e−1. Logo nosso subintervalo será f([e−1, +∞)) =

[e−1/e, +∞). Assim, temos que

Corolário 2.1. O conjunto dos números algébricos da forma T T , com T

transcendente, é denso em [e−1/e, +∞).

O problema de determinar se ee é transcendente continua em aberto, mas

sabemos que existem algébricos T T , T /∈ Q, tão perto de ee quanto pedirmos.

Também limx→∞ f(x) = ∞ e assim a restrição f : [e−1, +∞) → [e−1/e, +∞)

é uma bijeção. Considere F : [e−1/e, +∞) → [e−1, +∞) a função inversa de

f (denotada em alguns textos por p∞, ver [6]). Assim, valem as relações

F (x)F (x) = x, se x ≥ e−1/e = 0, 6922... e F (xx) = x, se x ≥ e−1 = 0, 3678...

e alguns de seus valores podem ser calculados facilmente. Por exemplo,

F (1) = 1, F (4) = 2 e F (1/
√

2) = 1/2.

Corolário 2.2. Se α ≥ e−1/e é um número algébrico, tal que αn /∈ Q, para

todo n ≥ 1, então F (α) é transcendente. Além disso, F (α)F (α)(= α) é

algébrico.

Se p é primo, então 1 +
√

p é algébrico, maior que e−1/e e (1 +
√

p)n /∈ Q

(ver Lema 2.1), então pelo Corolário 2.2,

Corolário 2.3. Para todo primo p, o número F (1 +
√

p) é transcendente.
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Observação 3. A resposta para a Questão 1 é sim, pois, por exemplo, T :=

F (1+
√

2011) = 4, 8299... é transcendente, mas T T = 1+
√

2011 = 45, 8442...

é algébrico.

Surge então o problema: existe número algébrico da forma T T T

, com

T transcendente? E da forma T T TT

? Na próxima seção, mostraremos um

resultado condicional que garante a existência, para todo m ≥ 3, de números

algébricos da forma T T ·
·
·
T

︸ ︷︷ ︸

m

, com T transcendente.

2.3 Números algébricos da forma T T ···
T

Denotaremos hm(x) = xx ·
·
·
x

︸ ︷︷ ︸

m

, para x > 0.

Lema 2.3. Para todo m ≥ 1, a função hm(x) é crescente, para x ≥ 1.

Demonstração. Usaremos indução sobre m. O caso m = 1 segue trivial-

mente. Suponha que h′
k−1(x) > 0 para x ≥ 1. Como hk(x) = ehk−1(x) log x,

temos que

h′
k(x) = hk(x)

d

dx
(hk−1(x) log x) = hk(x)

(

h′
k−1(x) log x +

hk−1(x)

x

)

.

Como h′
k−1(x) > 0, log x ≥ 0, 1/x > 0 e hk−1(x) > 0 para x ≥ 1, então

h′
k(x) > 0 para x ≥ 1. O resultado segue-se.

Ainda para a prova do nosso resultado principal, precisaremos de um lema

que estuda a natureza aritmética dos números QQ, onde Q é um número

racional, não inteiro.

Lema 2.4. Se Q é racional, não inteiro, então QQ é algébrico, não racional.

Demonstração. Para o caso Q > 0, vamos escrever Q = a/b ∈ Q, com

a, b ∈ N e mdc(a, b) = 1. O número QQ é algébrico, pois é ráız de xb − Qa.

Suponha que QQ = m/n ∈ Q, com mdc(m, n) = 1. Assim (a/b)a/b = m/n, o

que implica aanb = mbba. Dáı
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{

aa = mb (I)

nb = ba (II)

Desejamos mostrar que Q ∈ Z ou, equivalentemente, que b = 1. Suponha

que b > 1, então existe um primo p tal que b = prb′ com mdc(p, b′) = 1 e

r ≥ 1. Por (II), temos que n = psn′ com mdc(p, n′) = 1 e s ≥ 1. Assim

nb = (psn′)b = psbn′b e ba = (prb′)a = prab′a

Como nb = ba, segue-se pelo Teorema Fundamental da Aritmética que sb =

ra. Logo b divide r (pois mdc(a, b) = 1). Mas isso é uma contradição, pois

b = prb′ > r. Portanto b = 1. Para o caso Q < 0, escreva Q = −a/b, onde

a, b ∈ N e mdc(a, b) = 1. Se b é impar, então QQ = (−1)a(a/b)−a/b /∈ Q, pelo

caso anterior. Se b é par, então a é impar, assim QQ = (−1)1/b(a/b)−a/b /∈ Q

pois (−1)1/b /∈ R. Isso completa a prova.

Uma consequência imediata do Lema 2.4 e do Teorema de Gelfond-Schnei-

der é que QQQ

é transcendente, para todo Q ∈ Q\Z.

Teorema 2.3. Dado A ≥ 1, temos que

(i) Para todo m ≥ 1, a equação Diofantina hm(x) = A tem única solução

T ≥ 1.

(ii) No caso que m ≥ 3, se a Conjectura de Schanuel é verdadeira e A ∈
Q\{hm(n) : n ∈ N}, então T é transcendente.

Demonstração. Pelo Lema 2.3, hm é crescente para x ≥ 1 e como lim
x→∞

hm(x) =

∞, então hm : [1, +∞) → [1, +∞) é uma bijeção. Assim, como A ≥ 1, existe

único T ∈ [1, +∞), tal que hm(T ) = A. Provando assim (i).

Para o segundo item, assumindo a Conjectura de Schanuel, devemos

mostrar que T é transcendente. Nossa prova será feita por exclusão. Mos-

traremos, respectivamente, que T não pode ser inteiro, racional ou algébrico.

Caso 1. T ∈ Z.
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O número T não pode ser um inteiro, pela hipótese que A /∈ {hm(n) : n ∈
N}.

Caso 2. T ∈ Q\Z.

Pelo Lema 2.4, T T é um algébrico não racional. Dáı, 1, T T são Q-

linearmente independentes e o mesmo acontece então para log T, T T log T .

Pela Conjectura de Schanuel,

grtrQQ(log T, T T log T, T, T T T

) ≥ 2.

Como T T log T, T ∈ Q(log T ) (pois T e T T são algébricos), temos que log T

e T T T

são algebricamente independentes. Suponha, por indução, que os

números

log T, h3(T ), ..., hk−1(T )

são algebricamente independentes (k ≤ m). Então em toda combinação

Q-linear

a1T + a2T
T +

k−1∑

j=3

ajhj(T ) = 0

devemos ter a3 = · · ·ak−1 = 0. Como T ∈ Q e T T /∈ Q, então a1 = a2 = 0.

Portanto os números T log T, T T log T, h3(T ) log T, ..., hk−1(T ) log T são Q-

linearmente independentes. Pela Conjectura de Schanuel

grtrQQ(T log T, T T log T, h3(T ) log T, ..., hk−1(T ) log T, h2(T ), ..., hk(T )) ≥
k − 1

Como cada conjunto {T log T, hj(T ), hj(T ) log T} é algebricamente depen-

dente (P (T log T, hj(T ), hj(T ) logT ) = 0, para P (x, y, z) = 1
T
yx − z), então

grtrQQ(T log T, T T log T, h3(T ) log T, ..., hk−1(T ) log T, h2(T ), ..., hk(T )) =

grtrQQ(T log T, h3(T ), ..., hk(T )) ≤ k − 1

Em particular hk(T ) é transcendente. Ou seja, provamos (por indução) que

hk(T ) é transcendente, para todo k ≥ 3. Por outro lado, hm(T ) = A ∈ Q.

Contradição.
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Caso 3. T ∈ Q\Q.

Pelo Teorema de Gelfond-Schneider, T T é transcendente. Assim 1, T, T T

são Q-linearmente independentes e como log T 6= 0, o mesmo é verdade para

log T, T log T, T T log T . Pela Conjectura de Schanuel,

grtrQQ(log T, T log T, T T log T, T, T T , T T T

) ≥ 3

Como T log T, T T log T ∈ Q(log T, T, T T ) e T é algébrico, então

grtrQQ(log T, T log T, T T log T, T, T T , T T T

) =grtrQQ(log T, T T , T T T

) ≤ 3,

e assim log T, T T e T T T

são algebricamente independentes.

Suponha (hipótese de indução) que log T, h2(T ), ..., hk−1(T ) são algebri-

camente independentes (k ≤ m). Assim, em toda combinação Q-linear

a0 + a1T +

k−1∑

j=2

ajhj(T ) = 0

devemos ter que a2 = · · · = am−1 = 0. Como T /∈ Q, então a0 = a1 = 0.

Resumindo, os números 1, T, h2(T ), ..., hk−1(T ), e portanto

log T, T log T, h2(T ) log T, ..., hk−1(T ) log T,

são linearmente independentes sobre Q. Pela Conjectura de Schanuel,

grtrQQ(log T, T log T, h2(T ) log T, ..., hk−1(T ) logT, T, h2(T ), ..., hk(T )) ≥ k

Por outro lado,

{T log T, h2(T ) log T, ..., hk−1(T ) logT} ⊆ Q(log T, T, h2(T ), ..., hk(T ))

pois ehk−1(T ) log T = hk(T ). Dáı,

grtrQQ(log T, T log T, h2(T ) log T, ..., hk−1(T ) log T, T, h2(T ), ..., hk(T )) =

grtrQQ(log T, h2(T ), ..., hk(T )) ≤ k

Logo log T, h2(T ), ..., hk(T ) são algebricamente independentes. Em particu-

lar, hk(T ) e portanto hm(T ) é transcendente (por indução). Mas isso con-

tradiz a identidade hm(T ) = A ∈ Q.

Conclúımos, por exclusão, que T deve ser transcendente.
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Observação 4. No item (ii) do Teorema, a condição m ≥ 3 não pode ser

melhorada. De fato,

3/2 ∈ (Q \ {h1(n) : n ∈ N}) ∪ (Q \ {h2(n) : n ∈ N}),

mas o número algébrico x = 3/2 é claramente a única solução das equações

x = 3/2 e xx = (3/2)3/2.

Como um corolário imediato do Teorema 2.3 (supondo a veracidade da

Conjectura de Schanuel), temos que

Corolário 2.4. Todo número algébrico A ≥ 1, não natural, pode ser escrito

da forma T T ·
·
·
T

︸ ︷︷ ︸

m

, para algum T transcendente.



Caṕıtulo 3

Funções inteiras em pontos

complexos

Usando fórmulas de interpolação, provamos que todo subconjunto de Q é o

conjunto excepcional de uma quantidade não enumerável de funções hiper-

transcendentes, com ordem de crescimento tão pequeno quanto desejarmos.

Além disso essas funções são algebricamente independentes sobre C.

3.1 Preliminares

3.1.1 Variáveis complexas × Teoria transcendente

3.1.1.1 Funções transcendentes e hipertranscendentes

Agora daremos algumas terminologias e resultados que serão úteis para

as próximos seções.

Definição 3.1. Dada uma função f : Ω → C, se existe P ∈ C[x, y], não

nulo, tal que

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ Ω.

então f é dita algébrica, caso contrário f é chamada transcendente.

33
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Exemplo 3.1. Todo polinômio em C[z], em geral toda função racional em

C(z) é algébrica.

Exemplo 3.2. As funções ez, log z são transcendentes. Como também as

funções trigonométricas cos z, sen z,... e suas inversas. Algumas funções

dadas por equações funcionais também são transcendentes, por exemplo ζ(z)

e Γ(z).

Nosso próximo resultado classifica as funções inteiras quanto a sua trans-

cendência ou algebricidade, mas precisamente provamos que “uma função

inteira é algébrica se, e somente se é um polinômio”. Mas antes é necessário

a apresentação de alguns lemas.

Lema 3.1. Se f é inteira (diferenciável em todo C) não constante, então

existe R0 > 0, tal que |f |R := sup
|z|=R

|f(z)| ≥ 1 para todo R ≥ R0.

Demonstração. Suponha o contrário. Tome z ∈ C. Logo existe um R > |z|
tal que |f |R < 1. Como

|f |R = sup
|z|=R

|f(z)| = sup
|z|≤R

|f(z)|

então |f(z)| < 1. Como z foi tomado arbitrário, segue-se que f é limitada e

portanto constante pelo Teorema de Liouville, ver [8, p. 77, 3.4].

Lema 3.2. Se P (z) ∈ C[z], não nulo, então existem k > 0 e R1 > 0, tais

que |P (z)| > k, para todo z com |z| ≥ R1.

Demonstração. Para o caso em que P é uma constante não nula, digamos

t, o resultado segue trivialmente (k = t/2 e R1 = 1). Seja P não constante

e suponha que dados kn = 1
n

e R1n = n, existe zn com |zn| > R1n = n

tal que |P (zn)| ≤ kn = 1
n
. Logo, quando n → ∞, temos que |zn| tende

a infinito e |P (zn)| tende a zero. Contradição pois sendo P não constante,

lim
|z|→∞

|P (z)| = ∞.

Lema 3.3. Se f é inteira e algébrica, então existem c > 0 e R2 > 0, tais

que |f |R ≤ Rc, para todo R ≥ R2.
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Demonstração. Por hipótese sobre a f , existe P (x, y) ∈ C[x, y], não nulo, tal

que

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ C.

Colocando em evidência as potências de f(z) que são iguais, podemos rees-

crever a igualdade acima como

a0(z) + a1(z)f(z) + · · ·+ ad(z)f(z)d = 0 (3.1)

onde a0(z), ..., ad(z) ∈ C[z] e ad(z) é não nulo. Pelo Lema 3.2, existem k e

R1 positivos, tais que |ad(z)| > k para todo z com |z| ≥ R1. Pelo Lema 3.1,

existe R0 > 0 tal que |f |R ≥ 1, para R ≥ R0. A partir de agora todo R

que aparecer será considerado maior do que ou igual ao max{R0, R1}. Como

|f(z)| é cont́ınua e ∂B(0; R) é compacto, então existe z′, com |z′| = R, tal

que |f(z′)| = sup
|z|=R

|f(z)| = |f |R. Substituindo z′ na igualdade (3.1) (não

esqueça que essa igualdade é válida para todo z ∈ C) obtemos

a0(z
′)

︸ ︷︷ ︸

z1

+ a1(z
′)f(z′) + · · · + ad(z

′)f(z′)d

︸ ︷︷ ︸

z2

= 0

Como |z2| − |z1| ≤ |z2 + z1| = 0 (isto é válido para quaisquer z1, z2 ∈ C),

então |z2| ≤ |z1| e assim

|a1(z
′)f(z′) + · · ·+ ad(z

′)f(z′)d| ≤ |a0(z
′)|

Colocando f(z′) em evidência no lado esquerdo da desigualdade acima e

usando o fato de que |f(z′)| ≥ 1, temos

|a1(z
′) + · · ·+ ad(z

′)f(z′)d−1| ≤ |a0(z
′)|

Repetindo o mesmo processo d − 1 vezes, segue-se que

|ad(z
′)f(z′)| ≤ |a0(z

′)| + · · · + |ad−1(z
′)|

Como |z′| = R ≥ R1, então |ad(z
′)| > k. Dáı

|f(z′)| ≤ 1
k
(|a0(z

′)| + · · ·+ |ad−1(z
′)|) ≤ |b0| + · · ·+ |bs||z′|s
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onde b0, ..., bs ∈ C e s = max{gr(a0), ..., gr(ad−1)}. Novamente usamos o fato

de que |z′| = R e |f(z′)| = |f |R para obter

|f |R ≤ |b0| + · · · + |bs|Rs < Rs+1,

onde a última desigualdade é válida para R suficientemente grande, digamos

R ≥ R′. Basta tomar c ≥ s + 1 e R2 = max{R0, R1, R
′} para concluir a

demonstração.

Agora podemos enunciar e provar nosso teorema

Teorema 3.1. Uma função inteira é algébrica se, e somente se é um polinômio.

Demonstração. Suponha que f(z) ∈ C[z]. Defina P (x, y) = f(x) − y, então

P (z, f(z)) = 0, para todo z ∈ C. Agora vamos supor que f é inteira e

algébrica. Assim, pelo Lema 3.3, existem c e R2 > 0 tais que |f |R ≤ Rc para

R ≥ R2. Pela fórmula integral de Cauchy, ver [8, p. 73, Corolário 2.13], para

todo n ≥ c + 1 e R ≥ R2,

f (n)(0) = f (n)(0) = n!
2πi

∫

|w|=R

f(w)

wn+1
dw

≤ n!
2π

∫

|w|=R

|f(w)|
|w|n+1

dw

≤ n!
2πRn+1

∫

|w|=R

|f |Rdw (pois |w| = R)

≤ n!Rc2πR
2πRn+1 (pelo Lema 3.3)

= n!
Rn−c

Como n − c ≥ 1, fazendo R tender ao infinito, temos que |f (n)(0)| = 0. Mas

f é inteira, logo pode ser escrita como

f(z) = f(0) + · · · + f (c)(0)

c!
zc +

∑

k≥c+1

f (k)(0)

k!
zk

No entanto
∑

k≥c+1
f(k)(0)

k!
zk = 0, pois acabamos de provar que |f (n)(0)| = 0,

para todo n ≥ c + 1, logo f é um polinômio de grau no máximo c.



CAPÍTULO 3. FUNÇÕES INTEIRAS EM PONTOS COMPLEXOS 37

Observação 1. Note que a função f(z) =
1 + z

z2 + 1
é algébrica mas não é um

polinômio. Isso não contradiz o teorema acima pois f não é inteira (possui

pólos em ±i).

Um conjunto de funções f1, ..., fm é dito ser algebricamente independente

sobre um corpo K, se existe um polinômio não nulo P , com coeficientes em

K, tal que P (f1(z), ..., fm(z)) é a função nula. Portanto f é uma função

transcendente se, e somente se, z e f(z) são algebricamente independentes

sobre C

Definição 3.2. Uma função f é dita hipotranscendente, se é solução de uma

equação diferencial algébrica (EDA), não trivial, com coeficientes complexos,

isto é, se existe n ≥ 0 tal que P (z, f(z), ..., f (n)(z)) é a função nula (para

algum polinômio P em n+2 variáveis com coeficientes em C). Caso contrário

f é dita ser hipertranscendente.

O termo foi introduzido por Mordukhai-Boltovskoi em “Hypertranscen-

dental numbers and hypertranscendental functions”(1949). Em alguns textos

conhecidos, ver [25] e [30], o termo transcendentemente transcendente é usado

para designar funções que não satisfazem nenhuma EDA.

Observe que uma função f é hipertranscendente se, e somente se, as

funções z, f(z), f ′(z), ..., f (n)(z) são algebricamente independentes sobre C,

para todo n ≥ 0. Funções hipertranscendentes, geralmente, surgem como

soluções de equações funcionais.

Exemplo 3.3. Toda função hipertranscendente é transcendente, mas a rećı-

proca não é verdadeira. Por exemplo, f(z) = ez é solução de P (z, f, f ′) = 0,

para P (z1, z2, z3) = z2 − z3.

Exemplo 3.4. Toda função algébrica é hipotranscendente.

Exemplo 3.5. A função zeta de Riemman é um exemplo de função hiper-

transcendente, ver [27].

Algumas propriedades de funções hipotranscendentes são:
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Proposição 3.1. A soma, produto, diferença, quociente e composição (sob

certas condições) de funções hipotranscendentes é hipotranscendente.

Uma prova para esse fato pode ser vista em [27].

3.1.1.2 Ordem de um função inteira

Relembramos também a seguinte definição

Definição 3.3. Seja f : C → C uma função inteira não constante. Dizemos

que f tem ordem ρ, se

ρ := lim
R→∞

sup
log log |f |R

log R

Dizemos que funções constantes tem ordem nula.

Algumas propriedades são:

• Se Q(z) é um polinômio, então a ordem da função eQ(z) é gr(Q);

• A soma f(z) = f1(z) + f2(z) de duas funções inteiras de ordem ρ1, ρ2,

respectivamente, é de ordem no máximo ρ := max{ρ1, ρ2} e exatamente

ρ, se ρ1 6= ρ2;

• O produto f(z) = f1(z)f2(z) de duas funções inteiras de ordem ρ1, ρ2,

respectivamente, é de ordem no máximo max{ρ1, ρ2};

• A função f ′(z) tem a mesma ordem que f(z).

As provas para essas propriedades podem ser vistas em [32, 320-322].

Proposição 3.2. Seja f : C → C uma função inteira. Se

|f(z)| ≤ e|z|
ρ

, (3.2)

para |z| suficientemente grande, então a ordem de f é no máximo ρ.
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Demonstração. Se ρ = 0, então f é constante pelo Teorema de Liouville,

implicando assim, por definição, que é de ordem ρ. Caso ρ > 0, então

o resultado segue-se para funções constantes. Se f é não constante, pela

desigualdade (3.2), temos que |f |R ≤ eRρ

(∗), para R suficientemente grande.

Como f é inteira e não constante, então para R suficientemente grande, temos

que |f |R ≥ e. Portanto podemos aplicar a função log duas vezes em (∗) sem

mudar o sentido dessa desigualdade. Assim

log log |f |R ≤ ρ log R

implicando assim, por definição, que a ordem de f é no máximo ρ.

Émile Picard, provou que se f(z) é uma função inteira transcendente,

então a equação

f(z) = A,

tem infinitas soluções para todo A ∈ C, com um única posśıvel exceção. Por

exemplo, a equação ez = A tem infinitas soluções para todo A ∈ C, A 6= 0.

No entanto essa exceção desaparece quando f possui mais uma propriedade,

a saber, relacionada a sua ordem

Teorema 3.1 (Picard). Se f(z) é uma função inteira transcendente com

ordem finita ρ /∈ Z, então a equação

f(z) = A,

tem infinitas soluções para todo A ∈ C.

Para provas desses resultados, ver [23, p. 44-81]

Surpreendentemente, também existem relações entre ordem de uma função

e o número de pontos complexos onde essa função e suas derivadas assumem

valores inteiros. Em 1949, Straus [37] provou que para uma função inteira

transcendente f de ordem ρ, o conjunto

{α ∈ K : f (k)(α) ∈ Z, k ≥ 0}
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tem cardinalidade no máximo ρ[K : Q], onde K é um corpo de números

algébricos (i.e. extensão finita de Q). Temos também que se f é uma função

inteira e transcendente com ordem no máximo ρ, então o conjunto

{α ∈ C : f (k)(α) ∈ Z para todo k ≥ 0}

tem no máximo ρ elementos.

Para mais sobre o assunto veja [7, Caṕıtulo 9].

3.1.2 O Wronskiano

Dadas m funções de uma variável real (ou complexa) f1, ..., fm que são

(m− 1) vezes diferenciáveis num intervalo (ou domı́nio) I, o Wronskiano de

f1, ..., fm é uma função em I, definida por

W (f1, ..., fm)(x) = det









f1(x) f2(x) · · · fm(x)

f ′
1(x) f ′

2(x) · · · f ′
m(x)

...
...

. . .
...

f
(m−1)
1 (x) f

(m−1)
2 (x) · · · f

(m−1)
m (x)









(3.3)

Dizemos que f1, ..., fm são linearmente dependentes no intervalo (ou domı́nio)

I, se existem λ1, ...λm ∈ R (ou C), não todos nulos, tais que

λ1f1(x) + · · ·+ λmfm(x) = 0, para todo x ∈ I.

Caso contrário, essas funções são ditas linearmente independentes em I.

Um interessante resultado relaciona os dois conceitos acima:

Teorema 3.2. As funções f1, ..., fm, anaĺıticas em I, são linearmente de-

pendentes em I se, e somente se, W (f1, ..., fm)(x) = 0, para todo x ∈ I.

Demonstração. Ver [13, p. 21, Teorema 3.7].
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3.2 História e o teorema principal

No fim do século XIX, após a prova de Hermite e Lindemann da trans-

cendência de eα, para algébricos não nulos α, surgiu a questão:

(?) Uma função inteira transcendente usualmente assume valores transcen-

dentes em pontos algébricos?

Nesse contexto, a palavra “usualmente” significa em um conjunto infinito

de pontos. Por exemplo, no caso da função ez, “usualmente” significa que

essa função assume valores transcendentes no conjunto infinito Q\{0}.
Straüss, em 1886, tentou provar que uma função anaĺıtica não pode as-

sumir valores racionais em todos os pontos racionais numa vizinhança da

origem. No entanto, no mesmo ano, Weierstrass surpreendeu-lhe com um

contra-exemplo e também afirmou que existem funções inteiras transcen-

dentes que assumem valores algébricos em todos os pontos algébricos. Em

1895, P. Stäckel provou que se Σ é um conjunto enumerável e T um con-

junto denso em C, então existe uma função inteira transcendente f : C → C,

tal que f(Σ) ⊆ T . A afirmação de Weierstrass é obtida no caso especial

Σ = T = Q. Outra construção devida a Stäckel [36], em 1902, produz uma

função inteira f tal que todas as suas derivadas f (t) mapeiam Q em Q. Dois

anos depois, G. Faber refinou esse resultado em f (t)(Q) ⊆ Q(i), para todo

t ≥ 0. Em 1968, A. J. Van der Poorten [28] construiu uma função inteira

transcendente f , tal que f (t)(α) ∈ Q(α), para todos t ≥ 0 e α ∈ Q. Em

2006, A. Surroca [38], generalizou o resultado de Van der Poorten, quando

provou, em particular, que existe uma função inteira transcendente f , tal

que f (s)(α) ∈ Q(α), para todo α ∈ Q, s ≥ 0 e além disso, o conjunto dos

números algébricos α, com |α| ≤ 1 e [Q(α, f(α)) : Q] ≤ D tem cardinali-

dade no mı́nimo eD(D+1)−log 2. Uma discussão mais elegante sobre todos esses

assuntos pode ser encontrada em [20] e [39].

Fomos capazes de generalizar esses dois resultados de Stäckel, como também

o resultado de Faber, para o seguinte resultado geral
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Teorema 3.3. Sejam A ⊆ C enumerável e ρ um número real positivo. Para

todo inteiro s ≥ 0 e todo α ∈ A, fixe Eα,s um conjunto denso de C. Então

existe um conjunto F , não vazio, de funções inteiras com as seguintes pro-

priedades:

(a) Para toda f ∈ F , todo α ∈ A e todo inteiro s ≥ 0, f (s)(α) ∈ Eα,s.

(b) Toda função em F tem ordem no máximo ρ.

(c) Se F (s) denota o conjunto das s-ésimas derivadas das funções em F ,

então para todo inteiro m ≥ 1, todas f1, . . . , fm ∈
⋃

s≥0 F (s) e todo

P ∈ C[X0, X1, ..., Xm], não nulo, a função inteira P (z, f1(z), ..., fm(z))

é não nula.

(d) O conjunto F é não-enumerável.

Note que a propriedade (c) garante que as funções em F são hipertrans-

cendentes (desde que f, f ′, ..., f (n) ∈
⋃

s≥0 F (s)).

Algumas consequências imediatas (com as convenientes escolhas de A e

Eα,s notadas em parentêses) desse teorema são

Corolário 3.1 (Generalização do 1o Teorema de Stäckel). Para todo conjunto

enumerável Σ ⊆ C e todo conjunto denso T ⊆ C, existe uma função inteira

hipertranscendente f tal que f (s)(Σ) ⊆ T para s ≥ 0. (A = Σ, Eα,s = T )

Corolário 3.2 (Generalização do 2o Teorema de Stäckel). Seja A ⊆ C um

conjunto enumerável e denso em C, então existe uma função inteira hiper-

transcendente f tal que f (s)(A) ⊆ A, para s ≥ 0.(Eα,s = A)

Corolário 3.3 (Generalização do resultado de Faber). Existe uma função in-

teira hipertranscendente, tal que f (s)(Q) ⊆ Q(i), para s ≥ 0.(A = Q, Eα,s =

Q(i))

Nas próximas duas seções, provaremos esse resultado.
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3.3 Resultados auxiliares

Recordamos que L(P ) denota a soma do valor absoluto dos coeficientes

de um dado polinômio P , e é conhecido como comprimento de P . Antes de

provar o Teorema 3.3, precisamos provar alguns resultados auxiliares.

Lema 3.4. Se P (z) ∈ C[z] é um polinômio e d ≥ gr(P ) (no caso do

polinômio nulo, d pode ser qualquer número real não negativo), então

|P (z)| ≤ L(P ) max{1, |z|}d, para todo z ∈ C. (3.4)

Demonstração. Escreva

P (z) = a0 + a1z + · · · + agr(P )z
gr(P ).

Usando a desigualdade triangular,

|P (z)| ≤ |a0| + |a1||z| + · · · + |agr(P )||zgr(P )|

Como |z|k ≤ max{1, |z|}gr(P ), para todos k ∈ {0, 1, ..., gr(P )} e z ∈ C, então

|P (z)| ≤ (|a0| + · · ·+ |agr(P )|) max{1, |z|}gr(P )

≤ L(P ) max{1, |z|}d

Além do lema anterior, precisaremos de um Teorema devido a Weierstrass,

para provar nosso próximo resultado

Teorema 3.4. Seja Ω ⊆ C um aberto e (fn)n≥0 funções holomorfas em Ω.

Se a série
∑∞

n=0 fn converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto

de Ω, então a soma f(z) =
∑∞

n=0 fn(z) é uma função holomorfa em Ω.

Observação 5. O teorema acima não é válido no caso real. Por exemplo,

pelo Teorema da aproximação de Weierstrass (ver [16, p. 250, Proposição

18]), a função valor absoluto |x| é o limite uniforme de uma sequência de

polinômios (que são funções C∞) em [0, 1]. No entanto |x| não é, nem

mesmo, diferenciável em [0, 1].
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Lema 3.5. Seja (Pn(z))n≥0 ∈ C[z] uma sequência de polinômios, não nu-

los, e ρ um número real positivo. Defina recorrentemente m0 = 1 e mk =

max{dgr(Pk)
ρ

e1, mk−1 + 1} para k ≥ 1. Se uma sequência (an)n≥0 ∈ C satisfaz

|ak| ≤
1

L(Pk)mk!
(3.5)

para todo k ≥ 0, então a série
∑

anPn(z) converge absolutamente e uni-

formemente sobre subconjuntos compactos de C e sua soma f é uma função

inteira com ordem no máximo ρ.

Demonstração. Definamos sequências (Qn(z))n≥0 ∈ C[z] e (bn)n≥0 ∈ C da

seguinte maneira

Qn(z) =

{

0, se n 6= mk

Pk(z), se n = mk

e bmk
= ak para k ≥ 0. Como 1 = m0 < m1 < m2 < · · · , em particular

os mk’s são distintos, então os Qn’s e bn’s estão bem definidos e além disso
∑∞

n=0 anPn(z) =
∑∞

n=0 bnQn(z). Explicitamente, a sequência (Qn)n≥0 é:

0, P0(z), 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

m1−m0−1

, P1(z), 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

m2−m1−1

, P2(z), 0, ....

Também, se Qn é não nulo, então n = mk para algum k ≥ 0. Logo

gr(Qn) = gr(Qmk
) = gr(Pk) ≤ mkρ = nρ,

onde usamos o fato que mk ≥ dgr(Pk)
ρ

e ≥ gr(Pk)
ρ

. Temos pelo Lema 3.4,

|Qn(z)| ≤ L(Qn) max{1, |z|}nρ

para todo n ≥ 0. Seja K um subconjunto compacto de C, então existe R > 0

tal que |z| ≤ R, para todo z ∈ K (pois K é limitado). Assim, em K, temos

|bmk
Qmk

(z)| ≤ |bmk
||L(Qmk

)|max{1, |z|}mkρ

= |ak||L(Pk)|max{1, |z|}mkρ

≤ max{1,|z|}mkρ

mk !

1dxe denota o menor inteiro maior do que ou igual à x
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Assim |bmk
Qmk

(z)| ≤ Mk, para todo z ∈ K, onde Mk = max{1,R}mkρ

mk !
. Por

outro lado,
∞∑

k=0

Mk ≤
∞∑

n=0

max{1, R}nρ

n!
= emax{1,R}ρ

(3.6)

Dáı, pelo teste M de Weierstrass, ver [8, p. 29, 6.2], a série
∑∞

k=0 bmk
Qmk

(z) =
∑∞

n=0 anPn(z) converge uniformemente em K, segue-se do Teorema 3.4 que

f(z) =
∑∞

n=0 anPn(z) é uma função inteira. Das desigualdades em (3.6),

obtemos que a ordem de f é no máximo ρ. (veja Proposição 3.2)

Agora enumeramos A = {α1, α2, . . .}. Todo número inteiro n ≥ 1 pode

ser escrito unicamente na forma n = mn(mn+1)
2

+ jn, para mn ≥ 0 e 1 ≤
jn ≤ mn + 1, defina γn = αmn+2−jn

. Agora, constrúımos uma sequência de

polinômios como segue

P0(z) = 1 e Pn(z) = (z − γ1) · · · (z − γn) = Pn−1(z)(z − αmn+2−jn
), n ≥ 1.

Um padrão para essa construção pode ser vista abaixo

Figura 3.1: Construção dos Pn’s
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Alguns desses polinômios são

n Pn(z)

0 = 0 1

1 = 1 (z − α1)

2 = 1 + 1 (z − α1)(z − α2)

3 = 1 + 2 (z − α1)
2(z − α2)

4 = 1 + 2 + 1 (z − α1)
2(z − α2)(z − α3)

5 = 1 + 2 + 2 (z − α1)
2(z − α2)

2(z − α3)

6 = 1 + 2 + 3 (z − α1)
3(z − α2)

2(z − α3)

7 = 1 + 2 + 3 + 1 (z − α1)
3(z − α2)

2(z − α3)(z − α4)

8 = 1 + 2 + 3 + 2 (z − α1)
3(z − α2)

2(z − α3)
2(z − α4)

9 = 1 + 2 + 3 + 3 (z − α1)
3(z − α2)

3(z − α3)
2(z − α4)

10 = 1 + 2 + 3 + 4 (z − α1)
4(z − α2)

3(z − α3)
2(z − α4)

Com a mesma notação, defina sn = jn − 1.

Lema 3.6. Para todos k ≥ n ≥ 1, temos P
(sn)
n−1 (γn) 6= 0 e P

(sn)
k (γn) = 0.

Demonstração. Vamos particionar esse conjunto de polinômios em infinitos

conjuntos disjuntos de acordo com o número de fatores lineares distintos de

cada polinômio. Dessa maneira temos:

D0 = {P0}, D1 = {P1}, D2 = {P2, P3}, D3 = {P4, P5, P6}, . . .

Em geral,

Dm = {Pdm
, Pdm+1, . . . , Pdm+(m−1)} (3.7)

onde dm = m + (m−1)(m−2)
2

, para m > 0.

Explicitamente, os m polinômios em Dm são

Pdm
(z) = (z − α1)

m−1(z − α2)
m−2 · · · (z − αm−2)

2(z − αm−1)(z − αm)

Pdm+1(z) = (z − α1)
m−1(z − α2)

m−2 · · · (z − αm−2)
2(z − αm−1)

2(z − αm)

· · · · · ·
Pdm+(m−1)(z) = (z − α1)

m(z − α2)
m−1 · · · (z − αm−2)

3(z − αm−1)
2(z − αm)

Para 0 ≤ k ≤ m − 1,
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dm + k =
m(m − 1)

2
+ k + 1

onde 1 ≤ k + 1 ≤ m. Dáı,

γdm+k = αm−k e sdm+k = k

Pela construção dos Pn’s, é suficiente provar o lema no caso k = n. Distin-

guiremos dois casos:

Caso 1. Existe m ≥ 2, tal que Pn−1 e Pn estão em Dm. Nesse caso, Pn−1 =

Pdm+k e Pn = Pdm+k+1, para algum 0 ≤ k ≤ m − 2. Resumindo, devemos

provar que

P
(k+1)
dm+k (γdm+k+1) 6= 0 e P

(k+1)
dm+k+1(γdm+k+1) = 0

ou equivalentemente,

P
(k+1)
dm+k (αm−k−1) 6= 0 e P

(k+1)
dm+k+1(αm−k−1) = 0

Note que

• Pdm+k(z) = (z − α1)
m−1 · · · (z − αm−k−1)

k+1(z − αm−k)
k+1 . . . (z − αm)

• Pdm+k+1(z) = (z−α1)
m−1 · · · (z−αm−k−1)

k+2(z−αm−k)
k+1 . . . (z−αm)

Desde que

ds

dzs
(z − αm−k−1)

k+1
∣
∣
∣
z=αm−k−1

=

{

0, se s < k + 1

(k + 1)!, se s = k + 1

então P
(k+1)
dm+k (αm−k−1) 6= 0. Da mesma maneira,

ds

dzs
(z − αm−k−1)

k+2
∣
∣
∣
z=αm−k−1

= 0, se s ≤ k + 1

Portanto P
(k+1)
dm+k+1(αm−k−1) = 0.

Caso 2. Para algum m ≥ 1, Pn−1 ∈ Dm−1 e Pn ∈ Dm. Nesse caso, Pn(z) =

Pn−1(z)(z − αm), onde

Pn−1(z) = (z − α1)
m−1 · · · (z − αm−2)

2(z − αm−1)
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Agora é fácil ver que P
(sn)
n−1 (γn) = Pn−1(αm) 6= 0 e P

(sn)
n (γn) = Pn(αm) =

0.

Lema 3.7. Se
∑∞

n=0 anPn(z) =
∑∞

n=0 bnPn(z) para todo z ∈ C, então an = bn

para n ≥ 0.

Demonstração. Dado c = (c0, c1, ...) ∈ C∞, denote fc(z) =
∑∞

n=0 cnPn(z)

(claramente pedimos a convergência dessa série). Suponha que

fa(z) = fb(z) para todo z ∈ C, (3.8)

onde a = (a0, a1, ...) e (b0, b1, ...). Assim a0 = fa(α1) = fb(α1) = b0. Suponha,

por indução, que a0 = b0, ..., an−1 = bn−1. Novamente pela identidade em

(3.8), f
(sn+1)
a (γn+1) = f

(sn+1)
b (γn+1). Por outro lado, usando o Lema 3.6,

• f
(sn+1)
a (γn+1) = a

(sn+1)
0 + · · ·+ an−1P

(sn+1)
n−1 (γn+1) + anP

(sn+1)
n (γn+1);

• f
(sn+1)
b (γn+1) = b

(sn+1)
0 + · · · + bn−1P

(sn+1)
n−1 (γn+1) + bnP

(sn+1)
n (γn+1)

Portanto anP
(sn+1)
n (γn+1) = bnP

(sn+1)
n (γn+1). Novamente pelo Lema 3.6,

P
(sn+1)
n (γn+1) 6= 0, assim an = bn. Segue-se por indução o resultado dese-

jado.

Sejam A um subconjunto de C e a, b ∈ C, com b 6= 0. Na próxima seção,

denotaremos A+a
b

:= {x+a
b

: x ∈ A}.

Observação 6. Observe que se A é denso em C, então A+a
b

é também denso

em C. De fato, considere uma bola B(y; R) ⊆ C, não degenerada. Existe

x ∈ A (pois A é denso) que pertence a bola não degenerada B(by − a; |b|R).

Portanto |x − (by − a)| < |b|R, mas isso implica
∣
∣x+a

b
− y
∣
∣ < R, isto é, A+a

b

intersecta B(y; R).

3.4 Prova do Teorema

Estamos prontos para construir a função inteira desejada, fixando recur-

sivamente os coeficientes na série
∑∞

k=0 akPk(z), onde a sequência (Pk)k≥0 foi

definida na Seção 3.3. Com a mesma notação da definição dos Pn’s, defina
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βn = f (sn+1)(γn+1) e En = Eγn+1,sn+1.

Por exemplo,

β0 = f(α1), β1 = f(α2), β2 = f ′(α1), β3 = f(α3), β4 = f ′(α2), . . . ,

e

E0 = Eα1,0, E1 = Eα2,0, E2 = Eα1,1, E3 = Eα3,0, E4 = Eα2,1, . . .

Mostraremos que para todo n ≥ 0, existem infinitas posśıveis escolhas

para cada aj, 0 ≤ j ≤ n, tais que βn ∈ En.

Primeiro, pelo Lema 3.5, a condição 0 < |ak| ≤ 1
L(Pk)mk !

garantirá que
∑∞

k=0 akPk(z) é uma função inteira de ordem no máximo ρ.

Pelo Lema 3.6, sabemos que P
(sn)
l (γn) = 0 quando l ≥ n, portanto βn é na

verdade a soma finita
∑n

k=0 akP
(sn+1)
k (γn+1). Note que β0 = a0P

(0)
0 (α1) = a0

e E0 é denso, assim podemos escolher a0 em um conjunto infinito I0 tal que

0 < |a0| ≤ 1
L(P0)m0!

e β0 ∈ E0. Por hipótese de indução, suponhamos que os

valores de a0, a1, · · · , an−1 estão bem fixados respectivamente em conjuntos

infinitos I0, I1, ..., In−1 tais que 0 < |ak| ≤ 1
L(Pk)mk !

e βk ∈ Ek para 0 ≤
k ≤ n − 1. Agora, podemos escrever βn = An + anP

(sn+1)
n (γn+1), onde

An :=
∑n−1

k=0 akP
(sn+1)
k (γn+1). Pelo Lema 3.6 temos que P

(sn+1)
n (γn+1) 6= 0,

assim o conjunto En−An

P
(sn+1)
n (γn+1)

é denso em C. Defina

In :=

(

En − An

P
(sn+1)
n (γn+1)

)

∩ B
(

0; 1
L(Pn)mn!

)

\{0}

Claramente In é infinito (intersecção de um denso com uma bola) e tomando

qualquer an ∈ In, temos que 0 < |an| ≤ 1
L(Pn)mn!

e βn =
∑n−1

k=0 akP
(sn+1)
k (γn+1)+

anP
(sn+1)
n (γn+1) ∈ En. Completando assim nosso processo indutivo.

Defina a aplicação

φ : I0 × I1 × · · · → {f : C → C : f é inteira de ordem ≤ ρ e f (s)(α) ∈ Eα,s

para s ≥ 0, α ∈ A},
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por φ(a) = φ(a0, a1, ...) = fa, com fa(z) =
∑∞

n=0 anPn(z). A boa definição

para φ segue-se da prova acima com a precisa construção dos In’s. Além

disso, pelo Lema 3.7, φ é injetiva. Como I é não enumerável, segue-se que

φ(I0 × I1 × · · · ) é também não enumerável.

Resumindo, acabamos de provar o seguinte resultado

Proposição 3.1. Seja B ⊆ C um conjunto enumerável. Para cada s ≥ 0 e

α ∈ B, fixe Eα,s ⊆ C denso. Então o conjunto

FB := {f : f é inteira de ordem ≤ ρ e f (s)(α) ∈ Eα,s, α ∈ B, s ≥ 0}

é não enumerável.

Note que isso corresponde aos itens (a) e (b) do nosso teorema. Agora

queremos um conjunto de funções algebricamente independentes (juntamente

com suas derivadas de todas as ordens).

Seja B := {ξ} ∪ {Tλ,s}λ∈Λ,s≥0 um conjunto não enumerável e algebrica-

mente independente sobre Q (por exemplo uma base de transcendência de

C|Q). Considere B = {ξ}∪A. Fixe λ ∈ Λ, defina Eλ
ξ,s = {αTλ,s : α ∈ Q\{0}}

e Eλ
αn,s = Eα,s para todo α ∈ A e s ≥ 0. Pela Proposição 3.1, existe um

conjunto, não enumerável, Fλ de funções inteiras tal que, se f ∈ Fλ, então

f (s)(α) ∈ Eλ
α,s para todo α ∈ B e s ≥ 0. Assim f satisfaz (a) e além

disso f (s)(ξ) ∈ Eλ
ξ,s. Para cada λ ∈ Λ, tome uma única função fλ ∈ Fλ.

Finalmente, denote F = {fλ}λ∈Λ, afirmamos que esse é o nosso conjunto

desejado. De fato, por construção, esse conjunto é não vazio e satisfaz as

condições (a) e (b). Como Λ é não-enumerável, F só não satisfaz a condição

(d) se ele possui funções idênticas. Ora, mas isso é imposśıvel se a condição

(c) for satisfeita, logo provando que F satisfaz (c), obtemos nosso resultado

desejado. Para isto, tome distintas funções f1, ..., fm ∈ ⋃

s≥0 F (s). Assim

fj(z) = f
(sj)
λj

(z) para j = 1, ..., m e para alguns pares, dois a dois distintos,

(λ1, s1), ..., (λm, sm) ∈ Λ×N0
2. Segue-se que fj(ξ) = γjTλj ,sj

para j = 1, ..., m

e alguns γ’s ∈ Q\{0}. Pela escolha de B, os números ξ, f1(ξ), ...., fm(ξ) são

algebricamente independentes sobre Q. Assim, provamos que

2N0 = N ∪ {0}
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Fato 1. As funções em
⋃

s≥0 F (s) e a função identidade são algebricamente

independentes sobre Q.

Agora, suponha que existem f1, ..., fm ∈
⋃

s≥0 F (s) e um polinômio P ∈
C[X0, ..., Xm], não nulo, tal que

P (z, f1(z), ..., fm(z)) = 0, para todo z ∈ C. (3.9)

Escrevemos P (z, f1(z), ..., fm(z)) =
∑

I∈I∗ aIz
i0f1(z)i1 · · · fm(z)im , onde I∗ é

um conjunto finito de multi-́ındices, cada expressão da forma zi0f1(z)i1 · · ·fm(z)im

é única e os aI ’s são números complexos não todos nulos. Portanto, a igual-

dade em (3.9), nos diz que o conjunto

C := {zi0f1(z)i1 · · · fm(z)im : I ∈ I∗}

é linearmente dependente sobre C. Para simplificar, escrevemos

C = {M1(z, f1(z), ..., fm(z)), ..., Ms(z, f1(z), ..., fm(z))},

onde cada Mi é um monômio (termo) em m+1 variáveis. Pelo Teorema 3.2,

temos que

W (M1(z, f1(z), ..., fm(z)), ..., Ms(z, f1(z), ..., fm(z))) = 0 (3.10)

para todo z ∈ C, mas isso fixa uma relação algébrica com coeficientes inteiros

entre a função identidade e funções de
⋃

s≥0 F (s). Afirmamos que essa relação

é não trivial. De fato, suponha que a função

W (z, y1, ..., ym) := W (M1(z, y1, ..., ym), ..., Ms(z, y1, ..., ym))

é identicamente nula (como função das variáveis z, y1, ..., ym). Considere h(z)

uma função inteira e hipertranscendente (veja a existência de uma tal função

em [3, Teorema 2]). Assim

W (z, h(z), ..., h(m−1)(z)) = 0,

para todo z ∈ C. Portanto, novamente pelo Teorema 3.2 (desde que h é

inteira), existe uma relação, não trivial, da forma
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∑

I∈J∗ bJzj0h(z)j1 · · ·h(m−1)(z)jm = 0

para todo z ∈ C, fixando uma dependência algébrica, não trivial, entre

z, h(z), ..., h(m−1)(z), mas isso contradiz a hipertranscendência de h. Por-

tanto, a relação não trivial em (3.10) contradiz o Fato 1. Dáı, F satisfaz

(a), (b), (c) e (d).

3.5 Aplicação aos conjuntos excepcionais

Um outro problema clássico surgiu com a seguinte definição:

Definição 3.4. Seja f uma função inteira, definimos o conjunto excepcional

de f , como

Sf = {α ∈ Q : f(α) ∈ Q}

O próximo resultado nos conta sobre o comportamento do conjunto ex-

cepcional de funções algébricas.

Proposição 3.2. Suponha que f é inteira e algébrica, então Sf = Q ou Sf

é finito.

Demonstração. Como f é inteira e algébrica, então f(z) :=
∑n

k=0 akz
k ∈

C[z] (ver Proposição 3.1). Se f(z) ∈ Q[z], claramente Sf = Q (pois Q é

corpo). A outra possibilidade é que pelo menos um dos a′
js, digamos ak,

seja transcendente. Afirmamos que nesse caso Sf é finito. Caso contrário,

existiriam α1, ..., αn+1 ∈ Q, distintos, e tais que f(αj) = βj ∈ Q, para

1 ≤ j ≤ n + 1. Escrevendo em notação matricial,








1 α1 · · · αn
1

1 α2 · · · αn
2

...
...

. . .
...

1 αn+1 · · · αn
n+1

















a0

a1

...

an









=









β1

β2

...

βn+1









Como a matriz A = (αj
i )1≤i≤n+1,0≤j≤n é de Vandermonde, temos que seu

determinante
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detA =
∏

1≤i<j≤n+1

(αi − αj),

é não nulo, pois os α’s são distintos. Assim A é invert́ıvel e denote por

A−1 = (A−1)ij sua inversa. Sabemos que (A−1)ij = 1

detA
(−1)i+jdetMij ,

onde Mij é definida como a submatriz de A obtida por remover a i-ésima

linha e j-ésima coluna da matriz A. Segue-se que as entradas de A−1 são

números algébricos. No entanto, podemos escrever








a0

a1

...

an









= A−1









β1

β2

...

βn+1









Dáı, ak =
∑n+1

j=1 (A−1)kjβj ∈ Q. Contradizendo a transcendência de ak.

Portanto #Sf < ∞.

Por esse motivo, vamos nos restringir ao estudo do conjunto excepcional

de funções inteiras transcendentes. Pensava-se que a imagem de infinitos

algébricos por uma tal função, era transcendente. No entanto, o Teorema de

Stäckel mostra a existência de uma função inteira transcendente f , tal que

Sf = Q. Sobre o assunto, Weierstrass propôs a seguinte questão:

Questão 2. Quais subconjuntos de Q são excepcionais de funções transcen-

dentes?

Alguns conjuntos excepcionais...

Exemplo 3.6. Qualquer subconjunto finito {α1, ..., αn} de Q é excepcional.

Por exemplo, se f1(z) = e(z−α1)···(z−αk), então o Teorema de Lindemann im-

plica Sf1 = {α1, . . . , αk}.

Exemplo 3.7. O conjunto vazio também é excepcional, por exemplo se

f2(z) = ez +ez+1, então o Teorema de Lindemann-Weierstrass implica Sf2 =

∅.
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Exemplo 3.8. Alguns conjuntos infinitos também são sabidos ser excep-

cionais, por exemplo se f3(z) = 2z, f4(z) = eiπz, então Sf3 = Sf4 = Q, pelo

Teorema de Gelfond-Schneider.

Exemplo 3.9. Assuma que a Conjectura de Schanuel é verdadeira. Se

f5(z) = sen(πz)ez, f6(z) = 23z

e f7(z) = 222z−1

, então Sf5 = Sf6 = Z e

Sf7 = N.

Explicitar funções que “tornam” um conjunto excepcional não é muito

prático. Principalmente se pensamos em uma função obtida por operações

algébricas entre as funções ez, senz, cos z, log z,...(funções elementares). Por

exemplo, existem funções inteiras transcendentes f e g, tais que Sf = Q(i)

e Sg = P := {p : p é primo}? Se existem, explicitar exemplos de tais

funções não parece um trabalho fácil (quando pensamos nas nossas funções

“conhecidas”). Segue-se também da Proposição 3.1 que todas as funções

exibidas nos Exemplos 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9 são hipotranscendentes. Surge então

duas perguntas:

Questão 3. Se f é hipertranscendente, então Sf pode ser infinito?

Questão 4. Quais os posśıveis conjuntos excepcionais de uma função inteira

hipertranscendente?

A Questão 2 foi parcialmente resolvida em 1965, quando K. Mahler [21]

provou que se A é fechado relativo à Q, isto é se α ∈ A então todos seus

conjugados algébricos pertencem à A, então é o conjunto excepcional de

alguma função transcendente. Como outra consequência do nosso Teorema

3.3, resolvemos completamente as questões acima: todo subconjunto de Q é

conjunto excepcional de alguma função hipertranscendente.

Observe que os conjuntos excepcionais de uma função f e de sua derivada

f ′, podem ser diferentes. Por exemplo, se f(z) = 2z, então Sf = Q. No

entanto, f ′(z) = 2z log 2, assim Sf ′ ∩ Sf = ∅. Motivados por esse fato,

definimos um conjunto excepcional onde multiplicidades são inclúıdas:
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Definição 3.5. Seja f uma função inteira, definimos o conjunto excepcional

com multiplicidade de f , por

Mf := {(α, t) ∈ Q × N0 : f (t)(α) ∈ Q}

O próximo exemplo ajudará a fixar essa definição

Exemplo 3.10. Se f(z) = ez +
∑

10−n!, g(z) = ez +ez+1 e h(z) = ez, então

Mf = {0} × N, Mg = ∅ e Mh = {0} × N0.

Uma questão (semelhante à Questão 2) que surge é

Questão 5. Quais subconjuntos de Q×N0 são excepcionais com multiplici-

dade de alguma função transcendente (ou hipertranscendente)?

Antes de tentar responder essa pergunta, queremos saber se existe ligação

entre essa questão e a Questão 2. O próximo resultado nos diz que sim.

Proposição 3.3. Se Mf = A × N , então Sf(t) = A para todo t ∈ N .

Demonstração. Dado t ∈ N e α ∈ Q, então α ∈ Sf(t) se, e somente se

f (t)(α) ∈ Q. Como Mf = A × N , então f (t)(α) /∈ Q se, e somente se

(α, t) /∈ A × N . Portanto, como t ∈ N , temos que f (t)(α) ∈ Q se, e somente

se α ∈ A.

Teorema 3.2. Se A×N ⊆ Q×N0, então existe um conjunto não enumerável,

FA×N , de funções inteiras hipertranscendentes, tal que, se f ∈ FA×N , então

Mf = A × N (3.11)

Além disso, o conjunto

{f (t)(α) : (α, t) ∈ Q × N0 \ A × N e f ∈ FA×N} (3.12)

é algebricamente independente.
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Observe que o resultado acima mostra que todo subconjunto de Q × N0

é excepcional com multiplicidade de uma quantidade não enumerável de

funções inteiras hipertranscendentes, respondendo assim as Questões 5 e 2

(está ultima via Proposição 3.3). Pensando um pouco no poder desse fato,

percebemos que ele implica na existência de uma função inteira hipertrans-

cendente f , tal que Mf = P × P, isto é, dados (s, n) ∈ N × N, f (s)(n) só é

algébrico se ambos s, n são primos! Segue-se também do teorema acima e da

Proposição 3.3 (N = N0) que

Corolário 3.1. Se A ⊆ Q, então existe um conjunto não enumerável, FA,

de funções inteiras transcendentes, tal que, se f ∈ FA, então

Sf(n) = A, para todo n ∈ N (3.13)

Além disso, o conjunto

{f (n)(α) : α ∈ Q\A, n ≥ 0 e f ∈ FA} (3.14)

é algebricamente independente.

Demonstração. (Teorema) Suponha que A, Q\A, N e N0\N são conjuntos

infinitos, assim podemos enumerar Q = {α0, α1, . . .} e N0 = {m0, m1, . . .}
onde A = {α0, α2, ..., α2n, ...} e N = {m0, m2, ..., m2n, ...}. Considere {Tλ,m,l :

λ ∈ Λ and (m, l) ∈ N2
0} um conjunto algebricamente independente e não

enumerável. Defina Aλ,m,l = {γTλ,m,l : γ ∈ Q\{0}} ⊆ C \Q e note que este

é um conjunto denso em C (Pela Observação 6 e Aλ,m,l = Tλ,m,l(Q \ {0})).
Fixe λ ∈ Λ, ponha

Eλ
αn,mk

=

{

Q(i), se (n, k) ∈ (2Z)2

Aλ,n,k, se (n, k) /∈ (2Z)2

Agora pelo Teorema 3.3, existe um conjunto não enumerável Fλ de funções in-

teiras hipertranscendentes f com f (l2k)(α2m) ∈ Q(i) e f (l)(αm) ∈ Aλ,m,l, para

cada (αm, l) /∈ A × N . Portanto isso nos diz que Mf = A × N . Para cada

λ ∈ Λ, tome somente uma função fλ ∈ Fλ. Denote FA×N = {fλ}λ∈Λ, então

Mfλ
= A×N para todo λ ∈ Λ. Além disso, para todos (αn1 , t1), ..., (αnk

, tk) /∈
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A × N e λ1, ..., λk ∈ Λ, os números f
(t1)
λ1

(αn1), ..., f
(tk)
λk

(αnk
) estão respectiva-

mente em Aλ1,n1,t1 , ..., Aλk,nk,tk , portanto eles são algebricamente indepen-

dentes.

Para o caso em que A é finito, podemos supor A = {α1, ..., αm}. Tome

Eλ
αk,m2l

= Q(i) para todo 1 ≤ k ≤ m e todo l ≥ 0, denote Eλ
αk ,l = Aλ,k,l para

cada (αk, l) ∈ Q × N0 \ A × N . Então para esse caso, procedemos como na

prova acima. As outras possibilidades são resolvidas da mesma maneira.

No próximo corolário, FA denota o conjunto constrúıdo no Corolário 3.1,

para um A ⊆ Q inicialmente fixado. Este resultado diz que o conjunto excep-

cional de funções em
⋃

s≥0 F
(s)
A permanece invariante por relações algébricas

não constantes, com coeficientes algébricos.

Corolário 3.4. Seja P (z1, ..., zn) um polinômio, não constante com coefi-

cientes algébricos. Se f1, ..., fn ∈ ⋃s≥0 F
(s)
A , então

SP (f1,...,fn) = A (3.15)

Demonstração. No caso A = Q, o resultado segue-se facilmente. Se existe

α ∈ Q\A, então, por (3.14), os números f1(α), ...., fn(α) são algebricamente

independentes, portanto P (f1, ..., fn)(α) ∈ Q se, e somente se, α ∈ A. Em

outras palavras SP (f1,...,fn) = A.



Apêndice A

Números Transcendentes - uma

visão histórica

Já se passaram mais de 150 anos desde que o primeiro exemplo de número

transcendente foi dado, durante esse peŕıodo vários matemáticos devotaram

algum tempo tentando mostrar que certos números eram ou não transcen-

dentes. Abaixo listaremos (em ordem cronológica de sua descoberta) alguns

números transcendentes.

1844 LIOUVILLE, ver [5, p. 11-13].

Números da forma
∞∑

k=0

ak

10k!
, ak ∈ {0, · · · , 9}, com infinitos ak’s não nulos.

1873 HERMITE, ver [5, p. 38].

e = 2, 7182818284590452354 . . . a base dos logaritmos neperianos.
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1882 LINDEMANN, ver [5, p. 43].

π = 3, 1415926535897932385 . . . a razão entre a circunferência e o diâmetro

de um ćırculo.

1929 GELFOND - SCHNEIDER.

• eπ = 23, 140692632779269006 . . .. ver [5, p. 104-110].

• 2
√

2 = 2, 6651441426902251887 . . .. a constante de Gelfond-Schneider,

ver [5, p. 114].

1961 MAHLER, ver [5, p. 21-25].

0, 1234567891011121314 . . . a constante de Champernowne.

1983 LE LIONNAIS, ver [18, p. 46].

Γ

(
1

3

)

= 2, 6789385347077476337 . . .

1984 CHUDNOVSKY, ver [7, p. 308].

• Γ

(
1

4

)

= 3, 6256099082219083119 . . ., conhecida como constante lemi-

niscata.

• Γ

(
1

6

)

= 5, 5663160017802352043 . . .

1997 DURVENEY, NISHIOKA, NISHIOKA e SHIOKAWA, ver [9].

•
∞∑

n=1

1

F 2s
n

•
∞∑

n=1

1

F s
2n−1

,
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para todo inteiro s ≥ 1, onde Fn é o n-ésimo número de Fibonacci (F1 =

F2 = 1 e Fn = Fn−1 + Fn−2).

2003 SMITH - MARGOLIUS, ver [22].

(tan−1 1/2) · π−1 = 0, 14758361765043327417... a constante de Plouffe, mas

geralmente tan−1(x) · π−1 /∈ Q, onde x ∈ Q − {0,±1}.
2003 SONDOW, ver [34]

S =

∞∑

n=1

1

an
= 1, 61111492580837673611..., onde a1 = 1 e an = nan−1 é

uma seqüência recorrente conhecida como exponencial fatorial.
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Números de Fibonacci, 60

Natureza aritmética, 5
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