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Resumo

A equagao de Burgers atualmente tem sido aplicada a varias dreas do
conhecimento cientifico, principalmente no estudo de formagao de estruturas no
Universo. Sua relevancia vem aumentando a cada dia, devido a riqueza de dados
observacionais que atualmente existe na literatura moderna. Sua forma mais geral
é conhecida como equagao generalizada de Burgers com ruido e foi proposta por
Ribeiro e Peixoto de Faria (2005). Conhecer suas solugoes exatas e escritas de forma
clara é de muito interesse astrofisico. Com esse intuito apresentamos, neste trabalho,
solucoes invariantes sob simetrias de Lie da equacao generalizada de Burgers sem o
termo estocastico, obtidas a partir do pacote de analises de simetrias de equacoes
diferenciais (SADE) escrito em MAPLE, desenvolvido no IF-UnB. Posteriormente,
simulamos uma distribuicao de velocidades a partir de algumas solugoes invariantes
escolhidas dentre as 220 obtidas, e comparamos com uma distribuicao de velocidades

peculiares observacionais.



Abstract

The Burgers equation has been applied to several fields of scientific
knowledge, and particularly to the study of formation of structures in Universe. His
relevance still increases, due to the wealth of observational data in modern literature.
His most general form is the generalized Burgers equation with noise as proposed
for Ribeiro and Peixoto de Faria [24]. The knowledge of analytical solutions is of
great interest in astrophysics. With this objective we present, in this work, invariant
solutions under Lie symmetries of the generalized Burgers equation without noise
using algebraic computation, and the package Symmetry Analysis of Differential
Equations (SADE), written in MAPLE. Subsequently, we simulate a distribution of
velocities from some invariants solutions chosen among those obtained, and correlate

with a distribution of observational peculiar velocities.
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Capitulo 1

Introducao

A matéria no Universo apresenta-se organizada em estruturas. Usando as galaxias
como unidades estruturais basicas, podemos observar diferentes tipos de sistemas
extragalacticos ao longo de uma extensa hierarquia que vai desde pequenos gru-
pos, formados por trés ou quatro membros, até os proeminentes aglomerados e
superaglomerados de galaxias que podem abrigar centenas ou milhares de objetos.
A origem dessas estruturas estda provavelmente ligada ao mecanismo de instabili-
dade gravitacional, segundo o qual pequenas flutuagoes na distribuicao de massa
seriam amplificadas sob a acao da forga gravitacional. Essas perturbagoes podem
ser descritas pelas equacoes da hidrodinamica, se consideramos o Universo como um
imenso fluido. Dentre essas equacoes, a que nos sera mais tutil neste trabalho é a
equacao de Euler, que por sua vez descreve o movimento de um elemento de fluido
através do campo de velocidades.

Na auseéncia de inomogeneidades, particulas coméveis em um Universo de
Friedmann terao as suas velocidades determinadas pela lei de Hubble. Esta seria
a situacao de um fluido nao perturbado. As inomogeneidades no Universo, porém,
perturbariam o fluxo de Hubble e induziriam velocidades “peculiares” as galaxias
[22]. Dessa forma, as particulas deixam de seguir um movimento inercial e passam

a se deslocar em direcao as regioes onde existem maiores concentracoes de massa,



propiciando a formacgao de estruturas.
Usando coordenadas comoveis, a equacao hidrodinamica de Euler para o

fluido cdsmico se escreve:
L.V o
_+(u-V)u+—pp+v¢: : (1.1)

e.g. [5], onde ¢ é o potencial gravitacional e 7 o tempo conforme dr = dt/a(t), e
a(t) é o fator de escala [28]. Alguns autores omitem o termo de pressdo, admitindo
um fluido estritamente acolisional no qual as interagoes se dao apenas gravitacional-
mente.

Uma maneira de estudar solucoes da equacao de Euler é determinar a
evolucao das perturbagoes das solugoes da equacao linearizada até os modos en-
trarem no regime nao-linear. Simulacgoes realizadas com a equacao de movimento
puramente inercial, o chamado modelo de Zel’dovich [25], indicam a formagcao de
estruturas planares que, no entanto, se desfazem rapidamente. Isso sugere a in-
troducao de um termo de viscosidade na equacao de movimento para que haja mais
aderéncia entre as estruturas, tornando os objetos formados mais duradouros. Tal
mudanca foi denominada de Modelo da Adesao, e foi proposta por Shandarin [10],
colocando o fluido em um regime difusivo nao-linear. No contexto da hidrodinamica
granular, onde as estruturas sao estudadas em um nivel mesoscépico (nivel de des-
crigdo coarse-grained para o fluido), a introdugao do termo difusivo na equacao do
fluido (Modelo de Adesao) pode ser fisicamente justificada [24]. Além disso, os
efeitos difusivos gerados pela viscosidade podem ser de natureza estocastica, o que

leva a generalizagao do modelo da adesao [23]:

% = UG+ N@ - V)i + Vi, (1.2)

que é a equacao generalizada de Burgers com ruido.
Neste trabalho apresentamos solugoes particulares da equagao (1.2) sem

levar em conta o termo estocdstico, que foram obtidas utilizando computacgao algébrica



intensiva, com a abordagem das simetrias de Lie e solucoes invariantes de grupo,
implementadas no pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations), de-
senvolvido no Grupo de Fisica Matematica do IF-UnB. As informagdes sobre este
pacote foram submetidas pelos professores Tarcisio Marciano Rocha Filho e Anibal
Figueiredo, a uma revista especializada [20]. De posse dessas solucoes, procuramos
interpretd-las em um contexto astrofisico. Com a ajuda dos professores André Luis
Batista Ribeiro e Ana Paula Almeida Andrade, realizamos simulacoes de Monte
Carlo, gerando um catalogo Mock, que juntamente com dados observacionais de
campos de velocidades peculiares, permitiram o estudo de algumas solugoes das
equagao de Burgers (1.2) (sem o termo estocastico) escolhidas. Com as velocidades
obtidas, comparamos o campo de velocidades tedrico com os dados observacionais
das velocidades peculiares. Esta comparacao sugere que as solucoes escolhidas po-
dem ajustar bem os dados para intervalos restritos dos parametros.

Este trabalho esta assim organizado: no segundo capitulo, apresentamos
um resumo do problema fisico que motivou esta dissertacao. No terceiro capitulo,
mostramos um resumo compacto sobre o grupo de simetrias de Lie para equagoes
diferenciais ordinarias e parciais. No quarto capitulo, introduzimos as variagoes da
equacao de Burgers. E, finalmente, no quinto capitulo, mostramos os resultados

obtidos e realizamos as devidas discussoes.



Capitulo 2

Formacao de Estruturas no Universo

2.1 Teoria de perturbacoes lineares

Assumindo o modelo de expansao do Universo de Friedmann-Lemaitre e de
acordo com a teoria de instabilidade gravitacional, as perturbacoes crescem a partir
de pequenas flutuagoes na distribuicao de massa e evoluem para as estruturas hoje
observadas: galdxias, aglomerados e superaglomerados de galdxias (Vide [22]). Essas
perturbagoes de densidade, ou contrastes de densidade, sdo definidos por §(Z,t) =

dp/p. Entao a densidade de massa é dada pela expressao:
p(&.1) = pl1 + 3(&. 1)) (2.1)

onde p é a densidade de massa média.

2.1.1 As equagoes do fluido em coordenadas eulerianas

Utilizaremos a abordagem newtoniana (pressao do fluido p < densidade de
massa média do fluido p) para acompanhar a evolucao do fluido cdsmico, uma boa
aproximacao levando-se em conta as escalas de tamanho (< 100 Mpc) e velocidade
(< 10.000 Km s7!) que serdo estudadas e os contrastes de densidade tipicos encon-

trados no contexto extragalactico.



A matéria sera tratada como um fluido ideal, o que nos permite a utilizagao
das trés equacgoes usuais da hidrodinamica, isto é, a equacao da continuidade, a
equacao de Euler e a equacao de Poisson. Sabendo que o fluido é caracterizado
pelos campos de densidade p(7,t), de pressao p(7,t) e de velocidade U(7,t), e sendo
o potencial gravitacional ¢(7,t) dado em cada ponto como um funcional da dis-
tribuicao de densidade, temos que essas equagoes podem ser escritas em coordenadas

eulerianas, COIMO passalmnos a descrever.

e Equacao da continuidade, que descreve a conservacao da massa:

P oS (o
aﬁLV (pv) = 0.

e Equagao de Euler, que descreve o movimento de um elemento do fluido:

ov e ﬁp -
EHU'V)”_ s V.

e Equacao de Poisson, que descreve o potencial auto-gravitacional devido a dis-

tribui¢ao de densidade:

V¢ = 47Gp.

O campo de velocidades @ e a densidade de massa p sao ambas fungoes das coorde-
nadas fisicas 77 e do tempo t. As derivadas parciais nessas equagoes sao calculadas
com respeito as coordenadas proprias 7. Mas devido a equagao (2.1), é necessério
utilizarmos coordenadas comoveis. A relacao entre os dois sistemas de coordenadas
e a descricao das equacoes da hidrodinamica no sistema comovel sao mostradas na

proxima subsecao.

2.1.2 As equagoes em coordenadas lagrangeanas

’

E conveniente a mudanca de coordenadas para que a expansao do Universo
seja excluida das trés equagoes anteriores. Para tal utilizaremos coordenadas la-

grangeanas, ou coméveis, para acompanhar a expansao do Universo explicitamente.

10



Definimos um vetor posicao de um ponto arbitrario  nas coordenadas comoéveis de
tal forma que:
5= "0,
a(t)

onde a(t) é o fator de escala cosmico e 7 o vetor posigdo em um sistema de coorde-
nadas fisicas.

A velocidade propria ¥ de um ponto arbitrario se escreve entao como:
dr
dt

7="2"— 47+ a7,

definindo H(t) = a/a como a fungdo de Hubble em um tempo ¢ qualquer, temos

que:
dzr n
dt

onde o primeiro termo do lado direito da equacao ¢ devido a perturbacao na veloci-

7=at)™ + H()7,

dade em relagao ao movimento comével, que denominamos de velocidade peculiar

dr
U, = a(t)—.
O segundo ¢é a velocidade devida a expansao do Universo, ou como é comumente
chamada, o fluxo de Hubble, v = Hy¥, onde a constante de Hubble no tempo

presente vale:

Hy =100 x h x km s *Mpc 105 < h <1,

o parametro h estd relacionado a incerteza observacional no valor da constante de
Hubble. Portanto, as equacoes do fluido podem ser reescritas como:

— Equacao da continuidade:
1l
— +3Hp+ EV - (pt,) = 0. (2.2)

— Equacao de Euler:



— Equacao de Poisson:

V6= 4n G~ ), (2.4)

onde p = p(t) é a densidade média do Universo no tempo ¢.

Omitimos o termo de pressao da equacao de movimento, pois na abordagem
newtoniana a Unica interagao considerada no meio é a gravitacional.

Vamos assumir que 9, ¢ e todos os gradientes sejam valores pequenos, isto é
muito menor do que a unidade [28]. Assim, podemos linearizar as equagoes (2.2-2.4).
Tomando o divergente da equacao de Euler, eliminando V - ¢ usando a equagao da

continuidade e substituindo por V2¢ da equacao de Poisson, encontramos:

926 ads -,
W + EE = 47TGpCL 5,

onde consideramos o tempo conforme dr = dt/a(t) [28]. Esta é a equagao de evolugao
temporal para o contraste de densidade de massa na teoria de perturbacao linear.

Sua solucao geral pode ser escrita da seguinte maneira:

§(@,7) = A(Z) fL(1) + B(Z) fa(T).

Usando as defini¢oes padrao do parametro de Hubble, H = a/a?, e do parametro
de densidade, 2 = 87Gp/3H?, a equagao para a evolugao do contraste de densidade
em um Universo livre de pressao torna-se

9% ads 3. [a\®
i O Y =0. 2.
or? N aldr 2 (a) 0=0 (25)

A solugao da equagao (2.5) é particularmente simples para o Universo de Einstein-de

Sitter. Temos entdo Q = 1, a o t¥/? o 72,

P 206 8
or?2 101 2
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Se tentarmos uma solucao da forma d o< 7% encontramos a = 2 ou a = —3. O modo
de crescimento é dado pela relacido d o< 9/07 o< 72 o t2/3 o a, enquanto que o modo
de decaimento é dado por § oc 772 oc 1/t oc a=*2. Onde consideramos a constante
cosmoldgica A nula.

A solucao para universos com densidade baixa é um pouco mais complicada.

Considere a equacao de Friedmann em sua forma padrao:

_8Gp kA

H? =
3 a2+3’

onde k é a constante de curvatura. Ela é facilmente escrita na forma

3
2 ~1 ap Kk A
HyQo(Q7 — 1)5 =2 + 3
onde o indice 0 refere-se a valores em algum tempo aceito como padrao de com-
paracao (geralmente, a época atual). Para um Universo aberto com constante cos-

moldgica nula temos que k < 0 e

onde a. é um valor para o fator de escala quando €2 = 0.5. Para a densidade com
valor baixo considerando o Universo plano, temos que Kk = 0, A > 0, e

1
14 2

a3
a/C

Q'-1)xa®— Q=

Atualmente, o valor mais aceito para o parametro de densidade é muito
menor do que a unidade, e o termo de conducao na equacao (2.5), 2/3 x Q(a/a)?s,
torna-se pequeno. Como resultado, o modo crescente satura e as estruturas param
de crescer.

Para um melhor aprofundamento sobre a teoria de Newton para a formagao

de estruturas no Universo indicamos ao leitor as referéncias [22, 28].
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2.2 Campos de velocidades peculiares

Em um Universo de Friedmann perfeitamente homogéneo, as particulas coméveis
terao velocidades somente determinadas pelo fluxo de Hubble. Introduzindo-se ino-
mogeneidades, o fluxo de Hubble sera perturbado, resultando em velocidades pe-
culiares das particulas. Essas velocidades podem-nos revelar informagoes valiosas
acerca da distribui¢do de massa, e vice-versa [22].

As velocidades peculiares de galaxias emergem da teoria linear. A equacao

da conservagao da massa (2.2) linearizada é dada por

25 1
STV B=0, (2.6)

onde 0 = dp/p. Os célculos sdo bastante simplificados se transferirmos essa equagao
para o espaco de Fourier, onde podemos tratar cada comprimento de onda separada-
mente. Sendo assim, as transformagoes de Fourier para o contraste de densidade e

para a velocidade peculiar sao dadas, respectivamente, pelas expressoes:

8@, 1) =D ult)e ™,
k

17p(f7 t) = Z Upk(t)eiuzija
k
sendo k o numero de onda de cada modo de perturbacao. Inserindo essas duas

equagdes na equacao (2.6), e rearranjando os termos, temos que as velocidades pe-

culiares resultantes sao:

06, k
Up = —ZCLEE. (27)
O fator 00y /0t pode ser reescrito como:
00, a
el p— 2.
ot a6k:f(a)v ( 8)

onde f(a) = 0lndg/0Ina. Combinando as equagbes (2.7) e (2.8), tem-se uma

expressao para a relacao entre a velocidade peculiar e a densidade:

—

k

vk = —iaékf(a)ﬁ.

p

(2.9)

14



O valor de f(a) tem uma boa aproximagao dada pela lei de poténcia Q9 [22]. U-
sando esse valor para f(a), vemos que o parametro de densidade pode ser estimado
se o campo de velocidades e o campo de densidades forem determinados observa-
cionalmente. O problema é obter uma determinacao suficientemente exata do campo
de velocidades, onde envolve distancias nao baseadas em redshift.

No quadro da instabilidade gravitacional presume-se que a gravidade é que
faz as perturbacoes crescerem. Introduz-se entao o potencial gravitacional em vez

do contraste de densidade d;. A equagao de Poisson (2.4) linearizada é
V3¢ = 47Gpa®s.

Resolvendo-a usando a transformacao de Fourier para o contraste de densidade,

obtemos:
/{32
47w Gpa?

Inserindo esta udltima na equagao (2.9) resulta em uma expressao que conecta o

0 = O

campo de velocidades com o potencial gravitacional:

k
v, 223 Qa/{:gzﬁk.

Voltando ao espaco real, teremos:

o 2f(a) o
%= T3H0.

Para um sistema de particulas com massa m;, essa equagao pode ser reescrita do

seguinte modo

. 2f(a)G T; -
Uy = — E m;———=.
P 3HQa? &~ 7|z, — &’
] j
Esta equacao nos mostra que o campo de velocidades é paralelo e proporcional a
aceleragao peculiar, e portanto a forga gravitacional.
Para mais detalhes referente ao campo de velocidades peculiares sugerimos

a referéncia [22].
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2.3 Movimentos peculiares do fluido

Para tratarmos as equagoes de movimento mais adequadamente, vamos introduzi-
las em um contexto em que possamos acompanhar somente os movimentos peculiares
do fluido, ou seja, para que possamos observar somente o movimento das particulas
que se desviam do fluxo de Hubble. Isso é conseguido realizando uma nova mudanca

de varidveis, denominadas varidveis de Zel’'Dovich [11]:

e Para o tempo t:

t = b

onde b = b(t) representa a varidvel que quantifica as perturbagdes das posigoes
dos elementos de fluido em torno da coordenada comovel . De forma geral,

o vetor posicao nas coordenadas coméveis é definido como se segue:
7= a(t)? + b(t)P(¥),

onde o primeiro termo descreve a expansdo uniforme (fluxo de Hubble) e o
segundo as perturbacoes das posigoes das particulas em torno da coordenada

comovel T.

e Para a densidade p:

e Para a velocidade peculiar v,

1 dx
—Up =

a-b db

e Para a perturbacao no potencial gravitacional ¢:

3 —1
<§Qoa2b) 6 = O,

8rGp
Oy = 2P
0 3Hg )

é o parametro de densidade na época atual.

onde

16



Dessa forma, as equagoes do fluido, em termos das coordenadas de Zel’dovich, sao

reescritas como segue.

e Equacao da continuidade:

b + V (o) = 0. (2.10)

e Equacao de Euler:

ou L =)o 38
E (u-V)u_ 25V (® =) (2.11)
onde f(t) =dInb/Ina.
e Equacao de Poisson:
V2P = %, (2.12)

onde 0 = (0 —0)/0=(p—p)/p.

Na equagao (2.11), o campo de velocidade é considerado como um gradiente de um
potencial velocidade 0, © = V6. Isso somente é possivel se o0 movimento for linear,
e que os fluxos de particulas nao se cruzem. No regime linear, 6 é constante e igual
ao potencial gravitacional nas novas coordenadas ®, igualando a zero o lado direito
dessa mesma equagao:

%+ (Uﬁ)ﬁzo, (2.13)

que representa a aproximacao de Zel’Dovich [3].

Simulgoes com N-corpos com essas coordenadas indicam a formacao de
uma distribuicao de densidade em um espaco euleriano com um achatamento nas
extremidades, que é conhecida em cosmologia como “panquecas”’, e as hipdteses
simplificadoras como Aprozimacdo de Zel’dovich. Todavia, as simulagoes mostraram
que as estruturas formadas nesta descricao se desfazem rapidamente, fato este nao
observado na natureza [25]. Esse resultado motivou as bases fisicas para a introducao

da Aproximacao da Adesao.
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2.4 Modelo da adesao

A idéia geral do modelo da adesao é utilizar os resultados obtidos por Zel’Dovich
em todo o espaco, menos nas regioes de fluxos de multi-correntes ou de trajetorias
cruzadas. Estas regioes onde comegam a acontecer cruzamentos de trajetorias, mar-
cam a transicao de um regime linear para um regime nao-linear. Para anular a
formacao de regioes desse tipo é introduzido, de forma “ad hoc”, um termo de di-
fusao na equacao de Euler. O termo adicional escolhido para ser introduzido na
equagao (2.13), equivale a viscosidade, vV?i, dessa forma obtemos a equacido de

difusdo nao-linear:
ou n
0b

A introducao desse termo viscoso dd uma “aderéncia”’ as estruturas formadas nas

(@ V)i =vv2i. (2.14)

simulagoes de N-corpos, impossibilitando que elas se desfacam com facilidade, tor-
nando-as mais duradouras [25]. N&o ha necessidade para que o termo de viscosi-
dade tenha a forma que foi dada na equacao (2.14). No entanto, tal escolha re-
sultara, com algumas consideracoes adicionais, na equacao de Burgers, que possui
solugoes analiticas exatas, mas na forma de uma série complicada e de dificil in-
terpretagao [25]. Para 4 = ﬁ@, a equacao diferencial anterior pode ser resolvida
utilizando a transformagao de Hopf-Cole ®(Z,b) = —2vlogU(Z,b). Desta forma,

(2.14) transforma-se em uma equacao de difusdo linear

oU ,
%—VV U,

que resolvida para  leva a

vy - Lo 9] ()
U<I7 ) - fexp |:7S(2£,b;(f)j| d3q

onde a acao S é dada pela expressao

)

G

S(Z,b;q) = —Po(q) + 5
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e ¢ permite mapear o espaco lagrangeano L(q) no espago euleriano E(x):
Z(q,0) = 7+ b-0o(q),

[25].

2.5 Generalizacao do modelo da adesao

Tanto a aproximacao de Zel’Dovich, quanto o modelo da adesao, sao relativa-
mente antigos na literatura. Atualmente ha uma riqueza de dados observacionais e
numeéricos que exigem modelos mais adequados e mais sofisticados para descrever a
formacao de estruturas em grandes escalas.

Na reféncia [24] foi proposta uma generalizagdo do modelo da adesao, in-
troduzindo a formagao de estruturas no Universo em um contexto de hidrodina-
mica granular, onde as estruturas formadas sao estudadas em um nivel mesoscépico.
Usualmente o fluido cosmoldgico é um fluido onde as particulas sao galaxias. Por sua
vez, o fluido mesoscdpico é aquele em que nao somente as galaxias estao presentes,
mas também os seus agregados, sistemas de galdxias (grupos, aglomerados e su-
peraglomerados). Nesse caso, por causa da cinética granular, os efeitos dissipativos
provocados no fluido pela viscosidade podem ter um comportamento estocastico.

Esse efeito estocastico ¢ modelado por um ruido gaussiano 7 satisfazendo:
(n(z, t)n(a’,1)) = Ad (x —a") o (t —1').

Dessa forma, com as consideragoes acima, a dinamica para o fluido cosmolégico fica

descrita pela equagao:

a'l_j L = = 2 —
%—)\<u~v>u+1/Vu+V77, (2.15)

onde o parametro A foi introduzido para controlar o nivel de nao-linearidade no

problema:
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e Se A\ = 0 entao estamos em um regime linear difusivo-estocastico.

e Se A > 1 entao estamos em um regime difusivo-estocastico fortemente nao-

linear.

e Se A for um nimero pequeno (0 < A < 1) entdo estamos em um regime

difusivo-estocéstico fracamente nao-linear.

A equagdo (2.15) é conhecida na literatura como equa¢do generalizada de Burgers
com, ruido, onde dii/db é a aceleracao devida A segunda lei de Newton, (@ - V)i é
o termo nao-linear denominado termo de transporte (no sentido de acoplamento),

vV2i é o termo de viscosidade e Vi é o termo estocastico.
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Capitulo 3

Simetrias de Lie de Equacoes Diferenciais

A determinacao de solucoes analiticas de equacoes diferenciais, ordinarias e par-
ciais, é certamente de grande importancia para o desenvolvimento e a compreensao
de Teorias Fisicas. Obté-las é, na maioria das vezes, uma tarefa dificil, quando re-
alizavel. A dificuldade e o volume de célculos envolvidos é tamanha que o uso de
computagao simbdlica intensiva é indispensavel. A teoria matematica que é a base
dos métodos que utilizamos nesta dissertacao é a das Simetrias de Lie e das solugoes
invariantes de grupo.

A teoria desenvolvida por Sophus Lie envolve os conceitos de grupo e de
variedade diferenciavel, introduzindo o conceito de grupos de simetrias de sistemas
de equacoes diferenciais, que transformam solucao em solucao, e as correspondentes
algebras de Lie das transformagoes infinitesimalmente proximas a origem. Como ve-
remos, mesmo no caso de equagoes nao-lineares, a determinagao de suas simetrias de
Lie envolve a solucao de um sistema de equacoes diferenciais parciais lineares, cuja
solugao pode ser algoritmizada e implementada em computacao algébrica. Neste
capitulo, apresentaremos um resumo simples da teoria que envolve as simetrias de
equacoes diferencias juntamente com o conceito de solucgoes invariantes, em que
tomamos como base a referéncia [13]. Uma revisdo mais formal da teoria é encon-

trada na referéncia [19].
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3.1 Grupos e algebras de Lie

3.1.1 Grupo

Seja G um conjunto. G ¢ dito ser um grupo quando é possivel definir uma lei de

composi¢ao, que simbolizaremos por -, que satisfaz os seguintes axiomas:
Axioma 3.1.1.1 Sea, b, c€ G entaoa-(b-c)=(a-b)-c;

Axioma 3.1.1.2 FExzxiste um elemento de G, que denotamos de e e denominado de

elemento neutro ou unidade de G, para qual e-a = a-e = a, para todo a € G;

1

Axioma 3.1.1.3 Para todo a € G existe um elemento denotado por a™" e denomi-

nado de inverso de a, para qual a-a ' =a!-a=e.

3.1.2 Espacgo topologico

Vamos definir S como um conjunto e definir D como uma cole¢ao de conjuntos,
contidos em S: D = {A;, Ay, ...} onde (A1, Ay, ... C S). Dizemos que D define uma

topologia em S se as seguintes condigoes forem satisfeitas para todo Ay, Ay € D:
1. AU A, € D,
2. AiN Ay € D;
3. SCD.

O espaco S, munido da topologia D, é dito ser um espaco topoldgico, e os elementos
de D sao chamados de abertos de S. Uma vizinhaca de um ponto p € S é um
conjunto V' C S que contenha um aberto de S.

Podemos entao falar de aplicacoes continuas entre dois espacos topologicos
SedS. Seja f:S — S uma aplicacdo. A aplicacao é dita continua no ponto
p € S se, para qualquer vizinhaga V' de f(p), existir um vizinhanga V' de p tal que
f(v)ycv.
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3.1.3 Variedade diferenciavel

Um espago topoldgico ¢é dito ser uma wvariedade se para todo ponto p € S existe
uma vizinhaca V), que seja levada em um conjunto aberto de R", para algum n, por
uma aplicacao bijetiva ¢y, : V, — R" continua, no sentido dado acima. O menor
valor possivel de n é denominado de dimensao da variedade S. Dessa maneira, é
possivel definir sistemas de coordenadas nas vizinhacas de todos os pontos de S, as

coordenadas de p sendo dadas por:

ov,(p) = (2'(p), ..., 2" (p)) -

A associagao ¢y, é denominada de carta na vizinhaga Vj,. Dessa maneira, podemos
usar os abertos da topologia definida em .S para construir um conjunto de cartas de
maneira a recobrir S, cartas essas que podem ter interse¢oes nulas. Esse conjunto
de cartas é denominado de atlas em S.

Vamos supor que um ponto p € S pertenca a duas vizinhangas V, e V.
Sabemos que U = V. NV, é também uma vizinhaca de p. Temos assim definidos
dois sistemas de coordenadas em U, dados pelas cartas ¢y, e ¢y,, que denotamos
por {z'} e {y'}, respectivamente, com i = 1,...,n. Podemos passar livremente de

um sistema para outro da seguinte maneira:

(xla'”axn) :QSVSOQS\_/TI (y17"'7yn)7

ou
(yl,...,y”) = oy, o¢‘_/51 (a:l,...,a:") )

Dessa forma, definimos uma mudanca de coordenadas em U. Dizemos entao que

S é uma variedade C* se as funcoes das mudancas de coordenadas nas interseccoes

de duas cartas forem C* (continuas e k vezes diferencidveis). Uma variedade C! é

denominada de wvariedade diferencidvel.
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3.1.4 Grupo de Lie

Seja S um grupo com estrutura de variedade diferenciavel. Podemos entao
associar a cada ponto p € S um conjunto de coordenadas of = ¢;(p). A lei de com-
posicao do grupo pode entao ser expressa em termos das coordenadas dos elementos
do grupo, ou seja, se p, ¢, r € Ser =p-q, onde - é a lei de composicao, entao
temos que:

O‘: = fl (ap’ Oﬂ) : (31)

Se as fungoes forem arbitrarias, isto é, funcoes continuas C'*°, entao S é dito ser um
grupo de Lie. Pode-se mostrar que para determinar o sub-grupo conexo a identidade
de um grupo de Lie basta conhecer a vizinhaga da identidade [13, 19]

Observagao: A rigor, a condicao que S seja uma variedade C'° nao é
necessaria. Muitas vezes basta requerer que seja C* para um k finito. A condicao
(> é apenas uma maneira de garantirmos que as func¢oes que definem as mudancas

de variaveis sejam diferencidveis o quanto for necessario.

3.1.5 Algebra de Lie

Considere um grupo de simetria S a m parametros a, ..., a,, (m é a dimensao
de S) agindo no espago F' das fungoes de classe C' em R". Denotamos entdo um
elemento de S pelo operador g(ay,..., ;) que corresponde a transformacao de
coordenadas, e assumimos, sem perda de generalidade, que a parametrizagao é tal
que ¢(0,...,0) corresponde ao elemento unidade de S, ou seja, a transformacao

identidade. A agdo de um elemento de S em F' é dada por (f € F):

fi(@) = f@') = glay,... om) f (), (3.2)

onde z = (z!,....2") e 2’ = g(ay, ..., qy)xr. Tomemos agora os a; = 0 exceto para

t =k, para o qual o < 1. Temos entao que:



para certas fungoes 1* . Expandindo o lado esquerdo de (3.2) obtemos:

Fw) = o+ ) = (1 ra (f) (@)

com n° = (n,...,n"). Da mesma maneira, podemos mostrar que para todos os

a; < 1 temos que:

glan, ..., am) f(z) = (1 + Zaknz%> f(a). (3.3)
i,k

Dizemos entao que os operadores:

0

. k=1,... A
8x1 ) "z (3 )

Ikzmi

sao os geradores infinitesimais do grupo de Lie S. O termo gerador vem do fato
que os operadores I, permitem construir o grupo S, como veremos mais adiante.
Para o caso das simetrias de equacoes diferenciais, os geradores representam as
transformacoes infinitesimais de simetria. Para mostrar a importancia dos geradores
infinitesimais, tomamos um elemento de S com parametros aq,...,q,, agindo em
um elemento f € F. O resultado é um elemento de F, que denotamos por Fla],
enquanto que o elemento original é denotado de maneira 6bvia por f[0]. Temos

assim que

9(B)fled = g(B)g() f[0] = fI], (3.5)

onde os parametros 7, . .., ¥, sao dados por (3.1):

Yi = hl(ﬁ7a)
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Podemos também escrever que

onde @, sao os parametros da inversa do elemento de parametros a,, de modo que

obtemos de (3.5):
g9(h(y,a))fla] = fl, (3.6)

onde temos dois conjuntos de parametros independentes, « e 7y (e os das suas respec-
tivas inversas). Se supormos que « é proximo de 7, isto é, &; = 7; + €&;, e usando

(3.3) e (3.4), teremos que

~ ahz ) g
sy =1+ Y D),
ij v B=5
e de (3.6) decorre que
Ohi(v, B) : Of
2D T - _ - _ : )
onde é = —¢, sendo que nesse caso g(3) corresponde a uma transformagao infini-

tesimal de parametros &;. Como (3.7) é verdadeira para qualquer ;, temos

~Ofy]

ICHAURS = 35)
com
Szg - aﬁz 6:;{7

que é o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem para f[«a], com a condi¢ao
inicial

fldd] =g = FI0). (3.9)
A equagao (3.8) em conjunto com (3.9) determina f[a] de forma tunica. Assim se os

geradores infinitesimais de dois grupos S e S’ coincidem, entdao S = S’ necessaria-

mente.
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Comentdrio: Na verdade apenas as partes de S e S’ que podem ser conectadas
continuamente a identidade sao iguais.

A condigao suficiente e necesséaria para que (3.8) tenha solugao é

2 2
or _ 97 (3.10)
0y 07307
A relacao (3.8) nos dé
0 f [0Sk af[’Y]]
= I + Sirl
97:07; ; L O WD Sad ;i
05,
= Z kfkfh] + Z SuSil L f7]]
L9 I
e assim temos de (3.10) que
0Sj  OSu
oS (Ll — I = = I A1
S Susyttu )= 3 E ol LY AT
e tomando v = (0,...,0) (o elemento identidade) temos
e, como(3.11) vale para toda funcao f, obtemos
LI — LT =Y CEIL, (3.12)
k

que sao as relacoes de comutacao entre os geradores do grupo, e C’i’“j sao constantes
de estrutura que caracterizam o grupo.

Como (3.10) sao também condigoes suficientes, se conhecermos um conjunto
de operadores lineares {I;} que satisfacam (3.12), poderemos integrar (3.8) e assim
construir o correspondente grupo de Lie. E evidente de (3.12) que as constantes de

estrutura possuem a seguinte propriedade:

k _ k
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Os geradores infinitesimais [; geram um espaco vetorial de dimensao m. O
espago vetorial gerado pelos geradores I; de grupo de Lie, munido da operacao de

comutacao

[A,B] = AB — BA, (3.13)

possui a estrutura de algebra, notando apenas que o comutador de dois elementos
do espaco vetorial é um outro elemento do espago, como podemos ver de (3.12).
Uma 4algebra é caracterizada pelos axiomas de grupo em conjunto com os de espaco

vetorial. Se além disso, o comutador (3.13) satisfaz a identidade de Jacobi:
(4, B],C1+ [[C, A], B] + [[B, C], A] = 0,

dizemos que temos uma estrutura de dlgebra de Lie. Em conclusao, todo grupo tem
associado uma algebra de Lie, que por sua vez pode ser usada para reconstruir a
parte do grupo conexa a identidade. Mais ainda, toda algebra de Lie permite gerar

um grupo de Lie.

3.2 A condicao de simetria para equacoes diferenciais or-
dinarias

Denominamos por simetria de Lie de um conjunto de equacoes diferenciais uma
transformacao que mantém invariante a forma de uma equacao, e que depende
apenas das varidveis dependentes (as incognitas das equagoes). Generalizagdo com
as transformagoes dependendo das derivadas das incégnitas sdo possiveis (simetrias
de Lie - Backlund [19]).

Considere equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) da forma

™ = w (25,5, ..,y D) (3.14)

onde w é uma funcgao localmente suave de todos os seus argumentos e

w _ dy

:ﬂ7 /{::1,2,3,...,71.
X
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Uma simetria da equagao (3.14) é um difeomorfismo que mapeia o conjunto de
solugdes da equagao diferencial ordindaria (EDO) nela prépria, que leva curvas de

solugoes suaves em curvas de solugoes suaves:

L (z,y) — (@ (z,9),9y (x,y)).

Um difeomorfismo desse tipo é conhecido como transformacao de ponto; se esta
também for uma simetria, damos o nome de simetria de ponto de Lie. Nesta dis-
sertagao, vamos trabalhar somente com simetrias desse tipo.

Estendendo a acdo de I' nas derivadas y*) em (3.14), temos que

r: (:U7y7 y(l)7 e y(n)) _ (x',y’,y’(l), - y,(n)> ’

onde
W dk:y/
- dr'*’

Dessa forma, a condigao de simetria para a equagao (3.14) é

Y k=1,2,3,...,n.

Yy =w (2 Y,y W,y YY) (3.15)

dado que a forma de (3.14) se mantém.
Observagio: As funcdes y'*®) sdo calculadas respectivamente usando a regra

da cadeia como segue

) _ ay/(k—l) or B D;Ey’(k_l)

o or D VY (3.16)

Y

onde o operador D, é a derivada total em relagao a x:

D, =0, + y(l)ay + 9(2)81(/1) 4.

Uma transformacao de simetria pode depender também de um parametro

: / ) _
Feixg — 2l (21, ..., xN;€) s=1,2,...,N,
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onde
Tl (21, ..., xn;€) = x5+ €€ (21, ..., x) + O (62) , s=1,2,...,N.

Simetrias desse tipo sao denominados de grupo de Lie a um parametro. Tomando
o parametro € como infinitesimal obtemos a algebra de Lie do grupo (vizinhaca da

identidade).

Para quase todas as EDO’s, a condigao de simetria dada pela equagao (3.15)
é nao-linear. A nocao de simetria infinitesimal reduz esse problema a um problema

linear, que tratamos a seguir.

3.3 O gerador infinitesimal

Vamos inicialmente considerar geradores infinitesimais com apenas uma variavel
independente x e uma variavel dependente y. A generalizacao para o caso com
qualquer nimero de variaveis independentes e dependentes é facilmente conseguido.

Antes de definir o gerador infinitesimal, vamos introduzir a idéia de vetor tangente.

Definicao 3.1 A orbita de um grupo de Lie de simetrias a um parametro através

de um ponto (zr, y) € o conjunto de pontos

(@', y) = (@'(z, 9);€), ¥/ (z,y5€)) |
onde

(2'(2,);0), 4/ (z, 45 0)) = (2,y).

Definicao 3.2 Considere uma drbita através do ponto ndao-invariante (z, y). O

vetor tangente para a drbita no ponto (z',y’) € (£(x',y'),n(x',y')), onde

dz’
I = é(a:’,y’)
dy’
E = 77(1‘/7?/)-
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Com isso, vamos supor que uma EDO de primeira ordem tem um grupo
de simetrias de Lie a um parametro, cujo vetor tangente em (z,y) é (£,n). Entao,

podemos definir que o operador diferencial parcial é dado por

G = &(z, )0, + n(z,y)d,

conhecido como gerador infinitesimal do grupo de Lie de simetrias. A partir dai,
podemos estender o tratamento para equagoes diferenciais de ordem n ou de ordens

maiores, introduzindo o gerador infinitesimal prolongado
G(”) — fax + nay + 77(1)31(/1) 4+t 77(”)31(1”)_

Podemos usar o gerador infinitesimal prolongado para escrever a condicao de simetria

linearizada como:
G(n) (y(n) —w (1'7 Y, y(1)7 ceey y(nil))) = Oa

e impondo a equagao original (3.14).

Para um nimero qualquer de variaveis dependentes, a generalizacao ¢ direta.

3.4 As equacoes determinantes para as simetrias de ponto

de Lie

Para determinar as simetrias de Lie de EDO’s da forma (3.14)

1) (n—l)) 7

y" =w(z,y,y", .y

devemos calcular primeiro as componentes n*)’s dos geradores de simetria usando
a relagao:

1)

77(k:) (l’7 U,y ... 7y(k)) = Da:n(n—l) — y(k)Da;f, (317)

que decorre de (3.16), lembrando que as fungoes £ e n dependem somente de x e y.

Impondo que (3.14) é invariante obtemos
Nin) = EWz + Nwy + NyWym + ++* + Nn—1)Wym-1), (3.18)
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na qual devemos substituir a EDO (3.14). Com isto, chegaremos a um sistema de
EDP’s, denominado de equacoes determinantes para as simetrias de ponto de Lie.
Para EDO’s mais complexas faz-se necessario o uso de um sistema de computagao
algébrica.

Como um exemplo, vamos obter as equacoes determinantes das EDO’s de

segunda ordem com duas variaveis independentes:
y(2) =w (:10, Y, y(l)) ) (3.19)
Para obtermos n(") e 7(?) vamos utilizar a férmula (3.17):
N =+ (n, — &)y — & [yV]°
N = Ny + (2 — &ax) Y + Oy — 26) [y = & [y0]° +
+ (ny — 26, — 36,y W) y@.
Substituindo-as na condigao de simetria linearizada (3.18), temos
Moa + 20y = &) Y + Oy = 26) [y0]° = & [y]° +
+ (ny = 26 =36,y ) y® = Ewp +nwy + [0a + (0 — &) YV = &y w0,
e usando a definigao da EDO de segunda ordem (3.19) obtemos,
Mo+ (2ay = &) Y™ + (= 260y) [y0)" = & [y O] + (ny — 26 = 36,9D) yPeo
=y — [t Oy~ €)Y — & [1V] o = 0
Esta equacao ¢é polinomial em y (¢ e n independem de y(l)). Igualando a
zero os coeficientes das vérias poténcias de y"), obtemos
New = (My — 262) W + Ewe + Nwy + Ny
2y — Eee = 3w + (Ny — &) wym);
My — 28ey = —&uym;
&y = 0.
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que sao as equagoes determinantes para as simetrias de ponto de Lie da equacao
(3.19). Resolvendo esse sistemas determinamos as expressoes para as fungoes £ e
n®, que sdo as varias solucdes possiveis.

O gerador infinitesimal geral se escreve entao
G=S"ec =S¢l 02|
Yec= el
3.5 Condicao de simetria linearizada para EDP’s gerais

A técnica para a obtencao de grupos de Lie de simetrias de ponto a um parametro
para EDP’s é essencialmente a mesma utilizada para as EDO’s. Considere EDP’s

que possuem a seguinte forma
Ag =y, —wg (z,u™) =0, B=1,2,...,M. (3.20)

Onde u = (ul, e ,uM) sao as variaveis dependentes e z = (xl, e ,ZL‘N) sao as
varidveis independentes; u(™ representa o conjunto de varidveis dependentes e suas
derivadas de ordem n ou menores. Cada uy, ¢ a maior derivada para algum u®, o
que garante que nao exista nenhum outro termo no sistema que contenha Uy, OU
qualquer de suas derivadas. Isto permite substituir cada u,, na condigao de simetria
linearizada pelo seu correspondente wg.

A férmula mais geral para os geradores infinitesimais prolongados (no sen-

tido de estendido para as derivadas) é

G = (2, u)0pi + Mo (2, 1)y + ni@ug, (3.21)

onde 7, representa a ordem da derivada em 7,
J __ e’
u;, = Dyu

em que

_ i1 iz Jn
DJ - Dlew2 e DmMa
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sendo jj; um nuimero inteiro e
Mo = Dy (e — i) + & Dyus.
Normalmente, utilizamos a caracteristica do grupo () definida como
Q:na_ iugi =0,

para caracterizar a condicao se simetria.

Observagao: Para mostramos como é a definicao da derivada total D,

tomemos como exemplo .',Ul =T c .ZU2 = t, e assim escrevermos

Dy = 0 + w0y + Uyt Oy, + U0y, + -+ - .

A condic¢ao de simetria linearizada para as EDP’s é dada pela expressao
GAg =0,

impondo que (3.20) se mantém. O sistema resultante pode ser dividido em equagdes
determinantes igualando as poténcias das derivadas das varidveis dependentes re-

manescentes.

3.6 Coordenadas canoOnicas

Suponhamos como exemplo que as simetrias da EDO de primeira ordem,

Z—z = w(z,y), (3.22)

inclui o grupo de Lie de translagoes na direcao y

(2,9) = (z,y +¢) (3.23)
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com € < 1. A condicao de simetria nos leva a seguinte reducao
w(z,y) = w(@,y+e).
Diferenciando esta tltima equacao com relagao a y em € = 0 nos leva ao resultado

wy(z,y) =0.

Portanto, a EDO mais geral cujas simetrias incluem o grupo de Lie de translagoes

(3.23) é da forma

d
d_i/: = w(z)

onde a solucao geral é obtida diretamente
y = /w(x)dx + constante.

Isso nos leva a concluir que, se uma EDO de primeira ordem tem simetrias de Lie
que sao equivalentes a translagoes sob uma mudanca de coordenadas, entao a EDO
pode ser resolvida reescrevendo-a em termos de novas coordenadas. Passamos agora
a descrever como estas novas coordenadas sao definidas.

Sabemos que todas as dérbitas das simetrias de translacoes tém o mesmo

vetor tangente em todos os pontos:

(£($,y),77($,y)) = (07 1)'

Dado qualquer grupo de Lie de simetrias a um parametro, podemos introduzir as

coordenadas
(r,s) = (r(z,y), s(x,y))
tais que
(r',s") = ('@, y), ' (@', y) = (r.s +¢)
Se isto é possivel entdo o vetor tangente nas novas coordenadas no ponto (r,s) é

(0,1) ou melhor,
d_,r,/

=0
de le=0
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d /
Sl R
de le=0
Com o uso da regra da cadeia e da definicao de vetor tangente obtemos,
5(1‘, y>TI + 77(% y)?"y = 0

E(x,y)se +n(x,y)sy = 1. (3.24)

A mudanga de coordenadas é inversivel em qualquer vizinhanga de (z,y), assim
impomos a condigao

T4Sy — TySz 7 0, (3.25)

que assegura que as curvas das constantes 7 e s se cruzam transversalmente. Por-
tanto, qualquer par de fungoes r(z,y) e s(x,y) que satisfazem (3.24) e (3.25) é

conhecido como um par de coordenadas canonicas.

Com a definicao de coordenadas candnicas, podemos reescrever o gerador
infinitesimal nessas novas coordenadas. Para isso, vamos utilizar a definicao do
gerador infinitesimal, dada pela equagao (3.22) e reescrever o par de equagoes (3.24)

da seguinte forma

Gs=1. (3.26)
Agora, seja F'(r, s) uma fungao suave arbitraria. Pela regra da cadeia temos que:
GF(r,s) = GF(r(z,y),s(z,y))

= (roF + 5. F5) +n(ryFr + s, Fy)
= (Gr)F, + (Gs)F;.

S6 que F(r,s) é uma funcdo arbitraria entdo, em termos das novas coordenadas, o

gerador infinitesimal é

G = (Gr)d, + (Gs)d.
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Mas, se levarmos em conta o par de equagoes (3.26) vemos que o gerador infinitesimal

nas coordenadas canonicas é representado pela expressao
G = 0. (3.27)

Uma vez obtidas as coordenadas canonicas, a solucao da equacgao pode ser obtida
diretamente da equacao escrita em termos de r e s.

Geradores infinitesimais escritos na forma (3.27) podem ser usados para
reduzir a quantidade de variaveis independentes de uma equagao diferencial. Para
mostrarmos isso, vamos considerar uma EDP geral com duas variaveis independentes

e uma variavel dependente na forma
F(x7t7u1‘7uxxau1‘t7utt7'-')7 (328)

onde a notacao a, e ap. usada representa respectivamente as derivadas parciais

B @ B 0%a
o ¢ T Ghoc

Qp

A equagao (3.28) é invariante sob grupos de Lie a um parametro, em que G é o

gerador infinitesimal. Realizando uma mudanca de coordenadas

yl = QS(':E? t? u; 6)7
y2 = w(x’ t’ u; 6)7

w = Qz,t,u;e).

E possivel reduzir o gerador para

Entao a equagao transformada fica assim escrita

F/(y17y2,u7wy1,wyz, . ) =0,
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que é independente de y'. Reduzindo, assim, o ntimero de varidveis independentes
de dois para um.

Dessa forma, se tivermos uma equacgao diferencial com quatro variaveis in-
dependentes, por exemplo, x, y, z e t, conhecendo-se os geradores de simetria,
poderemos reduzi-la a uma EDO com apenas uma varidvel independente, contanto
que utilizemos trés geradores infinitesimais de simetria. Em outras palavras, o co-
nhecimento de trés geradores de simetria, permite reduzir a equagao original a uma
equacao ordinaria, que entao podemos tentar resolver analiticamente. KEsse pro-
cedimento consiste em encontrar coordenadas cononicas tais que os geradores se
tornam geradores de translagoes em trés coordenadas. A quarta coordenada é entao
chamada de variavel de similaridade. Quando procuramos uma solugao, escrita em
termos dessas variaveis, e impomos que € invariante pelos trés geradores conside-
rados, a que resulta é necessariamente uma equacgao ordindria, que, como veremos,

muitas vezes pode ser resolvida analiticamente.
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Capitulo 4

Equacoes de Burgers

A equacao generalizada de Burgers com ruido em sua forma mais geral é escrita
como [7]
o :)\<ﬁ-ﬁ)ﬁ+yv2ﬁ+ﬁn.
b
Na equagao acima temos que a variavel « é a velocidade e n é uma variavel
aleatéria que dependente do tempo, ou seja, uma variavel estocastica. Na forma em
que esta escrita, o termo do lado esquerdo da equagao é a aceleragao. Ja o primeiro
termo do lado direito, o termo nao-linear ou termo inercial, permite calcular a
variacao da velocidade devida a troca de momento entre uma variedade de escalas
de diferentes comprimentos [21]. Esse termo é modulado pelo parametro A, que
representa o quanto de nao-linearidade possui o problema abordado por tal equacao.
Esse parametro é adimensional. O segundo termo do lado direito da equacao acima
é conhecido na literatura como termo difusivo, onde v é o coeficiente de difusao ou
viscosidade. Finalmente, a equacao de Burgers ¢ dirigida pela flutuacao, geralmente
definida com “ruido branco”, n (Vide [7]).

Nesta dissertacao omitiremos o termo estocastico e lidaremos com a forma

mais conhecida da equacao de Burgers, a equagao de Burgers sem ruido:

g_g — )\ <[[ ﬁ) @+ vV2i. (4.1)

Comumente, o parametro A é tomado igual a 1, mas aqui serd mantido arbitrario.
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No caso particular da equagao de Burgers sem ruido e com A = 1,

g_z _ (ﬁ 6) i+ V24, (4.2)

¢ um bom exemplo de EDP nao-linear cuja solucao pode ser construida a partir
de uma EDP linear, e talvez seja o tnico exemplo. O que torna essa equagao
particularmente interessante é o fato dela poder ser reduzida para a forma mais
simples da equagao de Navier-Stokes em uma dimensao [18]. Inicialmente, a equacao
de Burgers foi proposta para estudar turbuléncias em fluidos e hoje pode ser aplicada
em muitos campos da ciéncia, como, por exemplo, quimica, biologia e astronomia
[25]. A equacdo (4.1) descreve a complicada agdo mutua entre um aumento nao-
linear e a difusdo de uma onda [21].

A primeira solucao da equacao de Burgers foi encontrada independente-
mente por Cole [4] e Hopf [12] para a equagdo de Burgers unidimensional quando
A =1 e quando o termo estocastico nao havia sido considerado. Passaremos agora a
apresentar a solucao obtida e, depois, apresentaremos algumas variagoes da equagao

de Burgers.

4.1 Equacao de Burgers unidimensional

Vamos apresentar a primeira derivacao da solucao da equacao de Burgers em
sua forma unidimensional, dada independentemente por Cole [4] ¢ Hopf [12]. Antes
disso, vamos escrever a equagao de Burgers em uma dimensao, na forma que foi

considerada:

Ou _ Ou Ou
ot~ oz or2

lembrando que escrita dessa maneira, a equacao de Burgers é conhecida como

(4.3)

equacao de Burgers sem ruido, onde A\ = 1 e a variavel temporal é representada

por t.
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A transformacao usada para resolver (4.3) é

_ Oy

onde
¢ = (z,1).

Substituindo-as em (4.3) e integrando termo a termo com respeito a x obtemos

oo 1 [0\ 0%
T i I 4.
ot 2 (8:1:) e (45)

Como a equacao (4.3) é invariante sob as transformacoes:
r — azx,
t — a’t,

onde a é uma constante. Como (4.3) também é uma equacao de difusao, isso sugere

que exista uma solucao da forma

gO(iL‘,t) = gp(e(x,t)), (4'6>

onde # é uma solucao da equacao de difusao

06 0*0

Substituindo em (4.3) e depois subtraindo (4.7) temos
do\” d*¢
) —9p X 4.
( df ) Va0 (48)

0(0) = =2vIn(0 — ¢1) + co,

cuja solucao é

que para c¢; = 0 obtemos

2v 00

Vérias aplicagoes dessa solucao existem na literatura: na matemética [27], magne-

tohidrodinamica [9], astrofisica [15, 16] e cosmologia [11, 17].

41



4.2 Equacao de Burgers vetorial

Nerney [21] apresenta formalmente a derivagao das solugdes da equacao de Bur-
gers vetorial usando uma generalizacao da transformacao de Hopf-Cole, que pas-
samos a apresentar nesta secao.

Temos que a forma vetorial da equacao de Burgers (4.3) é dada por:

o
a—? i@ Vi = vV (4.9)

Essa equagao representa fluxos bastente gerais, mas as unicas solucoes analiticas
conhecidas sao irrotacionais [21].
Vamos assumir que o campo de fluxo é irrotacional, e assim obter a extensao

da transformacao de Hopf-Cole:

entao

i = V. (4.10)

A equagao (4.10) é a generalizacao da equacao (4.4) para trés dimensoes e, junto

com as equacoes

-

V2i=V(V-i)—V xV xi,
— Hu2 —
ﬁ-Vﬁ:V?—ﬁxVxﬁ,

permite reescrever a equacao (4.9) na forma:

| 0p (V)
Viagr T 2

—vVip| = 0. (4.11)

A equagao (4.11) implica que a quantidade dentro dos colchetes é uma fungao do

tempo somente, que denotamos por F(t). Dessa forma temos que:

%, V)
9 (Vo)

_ 2 —
Y 5 vV = E(t). (4.12)
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A forma da fungao desconhecida E(t) é irrelevante para nossa discussao pois nao

afeta a velocidade. De fato podemos definir um novo potencial:

1= — /E(t)dt,

que fornece o mesmo campo de velocidades que ¢ e obedece a mesma equagao (4.12)
mas com E(t) nula.

Consideraremos a identidade vetorial a seguir:

= — 4.1
Va 50 Vo, (4.13)

satisfeita em qualquer sistema de coordenadas curvilineo e ortogonal. Tomando a
divergéncia de ambos os lados com o = ¢ e usando (4.13) outra vez com o = dp/90
temos

0%p O

Vi = w(ﬁef + %vze. (4.14)

Usando também a equacao de difusao em trés dimensoes

% = vV?0. (4.15)

Agora aplicamos as equagoes (4.6), (4.14) e (4.15) na equagao (4.12) para obter:

Que representa a forma tri-dimensional da transformacao de Hopf-Cole.

4.3 Equacao de Burgers sem ruido

Esta dissertagao constitui uma primeira etapa de um sisteméatico estudo de
solugoes analiticas da equacao de Burgers. Dessa forma, consideraremos apenas
solugoes da equagao sem o termo estocastico, invariantes por simetrias de Lie. Os
métodos algébricos implementados que utilizamos nao permitem tratar termos es-

tocésticos. Dessa forma, estudaremos a equacgao generalizada de Burgers com ruido
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sem o termo estocastico:

% =\ (uﬁ) u+ vVu.

Escrita dessa forma, essa equacao é conhecida na literatura como equacao genera-
lizada de Burgers sem ruido ou equacdo deterministica [25],que descreve um decai-
mento passageiro de uma interface sujeita ao termo de amortecimento (viscosidade)
vV2u em combinacao com o crescimento do termo nao-linear MV,

A equagao de Burgers sem ruido (4.1) pode ser resolvida analiticamente por

meios da transformac@o nao-linear de Hopf-Cole [4, 12]:

A
w = exp {Q—/udxl ,
v

que mapeia (4.1) na equagao de difusao linear

8_w = vVw.

ot
Uma andlise do valor inicial é feita em particular no limite sem viscosidade v — 0.
Fogedby [7] apresenta duas solugoes para (4.1) no limite sem viscosidade,
onde ele utiliza os modos de Séliton e de Rampa: para o modo Séliton localizado na

parte positiva da reta real, a equagao (4.1) admite uma solugao senoidal de Gordon
uk(x) = uy tanh kg(z — xp),

violando a simetria de paridade, onde xg é a posi¢ao central, u, é a amplitude e a

largura inversa dada por:
)\U+
ks = —.
2v
No limite sem viscosidade v — 0, ks — 00, o séliton torna-se uma onda de choque.

Tentendo a invariancia Galileana

T — T — Augt,

U — U+ Ug.
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Facilmente obtemos também um soéliton aumentado se movendo com velocidade v.
Adotando a seguinte notacao para os valores de fronteira em x = +o0o por u4,

inferimos que a tnica condicao de sdliton é

2v
U4 +u_ = _Ta

expressando a velocidade do séliton em termos dos valores de fronteira u+. O modo
de séliton é uma “estrutura dissipativa”’ estavel, correspondendo a uma entrada
deterministica nas fronteiras e dissipativa no séliton central (hot spot). Na figura 4.1
é representado um séliton se movendo no sentido positivo para equacao de Burgers

sem ruido [7].

u

Figura 4.1: Séliton se movendo no sentido positivo como solugao da equacao de Burgers

sem ruido [7].

Além disso, também no limite sem viscosidade, a equagao (4.1) admite uma
Rampa com inclinacao negativa como solugao:
u(zt) o .
At
Na figura 4.2 é mostrada uma solucao em forma de Rampa para a equacao de Burgers
sem ruido [7].
No préximo capitulo, apresentaremos novas solugoes analiticas que sao in-

variantes por simetrias de Lie, da equacao (4.1) para qualquer valor de v e A, que
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slope —
ramp

Figura 4.2: Modo rampa com inclinacao negativa como solugao da equacao de Burgers

sem ruido [7].

obtivemos com o pacote SADE (Symmetry Analysis of Differential Equations), es-
crito no sistema Maple e desenvolvido no Grupo de Fisica-Matematica do IF-UnB

120].

4.4 Equacao de Edwards-Wilkinson

No caso em que o parametro A é muito pequeno ou igual a zero, a equacao de

Burgers (4.1) toma a forma da Equagao de Edwards-Wilkinson (EW) [6]:

% ~ UV + Vi, (4.16)
que é uma equagao de difusao linear dirigida pelo termo de ruido.

Uma aplicacao dessa equacao foi feita por [23] em cosmologia, onde foi
considerado um fluido cosmoldgico em escalas maiores do que 5h~'Mpc. Nessa
situacdo, (4.20) descreve o fluido em um regime difusivo-estocéstico. A solugao é
obtida através da equacao de Fokker-Planck associada a equacao EW com a dis-

tribuicao de probabilidades para os modos de niimero de ondas u;, dada por:

0 k2b2
—V
vo1 Uk — uge

P(Uk, b) XX Hexp —Ez 1_ 6—21/74:21) s
k
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onde u) é o valor inicial quando b = 0, L é a escala de comprimento, e para o termo

de ruido é assumido uma distribui¢ao de amplitude gaussiana dada por:

P(n) = exp [—QALG / n(xb)dedb} ,

com correlacoes satisfazendo
<77a 77/> = AG5 (I’ - IL'/) 0 (t - t/) )

onde A% é a intensidade do rufdo [8]. Se b — oo, entdo P (uy,b) aproxima-se da

distribuicao gaussiana estacionaria:

Ao mesmo tempo, os modos de correlagdes no espago de Forrier tem a forma de uma
lorentziana caracteristica de um modo difusivo conservado:

AC vk?

{u, o) = v oW (Vk2)?

(4.17)

com a largura da amplitude hidrodinamica vk? desaparecendo no limite de compri-
mentos de onda longos, como ¢ mostrado na figura 4.3 [7].

Em termos de quantidades fisicas, podemos obter a largura da linha fazendo
vk? — 019/ L (012 é a dispersao para os pares de velocidades peculiares). A in-
clinacao da funcao de correlagao para os modos difusivos seria comparada a trans-

formagao de Fourier da distribui¢ao de velocidades dos pares de galdxias [23].

4.5 Equacao de difusao

No caso em que A = 0, a equacao de Burgers sem ruido reduz-se a equacao de

difusao ordindria [25]:
a—)
au_ AVET

ob
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<uu> (ko)

o

0

Figura 4.3: Fungao de correlagdo para os modos difusivos no caso EW. A lorentziana
estd centrada em w = 0 e tem uma largura de amplitude vk? desaparecendo para grandes

comprimentos de onda [7].

que suporta modos difusivos de decaimento da forma:
u(wt) o exp [—iwpt + ikz]
com dispersao quadrética sem espaco (gapless) dada pela expressao
W) = —ivk?,
onde é mostrado na figura 4.4 para os modos difusivos

A iw?

Y
-

Figura 4.4: Lei de dispersao sem espago dos modos difusivos para o caso EW [7].
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4.6 Difusao nula (v = 0)

No caso em que v = 0, a equagao de Burgers sem ruido reduz-se a:

%:A(ﬁﬁ)ﬁ.

Esta ultima equagao nao tem sentido astrofisico. Uma flutuagao de densidade que
contribui para o processo de formagao de grandes estruturas segue o seguinte ca-
minho até passar a ser considerada como um sistema de galaxias gravitacionalmente
ligado: inicialmente, as estruturas comecam a ser formadas devido a aderéncia entre
as concentracoes de massa. Nesse estagio, o regime de formagao é linear, pois nao
hé cruzamento de trajetérias (o fluido é estritamente acolisional). Apds esse regime,
a formacao de estruturas entra em um nivel nao-linear de formacao, onde o termo
nao-linear comeca a ter relevancia crescente. Mais adiante discutiremos solugoes

obtidas para esse caso.

4.7 Movimento inercial: v=0e A =0

Finalmente, para o caso em que v =0 e A = 0, a equacao de Burgers sem ruido

reduz-se a
01 _
ob

que representa uma flutuagao de densidade que viaja no Universo com um movi-

0,

mento uniforme.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo vamos apresentar solugoes explicitas da equacao generalizada de
Burgers sem ruido (4.1) em trés dimensoes espacias, obtidas como solugdes invari-
antes por simetrias de Lie. A equacao escrita em termos das componentes de i, das

coordenadas espaciais e do tempo é:

Dug(x,y, 2,t) = A Jug(w, y, 2, 8) (Zug(z,y, 2, 1) +

+ uy (2,9, 2,t) ( uy(z,y, 2, t)) +u.(z,y, 2, 1) (Lu.(z,y, 2, t))} +

0 (a2, 0) + By (2,9, 2,8) + us(e,y,2,1))

gtuy(iv y,z,t) = A [um(x Y, 2, t)( Ux(x Y, 2, t)) +
+ uy (2,9, 2, t)( uy (7, y, 2, t)) + u,(z,y, 2, t)( UZ(ZE Y, 2, t))} +

+v <§—;um(x, Y, z,t) + 59—;2%(1?,% z,1) + %uz(% Y,z t)> ;

gtuz(x Y, z,t) = A [um(x Y, 2, t)( Uy (1, 2, t)) +
+ uy(x,y, 2, 1) <8yuy(a: Y, 2, t)) +u.(z,y, 2, t) (Lu.(z,y, 2, t))} +
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+v <§—;um(x, y,z,t) + 5‘—;%(%,% z,t) + 53_,:2“2(% Y, %, t)> ’

Nessa equagao, z, y, 2 e t sao as quatro variaveis independentes, e u,, u, e u, as trés
variaveis dependentes que representam, por sua vez, as componentes da velocidade.

Encontrar solucoes analiticas da equacao acima é uma tarefa muito ardua.
Até mesmo utilizando aproximacoes ou métodos de resolucao, a dificuldade em obter
as solucoes dessa equacao ainda é muito grande.

Apresentamos a seguir um exemplo utilizando o método de resolucao que
apresentamos no terceiro capitulo desta dissertacao.

Para definir as simetrias de ponto de Lie para o trio de equagoes acima

vamos representa-la da seguinte maneira:

Ou, Ou, Ou, Ouy
7Y = 0. 1
(9x’8y’(9z’(9t> 0 (5.1)

A <x7 y7 Z? t? u-f? U’y7 uZ’
Como o total de varidveis é 7, logo temos 7 transformagoes de ponto de Lie:
v = x4 €&y (2,y, 2t g, uy, uy) + O(€2);

Y =y + €&, y, 2, t, Uy, uy, us) + O(6);
Z/ =z+ 6&3(x7y7zat7uwauy7uz) + 0(62)7
t =t +eu(r,y, 2, t, Ug, Uy, uz) + O(7);

ul, = uy + e (z,y, 2, t, ug, uy, u,) + O(€2);

, —_—

Uy

Uy + 6772(3:7 Y, z, t7 Ug: 5 Uy, uz) + O<€2)7
ul = u. + ens(z,y, 2, 1, U, uy, uz) + O(2).

A prolongagao para as primeiras derivadas inclui mais 4 transformagoes de ponto as

7 relacionadas acima:

8%—&%—1—6 x ztuuu%%%% + O(é%);
6$’_8x ,r];D 7y777$) Yo Z:axuayuazaat I
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0y _ Oy + t
- a. € 'y 2y Uy Ugy Uy, Uz,
ay ay 77y 7y7 9 Yy

Ou, Ouy Ou, Ouy o
m’@’w’&)+m”’

oul,  Ou, Ou, Ouy, Ou, Ouy 2y
azl - aZ (x7 y? Z? t? uz7uy7uz7 827 Y ay Y aZ Y at ) + 0(6 )’
Ouy  Ouy Ou, Ouy Ou, Ouy

— ) 7t7 T sy U2y "y v T 0 Ay O 27
ot at'+€”t<x’y b ety s T B D 8t) +0()

que obedecem a seguinte condicao de simetria:

ou!, Ouy, oul, O,
A N v L) =0
(I y Z 9 ,7;’ y)uz’ a /? ay,? 82’/7 at/) )

que por si s6 é extremamente complicada.

O gerador infinitesimal de simetria G é dado pela expressao:

0 0 0 0 0 0
G:&%‘f‘&a +f3 +§4 +7716I+7728uy+7738uza

de acordo com a equagao (3.21). O gerador infinitesimal prolongado para incluir

também as derivadas é entao:

0 0 0 0 0 0
G = fla—x—{—fza —|—£3 +f4 +7]1 + 19 + 13 + (5.3)

Ou, Ou, ou,
) 0 9 9
b @ujor) M a@uioy) T Fa@uioz) " aouon
+ M22Oupy + NayOugy + Nrz0u. + N2t Oy + MyyOuyy, + MyzOu,,. +

Uyz

+ nytguyt + nzzauzz + nztauzt + nttautu

onde optamos em utilizar a notagao u. para representar derivadas de segunda ordem

na velocidade w:
0%u
oboc’

As componentes 7,, 1, 1, € 1, sao obtidas utilizando as derivadas totais definidas

nas secoes 3.2 e 3.5:

7750($a Y, z, ta Uy y Uy, uz) = Dxnl + D:c772 + Dxn?» - uxDx§1 - uyD:c€2
- uzD:vf?) - utDacf4;
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ny(xa Y, 2, T, Uy, Uy uz) = Dy771 + Dy772 + Dy773 - unygl - uyDy€2

— u, Dy — urDyéa;

nz(xa Yy, z, t, Uy, Uy uz) = Dz771 + Dz772 + Dzn3 - Utzgl - UyDz€2
- uzsz?) - utDz§4;

ne(x,y, 2, t, Uy, Uy u,) = Dy + Dime + Ding — uy Di&q — Uy D&
- Uthfz - Utth4-

Ja as componentes Naxs Nays Nz Moty Myys Tlyzs Tlyts Nzzs Tzt € The SA0 obtidas através

das férmulas:

Oz dy’ 8z ot

Oug Ouy Ou, ﬁut>

NJix (l'a%zvt»ux,uyyum Dan - UJ:pszl - UJny€2

— uy: D83 — ugeDyéa;

Oug Ouy Ou, (?ut) B

NJy <‘T)y7 Zut7ul‘7uy7u27 %7 Tyu Ev E

Dyny —ujeDy§1 — ugy Dy

- UJszg?) - UJtDy€4;

NJjz <x7y7zat7uw7uy7u27 DZT]J - UJxDzél - uJyDz€2

— ug.D&3 —ug D Ey;

Oug uy Ouz Dug
Ox’ Oy’ 0z Ot N

Nl Tty Dinty — wgeDe1 — gy D
9r Dy’ 0z Ot N7 — UgeDi&1 — ugyDio

— ugzDi€3 — u g Dia;

Ouy Ouy Ou, Ouy
B x7y7zat7uz7uy7u27 =

onde o indice J representa qualquer derivada com respeito a z, y, z ou t.
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Apés escrever todos os 7's explicitamente, as simetrias de ponto de Lie da
equacao sao obtidas diferenciando a condigao de simetria (5.2) com respeito a € em
e=0:

GA =0,

quando A = 0, que é a condicao de simetria linearizada. Sé assim poderemos igualar
a zero os coeficientes das varias poténcias das derivadas de u, e obter um sistema
linear de equacoes determinantes, que resultard em 12 equagoes com 7 incégnitas:
&1, &9, &3, €4, M, Mo e m3. A determinacao desse sistema e suas solugoes sao realizadas

pelo pacote SADE.

5.1 Os geradores infinitesimais da equacao de Burgers

Os geradores infinitesimais que dao origem a algebra de Lie do grupo de simetrias

da equagao (4.1) sao:

0
Gl_%a
0
GQ_a_yu
0
G3_§a
0
G4_a7
0 0
Gs Ou, A@x’
0 0
Gﬁ—a—uy—)\ta—y,
0 0
G7_8u3_)\t&’
o 0 0 N 0 B 0
T Yon,  “ou,  ou, - ouy
G — 0 B 0 N 0 B 0
9_“26% umﬁuz Zaux ‘”auz’



o 0 N o 0
Juy Hy ou, : Ouy Y ou,’
0 0 0 0 J

Gii=u 0 +u +u T z 2t
Uy, Y ou,  ~Ou, Oy y(?uy Oy, ou’

GIO = U,

o - WMug+x) 0 (Muy+y) 0 (Mus+2) 0
2 A Ou, A Ou, A ou,
— ot —yti — 2t 0 t2i.
Ou, Ou, ou, Ouy

O grupo de simetrias de Lie é construido a partir da algebra de Lie ge-
rada por esses 12 geradores. Na figura 5.1 apresentamos uma tabela com todos os

comutadores formados pela combinacao entre os geradores G;.

GGl G G &G Gy G G G G G G G Giz
G 0] B §] 8] O ] o -Gq -Gy 0 -G - %
Gy
Ga O 0 O 0 0 0 0 €5 0 Gz -Gy - 7
Gy
Ga 0 0 0 0 0 0 0 0 F G -G - 7
Gs |0 0 0 0 AG AG; MG O O 0 2G4 Gu
Gs B 0 §] -AGy O o o Gg -Gy 0 s 0
G | 0o o o @A 0o 0 0 G 0 -G G O
G | o o 0o @A 0 0 0 0 Gs Gs Gy O
Gy |G &% 0 0 G G5 0 0 Gy G O© 0
Ge s 0 -(h 0 G 0 -Gs -Gig O Gy 0 0
G 0 G -G 0 0 Gy G Gy -Gg O 0 0
Gn G G Gz 2G4 -Gs -Gg Gy O G 0 0 202
G, G G,
i < . R S it G 0 0 0 0 0o 2G 0
G = 1 7 11 12

Figura 5.1: Comutadores que geram a dlgebra de Lie da equagao de Burgers sem ruido.
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5.2 Solucgoes invariantes por simetrias de Lie da equacao de
Burgers

As solugoes invariantes de uma EDP sao encontradas quando decidimos o grau

de simetria das solucoes invariantes, pois cada gerador reduz o nimero de variaveis

independentes da equacao diferencial. Como o ntimero de variaveis independentes

da equacgao de Burgers ¢ 4, sao necessarios 3 geradores de simetrias para reduzir a

equacao original a uma EDO, que quando resolvida resulta na solucao invariante

sob os trés geradores escolhidos. Para a equacao de Burgers em questao, encon-

tramos 220 subgrupos de trés elementos cada (trés geradores), obtidos através de
uma combinacao simples com os doze geradores descritos na secao anterior.

Cada um desses subgrupos pode ou nao resultar em uma solucao invariante.

As solugoes obtidas por simples permutacao de x, y e z sao representadas por apenas

uma delas. Passamos agora a apresentar todas as solucoes obtidas.

5.2.1 Solucoes constantes
Solugao gerada pela combinagao de Gy, G e Gg:
uz(z,y,2,t) = cs3;
wy (2,9, 2,t) = co;
uy(z,y,2,t) = 1.
Solugao gerada pela combinacao de Gy, Gy e Gg:
us(7,y,2,t) = u(z,y,2,) = 0,
uy(x,y,2,t) = c.
Solugao gerada pela combinagao de G, Go e Gp:
uz(T,y,2,t) = Co,
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uy(z,y,2,t) = u(x,y, 2,t) = 0.

Solucao gerada pela combinacao de Gy, G5 e Gg:
uz(z,y, 2,t) = uy(x,y,2,t) =0,

u,(x,y, z,t) = c1.

Solugao gerada pela combinagao de G, Gz e Gy:
uz(z,y,2,t) = ¢y,

uy(z,y,2,t) = u(x,y, 2,t) = 0.

Solucao gerada pela combinacao de Gg, G5 e Gg:
uz(z,y, 2,t) = uy(x,y,2,t) =0,
u,(x,y, z,t) = c1.
Solugao gerada pela combinacao de Ga, G3 e Gy:
uz(z,y,2,t) = uy(x,y,2,t) =0,

uy(x,y,2,t) = .

Onde ¢4, s e c3 sao constantes arbitrarias. Este tipo de solugao nao possui nenhuma

relevancia fisica, em especial.

5.2.2 Solucgoes lineares no tempo

Solugao gerada pela combinagao de Gy, Go e G7:
Uz (2, y, 2, t) = e
uy(z,y, 2,t) = cs;
u,(x,y, z,t) = tey.
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Solugao gerada pela combinagao de G, Gz e Gg:
Ux(l', Y, z, t) = Cy;
uy(x,y, 2,t) = tey;

u,(z,y,2,t) = cs.

Solugao gerada pela combinagao de G, Gg e G7:
ug(T,y, 2, t) = cs3;
uy (T, y, 2,1) = teg;
u,(x,y, z,t) = tey.

Solucao gerada pela combinacao de Gy, Gg e Gy:
Ux(.’ll', Y, z, t) = UZ(I', Y, =z, t) = 07

uy(z,y, 2, t) = tey.

Solugao gerada pela combinagao de G, G7 e Gg:
ug(z,y, 2,t) = uy(x,y,2,t) =0,
uy(x,y, z,t) = tey.
Solucao gerada pela combinacao de Gs, G5 e Gs:
ug(z,y, 2, t) = tey;
uy(x,y, 2,t) = co;
uy(z,y,2,t) = cs.
Solucao gerada pela combinacao de Gg, G5 e G7:
ug(z,y, 2, t) = tey;
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Uy(l’,y,Z,t) = C3;
u,(x,y, z,t) = tes.

Solugao gerada pela combinagao de G, G5 e G:
ug(z,y, 2, t) = tey,

uy(z,y,2,t) = u(x,y, 2,t) = 0.

Solucao gerada pela combinacao de Ga, G7 e Gg:
ux(x7 y? Z’ t) = uy(x’ y? Z? t) = 07

u,(x,y, z,t) = tey.

Solucao gerada pela combinacao de G3, G5 e Gg:
uz(xa Y, z, t) = tey;

uy (2,9, 2,t) = te;
u,(x,y, z,t) = cs.

Solugao gerada pela combinacao de Gs, G5 e Gg:
ux(x> Y, z, t) = tcla

uy(z,y, 2,t) = u.(x,y,2,t) = 0.

Solucao gerada pela combinagao de Gs, Gg e Gy:
ug(x,y, 2, t) = u,(z,y,2,t) =0,
uy(z,y, 2, t) = tey.
Solucao gerada pela combinacao de G5, Gg e G7:
ug(z,y, 2, t) = tes;
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uy(x,y, 2,t) = tey;
u,(x,y, z,t) = tes.

Esse tipo de solucao corresponde a particulas com aceleracao constante, e nao tem

especial interesse para este trabalho.

5.2.3 Solucoes estacionarias

Solucao gerada pela combinacao de G, G e Gy:

1 1 /2A
ug(x,y, 2, t) = 1V ACs — Cace\/ AC5 + coV 20 - tan (5\/ Cs(z+c6)> ;
v

)\05

i

[ 1 [2x
uy(z,y,2,t) = v c3\/ A5 — cac6\/ Nes + ¢4V 2V - tan <§ VC5 (z+ CG)> :

2 1 /2X
uy(z,y, 2,t) = %-tan (y/%(z%—c@')).

Solugao gerada pela combinagao de Gy, Gz e Gy:

1 1 /2
ug(x,y, 2, t) = \/TCE, [01\//\05 — ¢ace/Acs + V21 - tan (5\/ %(y + 06)>] :

2ve 1 /2Xc
uy(z,y,2,t) = )\B-tan <§\/ VB(y—I—06)>;

;

Solugao gerada pela combinagao de G, G4 e Gg:

ux(xa%zat) = uy(:c,y,z,t) = 07 (54>

2 1 /2
u,(z,y,z,t) = 1;\01 - tan (5\/ VC1 (z + 02)) . (5.5)

Solucao gerada pela combinacao de G, G4 e Gy:

Um(%%z’t) = uz(xaya Zat) - 07
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2
uy(z,y,2,t) = Y tan
A
Solugao gerada pela combinacao de Gy,
2
ug(x,y, 2, t) = Y% tan
A
1
Uy(%yw%t) = \/)\705
uy(z,y,2,t) = .
z 7y7 ) - \/TCE)

| 1 [2x ]
c1V/ Acs — cacg\/ Acs + coV 2V - tan (2 VCB ($ + CG)> ;

Solucao gerada pela combinacao de Ga, G4 e Gg:

uaz(mayvzat) = uy(xayaz7t) = 07

2
uZ(l.?y? Z7t) = VCl

\ ~tan<

2

1v6§;@+@g).

Solugao gerada pela combinagao de G, G5 e G7:

21/61

ux(xv y7 Z7t) =

\ -tan(

2

1W(x+02)>,

uy(x,y, 2,t) = uy(z,y,2,t) = 0.

Solucao gerada pela combinacao de G, G4 e Gy:

um(x7y727 t) = /U’Z(x7y7 Z7t) = 07

/2
uy(x7y7z7t) = 13\61 - tan <

1

2

VE§;@+fg>.

Solucao gerada pela combinagao de Gs, G4 e Gip:

ug(x,y, 2, t) =

2 1 /2X
V)\cl - tan (5\/ VC1 (x+ cg)> :
uy(z,y, 2,t) = u.(x,y,2,t) = 0.
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Em que ¢4, c5 e cg também sao constantes arbitrarias.

Essas solucoes merecem destaque, principalmente as que possuem a mesma
forma da solugado (5.6-5.8), pois elas representam o unico de tipo de solugado que
possui expressoes relevantes para todas as coordenadas da velocidade u. As outras
que possuem a mesma forma da solugao (5.4-5.5) sdo casos mais particulares que
fogem do interesse deste trabalho. Na préxima secao discutiremos a relevancia das

solugoes do tipo (5.6-5.8).

5.2.4 Solucoes temporais

Solucao gerada pela combinacao de Gy, Gig e G11:

1 122442 122442 122442
z\4y 9> 7t =~ 8w I Y K, Y ) .
Uz (2,9, 2,1) NG {68 [01 0 (0 Fa—— + el | 0 FR— (5.9)

uy(z,y,2,t) = u(x,y, 2,t) = 0. (5.10)

Onde as fungoes Iy e K sao as fungoes modificadas de Bessel.

Solucao gerada pela combinagao de Gs, Gg e G1:

uz(z,y, 2,t) = uy(x,y,2,t) =0,

1 12242 122 + o> 122 + o>
Ar,y,2,t) = —=<qed w Iy (0, = Ky |0, = .
uz(z,y,2,1) i {68 [01 0( 3 1 + cotty 3 1y

Note que duas das coordenadas da velocidade sao nulas, o que dificulta a aplicagao

da mesma ao modelo apresentado no segundo capitulo.

5.2.5 Solugoes triviais:

uy(z,y,2,t) = uy(x,y, 2,t) = uy(z,y,2,t) =0

Encontramos solucoes triviais como solugao da equagao de Burgers quando uti-
lizamos as seguintes combinagoes de geradores:
{G1, G2, G5}, {G1, G2, Ge}, {G1, G2, Gs}, {G1, G2, Gio}, { G, G, Gs
{G1,G3,G7},{G1, G5, Go}, {G1, G3, Gia}, {G1, Gu, G5}, {G1, Ga, G},
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{G1,G4,Gr},{G1, G4, G12},{G1, G5, Gs}, {G1, G5, G}, {G1, G5, Gs },
{G1, G5, Go}, {G1, G5, Gio}, {G1, G5, G }, {Gh, Gs, Gia}, {Gh, G, Gs
{G1, Go, G}, {G1, G, Gra}, {G1, Gr, Go }, {Gh, G, Gia}, {Gh, G, G,
{G1,Gs, G}, {G1,Gs, G12},{G1, Gy, G1o }, {G1, Go, G11 }, {G1, Gy, G12},
{G1, G, G2}, {G1, G, G2}

{Go, G3,Ge},{Ga, G3, G}, {G2, G3, Gro}, { G2, G, Gui }, {Ga, G, Ga},
{Gs, G4, G5}, {Ga, G4, G}, {Ga, G4, G7},{Ga, G4, G12},{G2, G5, Gg },
{Gs, G5, Gs},{Ga, G5, G12},{G2, G, G}, {Ga, Gg, Gs }, { G2, Gg, Go },
{G2, G, Gro}, {Ga, Go, G11},{G2, Go, Gi2}, {G2, Gr, Gro}, { G2, G, G}
{Ga, G7, G2}, {Ga, Gy, Go}, {Ga, Gs, Gro}, {Ga, G, Gra}, {Ga, Gy, Gro},
{Gs, Gy, G12},{G2, G0, G12},{Ga, G11, G12};

{G3,Gq,G5},{G3,Gq,G6},{G3, Gy, G7},{G3, G4, G12}, {Gs, G5, Gr},
{G3,G5,Go},{G3, G5, G12}, {Gs, Ge, G7},{Gs, Ge, G1o}, {G3, Gs, G11 },
{Gs,Ge, Gi2}, {Gs, G7, Gs},{Gs, Gr, Go}, {G3, G, Gio }, { G, Gr, G ],
{G3,G7,G12},{G3,Gs, Go}, {G3, Gs, Gho}, {Gs, Gs, G12}, {G3, Go, G0},
{G3, Gy, G11},{Gs, Go, G12},{G3, G19, G12},{G3, G11, G12};

{G47 G57 G6}7 {G47 G57 G7}7 {G47 G57 G8}7 {G47 G57 G9}7 {G47 G57 G10}7
{Gy4, G5, G11},{G4, G5, G2}, {G4, Gs, G7},{G4, Gs, Gs }, {G4, G, Go },
{G1,Ge, G0}, {Ga, Go, G11},{Ga, G, Gi2}, {Ga, G7, Gs }, {Ga, Gr, G},
{G4, G, G0}, {Ga, G7, Gi1 },{Ga, G7, Gia}, {Ga, Gs, Gra}, {Ga, Gy, Gra},
{G4, Gro, Gr2},{G4, G1, G2}

{G57 G67 GS}; {G57 G67 G11}7 {G57 G77 G9}7 {G57 G87 G9}7 {G57 G87 GlO}J
{G57 G87 Gll}) {G57 G97 GlO}a {G57 G97 G11}7 {G57 GlO? G11}7 {G57 Gll) GIQ};

{G67 G77 G10}7 {G67 G77 Gll}a {Gﬁa GSa Gg}, {GGa G8a G10}7 {G67 G87 G11}7
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{G67 G9a G10}7 {Gﬁa G97 G11}7 {G67 G10> G11}7 {G67 Glla G12};

{G7,Gs,Go},{G7,Gs, G1o}, {Gr, Gs, G11},{G7, Gy, G1o}, {Gr, Go, G11 },
{G% Gho, Gn}, {G7, G, G12};

{G87 G9a G10}7 {G87 G97 G11}7 {G87 G10> G11}7 {G87 Glla G12};

{GQJ G107 Gll}J {GQJ G117 G12}7 {G107 G117 G12}'
Esse tipo de solucao nao tem nenhuma relevancia fisica.
5.2.6 Solucgoes complexas

As combinagoes dos geradores mostradas a seguir geram como solugao fungoes

complexas que fogem completamente do interresse fisico:

{Gh G87 Gll};
{G2, Gs, G12}, {G2, Go, Gn};
{G3,G10,G11}§

{G47 G87 G9}7 {G47 G87 G10}7 {G47 G87 G11}7 {G47 G97 G10}7 {G47 GlOa Gll}-

5.2.7 Solugoes contendo fungoes e parametros arbitrarios

a) Solugoes contendo fungoes a determinar:

{G1,G3,G11},{G1, Gy, G0}, {G1, Gy, G111}, {G1, G, G11 };
{G2, G4, Go}, {G2, G5, G11 };
{G3,G4,Gs},{G3,G4,G11},{Gs, G5, Gi1 };

{G4, Gy, G111}, {G4, Gs, Gr2};

{G5,G7,G11},{Gs, G7, Gra};
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{G6>G7> G12}5
{G& Go, G12}, {Gs, Go, G12};

{G97 G107 Gl?}-
As combinagoes dos geradores citadas acima geram como solucao da equagao
de Burgers solucoes contendo fungoes que dependem da solucao de equacgoes

diferenciais complicadas e que nao consideraremos aqui.

b) Solugbes contendo somente parametros a determinar:

{Gb G67 G10}7 {Gla G77 GlO};
{G27 G57 G9}7 {G27 G77 G9};
{G37 G5> GS}) {G3> G67 GB};

{G57 G67 G9}7 {G57 G67 GlO}a {Gf)a G7a GS}a {GSa G7a G10}7 {G57 G87 G12}7

{G57 G97 GlQ};
{G67 G, G8}7 {G67 Gr, G9}7 {G67 Gs, Glz}, {G67 Go, G12};

{G77 G97 G12}7 {G7a G107 Gl?}'
As combinagoes dos geradores citadas acima geram sistema de equagoes con-

tendo parametros arbitrarios que impedem a obtengao de solugoes.

5.3 Discussoes

Apresentamos agora uma aplicacao das solugoes obtidas da equagao genera-
lizada de Burgers sem o termo estocastico mostradas na secao anterior. Para isso,
utilizaremos a solugao (5.6-5.8), pois é o unico tipo de solu¢do, como haviamos dito

anteriormente, que apresenta uma forma com as trés componentes da velocidade

65



nao-nulas. Ja o tipo de solugao (5.4-5.5) pode ser considerado um caso particular
das solugoes do tipo (5.6-5.8) e as solugdes temporais do tipo (5.9-5.10) tém ao menos
uma das componentes nula, tornando-as irrelevantes para a analise que faremos. A
solugao escolhida para a analise serd comparada com dados observacionais do campo
de velocidades peculiares de galaxias do catalogo “A list of peculiar velocities of
RFCG galaxies”[14]. Essa lista corresponde a objetos centrados num volume local

do Universo onde a distribuicao de galaxias respeita a funcao de correlacao de dois

&(r) = <L) _1.777 (5.11)

To

pontos dada por

onde 19 &~ 5Mpc (e.g. [5], [22]) e r é a posicao a ser considerada. A fungao de
correlagao de dois pontos é uma medida quantitativa de aglomerados de galaxias e

é definida via a probabilidade de encontrar pares de galaxias em uma distancia 7:
dNpor = Ng (14 §(r)) dVrdVa,

onde Ny é a densidade de massa média e dV; e dV5 sao elementos de volumes em
torno das posigoes consideradas. A funcao &(r) também pode ser definida utilizando

o contraste de densidade §(&) = dp/po:

dear = p(f)d‘/lp(f—i—f»)d‘/g
= p2 (14 8(2)) (1 + 0(F + 7)) dVidVs.

Calculando a média em um grande volume, removemos os termos lineares em J(7)

e obtemos
(dNpar) = po (1 + (8(2)(& + 7)) dV1dVs,
e portanto,
§(r) = (0(2)0(7 + 7).
O procedimento utilizado nessa aplicagao foi dividido em duas etapas: na

primeira etapa, realizamos simulagoes de Monte Carlo que geram distribuicoes de
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pontos, de acordo com o método de metrépolis, seguindo a mesma lei dada por
(5.11). Estas posigoes foram introduzidas na solugao (5.6-5.8), gerando assim cam-
pos de velocidades tedricos. Na segunda etapa, executamos ajustes estatisticos das
distribuicoes de velocidades tedricas. Com esses testes podemos indicar valores para
os parametros que devem ser usados para que a solucao produza um campo de ve-
locidades com distribuicao aproximadamente equivalente a dos dados observados de

velocidades peculiares do catdlogo [14].

5.3.1 Obtencao das posicoes de galaxias

Para calcularmos as velocidades a partir da solugao (5.6-5.8), necessitamos de
um conjunto de posicoes representativas da distribuicao de galaxias em um certo vo-
lume do espacgo. De posse dessas posi¢oes, podemos introduzi-las na fungao-solugao,
e dessa forma obtermos o campo tedrico de velocidades peculiares, que por sua
vez satisfaca uma determinada combinacao numérica dos parametros: A\, v, ¢, co,
c3, C4, C5 € Cg. Tais posicoes podem ser obtidas a partir de grandes simulagoes
cosmoldgicas. Simulacoes desse tipo levam em conta a escolha dos parametros
cosmoldgicos que descrevem a evolucao do Universo, tais como, taxa de expansao,
conteido de matéria, e a equagao de estado. Simular a evolug¢ao do Universo equi-
vale a realizar as interacoes entre as particulas, passo a passo, até que, dentro de
um volume simulado, estruturas sejam formadas, tais como galdxias, aglomerados,
superaglomerados e filamentos, dependendo da escala observada, e entao finalmente
pode-se obter as posicoes dos objetos de interesse. Contudo, esse processo tem um
alto custo computacional e produz resultados fortemente dependentes das escolhas
das condigoes iniciais.

Por outro lado, uma vez que os dados que serao comparados com os campos
tedricos correspondem a um volume do Universo Local, sabemos que tais posicoes

devem respeitar a func¢ao de correlacao dada por (5.11).

67



Para o nosso caso especifico, ao invés de fazermos uma simulacao cos-
molégica, o que demandaria tempo e recursos computacionais, realizamos 25 si-
mulagoes do tipo Monte Carlo (qual geram pontos aleatérios pelo método de metro-
polis) com 10 mil particulas cada. Tais simulagoes reproduziram “realizagoes” do
Universo atual, onde consideramos um cubo (volume simulado) com aresta de 120
Mpec. Cada simulacao gerou uma distribuicao de pontos respeitando a funcao de cor-
relacdo de galaxias (5.11). Assim, obtivemos ao todo 250 mil posigoes de galdxias
que, usadas na solucao (5.6-5.8), geram 250 mil dados de velocidades peculiares
tedricos. Utilizamos para tal o programa desenvolvido por Andrade [1], no qual
se realizou a leitura das posi¢oes simuladas via soluc¢do (5.6-5.8). Dessa forma, foi
gerado nao somente o campo tedrico das velocidades peculiares, mas também o

histograma da distribuicao dessas velocidades obtidas.

5.3.2 Analise

Inicialmente, realizamos o histograma da distribuicao de velocidades com os
dados observacionais do catdlogo RFGC (Redshift Flat Galaxies Catalog) mostrado
na figura 5.2. No grafico mostrado nessa figura estao apresentados 1326 dados
de velocidades peculiares de galdxias observadas. O eixo das ordenadas representa
as velocidades peculiares do catalogo RFGC, compreendidas entre os valores -7 823
km/se+9439 km/s. O eixo das abscissas representa o indice inteiro correspondente
a cada galdxia, por exemplo: para a galdxia 1, a velocidade serd v;; para a galdxia
2, serd vq; e assim por diante. O valor médio obtido para esse campo de velocidades
foi de 54.4 km/s e a dispersao dos dados foi de 47.2 km/s.

Nas figuras 5.3 e 5.4, mostramos o histograma, que representa uma contagem
relativa de galdxias que possui uma determinada velocidade, obtido para o campo
observacional de velocidades peculiares apresentado na figura 5.2; na primeira figura

utilizamos um ajuste gaussiano e na segunda um ajuste loretziano.
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Dados Observacionais de Velocidades Peculiares
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Figura 5.2: Dados observacionais de velocidades peculiares de galaxias [14].

Chamamos a atencao do leitor para o valor do parametro y? obtido para
cada ajuste estatistico. Note que o valor do x? do ajuste lorentziano ¢ levemente
melhor do que o do ajuste gaussiano, o que nos sugere que o ajuste lorentziano serve
como melhor base para comparacoes futuras.

A seguir, com os dados das 250 mil posicoes obtidas pelo processo de Monte
Carlo, estimamos as velocidades mediante o calculo da solugao (5.6-5.8). Para que
fosse efetuado esse cédlculo, realizamos uma anélise qualitativa para o comportamento
do histograma simulado com algumas combinacoes numéricas para os parametros
v, \, 1, Co, C3, C4, C5 € Cg. A andlise que fizemos das unidades de medidas de cada
parte da soluc@o (5.6-5.8) é mostrada abaixo:

e Para a velocidade u(x,y, z,t): a unidade de medida para a velocidade u é [u] =

km/s, compativel com a unidade dos dados observacionais das velocidades pecu-

liares;
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Figura 5.3: Ajuste gaussiano para os dados observacionais de velocidades peculiares.

e Para as posicoes x, y e z: apesar da escala do problema astrofisico em questao

ser comumente medida em parsecs (pc) ou Megaparsecs (Mpc), vamos utilizar a
unidade de medida quilometro (km) para sermos coerentes com a unidade de u;

e Para o tempo ¢: também para sermos coerentes com a unidade de u, vamos utilizar

para o tempo ¢ a unidade de medida segundo (s), apesar de comumente ser utilizada
a unidade Giga-anos (Gyr);

e Para o parametro v: sabemos que modula o termo difusivo. Ele é medido em
[v] = km?/s. Para que haja formagao de estruturas seu valor deve ser grande e
positivo;

e Para o parametro \: esse parametro controla a nao-linearidade do problema. Ele

nao possui unidade de medida, ou seja, é adimensional. Sabemos que o problema
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Figura 5.4: Ajuste lorentziano para os dados observacionais de velocidades peculiares.

de formacao de estruturas em grandes escalas estd em um estagio inicial de nao-
linearidade, mas nao sabemos ainda como expressar isso em um determinado valor
numérico, somente sabemos que A pode ser préximo de 1;

e Para as constantes cs e ¢g: note nas equagoes (5.6-5.8) que essas duas constantes

estao dentro da funcao tangente, cujo argumento deve ser adimensional, logo vemos
que a unidade de medida de cg tem que ser igual a unidade da posicao x, ou seja,

[cg] = km. Para a unidade de ¢ temos que:

1 [cs]
km?2

N[

km o= 1
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(lesh)z - km = —,
S2
ou seja,
1
[c5] = S

Note que ¢5 > 0, pois caso contrario a solugao em questao nao teria significado fisico;

e Para as constantes c¢; e c3: essas duas constantes tém unidades de velocidade e

podem assumir qualquer valor numérico: [¢1] = [¢c3] = km/s;

e Para as constantes cy e ¢4: essas duas constantes tém a mesma unidade de c5, ou

seja, [ca] = [eq] = 1/s. Tanto ¢y quanto ¢4 podem também assumir qualquer valor
numérico.

Para compatibilizarmos as unidades na solu¢ao introduzimos um fator nu-
mérico de conversao na variavel x e no parametro cg. Assim, a solucao escolhida

para os testes toma a seguinte forma:

2 1 [2x
(2, y, 2,t) = 1/ ”;5 - tan (5\/ ;5 (z + cg) - 3.085677 x 1019> : (5.12)

1
uy(x,y,2,t) = [01\/)\05 —  Cace\/ ACs + V20 X (5.13)

vV )\C5
1 [2x
X tan (5\/ ;5 (z + ) - 3.085677 x 10" ]

1
uy(z,y,2,t) = [Cg A5 —  caCe\/ A5 + caV 20 X (5.14)

/\C5
1 [2x
X tan <§ S (2 + ¢g) - 3.085677 x 1019>] :
1%

onde levamos em conta o fato de que 1 pc = 30856 775800 000 km.

;

Na obtencao da combinacao de parametros, fixamos valores para v, A, cs
e cg. Isso facilita a andlise, pois a fungao tangente apresenta um comportamento

muito irregular numa mudanga minima nos seus argumentos. Depois, por causa
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da simetria 6bvia entre as componentes u, e u., impomos que os valores dados a ¢;
seriam os mesmos aos dados a ¢z e os valores dados a ¢y seriam os mesmos dados a ¢4.
Observamos entao, que as constantes ¢y e ¢4 influenciam na largura da distribuicao,
seja ela lorentziana ou gaussiana. Por sua vez, c¢; e c3 determinam a posicao do
pico central da distribuicao, valores negativos ocasionavam uma média negativa de
velocidades. O intuito é “casar” a distribuicao simulada com a distribuicao das
velocidades observadas. Dessa forma, fomos ajustando os valores dos parametros
até obter um histograma simulado com aproximadamente a mesma média, largura
a meia altura e cauda do histograma das distribui¢oes das velocidades observadas.
A combinacao de parametros mais adequada ao ajuste dos dados observa-

cionais que encontramos foi a seguinte:
v = 1.0-10% km?/s; (5.15)

A = 5.0-10°%

cp=c3 = 4.3-10"km/s;

cp=cy = —8.0-10*/s;
cs = 5.0/s;
Cg = 0.

Com essa combinacao de parametros e as 250 mil posigoes simuladas subs-
tituidas na solugao modificada (5.12-5.14) geramos o campo téorico de velocidades
peculiares com 250 mil dados. Esse campo de velocidades é mostrado na figura 5.5,
onde o eixo das ordenadas representa as velocidades peculiares simuladas, e o eixo
das abscissas o indice de cada galaxia.

O histograma gerado a partir do campo tedrico de velocidades peculiares
apresentado na figura 5.5, é mostrado nas figuras 5.6 e 5.7, em que na primeira
fizemos um ajuste gaussiano e na segunda, um ajuste lorentziano.

A média das velocidades para o campo de velocidades apresentado na figura
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Figura 5.5: Dados de velocidades peculiares obtidas com a solugdo (5.11-5.14), onde foi

usada a combinacao de parametros (5.15).

5.5 obtida foi de 56.3 km/s; bem préximo do valor da média para os dados observa-
cionais, que foi de 54.4 km/s. Note que o parametro x? dos graficos acima também
mostra que o ajuste lorentziano é melhor do que o ajuste gaussiano, como nos his-
togramas para os dados observacionais, e como obtido por Ribeiro e Falcao [23] para
o caso do regime linear de difusao estocéstica da equagao de Burgers generalizada
com ruido. Lembrando que a equagao de Burgers na forma que estd escrita em (4.1)
estd em um regime difusivo nao-linear. Comparando a figura 5.6 com a figura 1 de
Ribeiro e Falcao [23], representada aqui nesta disserta¢ao na figura 5.8, mostra que
ambas tem o mesmo comportamento qualitativo. KEssas comparacoes estatisticas

como resultado podem ser, em algumas areas da ciéncia, consideradas muito sim-
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Figura 5.6: Ajuste gaussiano para as velocidades peculiares mostradas na figura 5.5.

ples, mas em cosmologia é normal, pois o intuito é “casar” ordens de grandezas e
distribuicoes de dados observacionais com as de dados tedricos.

Esse resultado tem um aspecto interessante porque indica que tanto o cresci-
mento da granulosidade (que aumenta o termo de ruido na equacao do fluido) como
a existéncia de um regime nao-linear de formacao de estruturas, concorrem para um
mesmo efeito sobre a distribuicao de velocidades peculiares das galdxias, ou seja,
ambos levam a definicao de um perfil aproximadamente lorentziano. Um resultado
juntamente interessante ao fato de termos obtido um perfil lorentziano melhor do
que o gaussiano para os dados de velocidades simuladas, ¢ o de nao ter obtido um
perfil gaussiano melhor do que o lorentziano. Naturalmente, esses resultados tém
um carater exploratério, ainda preliminar, e estudos subsequentes sao necesséarios

para confirmar ou nao o efeito de granulosidade e nao-linearidade sobre o campo de
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Figura 5.7: Ajuste lorentziano para as velocidades peculiares mostradas na figura 5.5.

velocidades peculiares.

76



1.2 T T T T T T T T T T T T T T

1L 0,,=359 km s i
x°=0.2492 -> Lorentzian Profile

a%<1.0 _

o
o
I

| »=8.35 Mpc® Qyr™ J

e
-
T
|

amplitude — arbitrary units
b
N
| .
| |

0.2 - —

0 | Il 1 1 | 1 1
—0.4 —-0.2 0 0.2 0.4

e {100 km 87"

Figura 5.8: Perfil lorentziano para a func¢ao de correlagdo < u,u’ > dado pela equagao

(4.17), segundo Ribeiro e Falcao [23].
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Capitulo 6

Conclusoes e pespectivas futuras

Neste trabalho, apresentamos um aspecto do problema astrofisico de formacao
de estruturas em grandes escalas a partir de solugoes analiticas obtidas utilizando
computacao algébrica.

No segundo capitulo, mostramos que o Universo pode ser considerado como
um fluido ideal, que com o uso das equagoes da hidrodinamica, mais precisamente,
da equagao de Euler, nos leva a equagao generalizada de Burgers com ruido. Como
uma primeira etapa de um sistematico estudo de solugoes analiticas dessa equagao,
consideramos somente as solugoes da equacao sem o termo estocdstico, invariantes
por simetrias de Lie, pois os métodos algébricos implementados que utilizamos nao
permitem tratar termos estocéasticos. Mas mesmo assim, obtemos solugoes relevantes
que ainda resultam em resultados de interesse fisico.

No terceiro capitulo, delineamos o método de solucao utilizado pelo pacote
SADE, escrito em Maple, que nos permitiu obter as solugoes da equagao generalizada
de Burgers sem ruido usando simetrias de Lie. Tal método de solugao de equacgoes
diferenciais, nos permite obter solugoes através de transformacoes infinitesimalmente
proximas a origem que mantém invariante a forma original da equacao diferencial
considerada, e que depende apenas das variaveis dependentes. Essas solucoes obtidas

sao chamadas de solugoes invariantes. A idéia por trdas do método é reescrever as
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variaveis independentes da equacao diferencial em que se quer obter suas solucoes
de tal maneira que, quando introduzidas na mesma equagao, a sua forma original
¢ preservada. Essa reescricao das varidaveis independentes é uma transformagao
infinitesimalmente préxima a unidade, obtida através de uma expansao de Taylor
em que sao consideradas somente os termos de primeira ordem da expansao. A
determinacao dos geradores de simetria da equacao diferencial envolve a solugao
de um sistema de equacoes diferenciais parciais lineares, denominado sistema de
equagoes determinantes. Cada gerador de simetria nos permite reduzir o niimero de
variaveis independentes da equacao diferencial. No nosso caso em especifico em que
temos quatro variaveis independentes, o conhecimento de trés geradores de simetria
nos permite reduzir a equacao generalizada de Burgers sem ruido a uma EDO, que
entao podemos tentar resolver analiticamente. Todo o procedimento apresentado
no terceiro capitulo foi implementado no pacote SADE, que obtém os geradores
de simetria e as correspondentes solucoes invariantes de uma determinada equagao
diferencial automoticamente.

No quinto capitulo apresentamos todas as 220 solugoes invariantes por sime-
trias de Lie obtidas com o programa computacional conseguidas com os 12 geradores
de simetria também obtidos com o programa.

Feito isso, aplicamos a solucao invariante (5.6-5.8), pois foi o tinico tipo de
solugao obtida em que todas as componentes da velocidade apresentam uma forma
nao-nula, ao problema de formacao de estruturas. Tal aplicabilidade foi conseguida
simulando uma distribuicao de posicoes de galaxias respeitando a funcao de cor-
relacao de dois pontos. As simulagoes realizadas forma do tipo Monte Carlo, em
que os pontos foram gerados através do método de metrépolis. Com as posicoes
obtidas, usamos a solucao para gerar campos de velocidades tedricos. Entao ini-
ciamos varios testes para obtermos uma combinacao de parametros que gerasse

uma distribuicao de velocidades compativel com a distribuicao de velocidades pe-
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culiares observadas. Essa compatibilidade foi verificada através de histogramas de
distribuicao de velocidades, onde comparamos os histogramas de distribuicao de ve-
locidades observacionais com os histogramas obtidos com as velocidades simuladas
a partir da solugao (5.6-5.8).

Com a combinagao de parametros obtida em (5.15), verificamos que a com-
patibilidade entre as duas distribuicoes de velocidades é boa e sugere que o modelo
exposto no segundo capitulo desta dissertacao é relevante para descrever a formagao
de estruturas no Universo. Estes ainda sao resultados preliminares que necessitam
de mais testes. Também, é aconselhavel analisar algumas outras solu¢oes como por
exemplo a solu¢ao do tipo (5.4-5.5) a solucdo do tipo (5.9-5.10) apresentadas na
secao 5.2; podendo inclusive obter mais solugoes com o método de simetrias nao-
classicas, que ¢ uma generalizacao das simetrias de Lie. Podemos também, obter
os parametros analiticamente, utilizando tanto catalogos de velocidades peculiares
como simulagoes numéricas de N-corpos. Outras andlises também podem ser rea-
lizadas utilizando outros bancos de dados observacionais mais recentes ou com uma

amostragem maior.
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