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Resumo

Nesta tese apresentamos uma introdugao detalhada da dinamica de campos térmicos
(DCT), formalismo que se propde a tratar sistemas térmicos. A DCT se mostra util por
incorporar as mesmas técnicas de calculo que a teoria quantica de campos a temperatura
zero, incluindo formalismo canonico, formalismo funcional e técnicas de renormalizacao. E
neste contexto que introduzimos um formalismo funcional que trata naturalmente sistemas
interagentes. Como um dos desenvolvimentos do projeto aplicamos a DCT em um modelo
¢* definido sobre um espaco-tempo nao-comutativo. Tal aplicacao, entre outros interesses,
nos possibilita comparar a DCT aos resultados obtidos por outros formalismos térmicos
(por exemplo, Matsubara) quando aplicado a sistemas definidos sobre um espago-tempo
nao-comutativo encontrados na literatura. Afim de construir uma teoria térmica sobre
espacos nao-comutativos, invariante sob transformacgoes do grupo de Poincaré, obtivemos
o grupo de Poincaré com o coproduto deformado. Neste formalismo mostramos que a
matriz S independe do parametro de nao-comutatividade, porém a estatistica da teoria é

alterada. Obtemos, ainda, a expressao para o teorema de Wick desta teoria.
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Abstract

In this work we present a detailed introduction to thermofield dynamics (TFD), a formalism
dealing with thermal systems. TFD is useful because it uses the same technics of quantum
field theory at zero temperature to finite temperature systems, including canonical formal-
ism, functional formalism and renormalization technics. In this context we introduce a
functional formalism that treats naturally interacting systems. We apply this formalism
to ¢* model defined over a non-commutative space-time. This application is interesting
because it enable us a comparison of DCT with other results obtained by other thermal for-
malisms, e.g. Matsubara’s formalism, applied over non-commutative space-time. In order
to approach a thermofield theory over non-commutative space-time, invariant by Poincaré
group, we obtain the twisted Poincaré group. In this formalism we show that the S-matrix
do not depend of the non-commutative parameter, but the statistics is changed. We obtain

the Wick’s theorem for this theory.
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Capitulo 1

Introducao

As teorias de campos formuladas sobre espacos nao-comutativos tem atraido atencao
nas ultimas décadas por varios motivos. Em particular, estas tem sido associadas com
o comportamento de campos de calibre nao-abelianos e com efeitos fenomenolégicos em
fisica da matéria condensada, incluindo aspectos de transigdo de fase [1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8]. Adicionalmente, existem alguns resultados advindos de teorias de cordas. Neste
caso, Connes, Douglas e Schwarz [9] mostraram que uma teoria-M pode ser equivalente
a um campo super-simétrico de Yang-Mills sobre um toro nao-comutativo; um resultado
explorado e expandido por Seiberg e Witten [10].

Um ingrediente das teorias de campos sobre espagos nao-comutativos é a mistura das di-
vergéncias infravermelha e ultravioleta (mistura UV-IR) se manifestando simultaneamente
nos esquemas de perturbacao. Esta divergéncia é uma marca da nao-comutatividade devi-
do ao aparecimento de diagramas nao planares; e uma forma de regularizar as divergéncias
UV é requerer que os momenta externos estejam distantes do regime IR. A mistura UV-
IR ¢é relevante para aplicacoes da nao-comutatividade em sistemas da matéria conden-
sada, incluindo os casos a temperatura finita, como no efeito Hall quantico [1]. Uma
das maneiras de se testar a nao-comutatividade entre coordenadas espaciais consiste em
considerar o limite de altas temperaturas [11]. Estes elementos tem entdo motivado di-
versos estudos que levam em conta a temperatura, e todos sao baseados no formalismo de
Matsubara [12, 13, 14, 15, 16].

Nas teorias de campos existem métodos para se introduzir o efeito de temperatura que
sao implementados por diferentes escolhas de contornos do plano de tempo complexo. Um

desses métodos é o formalismo de tempo imagindrio (Matsubara) [17], construido por uma



rotagdo de Wick na evolugao temporal do fator de Boltzmann, exp(—SH), onde 5 é o
inverso da temperatura 7", de modo que o tempo ¢t é mapeado em um tempo imagindrio:
t—t=1ir,com0 <7 <. Ooutro formalismo é denominado tempo real e, como nao trata
de tempo imaginario, pode ser aplicado a problemas fora do equilibrio térmico. O primeiro
formalismo de tempo real foi proposto por Schwinger [18] e Keldysh [19], incluindo um
desenvolvimento funcional. Uma outra forma para se introduzir um método de tempo real é
denominado dinamica de campos térmicos (DCT) [20, 21], e é estabelecido a partir da no¢ao
de espacos lineares e teorias de representacao. Ambos os formalismos, Keldysh-Schwinger
e DCT, sao essencialmente o mesmo para situagoes de equilibrio termodinamico [22].

A DCT foi proposta por Takahashi e Umezawa para sanar dificuldades com a utilizagao
do formalismo de tempo imaginério [23]. Os elementos bésicos da DCT sao a duplicagao
do espaco de Hilbert e uma transformacao de Bogoliubov. Esta tultima consiste em uma
rotacao, que associada com a duplicagao conduz a termalizacao. Este formalismo foi de-
senvolvido para fins praticos, e acomoda esquemas perturbativos e regras de Feynman que
seguem em paralelo com as das teorias quanticas de campos a temperatura finita [20, 24].
As aplicagdes incluem sistemas supercondutores [25], sistemas magnéticos como ferromag-
netismo e paramagnetismo [26], 6tica quantica [27, 28, 29, 30, 31|, fendmenos de transporte
[32], d-branas [33, 34] e fisica de particulas [24].

Formalmente a teoria de tempo real pode ser estudada usando DCT no contexto de
algebras-C* [35] e grupos de simetria [21, 36, 37]. Nesta andlise a estrutura da representacao
de Tomita-Takesaki [38, 39] é usada e, em particular, o significado fisico da duplicagao do
espago de Hilbert é totalmente identificado com a nogao de grupos-térmicos de Lie [40, 21].
Nesta perspectiva, existem diversas possibilidades algébricas para se explorar os efeitos
térmicos. Como exemplo, a teoria cinética tem sido formulada a partir de representacoes
de grupos de simetria [21] e elementos de g-grupos tem sido considerados, onde o efeito da
temperatura fica relacionado a uma deformagao da &lgebra de Weyl-Heisenberg [41, 42].

Um aspecto interessante que surge naturalmente a partir da estrutura algébrica da
DCT é o propagador escrito em duas partes: uma descreve a teoria a T = 0, enquanto
a outra é responsavel pelo efeito de temperatura. Este nao é o caso do formalismo de
tempo imaginario, onde o propagador se reduz ao de uma teoria euclideana 3-dimensional
no espaco dos momenta, envolvendo uma soma infinita das frequéncias de Matsubara:
w, = 27/ no caso de bdsons e w, = w(2n + 1)/ no caso de férmions.

O uso da DC'T passa a ser muito apropriado quando o efeito de temperatura concorre com

I'Neste trabalho adotaremos kg = 1.



outro parametro, como em uma teoria nao-comutativa. Este é um aspecto que exploraremos

em detalhe neste trabalho.

Objetivo geral

Neste trabalho nosso principal objetivo é analisar a competi¢ao entre o efeito térmico
e o parametro de nao-comutatividade em uma teoria de campo a temperatura finita com
tempo real. Nosso ponto de partida é a dindmica de campos térmicos (DCT). Para isso
desenvolvemos varios elementos da DCT para o contexto de teorias nao-comutativas. Os
procedimentos com o uso da DCT sao frequentemente implementados no esquema da quan-
tizagao canonica. Aqui consideramos a quantizagao através de um formalismo de integral
de trajetéria duplicado [21, 43, 44], estendido ao espac¢o nao-comutativo. O teorema de
Wick na forma canonica é demonstrado de modo generalizado na DCT, incluindo a nao-
comutatividade. Concentramos o estudo & teoria A¢*, embora nosso procedimento possa
ser estendido a outras teorias de campos interagentes sobre espagos nao comutativos. Como
aplicacao, calculamos a funcao de dois pontos a 1-loop, com tempo real, mostrando explici-

tamente o efeito de temperatura e nao comutatividade.

Estrutura da tese e objetivos especificos

Esta tese é organizada como se segue. No capitulo 2 fazemos uma introdugao ao formal-
ismo da DCT, evidenciando a necessidade da duplicacao do espaco de Hilbert e mostrando
o esquema de termalizacao via transformacao de Bogoliubov. Aplicamos este formalismo
ao oscilador bosonico. No capitulo 3 desenvolvemos em detalhes a DCT para um sistema
de infinitos osciladores bosonicos aplicando este a um campo escalar real. Obtemos ainda
o propagador térmico para o campo escalar real. No capitulo 4 é mostrado o formalismo
de DCT para campos interagentes, com as leis de substituicao til, a matriz de evolugao
temporal e o teorema de Wick para DCT. No capitulo 5 fazemos uma introdugao as teo-
rias de campos sobre espacos nao comutativos, analisando as peculiaridades dos diagramas
nao planares e aplicando esta teoria ao modelo ¢*. Os capitulos 6 e 7 contém as con-
tribuigoes originais da tese. No capitulo 6 obtemos a DCT sobre espagos nao-comutativos
via integral de trajetéria para o modelo ¢*. Analisamos este modelo para duas dimensoes
(1 +1) afim de avaliar o comportamento em termos da temperatura ¢ do parametro de

nao-comutatividade. No capitulo 7 estudaremos a algebra de Poincaré deformada (twisted)



aplicada a uma teoria de campos escalares. Obtemos a algebra de Poincaré deformada para

o espaco de Hilbert duplicado, a matriz S e o teorema de Wick para esta teoria.



Capitulo 2

Formalismo de DCT

Neste capitulo vamos estudar a conexao entre a DCT e a Mecanica Estatistica Quantica.
Esta conexao ¢é possivel pela introdugao do conceito de um estado térmico, associado a um
ensemble estatistico via duplicacao dos graus de liberdade do sistema. Abordaremos as
possiveis interpretacoes para esta duplicagao e veremos que esta pode, também, ser obtida
a partir da estrutura algébrica da TQC. Como primeiro exemplo, estudaremos o sistema
OB, composto por um oscilador bosonico com um grau de liberdade. Este sistema serd a

base para construcao dos campos que estudaremos ao longo desta tese.

2.1 Dinamica de campos térmicos.

Em mecanica estatistica a média de um observavel O em equilibrio térmico é dada por

(0)s = Z71(B) Tr(Op(B)), (2.1)

onde Z(B) = Tr(p(B)) é a funcio de particao, p(3) = e ¥ é a matriz densidade, H é o
operador Hamiltoniano do sistema e 8 = (KT)~!, T sendo a temperatura e k a constante de
Boltzmann, no que segue adotamos k£ = 1. Em teoria quantica de campos a temperatura

zero, a média de um observavel O é dada pelo valor esperado no vécuo,
(0) = {0]00),

Na tentativa de construir um formalismo térmico com estrutura formal andloga ao formal-

ismo de temperatura zero, assumimos a existéncia de um estado térmico puro |[0(f)), tal



que
(0)s = (0(8)|0|0(8)) = Z71(B) Tr(Op(B)), (2.2)

Considerando que H|n) = E,|n) e p(B)|n) = p(B8)|n) = e PErn), com (n|m) = 6um,
podemos escrever

0(B)|010(8)) = Z271(B) Y _ e PP (n|On). (2.3)

n

Podemos tentar descrever o estado térmico |0(3)) como uma superposigao dos auto-estados

|n)
Z |2} (n|0(8 an (2.4)

sendo os coeficientes f, () nimeros complexos. Assim podemos reescrever
(0(3)|0)0(s Zf B){n|O[m). (2.5)
Isto nos daria o resultado correto, Eq.(2.3), se tivéssemos

F2(8) fn(B) = Z7H(B)e™PE S . (2.6)

Esta relagao, no entanto, ndo pode ser satisfeita para m # n pois os coeficientes f,(3)
sao numeros complexos. Este resultado ja era fisicamente esperado, e diz apenas que nao
podemos descrever um estado misto em termos de um estado puro |0(f3)), caso fiquemos
restritos ao espaco de Hilbert original. Se verificarmos que a Eq.(2.6) pode ser enten-
dida como uma condicao de ortogonalidade e introduzirmos uma duplicacao no espaco de
Hilbert, poderemos verificar que essa condicao é satisfeita para m e n quaisquer. Este
procedimento de duplicagao do espago de Hilbert é comum em qualquer formalismo que
trate de fenomenos térmicos e se justifica no fato de que geradores de simetria e observaveis
dinamicos, apesar de serem indistinguiveis do ponto de vista algébrico, sao distinguiveis

em nivel dinamico. Considere a Eq.(2.3)
(0(8)[0]0(5) an )(n|Oln),

onde fizemos p,,(3) = e #F». Podemos estender a soma sob os elementos diagonais (n|O|n)

para uma soma sobre todos os elementos (n|O|m) introduzindo uma delta de Kroneker no



somatorio

{0(B)0o10(s Zp”z )0 (8)8m,n ] Olm). (2.7)

Considerando agora que estamos trabalhando num espaco que consiste de um produto
tensorial de dois espagos de Hilbert, ou seja, expandido por um conjunto de auto-estados
{In,m) = |n) @ |m)}, onde o observivel O, é agora representado por O ® 1, podemos

escrever a seguinte relacao
O (n|Olm) = (Ali)(n|Olm) = (n, 7|0 ® 1|m,m),

onde utilizamos ortonormalidade (f|m) = dz5 dos auto-estados {|n)} e consideramos

também m = m, 7 = n. Substituindo essa relacdo na Eq.(2.7), obtemos

OUIONE) = 270) 3 A BH0) .30 @ T
(6) X A0)n. 710 © T, )0

( -1/2(3 Zpuz (n ﬁ|> O®1i ( -1/2(3 Zp1/2 )m, i ) .

Vemos portanto que o estado térmico |0(5)) fica sendo dado por

0(8)) = WZW )|, 71)

= Z(p 1/226 PEn2|n, 7).

A Eq.(2.4) fica reescrita como

= fa(B)In, 7). (2.9)

Substituindo esta expressao na Eq.(2.5), ficamos com

Fa(B) () = Z7(B)e™*Fn,

que tem como solucdo f,(B) = f5(B) = Z~Y/2(B)e#Fn/2 confirmando que o estado térmico

|0(B)) é, portanto, definido neste espago de Hilbert duplicado.



Em termos da matriz densidade, a duplicacao esta presente quando escrevemos a
equagao de Liouville-von Neumann, id0;p = Lp, com L = [H,.] sendo o Liouvilliano. Neste
caso L é o gerador das translagdes temporais de p(t), enquanto que o Hamiltoniano H é
um observavel. Eles estao em correspondéncia, mas sao objetos diferentes fisica e matem-

aticamente. Na secao seguinte exploraremos esta diferenca em um contexto mais geral.

2.2 O significado da duplicacao em DCT

2.2.1 Geradores de simetrias e observaveis

A fim de introduzirmos um formalismo baseado no estado |0(f)) a partir de considera-
¢oes gerais, assumimos que o conjunto de variaveis cinematicas, 1V, é um espaco vetorial dos
automorfismos em um espago de Hilbert Hz. O conjunto V é composto de dois subespagos
e é escrito como V = Vg, @ Vyep, onde V,;, consiste no conjunto de observaveis cinematicas,
enquanto que Vg, consiste no conjunto de geradores (cinemadticos) de simetria. Esta
classificagao de V é usual em teoria quantica (e também em cldssica), mas neste caso temos
V = Vo = Vgen- Isto ocorre porque para cada gerador de simetria existe um correspondente
observavel descrito pelo mesmo objeto algébrico.

Deve-se enfatizar que, a despeito da correspondéncia 1-1 entre observaveis e geradores
de simetria ser fisicamente embasada, nao existe nenhuma imposi¢ao mecanica (ou cinematica)
a priort para considerar que um gerador de simetria e o correspondente observavel devem
ser descritos pelo mesmo objeto matematico. De fato, estamos livres para assumir uma
situacao mais geral. Aqui iremos considerar a mesma correspondéncia entre geradores e
observaveis, mas Vo, € Vge,, serao considerados como diferentes entre si. Ou seja, Vo, € Ve,
serao descritos por diferentes aplicagoes em Hp. Para enfatizar esta diferenca, denotare-
mos elementos arbitrarios de V,;, por A e por Ao correspondente elemento em V,,. Agora

analisaremos a consequéncia de tal condicao de separabilidade em uma situacao geral.

2.2.2 Algebra de Lie duplicada

Tomando Hr como um espacgo vetorial para a representacao da algebra de Lie [, pode-

110S escrever

[A;, A)] = @'ijgk, (2.10)

onde A; € V. A presenca do nimero imagindrio ¢ serve para enfatizar que estamos

tratando com uma representacao unitaria de .



A Eq.(2.10) mostra que temos uma representagao para [ em termos dos operadores do
tipo A. Contudo, como Hr é o espaco de representacao, devemos considerar os operadores
do tipo A (de modo contrario teremos apenas a representagao usual). Consequentemente
temos relagoes de comutagao adicionais entre os operadores A e 21\, e entre os operadores
A. Ou seja,

J 1]
[Ai, A = g A, (2.12)
J 1]

k
ij
comutagao Eq.(2.10-2.12) descrevem uma &lgebra de Lie (a ser denotada por I7) que é um

onde e gfj sao constantes de estrutura a serem fixadas. Observe que estas relagoes de

produto semi-direto de duas subélgebras, Vi, € Vs, sendo V,ps a subalgebra invariante. A

razao para isto é uma imposicao fisica. Desde que os operadores A descrevem observaveis

cinematicas, a Eq.(2.11) é interpretada como a agao infinitesimal da simetria gerada por

EZ- no observavel A;, resultando em outro observavel dado por ¢ ff,Ak Aqui tomamos
i’; = gfj = cfj [45].

2.2.3 Regras de conjugacao til

Algumas propriedades da &algebra lr, que serdao tuteis no estudo das representacoes,
podem ser imediatamente deduzidas. Definindo a variavel A=A- E, as relagoes de

comutagao dadas por Eqgs.(2.10)-(2.12) s@o agora reescritas como

[As, 4] = icf Ay,
[AZ', AJ] = —Z'ijgk,

Este resultado mostra que a duplicagao dos graus de liberdade foi introduzida, em com-
paracdo com a teoria de representagao de grupos padrao (irredutivel). Esta é uma con-
sequéncia direta da separabilidade entre as aplicagoes em Hr descrevendo os geradores de
simetria e aquelas descrevendo os observaveis.

A duplicagao é um automorfismo de V, isto é, 7 : V — V, tal que 7(A) = A, satisfazendo



as seguintes condigoes:

G . (2.13)
(&) = A

Estas propriedades sao denominadas regras de conjugac¢ao til, e diferem da conjugacao
complexa (onde (A4;A;)* = AFA}). Assim, a representacio de um dado sistema fisico em
DCT deve possuir estrutura duplicada do espaco de Hilbert usual e os operadores definidos

sobre este espaco devem satisfazer as regras de conjugacao til.

2.3 Estados térmicos do sistema OB,

Seja o sistema OB, composto por um oscilador bosonico e descrito pelo seguinte Hamil-

toniano!,

H = wa'a.

sendo w a frequéncia angular natural do oscilador. Os operadores de criagao e destruicao,

a' e a respectivamente, satisfazem a 4lgebra
[a,a'] = 1; [a,a] = [a,a'] = 0. (2.14)
Os autovalores e autoestados de H sao dados por
H|n) = nw|n),

onde o estado de vacuo é |[n = 0) = |0), tal que

al0) = 0 (2.15)
(a")"j0) = (n))!2[n), (2.16)
aln) = n'?ln —1). (2.17)

!Nesta tese adotamos o sistema de unidades no qual i =1

10



Estes estados sdo ortonormais, ou seja, (m|n) = d,,,. Podemos definir o operador nimero,
N = a'a, de forma que
N|n) = nln).

Os autovalores de N, os inteiros n = 0,+1,+42, ..., determinam os niveis de energia do
oscilador, nw. Assim os operadores af e a descrevem bésons, assim como no caso dos
fétons no eletromagnetismo, tal que |n) = % é o estado com n bosons. A partir de
(2.14) podemos escrever

[N,a'] = a, [N,a] = —a. (2.18)

Afim de construir o formalismo de DCT para tal sistema, a duplicagao dos graus de liber-
dade tem de ser definida em acordo com as regras de conjugacao dual, ou seja, os operadores
til ' e @ tém de ser introduzidos. Aplicando as regras de conjugacio dual para a dlgebra
dada em Eq.(2.14), ou seja

—_——

(aat —ata) =1,

obtemos

[@,a'l=1; [a,a]=[a',a'] =0, (2.19)

e para relagoes equivalentes como em Eqs.(2.15)—(2.17), temos

at)n
) = % (2.20)
Dol =1, {inli) = G, (2.21)
N|a) =ali),  H|R) = fw|f). (2.22)

Assim, temos o oscilador bosonico relativo ao graus de liberdade til, denotado por @\lg’w,
definido sobre os espaco de Hilbert ﬁ]w. Como vimos anteriormente, os graus de liberdade til
sao independentes dos graus de liberdade ordinarios. Portanto a dlgebra entre os operadores

til e os operadores ordinérios ¢é
0] = [a,d'] = [af, 8] = [af,a!] = 0 (2.23)
O gerador das transla¢oes no tempo H pode ser escrito em termos das variaveis til

H= H— H =w(a'a —a'a),



O estado térmico |0(53)) é dado por

1 ~
0(8)) = er—nﬂw/2|n7n>
1 g L1 T
=z 2 i Gy @) @)"0,0) (2.24)
segue entao que
<O(ﬁ)|0(5)> = %Z(m’m|e—ﬁw(n+m)/2|nvﬁ>
- %Ze‘“(”mwénm

n,m

R T P
-z

Usando (0(5)[0(5)) =1, e a expansao y_, " =1/(1 — x), obtemos

7(8) = ﬁ (2.25)

Observe que nestes calculos o til no estado |n,n) serve apenas para indicar o vetor no
qual o operador til atua, mas n e n sao 0 mesmo numero n = n na soma. Finalmente,
partindo da Eq.(2.24) temos

e—n,Bw/Z

0(8)) = (L —e™ )12 (a')"(@")"10,0). (2.26)

n

n!

Os cdlculos posteriores podem ser simplificados se Eq.(2.26) puder ser escrita em termos
de uma transformacio unitaria, na forma [0(3)) = U(/)]0,0), onde U(S) é um operador

unitario.

2.4 Transformacao de Bogoliubov

A soma na Eq.(2.26) é uma expansao da exponencial, ou seja

10(8)) = (1 — e P)12 exp(e=P*/2atah)|0, 0). (2.27)
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Este resultado pode ser escrito como uma funcao exponencial apenas. Para isto utilizamos
a seguinte relagdo de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

ea(A—i—B) 6tanh aBeln cosh aCetanh ozA7 (228)

onde C' = [A, B]. Primeiro introduzimos

1
coshf(p) = A=y = u(pB), (2.29)
. 6—,811}/2
que é uma definicao consistente ja que
u?(B) — v*(B) = cosh? §(3) — sinh?H(B) = 1. (2.31)

Como resultado das defini¢oes dadas nas Eqs.(2.29) e (2.30), temos
tanh 6(5) = e /2. (2.32)
Usando as Eqgs.(2.29) e (2.32), da Eq.(2.27) chegamos em

0(8)) = cosh™* f(B)e ™D |0, G)

_  ptanh@afal Jn(cosh™" ) ,—Incoshba’a 0, 6>
_ ptanhfa’al ,—In(cosh0) ,—Incosh¢aa,—Incoshbala 0, 6)
_  tanhbalal —Incoshf(@a+ata+1) 0, 6>

6tanh fatat e In cosh 8(aat+ata) etanh 6(—aa) |07 6>7 (233)

onde usamos as relagoes de comutacao [a,a’] =1 e
e/07%)0,0) = ¢°|0,0) = |0,0),

sendo f(0) uma funcao arbitraria de 6.
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Considerando a Eq.(2.28), com

A = —aa, B=ad'd,
C = [A B]=—ad —ad'a,
a = 0=10(8),
a Eq.(2.33) fica
0(8)) = e7*9?)0,0), (2.34)
onde
G(B) = —if(B)(aa — a'a'). (2.35)

Por fim o operador unitdrio, que transforma \O,ﬁ) em |0(B)), é dado por
U(B) = e ¢, (2.36)

Este operador U(3) faz o papel da transformagao de Bogoliubov, como veremos adiante.
Acima de tudo, este operador deve gerar o vacuo térmico a partir do vacuo do espaco
de Hilbert duplicado, conforme a Eq.(2.34) desde que as equagoes (2.24) e (2.25) sejam

validas.

2.4.1 Operadores térmicos

Usando U(f), introduzimos os seguintes operadores térmicos a partir das relagoes

a(f) = U(B)aUPB)
a'() = U(B)d UPB),
a) = v(Bauvp)l
alg) = v a v

A importancia destes operadores é que

a(B)0(B)) = U(B) a U(B)" U(B)[0,0)
= U(B) al0,0) =0, (2.37)
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a(B)|o(s)) = 0. (2.38)

Portanto [0(3)) é um estado de vacuo para os operadores a(f3) e a(f) , mas nao o é para
os operadores a e a. Neste sentido, |0(5)) é um estado puro para os operadores térmicos,
e um estado misto (ou térmico) para os operadores nao térmicos; esta é a razdo pela qual
|0(8)) é usualmente chamado de vécuo térmico. Isto nos permite construir o espago de

Hilbert térmico que consiste dos estados

0(8));  a'0(B));  a'o(B)); a'a’|o(B)). ..

E importante notar que o espaco de Hilbert térmico e o espaco de Hilbert original nao
sao isomorficos quando o espaco contém um ntmero infinito de modos. Em outras palavras,
a transformagao (2.36), apesar de formalmente unitaria, é mais que uma transformagao de
Bogoliubov. Também deve-se notar, das Eq.s(2.37) e (2.38), que aniquilar um quanta no
vacuo térmico equivale a criar um quanta til e vice-versa. Isto nos permite, intuitivamente,
visualizar as particulas til como um tipo de estado-buraco de particula ou estados do
reservatorio térmico, que déd um significado a duplicacao dos graus de liberdade em DCT.

Desde que U(f) seja uma transformagao unitaria, a dlgebra dos operadores a and a é
mantida invariante, ou seja, os operadores a(f) e a(f3) satisfazem as seguintes relagoes de

comutacao
[a(B),a'(B)] =15 [a(B),a"(B)] =1, (2.39)

As demais relagoes de comutacao sao nulas.

O operador a(/3) pode ser escrito na seguinte forma
a(B) = u(B)a —v(B)a". (2.40)
Este resultado pode ser obtido escrevendo
a(B) = e B qel¢B), (2.41)
e usando a relagao

OO = o4 (—)[G(B),d] + T [G(8), [G(B), o]

(&

[G(B), [G(B), [G(B), all] + .. (2.42)



Considerando ainda a Eq.(2.41), temos

1 2 1 4
a(f) = (L+50°(8) + 50°(B) + ...)a
—(0(8) + %93(@ + %95(5) +..)al
= coshf(B)a — sinh §(B)a’

= u(B)a—v(p)a'. (2.43)
Podemos obter um resultado similar para a'(3),
7(8) = u(B)a - v(B)a. (2.44)

Tal resultado pode ser obtido usando af(f) = e @@ ae’“® | ou usando as regras de con-

jugacao til e a conjugacao hermitiana na Eq.(2.40). Com isso, obtemos as seguintes relagoes

a'(8) = (@i — (B,
a(B) = u(B)a—wv(B)al, (2.45)
a(B) = u(B)a—v(B)d,
a'(B) = u(B)a' —v(B)a
Podemos inverter estas relagoes notando que
u(Ba(B) = w*(B)a—u(B)(B)a',
v(B)a'(B) = v(Bu(B)a’ —v*(B)a,
obtemos
a = u(B)a(B) +v(B)al (). (2.46)

De maneira similar, ou simplesmente utilizando as conjugacoes til e adjunta, temos

a = u(B)a(p) +v(B)al(B), (2.47)
a' = u(B)a(B) +v(B)a(p), (2.48)
a = w(P)al(B) +v(Ba(B). (2.49)

Estas relagoes sao muito praticas na realizacao de alguns calculos. Consideremos, com

exemplo, o cdlculo da média térmica (N)s do operador N = a'a, que é dada por (2.2), isto
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— 2(8) = (2.50)

onde usamos a(3)[0(3)) = 0. Vemos que v*(3) é a fungao de distribui¢ao dos bésons, como

deveria ser.

2.5 Notacao matricial

E conveniente representar as transformacoes (2.45) e suas transformagoes inversas em

uma notagao compacta. Podemos fazer isto notando que podemos escreve-las como

aB) \ [ u®B -\ ([ «a
(ﬁw>>_<—wm u@))(af> (231

_ [ wB) —v(B)
B(ﬁ)—(_v(ﬁ) u(5) ) (2.52)

representa a transformagao de Bogoliubov.

Onde a matriz

A partir deste ponto iremos adotar a seguinte notacao. Dados dois operadores ar-

bitrérios (para bdsons) A e A, uma notacao de dubleto é dada por

(A“):<j2>=<;;>, (2.53)

com a transposicao til definida por

(AT) = (AT, —A). (2.54)

Com esta notacao o conjunto de relagoes de comutagao para os operadores de criacao e

destruicao da teoria duplicada e termalizada, respectivamente, é escrito como

0%, a™] = 0" [a"(B), " (B)] = 0. (2:55)
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Podemos também reescrever as transformagoes (2.45)
a*(8) = B(3)"d"
E com o auxilio da matriz inversa da transformacao de Bogoliubov
_ u(B) wv(p
T KIONCRY
v(B) u(B)

escrevemos as transformagoes inversas (2.47-2.49)

a* = (B(8))"a"(8).

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Esta notacao sera tutil mais adiante ao descrevermos os propagadores da DCT para o campo

real escalar.
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Capitulo 3
Campo escalar real em DCT

Neste capitulo iremos introduzir os efeitos de temperatura em teoria quantica de cam-
pos. Para isto consideraremos o caso do campo escalar real em um espaco Hp, com seus
modos termalizados via transformacao de Bogoliubov, conforme foi feito para o sistema
OB,. O objetivo é obter a expressao do propagador térmico para o campo livre, em

paralelo com a teoria a T = 0.

3.1 O campo escalar real

A densidade Lagrangiana do campo escalar real com uma fonte externa é escrita na

teoria duplicada como

N

L = L-L (3.1)
= L0u00° — TG 4 T6— L0,600 4 S’ — I, (3.2)

Os momenta canonicos sao definidos por

~ 0L(¢,09)
(o) = 2255 (33)
(z) = 2L8:09) (3.4
00

Assim o Hamiltoniano da teoria duplicada é definido

i /ﬁd% _ /{y(d), ) — A6, 7)) (3.5)
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onde a densidade Hamiltoniana, 7:[, é
~ 1 1,
H=Smt 4o <v¢>) + 5mig* - J¢——7r ——<v¢>) m 224+ Jp. (36)

Podemos entao construir uma teoria quantica de campos, a partir dos elementos acima,

pela introducao das relagoes de comutacgao

@t x),m(ty) = idlx—y), (3.7)
[¢(t7x)v¢(t7Y)] = [W(t7x)v7r(t7yn:07 (38)
St 7(ty)| = —idx—y), (3.9)
6(t.2),6(6y)| = [7(tx). 7(ty)] =0 (3.10)

Os campos ¢, , gz~5 e 7 sao operadores definidos pela sua agao sobre o espaco de Hilbert Hr.
Podemos usar as transformagoes de Boguliubov para introduzir os operadores térmicos
[46]. Neste caso existem infinitos modos e a transformagao de Bogoliubov é definida para

cada modo. Assim temos!,

i) = [ gmiglalhs Ble ™+ al s B)e . (3.11)
i) = [ s laths B + s e ), (3.12)

onde os operadores a(k; 8),a(k;3),a’(k; 8) e a'(k; ) sao os operadores de criacio e de-

struicao da teoria duplicada. Podemos escrever os momenta

wwis) =9 0) = [ 55 etk e —dpet, ey
#aiB) = 008) = [ gl f)e™™ =l b e (3.14)

onde os campos @(z; ) e #(x;3) foram obtidos, através das regras de conjugacio til, a
partir dos campos ¢(z; 3) e m(z; §) respectivamente.
Podemos obter a algebra dos operadores a(k; 8), af(k; 8) e a(k; 8),a' (k; B) a partir das

LA partir deste ponto fica subentendido que os momenta nos operadores de criacao e destruicio repre-
sentam a parte euclidiana dos quadri-momenta. Denotamos, ainda, o produto k - x = kx como o produto
escalar entre o quadrimomento k e o quadrivetor x.
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relagoes (3.11) e (3.12) em conjunto com as regras de comutagao (3.7-3.10). Assim, as

relagoes de comutagao para os modos térmicos sao dadas por

la(k; B),a'(K;8)] = (27)® 2wy, 0(k — ), (3.15)
la(k; B),a(k'; B)] = [al(k;B),d'(K;B)] =0, (3.16)
la(k; B),a'(K;8)] = (2m)® 2wy, 0(k — K), (3.17)
a(k; 8),a(k'; 8)] = [al(k; B),a (K5 8)] =0, (3.18)
la(k; 8),a(K'; 8)] = [al(k; B),a'(k; B)] =0, (3.19)
[a'(k; 8),a(k';8)] = [a¥(k; B),a'(K; 8)] =0 (3.20)

a transformagio geral de Bogoliubov aplicada a estes modos ¢ escrita como
up) = exp{; 0k(8) [l (k)a' (k) — a(k)a(k)]} (3:21)
= L exp{6u(8) [a'(K)al (k) —alk)a(k)]} (3.22)
-~ E[U(k, B), (3.23)

com 6, definido pela expressao cosh(6y) = v(k; 5) no limite do continuo. Entretanto, neste
limite a transformacao de Bogoliubov nao é unitaria, o que leva a vacuos térmicos nao
equivalentes na teoria [47, 48]. No entanto, apesar da perda da unitariedade, a trans-
formacao de Bogoliubov continua sendo canonica, neste sentido, a estrutura algébrica da

teoria é preservada [20]. Assim podemos escrever
U(B) = e 2, (3.24)

Go(8) =1 [ a8 [ ()3 (1) = k)i (3.25)

O espacgo de Hilbert para a teoria termalizada é construido a partir do vacuo térmico
0(8)) = U(8)[0,0), (3.26)

onde
k

10,0) = ) [0,0)s (3.27)
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e |0, (~)>k é o vacuo duplicado para o modo k. O véacuo térmico é tal que a acao dos

operadores de destruicao térmicos é dada por

a(k; £)0(8)) = a(k; )[0(8)) = 0.

A condigao de normalizagao é

(0(8)[0()) = 1.

Assim o espaco de Hilbert é completamente expandido pelos vetores de base

[a (ks )] - -+ [a¥ (ks B)]™ (@Y (qu; B)]™ -+ [a" (qars B)]™10(5)),

onde n;, m; € IN e k; se refere a um modo arbitrario.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Podemos relacionar os operadores térmicos com os da teoria a T' = 0 pela transformacao

a(k;B) = U(B)a(k)U ' (8) = e “»Pa(k)e’“s)
[a(k), iG(0)]"

n!

WE

3
Il
=)

k)Gt " i ). iGa(0)"

(2n +1)!

Mg

?

3
Il
=)

n=

onde

la(k),iGp(0)]" = 0n(B)*"a(k),
la(k),iGp(0)]""" = 6x(8)*"Val(k).

Podemos, entao, escrever

e = S S

= cosh 6,(B)a(k) — sinh 0(B)a’ (k)
= u(k, B)a(k) — v(k, B)a' (k),

onde
1

v(k,B) = m
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e ainda
u? —v? = 1. (3.40)

Com as regras de conjugacao til podemos obter as expressoes para os outros operadores

térmicos, assim as transformacoes sao

a(k; B) = ulk, B)a(k) — vk, B)al (k). (3.41)
al(kiB) = —vlk, B)a(k) + u(k, B)at(k), (3.42)
itk B) = —v(k, B)a(k) + u(k, )al (k), (3.43)
a(ks B) = ulk, B)a(k) — v(k, B)al (k). (3.44)

a(k) = ulk,Bak; B) +v(k, B)a' (k: B), (3.45)
a'(k) = wu(k,B)al(k; B) +v(k, B)a(k; B), (3.46)
a(k) = u(k,B)a(k: B) + v(k, B)a' (k; ) (3.47)
a'(k) = wulk,B)al(k; B) +v(k, B)a(k; ). (3.48)

Com estas expressoes podemos escrever os campos térmicos e calcular a fungao de dois
pontos para a teoria.
A média térmica de um observavel, A, em DCT foi definida como (A) = (0(3)|A|0(5)).

O propagador de Feynmann para o campo real escalar livre é entao

Go(x —y; B) = —i(0(B)[To(x)o(y)][0(8)), (3.49)

onde T é o ordenamento temporal dos campos T'[¢(x)p(y)] = 0(z° — y°)d(x)d(y) + 0(y° —
2%)o(y)o(z), e (x — y) é a fungao degrau (A(z) = 1 para z > 0 e O(z) =

Temos entao

= 0 para x < 0).

iGo(z —y; 8) = 0(2° —y")g(x — y; B) — 0(y° — %)g(y — z; ), (3.50)

onde

9(x —y; 8) = (0(8)|o(x)o(y)]0(5)). (3.51)
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Explicitamente, devemos calcular

ck 1

glr—y;8) = (0(B)] / (ngz—w[a(k)e’““ + af (k)etih] (3.52)
< [ g e A e @5
Assim temos quatro termos
gl —y:B) = / JHo@) a0t (3.54)
+(0(8)|a(k)al (p)[0(B))e h=—rv) (3.55)
+(0(8)|a(k)Ta(p)[0(B))e'**—P) (3.56)
+(0(B)|a(k)a! (p)|0(B)) e’ =Py (3.57)
(3.58)

onde [, = [ £k L Usando as transformagoes (3.45-3.48) os operadores a(k), a(k), a' (k)

(27)3 2wy,

e a'(k) em termos dos operadores térmicos, obtemos os quatro termos no integrando da

expressao de g(z — y; 8). O primeiro é

0(B)]a(k)a(p)0(B)) = (0(B)|[u(k, B)a(k; B) + v(k, B)al(k; B)] (3.59)
x [u(p, B)a(p; B) + v(p, B)al (p; 8)]0(B)), (3.60)

que resulta em

(0(6)la(k)a(p)[0(5)) =0 (3.61)

visto que os operadores a(k) e a'(p) comutam entre si.

O segundo termo de g(x —y,3) é

(0(B)|a(k)a' (p)0(B)) = (0(B)I[ulk, B)a(k; B) + v(k, B)a' (k; B)]
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Portanto
(0(B)]a(k)al (p)0(B)) = u(k, B)u(p, B)(27)*6(k — p). (3.62)

De forma anéloga obtemos

(0(B)la’ (k)a'(p)|0(B)) = o, (3.63)
(0(B)]a’ (K)a(p)l0(B)) = v(k, B)u(p, B)(2m)*6(k — p). (3.64)

Agora podemos escrever

g(z —y: 8) = /k [ (K, B)e™ ™) + 02 (k, )], (3.65)

gly —z;B) = /[UQ(’@ Ble= MU 2 (k, B)e V). (3.66)

k

A expressao para a funcao de dois pontos fica dada por

iGole —y;8) = 6(°— ") / W2k, B)e M) 1 2(k, B)HEY]  (3.67)

+0(y° — 2°) /[uz(k, Be”*w=o) 4 12(k, B)et=2)], (3.68)
k
Que pode ser reorganizada como

iGolz —y;8) = 0(2° —y°) / [(v*(k, B) + 1) (k, B)e =) + 0k, B)e™ )] (3.69)
+0(y° — 2°) /k [(V*(k, B) + 1)(k, B)e =) + v2(k, B)e™="](3.70)

onde usamos o fato de que u?(k, 8) — v*(k, ) = 1.

. dSk ]_ —ik(x— —1 —x
iGo(x —y; 8) = /(2@3@[0@0_1/0)@ k( y)—i-@(yo—xo)e k(y )] (3.71)

3 2
- / %U éi?kﬁ)_ [0 — y%)e™ ™ 1 0(y° — 2°)eM)(3.72)

4’k v2(k:,ﬁ) 0 0\ ik(z—y) 0 0y ik(y—z)
— t — YT (3.73
—i—/ o) 20k [0(z” —y")e +0(y” —a")e . (3.73)
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E usando a representacao de Fourier da funcao degrau

1 >~ 1 0
0 _ ,0y_ 1; —ik?(x—vy) 71.0
b —y7) = Jim 5= /_w K +0° ak’, (3.74)
obtemos
Golz —y: B) = / 'k e *@EV G (k; B) (3.75)
0 ) (27'{')4 0 ) *

onde a representagao de Fourier do propagador térmico da teoria livre é

Go(k: B) = Go(k) +v*(k, B)[Go(k) — Gg(k)]. (3.76)
Como
-1 1
Golk) = Golk) = k? —m? + ie - k? —m? — ie (377)
= 2mid(k* —m?), (3.78)
temos que
Go(k; B) = Go(k) + 2min(k, B)S(k* — m?), (3.79)

onde n(k, ) = v?(k,3) é a funcao de distribuicao bosonica para o modo k.

3.2 Notacao matricial para o campo real

Na secao anterior obtivemos o propagador térmico para o campo escalar real através

da expressao

Go(x —y; B) = —i(0(B)[To(x)p(y)][0(5))- (3.80)

Expressoes andlogas podem ser calculadas para os outros valores esperados dos campos no

vacuo térmico, como

), (3.81)
), (3.82)

(3.83)

=
|
-
@ N—
o S
S
=
=

Go'(z — y; B) = —i{0(

onde classificamos os propagadores com indices 1 e 2 para denotar os campos til (2) e nao

til (1) no ordenamento temporal, respectivamente.
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Podemos obter estes propagadores térmicos através dos nao térmicos através da matriz

que representa a transformacao de Bogoliubov como foi feito para o sistema OB,

gy [ v (kB vk, B)
B(k; B) = ( ok B) ulk. ) ) (3.84)

Esta formulacao nos possibilita introduzir o formalismo de integrais de trajetoria no tempo
real.

Sejam os vetores que representam os operadores do espaco de Hilbert duplicado

(4) = ( o ) (A" = (A1(8).-A(9)) (3.85)

Assim podemos escrever as relagoes de comutacao para os operadores de criacao e destrui-

¢ao da teoria termalizada na forma compacta
[a®(k; B), (a¥)b(p; B)] = 6°°(2m)35(k — p), a,b=1,2. (3.86)

Com esta notagao podemos escrever as transformacoes dos operadores duplicados para os

operadores térmicos (3.45-3.48) como
a" = (B7)"a"(k; ) e (a')* = (a")"(B)" (3.87)

A densidade Lagrangiana para o campo real nesta notagao é

2

- %8MQZ5T(:E)0“(P($) - (@)(), (3.88)

onde

B(z) = < 9(z) ) . 9T = (¢>(a;), —([s(a:)) . (3.89)

As fungoes de dois pontos da teoria ficam agora escritas como

iGo(z —y; ) = (0,0|T[o(z; B)*¢(y; 8)"]]0,0) (3.90)
_ / %Go(k;ﬁ)abeim—w, (3.91)
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onde Gy(k; )% = B71(B)Go(k)*B(B), com

0 —1

k2—m?2—ie

G()(k‘)ab _ ( k2—7r112+ie 0 ) (392)

Com a definigdo de B(f3) recuperamos as funcoes de green do inicio desta segao

1

Go' (k; B) 2 e Zrin(k, B)o (k* —m?), (3.93)
GR(k:f) = G2(k;B) = —2miln(k, B) +n*(k, B))28(k* — m?), (3.94)
G2(k;B) = ﬁi_le —2min(k, B)0(k* — m?). (3.95)

O propagador G§!(k; 3) é o mesmo da teoria de tempo imagindrio de Matsubara, enquanto
a matriz dos propagadores Go(x — y; 3)% é similar a matriz do formalismo de Keldysh-
Schwinger. Tais resultados serao usado mais adiante na formulacao da DCT em termos de

integrais de trajetorias.
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Capitulo 4
DCT interagente

Os desenvolvimentos deste capitulo servirao de base para aplicacoes do capitulo 7. Aqui
apresentaremos a lei de substituigao til [49] nas formas livre e interagente, discutindo o
importante papel que elas desempenham na teoria de perturbagao da DCT. Definiremos o
operador de espalhamento térmico e o teorema de Wick para DCT [46].

Como antes, trataremos apenas do campo escalar real em equilibrio térmico a temper-
atura T = 1/f.

4.1 Lei de substituicao til para campos livres e a condicao

KMS para o propagador livre.

Em DCT as médias térmicas sao definidas pela expressao

(O)s = Z7H(B)Tr(Op(B)), (4.1)
p(B) = e 7M. (4.2)

Uma das consequéncias disso é a chamada condigao Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [50]
que ¢é apresentada a seguir.
Na expressao para a média térmica (4.1), seja o operador O = A(t')B(t), com A(t') e

B(t) operadores cuja dependéncia temporal pode ser escrita na representacao de Heisenberg

A(t,) _ 6it’HA€—it/H7 B(t) _ eitHBe—itH.
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A média do operador O é

(A(t)B(t))s =

HB)Tr(A(t)B(t)e™),
HB)Tr(B(t)e ™ A(Y)),

Z=(B)Tr(
Z=(B)Tr(

= Z7'(B)Tr(e” (™ B(t)e ") A(Y),
Z=(B)Tr(

HB)Tr(e " B(t — iB)A(t')),

= (B(t—iB)A())s,

onde utilizamos a propriedade

adores e também

B(t —if) =

Analogamente

PAB(t)e P = ¢

2
= 7Y
2

de invariancia sob permutacao ciclica do trago dos oper-

i(t~iB)H R, ~i(t—iB)H_

“(B)Tr(A[)B(t)e™™),
BYTr((e” A )e P B(t)),
(BTr(e M BHA( +iB)),

= (BM)A({' +iB))s,

A partir da igualdade destas médias térmicas obtemos a condigao

(A(t)B(t))

s = (B(t —iB)A(t))s

= (BOA(t +if))s

(4.3)

Denominada de condicao KMS. Em DCT, onde os objetos basicos sao as funcoes de cor-

relacao térmicas. No caso do campo escalar real

G(r —y; 8) =

Z7H(B)Tr(e 1T o ()b (y)),

(4.4)

a condicao KMS tem uma consequéncia fundamental sobres as funcoes de correlagao que

consiste na sua periodicidade

Go(z —y)

n(zo — yo)

= Go(z —y—1ifn(zo — yo)no; B),
= DT e (1,0,0,0),
\xo _yO’
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Se realizarmos uma rotacao de Wick (2% — —i7) a condicao KMS representa uma condigao
de periodicidade, cujo periodo é dado por g [21, 24]. Na DCT, com os ingredientes
algébricos da duplicacao dos graus de liberdade, regras de conjugacao til e a termalizagao

do vacuo e dos operadores, temos que a média térmica fica escrita

(4) = (0(8)[A[0(5)) (4.7)

o que ¢ consequéncia direta desta estrutura. Agora veremos como a condicao KMS se

expressa em termos destes ingredientes.

4.1.1 Lei de substituicao til: caso livre

Seja o campo real escalar livre &(z) = (¢(x), ¢(z)), com

o) = [ G e a) + el ),
50 = [ g e ) + e 1),

As relagoes que definem o vacuo e os operadores de criacao e aniquilacao termalizados sao
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alk OB =0 = TH)0(B)) = ¢ Falk)|0(3))
A0 =0 = ARI0E) = al (I0(B),
OB (k: ) =0 = (O(B)lak) = (0(B)[a (K)e =",
O(B)lal (k: ) =0 = (0(B)lal (k) = (O(B)fa(k)e™ ",
podemos mostrar que
O@I6() = O (@ +ing5),
Fa+ o)) = ol +ineI0(3)) (48)
S@N0E) = 3 — i 2)I0(B)),
O3 @ —i05) = (O(B)olx +ins), (1.9



As relagoes (4.8) e (4.9) sao leis de substituigao til [49] para os campos ¢(z) e ¢(x). A

partir destas relagoes, podemos mostrar, para xo > yo

Colry:6) = O(B)No)ow)I0(A)
= (0B +1220)6(w)]0(8)
= (OB)6w)(x +200)/0(8)

= (0(B)lo(y)o(x + iBn0)[0(5))
= Gy, —iPng; ), (4.10)

que foi obtida utilizando as relagoes (4.8). E de forma andloga, para xy > yo

Celya:8) = (O(B)Noo)I0(A)
= OB)ow)F x — i500)|0(3))

= ((B)F (@~ 5o w)I0(A)
— (O(B)lolx — Br)o(w)I0(3)
= Gl iB0.3:) (a.11)

onde utilizamos as relagoes (4.9).
A partir dos resultados (4.10) e (4.11), temos

Golz —y; B) = (0(B)[To(y)o(x)|0(8))"
(zo — o) G (2, y; B) + 0(yo — o) GZ(y, ; 3)
= 0(zo — yo)G<(y,x; B) + 0(yo — x0)G> (2, y; B)
= 0(xo — yo)G>(x — iBno,y; B)
+0(yo — 0)G<(y, x + iBno; B). (4.12)

Il
SN

Lo — Yo

Este resultado é a condigao KMS (4.5) para a fungao de dois pontos da teoria livre térmica
Golz —y;B) = Golz —in(zo — yo)Bho — y; B).

Além de descrever a condigao KMS nos termos da DCT, na préxima se¢ao veremos que as
leis de substituigao til, Eqs.(4.8) e (4.9), desempenham um papel importante na teoria de
perturbacao da DCT.
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4.2 Representacao de interacao na DCT e funcgoes de

Green interagentes

Definimos as funcoes de correlagao de n pontos interagentes como

G(1,. . xn; B)ay.a, = (2;6|TD(x1)a, .. . P(xn)a,|2;5) (4.13)

onde usamos os operadores de campo ¢(x;)4, na representacao de Heisenberg

—izOH

ixOH¢(Oafj)Aje )

@(xj)Aj =e

e a hamiltoniana da teoria duplicada, H, é escrita como

~ ~

H = H-H
= Ho+ Hipy — (ﬁo + ﬁmt)
= HO - ﬁO + Hint - Eint
= Hy+ Hiy
Os operadores na representagao de interacao sao definidos de maneira andloga a TQC a
T = 0, ou seja,
Olrs)a, = @ 5T0(0,8) 4,07,

Seja U, definido por

U’(tz tl) _ eitzﬁoefi(tgftl)ﬁefitlﬁo
7

= Texp(—i/zdtﬁl(t»’

t1

onde H ; € dado por

HI (t) — e’itﬁo ﬁ'efitﬁo.
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Note que

U(tg, tl) _ eitQ(H()—H())e—i(tg—tl)(H—H)e—itl (H()—E[()) (414)
— eitQHU6—’it2f‘]0e—i(tz—t1)H€i(t2—t1)H6—it1H0eit1H0 (415)
_ eitQHOef’i(tgftl)HefitlHoe*itzﬁoei(tgftl)ﬁeitlﬁo' (416)
= U(tg,tl)[j(tg,tl). (417)
Temos que a I'e].a,(;é,o entre as representa(;()es é
B(x5)a, = U0, 29)p(x;)4,U (27, 0), (4.18)

sendo x? = 0 o instante em que as representacoes de Heisenberg e de interagao coincidem.
Antes de aplicarmos (4.18) na funcao de correlagao (4.13), precisamos escrever o vacuo

térmico interagente [(2; 8) em termos do livre |0(f3)), definido por

0(B)) = Zo(B) /2~ PHo/2 1), (4.19)

0(B[010(B)) = Zo(B)/*Tre P20,
Zo(B) = Tre Pt

Analogamente,

(12,80|2;8) = Z(B)"* Tr (e PH0),
Z(B) = Tre M,

temos a definicao para o vacuo térmico interagente
|2, 8) = Z(B)"2e~PH211). (4.20)

Considerando as defini¢oes (4.19) e (4.20) podemos relacionar os vécuos térmicos livre e
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interagente

|
N NN

B)"V2e L),
B)7 2 PHI (Zy(8) 120l 7y(3) 7 20 ) 1),
6)71/267,8H/2Z0(6>1/26ﬁH0/2’O(ﬁ»’

192, 8) =

Zo(8))"” o~ BH/2 5 Ho/2
(5)) ( )l0(8)).

Z
Zo(B)
Z(P)

1/2 3
) v, (4.21)
e analogamente

B
_Z_’
2

(12:8) = (0(B)|U( (4.22)

onde U ¢é dado por
U(tg tl) = eitQHoe_i(tQ_tl)He—itlHo‘

Agora voltemos a funcao de correlacdo. Substituindo (4.18), (4.21) e (4.22) em (4.13),

obtemos

G(w1,.. 20 8) a0, = (2, B|TP(x1) 4, - - - P(T0) 4,192 B)
Zo(B) —if3

= Z5 P 0T 0,2)0(w1)a, T8, 0) -

X [7((),a:g)gb(xn)An/U\(x%,O)U(Ovg)m(ﬁ»

_ %) —if 5 o
= 7 (0(8)|U (==, 0)U(0,00)U (0, 20) U (00, 29) -+

=

—0a) (o0, 0)U(~o0,0)U(0, D)I0(5))

= 20 ()0 (22 ) 710, 50) D (0. ) -

X
= 2
)
so

N

X
=

so
~.
=

X
g:
=i
)
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Considerando a regra de substituicao til para os termos extremos

U(=00,0)[0(8)) = U(=00, =00 +i7)|0(5)), (4.23)

temos

G(xh"'axn;ﬁ)AL..An =

Se fizermos nesta férmula n = 0 teremos

2 (45 + o0,00)T o0, ~oe)U (00, ~00 + i) 0(5),

e portanto

G(x1,.. ., Zn; B) A, ... A,
(0(B)|U(—i5 + 00,00)TT (o0, —00)¢(@1)a, - (wn), U(=00, —00 + i5)10(8))
(0(8)|U (—iZ + 00,00)TU (00, —00)U (—00, —c0 + i5)|0(8))

A contribui¢ao dos termos extremos no numerador e denominador se cancelam, resultando

numa férmula de Gell-Mann-Low para campos térmicos

(OA)ITT (00, ~00)¢(x1)a, - - &) 4,0(5))
(0(B)ITT (00, ~00)[0(5))

G(x1, . Tn; B)ay. A, = (4.24)

4.3 Teorema de Wick para DCT

Para calcularmos as fungoes de correlagdo (4.24) perturbativamente, precisamos ex-

pandir a exponencial
0 (00, —00) = T exp(—i / QT (1)),
em poténcias do argumento

— / dtH(t) = —i / d* e A (2),

[e.e]
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onde usualmente, no caso de interesse deste trabalho, a densidade hamiltoniana ¢ (z) é
dada por um produto dos campos envolvidos na teoria. Portanto, o objeto basico que nos
resta calcular na expansao perturbativa é da forma (0(8)|T¢(z1) 4, - - - &(xn)a,]0(5)).

Analisemos o caso mais simples, com n = 2, isto é, vamos calcular

(0(8)[Th(x1)a,0(22) 4,10(5)). (4.25)

Os campos na representacao de interacao sao dados por

$(x)a = / (;’;42%%(@Z”%A(k)ﬂfkmag(k)). (4.26)

E, como o valor esperado (4.25) é relativo ao vicuo térmico, convém escrever os operadores
de criacao e destruicao em termos dos operadores térmicos por meio da transformacao de

Bogoliubov, ay = U(B)apa(k; 5), o que, substituindo em (4.26), resulta em

o(@)a = o(@)f;+ ()5,
(Zﬁ(x);i/g = <¢(I>25)Ta
¢(3?)A5=/%2—;Q(% k,B)aga(k; B) 5, (4.27)

onde @ é dado por

oy [ ek B) etk B)
Q(z,p;0) = ( ok §) u(k: B) ) : (4.28)
e portanto os campos se decompoem em gzﬁTB e ¢5 da seguinte maneira
$(@)a = o(x)is+b(x)as
B d*k 1 e e

- /WQ_WI@Q(J;> aﬁ)ABa( 75)3

d'k 1 . t(fo:
+/ (27_‘_)4%@ (l’, kaﬁ)ABa <k76)B (429)

Nas teorias quanticas de campos a 1" = 0 os indices + e — referem-se a decomposicao dos
campos em freqiiéncias positivas e negativas. Aqui essa interpretacao da notacao perde
o sentido, visto que as frequéncias positivas e negativas se misturam em (b;r e ¢5. No

nosso caso, os sinais se referem a decomposi¢ao em operadores de aniquilagao a(k; )z =

37



(a(k; B),a(k; B)) para o sinal + e de criagao a'(k; 3) 1 = (a'(k; 3),a’(k; 8)) para o sinal —.

Por isso modificamos os indices fazendo
A —- A B-—B. (4.30)

A notagao matricial definida para os operadores afim de descrever a transformacgao de

Bogoliubov é
a(k; B)a = (a(k;B),a'(k;B)), al(k;B)a = (al(k; B),a(k; B)).

Com a modificacao (4.30), as componentes 1 e 2, significam respectivamente, nao til e til.
Com os campos decompostos segundo (4.29), podemos estender o teorema de Wick

para a DCT como

T(x1)ad(a2)p = ¢(r1)ag(z2)p para 2§ > a2}
= (0(21)h + A1) 45)(B(x2) 55 + D(22) Bg)
= ¢($1)jﬁ¢($2)j§5 + ¢($1)—£5¢(5B2)J_35
+0(21) 450(72) g + A(21) 150(72) 53
¢(x1)jﬁ¢($2)j§5 + ¢(5’72)§,3¢<5’71)X5
¢($1>25¢(I2)Eﬁ + ¢(x1);1/3¢<x2)1§/3
[¢($1)257 ¢<x2)§5]7

~ +

(4.31)

os termos sublinhados estao normalmente ordenados relativamente aos operadores térmicos.

Definindo o ordenamento normal dos operadores térmicos por

Nga(k; B)a’(¢; 8) = a'(q; B)a(k; B),
Ngal(q; B)a(k; B) = a'(q; B)a(k; B),
Nﬁa(lﬁ;5)5T(Q1;5)5(k’1;B)GT((.&;/B}, = 5T(Q1;5>GT(Q2;5)a(k51;5)5(l€1;5),

38



e definindo contragao térmica entre campos por

P(x1)ad(z2)p = O(af — 23)[d(x1) h 5, A(22) )
0(x5 — 29)[P(x2) f5, 9(21) 45,

podemos reescrever (4.31) como

To(x1)ad(z2)p = Nod(21) ad(2) B + H(21) Ad(22) B-

A partir desta definicao, segue que

—
¢(x1)ad(22)p = Go(r1 — 225 B) aB (4.32)
Considerando este teorema de Wick para a DCT, quando n = 3,4, - - -, podemos notar que
n % n—2k
TI[¢@)a =D > No [] ¢@ni)a,, [] Golwmr —miB)a,,a,
=1 k=0 {r} j=1 {(wl’',7l)}
(4.33)
onde m = (my,---,m,) é uma permutacdo de (1,---,n), onde que 7; é um elemento de

uma combinagao de (1,...,n) tomados n — 2k a n — 2k, para j = 1,...,n — 2k. {(nl,7l")}
é o conjunto de todos os pares entre os wl',wl para n — 2k < [,I'" < n, sendo [ # [
A expressao (4.33) é o Teorema de Wick para DCT. A partir desta expressao podemos
calcular o produto ordenado dos campos, bem como o resultado da atuacao do operador

ordenamento temporal em funcionais dos campos.
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Capitulo 5

Teoria de campo sobre espacos

nao-comutativos

A geometria ndo comutativa, desenvolvida por Connes, Rieffel e muitos outros [51, 52,
53], apartir dos trabalhos de Gel'fand e Naimark, foi incorporada em teorias fisicas nas
quais a algebra do espago-tempo é nao comutativa. Sao duas as principais areas para sua
aplicacdo: modelos numéricos de teorias de campos sobre esfera Fuzzy [13, 54, 55, 56] e
teoria quantica de campos (TQC) no plano Moyal [57, 58, 59, 60]. A primeira serve de
ferramenta para regularizar TQC’s e para métodos numéricos. Enquanto a segunda (de
maior interesse nesta tese) busca investigar a fisica na escala de Planck.

A Ideia de que as coordenadas espaciais poderiam nao comutar surgiu em uma carta

de Heisenberg a Peierls [61, 62]. Heisenberg sugeriu que um principio de incerteza como
1
Az, Az, > §|9W\, 6,, = constante (5.1)

poderia gerar um “cut-off "de curta distancia regularizando TQC’s. Peierl comunicou
Pauli sobre esta ideia, Pauli comunicou Oppenheimer que, finalmente, comunicou a Snyder.
Snyder escreveu o primeiro trabalho sobre o assunto [63].

Na mecanica quantica os operadores posicao e momentum obedecem as seguintes relagoes

de comutagao:

~ ~

[Xia ] = iﬁ(sija

! (5.2)
[Xi, Xj] =[P, Pl =0

Entretanto ndo existem evidéncias de que a distancias muito pequenas (ou a energias
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muito altas) estas relagoes ainda deixem de ser validas, mas se pode supor que existem
generalizagoes. Uma generalizagao natural destas relagoes consiste em tomar coordenadas

espaciais que nao comutam entre si

A ~

onde 6;; é uma constante, de dimensdo [L?]. Uma consequéncia imediata da introdugao
deste tipo de relagao de comutacao ¢ a perda da invariancia de Lorentz. No entanto,
devemos lembrar que esta relagao deve valer somente a distancias muito pequenas, i.e.
devemos recuperar a simetria de Lorentz para ¢;; — 0. Este deve ser um dos principais
vinculos das teorias de campos nao-comutativas: ao menos em nivel classico, no limite
;; — 0 deve-se obter a teoria de campos comutativa previamente conhecida. Podemos

generalizar (5.3) para as coordenadas do espago-tempo

~ A

(X, X)) = i, (5.4)

No que segue iremos nos referir a um espaco com as relagoes de comutagao acima como
um espaco nao-comutativo.

Na década de noventa, Doplicher, Fredenhagen e Roberts [64] construiram TQC’s sobre
o plano G-M e suas generalizagoes, incluindo nao comutatividade do espaco-tempo. Mais
tarde as teorias de cordas, como citado na introducao deste projeto, reencontrou estas

estruturas.

5.1 O plano de Groenewald-Moyal

Para construir a formulacao perturbativa das teorias de campos ¢é interessante usar os
campos como fungoes ao invés de operadores. Para fazer isso em concordancia com (5.4)
devemos redefinir o produto entre os campos. Este novo produto é induzido através da

correspondéncia Weyl-Moyal [65, 66]

A

D(X) > O(x); (5.5)
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H(X) = / ¢% 6()da (5.6)
o(a) = /emw@(x)dx, (5.7)

onde as variaveis a e x sao reais. Assim,

b (0d(%) = [ | () g(B)dads (5:8)

- / / X3 XXl ) () (8)dad B, (5.9)
af

onde usamos a expansao de Baker-Campbell-Hausdorff

plonXt JiBy XY _ o goulXH XYY ji(atB)u X" (5.10)

e portanto o produto entre os operadores de campo pode se relacionar com o produto entre
0S campos como

onde o produto estrela é definido por

(@ % By) () = [ 39000 P (2 + )Pz + n)] (5.12)

E=n=0
Isto sugere que uma teoria de campos sobre um espaco nao-comutativo Ag(R¥!) pode
ser vista como uma teoria de campos sobre um espagco comutativo Ao(Rd+1) com funcgoes
complexas ¢1, ¢a, ... e o produto entre os campos tomado como o produto estrela. O plano
Ap(R*1) ¢ denominado plano de Groenewald-Moyal.

E importante notar que a expansao

7
(@1 *@2)(1’) = @1 (.T) . @2(1’) + 59‘“'3#@1 (l’) . 8VQ52($) (513)
1
—§9“”9“8,£8u¢1(;17) - O\O,Do(x) + .. .. (5.14)
evidencia que o produto estrela é uma deformacao do produto usual entre fungoes em

R?. Assim, o produto estrela entre as coordenadas do espaco-tempo fornece a relacdo de

comutacao entre estas

A A

(X, X)) =[x, v = *xy, — 2 %2, = 10,,. (5.15)
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O produto estrela possui as seguintes propriedades:

1. Produto estrela entre exponenciais:

ikx iqx

e *x € 9!“’65;1, "Iue $+£) zq(x+17):|

§=n=0

_ (1 + euya& Wu) (%euuaéuanu)z + .. ) et k(z+£) zq(x+77)|
(1 ——k/\q (—%k/\q)2+...> etheelar
6

i(hta)w o5 (k0g)

onde k A p = k,0"q,. O produto entre n ondas planas

eF1T g2y et — eqp [zkal——Zk /\k]

1<)

2. Representagao no espago dos momenta:

sejam f(k) e §(q) as componentes de Fourier das funcées complexas f e g.

f(x) = / Bk f (k)™
g(z) = / Pai(q)e™,
onde d*k = (gjr’)“

O produto estrela entre f(z) e g(x) é

f*g // d4]€d4qf ) —%k/\pei(k—kq)x'

3. Conjugacao complexa:

(fxg)"(z) =g"* f".

4. Associatividade

Sejam f, g e h funcoes complexas, entao

[(f % g) x h] (z) = [f x (g = h)] (),
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o (5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)



pode ser provada escrevendo as representacoes de f, g e h no espago dos momenta:

[(f *g) xh]( / / / d*kd'qd'pf(k)g(q)h(p)e 2 e strarneitiratne (5 96)

[f % (g h)] /// d*kd*qd*pf (k)g(q)h(p )6_%que_%k/\(q+p)e"(k+q+p)x. (5.27)

5. Produto estrela sob sinal de integragao:

[darea@) = [[[ aedrdafigaet e s (5.28)
= (27) / / D kd*qf (k)§(q)6* (k + q)e 2+ (5.29)
= [k = [ dislg i) = [ dats 9@ 630

onde usamos a anti-simetria de 6 (k0k = 0). Usando (5.30) podemos mostrar que o produto

estrela entre n fungoes complexas sob integracao é ciclico:

/(f1 x o ) (@)dbw = /(fn*fl .o o) @) (5.31)

A representacao de Fourier da integracao, no espago tempo, do produto de n fungoes

/d4x@1(x)*@2(x)*. CxD(x) = /ﬁ ng;n i@-(kj)&l(i k) [e_%zg<bk“kb] . (5.32)
i=1 j=1 I=1

Estas propriedades serao tteis nas manipulagoes em teorias de perturbagao. Na secao

seguinte formularemos a teoria de campos livre sobre espacos nao-comutativos.

5.2 A teoria livre

Como citado na introducao deste capitulo, as primeiras tentativas de formulacao de
teorias sobre espagos nao-comutativos surgiram como uma tentativa de regularizar as teo-
rias de campos. De fato a formulacao de teorias de campos sobre espagos nao-comutativos
leva a comportamentos nao usuais para os propagadores, por exemplo, a mistura entre

as divergéncias ultravioleta (UV) e infravermelha (IR) caracteristicas dos diagramas de
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Feynman nao planares. No entanto estes efeitos s6 surgem ao considerarmos campos in-
teragentes. Veremos a seguir que nao ¢é possivel distinguir uma teoria de campos livre da
correspondente teoria sobre espagos nao-comutativos.

Seja a acao livre de uma teoria de campo real
. (1 L 5.0
Slpl = [ d’x 58,@&@ + im ) (5.33)
a agao correspondente no espaco nao-comutativo é
i (1 L,
Spel@) = | d*z 56,@* 0,¢ + gm oxo |, (5.34)

que pela propriedade (5.30) é equivalente a (5.33). E de se esperar que isto aconteca, visto
que as propriedades fisicas (observaveis) de uma particula livre ndo devem ser alteradas
pelas condicoes do espaco tempo. Porém quando consideramos interagoes esta condigao se

altera.

5.3 Interacoes

Como vimos anteriormente, uma teoria de campos sobre espacos nao-comutativos pode
ser construida como uma teoria de campos usual com o produto estrela entre campos.
Assim uma teoria de campos interagentes é montada sobre o espago de Hilbert usual porém
com interacoes modificadas pelo produto entre os campos. Por esta razao, as fungoes de

correlagao nao comutativas devem ser definidas como nas teorias comutativas.

A

G (xy, ..., x,) = O|T(D(x1) ... D(x,))]0). (5.35)

A agdo é obtida pela substitui¢do dos produtos ordinarios pelo produto » de Moyal.

~

S[d] = / diz Eauqﬁ(x)auqﬁ(x)—%m%uwgp) | (5.36)

n
A z A
2

No caso de potenciais polinomiais V(@) = £+ (®)", onde g é a constante de acoplamento,

temos
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n

Sl = [ e [J0t) s 000~ gutono+ Lionnna)] 3D
_ / e [%Gugb(x)@“qb(a:) - §m2¢2 + %(¢* - ¢)} . (5.38)

Portanto a diferenca em relagao as regras de Feynman da teoria usual advém do termo

gn_f(d)*,, /Hd4 ki (s 5% Zkl e Eiakunke] (5.39)

devido a presenca do fator de fase
Viky,... k) = e 2 Za<sharky (5.40)

onde introduzimos a forma bilinear ko, Aky = ko, 0" ky,,. Iremos considerar, por simplicidade,
que 6 é uma matriz inversivel (espago tempo com dimensao par).

A expressao (5.40) é invariante por permutagao ciclica, mas ndo por permutacio ar-
bitraria dos momenta ky ... k,. Assim deve-se fixar as linhas de entrada e saida no vértice,
em sua ordem ciclica, e considerar todos os diagramas possiveis. Assim podemos classificar

os digramas em duas classes: planares e nao planares, como veremos no modelo ¢*.
5.4 Modelo ¢*
A agado (5.38) paran =4 é

S[p] = S[B] + Sine(¢) = / d*z B@qu(x)(?“gb( ) — m 292 4 2 (¢*¢*¢*¢)} (5.41)

onde a acao de interacao pode ser escrita como

2

Sii(9) = G [ (@ bxéx9) (5.42)
4 4

= 4? Ay dhad (k) . o(ka)0 (O k) [ et ®nk) (5.43)
i=1 i<j
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Podemos, entao, construir os diagramas para 1-loop. Sejam k1, ks, k3, k4 as linhas de entrada
em um vértice, e p e —p as linhas externas. Podemos ligar a primeira linha externa p a

linha k; do vértice

ks

ki
Figura 5.1: Diagrama a

Restam trés escolhas para conectar alinha externa —p ao vértice. Conectando a linha
externa a linha ks do vértice podemos conectar as linhas k3 e k4 por um propagador —gq

de forma a obter o seguinte diagrama
ko=—p

ks3=p—q

\\\_ by p
k_

W=—pP+q

Figura 5.2: Diagrama b

O fator de fase (5.40) para este diagrama é dado por

V(kluk27k37k’4) = V(pJ _p7p_Q7 _p+q> (544)
_ o (kAR kg ARy) (5.45)
— oSN HP—)A(—p+a) (5.46)
I (5.47)

Alternativamente, podemos conectar a linha externa —p a linha k4 do vértice. Conectando

as linhas restantes, ks e k3 por um propagador ¢, obtendo os seguinte diagrama
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ko=—p—q

-

ks=p+q ky p

]{34 =P
Figura 5.3: Diagrama c

O fator de fase correspondente a este diagrama é dado por

Vi (ky, ko, ks, ks) = V(p,—p — ¢, + ¢, —p)

_ e—%(kl/\k2+k3/\k4)

=5 (A (=p—q)+(p+a)A(-D))

|
)

|
)

— 5 (=pAg—aqA(p))

|
)

— e slarr—an(p)

(5.48)
(5.49)
(5.50)
~5(PAPPA-D+PACP)+AN-P) (5 51)
(5.52)
(5.53)
(5.54)

=1

Estes diagramas sao equivalentes aos obtidos na teoria comutativa, para cada linha &y, ko, k3
e k4 do vértice podemos conectar alinha externa p restando duas possibilidades de conexao
das linhas restantes, totalizando 8 diagramas. Estes diagramas sao denominados diagramas
planares pois suas linhas podem ser conectadas sem a necessidade de sair do plano, o que
nao é possivel para diagramas em que o fator de fase é diferente da unidade.

Podemos construir diagramas distintos dos anteriores conectando linhas nao ciclicas do
vértice através de um propagador gq. Conectando a linha externa p a linha k; do vértice

e esta a linha ks, nos resta conectar as linhas ky e k4 através de um propagador ¢ Este
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ko=—p+q

k3: —p ]{71 p

ka=p—q
Figura 5.4: Diagrama d

diagrama é nao planar, e o fator de fase correspondente é

e~ 3 (PAa+pAg)

V(ky, ko, ks, ka) = V(p,—p+ ¢, —p,p — q) (5.55)
— s UnAkatkaAks) (5.56)

— o 5A(=p+a)+—PA(P—0)) (5.57)

= e 3PACPPACPAPEING-D) (5 58)

— o ira—arn) (5.59)

(5.60)

(5.61)

= e PN,

Podemos construir este diagrama associando a linha externa p a qualquer linha k; do vértice
e associando esta a linha k;, o para i = 1,2 e k;_o para ¢ = 3,4. Portanto temos quatro

diagramas nao planares idénticos com fator de fase
V = e PN, (5.62)

Agora podemos escrever a funcao de dois pontos a 1-loop para o este modelo no espaco

dos momenta

. 2 .
O A 1 (/d4 ! 5.63
gl’l‘”’p(p’ P) p2 —m? + e ( 6 ) (p?2 — m? + ie)? qu —m?2 + ie (5.63)

9 i b e P
— | = _ 5.64
(3>(p2—m2—|—2'6)2/ qq2—m2+ie ( )

Cujo diagrama é
Note que o primeiro termo é equivalente a teoria comutativa livre. O segundo termo é

um diagrama planar, presente na teoria comutativa porém o fator de simetria é distinto.
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G2 P —p) = i _ (%) Q _ (i\ O

Figura 5.5: Diagrama e

O diagrama nao planar, tltimo termo, tem um fator de fase sob integracao gerando carac-
teristicas distintas da teoria de campos comutativa. Como veremos a seguir, este termo é
responsavel pela nao localidade que faréd com que o cutoff da teoria renormalizada dependa
do momento, o que faz com que as divergéncias se comportem de maneira intrigante.

E importante notar que no limite § — 0 o expoente —i(p A q) do fator de fase se
anula, assim o fator de fase assume o valor equivalente ao de um diagrama planar. Neste
caso a teoria s6 possui diagramas planares e a soma destes € igual ao do caso comutativo.

Portanto neste limite a teoria se torna comutativa como era de esperar.

5.5 Divergéncias ultravioleta e infravermelha (mistura
UV-IR)

A funcao de dois pontos (5.64) tem comportamento distinto da teoria comutativa, como
vimos isto se deve ao fator de fase e=?" do vértice do diagrama nao planar. Podemos

analisar a renormalizacao dos campos pela funcao irredutivel a uma particula 1PI

@ 2 2 g’ B 1 g9’ pie e’k
(p)=(p —m)'f‘g/ —k:2—m2+€/ 22 (5.65)
Assim, temos que regularizar os diagramas
(2) g’ 74 1
2 ikAp
2 _ 9 . €
Fép)<p) = E/d km (5.67)

O diagrama planar I"® (p) é responsavel pela mesma corregdo da massa da teoria comu-
tativa. A nova contribuicao devido ao diagrama nao planar I, ,5?,) (p) é responsavel por uma

melhor convergéncia devido ao fator de fase no integrando.
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Seja a integral

: /OO s
= e " da (5.68)
k%2 —m? 0

o diagrama planar pode ser reescrito como

r?p / da / d* et —m? (5.69)

As integrais sobre os momenta tornam-se integrais gaussianas que podem ser resolvidas

explicitamente

I'Dp) = g_Z/OO da/ & fee®™ e—ok (5.70)
? 3 Jo (2m)* .

2 0o —am?
g €
= 4872/0 = dov. (5.71)

O diagrama nao planar pode ser escrito como

Q

rPp) = E / / e =m?) o ikAp oy (5.72)

ozm —ockQ zk/\pd (573)

4
_ _/ / dk O kPN kY 0D (5.74)

onde 7, é a métrica do espaco de Minkowiski. Seja A uma matriz diagonal com elementos

‘Q

(@)

Q

ai, ..., a4, r um vetor com componentes xy, ..., x4 e b um vetor com componentes by, . . ., by.

Podemos usar a seguinte identidade (apéndice)

/ e 2l@ADTOD] gL — (27)2(det A) "2z AT (5.75)

o0

com Auv = 2an*, x# = k* e b* = i6"p,. Assim

2 o'}
g am? v 7 M 97
Fn(?))(p) = W/o ™™ (27)?*[det (2am™)]~ 3 03 (@0"Pu) B (1077Dx) (5.76)

2 oo _(am? M)
g e 4o

= 962 / o2 da (5.77)
92 (am? %)

= 962 /0 T2 (5.78)
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onde pop = p,0"°0;p,. Podemos regularizar as integrais em « nos diagramas reparametriza-

dos introduzindo um fator e_ﬁ, onde A faz o papel de cut-off. Reescrevendo temos

2 o] —Och—%
g e al
. e
L0 = 5 /0 ————da (5.80)

Podemos ainda escrever um cutoff efetivo para o diagrama nao planar dado por

9 1

A== (5.81)
T pop+ 4

Assim os dois diagramas contém integrais do tipo

2

/0 %da = 2mAK, (7m> (5.82)

onde Ki(x) é a fungao de Bessel modificada. Para A — oo o argumento de K se torna

pequeno e podemos expandir
1 =z x
Kiw) ~ —+ S in (-) (5.83)

Neste limite as integrais se tornam

o0 am27a% A2
/ ¢ T la=A—m?n (—2) (5.84)
0

o2 m

Os diagramas planar e nao planar podem ser escritos como

rp) = g l/l?—m?ln (A—2)] (5.85)

4872 m2
2 /12
2 . g 2 2 ef
F’rgp) (p) = W |:Aef —m hl <W):| (586)
A massa renormalizada é
mz,, = m*+T®(p)+ L2 (p) (5.87)

2 2 2 A2
2 g 2 2 A 9 2 2 ef
= m’+ 157 [/1 —m®In (W)] + 062 {Aef —m®In (W)} . (5.88)

52



O termo advindo do diagrama planar diverge para A — oo, no regime ultravioleta. Neste
regime o termo advindo do diagrama nao planar apresenta valor A2 = p%p assim o diagrama
diverge no regime infravermelho (p — 0). Entao existe uma mistura entre as regides de
divergéncia (UV e IR) caracterizando um comportamento tipico desta formulagao das

teorias de campo nao-comutativas denominado UV-IR mizing.
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Capitulo 6

Teorias de campos nao-comutativas e

DCT

Neste capitulo introduziremos o funcional gerador para sistemas de bésons em DCT.
Faremos isto da mesma maneira em que procedemos para a termalizacao do campo real.
Duplicaremos o espaco de Hilbert do sistema introduzindo o funcional para este sistema
e em seguida aplicaremos a transformacao de Bogoliubov afim de obter os funcional do
sistema térmico. Este procedimento serd feito da mesma maneira que na teoria de campos
aT = 0, o que caracteriza uma vantagem na escolha da DCT. Aqui desenvolveremos o fun-
cional para DCT sobre espacos nao-comutativos e o utilizaremos para investigas a relagao
entre a temperatura e o parametro de nao-comutatividade #*. Para isto nos restringiremos
a estudar o campo real em um modelo com interacao ¢*. Ao final veremos que a funcao
de dois pontos a 1-loop desta teoria pode ser separada em termos que contém somente a

temperatura ou o parametro de nao-comutatividade e termos onde estes aparecem juntos.

6.1 Funcional gerador para bdsons

Para construir uma teoria quantica de campos no espaco de Hilbert duplicado Hy vamos
considerar inicialmente uma sistema de boésons livres, e aplicar as regras de conjugacao til

para introduzir, a menos de um fator de normalizagao, o seguinte funcional gerador [67, 68]

Zy o~ / D¢Dge™ s
- / D¢ D¢ exp|—i / dxL), (6.1)
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onde L = L — L é a densidade Lagrangiana duplicada, dada por

L

%¢(D+m)¢— Jo — %g(lj—l—m)qg—l— 55 (6.2)

Este funcional pode ser escrito como

%:mm{—%/dmy (@) (04 m? — i2) LI (y)

— J(@)O+m?+ie) ()]} (6.3)

A partir de /[:, podemos escrever as equagoes de movimento, tais que, o propagador de

Feynman para as varidveis nao til é dado como na teoria usual, ((O0+m?+ie)Go(x) = —d(x).
Para as variaveis til temos, (—1)(0 + m? — ie)Go(x) = —d(x), resultando que
Gol(z) = —Gi (). (6.4)

Com estes resultados, nés obtemos o funcional gerador normalizado

Zl7,3) = expl{ / drdy[37 (@) Go(x — y)I(y)]}. (6.5)

onde as correntes na notagao matricial aqui adotada sao

J(z) = < = ) I (@) = (J(x), = I (@), (6.6)

e a matriz dos propagadores é

Go(.x) 0
G — Gab — . 6.7
o(2) = (GE (@) ( ) —G8($)> ©.7)
A partir da defini¢cdo do funcional (6.1) podemos mostrar que
VAR |
Go(z —y) =t | joyr— .
O(I y) Z(SJ(y)(SJT(I)L]_J =0> (6 8)

onde a notacgao utilizada é tal que,
Ge(z —y) = 10°Zy[IT,J) /6 Ju(2)6 T (y)| j=jr—o. A componente G{'(z) é a componente

fisica. Enquanto que G22(z) = Go(z) = —Gi(x) ¢é, a menos da conjugacio complexa
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e do sinal, a componente fisica. A motivacao da duplicacao é a de podermos explorar
um mapeamento linear entre as componentes til e nao til do propagador; ou de forma
equivalente, conforme (6.8) entre as componentes do funcional gerador. Este é o mecanismo

que introduz um parametro extra na teoria, que iremos usar para introduzir a temperatura.

6.2 Transformacao de Bogoliubov e integrais de tra-
jetorias
Vamos proceder com a introducao de rotacoes, com a natureza de transformacoes de

Bogoliubov nas componentes de Fourier do propagador. Entao temos um mapeamento

B(ﬁ) : ZO[JTJJ] = ZO[JTaJ;ﬁ]v tal que

Gz —y: p)™ / d*k Go(k; B)be M) (6.9)

1
- (2m)?
onde G(k; )% = B71(8)Go(k)*B(B), com

(Go(k)™) = ( e _01 ) , (6.10)

0 k2—m?2—ie

Ay u (k; 8) —v(k;B)
B >_< —v(k;B)  ulk; ) ) o1

tal que u %(k; B) —v ?(k;B) =1e

ulk;f) = W (6.12)

o(k: B) = W (6.13)

Como fizemos em (3.92), usando a definigao de B(k; 3), as componentes G(k; 3)® se tor-

nam [21]

1 2

Go'(k; ) = m—%m(/ﬁﬁ) (k* —m?),, (6.14)
G (k:B) = G3'(k; B) = —2miln(k, B) + n*(k, B)|28(k* — m?), (6.15)
G2(k;B) = WE_ZE —2min(k, B)0(k* — m?), (6.16)
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onde Go(k) — Gg(k) = 2mi 6(k* —m?) e

1
n(ko; 8) = B _ 1 (6.17)
O funcional gerador é, entao, dado por
1
2003",3:8) = exp{ [ dedyl3™(@)Gola ~ 13 I W) (6.15)

Portanto, é simples mostrar que, a funcao de dois pontos térmica para o campo escalar

livre é

27131, J3, 8]
5Ja(ac)5Jb(y)

reproduzindo da maneira correta os resultados do formalismo canénico. Afim de tratar a

'z —y; B) = — | 7=s7 =0, (6.19)

interacao, vamos considerar

L = %@(b(m)@‘%(m) - mTZ(bQ(ﬂU) + Lt
—10,0()0"¢(x) + % ¢*(x) — Lin. (6.20)

Neste caso, como no formalismo a temperatura zero, e considerando primeiro a estrutura

duplicada, o funcional Z[JT,J] satisfaz a seguinte equacao

§Z[IT3] ~ (16 16
(04 m?) 753(@) + Lint <z§J uSJT) Z[J, I =J(x)Z][3", 7], (6.21)
com solugao
Z[3" 3] =Ne '/dxf- 1010 ), (37, 7], (6.22)
9 - Xp [ int (SJ Z(;JT 0 .

onde Emt ( ) = Lin (l 5 J) th (1 6‘;) Para introduzir um funcional gerador depen-

dente da temperatura usamos o mapeamento B(3) : Zo[JT,J] — Zy[JT, J;f3], como antes,

resultando em

exp i [ doLi (+5: 153r) | 237, 3; 8
exp |i [ deLine (4353 4 530) | 20137, 33 Blla_sr—o

Z[J', 3,6 = (6.23)

Quando 8 — oo (T — 0), o resultado para temperatura zero é recuperado. Agora vamos

voltar nossa atencao a teoria A¢* nao comutativa a temperatura finita no formalismo de
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tempo real, usando o funcional gerador introduzido acima.

6.3 DCT no plano nao-comutativo

Nos obtemos uma teoria de campos nao comutativa trocando o produto usual entre os

campos pelo produto estrela de Moyal [2] na densidade lagrangiana, i.e.

(61 % d2) () = 3557 by (2 + E)a(a + C)| L, (6.24)

onde o parametro nao-comutativo 9" é antissimétrico (0" = —0"*). Este produto repro-

duz um espago nao-comutativo [63]
P =at ok at —a¥ kot =i, (6.25)

[z, x

Entao a acdo para a teoria ¢? sobre este espago nao-comutativo é [69]

S =S, +5; —/d4 Loy + L2g2 1 O
= S0+ S = [ d' | 5007 + JmP0* + Lo nbxoxo)@)| . (6.20)

Com os resultados da ultima secao, introduzimos o funcional gerador para esta teoria nao

comutativa no formalismo de DCT, i.e.

exp[ [dalim (A5:1.5) }ZO 97,3 5]
21373, " = | — 1J6 o . (6.27)
exp [ZfdiLint (i3 i59m) } Zo[ T, J; Bl 5—37—¢
Vamos expandir este funcional, a menos de um fator de normalizacao
ng 2
2038 = ZdT3 8 S (),
" n=1
1 Zg2 2 2 2
n+m-+2
o (g) z_:l Z:l(—l) Dy + - - - (6.28)
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onde

an E/ dz (%)4 Zo[JT, 3, 3], (6.29)
bnmz// dzdw (5Jf(z))4*<6Jj(w))4*ZO[JT,J,5]. (6.30)

Afim de realizar o produto *, as correntes devem ser escritas no espaco dos momenta

Ak o
nw = e k), (6.31)
) dk* . )

_ v —(ikPay) 2

57.() / o O S (6:32)

De forma que

) diky diky o 30T, (ky)
Jo(z) = ikt @) o= (ks y,) OZa 633
5Jb(y) ( ) /(27T)4 (27r)4 5Jb(k2) ( )
Ay Ay s
_ / (%)14 (27)24(3( Ko = k59 50 (27) 45 (kg — oy (6.34)
4
= (Cé:)lzxeikl(m_y) (6.35)
= e —y) (6.36)

O produto no lagrangiano de interacao resulta em

) b 1 dk; i i ot 1)
— =g (kiAke) ,— 5 (ksAka) ,—i(30 ;2 K} )2 6.37
<5Jn(z)> / 1} (2m)16° ¢ ‘ 57, (ks) (6:37)

onde k; A kj = ki'0,, kY. Portanto, obtemos

4

4
dkl 3132 2i—1/\K24 5
ap = /H (271_)126 222:1(k Nk )6(2 kl)éjn(k)ZO[JT,J,B] (638)
=1

i=1 v

A fungao de dois pontos desta teoria de campos nao-comutativa é

82373, 6]
0Ja(k2)8Jy (k1)

7% (ky, ks B)* = : (6.39)

JT=J=0
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tal que, até primeira ordem no termo de interacao, temos

oay,
0J4(ka)dJy(ky)

. 2
1
Tk, s B) = == > (=1)"

n=1

. (6.40)
JT=J=0

A tnica parte fisicamente relevante desta matriz de fungao de dois pontos é a componente
71 (ky, ko; B)*. Portanto, ela contém todas as componentes da matriz de propagador livre

e , consequentemente, o efeito de temperatura, que é

2 d
Ak ka8 = = A k)G (s A)GY kasB) [ G 0)

2

- LG G ki) [ s Al A DG (09

2

d
Tl k)G b G (i ) [ PG i)

2
+ GG G (ki ) [ 750 Ak D) A2 DG )
(6.41)

onde
Ak, k) = e 2kinks (6.42)

e Géj sao as componentes do propagador do campo escalar livre em DCT. Estes resultados

serao analisados na secao seguinte.

6.4 Funcgao de dois pontos 3,0 em (141)-dimensoes

Encontramos a estrutura da fungao 7;'(ky, k2; 3)*, dada em Eq.(6.41), considerando 6
uma pequena quantidade, tal que A(k;, kj) ~ 1 — %/{;Z A k;. Desde que G{'(ky; 8) é dado
pela Eq.(6.14), a contribuicao a T'=0e 0 =0 é

dp

11 — g2
71 (K1, k) = _EGO(kl)GO(kZ)/W

Go(p), (6.43)
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recuperando o resultado usual. A primeira linha em Eq.(6.41) fornece, neste caso, o seguinte

termo dependente de [ e 6:

dp_
()

Neste caso, a nao comutatividade, caracterizada pelo parametro #, compete com a tem-

I(ky, ko3 T',0) = 9_23/{:1 A k2n(k‘1;5)G0(7€1)G0(k2)/ Go(p). (6.44)

6 2

peratura, descrita por n(k;;3). Note que para temperaturas suficientemente altas, con-

siderando 0 fixo, estes termos estao presentes na funcao de dois pontos; e portanto inter-

ferem nas quantidades mensuraveis, calculadas a partir de 7!, como a se¢ao de choque.
A inter-relacdo entre temperatura e o parametro de nao comutatividade para a parte

nao planar de 7i!(ky, ko)* é melhor observada no caso de (1 + 1) dimensoes. Neste limite

temos
k= K mE = R Rk m® o K m? (6.45)
3
kNp= Z k0" p; — kot 'p1 + k10"po = 0(kopr — kipo), (6.46)
ij=0

e a parte nao planar da funcao de dois pontos é

2
mip(k ki B = G {=GE (ki B)GY (ka: 9) / (;ffg)A(kl,p)sz,p)Gél(p;ﬁ)

G (ks )63 (ki) [ %A(kl,pmwg,p)c:%?(p; B} (647)

Agora escrevemos w? = k3 +m? kA p = 0(kops — kipo) e definimos dois parametros
adimensionais a = fwg e ¥ = k A p. Quando a temperatura é muito maior que a massa do
campo (fm < 1) nds temos a =~ [ky e 7y =~ oz%(pl — Po)-

Neste limite

Aly) = e 2 v ] — —r, (6.48)

n(a) = o é. (6.49)

Assim a parte nao planar da funcao de dois pontos é

2 1 0
Tﬁ;(k’l, ko; B)" = g_{_A(kh ko) + 2 B(k1, ko) + 0C(k1, k) + = D(ki1, k2) }, (6.50)

3 I6; B
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onde

Ak, k) = Go(ky) [ / dp QGo(p)} Golks), (6.51)

(2r)?

Bk, ks) = 2m{‘5(’“%_m2> [/(dpQGo(p)} Go(ks)

Wi, 271')

+Go(k1) /ﬂGo(p)} Ok — )

(271')2 Wy

+Go(ky) / dp 5(792_7”2)1%(@)}, (6.52)

(2m)? Wp

Clis k) = glon +onl{ Galk) | [ o - miGa)| Gulk) |, (639

5(k? —m?)

wkl

D(ky,ky) = mlwy, + wkz]{ [/ (2%?)2(171 —Po)Go(p)} Go(ka)
+Go(k1) [/(;Tp)z(pl _po)Go(p)} %;m%

+Golk) [ / (dp (pl_p0>5(p2“m2)]ao(k2)}. (6.54)

2m)? Wy

A partir do lado direito da Eq.(6.50), identificamos a dependéncia em 6 e (§ explici-
tamente: no primeiro termo, —A(ky, k2) é independente de 0 e [ e, adicionalmente, este
termo é o valor da funcao da dois pontos no caso de T' =0 e € = 0; o segundo termo de-
pende somente da temperatura; o terceiro somente do parametro de nao comutatividade;
e o quarto depende da inter-relacao da nao comutatividade e da temperatura.

Notamos que Eq.(6.50)mostra como é o comportamento destes diagramas nao planares
com respeito a temperatura e a nao comutatividade. FEstes diagramas sao responsdaveis
pela existéncia de um comportamento nao singular no limite 6 — 0, no caso usual de
temperatura zero, f — oo. Fica claro a partir desta expansao que mesmo na teoria a

temperatura finita nao ha modificacao deste comportamento nao-singular no limite 6 — 0.
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Capitulo 7

Ordenamento temporal para DCT
nao-comutativa a partir de espacos

de Fock deformados

Como vimos no capitulo 5, existe muito interesse em teorias de campos sobre um espaco-
tempo nao-comutativo [70, 71, 72, 69, 2],no qual as coordenadas satisfazem a relagao de
comutacao,

[zh, 2] = 6", (7.1)

com 6" sendo uma matriz constante e antissimétrica. Pela correspondéncia de Moyal-
Weyl [73, 66, 65|, uma teoria de campos em um espago-tempo nao-comutativo satisfazendo
a Eq.(7.1) é equivalente a uma teoria de campos sobre um espago comutativo no qual o
produto de duas funcoes é definido pelo produto de Moyal. Devido ao parametro de nao-
comutatividade a teoria nao ¢ invariante por transformacoes de Poincaré. Propriedades
como causalidade e unitariedade sao violadas quando existe nao-comutatividade do espaco-
tempo [74, 75, 76, 77, 78], enquanto permanecem véalidas na ndo comutatividade espago-
espago (A" = 0). Existem algumas tentativas de resolver estes problemas [79, 80, 81, 82,
83]. Recentemente, Chaichian et al. [84], e Wess [85] propuseram um modelo de construgao
de teorias quanticas sobre espagos nao-comutativos invariante sob a algebra de Poincaré
deformada! Ux(P) usando como elemento préprio de deformagao F € U @ U, onde P é a
algebra de Poincaré e U ¢é a sua algebra envelopante universal. Neste contexto, a teoria de

campos sobre um espaco-tempo nao-comutativo se torna uma teoria de campos sobre um

! Adotamos deformado como a traducdo do inglés do termo twisted. Nao h4 um termo consagrado na
literatura. Uma traducao alternativa seria: torcido.

63



espaco-tempo comutativo com o coproduto deformado dos geradores do grupo de Poincaré.
Isto justifica o uso do grupo de Poincaré no estudo de teorias quanticas de campos sobre
espago-tempo nao-comutativo. Para construir um formalismo de quantizacao consistente
da teoria de campos também é necessario deformar a algebra dos operadores de campo
consistentemente. Existem alguns estudos deste problema [84, 86, 87].

Neste capitulo desenvolvemos uma algebra deformada para as frequéncias da expansao
de Fourier do campos e, consequentemente, para os operadores de criagao e destruicao
{a,a’} como base para construir uma teoria quantica de campos em DCT, invariante sob
simetria deformada de Lorentz. Como extensao do capitulo anterior nos restringimos a
tratar o caso de campos escalares com interagoes polinomiais %d)“. Estendemos estes
resultados a algebra dos operadores de criagao e destruigao do espago de Hilbert duplicado
e termalizado.

A DCT consiste de dois passos principais. O primeiro é a duplicacao do espaco de
Hilbert em cada ponto do espago-tempo, isto ¢, a duplicagao do ntimero de graus de liber-
dade usados para descrever o sistema. Um conjunto dos graus de liberdade é relativo a
cinematica do sistema, enquanto o outro conjunto é responsavel pelas simetrias do sis-
tema. O segundo passo é a transformagao de Bogoliubov, que mistura os dois conjuntos,
de maneira a construir estados mistos, e portanto térmicos. A duplicacao seguida pela
transformacao de Bogoliubov pode ser rigorosamente descrita pelo uso de estruturas da
algebra de Hopf [88].

Em sistemas de muitas particulas, do ponto de vista quantico, uma propriedade crucial
¢é a estatistica das particulas. Isto é formalmente colocado na forma como os estados se
comportam sob a troca da ordem das particulas. Esta propriedade tem uma relagao com o
spin de particulas idénticas que formam o sistema. Esta propriedade surge naturalmente da
representacao do grupo de Poincaré do sistema. Para espago-tempo com dimensao acima
de trés, ha somente duas classes possiveis para o spin, inteiro e semi-inteiro, levando a duas
classes de estatisticas, bésons e férmions, respectivamente.

Se agora a teoria de campo for construida sobre um espaco-tempo nao-comutativo
como na Eq.(7.1) entdo podemos fazé-lo de forma invariante sob o grupo de Poincaré, mas
a estatistica das particulas é modificada. Estas teorias sao denominadas teorias de campos
com grupo deformado de Poincaré. O formalismo destas teorias inclui uma deformagao da
agao do grupo de Poincaré nos tensores de estado (estados de muitas particulas), de forma
a preservar a invariancia da teoria sob a acao do grupo de Poincaré.

No que segue iremos mostrar como formalizar a descrigao de um sistema de muitas
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particulas com a &dlgebra deformada de Poincaré a temperatura finita. Para isto vamos
considerar o formalismo de DCT descrito nos capitulos anteriores. Especificamente, iremos

mostrar que o teorema de Wick pode ser formalizado nesta descrigao.

7.1 Algebra de Hopf deformada dos geradores de Poincaré

Seja U(P) uma algebra universal envelopante da algebra de Poincaré P e Y (= P,, M, )

seus elementos. Eles satisfazem as propriedades da algebra de Hopf

AY =Y ®1+1®Y, (7.2)
eY)=0,5Y) =-Y, (7.3)

onde A é o co-produto, € a co-unidade e S a antipoda. Seja uma A uma dlgebra do espaco

de fungdes, com produto - e ¢, ¢ € A. A agao de Y em A satisfaz a relagao

Y (6-0)=) (Yo> o) (Yo >u), (7.4)

onde usamos a notacao de Sweedler AY = 3" Y1) ® Y(5) e A denota a agao dos geradores
do grupo de Poincaré na algebra A do espago de fungdes complexas.

A representacao da acao dos geradores do grupo de Poincaré no espaco de fungoes é

P, 6(x) = —i6,0(), (7.5)
M, > ¢(x) = —i(2,0, — 2,0,)0(x) (7.6)

Se definirmos um elemento deformador F € U(P) @ U(P), podemos gerar outra algebra
de Hopf Uz (P), usando F para deformar U(P). O elemento deformador F satisfaz

(Fol) (ARid)F =(1®F)- (id® A)F, (7.7)
(€®id)F =1=(id®¢)F. (7.8)

Como a 4algebra de Poincaré P possui uma sub-dlgebra comutativa {P,}, podemos

construir um elemento deformador F a partir dos elementos P, da dlgebra de Poincaré

F=exp (%eaﬁpa ® Pg) . (7.9)
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A nova algebra de Hopf gerada a partir deste elemento deformador F é a mesma da algebra
de Hopf original, no entanto a estrutura da co-dlgebra correspondente é diferente da co-
algebra original. Isto significa que as relagoes de comutacao da algebra de Lie tém a mesma
forma e que a representacao dos geradores do grupo de Poincaré nao é alterada.

O novo co-produto Ax tem a forma

ArY = F-AY - F L (7.10)
er(Y) =€(Y),Se(Y) = S(Y). (7.11)

Com o co-produto alterado, a agao de Y, Eq.(7.4), nao se transforma covariantemente.
Para que a acao de Y na algebra A continue a ser covariante, devemos deformar a algebra
alvo A em Az apropriadamente. Isto pode ser feito através da substituicao do produto -
pelo produto

oxW=-[F'>(px). (7.12)

Quando ¢,v € Ar sao funcoes das coordenadas do mesmo espaco-tempo, o produto
se torna o produto » de Moyal visto nos capitulos anteriores. Como nesta representagao
P, — —i0,, a relagdo de comutacao entre as coordenadas do espago-tempo é deduzida

através do produto x

txat = .[6%9"‘58&@85 > (2 @ x")] (7.13)

= ottt %0“”, (7.14)
que leva a seguinte relacao de comutacao
[z, "], = 0. (7.15)

O desenvolvimento acima implica que, com um elemnto deformador F satisfazendo a
condigao 7.8, podemos construir um novo par de algebras {Ur(P), Ar} a partir do par
original {/(P), A}. Portanto podemos pensar em uma teoria de campos pertencendo a
uma classe {U(P), A} em um espago-tempo ndo-comutativo como uma teoria de campos
pertencendo a classe {Uz(P), Az} em um espago-tempo comutativo. Esta tltima possui
muitas vantagens. Um fata importante é que estas teorias possuem uma algebra de Poincaré
deformada. Portanto operadores como P? e W? (W, = _TleamgM 67P5) continuam a ser

operadores de Casimir nesta algebra deformada. Entao, neste formalismo, as simetrias
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da teoria sao mais transparentes, e podemos usar a representacao irredutivel do grupo de

Poincaré para estudar teorias de campos nao-comutativas.

7.2 DMatriz S para a DCT com algebra deformada de

Poincaré

Nesta secao iremos obter a expressao para a matriz S térmica usando o formalismo de

DCT para campos escalares interagentes.

7.2.1 DCT com algebra deformada de Poincaré

Para construir uma teoria de campos térmicos nao-comutativa podemos usar os forma-
lismos de DCT e de grupos deformados apresentados anteriormente. Primeiro deformando
o espaco de Hilbert duplicado H=mH ®7—~l e, em seguida, aplicando a transformacao de
Bogoliubov Bg.

Seja H um espaco de Hilbert dos campos escalares ¢. Entao, o espaco de Hilbert

duplicado é H = H X H. Os campos podem ser escritos como

o(x) = / dp(p)(e(p)e™™ + c(p)ie ), (7.16)

o(x) = / dp(p)(Ep)e ™ + 2(p) 1), (7.17)

onde du = ( &p

2m) 42wy

O gerador da translacao temporal é o hamiltoniano duplicado H=H-H

i = / dpu(p)w(p) (c(p)c(p)! — E(p)e(p)) (7.18)

e o operador momentum total é

A ~

P,=F - P = /dﬂ(p)py(C(p)TC(p) —&(p)'e(p)), (7.19)
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com

Poe®)] = —pco), [Poc)!| =picn)! (7.20)
Paip)| = —pi), |Pni)!] = ) (7.21)
Usando P para construir um coproduto que atua em H podemos encontrar uma forma

simples para a qual a teoria ¢é invariante de Poincaré. Neste caso os operadores de criagao

e destruicao sao deformados em

a(p) = c(p)esr (7.22)
a(p) = emI I Pg(p)t, (7.23)
a(p) = c(p)esn P, (7.24)
ap)t = et Pog(p)t, (7.25)

onde usamos (P,J= —P,. Nesta teoria duplicada deformada o operador momentum é

A

B - / dp(p)po(a(p)ialp) — a(p)ia(p)) (7.26)
- / dp(p)p () elp) — &) E(p)). (7.27)

Transformacao de Bogoliubov

Agora iremos termalizar os campos aplicando a transformagao de Bogoliubov
U(B) = e (7.28)

onde

Gp = i/du(p)%(ﬁ)(p)(a(p)ffl(p)T — a(p)a(p)). (7.29)

Os campos térmicos sao

dp(p)(as(p)e™ + ag(p)Te™™"), (7.30)

op(a) = / du(p)(as(p)e™™" + as(p)'e™), (7.31)
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onde os operadores deformados de criacao e destruicao sao

as(p) = Us alp) Uz".
As transformacoes inversas podem ser escritas
a(p) = Uz " ag(p) Us.
A expressao explicita para (7.32) em termos dos operadores nao deformados é
ag(p) = Up c(p)e%p“euup” Uﬁ_l.
Sera 1til para os cdlculos escrever esta expressao como
as(p) = cs(p)etP " ™.

Note que o comutador

Entao

[15, Gg] ~0.

Usando a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff

Z(X,Y) = In(eXe)
= X+Y+[X,Y]+%[X,[X,Y]]+...,

onde X e Y sdo operadores. Se [X,Y]=0 podemos escrever
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com este resultado podemos escrever a expressao para ag(p) como

as(p) = Up c(p)etn® Py (7.45)
= Up c(p)Uﬂ_le%p"eWP” (7.46)
= calp)ei T, (7.47)

e os outros operadores deformados sao

as(p)t = e 3" Py (p) (7.48)
as(p) = &g(p)ernd (7.49)
ag(p)t = e 2P Pegy(p), (7.50)

7.2.2 Matriz S

Na tltima secao nés construimos o espaco de Hilbert deformado para uma teoria de
campos escalares térmicos, os campos sao (7.31). Pelo formalismo de DCT existem duas

formas equivalentes de escrever os propagadores para os campos livres

(0(B8)|To(x)¢(y)|0(B)) = (0,0[Ths(x)ds(y)[0,0). (7.51)

Aqui usaremos a primeira. As motivacoes para esta escolha ficarao claras na préxima secao
quando realizarmos a teoria de perturbagcao.

O propagador para a teoria livre é

Aoz —y; B) = (0(B)|T¢(x) * $(y)[0(5)), (7.52)

onde x denota a a¢ao do coproduto deformado Ay sobre o produto dos campos (¢(x) @ & (y)).

Para campos interagentes, com interagao polinomial da forma

H = H,—H (7.53)

= )\/ddx(: " (x) =™ () ), (7.54)

onde :: denota o ordenamento normal dos operadores de criagao e destruigao sobre o espago
de Hilbert duplicado?.

20 ordenamento normal dos operadores térmicos é diferente devido & mistura dos operadores duplicados,
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A matriz S é
Sy = Texp (—i/dwoﬁjxo) (7.55)
= Texp (—i/d:vd+1(: ¢"(z) 1 — : ¢ () )) : (7.56)

Antes de trabalhar a expressao para Sy iremos mostrar que esta expressao nao depende de

6. Isto pode ser feito escrevendo os campos na formam
19,00 P

Pp(x) = Ppoez "1 7Y, (7.57)

onde ¢gp é o campo térmico nao deformado, construido com os operadores nao deformados

cs(p) and c(p)!. Vamos calcular a agio do coproduto Ay sobre o produto de ondas planas

da expansao de Fourier dos campos. Seja e, = e’ a onda plana de frequéncias positivas,

a acao de Ay sobre o produto de duas ondas planas é
ep* e, = e_%pﬂawq”epﬂ. (7.58)

Por simplicidade iremos escrever a(p)" = a(—p). Portanto o campo é
03(0) = [ dulp)(as(pley +as(-p)e-y) (7.59)

Entao, para n = 2 em H o primeiro termo da expansao de Sy €

sS4 = —)\/dxd“(: dxd:—: o) (7.60)
Portanto temos temos do tipo
ag(p)asg(q)e, * e = ag(p)ag(q)e_%p“ewq”epﬂ. (7.61)
Com a expressao de ag(p) em termos dos operadores nao deformados

as(p)ag(q)ey xeq = ca(p)es?n® Prey(q)est? Premspt™de (7.62)

= ca(p)es(q)eppqes PHOnO Y, (7.63)

realizada pela transformacao de Bogoliubov.
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Note que podemos escrever

Oueprq = 1P+ Q) ulprq (7.64)
portanto,
; v B 1 -
eppge2PTOOH — (1 + 5+ Q)b E + ) (7.65)
> A
= eprq (1 + % 2 ,0M P, + .. > (7.66)
iy vp
= ep+qe§a“9” Py (7.67)
e
ity v D
as(p)as(q)ey * eg = cs(p)cs(q)ez 7+ 1. (7.68)

Entao o termos de ordem A\ da matriz S é

5l = —z‘A/dd+1x(:¢*¢:—:¢* ) (7.69)

- —i)\/dd+1x(: @2 —: % et w0 Py (7.70)
Aqui nos restringimos a interagoes que nao envolvem forgas de longo alcance. Neste caso
podemos expandir a exponencial no integrando e descartar os termos de superficie. Final-

mente obtemos
Si = &8Y, (7.71)

Facamos o mesmo procedimento para ordem )2

S = _<_;A2) / A" e d™ {02 —2)(: (px @) (1) Tk (¢ x B)(a2) 1) (7.72)
+ Oy — )z (@ @) (x2) s %2 (¢ ) (11) 2) (7.73)
— 0(a] = 2)(: (Px D) (1) %1 (9% D) (x2) 1) (7.74)
— Oy — 2 (9% D) (2) %1 ($% D) (1) )Y7.75)
temos termos do tipo
027 — a3) : ag(pr)as(@r) = ag(p2)ag(ge) : (epy * €q,) (1) * (e, * eqy) (22). (7.76)
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Com o resultado (7.63), (7.76) fica

= 02} —29) : ca(pr)es(a) = ca(pa)cs(qy) : e PrHaInd™ ataey) (7.77)
1.9 . 9 ygup,
X | €pr+ar (‘I1>€P2+Q2 ('r?)ez(azlu BZ2M) (778)
Pela conservacao do momentum, podemos escrever
e~ Prta)ud (pate)y — (7.79)
e, notando que
9 9
( )0(z) — 29) =0 (7.80)

(9.%1“ 6332#

o
1 ] a9 >
L L2 49 yeup
podemos escrever a exponencial e® %iu = 972 " atuando em 6(z9 — z9). Desta forma,

todos os termos envolvendo o parametro nao-comutativo 0, quando expandimos a expo-
nencial, no integrando de (7.78) sdo diferenciais totais e desaparecem quando a integral é

resolvida. Portanto temos, para segunda ordem em A,

S = 8. (7.81)

Sy = Sp. (7.82)

7.3 Teorema de Wick

Na tltima se¢ao provamos que a matriz Sy é a mesma do caso comutativo. A expressao
de Sy envolve o ordenamento normal dos operadores de criagao e destruicao. Portanto nao
¢é simples visualizar como ordenar esta expressao. Para obter o teorema de Wick temos

que calcular expressoes do tipo

(01T dpa, * dpa, * - -+ * P54,|0). (7.83)

Equivalentemente podemos escrever
(OB T¢a, * day - da,|0(8)). (7.84)
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onde ¢p4(z) = (¢(z), p(x)1). A representaciio de Fourier é

o(x)a = / du(p)(a(p) aey + a(p)e_y)
= ¢"(x)a+ ¢ (2)a,

o () = / dupape,, ¢ (@) = / dp(p)i(pe—y
o (2) = / (Pt (p)ep 6 (2)2 = / du(p)i(p) ey,

(7.85)
(7.86)

(7.87)

(7.88)

Agora devemos escrever os operadores deformados em termos dos operadores térmicos, afim

de realizar o valor médio com respeito ao vacuo térmico. Podemos fazer isto aplicando a

transformacao de Bogoliubov

onde

Por exemplo

o(z) = ¢i(x)
= /du(p) [(U5")aB ags(p)ey + (U ") as asp(p)ie_,]
= [(UsHn ap(p)ey + (Us 2 aga(p)ey)
+ [(Ug_l)n aby(p)e—p + (Us o GLZ(p)B*P}
= [uag(p)ey + v ag(p)ey)
+ [u by ey + v aly(p)es,]
= |wan®)ey + v abyp)es]

+ [v aga(p)e, + u agl (p)e_p] ,
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onde

as(p)i = as(p),  as(p)i = as(p), (7.99)

as(p)2 = as(p)',  as(p)] = as(p)". (7.100)

Entao podemos escrever ¢(z)4, a representacao do campo duplicado em termos dos ope-

radores térmicos como

o(x)a = QSE(%)A + ¢§($)A (7.101)

Agora os sobrescritos + e — denotam os operadores de destruicao e criacao, respectiva-

mente. Para A =1

oF () = / dpu(p) (uepa5(p) + ve_piis(p)), (7.102)

b5 () = / dps(p) (ue—pas (p)! + veyas(p)1). (7.103)

Os campos ¢+ and ¢~ descrevem as partes de destruicao e criacao, respectivamente, de

¢p(x). Em notacdo compacta

(@)a = ¢f(x)a+ dz(2)a (7.104)
= / du(p)Qs(x,p)apas(p)s (7.105)
+ [ el p)anaae), (7.106)

onde ag(p)a = (ag(p),as(p)) e

Qs(z,p)an = < U Ve ) , (7.107)

ve, ue_p

e a linha sobre () denota a conjugagao complexa. Nés podemos escrever
ip#euypy 7 v P
astp)a=| <p)€j owp, | = “ ®) ezPut™ Py (7.108)
Co(p)esrn T ¢s(p)
T . .
ag(p)ly = < “olp ; T > e8P0 Py (7.109)
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entao

as(p)a

as(p)'y

O primeiro termo envolve

o5 (@) *x d5(y) =

cada um podendo ser escrito como

(., p)aaras(p) 4 Qs(y, q) (9)
+ Qp(2,p)anas(p) 4 Qs(y, ) ppras(q)ly
+ ég(x,p)AAfaﬁ(p)L/Qﬁ(y,C.I)BB/%(Q)B/
+ Qul@,p)anas(p)yQs(y. A)ppras(a)l

~— ~— ~—
[\
@
™

o R e T
=

~— ~— ~—

D

s(m, ) * Qs(y, O
2Qp(x,p)11 * Qp(y. q)
1Q5(%,p)12 * QY O
2Qs(,p)22 * Qs(y, q)

12

22,

as(p)ias(q);Qs(z, )i * Qp(Y, q)jj-

Note que

Qp(x,p)iy = U E(z,p)y;

com

E(Q% p)ij

[ e e
ep €_p
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Entao os produtos dos elementos das matrizes QQ sao

Qp(x,p)ij * Qs(y, O = Uy E(w,p)ij * Uy E(y, Q)u
= 1UkllE(x x E(y, @)k

P)ij
= 1UkllE($ p)i E(y, )kl€2p“6

= Qﬁ<x7p)l_7@5(y7 Q)klegpue ‘11/7

com
+p, ifj=1;

p —=
Yol ep, =2

Usando (7.63) e (7.111) obtemos

L (x) % 0 (y) = 0% ()¢ (y)es TTDu0 Py,

(7.123)
(7.124)
7 (7.125)
(7.126)

(7.128)

Com o produto deformado (7.128) podemos escrever o ordenamento temporal em termos

do ordenamento normal

To(x1)a* dplxa)p = 0} — 29)d(21)a * O(22) 5
+0(x9 — 29)p(x2) p * P(x1) 4

(7.129

= 0(x] — 25) (85 (x1) + 65 (21)) * (85 (x2) + 65 (x2)p) (7.131
+0(wy — 29) (0 (22) + &5 (22)B) * (8F (21) + &5 (21) 4)(7.132

O primeiro termo do lado direito é

(Cbg(xl)A + Cb;(ffl)A) * (¢Z§(5U2)B + ¢E(932)B) = ¢Z;L(331)A * ¢E($2)B

)
(7.130)
)
)

05 (21)a % 05 (22)B

(7.133)
(7.134)
+d5 (w1)a % 0f (22)p  (7.135)
+¢5(T1)a * d5(x2)p, )

onde os termos sublinhados estao normalmente ordenados com respeito aos operadores

térmicos. Usando o comutador com o produto deformado [gbg(xl) A, 05 (22) Br podemos
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reescrever

(05 (x1)a+ d5(w1)a) * (05 (22) + 05 (22)B) = Of(x1)a* Of(72)8 ( )
o5 (xa)p * o5 (r)a  ( )

5 (x1)a* @) (2)p  (7.139)
( )

( )

+¢5 (71) 4 * d5(w2)p
+ (¢ (21) 4, 05 (2) B]

*

Vamos denotar o ordenamento normal relativamente aos operadores térmicos como

Noag()as(a)’ = as(a)as(p) (7.142)
Noas(p)lasla) = as(p)las(p) (7.143)
Noas(p)as(q) ag(p2)as(a)’ = as(q)'as(qe) as(p2)as(p:) (7.144)
‘ (7.145)
Entao nés obtemos
Top(x1)a*xd(z2)p = Nod(1)a * p(x2)p (7.146)
+0(2) — 29) [0} (x1) 4, 5 (22) 5] (7.147)
+0(x) — 2) [} (x2)B. &5 (21)a] - (7.148)
Definindo a contragao dos campos como
G(11)ad(2)p = +0(2] — 29) [¢F (21)a, 05 (22) 8] (7.149)
+0(z5 — a7) (04 (22) B, 05 (21) ] " (7.150)
Obtemos
To(x1)ad(x2)B = Nod(x1) ad(22) B + ¢(21) 40 (22) B- (7.151)
Portanto

(0; B|Td(x1) a * @(x2)BI0; B) = (0; B|Nopp(21)a * ¢(22)5|0; 3) (7.152)

+(0; Blo(w1) ad(w2) 5|0; B) (7.153)
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A 1ltima expressao é o nosso guia para definir o propagador da teoria. O propagador de

Feynman para a DCT deformada é

—

A1 —z9;8)a = (0; Blo(z1)a * d(x2)5|0; 5) (7.154)
— s

= (0; B|d(21) adp(2q) ge2 PTDuI""Fr|0; 3) (7.155)

Ag(wy — 95 8) 4 (7.156)

onde expandimos a exponencial e usamos o fato de que pu|0? B) = 0.

Para qualquer nimero de campos estamos interessados em produtos do tipo

d(x1)a, * O(T2)a, ¥ * P(x)a, = (7.157)
= (Pf(x1)a, +05(x1)a,) * - (7.158)
ok (B (wn) A, + 05 (Tn)a,). (7.159)

Nos temos 2™ produtos da forma

G5 (1) a, % % @5 (Tn) - (7.160)

Com cada um dos campos escritos em termos dos operadores nao deformados, temos para
(7.160)
(b%z(xl)Al PSP ¢§(‘xn>An€% Z;'l:l(pj)iu'e'uypul (7161)

Novamente, isto implica, juntamente com ]5#|0; B) =0, que

(0; B[Th(w1) 4y - - - % @) 4,10; B) = (0; BITP(w1) a, - - H(2n) 4,]0; 5) (7.162)

e o teorema de Wick permanece inalterado para a DCT com a algebra de Poincaré defor-

mada:
n L%J n—2k
TH¢($1‘)Ai = No || ¢(@nj)a,, H Go(Tarr — Tmi; B) 4,y A,
i=1 k=0 {r} j=1 {(xl/ 7l)}
(7.163)
onde 7 = (7, -+ ,m,) é uma permutagio (1,---,n), com 7; um elemento da combinagao

(1,...,n) tomados n — 2k an — 2k, para j = 1,...,n —2k. {(wl,wl")} é o conjunto de todos
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os pares entre wl’', wl para n — 2k < [,I’ < n, com [ # [’. Portanto introduzindo a nao-
comutatividade através da deformacao do grupo de Poincaré, nao existem manifestacoes

desta na matriz S e, consequentemente, o teorema de Wick permanece inalterado em relagao

a DCT.
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Capitulo 8
Conclusao e perspectiva

Neste trabalho desenvolvemos um formalismo de integrais de trajetéria no contexto
da dindmica de campos térmicos (DCT) para calcular a fun¢ao de dois pontos a 1-loop
para a teoria ¢* nao comutativa. O principal resultado é a natureza das contribuicoes
dos diferentes termos do propagador: um termo das teorias sem temperatura, para o qual
T = 0, um termo com o parametro €, termos dependentes de T somente e termos que
dependem de ambos os parametros ¢ e T' como os das equagoes (6.44) e (6.50). Para 6
fixo e altas temperaturas, as contribuicoes dos termos mistos nao podem ser descartadas
trivialmente, e podem contribuir para quantidades mensuraveis. Uma anélise semelhante
¢é valida para termos de outras ordens de perturbacao e que podem incluir efeitos de
nao equilibrio, desde que se considere o formalismo de tempo real. Além disto, muitos
outros aspectos importantes devem ser estudados, como a aplicacao aos problemas de
teorias de calibre nao comutativas e renormalizagao, que tem sido estudados de diferentes
formas [2, 69, 89]. No contexto do formalismo real, deve ser interessante investigar a
renormalizacao do modelo ¢* como desenvolvido por Grosse e Wulkenhaar [90, 91, 92].

O estudo de algebras de Poincaré deformadas em DCT interagente também deve também
ser considerado, principalmente no que se refere a tentativa de formulacao do teorema de
Wick. Deve-se verificar se na teoria térmica os resultados da teoria a 7' = 0 permanecem
validos, no que se refere a estrutura da teoria, como a unitariedade da matriz S e a sua
independéncia do parametro de nao-comutatividade [86].

A principal vantagem em relagao ao formalismo de Matsubara, de amplo uso, é a
separacao dos propagadores em duas partes, com e sem temperatura. Além disso, o uso
da DCT possibilita a avaliagao dos sistemas fora do equilibrio.

Na tentativa de testar, e compreender melhor, o formalismo de integrais de trajetéria
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em DCT, devemos continuar o estudo do modelo ¢* nos espacos-tempos comutativos e
nao-comutativos. O céalculo de ordens superiores em teoria de perturbagao nos permitira
comparar a DCT, sobre espagos nao-comutativos, com outros formalismos térmicos exis-
tentes. Uma forma de realizar esta comparacao é através do cédlculo da energia livre [?],
F = —B"tInTr[e PH]. Estes célculos também nos permitirdo abordar problemas, como a
renormalizabilidade das quantidades fisicas da teoria e a compactificacao espacial.

Realizar cédlculos para campos de calibre ampliard o ntimero de problemas a serem
estudados. A andlise de quebra espontanea de simetria, e sua restauracao, utilizando DCT
e geometria nao-comutativa. Neste caso, em particular, o formalismo funcional é essencial
para tratar o problema de potencial efetivo.

Os resultados obtidos se devem basicamente a estrutura algébrica da DCT, a algebra-
Cx, onde as regras de conjugacao til sao identificadas com a conjugacao modular na repre-
sentacao padrao. Neste contexto, a transformagcao de Bogoliubov, outro ingrediente basico
da DCT, corresponde a uma transformacao linear envolvendo os comutantes da algebra
de von Neumann. E importante ressaltar que varios destes elementos algébricos também
sao encontrados nas teorias nao comutativas. Uma consequéncia é que o caso ' =60 = 0
¢é facilmente identificado visto que a temperatura e a nao comutatividade sao implemen-
tadas por mapeamentos, em uma algebra de von Neumann, conectada a identidade. Esta
observacao aponta para uma conexao estrutural entre os formalismos que merece maiores
estudos.

A construcao da teoria térmica sobre espacos nao-comutativos, pela utilizacao dos gru-
pos deformados de Poincaré, possibilita explorar os efeitos da estatistica deformada nao
sO em sistemas de matéria condensada como também possibilita aplicagoes cosmoldgicas
envolvendo a radia¢ao césmica de fundo [15]. Por outro lado mostramos que teorema de

Wick permanece valido na teoria com o grupo de Poincaré deformado.
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