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Resumo

Consideramos uma métrica de Finsler do tipo Randers F, = o + (3, onde o é
a métrica euclidiana e J uma 1-forma com coeficientes constantes e norma b, 0 < b < 1,
sobre um espago vetorial real tridimensional (V3, F}). Introduzimos o conceito de curvatura
média constante ndo nula na direcdo de um campo normal unitdrio neste espaco. Obtemos
a equagao diferencial ordindria que caracteriza as superficies de rotagdo de curvatura média
constante (cmc) na dire¢do de um campo normal unitdrio em (V3 F}), a qual reduz-se a
equacao classica das superficies de rotagdo cmc no espago euclidiano, quando b = 0. Reduz-
se também 2 equagdo que caracteriza as superficies minimas de rotagdo em (V3, F},) quando
H = 0, obtida por Souza e Tenenblat. Para 0 < b < ‘/T?’ fazemos uma analise qualitativa das

solucdes da equacdo diferencial ordindria.
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Abstract

We consider a Randers metric F;, = o + 3, where « is the euclidean metric and
/3 is a 1-form with the norm b, 0 < b < 0, on a tridimensional real vector space (V?3, F}).
We introduce the concept of constant mean curvature in the direction of a unitary normal
vector field in this space. We obtain an ordinary differential equation that characterizes the
rotational surfaces of constant mean curvature (cmc) in the direction of a unitary normal vec-
tor field in the space (V?, F},), which reduces to the classical equation of the rotational cmc
surfaces in euclidean space, when b = 0. It also reduces to the equation that characterizes
the minimal rotational surfaces in (V3, F},) when H = 0, obtained by Souza and Tenenblat.

For() < b < \/Tg we provide a qualitative analysis of the ordinary differential equation.
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Introducao

O conceito de forma curvatura média em espagos de Finsler foi introduzido
por Z. Shen em [31]. Em espagos de Finsler a métrica depende do ponto e das diregdes
tangentes, sendo que, em qualquer direcdo tangente a curvatura média € nula. Assim ndo
se pode falar de curvatura média constante ndo nula em todas as dire¢cdes. Para contornar
esta limitagdo, introduzimos o conceito de curvatura média constante ndo nula na diregcdo
dos campos normais unitdrios. Porqué na dire¢cdo de campos normais unitarios? Pelo fato
de que, devido as propriedades da forma curvatura média finsleriana , ao determinar-se a
curvatura média ndo nula, constante, na direcdo dos campos normais unitdrios, entdo, a
curvatura média fica determinada para qualquer direcdo. O conceito de curvatura média
nula segue como habitual. Isto é, superficies com forma curvatura média finsleriana nula

sdao chamadas superficies minimas.

O objetivo central do presente trabalho € obter uma equacdo diferencial ordinaria
que caracterize as superficies de rotacdo com curvatura média constante na dire¢do de um
campo normal unitdrio em um espago de Finsler munido com uma métrica de Randers, e
através de uma andlise qualitativa, determinar o comportamento das solucdes da equacao
que ¢ altamente ndo linear. Um resumo mais detalhado serd apresentado no final desta

introdugdo, apds um breve histérico do problema.

O estudo das superficies minimas ou com curvatura média constante no espaco



euclidiano tridimensional tem sido classicamente um dos problemas mais importantes da

geometria diferencial.

O termo minima data de 1760 quando Lagrange [21] prop0s o seguinte problema:
Dada uma curva fechada C, sem auto intersecc¢des, encontrar a superficie de drea minima que
tem esta curva como fronteira. Este problema foi apresentado por Lagrange como exemplo
de um método por ele desenvolvido para encontrar curvas ou superficies que minimizassem
quantidades como area, comprimento, energia, etc. Assim nasceu o que conhecemos hoje
como Célculo Variacional. A caracterizacdo das superficies minimas como sendo aquelas
cuja curvatura média constante € nula estd inteiramente ligada ao problema variacional de
minimizar dreas. De fato, suponha que S seja uma superficie suave e S* uma variagio normal
de S, t € (—e¢,¢€), dada por uma fungdo f, suave em S. Seja D um dominio limitado de S
e D' a correspondente variagio de D em S'. Defina A(t) = édrea de D'. Prova-se que
A'(0) = — f p HfdA. Quando f = 1, obtemos que —H € a velocidade de varia¢do da drea
das superficies paralelas a S por unidade de area de S. Observe que sob este ponto de vista,
a curvatura média € uma generalizagdo da curvatura de curvas planas. Para uma melhor
explanacao veja [11]. Em suma, do ponto de vista variacional, as superficies com curvatura
média constante podem ser caracterizadas como sendo os pontos criticos do funcional area
para as variagdes que deixam fixo o volume (mas ndo necessariamente minimizam area). Do
ponto de vista analitico, tais superficies sdo localmente, gréificos de fungdes f(z,y) de duas

varidveis as quais satisfazem a equagao

(L4 f) fow + 2o fyfay + (L4 f2) fyy = 2H(L+ f2+ [7)P2, (1)

a qual, para H = 0, € a condic¢ao necessdria, obtida por Lagrange, para que uma superficie
tenha drea minima, donde o termo superficie minima. Porém, a caracterizagdo em termos de
H como soma das curvaturas veio dezesseis anos depois, quando Meusnier [24] utilizando
as curvaturas principais k; e ks introduzidas por Euler (também em 1760), mostrou que re-
solver a equacdo (1) para H = 0 é equivalente a resolver k; + ko = 0 e que o catendide e o
helicéide (que é também a Unica superficie regrada minima, excetuando o plano) satisfazem
essa condi¢do. Outros exemplos cldssicos de superficies minimas em espacgos euclidianos
tridimensionais sdo, a superficie de Scherk (1835) e a superficie de Enneper (1864). Na ver-
dade Scherk provou que podemos deformar continuamente o catenéide menos um meridiano

em uma volta completa do helicéide. Esta deformacgdo é isométrica e além disso rotagdes



preservam a imagem esférica do dominio. Isto gera uma familia de superficies minimas de-
nominada familia associada ao catendide. Em 1983, C. Costa [8] apresentou um terceiro
exemplo de superficie minima completa de curvatura total finita mergulhada em R? ( os dois

outros exemplos s@o o plano e o catendide).

Intuitivamente, podemos pensar nas superficies de drea minima no espacgo eu-
clidiano tridimensional, como sendo as superficies que podem ser criadas por peliculas de
sabdo geradas a partir de um bordo construido de arame de forma arbitraria (modelo fisico
descrito por Plateau). Nem sempre uma superficie com H = 0 representa uma superficie
que minimiza drea, podem ocorrer casos em que a superficie como ponto critico nao seja

nem sequer um minimo relativo para a variagao.

As superficies com curvatura média constante admitem uma interpretagao fisica.
A diferenca P das pressoes entre as faces de uma superficie de curvatura média constante
podem ser relacionadas através da equacao de Laplace: P = T'H, onde 71" denota a tensao
da superficie. Afirmar que a curvatura média € nula, equivale a dizer que ambas as faces
estdo recebendo a mesma pressdo. Neste caso diz-se que a superficie estd em equilibrio. Se
a tensdo € constante e a diferenga das pressoes P ndo € nula, mas € constante, temos uma
superficie de curvatura média constante nao nula. Estas superficies com curvatura média
constante aparecem em experimentos fisicos como superficies de separagcdo dos fluidos nao

misciveis sob certas condi¢cdes 6timas. Mais informagdes podem ser obtidas em [35].

Em um trabalho datado de 1841, C. Delaunay [9] resolveu a equagdo (1) sob
a hipétese adicional que a solucdo f fosse invariante por rotagdes em torno do eixo OZ e
apresentou um método geométrico para a construcao de tais superficies de revolucao com
curvatura média constante. As solucdes encontradas por Delaunay s@o curvas planas deter-
minadas pelo lugar geométrico dos focos de conicas que rolam ao longo de um eixo, sem
deslizar (roulletes de Delaunay). Rotacionando tais curvas em torno deste eixo, obtém-se
as superficies de curvatura média constante, as quais s@o hoje conhecidas como onduléides
(geradas pelas onduldrias, roulletes da elipse), nodoides (geradas pelas noddrias, roulletes da
hipérbole, as quais sdo curvas com auto-interse¢ao) e os catenoides (sup. minimas geradas
pelas catendrias, roulletes da pardbola). Além destas, as superficies de Delaunay incluem os
cilindros circulares retos e as esferas em R3, gerados respectivamente pela rotaciio (em torno

do eixo) de retas e semi-circulos (casos degenerados). Sturm mostrou em um apéndice ao



artigo de Delaunay, que toda superficie de revolucao com curvatura média constante € obtida

dessa forma.

Em 1981 M. do Carmo e M. Dajczer [10] obtiveram uma familia de superficies
helicoidais em R? com curvatura média constante nio nula, as quais tém como caso particular

a familia das superficies de revolucdo com curvatura média constante.

A conjectura de Hopf [16] afirmava que a esfera era a unica superficie cmc,
fechada, imersa em R3. O préprio Hopf provou que para superficies de genus zero a conjec-
tura é verdadeira. Alexandrov [1] provou ser verdadeira também se a imersdao € um mergulho.
Em trabalho datado de 1984, H. Wente construiu um toro imerso (ndo mergulhado) em R3
com H # 0, constante. O toro obtido por Wente € um contra exemplo a conjectura de Hopf.
Para n > 2 Hsiang, Teng e Wu [17] encontraram exemplos de imersdes de género zero e
ndo esféricas ¢ : M™ — R™™! cmc, o que demonstra que o problema proposto por Hopf era

essencialmente um problema bi-dimensional.

Faremos agora uma pausa no nosso passeio histérico por espagos euclidianos
para introduzir os espagos de Finsler, que escolhemos para realizar o presente trabalho. Em
1854, Riemann introduziu a no¢do de estrutura métrica em um espago geral M. O estudo
dessa estrutura métrica pode ser dividido em dois segmentos distintos. O primeiro é quando

F' € uma forma quadratica do tipo,
F? = g;j(z)dx'da’ .

A esse caso denominamos geometria Riemanniana, pois, embora tivesse conhecimento do
caso geral, Riemann concentrou seus estudos nessa restricdo quadratica. O segundo caso, que
€ o caso geral, ficou esquecido até 1918, quando Paul Finsler [14] em sua tese de doutorado
estudou espacos munidos com métricas mais gerais, 0s quais posteriormente foram denomi-
nados espacos de Finsler. Em [7] Chern refere-se a geometria de Finsler como uma geometria

Riemanniana sem a restri¢do quadrética.

Diversos resultados da geometria riemanniana sdo estendidos para a geometria
de Finsler. A curvatura seccional no caso riemanniano, por exemplo, é substituida pelo
conceito de curvatura flag no caso finsleriano (ver [3]). Os teoremas de Bonnet-Myers,
Synge, o primeiro teorema de comparagao de Rauch, e o teorema da comparacao de Bishop-

Gromov sdo todos estendidos para o caso finsleriano.



Em 1941, G. Randers [26] estudou uma classe de métricas finslerianas dadas por
uma perturbacdo de uma métrica Riemanniana. Tais métricas sdo do tipo F' = a+ (3, onde a é
amétrica riemanniana e 5 ¢ uma 1—forma tal que 0 < ||3|| < 1. Espagos munidos com estas
métricas foram entdao designados espacos de Randers. O estudo de espacos munidos com a
métrica de Randers tém encontrado relevancia devido ao fato de que tais espagos ocorrem em
aplicacdes fisicas, principalmente em Gtica eletronica [2]. E natural que, para estudar novos
conceitos em geometria de Finsler, como por exemplo o de curvatura média, busquemos

exemplos em espacos de Randers, pois quando § = 0 recaimos no caso riemanniano.

Os espacos de Finsler mais simples sdo os espagos vetoriais munidos de uma
métrica de Minkowski, as quais s@o caracterizadas pelo fato que suas componentes depen-
dem apenas da direcdo e nao dependem do ponto. Esses espacos sdo denominados espacos
de Minkowski.

O conceito de forma curvatura média para imersdes em espacos de Finsler foi
introduzido por Z. Shen [31] em 1998. Este conceito difere do caso riemanniano ja que
em espacos de Finsler a métrica depende de um ponto da variedade e de uma dire¢do no
espago tangente a variedade. Shen provou que a forma curvatura média H,(p, w) para uma
imersdo ¢ : M" — (]\7 m ﬁ), de uma variedade em um espaco de Finsler, é sempre nula
quando w € um elemento de 7'M . Devido a este fato o conceito de subvariedade minima
aparece de forma natural como sendo aquela cuja forma curvatura média se anula em todas
as direcoes. Surge dai a questdao de como lidar com o conceito de curvatura média constante
ndo nula. Este problema ainda ndo apareceu na literatura, pois, a forma curvatura média, da
maneira como € definida, é sempre nula em direcOes tangentes, ndo sendo possivel portanto,
obté-la constante ndo nula em todas as dire¢cdes. Mas, a forma curvatura média é linear
(ver [31]). Juntas estas duas propriedades nos dizem que H,(p,w) = w™ H,(p, N), onde
N é um campo normal unitério (na métrica de Finsler), w um campo qualquer de M e w®
¢ a componente de w segundo N. Isto é, uma vez determinada a forma curvatura média
na direcdo de um campo normal unitdrio, ela fica determinada em qualquer outra direcao
w. Diante destas observacdes, surgiu a idéia de estudar superficies com curvatura média

constante na dire¢ao dos campos normais unitarios, que € a proposta do presente trabalho.

Tendo em vista que a métrica de Randers F' = « + (3, onde o é a métrica

euclidiana e # € uma 1-forma com coeficientes constantes, € uma métrica de Minkowski,



i.e, independe do ponto, tomamos estes espacos como ponto de partida para nossos estu-
dos. No decorrer do trabalho espagos tridimensionais com esta métrica sio denominados

espagos de Randers (V3, F},). Vamos considerar coordenadas z1, T, x3 em V3, de modo que
Fy(z,y) = /()2 +by%, 0<b<ley=y'zm eV

As superficies minimas de rotacdo (H, = 0) nesses espagos e o problema tipo
Bernstein, ja foram estudadas por Souza e Tenenblat em [33] e [34], portanto, concentramos
nossos estudos no caso H,, # 0. O principal objetivo de nosso trabalho é caracterizar as
imersdes do tipo rotagdo em torno do eixo x3, com curvatura média constante na dire¢do dos
campos normais unitdrios em espacos de Randers (V3| F}), através de duas equagdes diferen-
ciais ordindrias respectivas a cada um dos vetores normais (pois, devido a ndo reversibilidade
da norma em espacos de Finsler, em geral os vetores normais nao sao necessariamente par-
alelos). Mostramos que embora cada vetor normal d€ origem a uma equagdo distinta, ambas
geram as mesmas superficies de rotacao em V3. Este resultado € importante no sentido que
podemos escolher uma dnica equagao diferencial (e um tnico vetor normal) para realizar o
estudo das possiveis solu¢des para a curva g(t). Mostramos ainda que cilindros circulares
retos sao superficies cmc na dire¢cdo do campo normal unitdrio e que nao existem solucoes

lineares (ndo constantes) da referida equacao.

Dividimos o trabalho em trés capitulos. No capitulo 1, fazemos um breve re-
sumo de todos aqueles conceitos que julgamos necessdrios para um bom entendimento dos
capitulos seguintes. Introduzimos assim os conceitos de métrica e espaco de Finsler, métrica
e espaco de Randers, o conceito de forma curvatura média para imersdes em variedades

finslerianas e o conceito de vetor normal em variedades finslerianas.

No capitulo 2 consideramos uma imersao dada por uma rota¢ao em torno do eixo
3. Encontramos os dois vetores normais unitarios. Caracterizamos as imersdes com cur-
vatura média constante H na dire¢do destes campos normais em uma variedade de Randers
(V3 Fy), b = ||B]] < 1, através de duas equagdes diferenciais distintas. Estas equagdes,
quando b = 0, reduzem-se a equagao ordindria cldssica das superficies com curvatura média

constante, cujas solugdes sdo o cilindro circular reto, a esfera e os onduléides em R?.

Na primeira sec@o do capitulo 3, mostramos que, apesar de encontrar duas equagdes
distintas que caracterizam as superficies cmc H na direcao dos dois campos normais unitarios

no espago de Randers (V3| F}), ambas determinam uma mesma superficie de rotagdo cme H.



Este resultado € importante, como ja foi dito, pois permite a escolha de uma tnica equacao
a ser analisada. Mostramos ainda, nesta mesma secao, que o cilindro € uma superficie cmc
na direcao do campo normal unitirio e que as possiveis solu¢des excluem as fungdes line-
ares ndo constantes, para todo 0 < b < 1. Também demonstramos alguns lemas que nos

auxiliardo na caracterizacdo das solugdes destas equacoes.

Nas secoes dois e trés do terceiro capitulo procedemos a uma andlise qualitativa
da equacdo diferencial. Consideramos a equagao como um sistema dinamico autébnomo, e
através da linearizacdo em torno do dnico ponto de equilibrio que fornece o cilindro, ve-
rificamos que, em torno do mesmo, as solucdes sdo espirais localmente assintoticamente
estdveis. Utilizamos em nossa andlise teoremas classicos como os teoremas de Hartman-
Grobman e o teorema de estabilidade de Liapunov. Para realizar o estudo dos campos de
dire¢des, introduzimos o que denominamos método da superficie, o qual consiste em obter
informagdes a respeito do comportamento das solu¢des da equacgao diferencial utilizando a
relacdo existente entre a superficie associada a equagdo e as curvas que descrevem o com-
portamento dos pontos onde as derivadas primeira e segunda da solu¢d@o se anulam, respecti-
vamente, via Teorema da Fung¢do Implicita. Utilizando as informagdes assim obtidas, cons-
truimos o retrato de fase e determinamos o comportamento dos campos de dire¢des no plano

fase.

Concluimos o terceiro capitulo encontrando a bacia de estabilidade assintética,
que € uma regiao tal que, quando qualquer solu¢do do sistema de equacgdes diferenciais
ordindrias penetra seu interior, € atraida pelo ponto critico, ou de equilibrio. Construimos
para isso, uma func¢do de Liapunov e aplicando os teoremas de Liapunov e Liapunov-La

Salle, provamos que no interior desta bacia a estabilidade é global.

Por ultimo, para que o texto tenha o maximo de autonomia, montamos um
apéndice no qual enunciamos, sem demonstragdes, alguns teoremas classicos e fazemos um

breve resumo da teoria de equagdes diferenciais ordindrias que utilizamos.



CAPITULO 1

Preliminares

Apresentamos neste capitulo, alguns resultados que serao utilizados nos capitulos
subseqiientes. Maiores detalhes podem ser encontrados em [31], [30], [3]. Introduzimos
nocoes basicas de Geometria de Finsler, o conceito de campos normais a Hiperplanos em
espacos de Minkowski e fazemos um breve resumo sobre volume em espagos de Finsler.
Introduzimos o conceito de forma curvatura média em espacos de Finsler e deduzimos a
equacdo diferencial que descreve as superficies cmc H na dire¢do de um campo normal

unitdrio em um espago de Randers (V3 ).

1.1 A geometria de Finsler

A geometria de Finsler tem encontrado aplica¢des no estudo do crescimento de corais, em
Optica eletronica, etc. Para maiores detalhes veja [2] e [?]. No que segue vamos definir
espacos de Finsler em geral, mas, antes definiremos o mais simples espago de Finsler que é
denominado espaco de Minkowski. Utilizaremos letras gregas minusculas v, €, 7, 7, ... para

indices variando de 1 a n e letras latinas mindsculas ¢, j, k, [, . . . para indices variando de 1
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an — 1. Utilizaremos ainda a convencao de Einstein para indices repetidos para representar

somas, salvo em mencdo contraria.

Definicao 1.1. Seja V' um espaco vetorial. Uma norma de Minkowski sobre V é uma fungado

ndo negativa ' : V' — [0, 00) a qual satisfaz as seguintes propriedades

(V1) F é C* sobre V\{0} (regularidade).
(V2) F(A\y) = AF(y), forall A > 0 e y € V' (homogeneidade positiva em y).

(V3) Para qualquer y € V\{0}, a forma bilinear simétrica g, sobre V' ¢ positiva definida,

onde

1 2
Gy(u,v) = 5 E;Z@t [F2(y + su + tv)]|s=t=0 (convexidade forte). (1.1)

O par (V, F') é chamado um espago de Minkowski.

Uma interessante propriedade de uma norma de Minkowski é que em geral
F(y) # F(—y). Quando F(y) = F(—y) dizemos que a norma é reversivel. Da expressio
(1.1) e da propriedade (V'2) deduz-se que,

0
gy(yvu) = g[pz(y + Su>]|3207 (12)

(NN

9y (y,y) = F*(y). (1.3)

Qualquer norma de Minkowski sobre um espago vetorial V' induz uma métrica d
sobre V' por
d(u,v) := F(v —u), u,v € V.

Em geral d(u,v) # d(v, u) sendo que a igualdade ocorre se, e s6 se, F' é reversivel.
Definicao 1.2. Seja (V, F') um espaco de Minkowski, o conjunto
I'={yeV:F(y)=1}

¢ denominado a indicatriz do espagco V.
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Lema 1.3. (Desigualdade Triangular) Qualquer norma de Minkowski sobre um espaco ve-
torial V satisfaz

Fly+v) < F(y)+ F(v), yveV.

A igualdade ocorre se, e somente se, y = \v para algum \ > 0.

Introduziremos a seguir o conceito de métrica ou estrutura de Finsler.

Definicao 1.4. Uma fungdo F' : TM — [0,00) é chamada uma métrica de Finsler se F

satisfaz as seguintes propriedades,

(F1) F é C* sobre TM\{0} (regularidade).

(F2) Para cada x € M, F, := F(x,.) é uma norma de Minkowski sobre 7, M. Isto &,
F(x,\y) = AF(z,y), A\ >0, Vy €T,M,eaforma bilinear g, dada por

1 02
9y<uav) = Easat

[F2(y + su + t)]|s=t—0, (1.4)

€ positiva definida.

Sejay € T, M. Considerando uma base qualquer {z;} para T, M e escrevendo
y = y'z;, a estrutura de Finsler F torna-se uma fungdo de (z°,y*) e as derivadas parciais
de F sdo tomadas em relacdo aos y'’s. Mostra-se que a positividade de g na Defini¢do
1.1 independe da escolha da base {z;}. Assim, podemos escrever as componentes g;; =

+[F?],iys do tensor métrico finsleriano g := g;;dx; ® dx;.

Observacao 1.5. A respeito de uma fungdo métrica F' de Finsler podemos afirmar que
(i) F é riemanniana se g;; = 3[F"?],i,; = a;;(x) independe de y para todo i, j.
(ii) F' é de Minkowski se g;; = %[Fz]yiyj independe de x para todo i, j.

(111) F' € Euclideana se g;; = a;; independe de x e y para todo 4, j.

No decorrer do trabalho (z!, ..., 2") = (2°) : U — R" representa um sistema de

coordenadas locais sobre um aberto U C M" e {;2:} e {dz'} representam respectivamente

o
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as bases de coordenadas induzidas para T, M e T M. Os x%’s ddo origem as coordenadas

locais (z°, y*) sobre 71U C T'M por meio de

— 9
As fungdes F definidas sobre T'M sdo localmente expressas como F(z!, ... 2" y', ... y"),
e as derivadas parciais sdo denotadas por Fi, Fyigi, ..., Fyi, Fyiyi,. ..

Uma importante classe de métricas de Finsler foi estudada por G. Randers [26],

a qual leva o seu nome. A seguir introduziremos o conceito de espago de Randers.

Definicao 1.6. Uma métrica de Randers em uma variedadade M™ (C>°) é uma estrutura de

Finsler sobre o fibrado 7'M, dada por

F(z,y) = a(z,y) + B(z,y), (1.5)
onde
a(z,y) = \/ay(x)yiy, (1.6)
¢ a métrica riemanniana usual, e

B(z,y) = z(7)y", (1.7)

¢ uma 1-forma sobre M tal que

0<|8ll. = sup Blx,y) = \/aij(x)zi(x)zj(x) < 1. (1.8)

YETy M,a(w,y)=1

Os a;; e a* sdo respectivamente as componentes da matriz associada 2 métrica riemanniana

e sua inversa e 0s 2 sdo as componentes da 1—forma 3 := z,dz*.

Observacao 1.7. Exigir que ||3]| < 1, significa exigir que a indicatriz do espago seja forte-

mente convexa.

Quando V' é um espaco vetorial real e F' = o+ 3, onde « € a métrica euclideana
e 3 = zy* , 2 constante, o par (V, F') define um espago de Randers que € um espago de

Minkowski dotado de uma métrica euclidiana perturbada por uma translagao.

O préximo lema garante que escolhendo um referencial adequado podemos es-
crever a métrica de Randers em uma forma mais simples, denominada forma normal da

métrica de Randers.
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Lema 1.8. Seja V" um espaco vetorial e seja F : TV — R, uma métrica de Randers dada
por ' = a + (. Entdo existe {e;}, 1 < i < n+ 1, um referencial ortonormal na métrica «

tal que F' tem a seguinte forma normal

n+1
ST by, Ve e Vi, eVy=ye e LV, (L9

=1

F(z,y) =
onde b(x) é a norma da 1-forma 3 dado em (1.8).

Prova:

. ) 0
Considerando coordenadas z!, ..., 2"*! temos que no referencial {m a
s

0o 0

métrica riemanniana € dada por a;:(zr) = o | —, —
por ay;(x) Oxt’ OxJ

) e a métrica de Randers € dada
xT

por

=4 —q —S n —S 8 n
F(ZL’, y) Y/ al](‘r)gzg]—i_bl(x)y ) ﬁz(y) = bs(*r)y ) Ve eV +17 vy =Y 075 e 1T,V +1-

Considere agora um referencial {e;}, 1 < ¢ < n + 1 ortonormal em relacdo a

métrica o . Assim, a primeira parcela de F'em (1.9) segue direto do fato que neste referencial

aij(z) = (ei, €5)z = 0ij.

: : 0
Para a segunda parcela escolhemos e,,; na direcio e sentido do vetor b;(x)a" (x) g
x’l
Temos que
n+l — b i -
e = e(a)h(@)al (2) 5 -
Do fato de que (e,11, €,11), = 1 segue que
1 1

c(x) = =

Vbi(@)b(z)ali(x)  b(z)

0
Devemos mostrar que 3,(e,;) =0, Vn =1, ..., n, onde e, = (en)s%. Usando o fato que

(ent1, €y)z =0, Vn=1. ..., n, segue que
c(x)ass()bi(w)a" (x)(ey)" = 0,
o que nos dd b,(z)(e,)® = 0, ou seja, obtemos f,(e,) =0, Vn =1, ..., n. Além disso,

ﬁx<€n+1) =

bs(x)by(x)a’*  b*(x)
2 l = = b(x).

() b(x)
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Como y = y"e, + y" e, 11 e (3, élinear, segue que

Be(y) = y"Balen) + 4" Bulenta) = 4" Bulenta) = blx)y"+.

1.2 Campos normais a hiperplanos em espacos de

Minkowski

No capitulo seguinte necessitaremos do conceito de vetor normal a variedade.
Veremos que devido ao fato da métrica de Finsler ndo ser em geral reversivel, dado um
hiperplano, temos dois vetores normais, um em cada semi espaco determinado pelo hiper-
plano, ndo necessariamente paralelos. Este fato ficara claro na Proposi¢ao 1.11. Mas, antes
de enuncia-la, apresentaremos um resultado de anélise e uma proposi¢ao que serdo uteis na
prova. Como o resultado de andlise € bem conhecido, omitiremos a prova, a qual pode ser

encontrada em [4].

Segue de propriedades bésicas de espagos vetoriais que

Proposicao 1.9. Seja Y um hiperplano de um espago de Minkowski Ve v € V\Y. Entdo V
pode ser decomposto em V =TRuo P Y.

Teorema 1.10. Sejam E um espago de Banach reflexivo, A C E um convexo fechado, ndo
vazio e p : A — (—00,+00), uma fun¢do convexa, semicontinua inferiormente (s.c.i) tal
que

lim xr) = +o0.
:cEA,||mH~>oo(p( )

Entdo o atinge seu minimo sobre A, ie., existe xo € A tal que
p(w9) = mingp.

Enunciaremos agora o resultado que prova que existem dois vetores normais,
ndo necessariamente paralelos, em cada semi-espago determinado por um hiperplano Y do

espaco de Minkowski.
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Proposicao 1.11. Seja (V, F') um espaco de Minkowski. Dado um hiperplano Y C V existe,

em cada semi-espago determinado por Y, um tinico vetor N unitdrio € V tal que

T ={weV:gy(N,w)=0}. (1.10)

Prova: Tome um vetor v ndo pertencente a T e defina

o(w) = F(v—w), weT. (1.11)
Afirmacao 1.12. ¢ atinge seu minimo m = F(v — wy) := miny em um tinico ponto
Wy € T.
Defina,
N.= 1" (1.12)
m

Afirmacao 1.13. N ndo depende dos vetores v num mesmo semi-espago determinado por T

emV.
Afirmacao 1.14. gy(N,w) =0, YweT.

— 1
Observe que, pela homogeneidade, N é unitdrio, pois F'(N) = F (U w0> = —F(v—wp) = 1.
m m

Das Afirmagdes 1.12, 1.13, 1.14 e do fato de que N € unitdrio, concluimos que,
para qualquer T C V/, existem exatamente dois vetores N, N’ € V (um em cada semi-
espago determinado pelo hiperplano ) unitarios, normais ao hiperplano Y. Em geral N e N’

ndo sdo paralelos, a menos que F’ seja reversivel (ie, F'(N) = F(—N)).

Prova da Afirmacdo 1.12. Para provar que existe wy € Y tal que ¢(wp) = min ¢ vamos

verificar abaixo que todas as condi¢des do Teorema 1.10 sdo satisfeitas.

(i (V,F)=(V,F,|.]|), é¢ um espaco de Banach, pois é normado e tem dimensao finita;
(ii) (V,F) é reflexivo (todo espago de Banach é reflexivo);

(iii) T € um conjunto convexo;

(iv) Y é fechado;

(v) T #£0;
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(vi) ¢ : T — [0, 00) é uma fung@o convexa, pois

ez + (1= Ny) < Ap(z) + (1= Nep(y), VA€ (0,1);

(vii) ¢ € s.c.i., pois como p(w) = F(v — w) € C*°, entdo ¢ é continua ;
(viii) ¢ : T — [0, 00), logo, ¢ # +o0;

(ix) lim ¢(w) = 400 (¢ é coerciva).

[[wl|—oe

De fato,

p(w) =F(v—w)=F (W MW ”)—W MW(W_%O

Agora, F < ) > Cy > 0, uma vez que v nao pertence a 1, Cyy constante. Assim,

lv = wl

lim (w)= lim |jv— mw(r—ﬂ)21M|w—w%z+m
v

]| o0 ]| o0 w|| Jlw]| =00

consequentemente, lim ¢(w) = +o0.

[lw]|—o0
Isso mostra que todas as hipéteses do Teorema 1.10 s@o satisfeitas e que portanto, ¢ atinge

seu minimo em wy. Falta mostrar que w, € Gnico.

Para provar que w, € tnico, vamos, como € natural, supor que existem dois

pontos onde ¢ atinge seu minimo e chegar a uma contradicao.
Suponha que wy # w; sejam ambos, pontos de minimo de . entdo, pela defini¢ao da fungio
v segue que p(wy) = p(w;) = m. Isto implica que existem u € Y e a, b € R tais que

= Qo tbun ab>0.
a-+b

Entdo, usando a homogeneidade de F', o Lema 1.3 (desigualdade triangular) e que F'(v —

wp) = m, temos,

b b
o(u) = F(v—aw;—j:bwl> SF(aj—b(U_w())) +F(a+b(v—w1)>
(1.13)

a
_ Flo —
a+b(v wd+a+b

F(v—wy) =m.
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Como temos que m = min ¢, o caso ¢(u) < m ndo pode ocorrer. Logo, ¢(u) = m. Isso
implica que na equagdo (1.13), ocorre a igualdade, donde, pela segunda parte do Lema 1.3,

segue que

a (v—wy) = A

a+b a—l—b(v wi), A0

Concluimos portanto, que v = (awy — Abwq). Ou seja, v € Y. Temos assim a
a

— b
contradicdo que buscadvamos e consequentemente, fica provada nossa afirmacao.

Prova da Afirmacao 1.13.
Sabemos da Proposi¢do 1.9 que V' pode ser decompostoem V =Ruv @@ Y.

Portanto, se v € V' podemos escrever, v = Av+w, A > 0, onde v é um outro vetor no mesmo
semi-espaco de v. Entdo, p(w) = F (U — w) atinge seu minimo m = Am em Wy = W + Awy,
pois

P(wy) = F(v —wy) = AF (v — wp) = Ap(wy) = Am = .

Logo,
v—wy (A +wW)— (W— Iwg) v — wo

m m m

Portanto N = N. Isto significa que N nio depende dos vetores v num mesmo semi-espaco

determinado por T em V, como afirmamos.
Prova da Afirmacao 1.14.

Fixe um vetor w € T e defina

1 1
f(t) = wgoZ(wg —tmw) = ﬁ[F(v — wo + tmw)]?
— 1 2 _ 1 2 2 _ 1 2
= 5 [F(Nm + tmw)]” = Ll F*(N +tw) = 2F (N + tw),
ou seja,
Lo
fit) = §F (N +tw). (1.14)

Diferenciando (1.14) de ambos os lados,

P = o — tm)g wy — ) (~u)

10 ,
= 3% [F?(N + tw)] .
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Aplicando a t = 0 e usando o fato que ¢'(wg) = 0 (wy é ponto critico de ¢ ), obtemos

0=F1(0) = 5o [FP(N+1w)] o

Portanto da expressao (1.2), temos que

gN(N,’LU) :O,

como queriamos demonstrar. Concluimos assim a prova da Proposi¢ao 1.11.

1.3 Volume em espacos de Finsler

Existem dois elementos de volume candnicos sobre um espaco de Finsler. Ambos reduzem-
se ao elemento de volume riemanniano quando a métrica de Finsler é riemanniana. O

primeiro, denominado elemento de volume de Busemann-Hausdorff é definido a seguir.

Seja (M", F') uma variedade de Finsler orientada. Sejam {e;} um referencial

local em M e {0} base dual em T M. Definimos
dVF = 0F91 N "'/\0”,

onde,

VolIB")
or ) = TG € R Fagie) <11
IB™ € a bola unitaria em R", Vol é o volume euclidiano. dVr é o elemento de volume de
Busemann-Hausdorff, o qual deve seu nome ao fato que Busemann [6] provou (em 1947)

que se F' é reversivel, entdo V olr ( volume Finsleriano de Busemann-Hausdorff) € a medida

de Hausdorff da métrica induzida por F'.
O segundo elemento de volume candnico € definido da seguinte forma:

Nas mesmas condi¢des da defini¢do anterior, considere y = y'e; € T, M\{0} e

gij(y) = gy(eiaej)a

de forma que cada g;;(y) € uma fungdo C*° em R™\{0}.
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Defina a n-forma
AV, == p,0" A--- N O,

onde

[y det(gi(y))dy’ - - dy"
o Vol(IB")

com,

B! = {(y") € R": F(y'e;) < 1} e IB" abola unitéria euclidiana .

dVFI € denominado elemento de volume de Holmes-Thompson.

No decorrer do trabalho optamos por utilizar o elemento de volume de Busemann-

Hausdorff devido ao seguinte lema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [38].

Lema 1.15. A forma de volume de Holmes-Thompson sobre um espaco de Randers (M, F' =

a + () coincide com a forma de volume riemanniana (M, o), i.e., dVI,EHT) = dV,.

Ou seja, o Lema 1.15 nos diz que a forma de volume de Holmes-Thompson em

espacos de Randers desconsidera a perturbacdo da métrica riemaniana.

Vamos determinar agora o elemento de volume de Buseman-Hausdorff induzido

por uma imersdo em uma variedade de Finsler.

Seja (Mm, F) um espaco de Finsler. Seja ¢ : M" — M™! uma imersdo. A

métrica induzida em M dada por F' := @*f ¢ também uma métrica de Finsler, pois por

defini¢ao F(x,y) = F(p(z),dp.(y)), Y(x,y) € TM.

Sejam e = {e,}"_, e € = {&;}/"] referenciais locais fixos para TM e T M,

respectivamente. Defina
vol(IB™)

Flx,z) = — — ) (1.15)
vol{(y™) € R": F(x,y"zle;) < 1}

onde z € M™, IB" é a bola unitdria em R", vol é o volume euclidiano e z = (2!) = (g%).

De agora em diante, para simplificar a notagdo, identificaremos = com ¢(x) = T e e com

p(e) =e.
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Definicao 1.16. O elemento de volume induzido em (M, F') é dado por
dVp = F(x, z)dx, (1.16)
onde F(z, z) é dado em (1.15).
Seja (V"™ F = & + /) um espaco de Randers ¢ ¢ : M™ — (V"' F) uma

imersao. Pode-se provar que a métrica induzida em M pela imersdo € uma métrica de Ran-

ders F' = a + (.

O lema seguinte nos dara o elemento de volume induzido por uma imersao ¢

num espaco de Randers.

Lema 1.17. Seja ¢ : M™ — (V" F) uma imersdo e F = « + [3 a métrica de Randers
induzida em M. Considere €1, ¢, ..., €,,1 um referencial local ortonormal na métrica o

dado pelo Lema 1.8. Entdo a forma de volume induzida é dada por

AV = (1 — BPAT 204 5 et A dat - - da™, (1.17)
onde x', 2%, ..., 2" sdo as coordenadas de M, A é a matriz cujos elementos sdo
n+1 a(pZ
(Ar)=(Q_52), 2 =7, (1.18)

AT denota a matriz inversade A e b é anormada 1-forma (3 satisfazendo 0 <b< 1.

Prova: Seja ' = o + (3 uma métrica de Randers sobre a variedade M". Para cada x € M

considere
18]l = sup Bly), ye€T,M.

ag(y)=1

Considere ainda dVy e dV/, as formas de volume de Busemann-Hausdorff de F' e « respec-

tivamente. Tome {e,}”_, uma base ortonormal para (7, M, « ). Entao,
dVF = UF($)91 VAN 9”,

onde o é dado por
vol IB"

or(r) = vol B®’

com
B! :={(y") € R": F.(y"e,) < 1}.
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Pelo Lema 1.8 podemos assumir que 5(y) = ||3||.y"-

Temos que B € um conjunto convexo de R". Por este fato e pelo Lema 1.8 vale

a seguinte relacao,

n

D R+ Blly < 1.

T=1
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

n

> W) < 1=2/Blly" + (I181y"),

=1

que € equivalente a

e (v W N e S
S\ T8

a=1

Podemos reescrever a ultima expressao da seguinte forma,

(v ”HEU i)

<1 ”5”2) ( NSTH |Iﬁll2> _

z

Se tomarmos a igualdade na equacao (1.19),¢é

(1.19)

imediato verificar que trata-se de um elipséide
de revolucdo . Portanto o volume euclidiano de B € o volume do interior deste elipsdide .

Ou seja,

vol B! = éﬂ'( L ) ! -
T3\ =Islz S \ V1= 1812

vol IB™
(1—[|B)I2) "=

Portanto, substituindo (1.20) na expressao de o,., concluimos que o elemento de volume em

T, M é dado por

(1.20)

n+l

dVe = (1—|5]3) "2 (1.21)

Seja agora ¢ : M™ — (V™! F) uma imersdo, p(z) = (¢'(z)) € V. Temos de (1.15) que

Fz,2) = vol I3 L (1.22)
vol{(y™) € R : F(x yTzie;) < 1} ox™
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onde estamos considerando o referencial {¢;},1 < i < n + 1 ortonormal na métrica & dado

pelo Lema (1.8). Entdo

Comoyp: M — V" +1 ¢ uma imersdo a métrica de Randers induzida F = o + (3, € dada por

ay) =/ Ayy' e Bly) =Dy,

n+1 8@2 8@1

0
onde y=y —€T,M, A, = - = —.
p ox™ 0xY ox

ox™

Logo,

III2 = P ATz,

Por (1.21), obtemos

Fla,z) = (1 — BPAT ) 5 et A, (1.23)
€ consequentemente,
dVe = (1 — BPAT M) 5V det A dat . da™

Isto prova o lema.

1.4 Forma curvatura média

O conceito de forma curvatura média na métrica de Finsler foi introduzido por Z. Shen em
[31] e € obtido considerando um problema variacional de volume. Veremos a seguir que em
espacos de Finsler ndo € possivel determinar uma forma curvatura média que seja constante
e ndo nula para todo (z,y) € T'M, pois, uma importante propriedade desta forma curvatura
média, a qual introduziremos a seguir, é que ela se anula sempre que aplicada a campos
tangentes. Porém, o conceito de imersdo minima € definido da forma usual, como sendo
aquela que tem a forma curvatura média nula, uma vez que nada impede que ela se anule em

todas as dire¢des.
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Usando a idéia de ponto critico da func@o volume da variacdo, Z. Shen introduziu

a seguinte

Definicao 1.18. Seja p : M" — (M”“, ﬁ) uma imersao em um espago de Finsler e X =
X ie;,1 < i < n+ 1, um campo ao longo de . Define-se a forma curvatura média para a

imersao ¢ por

Ho(X) = div[P(X)]], — Qu(X), (1.24)

onde ,
P(X) = %g;:;ee, (1.25)
Q.(X) = %[ln}"(got(x), De)lecs (1.26)

e F é dada em (1.15).

Observacao 1.19. Dado um campo vetorial arbitrdrio X € M, sempre existe uma variacdo
¢ tendo X como campo variacional.
n+1

a?zi 1 eescrevendo

Tomando coordenadas locais com bases naturais {52 }7_; e {

dVi, = F(pi, Dpy)dat A ... A da™,

segue de (1.26) que

- 1(0F =, OFIX
Q(X)_Tf{axiX = 8xf}
c
. 10F -, 0
PX) = 755X 5o

Logo, em coordenadas locais,

" 2 2 .j 2 J ~.
1{ P*F  O*p O*F Oy af}X’. (127)

Ho(X) = = . —— - ==
o(X) F 020z 0z0zn ~ 0x10z! Ox¢  OT
Isso mostra que Hw()? ) depende linearmente do campo X.

Duas importantes propriedades da forma curvatura média sdo dadas nas proposi¢coes

a seguir, cujas demonstragdes podem ser encontradas em [31].

Proposicao 1.20. Hw()/(vx) depende linearmente de X, em cada ponto x € M.
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Proposicao 1.21. Seja H, a forma curvatura média para a imersdo . Entdo
Ho(w) =0, Yu=p(u), ueT,M, veM,

i.e., H, se anula para todo u € 0 (TM).

Nos préximos capitulos o par (V"' F,) denotara espagos vetoriais (n + 1)-
dimensionais munidos com a métrica f, = «a + 3, onde o é uma métrica euclidiana, 5 uma

1-forma com coeficientes constantes. Vamos considerar o referencial {¢;}7]' tal que

n+1 n+1

Fy(z,y) = | D (@) +by™, Ve e V' oy =) "y'e, 0<b< 1. (1.28)

i=1 i=1

Observe que em tais espagos F} ndo depende de x, logo F também nao depende

de = (ver (1.22)), e, consequentemente a expressao (1.27) para a forma curvatura média, se

1( 0°F 9%y .
(W) = ?{azgazg Dz }W ' (1.29)

reduz a

1.5 A equacao diferencial das imersoes cmce na direcao de

um campo normal unitdrio em (V"1 F})

Em [31] Zongmin Shen introduziu a nocdo de forma curvatura média para
imersdes em variedades finslerianas e estabeleceu suas propriedades mais gerais, algumas
das quais apresentamos na se¢do anterior. Em [33] Souza e Tenenblat apresentaram alguns
resultados concernentes ao caso H = ( (imersdes minimas), quando a imersao ¢ uma su-

perficie de rotagdo ou um gréafico em um espago vetorial real tridimensional (V3 F}).

Como j4 foi dito na se¢do anterior, ndo é possivel determinar uma forma cur-
vatura média constante em todas as dire¢des em Espacos de Finsler, devido ao fato que H,,
€ sempre nula quando aplicada a campos tangentes. Devido a essa restri¢ao resolvemos in-
troduzir o conceito de forma curvatura média constante na direcdo dos campos normais

unitdrios. Referimo-nos aqui a campos normais unitdrios porque, como vimos no Lema
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1.11, para cada x € M, temos dois vetores normais, ndo necessariamente paralelos, um em

cada semi-espaco determinado pelo hiperplano 7..V'.

A intuicdo nos leva a supor que, se temos dois vetores normais diferentes, deve-
mos obter duas equacdes diferenciais distintas associadas a imersdo. De fato, como veremos
no capitulo 2, considerando superficies de rota¢cdo em torno do eixo Ox3, associamos a cada
vetor normal uma equacgdo diferencial distinta. Porém, um resultado importante € que, em-
bora as duas equagdes diferenciais sejam diferentes, elas determinam uma mesma superficie

de rotagdo, a menos de uma reflexdo. Este fato serd demonstrado no terceiro capitulo.

Surgem aqui duas importantes questoes,

(1) Por qué na direcdao de um campo normal unitario?
(2) Como determinar tais campos normais unitarios?

Responderemos a seguir a primeira questdo. A segunda questao serd respondida no préximo

capitulo.
Para responder a primeira questao lembremo-nos de duas importantes propriedades
da forma curvatura média H,,, determinadas na se¢ao anterior,
(i) Hy(p,v) =0, Y e p,T,M.
(ii) Hy(p, W) é linear em T, V.
Vimos na Proposi¢ao 1.9 que fixado um hiperplano YT de V" "1, 0 espago vetorial
V™t pode ser decomposto em uma soma direta Ry @ Y, y € TV". Portanto podemos
tomar {e;, ey, ...e,, N} um referencial para V™!, onde para cada z € M, ey,...,e, €

T,M e N é normal a T, M. Assim, qualquer elemento v de V""" pode ser escrito na forma

v =uvle; + ...+ v"%, +v""'N. Consequentemente,
H,(v) = Hy(v'ey + ... + v, +v"TIN). (1.30)
Usando as propriedades (1) e (i1) temos que a expressao (1.30) fica reduzida a

H,(v) = v" T H,(N), (1.31)
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onde v"*! é a componente de v segundo N.

Segue de (1.31) que se H,, se anula na direcdo do campo normal unitario, entdo
'H,, se anula em todas as dire¢Oes. Ainda analisando a equag@o (1.31) e as propriedades (i)
e (ii) de H,, fica claro que se H,, se anula na dire¢do de um campo ao longo de M, v # 0
ev ¢ T'M, entdo H, se anula na diregdo de qualquer campo ndo nulo ao longo de M. Isto,
no caso ‘H, = 0, faz com que a equagdo diferencial que caracteriza as imersdes minimas
ndo dependa da escolha do campo v. No caso H, # 0, uma importante consequéncia
de (1.31), a qual motivou nosso trabalho, é que, escolhido o semi-espaco, ao determinar
a forma curvatura média na dire¢do do campo normal unitario, H,, fica determinado em

todas as direcoes.

A seguir deduziremos a equagdo diferencial para imersdes no espago (V"1 F)

com curvatura média constante em uma dire¢ao normal.
Seja {e;} é uma base ortonormal de V™! na métrica euclidiana, tal que F}, é dada por (1.28).
Teorema 1.22. Seja p : M™ — (V"1 F,) uma imersdo. Sejam (p'(x¢)) fungdes coor-

denadas de . Entdo a imersdo é cmc na dire¢cdo de um campo normal unitdrio N¢ se, e

somente se, satisfaz a seguinte equacdo diferencial

1 (n2—1)838_BC_(n—|—1)(1_B) 0*°B 6_BE)C’+8BG_C
(1-B)2C 4 020z 2 0710z, 0202 0219z
0?B | 0T
1— B)? . N — H = H= = =1 1.32
+( ) azgﬁz%}al’eax” 13 07 Cte? 5 ) ( 3 )
onde

0<b<1, N= Nty Aédadapor(1.18), e

C = VelA, (133)

N o
R A (1.34)

Prova: Temos de (1.23) que

Flx,2z)=(1— bzA”zf“z?H)n;l VdetA.
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Reescrevendo F na notagdo do enunciado do teorema e utilizando o fato que V'

€ um espaco de Minkowski (F nao depende de x), temos

n+1

F(z)=(1-B) = C.

Derivando F em relacdo a 2/, obtemos

1 n—1 B n+1
or _ [+ >(1—B)T8—.O+(1—B)%8C.
0z 2 0z 0z

Derivando agora (1.36) em relagdo a z¢, obtemos

(1.35)

(1.36)

’ 1 ~1 w3 OB OB 1 O°B
FF _ _(nt ){_(n )(1_B>Ta 0B _ gy OB
0202, 2 2 0z{ 9z, 02107}

n1 0B 0C (n+1) n10BOC
1=B) 7 ——=| — 1-B)T ———
H1-p)F |- Ut =
w1 02C
+(1-B) 7 ——
070z,
donde,
2 2 L . 9
PE 080 ) g [ 9B 0500
0210z 4 0zt 0z 2 0210z 0z 02
2
OBOC) (i _ gy 2
0% 0z} 0210z,

Substituindo as derivadas encontradas na expressao de H dada por (1.27) temos que

1 0*F 0% .
— ; N —H=0
F 0210z Oxedzn ¢

e pondo (1 — B)nT_3 em evidéncia, obtemos exatamente a equacao diferencial (1.32) do

Teorema 1.22, a qual caracteriza as imersdes com curvatura média H na direcdo de um

campo normal unitdrio em (V"1 Fy).

No que segue consideraremos n = 2 no Teorema 1.22, obtendo o seguinte
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Teorema 1.23. Seja ¢ : M? — (V3 F,), uma imersdo em um espaco de Randers nas
condigoes do Teorema 1.22. Entdo p tem cmc H na direcdo de um campo normal unitdrio

N¢ se, e somente se, satisfaz a seguinte equagdo diferencial

1 KmE? — (2E + 02)2> oC oC  3C O°E

(C2—E)C C(C*—E) 02192 2 020z
8 (2E-CPN(0COE  OCOEY  3C _9EOE w37
2\ C*-F 0210z, 9z 02 4(C? — E) 02! 9z} '
2F + C?\ 0detA| 0%*¢p7 . ,
. N —H =0, VYN = N'e;, H = cte,
< 2C ) az%azg] Dz o ¢ ’ ‘ e
onde
3
B o= P[P - 2etafated (P2 (138)
k=1
C=+VdetA, A=A,(z) e =z=(z) sdodadosem (1.18).
Prova: Considerando n = 2 no Teorema 1.22 a equagao (1.32) se reduz a
L_gn ¢ (1.39)
(1 — B)2C~" QzcOxn - '
onde
30B 0B 3 0*°B 0B oC 0B oC 0*C
Gn=""__""C-2(1-B ( —— — ,—.)+ 1-B)*———. (1.40
7402 0z 2( ) 0210z Dz 0zt 02102} ( ) 0210z (1.40)
Temos que, paran = 2
(DT - -
A = Z WZ%Z% s € = 562 + 2661, n = 5,72 + 257]1, (141)
i=1

onde A" ¢ a inversa de A, dada em (1.18). Temos ainda de (1.34) e (1.33) que, para n = 2

a expressao de B é dada por

3
_1)’Y+T o 1
B =15 § ( Py (1.42)
YTTTNTT 2
p detA

Também temos de (1.33) e (1.23) que paran =2, C =+VdetA e F=(1-— B)%C’.
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Para facilitar os cdlculos computaremos separadamente as componentes da ex-

pressdo (1.40). Calculando as derivadas primeira e segunda de B em relagdo a 2/, obtemos

0B 1 9E 2EJC
0z C20x  (CB0z

ou, usando de (1.42) que E = BC?, temos
0B 1 0E 20C

== - — 1.4
0zt C?0z1  (C 0z (143)
Derivando a expressio (1.43) em relacdo a 2/, obtemos
P (200002 0C Y, 200 2800 108
0210z C202 9z,  C0z0z Cozi| C39z C?0z
_2000LK 1 0°FE
C3 02028 C? 92021
usando o fato que B = % e simplificando, obtemos
0’B 1 {_@ 0*C _i_@@@(f
02102} C2 | C 0z0z  C?0z) 0z
(1.44)

2 (oeor, p0opy | OE ]
C\0zi 0z 9202)  0z0zi]

Por outro lado, temos de (1.33) que C? = detA. Calculando a derivada de C?

em relacdo a zﬁ, obtemos

0C*? oC
- = 20— 1.45
0~ Coa (1.45)
entao,
oc LOCQ B i@detA
0z 20 9zi  2C 021
Derivando a tltima expressdao em relagdo a z%, temos que
0°C 1 [82detA B l@@detfl]
Ozbzi 2C | 002 Coz 028 |’
usando 1.45, obtemos
2 2
¢ _1 Fa detd _ a_caq} . (1.46)
Ozzt C 1202021 0z 021
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Por outro lado, substituindo as expressoes (1.43) e (1.44) na expressao (1.40) , temos que

g — SC(LOE _2B0CN (1 0E 2B0CN\ 3., pf1[ 28 &°C
i N 4 02 82’2 03 c’“)zg 02 8,2% 03 azﬂl 2 02 C @z%@zé
LOEOCOC 2 (0COE  OCOEN | O°F 1. 3, p(10E0C
C? 02020 C\0zl0z  02,0z1) 020z 2 C? 92 0z

L2BICHCY | (1 OE 2BICNICY | o OC
Cs3 z% 822 C? 822 Cs3 82’2 azgz azéaz%

Lembrando de (1.42) que (1 — B)/C = (C? — E)/C?, obtemos

go _ (CoE\[ 8C_(BOE 2BOBNC 2B00B 450CHC
O[3 SO gEcac 2 (008 aCoE) | P ]
2 C 020021 C?02 020 C\020z 0207 02027
3[O0E0C 4AEOC OC  OF dC 0*C
2 [82{7 0zt C 9z 02 0210z ( )848237
Portanto,
G C*—E\ [3E (=C*+2E\ 0CoC 3 (-C*+2E\ (0COE  0COE
g ct C\ C2—FE ) 029y 2\ C*-E 028 0z 0z) 02
3C 9*F 3C  OEOFE 0*C
Ty — — +(C?*+2E)— }
2 02,021 4(C?* - E) 02 0z ( )822823,

Substituindo as derivadas segundas de C' deduzidas em (1.46), obtemos

o _ (C2-E\ [3E (=C2+3E\0COC 3 (~C*+2E\ (9COE  OCOE
g Cc4 C cC2—-F ng 82{7 2 cC?2—-F 82; 82737 82% 8zg
3C_ QB 3C__OEOE _(C*+2E) <162detA_8_C’80)}
2 0z0z1  AC* = E) 02 0z C 202402  0202) )

Assim, apds mais algumas computacdes algébricas simples obtemos a seguinte expressao,
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gen <C2 — E) { 12E° — (2E + C?)* 0C OC
ij

C C(C>*—E) 0z 9z

’E 2F — C? E E
3C 0 3( C)(808 oCc o ) (1.47)

T2 0x0s 2\ 7o 02 92 9207

_|_

3C__OBOF (2B +C7) PdetA
4(02 — E) 822 az% 2C 8,27]7@,22 .

Substituindo a expressao (1.47) na equacdo (1.37) do Teorema 1.23, concluimos a demonstragao.
[ |

A seguir explicitaremos as derivadas de C' e E em termos dos z%’s para uso

posterior. Temos de (1.33) e de (1.18) que

C = i z<z'f>2<zé>2—<zzfzs)

k=1 s=1
onde
detA = Z(Zf)Q(zé)Q - Z PR (1.48)
k#l kAL
Vamos escrever as derivadas de det A em relagio a zz da seguinte forma,
Odet A 1
5 = 30 [Z(ézkd 1228 (28)% 4 610002(28)2 2 — 04 (S 2h 2L 2l + 0928 2 2L))
€ k£l
(bt 6622fz§zi)} (1.49)
kAl

Segue que as derivadas de C' em relagdo a z¢ assumem a forma,

oC 1 ddetA
0z} 2C 0z

1 .
- 5{2(56121(29 +60225(24)7) — ) (6025712 + 60z} 21 28) |
I#i I#i

Fatorando a ultima expresséo obtemos

Z (2i2h — 2820) (012 — 0ea2t). (1.50)

821 C e
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Logo,
0%det A , .
—— — Z {561 ((5,71(5ﬂ(zé)2 + 22;(5772(5]‘125) + 562(5772(5]‘1'(202 + 22;5771(53‘12%)
02t0z oy
(1.51)
—0e1[0y201521 25 + 25(3 02 + 0yadju21)] — Gealn 85021 24
+21 (207851 + zl15n25jl)]}-
Por outro lado, calculando as derivadas de £ em relagio a z!, obtemos de (1.41)
3
(’922 = Z )78 kz3z3((5 S2E 4 (5672 ) + Oiz2i 2k ((56723 + 6,22)],
onde y=2 se y=1 e 7v=1 se y=2 (idem pararT).
Logo,
OF ’
i W2 | Z2(—1) L2 4 G Y (1) T3k (1.52)
Ze

k=1
Derivando (1.52) em relagdo a z%, temos que

0*E

904 202 (030, (—1) 7 2527 + 22 (= 1) (6,70i527 + 0yr032%)
nY~e

w

+0i3 Z<_1)E+T(5J’35nr’z§z§ + 5jk(57772 Z + (5677272 ))]-

k=1
Levando-se em conta que os indices ¢, 77 € 7 ndo sdo somados devido ao fato que dependem de
€, 1, € T respectivamente, como podemos ver na notacao introduzida em (1.41), simplificando
a tltima expressao obtemos,

82E e+ i e+ € i
O sV (T (1)
n €

(1.53)

w

0 S (=) 830282 4 Gig(—1)HTeBaE 4 5 —1) 6 ezt
k=1

Estas expressoes facilitardo os extensos calculos que faremos no capitulo seguinte.



CAPITULO 2

Superficies de rotacao cmc na direcao de

um campo normal em (V3| F})

Neste capitulo vamos determinar os campos unitarios, normais a uma imersao na variedade
de Randers (V3, F}) e obter duas equagdes diferenciais ordindrias, as quais descrevem as

superficies de rotagdo com curvatura média constante H na direcdo destes campos.

E conhecido da teoria cldssica que quando F' € euclidiana (o que corresponde
a tomar b = 0) tais equagdes reduzem-se a equacdo diferencial ordindria que descreve as

superficies de Delaunay (cilindro, esfera e onduldides ).

2.1 Vetor normal

Seja (V3 F},) o espago de Randers com F, = a+ (3, onde o é a métrica euclideana perturbada
por uma translagdo de norma 3 e {e;}?_, um referencial ortonormal nas condi¢des do Lema
1.8. Seja ¢ : M? — (V3 F) dada por ¢(t,0) = (g(t)cost, g(t)send,t),t € R, 0 € [0,27] e

¢ uma fungdo diferencidvel ndo nula. Temos do Lema 1.11 que existe um tnico vetor normal

32
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N¢ em cada semi-espago determinado pelo hiperplano T, (M?), tal que
Vw € Tpyp(M?), gv(N,w)=0. .1)

Observe que, como em (V3 F;) a métrica ndo depende do ponto z e levando em conta que

podemos identificar ¢(M?) com o préprio M?, denotaremos T,p(M?) por TM?.

Denominando ¢; e g as respectivas derivadas da imersdo (¢, ) em relagéo a ¢

e 6, temos

0y = (¢'(t)cosb, ¢'(t)send, 1) (2.2)
g = (—g(t)send, g(t)cosh,0). (2.3)

Para encontrar os vetores normais, basta encontrar a solugdo N = (N! N2 N3) do seguinte

sistema,
gN(N7 Sot) =0
gn(N, ) =0 (2.4)
gN(N, N) =1
Observacao 2.1. Temos de (1.2) e da condig¢do F(N) = 1, que
10
gv(N,u) = ==F%*N + su)|—o
20s
0
= ( ) 3 (N+SU)|S 0
= QF(N + su)|
- 88 s=0>
portanto
9 2
gy (N, u) = %F(N + su)|s=o, Yu € TM*. (2.5)

3
Z (N©)24-bN?, consequentemente fazendo

=1

Temos do Lema 1.8 que F/(N) =

F(N) = 1 obtemos,

V(N2 + (N2)2 + (N3)2 =1 — bN?. (2.6)



Secao 2.1 e Vetor normal 34

Por outro lado, usando o resultado (2.5), temos

0
gN(Na SOt) = %F(N"‘S%Ns:o

0
= 8_F(N1 + 5g'cosf, N* + sg'senf), N> + s)|s—0
s

0
= 5 [(Nl)2 +2N'sg'cost) + s*(g')*cos*0 + (N?)* + 2N?sg'send
s

+5*(g')*sen’ + (N?)* + 2N?s + %) 3y b(N® + s)} |s=0-

Portanto,

N'¢'cosl + N2g'send + N3
VN2 + (N2)2 + (N?)?

gn(N, ) = (2.7)

Seguindo 0 mesmo raciocinio, obtemos

N2gcosh — N'gsend
gn (N, ) = 9eos geens (2.8)
V(N2 4 (N2)2 + (N3)?

Afirmacio 2.2. Os vetores normais ao hiperplano T M? na métrica Randers Especial sdo

caracterizados por,

Ne = L —&cosl, —Esenb, —by1-b0"+ gg’)Q + &g’ ’ (2.9)
VBTGP =

onde £ = +1.

Prova: Para provar a Afirmagao 2.2 vamos resolver o sistema

N2gcos) — Ntgsenf =0

(2.10)
N'g'cosf + N2g'senf + N* + by/(N1)2 + (N2)2 + (N3)2 = 0,

e na sequéncia, substituiremos na dltima equagao do sistema (2.4) os valores encontrados .
Utilizando (2.6) e o fato que g # 0, transformamos o sistema (2.10) em

NZ2cos — Nlsenf =0

@2.11)
N'g'cosd + N%g'senf + N3(1 —b*) + b= 0.
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Resolveremos o sistema (2.11) em duas etapas, sendo que na primeira conside-

raremos ¢’ # 0 e na segunda ¢’ = 0.

Seja ¢’ # 0 e seja M a matriz dada por ,

—senf  cosH
M —

g'cost  g'send

logo, a inversa de M é dada por,

Y= 1 g'senfl  —cosf
9"\ —gcosh —senb
Podemos reescrever o sistema (2.11) da seguinte forma,

N! 0
M = . (2.12)
N? —N3(1—b?) — b

Multiplicando os dois lados da igualdade (2.12) por M !, obtemos que

cost

N' = —7(N3(1—b2)+b), (2.13)
N? = —369779(N3(1—b2)+b). (2.14)

Substituindo (2.13) e (2.14) em (2.6) e elevando ao quadrado, obtemos
1
(9')

Temos portanto uma equagdo de grau 2, dada por

[(N?)?(1 = b%)? + 20N° (1 = b%) + 0] (7—5) + (N?)? = (1 — bN?)?.
(NEP[(1 = 0%)° + (9/)*(1 = B9)] + NP[26(1 = b° + (¢'))] +0° = (¢')* = 0.

Consequentemente, a componente N2 do vetor normal N é dada por

—b(1 =0+ (¢)?) £ V(9?1 = 1 + (¢)%))
(1 =01 =6+ (¢')?) '

N3 =

Pondo /(1 — b% + (¢')2) em evidéncia na dltima equagdo, obtemos

N o= VI P AP+ £=+1. (2.15)

-1+ ()2
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O passo seguinte € substituir (2.15) em (2.13) e em (2.14) obtendo,

N o= Eeosh €= +1. (2.16)

N2 o o Gsenb €= +1. 2.17)
1 =6+ (g')?

Para o caso ¢’ = 0, basta substituir ¢ = 0 no sistema (2.11). Efetuando procedi-

mentos algébricos simples, obtemos as expressoes

xcost
Nt = , = +1;
N X
9
N2 o= A Y= +1; (2.18)

N? =

Observe que temos a liberdade de escolher o sinal de N' e N2 em (2.18). Desta
forma, como necessitamos de um campo diferencidvel, isto é, queremos unir de forma suave
as duas expressdes que caracterizam o campo N, para ¢ # 0 e ¢’ = 0, escolheremos o sinal

de forma que y = —&. Isto prova a Afirmagao 2.2.

A expressdao do vetor normal deduzida nesta secdo serd peca fundamental na

sequéncia de nosso trabalho.

2.2 Equacao diferencial das superficies de rotacao cmc na

dire¢do de um campo normal unitdrio N; em (1, F})

Nesta secdo vamos considerar superficies de rotacdo com curvatura média constante /4 em
(V3, Fy). Vamos provar que existem duas equagdes diferenciais ordindrias, cujas solugdes
caracterizam curvas planas, que ao serem rotacionadas, determinam as superficies com cur-
vatura média constante / na dire¢do dos campos normais unitdrios V¢, onde { = +£1. O
sinal + corresponde a escolha da orientacdo euclidiana positiva e o sinal — corresponde a

escolha da orientagdo euclidiana negativa.
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Seja ¢ : M? — V3 dadapor ¢(t,0) = (g(t)cosb, g(t)send, t),t € R,0 € [0, 27]
e g uma funcdo diferencidvel que ndo se anula. O teorema a seguir fornece-nos duas equagdoes
diferenciais, que a fungdo g = g¢(t) deve satisfazer para que a imersdo tenha cmc H na

direcdo dos respectivos campos normais.

Teorema 2.3. Considere o espaco de Randers (V3, Fy). Seja o : M? — V3 uma imersdo
dada por o(t,0) = (gu(t)cosh, gy(t)senb, t), g,(t) # 0. Entdo ¢ tem com curvatura média
constante H na dire¢do do campo normal unitdrio N¢ se, e somente se, g, satisfaz a seguinte

equacdo diferencial ordindria,

{=gvgilws(1 + 267 + (1 = 36%)(g5)7) + 30" (93)"] + wows(1 — b* + (1 — 36%)(g5)*) }

(—&wy, — bgh/Ws) — Hagy(1 — bP)wi(wy)? =0, H = cte, (2.19)
onde & =21, wo=1+(g;)° ewp, =1-"b"+(g)°. (2.20)

Para provar o Teorema 2.3 precisamos do seguinte lema.

Lema 2.4. Seja p : M? — (V3 Fy) uma imersdo dada por p(t,0) = (gy(t)cost, gy(t)senb, t),

gv(t) # 0V t. Entdo (omitindo o indice b na notagdo de gy) valem as seguintes igualdades ,

gZNE = %[—fg”rZ]; (2.21)
S_Zaiigin = %561<99"+w0>% (2.22)
nggNg = %%Z; (2.23)
Z_zaiig;n = 2°99'0a; (2.24)
822252?, a?;g;n 2b°g(8;329" — di1cos — Sigsend), (2.25)

onde C, E, e A sdo dados em (1.33), (1.38), e (1.18) respectivamente, = = sinal(g) é o

sinal de g e Z é dado por /
—by/
Z = 17“”—";;59. (2.26)
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Prova .

Tendo em vista que zﬁ = %, e considerando z; = t € 3 = 0, em termos da

imersao ¢ temos que,
2t = 6a(6inzy + 0027 4 6i323) + dea(0i1 25 + Ginzs + 0i325)
= 0a(0i1g (t)cost + diag (t)senb + d;3) (2.27)
+0e2(—0i19(t)sent + d;29(t)cosh).

Utilizando esta mesma notagdo escreveremos a derivada segunda das coorde-

nadas da imersao,

0%
oxeox

(561(5772 + (562(5,,1)g'(t)(—5j186n0 + 5]'26089)
+(661(5,71g”(t) — 5625n2g(t))(6j10059 + (5]'25671(9). (228)

Observe que, pelas expressoes (2.27) e (2.28) temos

=0, Ven. (2.29)

Deste ponto em diante omitiremos o parametro ¢ sempre que nao houver pos-

sibilidade de ambiguidade. Temos ainda de (1.18), (1.33), (1.38) e usando (2.27) e (2.29),

que
1+(g) 0
A = (9" , (2.30)
0 g*
C = lglvV1+(g) (2.31)
E = b¢* (2.32)
Temos de (1.50) que,
oc 1 ; ;
Erialrs D (2i2h — 22 (6a2h — dah).
€ 1£i
Segue portanto de (2.27) que V 1 <i < 3ee = 1,2 temos
oC T
B Tw{édg[g/((Sﬂcos@ + dinsenl) + d;3]

+0ea(1 4+ (¢)?)(—bi1send + 5&0030)}, (2.33)
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onde ™ = sinal(g).

Vamos reescrever as componentes do vetor normal V¢ dado em (2.9) da seguinte forma,

. 1
N¢ = —=(—0ncost) — dip€send + 037), (2.34)

o

onde Z e wy, sdo dados em (2.26) e (2.20), respectivamente .

Multiplicando (2.33) por (2.34) e somando em ¢, obtemos com a notagao (2.20)

oc .

oc i _ _m
0z} § 7 Jwg/
+deawo(—0i18enl + §i0c080) }(—E1c080 — Ediasenld + 6;37Z),  Ve.

{01919 (0i1c0s0 + diasenf) + d;3]

Portanto,

oC i 75(5619 /
azé & \/w_o\/w_b( é-g +Z)7 VE,

0 que prova a equagao (2.21).

Segue-se de (2.33) e (2.28) e somando em j € 1) que

oC 9%’ ™
0 8m5§x77 — —io{émg[g’(éﬂcos@ + 0jo5end) + 03] + dypwo(—0,15end
U vV

+5j20089)}[(6€157]2 + 56257]1)9,(—5]‘186710 + (5j20080)

+(0e10,19" — 8e20129) (01080 + d;25en0)]

TEd
= ﬂdel(gg”_'_wO)a VE,
Wo

VWo

isto prova a equacao (2.22).

Segue de (1.38) que as derivadas de £ sdo dadas pela expressao

oF
07!

€

= 2b29[6515i39 — (562(51'186719 + (56252‘20089], Ve. (235)

Multiplicando 2.35 por N, g e somando em 7, obtemos

or . 20?
azi Ng = —9[551(239 - 5525i18€n0 + 5625i20080](_€5i16080 - féigsenﬁ + 513Z)

5

2b22
- w%(adz)’ Ve,
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0 que prova a equagao 2.23.

Substituindo ¢ por j e € por 1 na equacao (2.35), multiplicando por (2.28) e
somando em j e 77 obtemos que

OE 92y ,
g axegxn = 2b29[57715j39 — 57725]'186719 + 57725j26080]{(5515772 + 5625,71)9 (—(%186’)19 + 5j26089)
n

+(0e10,19" — 8e2029) (01080 + dj2senb) }
= 204b%gq’, Ve,

1SS0 prova a equacao (2.24) .

Temos de (1.53) que para uma imersao qualquer, as derivadas segundas de £’ sao

dadas por
0*E
D20z

2b2 [5j35n’g(—1)g+7—2;2§ + z?((—l)aﬁéﬂzg] + (—1>g+17(5j32%)

w

+5i3 Z(—1)6+n5j3271;:«2§ + 57,3(—1)6+772%Z% + 5i3(—1)6+75ng2325~;].
k=1

Portanto, para nossa imersdo (¢, #) usando (2.27), a expressdo anterior torna-se

6(3;2% = 2b {5j35ng(—1)1+€g(—5i136n0 + 8i2c080) + 621 ((—1)T75;:05 + (—1)"*76;32%)
+0;3 (i(—l)"“@gzgz? + (—1)E+ﬁ(5m [071(0z19"cosO — dmgsend) (2.36)
k=1
+6,2(6z19'send + Seageosh)] + (—1) gb,z(—0,1send + @20059))} .
Multiplicando (2.36) por (2.28) e somando em ¢, 7 € 7 obtemos
83:52% aiigin = 2b2{5e2(_1)1+55ij5n2 + 5i3(_1)6+ﬁ[67]2(5]’1((562g/COSG + dc1gsent)

+6,2(8e2g'send + 51 gcosh)) + (—1)' 1 g6z, (=51 send
+8;2c080)]} {(0e10y2 + 0e20,1) 9’ () (—0j15€n6 + 05c050)
+(0e10m19" (t) — 0e2b29(t))(J;1c080 + Jj25end) }

= 0;34b%gg" — 6:12b%gcost — 6,52b%gsend

= 20%g(0;529" — Si1c050 — Siz5enh), (2.37)

o que prova (2.25). Isto encerra a prova do Lema 2.4.



Cap. 2 o Superficies de rotacdo cmc na direcio de um campo normal em (V3, F},) 41

|
Lema 2.5. Seja ¢ : M? — (V3, Fy)) uma imersdo nas condigcoes do Lema 2.4, Entdo,
PdetA 0*¢) 2
ot NE= e €1 (L= gg")+6(g') 2 (L+6) ~ 2By Vg |, (2:38)

82@32% dxedzn ¢ w/wb(l — 62)
onde A é dada em (2.30) eNg é dado em (2.34).

Prova: Temos de (1.51) que

D?*det A
02107

D {6 (05105i(2) + 2216,267128) + 0ea(0n0i(21)° + 2236,1 0,2
14
—0e1[0y20521 25 + 25 (8105025 + 02021 )] — Oea[G1 65621 25

+2 (20,1851 + 216,207)]}-

Calcularemos separadamente cada uma das parcelas da expressao anterior, mas,

antes devemos observar que omitiremos o célculo das parcelas envolvendo d,3, uma vez que

J
as mesmas serdo multiplicadas por zeros quando efetuarmos o produto & ‘fgt‘j‘ 825ga:’7’ pois

temos de (2.29) que 5 683n se anula para todo €, 7.
Segue da expressdo de z! = %;ﬂ: dadaem (2.27)que VvV ¢,7; 1 <14,57 <3
D 6(28)7 = 6061 ((23) + (23)%) + 0i8j2((23)” + (23)%) + Gisdja((23)” + (23)°)

= g2(5i15j160326 + 61'2(53'2867129) + R1(5j3). (239)

D657 = 0adin ()7 + (D)) + 6 ((21) + (1)) + bisda((21) + (7))
= (g')2(52-15j186n29 + 51’26]'200329) + ((5,’1(5]'1 + 51’25]'2) + Rg(ajg). (240)
Temos ainda que,

Y 0prizy = 0uzi(07223) + 0j328) + 022t (61123) + 0j328) + 6:325 (5125) + 0,223,
1#1
= g[g,(5i15j260329 — 5i25j1$6n20) + d;3(—0;15enb + 0j2c0s0)] (2.41)

+R3(d;3).



Seciao 2.2 ¢ Equacao diferencial das superficies de rotacido cmc na direcao de um campo

normal unitirio N em (V3, F) 42
Andlogamente,
= dpzhat = —[0uz(677) + 05320) + 6223 (5521) + 05377 + Gisz3 (35120) + 6277,

I

B = —gg'(—0110;25en°0 + 8126;1c05°0) + Ry(;3). (2.42)
Analogamente,

- Z 5@'2’{2% = —[0udj (2725 + 2125) + iadja(21 25 + 2123) + Gigdja(2122 + 2123,
- = —gg'senfcosf(0;10;1 — 0i2052) + Rs(0;3). (2.43)

Temos ainda,

Z 5leile = (52‘1 (5]‘22%,2% + (5]-32%2?) + (51'22%(5]'1211 + (5]’32%> + (Zng(éﬂz% + (5]'22%),
1#14

= (g/)QSCTLQCOSQ((Sﬂ(SjQ + 0i2051) + ¢'di3(01c080 + dj95en0) (2.44)
+Rs(0;3).
E finalmente,
Z le222 = —[0125(8j225 + 0;325) + Sin23 (8,125 + 0;325) + i3z Z 5jlzé].
I#i 1£i
) = gz[(éﬂdﬂ + 6:20,1)senbcost] + R (6;3). ’ (2.45)

Segue portanto de (2.39) a (2.45) que,

0%det A
02i0z)

= 0a{0,1[9%(0:10;1c08*0 + Gi90;05en0) + (81169 + bi20;1)g>senbcost]
+6,2[29(9 (011052080 — 6190;15en0) + 0;3(—5j18en8 + Jj9c080))
—g9'senbBcost(0;1051 — 0i2dj2) — gg/(—6i15jgsen20 + 52‘2(53'160828)]} (2.46)
+6e2{0y1[—g9 senbcosd (51051 — 8i2652) + 299’ (—6:10,25en°0
+5i25j100320) — g[g’(5i15j200520 — 5¢25j136n20) + di3(—dj15enb + d;9c080)]]
+0y2[—g'senbcosb|g'(0;10;1 — 0:2051) + 043(0;1c080 + dja5enb)]
+(01051 (14 (g')?sen®0) + 6ia62(1 + (¢')?cos?0))]} + R(5;3).
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Multiplicando a equacdo (2.46) pelas expressoes

9%

vy
Oxe0xn

respectivamente e somando em todos os indices, obtemos

D*detA 0*p7 B 2g
azzaz% dxedxn &

0 que prova o Lema 2.5.

V(L B?)

§(1 -

B*)(1 —gg") + &(9)* (1 +b°) —

e N{ dadas em (2.28) e (2.34)

2bg'\/wy |,

A seguir, utilizaremos os Lemas 2.4 e 2.5 como auxiliares na prova do Teorema

2.3.

Prova do Teorema 2.3.

Para a prova do teorema, tendo em vista a equagdo (1.37) (Teorema 1.23) vamos

obter as seguintes igualdades,

(g (wo + gg” + V) — bE/wp(1 + g + wo)];

2bg'/w)

. ac aC 8280‘] i gg/b " ) '
® 021 02 020z ¢ (1 — b2)wo/uy (99" + wo)(Ebg" — V/wp)] ;
... OEOE 0*p . Abrg?
) aziﬁ_%axeaxﬁ & \/w_b(l )( by/w, +£9') ;

oC 8E oC 8E> 82(’03 l, . 2b2929/

0zt L0z 947 8z¥7 9zt dxedxn - (1 — 62)\/ip\/10o
: PE  PY 20%g 2
) 023021 0x<0x™ /w1 - 1?) [€(1+2(g)° = b%) —

Temos de (2.21), (2.22) que

oc oC 0?p
028 0z Oxcdxn ¢

/

de1(gg” +wo) |, (247)

logo, um simples calculo algébrico usando (2.26) nos dd o item (z) (vale lembrar que 72 = 1).

O item (7i) segue direto do produto de (2.23) por (2.24) usando (2.26). O item

(7i1) segue direto das equagdes (2.21), (2.24), (2.22) e (2.23). E finalmente, para provar o

item (7v) basta multiplicar a equagdo (2.25) por N/, dada em (2.34).
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E fécil verificar, por simples célculo algébrico, que os coeficientes que aparecem

na equacao (2.19) do Teorema 2.3 sdo dados pelas seguintes igualdades,

12E2 — (2F + C?)? _ 7rg(854—452w0—w3>, (2.48)
C(C? - E) V/Woy
% _ y o, (2.49)
2 2
aler) = = (5) 2
w
4(02’—0_@ _ W%g\/\/;_ob, (2.51)
2]52_202 _ Wg%jw_?@, (2.52)
1 _ 1 (2.53)

C(C? - F) g3\ wowy’

onde m = ﬁ = sinal(g) e C, E sao dados respectivamente pelas equagdes (2.31) e (2.32).

Substituindo em (1.37) as igualdades (i) a (iv), (2.38) e (2.48) a (2.48), obtemos

B 1 Tg(8b* — 4b?wy — wd) { gq'b ) .
1= |91 g%/ wowy, { Wow? (1= b2)wor /iy [(99" + wo)(£bg" — /wy)]
3 202
v Tl S0+ 2090 =) = 2y vm]
b2 — B2a2d
3 (2 w wo) - Z)%w— [9/(wo + 99" +0%) = bE/un(1+ 9" + wo)] +
3 Vwo [ 4blg’y ,
gy, [wu—bu ) OVt &g ﬂ

mg(1+2b° + (¢')%) 29 2N "2 2y
(P ) e -0 - + €0+ )

~2g v |

Efetuando as devidas simplificacdes na ultima expressao e usando o fato que ﬂ‘;%l =m2=1,

obtemos

{—99"Twy(1 + 20> + (1 = 36*)(¢")?) + 3b*(¢)?] + wows(1 — b + (1 — 36°)(¢)*)}
(—&wy — bg'\Jwy) — Hgp(1 — 172)103(101,)g =0, H = cte,

0 que prova o Teorema 2.3.
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Segue do Teorema 2.3 (mais precisamente da equacdo (2.19)) que temos duas
equacoes distintas, dependendo da escolha de £, em contraste ao caso euclidiano ( obtido ao

fazer b = 0), quando temos uma dnica equacao.
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CAPITULO 3

Apéndice

3.1 Teoremas e resultados classicos

Defini¢do 3.1. Se F' : U C R® — R ¢é uma fungao diferencidvel entdo a € F(U) é um
valor regular de F' se, e somente se, F, , F,, e F,, ndo se anulam simultaneamente em

qualquer ponto da imagem inversa
F71<(I> = {(x17x27x3) c U . F<x17x27£3) — CL} .

Proposi¢io 3.2. Se F : U C R® — R ¢ uma funcdo diferencidvel e a € F(U) é um valor

regular de F entdo F~'(a) é uma superficie regular em R? .

A demonstracdo pode ser encontrada em [12].

Teorema 3.3. (Teorema da Fungdo Implicita - caso especial) Seja F : R"™ — R uma
fungdo de classe C*. Um ponto do R™""! serd denotado por (x, z), onde v € R" e z € R.
Suponha que F(zo,2) = 0 e % (x9,2) = 0. Entdo, existe uma bola aberta B C R"

contendo xo e uma vizinhanga V de zj tal que z = g(x), para uma tinica fung¢do g de classe

50
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OF
0 ~ 5
C' em B e que satisfaz F(x, g(x)) = 0. Além disso, a—g = a‘if” ,i=1,2,...,n.
€T gL
¢ 0z

A demonstracdo pode ser encontrada em [27].

Teorema 3.4. (Teorema do Valor Médio de Cauchy) Suponha que as funcoes [ e g sejam
continuas em |a, b| e diferencidveis em (a,b) e ¢'(x) # 0 para todo x em (a,b). Entdo existe

um niimero ¢ € (a,b) tal que

3.2 Preliminares de equacoes diferenciais ordinarias

3.2.1 Linearizacao e estabilidade

Neste apéndice introduzimos alguns conceitos de EDO os quais devem facilitar o entendi-
mento do terceiro capitulo. A teoria qualitativa de equacdes diferenciais foi criada por
Henry-Poincaré (1854-1912) em um dos muitos extraordindrios artigos publicados entre
1880 e 1886. Poincaré foi pioneiro no uso de séries assintdticas, uma das mais poderosas fer-
ramentas da matematica aplicada contemporanea. Entre outras coisas ele utilizou expansoes
assintéticas para obter solucdes em torno de pontos singulares irregulares, extendendo tra-

balhos de Fuchs e Frobenius.

Um sistema de equacdes diferenciais ordindrias € dito autonomo se suas derivadas
nio dependem explicitamente do tempo, € ndo autonomo se suas derivadas dependem ex-

plicitamente do tempo.

Considere o sistema nao linear, autobnomo
X = A(X) + h(X), (3.1)
onde A € ndo singular, i.é, det A # 0.
Seja X = (i, ) tal que

&= F(z,y), y=Glx,y). (3.2)



Secdo 3.2 e Preliminares de equacdoes diferenciais ordinarias 52

Pontos onde & = F(z,y) = 0 ey = G(x,y) = 0 sdo denominados pon-
tos criticos. Esses pontos correspondem a solugdes constantes as quais sdo denominadas
solugdes de equilibrio. Pontos (zg,yo) que ndo sdo criticos sdo denominados pontos or-

dindrios.

Se em (3.1)

B0

=0, (3.3)
x—o |1 X

entdo (3.2) € denominado um sistema quase-linear na vizinhanga do ponto critico.

A condicdo (3.3) significa que h(X) é pequeno, e, consequentemente ||A|| é pe-

queno em relagdo a || X|| perto da origem.

Para verificar se um sistema do tipo (3.2) € quase linear na vizinhanga de um
ponto critico basta constatar que F' e G possuem derivadas parciais continuas de pelo menos

ordem dois.

De fato, usando a expansdo em série de Taylor em torno do ponto (g, 3o), pode-

mos reescrever F' e GG da seguinte forma,

F(z,y) = F(xo,v0) + Fe(%o, yo)( — z0) + Fy (20, Y0) (¥ — yo) + 11(x,9),
G(z,y) = G(x0,90) + Go(T0,Y0)(x — x0) + Gy (0, Y0) (Y — vo) + r2(2,y),

Ti(,y) =1.2
onde Y Carm v —r — 0 quando (z,y) — (2o, Yyo), @ , 2.
Usando o fato que nos pontos criticos F(z,y) = G(z,y) =0 e % = d(x;tm) e W=
W , reduzimos o sistema (3.2) a forma,
d [ z—x0 |\ [ Fulzo,y0) Fy(@o,y0) row ) ri(z,y) 3.4)
dt Y—Y Go(20,90)  Gy(o, Yo) Y—Y ro(z,y)

Se F' e (G sdo duas vezes diferenciaveis entdo o sistema (3.2) é quase linear, isto é, satisfaz
(3.3). Uma consequéncia direta de (3.4) € que o sistema linear que aproxima o sistema nao
linear (3.2) € dado pela parte linear de (3.4), isto é,

d (73] (3]

— =A (3.5)
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onde u; == — xp, Us =Y — Yo €

A= Fx<$0ay0) Fy(x()ayO) (36)

Ga(20,90)  Gy(Zo, Yo)
A garantia de que um sistema linear aproxima um sistema ndo linear localmente linerizado

€ dada mais adiante pelo Teorema 3.5, cuja demonstragcdo pode ser encontrada em [15].

Em qualquer instante ¢ podemos olhar o vetor solu¢do de um sistema do tipo
(3.2) como um ponto no espago. O ponto representando a solucdo € geralmente chamado
o estado do sistema, ou simplesmente estado. A totalidade de todos os possiveis estados,
correspondentes a todas as condi¢des iniciais para todo parametro ¢ sob consideragdo, é
denominado espaco estado. Em duas dimensdes este espaco € simplesmente um plano. No

caso especial em que a equacao dada pode ser escrita na forma do sistema,
T = x9; By =G(w1,19),

o estado fase € denominado o plano fase . Um caminho integral ou trajetoria € uma solucao
(x(t),y(t)) de (3.2) no plano-(z, y) (ou plano fase). Assim as trajetdrias sao curvas definidas

em termos do parametro ¢ e representam o caminho percorrido pelos pontos estado.

O declive de um caminho integral é dado por

dy dy dv _y  F(a,y)

de dt'dt i  G(x,y)
Este declive € unicamente definido em todos os pontos x = xg € ¥y = ¥y ndo nulos (pontos
ordindrios). Do fato que a solucdo passando por um tal ponto existe e € Unica obtemos que

caminhos integrais ndo podem se cruzar em pontos ordindrios.

Seja,

_dy _ F(z,y)

A curva ¥(z,y) = ¢, para um c fixo é denominada uma isdclina, a qual é o lugar geométrico

dos pontos estado para os quais o declive das trajetérias é sempre 0 mesmo .

Um ponto de equilibrio € denominado hiperbdlico se a parte real dos autovalores
da matriz associada a lineariza¢do é ndo nula. Ao conjunto das trajetérias no plano-(zx,y)

denomina-se retrato de fase. Em um sistema nao linear o comportamento das trajetorias na
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vizinhanca de um ponto de equilibrio é determinado através da andlise dos autovalores da

matriz jacobiana associada a lineariza¢do (3.6) neste ponto.

Teorema 3.5. (Hartman-Grobman) Se X é um ponto de equilibrio hiperbélico de um sistema
de enésima ordem X = f(X), entdo existe um homeomorfismo de R" em R" definido em
uma vizinhanga de X que mapeia trajetorias de um sistema ndo linear em trajetorias do

mesmo sistema localmente linearizado.

Seja X (t) uma solugdo de X = f(X), entdo, sem muito rigor podemos dizer
que X (t) é estdvel se solucdes comecando perto de X (#) em um dado tempo, permanecem
perto de X (t) para qualquer tempo posterior. E X (t) é assintoticamente estdvel se solugdes
préximas a X (t) convergem para X (t) quando ¢ tende para infinito. Neste dltimo caso os
pontos criticos sdo denominados pontos espirais ou focos. A seguir daremos uma defini¢do

formal.

Definicao 3.6. (Estabilidade de Liapunov) Y(t) ¢ dita ser estdvel (ou Liapunov estdvel) se,
dado ¢ > 0 tal que, para qualquer outra solugio Z(t), de X = f(X) satisfazendo | X (t,) —
Z(to)| < 6, entdo | X (t) — Z(t)| < ¢, paratodo t > tg, ty € R.

Definicao 3.7. (Estabilidade assintética) X (t) é dita ser assintéticamente estdvel se é
Liapunov estével e existe uma constante ¢ > 0 tal que, se |X(tg) — Z(ty)| < ¢, entdo

lim; o | X () — Z(t)| = 0, para todo t > to, to € R.

O teorema a seguir serd muito util no capitulo 3 e sua demonstracdo pode ser

encontrada em [37], pg 10-12.

Teorema 3.8. Seja A a matriz jacobiana associada a linearizagdo do sistema ndo linear
X = f(X). Suponha que todos os autovalores de A sejam complexos com a parte real

negativa. Entdo a solucdo de equilibrio X = X de X = f (X) é assintdticamente estdvel.

O sistema (3.2) define um campo de vetores (ou de dire¢des) no plano-(zx,y)
(ou plano fase). As direcdes sdo tangentes as trajetorias e apontam na dire¢cao que o tempo

cresce.
Considere o sistema de quagdes diferenciais

&= M(z,y)

y=N(z,y).

(3.7
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Seja V' uma funcdo definida em algum dominio D contendo a origem. V ¢ dita positiva
definida sobre D se V(0,0) = 0 e V(z,y) > 0 para todo (z,y) € D. Queremos que a

funcdo V' seja tal que

onde M e N sdo dadas em (3.7). V(x, y) pode ser identificada com o raio de mudancga
da fun¢d@o V' ao longo da trajetdria do sistema (3.7) passando pelo ponto (x,y). Isto é, se
r=X(t) e y=Y(t)éuma solugio do sistema (3.7), entdo

dV(X(T), Y (1))
dt

dX (t)
dt

Uma tal funcdo V' é denominada fungdo de Liapunov.

Teorema 3.9. (Liapunov) Considere um sistema de EDO como em (3.7). Seja © um ponto
de equilibrio de (3.7) e V : D — R uma fungdo C* definida em alguma vizinhanca D de
(7, 79) tal que

D) V(E7) = 0eV(r.y) > 0se (x,3) # (7,7).

ii) V(z,y) < 0em D\{(Z,7)}, entdo (T,7) é estdvel.

Além disso se,

iii) V(x,y) < 0em D\{(Z,7)}, entdo (T,7) é assintoticamente estdvel.

A demonstracdo pode ser encontrada em [37].

Definicao 3.10. Um conjunto G é dito positivamente invariante (negativamente invariante)
com respeito ao sistema 3.7, se as trajetorias através de zo € GG em ¢t = 0, permanecem em

Gparatodot > 0 (t < 0).

Definicao 3.11. Um conjunto G ¢ dito invariante se € a0 mesmo tempo positivamente in-

variante € negativamente invariante.
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Observe que pela definicao 3.11 todo ponto critico (ou de equilibrio) € invariante.

Os conjunto de pontos de uma 6rbita periddica € também invariante.

Seja R um subconjunto aberto de R e G um subconjunto de R, o qual contém as

solucdes do sistema (3.7). Para R e G nestas condi¢des temos o seguinte teorema.

Teorema 3.12. (Liapunov-La Salle) Seja V (x) uma fungdo escalar com derivadas parciais
continuas. Seja G uma componente da regido V (x) < l. Assuma que G ¢ limitado e que no
interior de G ocorra V(x) < 0. Seja E o conjunto de todos os pontos no interior de G tais
que V(x) = 0, e seja I o maior conjunto invariante em E. Entdo qualquer solucdo x(t) em

G tende para I quando t tende ao infinito.

Para a demonstracdo veja [22] (pg. 58,59).

3.2.2 Séries de Taylor

Se uma fungao y(¢) tem uma série de Taylor convergente y(t) = » _ a,(t —ty)" em algum in-
tervalo em torno de ¢ = ¢, entdo y(t) é dita ser analitica em t,. Desde que todas as derivadas
de uma funcgio analitica existem, as derivadas 3/ e 3y podem ser obtidas diferenciando a série
termo a termo, produzindo séries com 0 mesmo raio de convergéncia que a série em y. De-
screveremos a seguir o processo para se obter y utilizando a série de Taylor, o qual aplicamos

no capitulo 3 utilizando recursos computacionais.

A solucao do problema de Cauchy

y' = ft,y,y); y(to) = yo; ¥ (to) = y1, (3.9)
pode ser escrita na forma de uma série de Taylor em torno de (¢ — ty) de maneira que

008 = ylto) + /() — 1)+ LG ST BE o

Os dois primeiros coeficientes de (3.10) sdo determinados pelas condi¢des iniciais dadas em

(3.9). O valor das derivadas subsequentes de y no ponto t = ¢, € determinado diferenciando
sucessivamente a equacdo (3.10) levando em conta as condi¢des iniciais. Em particular

fazendo t = t; em (3.9) e substituindo as condi¢des iniciais obtemos

y" (to) = f(to, vo, y1) - (3.1D)
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Diferenciando (3.9), obtemos

y" = Lty v) + £y (6 y )Y+ f Gy, v )y (3.12)

Substituindo em (3.12) ¢ = t, as condi¢des iniciais e o valor de y” encontrado em (3.11)

obtemos o valor da terceira derivada no ponto ¢ = ¢,

y" (to) = fi(to, yo, 1) + fy(to, Yo, y1)y1 + f(to, yo, y1) £y (to, yo, v1)-

Prosseguindo desta forma encontramos as demais derivadas de y no ponto ¢t = , e substituindo-
as em (3.10) obtemos a desejada aproximacao na vizinhanga do ponto ¢ = ¢,. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [25] .



