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Resumo

Consideramos uma métrica de Finsler do tipo Randers Fb = α + β, onde α é

a métrica euclidiana e β uma 1-forma com coeficientes constantes e norma b, 0 ≤ b < 1,

sobre um espaço vetorial real tridimensional (V 3, Fb). Introduzimos o conceito de curvatura

média constante não nula na direção de um campo normal unitário neste espaço. Obtemos

a equação diferencial ordinária que caracteriza as superfı́cies de rotação de curvatura média

constante (cmc) na direção de um campo normal unitário em (V 3, Fb), a qual reduz-se à

equação clássica das superfı́cies de rotação cmc no espaço euclidiano, quando b = 0. Reduz-

se também à equação que caracteriza as superfı́cies mı́nimas de rotação em (V 3, Fb) quando

H = 0, obtida por Souza e Tenenblat. Para 0 < b <
√

3
3

fazemos uma análise qualitativa das

soluções da equação diferencial ordinária.
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Abstract

We consider a Randers metric Fb = α + β, where α is the euclidean metric and

β is a 1-form with the norm b, 0 ≤ b < 0, on a tridimensional real vector space (V 3, Fb).

We introduce the concept of constant mean curvature in the direction of a unitary normal

vector field in this space. We obtain an ordinary differential equation that characterizes the

rotational surfaces of constant mean curvature (cmc) in the direction of a unitary normal vec-

tor field in the space (V 3, Fb), which reduces to the classical equation of the rotational cmc

surfaces in euclidean space, when b = 0. It also reduces to the equation that characterizes

the minimal rotational surfaces in (V 3, Fb) when H = 0, obtained by Souza and Tenenblat.

For 0 < b <
√

3
3

we provide a qualitative analysis of the ordinary differential equation.
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Introdução

O conceito de forma curvatura média em espaços de Finsler foi introduzido

por Z. Shen em [31]. Em espaços de Finsler a métrica depende do ponto e das direções

tangentes, sendo que, em qualquer direção tangente a curvatura média é nula. Assim não

se pode falar de curvatura média constante não nula em todas as direções. Para contornar

esta limitação, introduzimos o conceito de curvatura média constante não nula na direção

dos campos normais unitários. Porquê na direção de campos normais unitários? Pelo fato

de que, devido às propriedades da forma curvatura média finsleriana , ao determinar-se a

curvatura média não nula, constante, na direção dos campos normais unitários, então, a

curvatura média fica determinada para qualquer direção. O conceito de curvatura média

nula segue como habitual. Isto é, superfı́cies com forma curvatura média finsleriana nula

são chamadas superfı́cies mı́nimas.

O objetivo central do presente trabalho é obter uma equação diferencial ordinária

que caracterize as superfı́cies de rotação com curvatura média constante na direção de um

campo normal unitário em um espaço de Finsler munido com uma métrica de Randers, e

através de uma análise qualitativa, determinar o comportamento das soluções da equação

que é altamente não linear. Um resumo mais detalhado será apresentado no final desta

introdução, após um breve histórico do problema.

O estudo das superfı́cies mı́nimas ou com curvatura média constante no espaço
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euclidiano tridimensional tem sido classicamente um dos problemas mais importantes da

geometria diferencial.

O termo mı́nima data de 1760 quando Lagrange [21] propôs o seguinte problema:

Dada uma curva fechada C, sem auto intersecções, encontrar a superfı́cie de área mı́nima que

tem esta curva como fronteira. Este problema foi apresentado por Lagrange como exemplo

de um método por ele desenvolvido para encontrar curvas ou superfı́cies que minimizassem

quantidades como área, comprimento, energia, etc. Assim nasceu o que conhecemos hoje

como Cálculo Variacional. A caracterização das superfı́cies mı́nimas como sendo aquelas

cuja curvatura média constante é nula está inteiramente ligada ao problema variacional de

minimizar áreas. De fato, suponha que S seja uma superfı́cie suave e St uma variação normal

de S, t ∈ (−ε, ε), dada por uma função f , suave em S. Seja D um domı́nio limitado de S

e Dt a correspondente variação de D em St. Defina A(t) = área de Dt. Prova-se que

A′(0) = − ∫
D

HfdA. Quando f ≡ 1, obtemos que −H é a velocidade de variação da área

das superfı́cies paralelas a S por unidade de área de S. Observe que sob este ponto de vista,

a curvatura média é uma generalização da curvatura de curvas planas. Para uma melhor

explanação veja [11]. Em suma, do ponto de vista variacional, as superfı́cies com curvatura

média constante podem ser caracterizadas como sendo os pontos crı́ticos do funcional área

para as variações que deixam fixo o volume (mas não necessariamente minimizam área). Do

ponto de vista analı́tico, tais superfı́cies são localmente, gráficos de funções f(x, y) de duas

variáveis as quais satisfazem a equação

(1 + f 2
y )fxx + 2fxfyfxy + (1 + f 2

x)fyy = 2H(1 + f 2
x + f 2

y )3/2, (1)

a qual, para H = 0, é a condição necessária, obtida por Lagrange, para que uma superfı́cie

tenha área mı́nima, donde o termo superfı́cie mı́nima. Porém, a caracterização em termos de

H como soma das curvaturas veio dezesseis anos depois, quando Meusnier [24] utilizando

as curvaturas principais k1 e k2 introduzidas por Euler (também em 1760), mostrou que re-

solver a equação (1) para H = 0 é equivalente a resolver k1 + k2 = 0 e que o catenóide e o

helicóide (que é também a única superfı́cie regrada mı́nima, excetuando o plano) satisfazem

essa condição. Outros exemplos clássicos de superfı́cies mı́nimas em espaços euclidianos

tridimensionais são, a superfı́cie de Scherk (1835) e a superfı́cie de Enneper (1864). Na ver-

dade Scherk provou que podemos deformar continuamente o catenóide menos um meridiano

em uma volta completa do helicóide. Esta deformação é isométrica e além disso rotações
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preservam a imagem esférica do domı́nio. Isto gera uma famı́lia de superfı́cies mı́nimas de-

nominada famı́lia associada ao catenóide. Em 1983, C. Costa [8] apresentou um terceiro

exemplo de superfı́cie mı́nima completa de curvatura total finita mergulhada em R3 ( os dois

outros exemplos são o plano e o catenóide).

Intuitivamente, podemos pensar nas superfı́cies de área mı́nima no espaço eu-

clidiano tridimensional, como sendo as superfı́cies que podem ser criadas por pelı́culas de

sabão geradas a partir de um bordo construı́do de arame de forma arbitrária (modelo fı́sico

descrito por Plateau). Nem sempre uma superfı́cie com H = 0 representa uma superfı́cie

que minimiza área, podem ocorrer casos em que a superfı́cie como ponto crı́tico não seja

nem sequer um mı́nimo relativo para a variação.

As superfı́cies com curvatura média constante admitem uma interpretação fı́sica.

A diferença P das pressões entre as faces de uma superfı́cie de curvatura média constante

podem ser relacionadas através da equação de Laplace: P = TH , onde T denota a tensão

da superfı́cie. Afirmar que a curvatura média é nula, equivale a dizer que ambas as faces

estão recebendo a mesma pressão. Neste caso diz-se que a superfı́cie está em equilı́brio. Se

a tensão é constante e a diferença das pressões P não é nula, mas é constante, temos uma

superfı́cie de curvatura média constante não nula. Estas superfı́cies com curvatura média

constante aparecem em experimentos fı́sicos como superfı́cies de separação dos fluı́dos não

miscı́veis sob certas condições ótimas. Mais informações podem ser obtidas em [35].

Em um trabalho datado de 1841, C. Delaunay [9] resolveu a equação (1) sob

a hipótese adicional que a solução f fosse invariante por rotações em torno do eixo OZ e

apresentou um método geométrico para a construção de tais superfı́cies de revolução com

curvatura média constante. As soluções encontradas por Delaunay são curvas planas deter-

minadas pelo lugar geométrico dos focos de cônicas que rolam ao longo de um eixo, sem

deslizar (roulletes de Delaunay). Rotacionando tais curvas em torno deste eixo, obtém-se

as superfı́cies de curvatura média constante, as quais são hoje conhecidas como ondulóides

(geradas pelas ondulárias, roulletes da elipse), nodóides (geradas pelas nodárias, roulletes da

hipérbole, as quais são curvas com auto-interseção) e os catenóides (sup. mı́nimas geradas

pelas catenárias, roulletes da parábola). Além destas, as superfı́cies de Delaunay incluem os

cilindros circulares retos e as esferas em R3, gerados respectivamente pela rotação (em torno

do eixo) de retas e semi-cı́rculos (casos degenerados). Sturm mostrou em um apêndice ao
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artigo de Delaunay, que toda superfı́cie de revolução com curvatura média constante é obtida

dessa forma.

Em 1981 M. do Carmo e M. Dajczer [10] obtiveram uma famı́lia de superfı́cies

helicoidais emR3 com curvatura média constante não nula, as quais têm como caso particular

a famı́lia das superfı́cies de revolução com curvatura média constante.

A conjectura de Hopf [16] afirmava que a esfera era a única superfı́cie cmc,

fechada, imersa em R3. O próprio Hopf provou que para superfı́cies de genus zero a conjec-

tura é verdadeira. Alexandrov [1] provou ser verdadeira também se a imersão é um mergulho.

Em trabalho datado de 1984, H. Wente construiu um toro imerso (não mergulhado) em R3

com H 6= 0, constante. O toro obtido por Wente é um contra exemplo à conjectura de Hopf.

Para n > 2 Hsiang, Teng e Wu [17] encontraram exemplos de imersões de gênero zero e

não esféricas ϕ : Mn → Rn+1 cmc, o que demonstra que o problema proposto por Hopf era

essencialmente um problema bi-dimensional.

Faremos agora uma pausa no nosso passeio histórico por espaços euclidianos

para introduzir os espaços de Finsler, que escolhemos para realizar o presente trabalho. Em

1854, Riemann introduziu a noção de estrutura métrica em um espaço geral M . O estudo

dessa estrutura métrica pode ser dividido em dois segmentos distintos. O primeiro é quando

F é uma forma quadrática do tipo,

F 2 = gij(x)dxidxj.

A esse caso denominamos geometria Riemanniana, pois, embora tivesse conhecimento do

caso geral, Riemann concentrou seus estudos nessa restrição quadrática. O segundo caso, que

é o caso geral, ficou esquecido até 1918, quando Paul Finsler [14] em sua tese de doutorado

estudou espaços munidos com métricas mais gerais, os quais posteriormente foram denomi-

nados espaços de Finsler. Em [7] Chern refere-se à geometria de Finsler como uma geometria

Riemanniana sem a restrição quadrática.

Diversos resultados da geometria riemanniana são estendidos para a geometria

de Finsler. A curvatura seccional no caso riemanniano, por exemplo, é substituı́da pelo

conceito de curvatura flag no caso finsleriano (ver [3]). Os teoremas de Bonnet-Myers,

Synge, o primeiro teorema de comparação de Rauch, e o teorema da comparação de Bishop-

Gromov são todos estendidos para o caso finsleriano.
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Em 1941, G. Randers [26] estudou uma classe de métricas finslerianas dadas por

uma perturbação de uma métrica Riemanniana. Tais métricas são do tipo F = α+β, onde α é

a métrica riemanniana e β é uma 1−forma tal que 0 ≤ ‖β‖ < 1 . Espaços munidos com estas

métricas foram então designados espaços de Randers. O estudo de espaços munidos com a

métrica de Randers têm encontrado relevância devido ao fato de que tais espaços ocorrem em

aplicações fı́sicas, principalmente em ótica eletrônica [2]. É natural que, para estudar novos

conceitos em geometria de Finsler, como por exemplo o de curvatura média, busquemos

exemplos em espaços de Randers, pois quando β = 0 recaı́mos no caso riemanniano.

Os espaços de Finsler mais simples são os espaços vetoriais munidos de uma

métrica de Minkowski, as quais são caracterizadas pelo fato que suas componentes depen-

dem apenas da direção e não dependem do ponto. Esses espaços são denominados espaços

de Minkowski.

O conceito de forma curvatura média para imersões em espaços de Finsler foi

introduzido por Z. Shen [31] em 1998. Este conceito difere do caso riemanniano já que

em espaços de Finsler a métrica depende de um ponto da variedade e de uma direção no

espaço tangente à variedade. Shen provou que a forma curvatura média Hϕ(p, w) para uma

imersão ϕ : Mn → (M̃m, F̃ ), de uma variedade em um espaço de Finsler, é sempre nula

quando w é um elemento de TM . Devido a este fato o conceito de subvariedade mı́nima

aparece de forma natural como sendo aquela cuja forma curvatura média se anula em todas

as direções. Surge daı́ a questão de como lidar com o conceito de curvatura média constante

não nula. Este problema ainda não apareceu na literatura, pois, a forma curvatura média, da

maneira como é definida, é sempre nula em direções tangentes, não sendo possı́vel portanto,

obtê-la constante não nula em todas as direções. Mas, a forma curvatura média é linear

(ver [31]). Juntas estas duas propriedades nos dizem que Hϕ(p, w) = wNHϕ(p,N), onde

N é um campo normal unitário (na métrica de Finsler), w um campo qualquer de M e wN

é a componente de w segundo N . Isto é, uma vez determinada a forma curvatura média

na direção de um campo normal unitário, ela fica determinada em qualquer outra direção

w. Diante destas observações, surgiu a idéia de estudar superfı́cies com curvatura média

constante na direção dos campos normais unitários, que é a proposta do presente trabalho.

Tendo em vista que a métrica de Randers F = α + β, onde α é a métrica

euclidiana e β é uma 1-forma com coeficientes constantes, é uma métrica de Minkowski,
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i.e, independe do ponto, tomamos estes espaços como ponto de partida para nossos estu-

dos. No decorrer do trabalho espaços tridimensionais com esta métrica são denominados

espaços de Randers (V 3, Fb). Vamos considerar coordenadas x1, x2, x3 em V 3, de modo que

Fb(x, y) =
√∑

(yi)2 + by3, 0 < b < 1 e y = yi ∂
∂xi ∈ TxV

3.

As superfı́cies mı́nimas de rotação (Hϕ = 0) nesses espaços e o problema tipo

Bernstein, já foram estudadas por Souza e Tenenblat em [33] e [34], portanto, concentramos

nossos estudos no caso Hϕ 6= 0. O principal objetivo de nosso trabalho é caracterizar as

imersões do tipo rotação em torno do eixo x3, com curvatura média constante na direção dos

campos normais unitários em espaços de Randers (V 3, Fb), através de duas equações diferen-

ciais ordinárias respectivas a cada um dos vetores normais (pois, devido à não reversibilidade

da norma em espaços de Finsler, em geral os vetores normais não são necessariamente par-

alelos). Mostramos que embora cada vetor normal dê origem a uma equação distinta, ambas

geram as mesmas superfı́cies de rotação em V3. Este resultado é importante no sentido que

podemos escolher uma única equação diferencial (e um único vetor normal) para realizar o

estudo das possı́veis soluções para a curva g(t). Mostramos ainda que cilindros circulares

retos são superfı́cies cmc na direção do campo normal unitário e que não existem soluções

lineares (não constantes) da referida equação.

Dividimos o trabalho em três capı́tulos. No capı́tulo 1, fazemos um breve re-

sumo de todos aqueles conceitos que julgamos necessários para um bom entendimento dos

capı́tulos seguintes. Introduzimos assim os conceitos de métrica e espaço de Finsler, métrica

e espaço de Randers, o conceito de forma curvatura média para imersões em variedades

finslerianas e o conceito de vetor normal em variedades finslerianas.

No capı́tulo 2 consideramos uma imersão dada por uma rotação em torno do eixo

x3. Encontramos os dois vetores normais unitários. Caracterizamos as imersões com cur-

vatura média constante H na direção destes campos normais em uma variedade de Randers

(V 3, Fb), b = ‖β‖ < 1, através de duas equações diferenciais distintas. Estas equações,

quando b = 0, reduzem-se à equação ordinária clássica das superfı́cies com curvatura média

constante, cujas soluções são o cilindro circular reto, a esfera e os ondulóides em R3.

Na primeira seção do capı́tulo 3, mostramos que, apesar de encontrar duas equações

distintas que caracterizam as superfı́cies cmc H na direção dos dois campos normais unitários

no espaço de Randers (V 3, Fb), ambas determinam uma mesma superfı́cie de rotação cmc H .
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Este resultado é importante, como já foi dito, pois permite a escolha de uma única equação

a ser analisada. Mostramos ainda, nesta mesma seção, que o cilindro é uma superfı́cie cmc

na direção do campo normal unitário e que as possı́veis soluções excluem as funções line-

ares não constantes, para todo 0 < b < 1. Também demonstramos alguns lemas que nos

auxiliarão na caracterização das soluções destas equações.

Nas seções dois e três do terceiro capı́tulo procedemos a uma análise qualitativa

da equação diferencial. Consideramos a equação como um sistema dinâmico autônomo, e

através da linearização em torno do único ponto de equilı́brio que fornece o cilindro, ve-

rificamos que, em torno do mesmo, as soluções são espirais localmente assintoticamente

estáveis. Utilizamos em nossa análise teoremas clássicos como os teoremas de Hartman-

Grobman e o teorema de estabilidade de Liapunov. Para realizar o estudo dos campos de

direções, introduzimos o que denominamos método da superfı́cie, o qual consiste em obter

informações a respeito do comportamento das soluções da equação diferencial utilizando a

relação existente entre a superfı́cie associada à equação e as curvas que descrevem o com-

portamento dos pontos onde as derivadas primeira e segunda da solução se anulam, respecti-

vamente, via Teorema da Função Implı́cita. Utilizando as informações assim obtidas, cons-

truı́mos o retrato de fase e determinamos o comportamento dos campos de direções no plano

fase.

Concluimos o terceiro capı́tulo encontrando a bacia de estabilidade assintótica,

que é uma região tal que, quando qualquer solução do sistema de equações diferenciais

ordinárias penetra seu interior, é atraı́da pelo ponto crı́tico, ou de equilı́brio. Construimos

para isso, uma função de Liapunov e aplicando os teoremas de Liapunov e Liapunov-La

Salle, provamos que no interior desta bacia a estabilidade é global.

Por último, para que o texto tenha o máximo de autonomia, montamos um

apêndice no qual enunciamos, sem demonstrações, alguns teoremas clássicos e fazemos um

breve resumo da teoria de equações diferenciais ordinárias que utilizamos.



CAPÍTULO 1

Preliminares

Apresentamos neste capı́tulo, alguns resultados que serão utilizados nos capı́tulos

subseqüentes. Maiores detalhes podem ser encontrados em [31], [30], [3]. Introduzimos

noções básicas de Geometria de Finsler, o conceito de campos normais a Hiperplanos em

espaços de Minkowski e fazemos um breve resumo sobre volume em espaços de Finsler.

Introduzimos o conceito de forma curvatura média em espaços de Finsler e deduzimos a

equação diferencial que descreve as superfı́cies cmc H na direção de um campo normal

unitário em um espaço de Randers (V 3, Fb).

1.1 A geometria de Finsler

A geometria de Finsler tem encontrado aplicações no estudo do crescimento de corais, em

óptica eletrônica, etc. Para maiores detalhes veja [2] e [?]. No que segue vamos definir

espaços de Finsler em geral, mas, antes definiremos o mais simples espaço de Finsler que é

denominado espaço de Minkowski. Utilizaremos letras gregas minúsculas γ, ε, η, τ, . . . para

ı́ndices variando de 1 a n e letras latinas minúsculas i, j, k, l, . . . para ı́ndices variando de 1

8
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a n− 1. Utilizaremos ainda a convenção de Einstein para ı́ndices repetidos para representar

somas, salvo em menção contrária.

Definição 1.1. Seja V um espaço vetorial. Uma norma de Minkowski sobre V é uma função

não negativa F : V → [0,∞) a qual satisfaz as seguintes propriedades

(V1) F é C∞ sobre V \{0} (regularidade).

(V2) F (λy) = λF (y), for all λ > 0 e y ∈ V (homogeneidade positiva em y).

(V3) Para qualquer y ∈ V \{0}, a forma bilinear simétrica gy sobre V é positiva definida,

onde

gy(u, v) :=
1

2

∂2

∂s∂t
[F 2(y + su + tv)]|s=t=0 (convexidade forte). (1.1)

O par (V, F ) é chamado um espaço de Minkowski.

Uma interessante propriedade de uma norma de Minkowski é que em geral

F (y) 6= F (−y). Quando F (y) = F (−y) dizemos que a norma é reversı́vel. Da expressão

(1.1) e da propriedade (V 2) deduz-se que,

gy(y, u) =
1

2

∂

∂s
[F 2(y + su)]|s=0, (1.2)

gy(y, y) = F 2(y). (1.3)

Qualquer norma de Minkowski sobre um espaço vetorial V induz uma métrica d

sobre V por

d(u, v) := F (v − u), u, v ∈ V.

Em geral d(u, v) 6= d(v, u) sendo que a igualdade ocorre se, e só se, F é reversı́vel.

Definição 1.2. Seja (V, F ) um espaço de Minkowski, o conjunto

I := {y ∈ V : F (y) = 1}

é denominado a indicatriz do espaço V .
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Lema 1.3. (Desigualdade Triangular) Qualquer norma de Minkowski sobre um espaço ve-

torial V satisfaz

F (y + v) ≤ F (y) + F (v), y, v ∈ V.

A igualdade ocorre se, e somente se, y = λv para algum λ ≥ 0.

Introduziremos a seguir o conceito de métrica ou estrutura de Finsler.

Definição 1.4. Uma função F : TM → [0,∞) é chamada uma métrica de Finsler se F

satisfaz as seguintes propriedades,

(F1) F é C∞ sobre TM\{0} (regularidade).

(F2) Para cada x ∈ M , Fx := F (x, .) é uma norma de Minkowski sobre TxM . Isto é,

F (x, λy) = λF (x, y), λ > 0, ∀ y ∈ TxM , e a forma bilinear gy dada por

gy(u, v) :=
1

2

∂2

∂s∂t
[F 2

x (y + su + tv)]|s=t=0, (1.4)

é positiva definida.

Seja y ∈ TxM . Considerando uma base qualquer {zi} para TxM e escrevendo

y = yizi, a estrutura de Finsler F torna-se uma função de (xi, yi) e as derivadas parciais

de F são tomadas em relação aos yi’s. Mostra-se que a positividade de g na Definição

1.1 independe da escolha da base {zi}. Assim, podemos escrever as componentes gij :=

1
2
[F 2]yiyj do tensor métrico finsleriano g := gijdxi ⊗ dxj.

Observação 1.5. A respeito de uma função métrica F de Finsler podemos afirmar que

(i) F é riemanniana se gij = 1
2
[F 2]yiyj = aij(x) independe de y para todo i, j.

(ii) F é de Minkowski se gij = 1
2
[F 2]yiyj independe de x para todo i, j.

(iii) F é Euclideana se gij = aij independe de x e y para todo i, j.

No decorrer do trabalho (x1, . . . , xn) = (xi) : U → Rn representa um sistema de

coordenadas locais sobre um aberto U ⊂ Mn e { ∂
∂xi} e {dxi} representam respectivamente
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as bases de coordenadas induzidas para TxM e T ∗
xM . Os xi’s dão origem às coordenadas

locais (xi, yi) sobre π−1U ⊂ TM por meio de

y = yi ∂

∂xi
.

As funções F definidas sobre TM são localmente expressas como F (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn),

e as derivadas parciais são denotadas por Fxi , Fxixj , . . . , Fyi , Fyiyj , . . .

Uma importante classe de métricas de Finsler foi estudada por G. Randers [26],

a qual leva o seu nome. A seguir introduziremos o conceito de espaço de Randers.

Definição 1.6. Uma métrica de Randers em uma variedadade Mn (C∞) é uma estrutura de

Finsler sobre o fibrado TM , dada por

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y), (1.5)

onde

α(x, y) =
√

aij(x)yiyj, (1.6)

é a métrica riemanniana usual, e

β(x, y) = zk(x)yk, (1.7)

é uma 1-forma sobre M tal que

0 ≤ ‖β‖x = sup
y∈TxM,α(x,y)=1

β(x, y) =
√

aij(x)zi(x)zj(x) < 1. (1.8)

Os aij e aij são respectivamente as componentes da matriz associada à métrica riemanniana

e sua inversa e os z′ks são as componentes da 1−forma β := zkdxk.

Observação 1.7. Exigir que ‖β‖ < 1, significa exigir que a indicatriz do espaço seja forte-

mente convexa.

Quando V é um espaço vetorial real e F = α+β, onde α é a métrica euclideana

e β = zky
k , zk constante, o par (V, F ) define um espaço de Randers que é um espaço de

Minkowski dotado de uma métrica euclidiana perturbada por uma translação.

O próximo lema garante que escolhendo um referencial adequado podemos es-

crever a métrica de Randers em uma forma mais simples, denominada forma normal da

métrica de Randers.
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Lema 1.8. Seja V n+1 um espaço vetorial e seja F : TV → R, uma métrica de Randers dada

por F = α + β. Então existe {ei}, 1 ≤ i ≤ n + 1, um referencial ortonormal na métrica α

tal que F tem a seguinte forma normal

F (x, y) =

√√√√
n+1∑
i=1

(yi)2 + b(x)yn+1, ∀ x ∈ Vn+1, e ∀ y = yiei ∈ TxV
n+1, (1.9)

onde b(x) é a norma da 1-forma β dado em (1.8).

Prova:

Considerando coordenadas x1, . . . , xn+1 temos que no referencial
{

∂

∂xi

}
a

métrica riemanniana é dada por aij(x) = α

(
∂

∂xi
,

∂

∂xj

)

x

e a métrica de Randers é dada

por

F (x, y) =
√

aij(x)ȳiȳj+bi(x)ȳi, βx(y) = bs(x)ȳs ; ∀x ∈ V n+1, ∀y = ȳs ∂

∂xs
∈ TxV

n+1.

Considere agora um referencial {ei}, 1 ≤ i ≤ n + 1 ortonormal em relação à

métrica α . Assim, a primeira parcela de F em (1.9) segue direto do fato que neste referencial

aij(x) = (ei, ej)x = δij .

Para a segunda parcela escolhemos en+1 na direção e sentido do vetor bl(x)ali(x)
∂

∂xi
.

Temos que

en+1 = c(x)bl(x)ali(x)
∂

∂xi
.

Do fato de que (en+1, en+1)x = 1 segue que

c(x) =
1√

bi(x)bj(x)aji(x)
=

1

b(x)
.

Devemos mostrar que βx(eη) = 0, ∀η = 1, . . . , n, onde eη = (eη)
s ∂

∂xs
. Usando o fato que

(en+1, eη)x = 0, ∀η = 1. . . . , n, segue que

c(x)ais(x)bl(x)ali(x)(eη)
s = 0,

o que nos dá bs(x)(eη)
s = 0, ou seja, obtemos βx(eη) = 0, ∀η = 1, . . . , n. Além disso,

βx(en+1) =
bs(x)bl(x)als

b(x)
=

b2(x)

b(x)
= b(x).



Cap. 1 • Preliminares 13

Como y = yηeη + yn+1en+1 e βx é linear, segue que

βx(y) = yηβx(eη) + yn+1βx(en+1) = yn+1βx(en+1) = b(x)yn+1.

¥

1.2 Campos normais a hiperplanos em espaços de

Minkowski

No capı́tulo seguinte necessitaremos do conceito de vetor normal à variedade.

Veremos que devido ao fato da métrica de Finsler não ser em geral reversı́vel, dado um

hiperplano, temos dois vetores normais, um em cada semi espaço determinado pelo hiper-

plano, não necessariamente paralelos. Este fato ficará claro na Proposição 1.11. Mas, antes

de enunciá-la, apresentaremos um resultado de análise e uma proposição que serão úteis na

prova. Como o resultado de análise é bem conhecido, omitiremos a prova, a qual pode ser

encontrada em [4].

Segue de propriedades básicas de espaços vetoriais que

Proposição 1.9. Seja Υ um hiperplano de um espaço de Minkowski V e v ∈ V \Υ. Então V

pode ser decomposto em V = Rv
⊕

Υ.

Teorema 1.10. Sejam E um espaço de Banach reflexivo, A ⊂ E um convexo fechado, não

vazio e ϕ : A → (−∞, +∞), uma função convexa, semicontı́nua inferiormente (s.c.i) tal

que

lim
x∈A,‖x‖→∞

ϕ(x) = +∞.

Então ϕ atinge seu mı́nimo sobre A, ie., existe x0 ∈ A tal que

ϕ(x0) = min
A

ϕ.

Enunciaremos agora o resultado que prova que existem dois vetores normais,

não necessariamente paralelos, em cada semi-espaço determinado por um hiperplano Υ do

espaço de Minkowski.
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Proposição 1.11. Seja (V, F ) um espaço de Minkowski. Dado um hiperplano Υ ⊂ V existe,

em cada semi-espaço determinado por Υ, um único vetor N unitário ∈ V tal que

Υ = {w ∈ V : gN(N,w) = 0}. (1.10)

Prova: Tome um vetor v não pertencente a Υ e defina

ϕ(w) := F (v − w), w ∈ Υ. (1.11)

Afirmação 1.12. ϕ atinge seu mı́nimo m := F (v − w0) := min ϕ em um único ponto

w0 ∈ Υ.

Defina,

N :=
v − w0

m
. (1.12)

Afirmação 1.13. N não depende dos vetores v num mesmo semi-espaço determinado por Υ

em V .

Afirmação 1.14. gN(N,w) = 0, ∀w ∈ Υ .

Observe que, pela homogeneidade, N é unitário, pois F (N) = F

(
v − w0

m

)
=

1

m
F (v − w0) = 1.

Das Afirmações 1.12, 1.13, 1.14 e do fato de que N é unitário, concluı́mos que,

para qualquer Υ ⊂ V , existem exatamente dois vetores N,N ′ ∈ V ( um em cada semi-

espaço determinado pelo hiperplano ) unitários, normais ao hiperplano Υ. Em geral N e N ′

não são paralelos, a menos que F seja reversı́vel (ie, F (N) = F (−N)).

Prova da Afirmação 1.12. Para provar que existe w0 ∈ Υ tal que ϕ(w0) = min ϕ vamos

verificar abaixo que todas as condições do Teorema 1.10 são satisfeitas.

(i) (V, F ) = (V, F, ‖.‖), é um espaço de Banach, pois é normado e tem dimensão finita;

(ii) (V, F ) é reflexivo (todo espaço de Banach é reflexivo);

(iii) Υ é um conjunto convexo;

(iv) Υ é fechado;

(v) Υ 6= ∅;
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(vi) ϕ : Υ → [0,∞) é uma função convexa, pois

ϕ(λx + (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y), ∀λ ∈ (0, 1);

(vii) ϕ é s.c.i., pois como ϕ(w) = F (v − w) ∈ C∞, então ϕ é contı́nua ;

(viii) ϕ : Υ → [0,∞), logo, ϕ 6≡ +∞;

(ix) lim
‖w‖→∞

ϕ(w) = +∞ (ϕ é coerciva).

De fato,

ϕ(w) = F (v − w) = F

(
‖v − w‖ v − w

‖v − w‖
)

= ‖v − w‖F
(

v − w

‖v − w‖
)

.

Agora, F

(
v − w

‖v − w‖
)
≥ C0 > 0, uma vez que v não pertence a Υ, C0 constante. Assim,

lim
‖w‖→∞

ϕ(w) = lim
‖w‖→∞

‖v − w‖F
(

v − w

‖v − w‖
)
≥ lim

‖w‖→∞
‖v − w‖C0 = +∞.

consequentemente, lim
‖w‖→∞

ϕ(w) = +∞.

Isso mostra que todas as hipóteses do Teorema 1.10 são satisfeitas e que portanto, ϕ atinge

seu mı́nimo em w0. Falta mostrar que w0 é único.

Para provar que w0 é único, vamos, como é natural, supor que existem dois

pontos onde ϕ atinge seu mı́nimo e chegar a uma contradição.

Suponha que w0 6= w1 sejam ambos, pontos de mı́nimo de ϕ. então, pela definição da função

ϕ segue que ϕ(w0) = ϕ(w1) = m. Isto implica que existem u ∈ Υ e a, b ∈ R tais que

u =
aw0 + bw1

a + b
, a, b > 0.

Então, usando a homogeneidade de F , o Lema 1.3 (desigualdade triangular) e que F (v −
w0) = m, temos,

ϕ(u) = F

(
v − aw0 + bw1

a + b

)
≤ F

(
a

a + b
(v − w0)

)
+ F

(
b

a + b
(v − w1)

)

(1.13)

=
a

a + b
F (v − w0) +

b

a + b
F (v − w0) = m.
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Como temos que m = min ϕ, o caso ϕ(u) < m não pode ocorrer. Logo, ϕ(u) = m. Isso

implica que na equação (1.13), ocorre a igualdade, donde, pela segunda parte do Lema 1.3,

segue que

a

a + b
(v − w0) = λ

b

a + b
(v − w1), λ ≥ 0.

Concluimos portanto, que v =
1

a− λb
(aw0 − λbw1). Ou seja, v ∈ Υ. Temos assim a

contradição que buscávamos e consequentemente, fica provada nossa afirmação.

Prova da Afirmação 1.13.

Sabemos da Proposição 1.9 que V pode ser decomposto em V = Rv
⊕

Υ.

Portanto, se v ∈ V podemos escrever, v = λv+w, λ > 0, onde v é um outro vetor no mesmo

semi-espaço de v. Então, ϕ(w) = F (v−w) atinge seu mı́nimo m = λm em w0 = w +λw0,

pois

ϕ(w0) = F (v − w0) = λF (v − w0) = λϕ(w0) = λm = m.

Logo,
v − w0

m
=

(λv + w)− (w − λw0)

λm
=

v − w0

m
.

Portanto N = N . Isto significa que N não depende dos vetores v num mesmo semi-espaço

determinado por Υ em V , como afirmamos.

Prova da Afirmação 1.14.

Fixe um vetor w ∈ Υ e defina

f(t) =
1

2m2
ϕ2(w0 − tmw) =

1

2m2
[F (v − w0 + tmw)]2

=
1

2m2
[F (Nm + tmw)]2 =

1

2m2
m2F 2(N + tw) =

1

2
F 2(N + tw),

ou seja,

f(t) =
1

2
F 2(N + tw). (1.14)

Diferenciando (1.14) de ambos os lados ,

f ′(t) =
1

m
ϕ(w0 − tmw)ϕ′(w0 − tmw)(−w)

=
1

2

∂

∂t

[
F 2(N + tw)

]
.
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Aplicando a t = 0 e usando o fato que ϕ′(w0) = 0 ( w0 é ponto crı́tico de ϕ ), obtemos

0 = f ′(0) =
1

2

∂

∂t

[
F 2(N + tw)

] |t=0 .

Portanto da expressão (1.2), temos que

gN(N,w) = 0 ,

como querı́amos demonstrar. Concluı́mos assim a prova da Proposição 1.11.

¥

1.3 Volume em espaços de Finsler

Existem dois elementos de volume canônicos sobre um espaço de Finsler. Ambos reduzem-

se ao elemento de volume riemanniano quando a métrica de Finsler é riemanniana. O

primeiro, denominado elemento de volume de Busemann-Hausdorff é definido a seguir.

Seja (Mn, F ) uma variedade de Finsler orientada. Sejam {ei} um referencial

local em M e {θi} base dual em T ∗M . Definimos

dVF := σF θ1 ∧ · · · ∧ θn,

onde,

σF (x) :=
V olIBn)

V ol({(yi) ∈ Rn : F (x, yiei) < 1} ,

IBn é a bola unitária em Rn, V ol é o volume euclidiano. dVF é o elemento de volume de

Busemann-Hausdorff, o qual deve seu nome ao fato que Busemann [6] provou (em 1947)

que se F é reversı́vel, então V olF ( volume Finsleriano de Busemann-Hausdorff) é a medida

de Hausdorff da métrica induzida por F .

O segundo elemento de volume canônico é definido da seguinte forma:

Nas mesmas condições da definição anterior, considere y = yiei ∈ TxM\{0} e

gij(y) := gy(ei, ej),

de forma que cada gij(y) é uma função C∞ em Rn\{0}.
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Defina a n-forma

dṼFx := σ̃Fxθ
1 ∧ · · · ∧ θn,

onde

σ̃F :=

∫
IBn

x
det(gij(y))dy1 · · · dyn

V ol(IBn)

com,

IBn
x := {(yi) ∈ Rn : F (yiei) < 1} e IBn a bola unitária euclidiana .

dṼFx é denominado elemento de volume de Holmes-Thompson.

No decorrer do trabalho optamos por utilizar o elemento de volume de Busemann-

Hausdorff devido ao seguinte lema, cuja demonstração pode ser encontrada em [38].

Lema 1.15. A forma de volume de Holmes-Thompson sobre um espaço de Randers (M,F =

α + β) coincide com a forma de volume riemanniana (M, α), i.e., dV
(HT )
F = dVα.

Ou seja, o Lema 1.15 nos diz que a forma de volume de Holmes-Thompson em

espaços de Randers desconsidera a perturbação da métrica riemaniana.

Vamos determinar agora o elemento de volume de Buseman-Hausdorff induzido

por uma imersão em uma variedade de Finsler.

Seja (M̃m, F̃ ) um espaço de Finsler . Seja ϕ : Mn → M̃n+1 uma imersão. A

métrica induzida em M dada por F := ϕ∗F̃ é também uma métrica de Finsler, pois por

definição F (x, y) = F̃ (ϕ(x), dϕx(y)), ∀(x, y) ∈ TM .

Sejam e = {eα}n
α=1 e ẽ = {ẽi}n+1

i=1 referenciais locais fixos para TM e TM̃ ,

respectivamente. Defina

F(x, z) :=
vol(IBn)

vol{(yτ ) ∈ Rn : F̃ (x, yτzi
τ ẽi) ≤ 1}

, (1.15)

onde x ∈ Mn, IBn é a bola unitária em Rn, vol é o volume euclidiano e z = (zi
τ ) = ( ∂ϕi

∂xτ ).

De agora em diante, para simplificar a notação, identificaremos x com ϕ(x) = x̃ e e com

ϕ(e) = ẽ.
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Definição 1.16. O elemento de volume induzido em (M, F ) é dado por

dVF = F(x, z)dx, (1.16)

onde F(x, z) é dado em (1.15).

Seja (V n+1, F̃ = α̃ + β̃) um espaço de Randers e ϕ : Mn → (V n+1, F̃ ) uma

imersão. Pode-se provar que a métrica induzida em M pela imersão é uma métrica de Ran-

ders F = α + β.

O lema seguinte nos dará o elemento de volume induzido por uma imersão ϕ

num espaço de Randers.

Lema 1.17. Seja ϕ : Mn → (Ṽ n+1, F̃ ) uma imersão e F = α + β a métrica de Randers

induzida em M . Considere ẽ1, ẽ2, . . . , ẽn+1 um referencial local ortonormal na métrica α̃

dado pelo Lema 1.8. Então a forma de volume induzida é dada por

dVF = (1− b2Aτγzn+1
τ zn+1

γ )
n+1

2

√
detA dx1 · · · dxn, (1.17)

onde x1, x2, . . . , xn são as coordenadas de M , A é a matriz cujos elementos são

(Aγτ ) = (
n+1∑
i=1

zi
τz

i
γ), zi

γ =
∂ϕi

∂xγ
, (1.18)

Aτγ denota a matriz inversa de A e b é a norma da 1-forma β satisfazendo 0 ≤ b < 1 .

Prova: Seja F = α + β uma métrica de Randers sobre a variedade Mn. Para cada x ∈ M

considere

‖β‖x = sup
αx(y)=1

β(y), y ∈ TxM.

Considere ainda dVF e dVα as formas de volume de Busemann-Hausdorff de F e α respec-

tivamente. Tome {eτ}n
τ=1 uma base ortonormal para (TxM, αx). Então,

dVF = σF (x)θ1 ∧ . . . ∧ θn,

onde σF é dado por

σF (x) =
volIBn

volBn
x

,

com

Bn
x := {(yi) ∈ Rn : Fx(y

τeτ ) ≤ 1}.
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Pelo Lema 1.8 podemos assumir que β(y) = ‖β‖xy
n.

Temos que Bn
x é um conjunto convexo de Rn. Por este fato e pelo Lema 1.8 vale

a seguinte relação, √√√√
n∑

τ=1

(yτ )2 + ‖β‖xy
n ≤ 1.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

n∑
τ=1

(yτ )2 ≤ 1− 2‖β‖xy
n + (‖β‖xy

n)2,

que é equivalente a

(1− ‖β‖2
x)

2

(
yn +

‖β‖x

1− ‖β‖2
x

)2

+ (1− ‖β‖2
x)

n−1∑
α=1

(yα)2 ≤ 1.

Podemos reescrever a última expressão da seguinte forma,
(
yn + ‖β‖x

1−‖β‖2x

)

(
1

1−‖β‖2x

)2 +

∑n
τ=2(y

τ )2

(
1√

1−‖β‖2x

) ≤ 1. (1.19)

Se tomarmos a igualdade na equação (1.19) , é imediato verificar que trata-se de um elipsóide

de revolução . Portanto o volume euclidiano de Bn
x é o volume do interior deste elipsóide .

Ou seja,

volBn
x =

4

3
π

(
1

1− ‖β‖2
x

) (
1√

1− ‖β‖2
x

)n−1

(1.20)

=
volIBn

(1− ‖β‖2
x)

n+1
2

.

Portanto, substituindo (1.20) na expressão de σx, concluı́mos que o elemento de volume em

TxM é dado por

dVF = (1− ‖β‖2
x)

n+1
2 dVα . (1.21)

Seja agora ϕ : Mn → (Ṽ n+1, F̃ ) uma imersão, ϕ(x) = (ϕi(x)) ∈ Ṽ . Temos de (1.15) que

F(x, z) =
volIBn

vol{(yτ ) ∈ Rn : F̃ (x, yτzi
τ ẽi) ≤ 1}

, zi
τ =

∂ϕi

∂xτ
, (1.22)
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onde estamos considerando o referencial {ẽi}, 1 ≤ i ≤ n + 1 ortonormal na métrica α̃ dado

pelo Lema (1.8). Então

F̃ (x, y) =

√√√√
n+1∑
i=1

(yi)2 + byn+1.

Como ϕ : M → Ṽ n+1 é uma imersão a métrica de Randers induzida F = α + β, é dada por

α(y) =
√

Aτγyτyγ e β(y) = Dτy
τ ,

onde y = yτ ∂

∂xτ
∈ TxM , Aτγ =

n+1∑
i=1

∂ϕi

∂xτ

∂ϕi

∂xγ
e Dτ = b

∂ϕn+1

∂xτ
.

Logo,

‖β‖2
x = b2Aτγzn+1

τ zn+1
γ .

Por (1.21), obtemos

F(x, z) = (1− b2Aτγzn+1
τ zn+1

γ )
n+1

2

√
detA , (1.23)

e consequentemente,

dVF = (1− b2Aτγzn+1
τ zn+1

γ )
n+1

2

√
detA dx1 . . . dxn.

Isto prova o lema.

¥

1.4 Forma curvatura média

O conceito de forma curvatura média na métrica de Finsler foi introduzido por Z. Shen em

[31] e é obtido considerando um problema variacional de volume. Veremos a seguir que em

espaços de Finsler não é possı́vel determinar uma forma curvatura média que seja constante

e não nula para todo (x, y) ∈ TM , pois, uma importante propriedade desta forma curvatura

média, a qual introduziremos a seguir, é que ela se anula sempre que aplicada a campos

tangentes. Porém, o conceito de imersão mı́nima é definido da forma usual, como sendo

aquela que tem a forma curvatura média nula, uma vez que nada impede que ela se anule em

todas as direções.
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Usando a idéia de ponto crı́tico da função volume da variação, Z. Shen introduziu

a seguinte

Definição 1.18. Seja ϕ : Mn → (M̃n+1, F̃ ) uma imersão em um espaço de Finsler e X̃ =

X̃ iẽi, 1 ≤ i ≤ n + 1, um campo ao longo de ϕ. Define-se a forma curvatura média para a

imersão ϕ por

Hϕ(X̃) = div[P(X̃)]|x −Qx(X̃), (1.24)

onde

P(X̃) =
1

F(z)

∂F
∂zi

ε

i

eε , (1.25)

Qx(X̃) =
d

dt
[lnF(ϕt(x), Dϕt)]|t=0 , (1.26)

e F é dada em (1.15).

Observação 1.19. Dado um campo vetorial arbitrário X̃ ∈ M , sempre existe uma variação

ϕt tendo X̃ como campo variacional.

Tomando coordenadas locais com bases naturais { ∂
∂xε}n

ε=1 e { ∂
∂exi}n+1

i=1 e escrevendo

dVFt = F(ϕt, Dϕt)dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

segue de (1.26) que

Q(X̃) =
1

F
{

∂F
∂xi

X̃ i +
∂F
∂zi

ε

∂X̃ i

∂xε

}

e

P(X̃) =
1

F
∂F
∂zi

ε

X̃ i ∂

∂xε
.

Logo, em coordenadas locais,

Hϕ(X̃) =
1

F
{

∂2F
∂zi

ε∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
+

∂2F
∂x̃j∂zi

ε

∂ϕj

∂xε
− ∂F

∂x̃i

}
X̃ i. (1.27)

Isso mostra que Hϕ(X̃) depende linearmente do campo X̃ .

Duas importantes propriedades da forma curvatura média são dadas nas proposições

a seguir, cujas demonstrações podem ser encontradas em [31].

Proposição 1.20. Hϕ(X̃x) depende linearmente de X̃x em cada ponto x ∈ M .
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Proposição 1.21. Seja Hϕ a forma curvatura média para a imersão ϕ. Então

Hϕ(ũ) = 0, ∀ ũ = ϕ∗(u), u ∈ TxM, x ∈ M,

i.e., Hϕ se anula para todo ũ ∈ ϕ∗(TM).

Nos próximos capı́tulos o par (V n+1, Fb) denotará espaços vetoriais (n + 1)-

dimensionais munidos com a métrica Fb = α + β, onde α é uma métrica euclidiana, β uma

1-forma com coeficientes constantes. Vamos considerar o referencial {ẽi}n+1
i=1 tal que

Fb(x, y) =

√√√√
n+1∑
i=1

(yi)2 + byn+1, ∀x ∈ V n+1, y =
n+1∑
i=1

yiẽi, 0 ≤ b < 1. (1.28)

Observe que em tais espaços F̃b não depende de x, logo F também não depende

de x (ver (1.22)), e, consequentemente a expressão (1.27) para a forma curvatura média, se

reduz a

Hϕ(W ) =
1

F
{

∂2F
∂zi

ε∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη

}
W i. (1.29)

1.5 A equação diferencial das imersões cmc na direção de

um campo normal unitário em (V n+1, Fb)

Em [31] Zongmin Shen introduziu a noção de forma curvatura média para

imersões em variedades finslerianas e estabeleceu suas propriedades mais gerais, algumas

das quais apresentamos na seção anterior. Em [33] Souza e Tenenblat apresentaram alguns

resultados concernentes ao caso H = 0 (imersões mı́nimas), quando a imersão é uma su-

perfı́cie de rotação ou um gráfico em um espaço vetorial real tridimensional (V 3, Fb).

Como já foi dito na seção anterior, não é possı́vel determinar uma forma cur-

vatura média constante em todas as direções em Espaços de Finsler, devido ao fato que Hϕ

é sempre nula quando aplicada a campos tangentes. Devido a essa restrição resolvemos in-

troduzir o conceito de forma curvatura média constante na direção dos campos normais

unitários. Referimo-nos aqui a campos normais unitários porque, como vimos no Lema
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1.11, para cada x ∈ M , temos dois vetores normais, não necessariamente paralelos, um em

cada semi-espaço determinado pelo hiperplano TxV .

A intuição nos leva a supor que, se temos dois vetores normais diferentes, deve-

mos obter duas equações diferenciais distintas associadas à imersão. De fato, como veremos

no capı́tulo 2, considerando superfı́cies de rotação em torno do eixo Ox3, associamos a cada

vetor normal uma equação diferencial distinta. Porém, um resultado importante é que, em-

bora as duas equações diferenciais sejam diferentes, elas determinam uma mesma superfı́cie

de rotação, a menos de uma reflexão. Este fato será demonstrado no terceiro capı́tulo.

Surgem aqui duas importantes questões,

(1) Por quê na direção de um campo normal unitário?

(2) Como determinar tais campos normais unitários?

Responderemos a seguir à primeira questão. A segunda questão será respondida no próximo

capı́tulo.

Para responder à primeira questão lembremo-nos de duas importantes propriedades

da forma curvatura média Hϕ, determinadas na seção anterior,

(i) Hϕ(p, v) = 0, ∀v ∈ ϕ∗TpM.

(ii) Hϕ(p,W ) é linear em Tϕ(p)V .

Vimos na Proposição 1.9 que fixado um hiperplano Υ de V n+1, o espaço vetorial

V n+1 pode ser decomposto em uma soma direta Ry
⊕

Υ, y ∈ TV n. Portanto podemos

tomar {e1, e2, . . . en, N} um referencial para V n+1, onde para cada x ∈ M , e1, . . . , en ∈
TxM e N é normal a TxM . Assim, qualquer elemento v de V n+1 pode ser escrito na forma

v = v1e1 + . . . + vnen + vn+1N . Consequentemente,

Hϕ(v) = Hϕ(v1e1 + . . . + vnen + vn+1N). (1.30)

Usando as propriedades (i) e (ii) temos que a expressão (1.30) fica reduzida a

Hϕ(v) = vn+1Hϕ(N), (1.31)
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onde vn+1 é a componente de v segundo N .

Segue de (1.31) que se Hϕ se anula na direção do campo normal unitário, então

Hϕ se anula em todas as direções. Ainda analisando a equação (1.31) e as propriedades (i)

e (ii) de Hϕ, fica claro que se Hϕ se anula na direção de um campo ao longo de M , v 6= 0

e v /∈ TM , então Hϕ se anula na direção de qualquer campo não nulo ao longo de M . Isto,

no caso Hϕ = 0, faz com que a equação diferencial que caracteriza as imersões mı́nimas

não dependa da escolha do campo v. No caso Hϕ 6= 0, uma importante consequência

de (1.31), a qual motivou nosso trabalho, é que, escolhido o semi-espaço, ao determinar

a forma curvatura média na direção do campo normal unitário, Hϕ fica determinado em

todas as direções.

A seguir deduziremos a equação diferencial para imersões no espaço (V n+1, Fb)

com curvatura média constante em uma direção normal.

Seja {ei} é uma base ortonormal de V n+1 na métrica euclidiana, tal que Fb é dada por (1.28).

Teorema 1.22. Seja ϕ : Mn → (V n+1, Fb) uma imersão. Sejam (ϕi(xε)) funções coor-

denadas de ϕ. Então a imersão é cmc na direção de um campo normal unitário Nξ se, e

somente se, satisfaz a seguinte equação diferencial

1

(1−B)2C

{
(n2 − 1)

4

∂B

∂zi
ε

∂B

∂zj
η

C − (n + 1)

2
(1−B)

[
∂2B

∂zi
ε∂zj

η

C +
∂B

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

+
∂B

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

]

+(1−B)2 ∂2B

∂zi
ε∂zj

η

}
∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ −H = 0, H = cte, ξ = ±1, (1.32)

onde

0 ≤ b < 1, N = N iei, A é dada por (1.18), e

C =
√

detA, (1.33)

B = b2Aεηzn+1
ε zn+1

η , zi
ε =

∂ϕi

∂xε
. (1.34)

Prova: Temos de (1.23) que

F(x, z) = (1− b2Aτγzn+1
τ zn+1

γ )
n+1

2

√
detA.
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Reescrevendo F na notação do enunciado do teorema e utilizando o fato que V

é um espaço de Minkowski (F não depende de x), temos

F(z) = (1−B)
n+1

2 C. (1.35)

Derivando F em relação a zj
η, obtemos

∂F
∂zj

η

= −(n + 1)

2
(1−B)

n−1
2

∂B

∂zj
η

C + (1−B)
n+1

2
∂C

∂zj
η

. (1.36)

Derivando agora (1.36) em relação a zi
ε, obtemos

∂2F
∂zi

ε∂zj
η

= −(n + 1)

2

[
−(n− 1)

2
(1−B)

n−3
2

∂B

∂zi
ε

∂B

∂zj
η

C + (1−B)
n−1

2
∂2B

∂zi
ε∂zj

η

C

+(1−B)
n−1

2
∂B

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

]
− (n + 1)

2
(1−B)

n−1
2

∂B

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

+(1−B)
n+1

2
∂2C

∂zi
ε∂zj

η

,

donde,

∂2F
∂zi

ε∂zj
η

=
(n2 − 1)

4
(1−B)

n−3
2

∂B

∂zi
ε

∂B

∂zj
η

C − (n + 1)

2
(1−B)

n−1
2

[
∂2B

∂zi
ε∂zj

η

C +
∂B

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

+
∂B

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

]
+ (1−B)

n+1
2

∂2C

∂zi
ε∂zj

η

.

Substituindo as derivadas encontradas na expressão de H dada por (1.27) temos que

1

F
∂2F

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ −H = 0

e pondo (1 − B)
n−3

2 em evidência, obtemos exatamente a equação diferencial (1.32) do

Teorema 1.22, a qual caracteriza as imersões com curvatura média H na direção de um

campo normal unitário em (V n+1, Fb).

¥

No que segue consideraremos n = 2 no Teorema 1.22, obtendo o seguinte
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Teorema 1.23. Seja ϕ : M2 → (V 3, Fb), uma imersão em um espaço de Randers nas

condições do Teorema 1.22. Então ϕ tem cmc H na direção de um campo normal unitário

Nξ se, e somente se, satisfaz a seguinte equação diferencial

1

(C2 − E)C

[(
12E2 − (2E + C2)2

C(C2 − E)

)
∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

− 3C

2

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

−3

2

(
2E − C2

C2 − E

)(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
+

3C

4(C2 − E)

∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

(1.37)

+

(
2E + C2

2C

)
∂2detA

∂zj
η∂zi

ε

]
∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ −H = 0, ∀N = N iei, H = cte,

onde

E = b2

3∑

k=1

[
(zk

2 )2(z1
3)

2 − 2zk
1z

k
2z

3
1z

3
2 + (zz

1)
2(z3

2)
2

]
, (1.38)

C =
√

detA, A = Aεη(z) e z = (zi
ε) são dados em (1.18).

Prova: Considerando n = 2 no Teorema 1.22 a equação (1.32) se reduz a

1

(1−B)2C
Gεη

ij

∂2ϕj

∂xε∂xη
−H = 0, (1.39)

onde

Gεη
ij =

3

4

∂B

∂zi
ε

∂B

∂zj
η

C−3

2
(1−B)

(
∂2B

∂zi
ε∂zj

η

C +
∂B

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

+
∂B

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

)
+(1−B)2 ∂2C

∂zi
ε∂zj

η

. (1.40)

Temos que, para n = 2

Aεη =

(
3∑

i=1

(−1)ε+η

detA
zi
eεz

i
eη

)
, ε̃ = δε2 + 2δε1, η̃ = δη2 + 2δη1, (1.41)

onde Aεη é a inversa de Aεη dada em (1.18). Temos ainda de (1.34) e (1.33) que, para n = 2

a expressão de B é dada por

B = b2

3∑

k=1

(−1)γ+τ

detA
zi
eγz

i
eτz

3
γz

3
τ =

1

C2
E. (1.42)

Também temos de (1.33) e (1.23) que para n = 2, C =
√

detA e F = (1−B)
3
2 C.
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Para facilitar os cálculos computaremos separadamente as componentes da ex-

pressão (1.40). Calculando as derivadas primeira e segunda de B em relação a zi
ε, obtemos

∂B

∂zi
ε

=
1

C2

∂E

∂zi
ε

− 2E

C3

∂C

∂zi
ε

,

ou, usando de (1.42) que E = BC2, temos

∂B

∂zi
ε

=
1

C2

∂E

∂zi
ε

− 2

C

∂C

∂zi
ε

B. (1.43)

Derivando a expressão (1.43) em relação a zj
η, obtemos

∂2B

∂zi
ε∂zj

η

=

(
2

C2

∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

− 2

C

∂2C

∂zj
η∂zi

ε

)
B − 2

C

∂C

∂zi
ε

[
−2E

C3

∂C

∂zj
η

+
1

C2

∂E

∂zj
η

]

− 2

C3

∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

+
1

C2

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

,

usando o fato que B = E
C2 e simplificando, obtemos

∂2B

∂zi
ε∂zj

η

=
1

C2

[
−2E

C

∂2C

∂zj
η∂zi

ε

+
6E

C2

∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

(1.44)

− 2

C

(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
+

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

]
.

Por outro lado, temos de (1.33) que C2 = detA. Calculando a derivada de C2

em relação a zi
ε, obtemos

∂C2

∂zi
ε

= 2C
∂C

∂zi
ε

, (1.45)

então,
∂C

∂zi
ε

=
1

2C

∂C2

∂zi
ε

=
1

2C

∂detA

∂zi
ε

.

Derivando a última expressão em relação a zj
η, temos que

∂2C

∂zj
ηzi

ε

=
1

2C

[
∂2detA

∂zj
η∂zi

ε

− 1

C

∂C

∂zj
η

∂detA

∂zi
ε

]
,

usando 1.45, obtemos

∂2C

∂zj
ηzi

ε

=
1

C

[
1

2

∂2detA

∂zj
η∂zi

ε

− ∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

]
. (1.46)
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Por outro lado, substituindo as expressões (1.43) e (1.44) na expressão (1.40) , temos que

Gεη
ij =

3C

4

(
1

C2

∂E

∂zi
ε

− 2E

C3

∂C

∂zi
ε

)(
1

C2

∂E

∂zj
η

− 2E

C3

∂C

∂zj
η

)
− 3

2
(1−B)

{
1

C2

[
−2E

C

∂2C

∂zj
η∂zi

ε

+
6E

C2

∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

− 2

C

(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
+

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

]
C − 3

2
(1−B)

(
1

C2

∂E

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

−2E

C3

∂C

zj
η

∂C

∂zi
ε

)
+

(
1

C2

∂E

∂zi
ε

− 2E

C3

∂C

∂zi
ε

)
∂C

∂zj
η

}
+ (1−B)2 ∂2C

∂zi
ε∂zj

η

.

Lembrando de (1.42) que (1−B)/C = (C2 − E)/C3, obtemos

Gεη
ij =

(
C2 − E

C4

) {
3C

4(C2 − E)

(
∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

− 2E

C

∂E

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

− 2E

C

∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
4E2

C2

∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

)

−3C

2

[
−2E

C

∂2C

∂zj
η∂zi

ε

+
6E

C2

∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

− 2

C

(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
+

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

]

−3

2

[
∂E

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

− 4E

C

∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

+
∂E

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

+ (C2 − E)
∂2C

∂zi
ε∂zj

η

]}
.

Portanto,

Gεη
ij =

(
C2 − E

C4

) [
3E

C

(−C2 + 2E

C2 − E

)
∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

− 3

2

(−C2 + 2E

C2 − E

)(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)

−3C

2

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

+
3C

4(C2 − E)

∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+ (C2 + 2E)
∂2C

∂zi
ε∂zj

η

]
.

Substituindo as derivadas segundas de C deduzidas em (1.46), obtemos

Gεη
ij =

(
C2 − E

C4

) {
3E

C

(−C2 + 2E

C2 − E

)
∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

− 3

2

(−C2 + 2E

C2 − E

)(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)

−3C

2

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

+
3C

4(C2 − E)

∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
(C2 + 2E)

C

(
1

2

∂2detA

∂zj
η∂zi

ε

− ∂C

∂zj
η

∂C

∂zi
ε

)}
.

Assim, após mais algumas computações algébricas simples obtemos a seguinte expressão,
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Gεη
ij =

(
C2 − E

C4

){
12E2 − (2E + C2)2

C(C2 − E)

∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

−3C

2

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

− 3

2

(
2E − C2

C2 − E

)(
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
(1.47)

+
3C

4(C2 − E)

∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
(2E + C2)

2C

∂2detA

∂zj
η∂zi

ε

}
.

Substituindo a expressão (1.47) na equação (1.37) do Teorema 1.23, concluı́mos a demonstração.

¥

A seguir explicitaremos as derivadas de C e E em termos dos zj
η’s para uso

posterior. Temos de (1.33) e de (1.18) que

C =
√

detA =

√√√√
3∑

k,l=1

(zk
1 )2(zl

2)
2 −

(
3∑

s=1

zs
1z

s
2

)2

onde

detA =
∑

k 6=l

(zk
1 )2(zl

2)
2 −

∑

k 6=l

zk
1z

k
2z

l
1z

l
2. (1.48)

Vamos escrever as derivadas de detA em relação a zi
ε da seguinte forma,

∂detA

∂zi
ε

=
1

2C

[ ∑

k 6=l

(δikδε12z
k
1 (zl

2)
2 + δilδε22(zk

1 )2zl
2 − δik(δε1z

k
2z

l
1z

l
2 + δε2z

k
1z

l
1z

l
2))

−
∑

k 6=l

δil(δε1z
k
1z

k
2z

l
2 + δε2z

k
1z

k
2z

l
1)

]
. (1.49)

Segue que as derivadas de C em relação a zi
ε assumem a forma,

∂C

∂zi
ε

=
1

2C

∂detA

∂zi
ε

=
1

C

[ ∑

l 6=i

(δε1z
i
1(z

l
2)

2 + δε2z
i
2(z

l
1)

2)−
∑

l 6=i

(δε1z
i
2z

l
1z

l
2 + δε2z

i
1z

l
1z

l
2)

]
.

Fatorando a última expressão, obtemos

∂C

∂zi
ε

=
1

C

∑

l 6=i

(zi
1z

l
2 − zi

2z
l
1)(δε1z

l
2 − δε2z

l
1). (1.50)
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Logo,

∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

=
∑

l 6=i

{
δε1(δη1δji(z

l
2)

2 + 2zi
1δη2δjlz

l
2) + δε2(δη2δji(z

l
1)

2 + 2zi
2δη1δjlz

l
1)

(1.51)

−δε1[δη2δijz
l
1z

l
2 + zi

2(δη1δjlz
l
2 + δη2δjlz

l
1)]− δε2[δη1δjiz

l
1z

l
2

+zi
1(z

l
2δη1δjl + zl

1δη2δjl)]

}
.

Por outro lado, calculando as derivadas de E em relação a zi
ε, obtemos de (1.41)

∂E

∂zi
ε

= b2

3∑

k=1

(−1)γ+τ [δikz
3
γz

3
τ (δεeγzk

eτ + δεeτzk
eγ) + δi3z

k
eε zk
eτ (δετz

3
γ + δεγz

3
τ )],

onde γ̃ = 2 se γ = 1 e γ̃ = 1 se γ = 2 (idem para τ̃ ).

Logo,

∂E

∂zi
ε

= 2b2

[
z3
eε (−1)eε+τzi

eτz
3
τ + δi3

3∑

k=1

(−1)ε+τz3
τz

k
eτ zk
eε

]
. (1.52)

Derivando (1.52) em relação a zj
η, temos que

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

= 2b2[δj3δηeε(−1)eε+τzi
eτz

3
τ + z3

eε (−1)eε+τ (δηeτδijz
3
τ + δητδj3z

i
eτ )

+δi3

3∑

k=1

(−1)ε+τ (δj3δητz
k
eτ zk
eε + δjk(δηeτz3

τz
k
eε + δeεηz3

τz
k
eτ ))].

Levando-se em conta que os ı́ndices ε̃, η̃ e τ̃ não são somados devido ao fato que dependem de

ε, η, e τ respectivamente, como podemos ver na notação introduzida em (1.41), simplificando

a última expressão obtemos,

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

= 2b2[δj3δηeε(−1)eε+τzi
eτz

3
τ + z3

eε ((−1)eε+eηδjiz
3
eη + (−1)eε+ηδj3z

i
eη)

(1.53)

+δi3

3∑

k=1

(−1)ε+ηδj3z
k
eηzk
eε + δi3(−1)ε+eηz3

eηz
j
eε + δi3(−1)ε+τδηeεz3

τz
j
eτ ].

Estas expressões facilitarão os extensos cálculos que faremos no capı́tulo seguinte.



CAPÍTULO 2

Superfı́cies de rotação cmc na direção de

um campo normal em (V 3, Fb)

Neste capı́tulo vamos determinar os campos unitários, normais a uma imersão na variedade

de Randers (V 3, Fb) e obter duas equações diferenciais ordinárias, as quais descrevem as

superfı́cies de rotação com curvatura média constante H na direção destes campos.

É conhecido da teoria clássica que quando F é euclidiana (o que corresponde

a tomar b = 0) tais equações reduzem-se à equação diferencial ordinária que descreve as

superfı́cies de Delaunay (cilindro, esfera e ondulóides ).

2.1 Vetor normal

Seja (V 3, Fb) o espaço de Randers com Fb = α+β, onde α é a métrica euclideana perturbada

por uma translação de norma β e {ei}3
i=1 um referencial ortonormal nas condições do Lema

1.8 . Seja ϕ : M2 → (V 3, F ) dada por ϕ(t, θ) = (g(t)cosθ, g(t)senθ, t), t ∈ R, θ ∈ [0, 2π] e

g uma função diferenciável não nula. Temos do Lema 1.11 que existe um único vetor normal

32
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Nξ em cada semi-espaço determinado pelo hiperplano Txϕ(M2), tal que

∀ w ∈ Txϕ(M2), gN(N,w) = 0 . (2.1)

Observe que, como em (V 3, Fb) a métrica não depende do ponto x e levando em conta que

podemos identificar ϕ(M2) com o próprio M2, denotaremos Txϕ(M2) por TM2 .

Denominando ϕt e ϕθ as respectivas derivadas da imersão ϕ(t, θ) em relação a t

e θ, temos

ϕt = (g′(t)cosθ, g′(t)senθ, 1) (2.2)

ϕθ = (−g(t)senθ, g(t)cosθ, 0). (2.3)

Para encontrar os vetores normais, basta encontrar a solução N = (N1, N2, N3) do seguinte

sistema,




gN(N, ϕt) = 0

gN(N, ϕθ) = 0

gN(N, N) = 1 .

(2.4)

Observação 2.1. Temos de (1.2) e da condição F (N) = 1, que

gN(N, u) =
1

2

∂

∂s
F 2(N + su)|s=0

= F (N)
∂

∂s
F (N + su)|s=0

=
∂

∂s
F (N + su)|s=0,

portanto

gN(N, u) =
∂

∂s
F (N + su)|s=0, ∀u ∈ TM2. (2.5)

Temos do Lema 1.8 que F (N) =

√√√√
3∑

i=1

(N i)2+bN3, consequentemente fazendo

F (N) = 1 obtemos,

√
(N1)2 + (N2)2 + (N3)2 = 1− bN3. (2.6)
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Por outro lado, usando o resultado (2.5), temos

gN(N, ϕt) =
∂

∂s
F (N + sϕt)|s=0

=
∂

∂s
F (N1 + sg′cosθ,N2 + sg′senθ,N3 + s)|s=0

=
∂

∂s

{[
(N1)2 + 2N1sg′cosθ + s2(g′)2cos2θ + (N2)2 + 2N2sg′senθ

+s2(g′)2sen2θ + (N3)2 + 2N3s + s2
] 1

2 + b(N3 + s)
}
|s=0.

Portanto,

gN(N,ϕt) =
N1g′cosθ + N2g′senθ + N3

√
(N1)2 + (N2)2 + (N3)2

+ b. (2.7)

Seguindo o mesmo raciocı́nio, obtemos

gN(N,ϕθ) =
N2gcosθ −N1gsenθ√
(N1)2 + (N2)2 + (N3)2

. (2.8)

Afirmação 2.2. Os vetores normais ao hiperplano TM2 na métrica Randers Especial são

caracterizados por,

Nξ =
1√

1− b2 + (g′)2

(
−ξcosθ,−ξsenθ,

−b
√

1− b2 + (g′)2 + ξg′

1− b2

)
, (2.9)

onde ξ = ±1.

Prova: Para provar a Afirmação 2.2 vamos resolver o sistema




N2gcosθ −N1gsenθ = 0

N1g′cosθ + N2g′senθ + N3 + b
√

(N1)2 + (N2)2 + (N3)2 = 0,
(2.10)

e na sequência, substituiremos na última equação do sistema (2.4) os valores encontrados .

Utilizando (2.6) e o fato que g 6= 0, transformamos o sistema (2.10) em




N2cosθ −N1senθ = 0

N1g′cosθ + N2g′senθ + N3(1− b2) + b = 0.
(2.11)
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Resolveremos o sistema (2.11) em duas etapas, sendo que na primeira conside-

raremos g′ 6= 0 e na segunda g′ = 0.

Seja g′ 6= 0 e seja M a matriz dada por ,

M =


 −senθ cosθ

g′cosθ g′senθ


 ,

logo, a inversa de M é dada por,

M−1 = − 1

g′


 g′senθ −cosθ

−g′cosθ −senθ


 .

Podemos reescrever o sistema (2.11) da seguinte forma,

M


 N1

N2


 =


 0

−N3(1− b2)− b


 . (2.12)

Multiplicando os dois lados da igualdade (2.12) por M−1, obtemos que

N1 = −cosθ

g′
(N3(1− b2) + b), (2.13)

N2 = −senθ

g′
(N3(1− b2) + b). (2.14)

Substituindo (2.13) e (2.14) em (2.6) e elevando ao quadrado, obtemos

[(N3)2(1− b2)2 + 2bN3(1− b2) + b2](
1

(g′)2
) + (N3)2 = (1− bN3)2.

Temos portanto uma equação de grau 2, dada por

(N3)2[(1− b2)2 + (g′)2(1− b2)] + N3[2b(1− b2 + (g′)2)] + b2 − (g′)2 = 0.

Consequentemente, a componente N3 do vetor normal N é dada por

N3 =
−b(1− b2 + (g′)2)±

√
(g′)2(1− b2 + (g′)2))

(1− b2)(1− b2 + (g′)2)
.

Pondo
√

(1− b2 + (g′)2) em evidência na última equação, obtemos

N3 =
−b

√
1− b2 + (g′)2 + ξg′

(1− b2)
√

1− b2 + (g′)2
, ξ = ±1. (2.15)
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O passo seguinte é substituir (2.15) em (2.13) e em (2.14) obtendo,

N1 = − ξcosθ√
1− b2 + (g′)2

, ξ = ±1. (2.16)

N2 = − ξsenθ√
1− b2 + (g′)2

, ξ = ±1. (2.17)

Para o caso g′ = 0, basta substituir g′ = 0 no sistema (2.11). Efetuando procedi-

mentos algébricos simples, obtemos as expressões

N1 =
χcosθ√
1− b2

, χ = ±1;

N2 =
χsenθ√
1− b2

, χ = ±1; (2.18)

N3 = − b

1− b2
.

Observe que temos a liberdade de escolher o sinal de N1 e N2 em (2.18). Desta

forma, como necessitamos de um campo diferenciável, isto é, queremos unir de forma suave

as duas expressões que caracterizam o campo Nξ, para g′ 6= 0 e g′ = 0, escolheremos o sinal

de forma que χ = −ξ. Isto prova a Afirmação 2.2.

A expressão do vetor normal deduzida nesta seção será peça fundamental na

sequência de nosso trabalho.

2.2 Equação diferencial das superfı́cies de rotação cmc na

direção de um campo normal unitário Nξ em (V 3, Fb)

Nesta seção vamos considerar superfı́cies de rotação com curvatura média constante H em

(V 3, Fb). Vamos provar que existem duas equações diferenciais ordinárias, cujas soluções

caracterizam curvas planas, que ao serem rotacionadas, determinam as superfı́cies com cur-

vatura média constante H na direção dos campos normais unitários Nξ, onde ξ = ±1. O

sinal + corresponde à escolha da orientação euclidiana positiva e o sinal − corresponde à

escolha da orientação euclidiana negativa.
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Seja ϕ : M2 → V 3 dada por ϕ(t, θ) = (g(t)cosθ, g(t)senθ, t), t ∈ R, θ ∈ [0, 2π]

e g uma função diferenciável que não se anula. O teorema a seguir fornece-nos duas equações

diferenciais, que a função g = g(t) deve satisfazer para que a imersão tenha cmc H na

direção dos respectivos campos normais.

Teorema 2.3. Considere o espaço de Randers (V 3, Fb). Seja ϕ : M2 → V 3 uma imersão

dada por ϕ(t, θ) = (gb(t)cosθ, gb(t)senθ, t), gb(t) 6= 0. Então ϕ tem com curvatura média

constante H na direção do campo normal unitário Nξ se, e somente se, gb satisfaz a seguinte

equação diferencial ordinária,

{−gbg
′′
b [wb(1 + 2b2 + (1− 3b2)(g′b)

2) + 3b4(g′b)
2] + w0wb(1− b2 + (1− 3b2)(g′b)

2)}
(−ξwb − bg′b

√
wb)−Hgb(1− b2)w2

0(wb)
5
2 = 0, H = cte, (2.19)

onde ξ = ±1, w0 = 1 + (g′b)
2 e wb = 1− b2 + (g′b)

2. (2.20)

Para provar o Teorema 2.3 precisamos do seguinte lema.

Lema 2.4. Seja ϕ : M2 → (V 3, Fb) uma imersão dada por ϕ(t, θ) = (gb(t)cosθ, gb(t)senθ, t) ,

gb(t) 6= 0 ∀ t . Então (omitindo o ı́ndice b na notação de gb) valem as seguintes igualdades ,

∂C

∂zi
ε

N i
ξ =

πξδε1g√
w0
√

wb

[−ξg′ + Z] ; (2.21)

∂C

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
=

πξg′√
w0

δε1(gg′′ + w0); (2.22)

∂E

∂zi
ε

N i
ξ =

2b2g2

√
wb

δε1Z; (2.23)

∂E

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
= 2b2gg′δε1; (2.24)

∂2E

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη
= 2b2g(δi32g

′ − δi1cosθ − δi2senθ), (2.25)

onde C, E, e A são dados em (1.33), (1.38), e (1.18) respectivamente, π = sinal(g) é o

sinal de g e Z é dado por

Z =
−b
√

wb + ξg′

1− b2
. (2.26)
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Prova .

Tendo em vista que zi
ε = ∂ϕi

∂xε , e considerando x1 = t e x2 = θ, em termos da

imersão ϕ temos que,

zi
ε = δε1(δi1z

1
1 + δi2z

2
1 + δi3z

3
1) + δε2(δi1z

1
2 + δi2z

2
2 + δi3z

3
2)

= δε1(δi1g
′(t)cosθ + δi2g

′(t)senθ + δi3) (2.27)

+δε2(−δi1g(t)senθ + δi2g(t)cosθ).

Utilizando esta mesma notação escreveremos a derivada segunda das coorde-

nadas da imersão,

∂2ϕj

∂xε∂xη
= (δε1δη2 + δε2δη1)g

′(t)(−δj1senθ + δj2cosθ)

+(δε1δη1g
′′(t)− δε2δη2g(t))(δj1cosθ + δj2senθ). (2.28)

Observe que, pelas expressões (2.27) e (2.28) temos

z3
ε = δε1 e

∂ϕ3

∂xε∂xη
= 0, ∀ ε, η. (2.29)

Deste ponto em diante omitiremos o parâmetro t sempre que não houver pos-

sibilidade de ambiguidade. Temos ainda de (1.18), (1.33), (1.38) e usando (2.27) e (2.29),

que

A =


 1 + (g′)2 0

0 g2


 , (2.30)

C = |g|
√

1 + (g′)2, (2.31)

E = b2g2. (2.32)

Temos de (1.50) que,
∂C

∂zi
ε

=
1

C

∑

l 6=i

(zi
1z

l
2 − zi

2z
l
1)(δε1z

l
2 − δε2z

l
1).

Segue portanto de (2.27) que ∀ 1 ≤ i ≤ 3 e ε = 1, 2 temos

∂C

∂zi
ε

=
π√

1 + (g′)2

{
δε1g[g′(δi1cosθ + δi2senθ) + δi3]

+δε2(1 + (g′)2)(−δi1senθ + δi2cosθ)

}
, (2.33)
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onde π = sinal(g).

Vamos reescrever as componentes do vetor normal Nξ dado em (2.9) da seguinte forma,

N i
ξ =

1√
wb

(−δi1ξcosθ − δi2ξsenθ + δi3Z), (2.34)

onde Z e wb são dados em (2.26) e (2.20), respectivamente .

Multiplicando (2.33) por (2.34) e somando em i, obtemos com a notação (2.20)

∂C

∂zi
ε

N i
ξ =

π√
wo
√

wb

{δε1g[g′(δi1cosθ + δi2senθ) + δi3]

+δε2w0(−δi1senθ + δi2cosθ)}(−ξδi1cosθ − ξδi2senθ + δi3Z), ∀ε.

Portanto,

∂C

∂zi
ε

N i
ξ =

πξδε1g√
wo
√

wb

(−ξg′ + Z), ∀ε,

o que prova a equação (2.21).

Segue-se de (2.33) e (2.28) e somando em j e η que

∂C

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
=

πξ√
w0

{δη1g[g′(δj1cosθ + δj2senθ) + δj3] + δη2w0(−δj1senθ

+δj2cosθ)}[(δε1δη2 + δε2δη1)g
′(−δj1senθ + δj2cosθ)

+(δε1δη1g
′′ − δε2δη2g)(δj1cosθ + δj2senθ)]

=
πξg′√

w0

δε1(gg′′ + w0), ∀ε,

isto prova a equação (2.22).

Segue de (1.38) que as derivadas de E são dadas pela expressão

∂E

∂zi
ε

= 2b2g[δε1δi3g − δε2δi1senθ + δε2δi2cosθ], ∀ε. (2.35)

Multiplicando 2.35 por N i
ξ e somando em i, obtemos

∂E

∂zi
ε

N i
ξ =

2b2g√
wb

[δε1δi3g − δε2δi1senθ + δε2δi2cosθ](−ξδi1cosθ − ξδi2senθ + δi3Z)

=
2b2g2

√
wb

(δε1Z), ∀ε,
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o que prova a equação 2.23.

Substituindo i por j e ε por η na equação (2.35), multiplicando por (2.28) e

somando em j e η obtemos que

∂E

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
= 2b2g[δη1δj3g − δη2δj1senθ + δη2δj2cosθ]{(δε1δη2 + δε2δη1)g

′(−δj1senθ + δj2cosθ)

+(δε1δη1g
′′ − δε2δη2g)(δj1cosθ + δj2senθ)}

= 2δε1b
2gg′, ∀ε,

isso prova a equação (2.24) .

Temos de (1.53) que para uma imersão qualquer, as derivadas segundas de E são

dadas por

∂2E

∂zj
η∂zi

ε

= 2b2[δj3δηeε(−1)eε+τzi
eτz

3
τ + z3

eε ((−1)eε+eηδjiz
3
eη + (−1)eε+ηδj3z

i
eη)

+δi3

3∑

k=1

(−1)ε+ηδj3z
k
eηzk
eε + δi3(−1)ε+eηz3

eηz
j
eε + δi3(−1)ε+τδηeεz3

τz
j
eτ ].

Portanto, para nossa imersão ϕ(t, θ) usando (2.27), a expressão anterior torna-se

∂2E

∂zi
ε∂zj

η

= 2b2

[
δj3δηeε(−1)1+eεg(−δi1senθ + δi2cosθ) + δeε1((−1)1+eηδjiδeη1 + (−1)1+ηδj3z

i
eη)

+δi3

(
3∑

k=1

(−1)η+εδj3z
k
eηzk
eε + (−1)ε+eηδeη1[δj1(δeε1g′cosθ − δeε2gsenθ) (2.36)

+δj2(δeε1g′senθ + δeε2gcosθ)] + (−1)ε+1gδηeε(−δj1senθ + δj2cosθ)

)]
.

Multiplicando (2.36) por (2.28) e somando em ε, η e j obtemos

∂2E

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη
= 2b2{δε2(−1)1+eηδijδη2 + δi3(−1)ε+eη[δη2(δj1(δε2g

′cosθ + δε1gsenθ)

+δj2(δε2g
′senθ + δε1gcosθ)) + (−1)1+εgδeεη(−δj1senθ

+δj2cosθ)]} {(δε1δη2 + δε2δη1)g
′(t)(−δj1senθ + δj2cosθ)

+(δε1δη1g
′′(t)− δε2δη2g(t))(δj1cosθ + δj2senθ)}

= δi34b
2gg′ − δi12b

2gcosθ − δi22b
2gsenθ

= 2b2g(δi32g
′ − δi1cosθ − δi2senθ), (2.37)

o que prova (2.25). Isto encerra a prova do Lema 2.4.
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Lema 2.5. Seja ϕ : M2 → (V 3, Fb) uma imersão nas condições do Lema 2.4, Então,

∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =
2g√

wb(1− b2)

[
ξ(1−b2)(1−gg′′)+ξ(g′)2(1+b2)−2bg′

√
wb

]
, (2.38)

onde A é dada em (2.30) eN i
ξ é dado em (2.34).

Prova: Temos de (1.51) que

∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

=
∑

l 6=i

{δε1(δη1δji(z
l
2)

2 + 2zi
1δη2δjlz

l
2) + δε2(δη2δji(z

l
1)

2 + 2zi
2δη1δjlz

l
1)

−δε1[δη2δijz
l
1z

l
2 + zi

2(δη1δjlz
l
2 + δη2δjlz

l
1)]− δε2[δη1δjiz

l
1z

l
2

+zi
1(z

l
2δη1δjl + zl

1δη2δjl)]}.

Calcularemos separadamente cada uma das parcelas da expressão anterior, mas,

antes devemos observar que omitiremos o cálculo das parcelas envolvendo δj3, uma vez que

as mesmas serão multiplicadas por zeros quando efetuarmos o produto ∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη , pois

temos de (2.29) que ∂2ϕ3

∂xε∂xη se anula para todo ε, η.

Segue da expressão de zi
ε = ∂ϕi

∂xε dada em (2.27) que ∀ i, j; 1 ≤ i, j ≤ 3

∑

l 6=i

δij(z
l
2)

2 = δi1δj1((z
2
2)

2 + (z3
2)

2) + δi2δj2((z
1
2)

2 + (z3
2)

2) + δi3δj3((z
1
2)

2 + (z2
2)

2)

= g2(δi1δj1cos
2θ + δi2δj2sen

2θ) + R1(δj3). (2.39)

Também,
∑

l 6=i

δij(z
l
1)

2 = δi1δj1((z
2
1)

2 + (z3
1)

2) + δi2δj2((z
1
1)

2 + (z3
1)

2) + δi3δj3((z
1
1)

2 + (z2
1)

2)

= (g′)2(δi1δj1sen
2θ + δi2δj2cos

2θ) + (δi1δj1 + δi2δj2) + R2(δj3). (2.40)

Temos ainda que,
∑

l 6=i

δjlz
i
1z

l
2 = δi1z

1
1(δj2z

2
2) + δj3z

3
2) + δi2z

2
1(δj1z

1
2) + δj3z

3
2) + δi3z

3
1(δj1z

1
2) + δj2z

2
2),

= g[g′(δi1δj2cos
2θ − δi2δj1sen

2θ) + δi3(−δj1senθ + δj2cosθ)] (2.41)

+R3(δj3).
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Análogamente,

−
∑

l 6=i

δjlz
i
2z

l
1 = −[δi1z

1
2(δj2z

2
1) + δj3z

3
1) + δi2z

2
2(δj1z

1
1) + δj3z

3
1) + δi3z

3
2(δj1z

1
1) + δj2z

2
1)],

= −gg′(−δi1δj2sen
2θ + δi2δj1cos

2θ) + R4(δj3). (2.42)

Análogamente,

−
∑

l 6=i

δijz
l
1z

l
2 = −[δi1δj1(z

2
1z

2
2 + z3

1z
3
2) + δi2δj2(z

1
1z

1
2 + z3

1z
3
2) + δi3δj3(z

1
1z

1
2 + z2

1z
2
2)],

= −gg′senθcosθ(δi1δj1 − δi2δj2) + R5(δj3). (2.43)

Temos ainda,

∑

l 6=i

δjlz
i
1z

l
1 = δi1(δj2z

1
1z

2
1 + δj3z

1
1z

3
1) + δi2z

2
1(δj1z

1
1 + δj3z

3
1) + δi3z

3
1(δj1z

1
1 + δj2z

2
1),

= (g′)2senθcosθ(δi1δj2 + δi2δj1) + g′δi3(δj1cosθ + δj2senθ) (2.44)

+R6(δj3).

E finalmente,

−
∑

l 6=i

δjlz
i
2z

l
2 = −[δi1z

1
2(δj2z

2
2 + δj3z

3
2) + δi2z

2
2(δj1z

1
2 + δj3z

3
2) + δi3z

3
2

∑

l 6=i

δjlz
l
2].

= g2[(δi1δj2 + δi2δj1)senθcosθ] + R7(δj3). (2.45)

Segue portanto de (2.39) a (2.45) que,

∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

= δε1{δη1[g
2(δi1δj1cos

2θ + δi2δj2sen
2θ) + (δi1δj2 + δi2δj1)g

2senθcosθ]

+δη2[2g(g′(δi1δj2cos
2θ − δi2δj1sen

2θ) + δi3(−δj1senθ + δj2cosθ))

−gg′senθcosθ(δi1δj1 − δi2δj2)− gg′(−δi1δj2sen
2θ + δi2δj1cos

2θ)]} (2.46)

+δε2{δη1[−gg′senθcosθ(δi1δj1 − δi2δj2) + 2gg′(−δi1δj2sen
2θ

+δi2δj1cos
2θ)− g[g′(δi1δj2cos

2θ − δi2δj1sen
2θ) + δi3(−δj1senθ + δj2cosθ)]]

+δη2[−g′senθcosθ[g′(δj1δi1 − δi2δj1) + δi3(δj1cosθ + δj2senθ)]

+(δi1δj1(1 + (g′)2sen2θ) + δi2δj2(1 + (g′)2cos2θ))]}+ R(δj3).
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Multiplicando a equação (2.46) pelas expressões
∂2ϕj

∂xε∂xη
e N i

ξ dadas em (2.28) e (2.34)

respectivamente e somando em todos os ı́ndices, obtemos

∂2detA

∂zi
ε∂zj

η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =
2g√

wb(1− b2)

[
ξ(1− b2)(1− gg′′) + ξ(g′)2(1 + b2)− 2bg′

√
wb

]
,

o que prova o Lema 2.5.

¥

A seguir, utilizaremos os Lemas 2.4 e 2.5 como auxiliares na prova do Teorema

2.3.

Prova do Teorema 2.3.

Para a prova do teorema, tendo em vista a equação (1.37) (Teorema 1.23) vamos

obter as seguintes igualdades,

(i)
∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =
gg′b

(1− b2)w0
√

wb

[(gg′′ + w0)(ξbg
′ −√wb)] ;

(ii)
∂E

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =
4b4g3g′√
wb(1− b2)

(−b
√

wb + ξg′) ;

(iii) (
∂C

∂zi
ε

∂E

∂zj
η

+
∂C

∂zj
η

∂E

∂zi
ε

)
∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ = π
2b2g2g′

(1− b2)
√

wb
√

w0

[
g′(w0 + gg′′ + b2)− bξ

√
wb(1 + g′′ + w0)

]
;

(iv)
∂2E

∂zj
η∂zi

ε

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =
2b2g√

wb(1− b2)

[
ξ(1 + 2(g′)2 − b2)− 2bg′

√
wb

]
.

Temos de (2.21), (2.22) que

∂C

∂zi
ε

∂C

∂zj
η

∂2ϕj

∂xε∂xη
N i

ξ =

[
πξδε1g√
w0
√

wb

(−ξg′ + Z)

] [
πξg′√

w0

δε1(gg′′ + w0)

]
, (2.47)

logo, um simples cálculo algébrico usando (2.26) nos dá o item (i) (vale lembrar que π2 = 1).

O item (ii) segue direto do produto de (2.23) por (2.24) usando (2.26). O item

(iii) segue direto das equações (2.21), (2.24), (2.22) e (2.23). E finalmente, para provar o

item (iv) basta multiplicar a equação (2.25) por N i
ξ , dada em (2.34).
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É fácil verificar, por simples cálculo algébrico, que os coeficientes que aparecem

na equação (2.19) do Teorema 2.3 são dados pelas seguintes igualdades,

12E2 − (2E + C2)2

C(C2 − E)
=

πg(8b4 − 4b2w0 − w2
0)√

w0wb

, (2.48)

3C

2
=

3|g|
2

√
w0, (2.49)

−3

2

(
2E − C2

C2 − E

)
= −3

2

(
2b2 − w0

wb

)
, (2.50)

3C

4(C2 − E)
= π

3

4

√
w0

g
√

wb

, (2.51)

2E + C2

2C
= πg

(2b2 + w0)

2
√

w0

, (2.52)

1

C(C2 − E)
=

1

g3
√

w0wb

, (2.53)

onde π = g
|g| = sinal(g) e C, E são dados respectivamente pelas equações (2.31) e (2.32).

Substituindo em (1.37) as igualdades (i) a (iv), (2.38) e (2.48) a (2.48), obtemos

H =
1

|g|g2
√

w0wb

{
πg(8b4 − 4b2w0 − w2

0)√
w0wb

[
gg′b

(1− b2)w0
√

wb

[(gg′′ + w0)(ξbg
′ −√wb)]

]

−3|g|
2

√
w0

2b2g√
wb(1− b2)

[
ξ(1 + 2(g′)2 − b2)− 2bg′

√
wb

] −

−3

2

(
2b2 − w0

wb

)
π

2b2g2g′

(1− b2)
√

wb
√

w0

[
g′(w0 + gg′′ + b2)− bξ

√
wb(1 + g′′ + w0)

]
+

+π
3

4

√
w0

g
√

wb

[
4b4g3g′√
wb(1− b2)

(−b
√

wb + ξg′)
]

+

(
πg(1 + 2b2 + (g′)2)

2
√

w0

)
2g√

wb(1− b2)

[
ξ(1− b2)(1− gg′′) + ξ(g′)2(1 + b2) −

−2bg′
√

wb

]}
.

Efetuando as devidas simplificações na última expressão e usando o fato que π g
|g| = π2 = 1,

obtemos

{−gg′′[wb(1 + 2b2 + (1− 3b2)(g′)2) + 3b4(g′)2] + w0wb(1− b2 + (1− 3b2)(g′)2)}
(−ξwb − bg′

√
wb)−Hgb(1− b2)w2

0(wb)
5
2 = 0, H = cte,

o que prova o Teorema 2.3.

¥
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Segue do Teorema 2.3 (mais precisamente da equação (2.19)) que temos duas

equações distintas, dependendo da escolha de ξ, em contraste ao caso euclidiano ( obtido ao

fazer b = 0), quando temos uma única equação.
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[35] Thomas, E.L., Anderson, D.M., Henkee,C.S., Hoffman, D.: Periodic área minimizing
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CAPÍTULO 3

Apêndice

3.1 Teoremas e resultados clássicos

Definição 3.1. Se F : U ⊂ R3 → R é uma função diferenciável então a ∈ F (U) é um

valor regular de F se, e somente se, Fx1 , Fx2 e Fx3 não se anulam simultaneamente em

qualquer ponto da imagem inversa

F−1(a) = {(x1, x2, x3) ∈ U : F (x1, x2, x3) = a} .

Proposição 3.2. Se F : U ⊂ R3 → R é uma função diferenciável e a ∈ F (U) é um valor

regular de F então F−1(a) é uma superfı́cie regular em R3 .

A demonstração pode ser encontrada em [12].

Teorema 3.3. (Teorema da Função Implı́cita - caso especial) Seja F : Rn+1 → R uma

função de classe C1. Um ponto do Rn+1 será denotado por (x, z), onde x ∈ Rn e z ∈ R.

Suponha que F (x0, z0) = 0 e ∂F
∂z

(x0, z0) = 0 . Então, existe uma bola aberta B ⊂ Rn

contendo x0 e uma vizinhança V de z0 tal que z = g(x), para uma única função g de classe

50
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C1 em B e que satisfaz F (x, g(x)) = 0 . Além disso,
∂g

∂xi

=
− ∂F

∂xi

∂F
∂z

, i = 1, 2, ..., n .

A demonstração pode ser encontrada em [27].

Teorema 3.4. (Teorema do Valor Médio de Cauchy) Suponha que as funções f e g sejam

contı́nuas em [a, b] e diferenciáveis em (a, b) e g′(x) 6= 0 para todo x em (a, b). Então existe

um número c ∈ (a, b) tal que

f ′(c)
g′(c)

=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

3.2 Preliminares de equações diferenciais ordinárias

3.2.1 Linearização e estabilidade

Neste apêndice introduzimos alguns conceitos de EDO os quais devem facilitar o entendi-

mento do terceiro capı́tulo. A teoria qualitativa de equações diferenciais foi criada por

Henry-Poincaré (1854-1912) em um dos muitos extraordinários artigos publicados entre

1880 e 1886. Poincaré foi pioneiro no uso de séries assintóticas, uma das mais poderosas fer-

ramentas da matemática aplicada contemporânea. Entre outras coisas ele utilizou expansões

assintóticas para obter soluções em torno de pontos singulares irregulares, extendendo tra-

balhos de Fuchs e Frobenius.

Um sistema de equações diferenciais ordinárias é dito autônomo se suas derivadas

não dependem explicitamente do tempo, e não autônomo se suas derivadas dependem ex-

plicitamente do tempo.

Considere o sistema não linear, autônomo

Ẋ = A(X) + h(X), (3.1)

onde A é não singular, i.é, det A 6= 0.

Seja Ẋ = (ẋ, ẏ) tal que

ẋ = F (x, y), ẏ = G(x, y). (3.2)
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Pontos onde ẋ = F (x, y) = 0 e ẏ = G(x, y) = 0 são denominados pon-

tos crı́ticos. Esses pontos correspondem a soluções constantes as quais são denominadas

soluções de equilı́brio. Pontos (x0, y0) que não são crı́ticos são denominados pontos or-

dinários.

Se em (3.1)

lim
X→0

‖h(X)‖
‖X‖ = 0, (3.3)

então (3.2) é denominado um sistema quase-linear na vizinhança do ponto crı́tico.

A condição (3.3) significa que h(X) é pequeno, e, consequentemente ‖h‖ é pe-

queno em relação a ‖X‖ perto da origem.

Para verificar se um sistema do tipo (3.2) é quase linear na vizinhança de um

ponto crı́tico basta constatar que F e G possuem derivadas parciais contı́nuas de pelo menos

ordem dois.

De fato, usando a expansão em série de Taylor em torno do ponto (x0, y0), pode-

mos reescrever F e G da seguinte forma,

F (x, y) = F (x0, y0) + Fx(x0, y0)(x− x0) + Fy(x0, y0)(y − y0) + r1(x, y),

G(x, y) = G(x0, y0) + Gx(x0, y0)(x− x0) + Gy(x0, y0)(y − y0) + r2(x, y),

onde ri(x,y)√
(x−x0)2+(y−y0)2

→ 0 quando (x, y) → (x0, y0), i = 1, 2.

Usando o fato que nos pontos crı́ticos F (x, y) = G(x, y) = 0 e dx
dt

= d(x−x0)
dt

e dy
dt

=
d(y−y0)

dt
, reduzimos o sistema (3.2) à forma,

d

dt


 x− x0

y − y0


 =


 Fx(x0, y0) Fy(x0, y0)

Gx(x0, y0) Gy(x0, y0)





 x− x0

y − y0


 +


 r1(x, y)

r2(x, y)


 . (3.4)

Se F e G são duas vezes diferenciáveis então o sistema (3.2) é quase linear, isto é, satisfaz

(3.3). Uma consequência direta de (3.4) é que o sistema linear que aproxima o sistema não

linear (3.2) é dado pela parte linear de (3.4), isto é,

d

dt


 u1

u2


 = A


 u1

u2


 , (3.5)
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onde u1 = x− x0, u2 = y − y0 e

A =


 Fx(x0, y0) Fy(x0, y0)

Gx(x0, y0) Gy(x0, y0)


 (3.6)

A garantia de que um sistema linear aproxima um sistema não linear localmente linerizado

é dada mais adiante pelo Teorema 3.5, cuja demonstração pode ser encontrada em [15].

Em qualquer instante t podemos olhar o vetor solução de um sistema do tipo

(3.2) como um ponto no espaço. O ponto representando a solução é geralmente chamado

o estado do sistema, ou simplesmente estado. A totalidade de todos os possı́veis estados,

correspondentes a todas as condições iniciais para todo parâmetro t sob consideração, é

denominado espaço estado. Em duas dimensões este espaço é simplesmente um plano. No

caso especial em que a equação dada pode ser escrita na forma do sistema,

ẋ1 = x2 ; ẋ2 = G(x1, x2) ,

o estado fase é denominado o plano fase . Um caminho integral ou trajetória é uma solução

(x(t), y(t)) de (3.2) no plano-(x, y) (ou plano fase). Assim as trajetórias são curvas definidas

em termos do parâmetro t e representam o caminho percorrido pelos pontos estado.

O declive de um caminho integral é dado por

dy

dx
=

dy

dt
/
dx

dt
=

ẏ

ẋ
=

F (x, y)

G(x, y)
.

Este declive é únicamente definido em todos os pontos x = x0 e y = y0 não nulos (pontos

ordinários). Do fato que a solução passando por um tal ponto existe e é única obtemos que

caminhos integrais não podem se cruzar em pontos ordinários.

Seja,

Ψ(x, y) =
dy

dx
=

F (x, y)

G(x, y)
.

A curva Ψ(x, y) = c, para um c fixo é denominada uma isóclina, a qual é o lugar geométrico

dos pontos estado para os quais o declive das trajetórias é sempre o mesmo .

Um ponto de equilı́brio é denominado hiperbólico se a parte real dos autovalores

da matriz associada à linearização é não nula. Ao conjunto das trajetórias no plano-(x, y)

denomina-se retrato de fase. Em um sistema não linear o comportamento das trajetórias na
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vizinhança de um ponto de equilı́brio é determinado através da análise dos autovalores da

matriz jacobiana associada à linearização (3.6) neste ponto.

Teorema 3.5. (Hartman-Grobman) Se X é um ponto de equilı́brio hiperbólico de um sistema

de enésima ordem Ẋ = f(X), então existe um homeomorfismo de Rn em Rn definido em

uma vizinhança de X que mapeia trajetórias de um sistema não linear em trajetórias do

mesmo sistema localmente linearizado.

Seja X(t) uma solução de Ẋ = f(X), então, sem muito rigor podemos dizer

que X(t) é estável se soluções começando perto de X(t) em um dado tempo, permanecem

perto de X(t) para qualquer tempo posterior. E X(t) é assintoticamente estável se soluções

próximas a X(t) convergem para X(t) quando t tende para infinito. Neste último caso os

pontos crı́ticos são denominados pontos espirais ou focos. A seguir daremos uma definição

formal.

Definição 3.6. (Estabilidade de Liapunov) X(t) é dita ser estável (ou Liapunov estável) se,

dado ε > 0 tal que, para qualquer outra solução Z(t), de Ẋ = f(X) satisfazendo |X(t0) −
Z(t0)| < δ, então |X(t)− Z(t)| < ε, para todo t > t0, t0 ∈ R.

Definição 3.7. (Estabilidade assintótica) X(t) é dita ser assintóticamente estável se é

Liapunov estável e existe uma constante c > 0 tal que, se |X(t0) − Z(t0)| < c, então

limt→∞ |X(t)− Z(t)| = 0, para todo t > t0, t0 ∈ R.

O teorema a seguir será muito útil no capı́tulo 3 e sua demonstração pode ser

encontrada em [37], pg 10-12.

Teorema 3.8. Seja A a matriz jacobiana associada à linearização do sistema não linear

Ẋ = f(X). Suponha que todos os autovalores de A sejam complexos com a parte real

negativa. Então a solução de equilı́brio X = X de Ẋ = f(X) é assintóticamente estável.

O sistema (3.2) define um campo de vetores (ou de direções) no plano-(x, y)

(ou plano fase). As direções são tangentes às trajetórias e apontam na direção que o tempo

cresce.

Considere o sistema de quações diferenciais

ẋ = M(x, y)

ẏ = N(x, y).
(3.7)
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Seja V uma função definida em algum domı́nio D contendo a origem. V é dita positiva

definida sobre D se V (0, 0) = 0 e V (x, y) > 0 para todo (x, y) ∈ D. Queremos que a

função V seja tal que

V̇ (x, y) = Vx(x, y)M(x, y) + Vy(x, y)N(x, y) , (3.8)

onde M e N são dadas em (3.7). V̇ (x, y) pode ser identificada com o raio de mudança

da função V ao longo da trajetória do sistema (3.7) passando pelo ponto (x, y). Isto é, se

x = X(t) e y = Y (t) é uma solução do sistema (3.7), então

dV (X(T ), Y (t))

dt
= Vx(X(t), Y (t))

dX(t)

dt
+ Vy(X(t), Y (t))

dY (t)

dt
= Vx(x, y)M(x, y) + Vy(x, y)N(x, y)

= V̇ (x, y).

Uma tal função V é denominada função de Liapunov.

Teorema 3.9. (Liapunov) Considere um sistema de EDO como em (3.7). Seja x um ponto

de equilı́brio de (3.7) e V : D → R uma função C1 definida em alguma vizinhança D de

(x, y) tal que

i) V (x, y) = 0 e V (x, y) > 0 se (x, y) 6= (x, y).

ii) V̇ (x, y) ≤ 0 em D\{(x, y)}, então (x, y) é estável.

Além disso se,

iii) V̇ (x, y) < 0 em D\{(x, y)}, então (x, y) é assintoticamente estável.

A demonstração pode ser encontrada em [37].

Definição 3.10. Um conjunto G é dito positivamente invariante (negativamente invariante)

com respeito ao sistema 3.7, se as trajetórias através de x0 ∈ G em t = 0, permanecem em

G para todo t ≥ 0 (t ≤ 0).

Definição 3.11. Um conjunto G é dito invariante se é ao mesmo tempo positivamente in-

variante e negativamente invariante.
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Observe que pela definição 3.11 todo ponto crı́tico (ou de equilı́brio) é invariante.

Os conjunto de pontos de uma órbita periódica é também invariante.

Seja R um subconjunto aberto de R e G um subconjunto de R, o qual contém as

soluções do sistema (3.7). Para R e G nestas condições temos o seguinte teorema.

Teorema 3.12. (Liapunov-La Salle) Seja V (x) uma função escalar com derivadas parciais

contı́nuas. Seja G uma componente da região V (x) < l. Assuma que G é limitado e que no

interior de G ocorra V̇ (x) ≤ 0. Seja E o conjunto de todos os pontos no interior de G tais

que V̇ (x) = 0, e seja I o maior conjunto invariante em E. Então qualquer solução x(t) em

G tende para I quando t tende ao infinito.

Para a demonstração veja [22] (pg. 58,59).

3.2.2 Séries de Taylor

Se uma função y(t) tem uma série de Taylor convergente y(t) =
∑

an(t− t0)
n em algum in-

tervalo em torno de t = t0, então y(t) é dita ser analı́tica em t0. Desde que todas as derivadas

de uma função analı́tica existem, as derivadas y′ e y′′ podem ser obtidas diferenciando a série

termo a termo, produzindo séries com o mesmo raio de convergência que a série em y. De-

screveremos a seguir o processo para se obter y utilizando a série de Taylor, o qual aplicamos

no capı́tulo 3 utilizando recursos computacionais.

A solução do problema de Cauchy

y′′ = f(t, y, y′); y(t0) = y0; y
′(t0) = y1, (3.9)

pode ser escrita na forma de uma série de Taylor em torno de (t− t0) de maneira que

y(t) = y(t0) + y′(t0)(t− t0) +
y′′(t0)(t− t0)

2

2!
+

y′′′(t0)(t− t0)
3

3!
+ · · · . (3.10)

Os dois primeiros coeficientes de (3.10) são determinados pelas condições iniciais dadas em

(3.9). O valor das derivadas subsequentes de y no ponto t = t0 é determinado diferenciando

sucessivamente a equação (3.10) levando em conta as condições iniciais. Em particular

fazendo t = t0 em (3.9) e substituindo as condições iniciais obtemos

y′′(t0) = f(t0, y0, y1) . (3.11)
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Diferenciando (3.9), obtemos

y′′′ = ft(t, y, y′) + fy(t, y, y′)y′ + f ′y(t, y, y′)y′′ . (3.12)

Substituindo em (3.12) t = t0, as condições iniciais e o valor de y′′ encontrado em (3.11)

obtemos o valor da terceira derivada no ponto t = t0

y′′′(t0) = ft(t0, y0, y1) + fy(t0, y0, y1)y1 + f(t0, y0, y1)f
′
y(t0, y0, y1).

Prosseguindo desta forma encontramos as demais derivadas de y no ponto t = t0 e substituindo-

as em (3.10) obtemos a desejada aproximação na vizinhança do ponto t = t0. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [25] .


