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Resumo

O presente trabalho de investigação tem como tema o Teorema de Bernstein.

Buscou-se como objetivo demonstrar de formas diferentes o Teorema de Bernstein,

já que este teorema é um resultado muito extraordinário, pois levando em conta a

multiplicidade de soluções que possui a equação de Lagrange, é realmente instigante

que o mero fato da solução estar definida para todo (x, y) exclua todas as soluções

menos a solução trivial. Far-se-á também a demonstração para o Teorema de do

Carmo-Peng e Fischer Colbrie-Schoen.

Palavras-chaves: Teorema de Bernstein, Teorema de do Carmo-Peng e Fischer

Colbrie-Schoen.



Abstract

In this dissertation. We give three different proofs of the Bernstein theorem and

a proof of the theorem of do Carmo-Peng and Fischer Colbrie-Schoen.

Key Words: Bernstein Theorem, Theorem of do Carmo-Peng and Fischer

Colbrie-Schoen.



Introdução

A questão das superfícies mínimas, esta relacionada com um problema proposto
por Lagrange [La], em 1760, quando o mesmo considerou o problema de encon-
trar uma superfície de área mínima cuja fronteira é uma curva fechada sem auto-
interseções. Apezar de ter levantado esta questão Lagrange não conseguiu demons-
trar a existência de outra superfície mínima a não ser o plano. Para uma superfície
ser mínima é necessário que a mesma tenha curvatura média identicamente nula,
e obter superfíces com esta propriedade não é algo muito fácil. Note que para o
caso de superfícies que são gráficos z = f(x, y) de funções diferenciáveis, a condição
H = 0 é equivalente à equação

(1 + q2)r − 2pqs + (1 + p2)t = 0, (1)

onde q = fy, p = fx, r = fxx, s = fxy e t = fyy. Desta forma, achar uma superfície
mínima na forma acima é achar uma função f(x, y) que satisfaz (1).

Só depois de dezesseis anos de Lagrange ter descobrido a equação (1), Meusnier
[M] mostrou que ela era equivalente ao fato que K1 + K2 = 0 (onde K1 e K2

são as curvaturas principais), e obteve duas soluções não triviais desta equação,
descobrindo assim o catenóide e o helicóide como novas superfícies mínimas. E em
1835, Scherk [Sc] obteve outra superfície mínima, ficando a mesma conhecida como
Superfície de Scherk.

Scherk provou também que o helicóide e o catenóide descobertos por Meusnier,
são apenas dois elementos de uma família de superfícies mínimas, através da qual
poder-se-á deformar continuamente o catenóide menos um meridiano em uma volta
completa do helicóide. Esta deformação é isométrica, isto é, os comprimentos das
curvas são preservadas ao longo da deformação. Além disto, a imagem esférica
de um domínio também é preservada. Um pouco mais tarde por volta de 1864, foi
descoberta outra superfície mínima, conhecida como a superfície de Enneper [E], que
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possuem propriedades interessantes pois as funções que a representam só envolvem
somas e produtos.

Em 1916, S. Bernstein demonstrou o seguinte resultado. Se uma superfície mí-
nima é um gráfico completo, então ela é um plano. Em outras palavras, se f(x, y)

é uma solução da equação de Lagrange dada em (1) definida em todo plano (x, y)

então f é linear. Por volta de 1960, R. Osserman, mostrou que se dada uma su-
perfície mínima completa, e sendo N a sua aplicação normal e supondo que exista
um domínio aberto de S2(1) que não está contido em N(S), então S é um plano.
Implicando assim, no Teorema de Bernstein.

Em agosto de 1978, em uma Conferência, Manfredo do Carmo propôs a seguinte
questão: "Será que toda superfície mínima completa e estável é um plano"?. No
mesmo ano, em colaboração com Alexandre M. da Silveira, demonstraram um caso
particular, e em 1979, o problema foi resolvido, em conjunto com C. K. Peng [CP]
e independentemente por Fischer Colbrie-Schoen [FS].

Neste trabalho, far-se-á demonstrações para o teorema de Bernstein, já que este
teorema é um resultado muito extraordinário, pois levando em conta a multiplicidade
de soluções que possui a equação de Lagrange, é realmente instigante que o mero
fato da solução estar definida para todo (x, y) exclua todas as soluções exceto a
solução trivial. Demonstrar-se-á também o Teorema de do Carmo-Peng e Fischer
Colbrie-Schoen.
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