
Resumo

Os fenômenos oscilatórios da natureza podem ser estudados por modelos matemáticos.

Neste trabalho estudamos a dinâmica de um oscilador do tipo Liénard, que modela o

comportamento das pregas vocais durante a fonação utilizando a teoria qualitativa das

equações diferenciais. Estudamos o número de Lyapunov e a bifurcação de Andronov-

Hopf para o caso bidimensional sobre a geração de um ciclo limite quando variamos um

parâmetro do sistema. Verificamos que a oscilação é produzida com valores fisiológicos

realistas para os parâmetros. Ela é gerada através de uma bifurcação de Andronov-

Hopf, a qual pode assumir as formas supercŕıtica e subcŕıtica. Ilustramos os resultados

encontrados fazendo uma análise numérica com retratos de fase e diagramas de bifurcação.

Palavras Chaves: Bifurcação de Andronov-Hopf, número de Lyapunov, ciclo limite,

pregas vocais, equação de Liénard.
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Abstract

Oscillatory phenomena in nature may be studied by mathematical models. In this

work, we explore the dynamics of an oscillator of the Liénard type, which models the be-

havior of the vocal folds at phonation, using the qualitative theory of differential equations.

We study the Lyapunov number and the Andronov-Hopf bifurcation for the bidimensional

case, about the generation of a limit cycle when a system’s parameter is varied. We verify

that the oscillation is produced with realistic physiological values for the parameters. It

is generated through an Andronov-Hopf bifurcation, which can assume supercritical and

subcritical forms. We illustrate the results by a numerical analysis with phase portraits

and bifurcation diagrams.

Key-words: Andronov-Hopf bifurcation, Lyapunov number, limit cycle, vocal fold,

Liénard equation.
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Introdução

Os fenômenos oscilatórios da natureza podem ser estudados por modelos matemáticos,

pois as oscilações encontradas na biologia, na fisiologia e em outros áreas da ciência estão

associadas a soluções peŕıodicas de equações matemáticas [28].

Há mais de 100 anos o cientista e matemático francês J.H.Poincaré foi o precursor

do estudo da moderna dinâmica não linear, criando as ferramentas para a análise desses

fenômenos.

Em 1952, os fisiologistas britânicos A.L.Huxley e A.F.Hodgkin elaboraram um modelo

[6] baseado em equações diferenciais para estudar o comportamento oscilatório do axônio

de uma lula gigante. Este trabalho despertou o interesse dos matemáticos para estudar os

osciladores biológicos e fisiológicos utilizando a teoria dos sistemas dinâmicos não-lineares.

Em 1968, J.L FLanagan propôs um modelo matemático [18] que analisava o com-

portamento das pregas vocais quando o ar proveniente dos pulmões passava pela glote

durante a fonação. Com um modelo do tipo massa-mola-amortecedor, iniciou o estudo do

movimento oscilatório das pregas vocais durante o processo de fonação. Depois do estudo

pioneiro de Flanagam tivemos uma variedade de modelos matemáticos para analisar esse

comportamento oscilatório. Modelo com duas massas [26], um modelo de três massas [14],

modelos cont́ınuos [15] e modelos que prevêem um comportamento caótico do movimento

das pregas vocais para determinados parâmetros [12], [16], [17] e [29].

Entre as ferramentas matemáticas para analisar a dinâmica destes modelos temos

aquelas baseadas na Teoria das Bifurcações.

O presente trabalho tem como objetivo estudar a bifurcação de Andronov-Hopf em

R2 e aplicá-la no entendimento de um modelo de uma massa para as pregas vocais. Este

modelo é baseado nos artigos [7], [13] e [24], no qual obtemos um modelo matemático

descrito por uma equação de Liérnard.
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Introdução

O trabalho está dividido em três caṕıtulos.

No caṕıtulo 1, iremos calcular os valores focais para um foco múltiplo (número de

Lyapunov) e provaremos o Teorema da Bifurcação de Andronov-Hopf para o caso bidi-

mensional.

No caṕıtulo 2, analisaremos o modelo do tipo Liénard para as pregas vocais, dado por

uma equação de Liénard

u
′′

+ f(u)u
′
+ u = 0,

onde

f(u) = α(1 + βu2)− γ

1 + u
, com 1 + u > 0.

utilizando a teoria qualitativa das equações diferenciais.

No caṕıtulo 3, faremos uma análise numérica sobre bifurcações e ciclos limites apre-

sentados pelo modelo.

Aplicaremos os resultados do caṕıtulo 1, com o intuito de determinar se o modelo

apresenta uma bifurcação de Andronov-Hopf subcŕıtica ou supercŕıtica. Iremos investigar

se o modelo, a partir de parâmetros reaĺısticos, produz uma oscilação. Finalizamos com

um breve sumário dos resultados encontrados e direções de pesquisas futuras.
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