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Resumo

Nesta dissertacdo, iniciamos com uma revisao dos conceitos fundamentais de Teoria da
Medida, Teoria da Probabilidade e Processos Estocdsticos, essenciais para o desenvolvimento
do célculo estocastico. Em seguida, construimos a integral de Itd para processos reais e
vetoriais que sejam progressivamente mensurdveis com relagdo a filtragdo natural do processo
de Wiener e quadrado-integraveis com respeito a medida produto A ® IP, destacando suas
principais propriedades e formulando a versao multidimensional da férmula de It6. Apre-
sentamos também os teoremas centrais de representacao de martingales e de mudanca de
medida (Girsanov), fundamentais para aplicacdes em financas. Com base nessas ferramentas,
modelamos mercados financeiros de dimensao finita arbitraria por meio de equagdes diferen-
ciais estocdsticas, demonstrando a auséncia de arbitragem e a completude do mercado sob
a existéncia de uma medida martingale equivalente. Estabelecemos, entdo, a formula geral
de precifica¢do de opgdes europeias, p(F) = Eq[£rF], e construimos o portfélio de hedge
associado, por meio da equagio & 6,0, = ¢, com ¢ obtido via teorema de representagdo. Por
fim, aplicamos essa estrutura tedrica ao modelo generalizado de Black—Scholes, no qual os
coeficientes de juros e volatilidade sdo fun¢des do tempo, obtendo férmulas explicitas para a
precificacio e a cobertura de opg¢des europeias, sendo o modelo classico recuperado como

caso particular.
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precificacdo de opg¢des; modelo de Black-Scholes.






Abstract

In this dissertation, we begin with a review of the fundamental concepts of Measure Theory,
Probability Theory, and Stochastic Processes, which are essential for the development of
stochastic calculus. We then construct the 1td integral for real- and vector-valued processes
that are progressively measurable with respect to the natural filtration of the Wiener process
and square-integrable with respect to the product measure A ® PP, highlighting its main
properties and presenting the multidimensional version of Itd’s formula. We also introduce
the central theorems of martingale representation and change of measure (Girsanov), which
are fundamental for financial applications. Based on these tools, we model financial markets
of arbitrary finite dimension through stochastic differential equations, proving the absence of
arbitrage and the completeness of the market under the existence of an equivalent martingale
measure. We then establish the general pricing formula for European options, p(F) =
Eg[&rF], and construct the associated hedging portfolio through the equation & 0,0, = o,
with ¢ obtained via the martingale representation theorem. Finally, we apply this theoretical
framework to the generalized Black—Scholes model, in which the interest rate and volatility
coefficients are time-dependent, obtaining closed-form solutions for both the pricing and

hedging of European options, with the classical model recovered as a particular case.
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stochastic calculus; stochastic differential equations; It6 integral; financial market; option

pricing; Black-Scholes model.
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Introducao

O modelo de Black-Scholes, desenvolvido por Fischer Black, Myron Scholes e posteri-
ormente complementado por Robert Merton, marcou um ponto de inflexao na histéria da
matemadtica financeira. Publicado originalmente em 1973, o modelo propds uma formulacao
inovadora para a precificacdo de op¢des europeias, introduzindo o uso do cédlculo estocéstico
em tempo continuo para modelar o comportamento incerto dos precos de ativos financeiros.
A elegancia do modelo, aliada a sua capacidade preditiva e ao impacto prético nos mercados,
rendeu a Scholes e Merton o Prémio Nobel de Economia em 1997 (Black ja havia falecido e
nao pode ser contemplado).

O modelo classico considera um mercado idealizado, que representamos por um processo
X = {(X,(O) ,X,(l))},g[oﬂ, onde X ©) representa um ativo livre de risco crescendo a uma taxa
constante r, e X! é um ativo de risco, cujo preco segue uma equacgdo diferencial estocdstica
do tipo:

ax'V = uxWdar + ox'V aw,

em que i € R € a taxa de retorno esperada, o > 0 a volatilidade (constante) do ativo, e W
€ um processo de Wiener padrao unidimensional. Nesse contexto, uma opcao europeia €
um contrato financeiro cujo valor na data de vencimento 7" depende apenas do preco do
ativo subjacente naquele instante, ou seja, de uma fungéo h(X}l))). O modelo permite entdo
determinar seu valor atual por meio da férmula cldssica e estabelecer uma estratégia de
hedge.

Embora extremamente influente, o modelo cldssico tem limitagdes, como a suposi¢cdo de
coeficientes constantes. Por isso, extensOes foram desenvolvidas. Uma generalizagdo natural
¢ permitir que U e o dependam do tempo (e, eventualmente, do préprio ativo), o que conduz
ao modelo generalizado de Black-Scholes - um dos principais resultados desta dissertacao.
Essa versao oferece maior aderéncia a dados empiricos e amplia o escopo de aplicacdo da
teoria.

Neste trabalho, buscamos apresentar uma exposi¢ao sistematica dos principais conceitos de
calculo estocéstico aplicados a precificacdo de opgdes e a construcao de portfélios replicantes

no modelo de Black-Scholes generalizado. Mostramos como ferramentas como a integral e a
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formula de 1t6, os teoremas de representagdo e o teorema de Girsanov estruturam a teoria de
precificagdo.

Como o foco da dissertacdo € a aplica¢do ao contexto financeiro, optamos por nao apresentar
demonstragdes completas de certos resultados fundamentais, como: a propriedade de martin-
gale da integral de It0, as versdes da féormula de It6, o teorema de Girsanov e os teoremas
de existéncia e unicidade de EDEs. Indicamos, sempre que necessdrio, referéncias cldssicas
como Karatzas e Shreve [21], @ksendal [42], Pascucci [30] e Bjork [5]. A dissertag@o estd
organizada da seguinte forma:

* O Capitulo 1 apresenta os conceitos preliminares necessarios, incluindo tépicos
essenciais de Teoria da Medida, Teoria da Probabilidade e Pocesso Estocasticos.
Estudamos aqui os principais resultados que servirdo de base para a construcio da
integral de Itd, com destaque para dois exemplos centrais: martingales e o processo de
Wiener.

* O Capitulo 2 ¢ dedicado a construgdo da integral de Itd, a apresentagdo dos processos
de It6, da férmula de It e aos principais teoremas de representacdo e mudanca de
medida. Sao desenvolvidos os instrumentos centrais do célculo estocéstico continuo,
indispensdveis para a formulagdo e andlise de modelos financeiros em tempo continuo.

* O Capitulo 3 aborda as equacdes diferenciais estocasticas (EDEs), incluindo as
nogoes de solucao forte e fraca, e o teorema de existéncia e unicidade. Estas equacodes
modelam, de maneira natural, a evolucao temporal de ativos financeiros, fornecendo a
base matematica para o modelo de Black-Scholes.

* O Capitulo 4 apresenta aplicacdes dos conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores
ao campo das finangas matemadticas. De fato, essas aplicacdes foram um dos grandes
motivadores do desenvolvimento do cdlculo estocdstico, a partir dos trabalhos de Black,
Scholes e Merton em 1973. Introduzimos formalmente o modelo de mercado financeiro
continuo, formulamos os conceitos de portfélio, auséncia de arbitragem e completude
de mercado, e conduzimos uma andlise detalhada da construcao de estratégias de
replicacdo. Finalmente, enunciamos e demonstramos a Férmula generalizada de
Black-Scholes.

Acreditamos que este trabalho oferece uma ponte clara entre a teoria abstrata do calculo
estocdstico e suas aplicagdes concretas a matematica. Ao longo da dissertagdo, buscamos

manter um equilibrio entre rigor matemadtico, clareza expositiva e motiva¢ao financeira.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria da medida

Nesta primeira se¢do, apresentaremos uma breve introdugdo a Teoria da Medida, com énfase
nos conceitos e resultados fundamentais que serdo utilizados ao longo desta dissertagdo.
O objetivo € fornecer ao leitor uma nocdo geral para uma boa compreensdo dos tépicos
subsequentes, como a Teoria da Probabilidade e os Processos Estocdsticos, sem nos apro-
fundarmos em detalhes técnicos. Para as demonstragdes completas e uma discussao mais
detalhada, sugerimos ao leitor consultar obras cldssicas, como Folland [14], Bogachev [7],

Cohn [11] dentre outras referéncias.

1.1.1 Definicoes Basicas

O primeiro conceito que introduziremos € o de o-algebra. Ele desempenhard um papel
central em toda esta dissertacdo, sendo utilizado para definir medidas, integrar fungdes e

modelar sistemas aleatérios em contextos como finangas.

Definicao 1.1.1. Seja Q um conjunto qualquer. Uma colecdo F de subconjuntos de € é
chamada de c-algebra em Q se satisfaz as seguintes propriedades:

i) Qe F;

ii) SeA € F,entdio A :=Q\A € F;

o)

iii) Se {A;};=, é uma cole¢do enumerdvel de elementos de F, entdo UA; e F.
i=1
Neste caso, o par (Q,F) é chamado de espaco mensuravel, e os elementos de F sdo

chamados de conjuntos mensuraveis de (Q, F).

Antes de avancarmos para a defini¢ao de medida - que gera uma estrutura matematica

chamada de espago de medida -, € essencial destacar algumas propriedades fundamentais
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das o-dlgebras: Um resultado util é que a interse¢do arbitraria de o-dlgebras em € ainda
¢ uma o-dlgebra. Esse resultado permite definir, para qualquer cole¢do C de subconjuntos
de Q, a o-dlgebra gerada por C, denotada por ¢(C), como a menor 6-algebra contendo C.
Formalmente, essa constru¢ao € realizada via interse¢io de todas as o-dlgebras que incluem
C, garantindo existéncia e unicidade. Adicionalmente, dadas G e F duas c-algebras sobre Q,

dizemos que G € uma sub-c-algebra de F se G C F.

Definicdo 1.1.2. Seja (Q,F) um espago mensurdvel. Uma medida em (Q, F) é uma fungio
de conjunto u : F — [0, +oo| que satisfaz:

) pu(0)=0;

ii) Para toda sequéncia {A;};. ; de elementos dois a dois disjuntos de F,

u (OAi> = i.u(Ai)-
i=1 i=1

Neste caso, o trio (Q, F, i) denomina-se espaco de medida.

Geralmente, faremos um abuso de notacao e diremos uma medida ¢t em €2 em vez de uma
medida em (Q, F), especialmente quando a c-dlgebra F estiver clara pelo contexto. Se
HU(Q) < oo, se diz que p é uma medida finita. Se existe uma sequéncia {A;};" , C F tal que
Q= UAi e U(A;) < +oo paratodo i > 1, a medida u € dita o-finita.
i=1
Um conceito fundamental relacionado aos espagos de medida € o de completude. Para
defini-lo de forma precisa, vejamos antes a defini¢do de conjunto de medida nula.

Definicao 1.1.3. Seja (Q,F, 1) um espaco de medida. Dizemos que um subconjunto N C Q
¢ um conjunto de medida nula (ou t-nulo) se existe um conjunto A € F talque N CAe

1(A)=0.

Definicdo 1.1.4. Dizemos que um espaco de medida (Q, F, i) é completo (ou que a medida

u é completa) se F contém todos os conjuntos de medida nula de Q.

Um resultado importante, que pode ser encontrado em Folland [14], é que todo espaco de
medida pode ser completado. Isso significa que, se um espaco de medida nao for completo,
€ possivel estender sua o-édlgebra e sua medida para incluir todos os subconjuntos de
conjuntos de medida nula, tornando-o completo. Essa completude € essencial para garantir
que propriedades como igualdade quase certa ou quase sempre (com respeito a medida (1)
sejam bem comportadas. Por exemplo, dizemos que uma propriedade vale quase sempre

(abreviado como q.s. ou -q.s.) se ela é valida em todo o espago, exceto possivelmente
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em um conjunto de medida nula. Ao longo desta dissertacdo, trabalharemos sempre sobre

espacos de medida completos pois garantem maior robustez matemadtica e simplificam muitas

construgdes tedricas, evitando complicacdes técnicas desnecessarias.

Finalizamos esta subsecdo com o seguinte exemplo.

Exemplo 1.1. (Espacos mensurdveis e medidas fundamentais).

1)

2)

3)

Medidas de Borel: Seja (Q,7) um espago topolégico. A o-dlgebra gerada pela
colecdo de abertos 7 é chamada de o-dlgebra Borel sobre Q e o denotamos por B(€2).
Mais geralmente, se S € B(Q), sua o-dlgebra de Borel é definida como

B(S):={ANS: A€ B(Q)}.

Os elementos de B(S) sdo chamados conjuntos de Borel, e qualquer medida definida
em (S,B(S)) é chamada medida de Borel. Neste trabalho, consideraremos B(S), onde
S C R", e a topologia serd a induzida pela métrica euclidiana.

O exemplo classico de medida de Borel em R” é a medida de Lebesgue, denotada por
A™. Para conjuntos da forma A = (ay,by) X - -+ X (an,by), com —oo < a; < b; < oo para
i=1,---,n,amedida de Lebesgue é dada por

n

A A) = H(b,- —aj),
i=1

Mais geralmente, A" é definida como a extensdo, via o Teorema de Extensdo de
Carathéodory, dessa medida definida inicialmente nos retangulos (ver Folland [14]).
Note que A" ndo € finita, mas é o-finita.

Medidas de Lebesgue-Stieltjes: Uma medida de Lebesgue-Stieltjes y em R" é uma
medida de Borel tal que 1(A) < oo para todo conjunto limitado A € B(R"). A medida
de Lebesgue é um caso particular de medida de Lebesgue-Stieltjes. Em uma dimensao,
essas medidas sdo geradas por funcdes de distribuicao F: R — R, isto €, fun¢des ndo
decrescentes, continuas a direita e com limite a esquerda, (ver Folland [14]).

Medida de probabilidade: Qualquer medida definida sobre um espaco mensuravel
(Q,F), que comumente é denotada por P, é chamada de medida de probabilidade
se satisfaz P(Q) = 1. Nesse contexto, entende-se que os elementos de € representam
os possiveis resultados de um experimento aleatério, enquanto os elementos de F
sdo chamados de eventos. Além disso, para qualquer B € F, P(B) representa a
probabilidade de que o resultado do experimento pertenca ao evento B. A medida de
probabilidade e o espaco de medida correspondente (Q, F,P) serdo estudados com

mais profundidade na Secdo 1.2.
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1.1.2 Funcoes mensuraveis

Nesta subse¢ao, apresentamos brevemente um elemento fundamental da Teoria da Medida: o
conceito de funcdo mensurdvel, destacando algumas de suas propriedades mais importantes.
Estas constituem a base para a constru¢do de muitos objetos matematicos essenciais, em

particular para a teoria de integracdo que desenvolveremos posteriormente.

Definicdo 1.1.5. Sejam (Q, F) e (Q', F') espacos mensuraveis. Uma fungdo f: Q — Q' é
chamada (F, F')-mensurivel se, para todo conjunto mensurével B € F', tem-se /! (B) € F.
Note que a mensurabilidade de uma fun¢do depende das o-dlgebras envolvidas. Na definicao
acima, quando (Q', F') = (R", B(R")), diremos que a fungdo f é F-mensurdvel. Se além
disso (Q,F) = (R",B(R")), a fungdo f serd dita Borel mensurdvel. Ao longo deste trabalho,
sempre que as 6-dlgebras F e F’ forem evidentes no contexto, f serd dita simplesmente

mensuravel.

Defini¢cdo 1.1.6. Sejam (', ') um espaco mensurdvel, Q um espaco e T: Q — Q' uma
fungdo. Definimos a o-algebra gerada por T, que denotamos por (7 ), como a c-dlgebra

gerada pela colecdo de conjuntos da forma 7! (B), com B € F'. Ou seja:
o(T):=c({T"'(B):Be F'}).

Note que 6(7) é uma o-dlgebra em Q. Esta defini¢do de o-dlgebra gerada por uma fungéo

serd particularmente util quando estudarmos varidveis aleatdrias e filtragdes em processos

estocdsticos, onde a informagdo disponivel em cada momento € modelada por o-algebras.
No Teorema a seguir, apresentamos as propriedades fundamentais de funcdes mensurdveis

que serdo amplamente utilizadas em construgdes posteriores.

Teorema 1.1.1. Sejam (Q,F), (Q;,F;) (i = 1,2,3) espagos mensurdveis e f,g: Q — R
fungoes F-mensurdveis. Valem as seguintes propriedades:
1) Sehy: Q) — Qy é (Fy,F,)-mensurdvel e hy: Qp — Q3 é (F, F3)-mensurdvel, entdo
hyohy: Q) — Qs é (Fy,F3)-mensurdvel.
2) af +bg é mensurdvel para quaisquer a,b € R; fg é mensurdvel; f/g é mensurdvel se
g(w) # 0 para todo @ € Q.
3) As fungoes f* e f~ definidas por f*(®) :=max(0, f(®)) e f (@) := —min(0, f(®)),

respetivamente, sdo fungoes mensurdveis positivas e satisfazem:
— ot
== e |fl=/"+/".

O préximo resultado mostra que fungdes mensuraveis permitem "transportar"medidas

entre espagos mensurdveis, preservando sua estrutura de mensurabilidade.
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Proposicio 1.1. Sejam (Q, F) e (', F') espacos mensurdveis, e seja T : Q — Q' uma fungdo
(F,F')-mensurdvel. Se u é uma medida em Q, entdo a fungdo de conjunto ur : F' — [0, 4]
definida por

ur(B) := woT~\(B) = u(T~'(B)),

é uma medida em (Q', F')

Definicao 1.1.7. A medida ur da Proposi¢do 1.1 é denominada medida push-forward de u
por T.

Para ver a demonstracao da Proposicao 1.1, assim como para mais detalhes sobre medidas

push-forward recomenda-se Cohn [11] ou Schilling [36].

1.1.3 Teoria da Integracio Abstrata

Seja (Q,F, 1) um espago de medida, e seja f: Q — R uma dada fung¢do F-mensurdvel.

Nesta subsecdo daremos a defini¢do para a expressao / fdu = / flo)du(w), a qual serd
Q Q

feita de forma gradual. Em seguida, vemos suas principais propriedades e também resultados

fundamentais sobre os espagos L” (Q, F, ).

Definicao 1.1.8. Seja (Q, F) um espago mensuravel. Uma fungio f : Q — R é chamada de
funcao simples se é F-mensurdvel e assume um ndmero finito de valores. Neste caso, f

pode ser escrita ou representada como:

n
=Y ala, (1.1.1)
k=1

ondeay e Re A, € F,paratodok=1,--- ,n.

Teorema 1.1.2. Seja (Q,F) um espago mensurdvel. Se f : Q — [0,+o0] € uma funcdo
F-mensurdvel, entdo existe uma sequéncia de fungdes simples { @, nen tal que:

i) 0< @u(®) < @yui1(w) < f(®) para todo n € N e todo @ € Q;

ii) nh_r>r°10 o (0) = f(w), para todo ® € Q.

Definicdo 1.1.9. Sejam (Q,F, 1) um espaco de medida arbitrdrio e f : Q@ — R uma fung¢io
F-mensurdvel. A integral de f com relacdo a medida u, denotada por / fdu, é definida
Q

COomo:

n
(1) Se f € uma funcao simples ndo negativa com representacao f = Z aily, , entdo
k=1

/ fdu:=Y aru(Ap).
Q k=1
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(2) Se f >0, entdo
/fa’/.t = sup{/ odu:0< o< f, ¢¢éfuncio simples}.
Q Q

(3) Se f é uma funcao arbitraria e a0 menos uma das integrais / ftduou / fdué
Q Q

finita, entao

| rdwe= [ rrau—[ rap.

Definicio 1.1.10. Seja (Q,F, 1) um espago de medida e seja f: Q — R uma funcdo F-
mensuravel. Dizemos que f é integravel com respeito a u (ou p-integravel, ou simples-

mente integravel) se / |f]du é finita.
Q

Observagdo 1.1.1. (O Espago L”(Q, F, 1)) Seja (€, F, 1) um espaco de medidae 1 < p < oo.
Na literatura, é comum denotar por £” (€, F, 1) o conjunto das fun¢des mensurdveis f : Q —

R que satisfazem / |f|Pdu < oo. E conhecido que a fungdo ||.||z» : LP(Q,F, 1) — [0,00)
Q

1/p
Il i=( [ rran)

embora til, ndo é uma norma em L”, pois pode ocorrer || f||zr = 0 mesmo que f ndo

definida por

seja identicamente nula (isso acontece se f = 0 u-quase sempre). Para contornar esse
problema, adota-se o procedimento padriao de identificar fun¢des que coincidem p-quase
sempre definindo sobre £7(Q, F, 1) uma relagdo de equivaléncia: duas fungdes f,g: Q — R
sdo equivalentes se f = g (-quase sempre. A classe de equivaléncia associada a essa relacao

de equivaléncia denotamos por [f], e consideramos o espago quociente correspondente
LP =LP(Q,F,u):=LP(Q,F,u)/ ~.

Neste conjunto, podemos definir operagdes bindrias por: [f] + [g] := [f + g], e c[f] := [cf].
para ¢ € R, as quais estdo bem definidas. Dessa forma, L?(Q, F, i) adquire a estrutura de
um espaco vetorial. Além disso, a fungdo ||.||zr : LP(Q,F, 1) — [0,+o0) definida por:

I ze = 11£ 1] e

¢ uma norma, o que faz com que L” seja um espaco normado real. Embora os elementos
deste deste espaco sejam classes de equivaléncia, é costume identificar cada classe com um

de seus representantes, escrevendo simplesmentef em vez de [f].
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No teorema a seguir listamos as principais propriedades da integral. A demonstracio

delas podem se ser encontradas em Folland [14].

Teorema 1.1.3. (Propriedades da integral e desigualdades em espagos L”) Seja (Q, F, L)

um espago de medida, e sejam f,g: Q — R funcoes integrdveis. Valem:

1) ‘ | fau| < [ 1fidu

2) Para quaisquer a,b € R, a funcdo af + bg é integrdvel, e vale a igualdade

/Q(af+bg)du:a/gfdu+b/ggdu.

3) Se f > g u-quase sempre, entdo

| fau> [ edu.

4) Se f = g U-quase sempre, entdo / fdu = / gdu.
Q Q
5) Se B € F, entdo flp é mensurdvel, e define-se

/deu = /Qf]leu.

Além disso, se /fd,u =0, para todo B € F, entdo f =0 U-quase sempre.
B
I 1
6) Desigualdade de Hoélder: Seja p,q > 1 tais que —+ — = 1. Se f € LP e g € L4, entdo
P q
fgelLle
178l < 1z llgllzs-

Quando p = q = 2, temos a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
7) Desigualdade de Minkowski:Se f,g € L comp > 1, entdo f+g€ L’ e

I1f +gller < IFller +118ller-

Encerramos esta subsec¢éo com dois resultados fundamentais sobre os espagos L” (Q, F, 1):
a completude desses espagos e a estrutura de espaco de Hilbert no caso p = 2. As demonstra-
coes desses resultados podem ser encontradas em Folland [14] e Botelho [8].

Teorema 1.1.4. Seja p > 1. O espago vetorial normado (LP(Q, F, ), || - ||rr) € completo,
ou seja, toda sequéncia de Cauchy em LP converge para um elemento f € LP. Em outras
palavras, se liri}l | fu — fmllLr = O, entdo existe f € LP tal que 1i_r>n | fn— fllr = 0.

n,m-—o° n—oo
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Teorema 1.1.5. O espaco L2(§27 F, 1) é um espago de Hilbert com o produto interno definido

por (f,g) = /Qfgdu-

1.1.4 Modos de Convergéncia

Apresentamos nesta subsecdo os principais modos de convergéncia de funcdes mensurdveis,
seguidos de trés teoremas fundamentais da teoria da integracao. Esses resultados constituem
ferramentas essenciais na andlise de integrabilidade e na justificacio da troca entre limites e

integrais, sendo amplamente utilizados na demonstragcdo de propriedades da integral.

Iniciamos com a defini¢do dos principais modos de convergéncia, cuja formulacdo segue
a linha de Folland [14].

Definicdo 1.1.11. Seja (Q, F, ) um espago de medida, e sejam { f;, } ey uma sequéncia de
funcdes F-mensurdveis e f uma fungdo também F-mensurdvel. Dizemos que:
(1) {fn}nen converge para f p-quase sempre, que denota-se por f,, — f [1-Q.S., se existe

um conjunto mensurdvel N C Q com u(N) = 0 tal que

lim f,(x) = f(x), paratodoxé€ Q\N.

n—oo

(2) {fn}nen converge para f em L (para 1 < p < ), que denota-se por f, i f,se

lim/ fu— fIPdu = 0.
Q

n—o0

(3) {fn}nen converge para f em medida, que denota-se por f, LN f,se
Ve >0, Jim p({re Q:|f(x) ~ F(0)] > ) =0

Entre os modos de convergéncia apresentados, ha relacdes importantes a serem destacadas. A
convergéncia em L implica convergéncia em medida, e esta, por sua vez, garante a existéncia
de uma subsequéncia que converge t-quase sempre. Quando a medida do dominio € finita, a
convergéncia (t-quase sempre implica convergéncia em medida. Além disso, se as funcdes
da sequéncia sdo dominadas por uma fungio g € L”, entdo a convergéncia [-quase sempre
(ou em medida) também implica convergéncia em L”. Todas essas relagdes, bem como

resultados mais gerais, podem ser consultados em Folland [14] e Cohn [11].

As demonstragdes dos teoremas a seguir podem ser encontradas em Folland [14], Cohn
[11] e Schilling [36].
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Teorema 1.1.6. (Convergéncia Mondtona) Seja (Q,F, L) um espaco de medida, e seja
f: Q —[0,+0| uma funcao mensurdvel. Suponha que existe uma sequéncia { f,},en de
fungdes mensurdveis f,: Q — [0, 40| tal que:

i) fu(®) < fui1(w) para todo n € N e quase todo € Q;

i) f(w) = r}ggofn(w) para quase todo @ € Q.

Entdo as integrais de f,, para todon € N, e de f existem, e vale

/fdu:lim/fndu.
Q n—e JQ

Em particular, se lim / fndl < oo, entdo f,, paratodon € N, e f sdo integrdveis.
n—eo [0

Teorema 1.1.7. (Lema de Fatou) Seja (Q,F, 1) um espaco de medida. Seja { f,}nen uma
sequéncia de fungdes mensurdveis f,: Q — [0,+o0]. Defina f: Q — [0, +o0] por:

flo):= lirr_1>inffn(a)), para todo @ € Q.

Entdo as integrais de f,, para todon € N, e de f existem, e vale
/fd,u gliminf/ fndu.
Q n—ee JQ

Em particular, se liminf / fndll < oo, entdo f é integrdvel.
n—o  Jo

Teorema 1.1.8. (Convergéncia Dominada). Seja (Q, F, L) um espago de medida. Suponha
que { fu }nen € uma sequéncia de funcdes mensurdveis f,: Q — R tal que:
i) fu(®)— f(w) para quase todo ® € Q, para alguma funcdo f: Q — R mensurdvel;
ii) Existe uma fungdo g: Q — [0,+oo|, integrdvel (g € L'(u)), tal que |f,(0)| < g(o)
para todo n € N e quase todo @ € Q.

Entdo f,, para todon € N, e f sdo integrdveis, e vale
/fdu: lim [ f,du.
Q n—ee JjQ

1.1.5 O Teorema de Radon-Nikodym

Um dos resultados mais importantes da Teoria da Medida € o Teorema de Radon-Nikodym.
Ele fornece as condi¢des sob as quais uma medida pode ser expressa como uma integral em
relacdo a outra medida, por meio de uma fun¢do densidade. Apresentamos aqui uma versao
particular, restrita ao caso de medidas positivas. Versdes mais gerais, envolvendo medidas

com sinal, podem ser encontradas, por exemplo, em Billingsley [4], Folland [14] e Ash [1].
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Iniciamos com um resultado fundamental. Uma versdo mais geral, acompanhada de sua

demonstracdo, pode ser consultada em Ash [1].

Teorema 1.1.9. Sejam (Q,F, ) um espago de medida e f: Q — Ry uma fungdo F-

mensurdvel. Entdo, a fun¢do-conjunto v : F — [0, 40|, definida por

v(A):/Afdu, VA€ F, (1.1.2)

é uma medida sobre F.

O resultado acima mostra que toda funcao mensurdvel e nao negativa define uma nova medida
por meio de 1.1.2. Nesse contexto, a funcdo f é chamada de densidade da medida v com
respeito a medida .

A pergunta natural que surge €: sob que condi¢des uma medida v, qualquer que seja,
pode ser expressa como uma integral em relagdo a uma outra medida (, como no teorema
anterior? Para responder a essa pergunta, introduzimos o conceito de continuidade absoluta

entre medidas.

Definicdo 1.1.12. Sejam u e v duas medidas sobre um mesmo espago mensuravel (Q, F).
Dizemos que v é absolutamente continua em relagcdo a 1, e denotamos por Vv < U, se

wA)=0 = v(A)=0, VAEF.

Além disso, se 4 < Ve v < U, dizemos que U e vV sdo medidas equivalentes, e denotamos

essa relacdo por u ~ v.

Note que, no contexto do Teorema 1.1.9, a medida v definida por v(A) = / fdu satisfaz
A

automaticamente v < . De fato, se (A) = 0, entdo / fdu =0, para qualquer que seja
A

a funcdo f > 0. Isso motiva a seguinte questdo: serd que toda medida v pode ser repre-

sentada nessa forma? O Teorema de Radon-Nikodym, que enunciamos a seguir, responde

afirmativamente a essa pergunta, sob a suposicao adicional de o-finitude da medida .

Teorema 1.1.10. (Radon-Nikodym). Sejam (Q,F) um espaco mensurdvel e [l e vV duas
medidas definidas sobre F, com |l O-finita. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) Existe uma fungdo f: Q — [0,+o0|, F-mensurdvel e |1-integrdvel, tal que
V(A) = /fdu, para todo A € F;
A

ii) A medida v é absolutamente continua em relacdo a U, ou seja, v << UL.
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Além disso, a fungdo f é iinica [L-quase certamente, e é chamada de derivada de Radon-

Nikodym de v em relacdo a U, sendo denotada por f =dv/du.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em Folland [14] e em Cohn [11].

1.1.6 Medidas sobre espacos de produtos

Definicao 1.1.13. Seja {(Q;, Fi) }ic; uma familia de espagos mensurdveis, e considere Q =

x Q;, o produto cartesiano da familia {€;},c;. Para cada i € I, seja m; : Q — €;, a projecdo

il

candnica sobre o i-ésimo fator. A c-algebra produto de {F;};c;, denotada por ® F;, é a
il

o-dlgebra gerada pela cole¢do de conjuntos da forma 7rf1 (A;),comA; € Fiei€l. Istoé,

@ Fi=o({m (A): A € Fii€l}).
1c

Na defini¢do acima, podemos dizer também que ® F; € a o-dlgebra gerada pelas proje¢des
{m;}ier. Se denotamos F = l%}"i, opar (Q,F)é cflealmado de espaco produto mensuravel da
familia {(Q;, Fi) }ic;. No caso de uma familia finita de espagos mensurédveis {(Q;, F;) }7 1,
€ possivel provar que a ¢-dlgebra produto é) F; coincide com a o-édlgebra gerada pelos
conjuntos da forma Ay X --- X A,, com A; € .75 1que sdo chamados de retingulos mensuraveis.

Ou seja:
éﬁ::o({nfl(Ai):A,-e;fi, i=1,....n})=0({A1 x - xA,: A€ Fj,i=1,...,n}).
i=1

Definicdio 1.1.14. Seja {(Q;, i, 1;) }"; uma familia finita de espagos de medida. A medida

produto sobre X Qi, é Fi |, que denotamos por U & - - - ® U,, € a medida que satisfaz:
=1 i=1

P @@ (A X oo X Ap) = Wy (Ar) -+ Un(An),
paratodo A € Fi,--- A, € Fo.

Apesar da definicdo acima indicar naturalmente o comportamento desejado da medida
produto sobre retangulos mensuraveis, sua existéncia e unicidade como medida sobre toda
a o-élgebra produto ndo sdo automaticas. Para garantir a construcao rigorosa da medida
produto, é essencial recorrer ao Teorema de Extensdo de Carathéodory (ver Folland [14]
ou Durrett [13]), que assegura que uma medida definida inicialmente sobre uma algebra
pode ser estendida de maneira consistente a toda a o-4lgebra gerada. No entanto, essa

extensdo so resulta em uma medida bem definida e tnica sob a hipétese de o-finitude
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das medidas envolvidas. Isto é, quando up,---, U, sdo o-finitas, entdo existe uma unica
medida ) ® - - - ® U, que satisfaz a condicdo dos retangulos e estd definida sobre a o-dlgebra
<§n§ Fi. No contexto desta dissertacdo, faremos uso da medida produto para tratar de integrais
le_nlvolvendo processos estocasticos. Em particular, consideramos o espaco mensurdvel
([0,T],B([0,T]),A), onde A é a medida de Lebesgue, e o espaco de probabilidade (Q, F,P).
Como ambos os espagos sdo o-finitos, a medida de Lebesgue € finita sobre [0,7] ¢ P é uma
medida de probabilidade, o Teorema de Extensdo de Carathéodory garante que a medida
A ® P estd bem definida e serd utilizada como base para o tratamento de mensurabilidade e

integragdo de processos estocdsticos definidos sobre [0, 7] x Q.

Encerramos esta subsecdo com um resultado que garante a possibilidade de trocar a
ordem de integracdo em espacos produto. A primeira parte aplica-se a funcdes ndo negativas;
a segunda, mais geral, exige integrabilidade da fun¢do. O enunciado e suas demonstracdes
podem ser encontrados em Folland [14] e Schilling [36].

Teorema 1.1.11. (Fubini-Tonelli) Sejam (Q1,F1, 1) e (Qo,F2, U2) espagos de medida
o-finitos, e seja f: Q1 X Qr — R uma fungdo F| @ F>-mensurdvel. Para cada x € Q1 e
y € Qp, definem-se as funcdes fi: Qp — Re f7: Q1 — R por fi(y) := f(x,y) e f/(x) :=
f(x,y), respectivamente. Ademais, definem-se as funcoes g: Q1 — R e h: Q3 — R por
g(x) = / frda(y) e h(y) :/ Fduy (x), respectivamente.

i) ( Tognzelli ) Se f >0, entdo,Q Il)ara quase todo x € Q e y € Qo, as fungdes fr e [ sdo

mensurdveis. Além disso, as funcoes g e h sGo mensurdveis, e vale:

/lengd(M@Hz) :/Q] (/sz(x,y)d‘UQ(y)) d (x)
(/gl flxy)du (X)) dir(y). (1.1.3)

= o,
ii) (Fubini) Se f € Ll(Ql X Qp, F1 ® Fa, 1 @ Wp), entdo, para quase todo x € Qy, fy €
L' (1), e, para quase todo y € Q,, f* € L' (1) Além disso, as funcées g e h, definidas

quase em toda parte, pertencem a L' (1)) e L' (1), respectivamente, e vale 1.1.3.

1.2 Teoria da Probabilidade

Nesta secao, apresentamos os principais conceitos da Teoria da Probabilidade que serao
utilizados ao longo deste trabalho, com foco nas defini¢des e propriedades fundamentais de

varidveis aleatdrias, independéncia, distribuicdes gaussianas e esperanca condicional. Para
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uma abordagem mais aprofundada, com detalhes técnicos e demonstracoes, remetemos o
leitor aos textos de Chung [10], Billingsley [4], Durrett [13], Ahs [1] e Vershynin [39].

1.2.1 Defini¢coes Basicas
Iniciamos formalizando a estrutura (Q, F,P), vista no item 3 do Exemplo 1.1.

Definicao 1.2.1. Seja P uma medida de probabilidade definida sobre um espaco mensuravel
(Q,F), isto é, uma medida P: F — [0, 1] que satisfaz P(Q) = 1. O espago de medida
(Q, F,P) € denominado espaco de probabilidade.

O espaco de probabilidade (2, F,P) fornece a estrutura matemadtica para modelagem de
fendmenos aleatérios. Para transformar esta estrutura abstrata em objetos quantificaveis,

definimos, a seguir, um tipo especial de fun¢cdes mensuraveis.

Definicao 1.2.2. Seja (Q, F,P) um espaco de probabilidade e (E,E) um espaco mensuravel.
Uma variavel aleatéria ¢ uma fun¢do mensuravel X : Q — E, ou seja, uma fungio que para

todo B em &, satisfaz
X 'B)=[XecB:={wcQ:X(0w) B} F.

Em muitos contextos da Teoria da Probabilidade, o espaco mensuréavel (E,E) pode assumir
diferentes formas, dependendo da natureza das varidveis aleatdrias que se deseja analisar.
Como neste trabalho estudaremos aplicacdes em financas, destacamos dois casos particulares.
Primeiro, quando E = R e £ = B(RR); neste caso, algumas vezes X serd chamado de variavel
aleatoria real. Segundo, quando E = R" e £ = B(R"); neste caso, algumas vezes X serd
chamado de vetor aleatério n-dimensional, e denotamos por X = (X;,---,X,) .

Embora uma varidvel real seja um caso particular de um vetor aleatério com n = 1,
apresentaremos a seguir defini¢cdes separadas para esses dois casos, por razdes de clareza.
Antes disso, pela Defini¢do 1.1.6, a o-dlgebra gerada por uma varidvel aleatéria X € dada por

o(X):=0({X'(B):Be BR"}) C F, (1.2.1)

sendo esta a menor esta a menor o-dlgebra em  que torna X mensuravel.

Definicao 1.2.3. Seja X : Q — R uma varidvel aleatdria real definida sobre um espaco de
probabilidade (Q, F,P).
(1) A medida push-forward de P por X, ou seja, a medida Py : B(R) — [0, 1] definida por

Px(B):=P(X €B)=P{w e Q:X(w) € B}),
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¢ chamada de lei (ou distribuicao) da varidvel aleatéria X, que denotamos por £(X).

(2) A fungdo de distribuicao associada a medida Py, ou seja, a fun¢do Fy: R — R definida
por Fx(x) := Px((—eo,x]) é chamada de funcao de distribuiciio da varidvel aleatéria
X.

Definicao 1.2.4. Seja X : Q — R" um vetor aleatdrio definido sobre um espago de probabili-
dade (Q,F,P).
(1) A lei (ou distribuiciio) de um vetor aleatério X = (Xi,---,X,) ", denotada por £(X),
¢ a medida push-forward de P por X, ou seja, ¢ a medida Py : B(R") — [0, 1] definida
por

Py(B) :=P(X € B)=P({w € Q: (X;(®), -, Xa(®)) € B}).

A lei de cada X;, para i = 1,--- ,n, isto é, Py, definida por Py, (B) := P(X; € B), é
chamada de lei marginal de X;.
(2) A funcio de distribui¢do associada a medida Py, isto é, a fung¢do Fy : R" — R definida

por
Fx(xl,...,xn) = PX((—w,xl] X e X (—w,xn])

¢ chamada de funcao de distribuicao (conjunta) de X.

Observamos que a lei de um vetor aleatério X = (X;,---,X,) ' determina as leis marginais

de seus componentes X;, mas o contrario nao ocorre em geral.

Defini¢ao 1.2.5. Seja X: Q — R" uma varidvel aleatéria definida sobre um espago de
probabilidade (Q, F,P).
(1) Dizemos que X é absolutamente continua quando sua lei Py € absolutamente continua
em rela¢do a medida de Lebesgue A", isto é, quando Py < A".
(2) Seja Py <« A"". A derivada de Radon-Nikodym de Py com respeito a A", isto €, a
fungdo fy: R" — R tal que fx = dPx/dA", é chamada de densidade de X.

Nesse caso, tem-se:
Px(B) = /fxdl”, para todo B € B(R").
B

Adicionalmente, se Fx for diferencidvel em x = (xp,...,x,), vale

al’l
fx(xqy..x,) = mFx(xl,...,xn),
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Definicao 1.2.6. Seja X : Q — R uma varidvel aleatdria definida sobre um espago de proba-
bilidade (Q, F,P). A esperanca de X, denotamos por E[X], é definida por

E[X] = /QXdIP’,

desde que a integral esteja bem definida, isto €, pelo menos uma das duas quantidades
/X*'dIPJ ou / X~ dP seja finita.
Q Q

Assim, E[X] € a integral da fun¢do F-mensurdvel X em rela¢do a medida de probabilidade P,
de modo que todos os resultados da teoria da integragcdo sao aplicdveis.

Em muitas situagdes, calcular E[X] integrando sobre Q pode ser inconveniente. O
resultado a seguir permite reescrever essa esperanga como uma integral sobre R”, em relagdo

a medida de probabilidade induzida Py.

Teorema 1.2.1. Seja X: Q — R" uma varidvel aleatdria definida sobre (Q,F,P), e seja Px

sua lei. Entdo, para toda fun¢do Borel mensurdvel @ : R" — R, tem-se

Elp(X)] = [ 9()dPx().

desde que a integral exista.

Em particular, se X for uma varidvel aleatoria real, entdo

E[X] :/RdeX(x),

desde que a integral exista.
Além disso, se Px < A", com densidade fx = dPx/dA", entdo

Elo(X)] = [ ofcdd.

Definicdo 1.2.7. Seja X = (X1,... ,Xn)T um vetor aleatério definido sobre um espaco de
probabilidade (Q, F,P). Definimos:
(1) Se E[|Xi|] < coparai=1,...,n, o vetor & = (Uy,...,4y) = (E[X1],....E[X,])" é
chamado de vetor médias de X.
(2) Se,paratodoi=1,...,n,X; € L*(Q, F,P), entio a matriz
T = Cov(X) = [Cov(Xi, X;)|nxn = (E[(X; — 1) (X; — 17)])

nxn
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€ denominada matriz de covariancia de X. Neste caso, definimos a variancia de X;

como Var[X;] := Cov(X;,X;), parai=1,...,n.

A matriz de covariancia X de um vetor aleatorio X € sempre simétrica e semidefinida positiva,
ou seja, X;; = Xj; para todo i, j, Yy Zy>0 para todo y € R". Quando det(X) > 0, dizemos
que a lei de X é nao-degenerada; caso contrdrio, se det(X) = 0, a lei € dita degenerada (ou
singular).

1.2.2 Independéncia

Definicio 1.2.8. Seja (Q,F,P) um espaco de probabilidade. Uma familia de eventos
{A;}ie; C F é dita independente se, para todo subconjunto finito J de 7, temos

P (ﬂAJ) =[1PA)).
jeJ jes

Definic¢do 1.2.9. Sejam (Q, F,P) um espaco de probabilidade e {C;}c;, com C; C F, uma
familia de cole¢des de eventos. Dizemos que {C;};cs é independente se toda familia {A; };c;,

com A; € C;, é independente.

Definicdio 1.2.10. Seja {X;};c; uma familia de varidveis aleatdrias reais sobre um espaco de
probabilidade (Q,F,P). Dizemos que {X;};c; ¢ independente se a familia de c-algebras
{o(X;) }icr € independente.

Das definigdes anteriores decorre que uma familia {X;};c; de varidveis aleatérias definidas
sobre um espago de probabilidade (Q,F,P) é independente se, e somente se, para todo
subconjunto finito {ii,...,i,} C I e para todos os conjuntos By,...,B, € B(R), temos:

P({Xi, € Bi,...,Xi, € Ba}) =P({X;, € Bi}N---N{X;, € By})
:P(Xil GBl)---P(Xl‘n EBn).

O teorema a seguir caracteriza a independéncia de varidveis aleatdrias através de suas

leis, fungdes de distribuicdo e, no caso absolutamente continuo, densidades.

Teorema 1.2.2. Sobre um espago de probabilidade (Q, F,P) sejam {X;}i—1,.. n varidveis
aleatorias com leis Px, i = 1,...,n, respectivamente, e seja X = (Xi,... ,X,,)T o vetor
aleatorio com lei Px. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1) {Xi}i=1,.. n sdo independentes;

2) Px =Py, ®-- - ®Px,;
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3) Fx(x1,...,xn) = Fx,(x1) -+ Fx, (xn), V(x1,...,x,) € R".
Além disso, se assumirmos que Px < A, entdo {X;}i—1 ., sdo independentes se e somente
se,
fx(xr, .o x0) = fx, (x1) -+ fx, (xn) para quase todo (xi,...,x,) € R".

A proposi¢do abaixo lista propriedades fundamentais de varidveis aleatdrias independen-

tes:

Proposicao 1.2. Seja (Q,F,P) um espago de probabilidade.

1) Se {X;}ic; uma familia de varidveis aleatérias sobre (Q, F,P) e {gi}icr uma familia
de fungdes Borel mensurdveis, entdo a familia de varidveis aleatorias {g; o X;}icr €
independente.

2) Se {Xi}i=1,..n sdo independentes com E[|X;|] < oo, entdo E[X; ---X,| = E[X;]---E[X,].

3) Se {Xi}i—1,..n sdo independentes com E[|X,|2] < oo, entdo

Var[X| + - -+ X,| = Var[X;| + - - - 4+ Var[X,,].

1.2.3 A Distribuicao Normal Multivariada

Uma varidvel aleatéria Z: Q — R, definida sobre um espago de probabilidade (Q, F,P),
tem distribuicio gaussiana (ou normal) padrdo, que denota-se por A/(0,1), se sua fungio
densidade fz: R — R é dada por

1 1?

t)=——exp| ——= |, paratodor € R.
e =—=ew(-5). b
Definicdo 1.2.11. Seja X: Q — R uma varidvel aleatdria definida sobre um espago de
probabilidade (Q, F,P). Dizemos que X tem distribui¢do gaussiana univariada se existem
constantes a € R\ {0}, b € R, e uma normal padrdo Z, tais que X = aZ +b.

Inclui-se o caso degenerado (a = 0) se P(X = b) = 1. Uma varidvel aleatéria com distribui¢ao
gaussiana univariada de média e varidncia 62 é denotada por N/ (u, 62).

Definicao 1.2.12. Seja X : Q — R" um vetor aleatério de dimensao 7, definido sobre um
espaco de probabilidade (Q, F,P). Dizemos que X = (X,---,X,) ' tem distribuicio gaus-

siana multivariada (ou normal multivariado) se todas as combinag¢des lineares de suas
n

coordenadas Z a;X; tem distribuicao gaussiana univariada (possivelmente degenerada).
i=1
Neste caso, usamos a notacdo X ~ N (u,X) para denotar que X é uma gaussiana multivariada

com vetor de médias i e matriz de covariancia ¥ de ordem n x n. Se X ~ N (0,1,,), dizemos

que X tem distribuicio normal multivariado padrao.
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Teorema 1.2.3. Seja X = (X1,---,X,) " ~ N (u,X), e defina Y = BX + b. Entdo,
Y ~N(Bu+b,BIB").

O teorema acima ¢ ttil para obter um vetor aleatério X ~ A (i,X) como uma transformagio
afim de um vetor aleatério Z ~ N(0,1;). Tem-se que X = »127 4 W, onde »!/2 ¢ uma raiz
quadrada da matriz de covariincia ¥, isto é, uma matriz B tal que BB' =X.

Teorema 1.2.4. Seja X = (X1,---,X,) | ~ N (u,Z) com detE > 0. Entdo X admite uma
densidade fx: R" — R, dada por
fel) = —— (-3b-w'za-w), rem
X)=———————exp| —=(x— xX— , X )
W= Gaypiraes P\ T2 TR H
Teorema 1.2.5. Seja X = (X, -- ,X,,)T ~ N (u,X). Entdo as componentes {X;}i—1 ..., sdo

independentes se, e somente se,
Y j=Cov(X;,X;) =0, parai# j.

Além disso, se det¥ > 0, entdo a funcdo densidade de X é dada por:

n 1 i — i2
S =[] = o (‘ (xzzﬁ) ) '

1.2.4 Esperanca Condicional

O conceito de esperanca condicional é fundamental em diversas areas da Teoria da Proba-
bilidade. Processos estocdsticos importantes, como martingales e cadeias de Markov, sio

definidos a partir desse conceito.

Defini¢dio 1.2.13. Sejam X uma varidvel aleat6ria em L' (Q,F,P) e G uma sub-c-dlgebra
de F. A esperanca condicional de X dada a o-dlgebra G, denotada por E[X|G], é a varidvel

aleatéria G-mensurdvel (Unica P-quase certamente) que satisfaz:
/E[Xyg] dP = /XdIP’, VBeG.
B B

Pode-se demonstrar que a esperanca condicional estd bem definida e € tinica quase certamente,
como consequéncia de uma versiao mais geral do Teorema de Radon-Nikodym, vélida para
medidas com sinal. Uma apresentacdo detalhada pode ser encontrada, por exemplo, em
Billingsley [4].
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Teorema 1.2.6. (Propriedades da Esperanca Condicional) Sejam X,Y € L'(Q, F,P) ¢ G

uma sub-o-dlgebra de F. Valem as seguintes propriedades:
1) E[x] = E[E[X|d]]
2) Linearidade: Para todos a,b € R, E[aX + bY |G] = aE[X|G] + PE[Y|G].
3) Desigualdade de Jensen condicional: Seja @ : R — R uma fungdo convexa, ¢(X) € L'
Entao,

¢(EX|G]) <E[p(X)|F].

4) Propriedade da torre: Seja H C G, uma sub-oc-dlgebra de G. Entdo,
E[E[X|G)[H] = E[E[X[H]|G] = E[X|H].
5) Suponha que XZ € L'e que Z é G-mensurdvel. Entdo,
E[XZ|G] = ZE[X|G].

Em particular, se X é G-mensurdvel, entdo E[X|G] = X.
6) Se H é uma c-dlgebra independente de 6(G,0 (X)), entdo

E[X[o(G,H)] = E[X|F].

Em particular, se X é independente de H, entdo E[X|H] = E[X].

7) Seja H C G, uma sub-c-dlgebra de G, e seja X uma varidvel G-mensurdvel. Entdo,
EXY |H|=E[XE[Y |G] | H].

Demonstragdo. A demonstragdo completa deste resultado pode ser encontrada em Billingsley

[4]. Para uma abordagem semelhante, ver Durrett [13]. OJ

1.3 Processos Estocasticos

1.3.1 Definicoes Basicas

Definicao 1.3.1. Sejam (Q, F,[P) um espago de probabilidade, (E,E) um espaco mensuravel
e I um conjunto de indices. Um processo estocastico sobre (Q, F,[P), indexado por I e com
valores em E, é uma familia {X; },c; de varidveis aleatérias definidas sobre (Q, F,P), com

valores em E.
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Assim como no caso das varidveis aleatorias, nesta dissertacdo consideraremos apenas
processos estocdsticos com valores em R”, também chamados de processos estocasticos de
dimensdo n, ou seja, quando (E,&) = (R",B(R")). Além disso, o conjunto de indices / serd
sempre um subconjunto de R, como R, ou o intervalo fechado [0,7], com T > 0. Processos
com esse tipo de indexacdo sdo chamados de processos estocasticos a tempo continuo.
Embora também seja comum considerar / = N ou I = Z, casos em que o processo € dito a

tempo discreto, esses nao serao abordados neste trabalho.

Observagdo 1.3.1. Como mencionado por Oksendal [42], uma abordagem que costuma ser
mais natural na Andlise Estocdstica é ver um processo estocdstico {X; };c; como uma fungdo
de duas varidveis X: I x Q — E, (t,®) — X (t, ®) pois, como sera visto na construgio da
integral de It6 no Capitulo 2, serd essencial que X seja mensurdvel em relagdo a B(I) ® F.
Além disso, essa perspectiva evidencia que um processo estocéstico X induz dois tipos
distintos de funcgdes:

» Para cada o € Q fixado, o processo X define a funcdo

X(,w): I —E

t— X(t,m),

que é chamada de trajetéria (ou caminho de amostra) do processo.
» Para cadar € [ fixado, o processo X define a funcdo

X(t,): Q—E

o— X(t,o),

isto €, uma variavel aleatoria.

1.3.2 Lei de um Processo Estocastico

Assim como uma varidvel aleatéria possui uma lei de probabilidade associada, 0 mesmo
ocorre com processos estocdsticos. Nesta subsecdo, definimos a lei de um processo esto-
castico real e, como seu estudo direto € geralmente complexo, utilizamos as distribuicoes
finito-dimensionais como principal ferramenta de andlise. Encerramos com propriedades
relevantes que dependem apenas dessa lei. Os resultados apresentados foram adaptados
de Kallenberg [20], Billingsley, P. [4], Rogers, D. W. [25] e Rosenthal [34], onde também
podem ser encontradas extensdes para processos com valores em R”.

Seja X = {X;};cr, um processo estocastico real definido sobre um espago de probabi-

lidade (Q, F,P). Como discutido na subse¢ao anterior, podemos ver X como uma funco
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X Ry xQ — R, de modo que, para cada ® € Q fixo, a fungdo X(-,w) : Ry — R repre-
senta uma trajetoria do processo. Outra forma util, é considerar X como uma aplicacdo
X: Q — R®+ definida por 0 — X (-, ), onde R®+ denota o conjunto de todas as fungdes
de R, em R. Equipando a R®+ com a o-dlgebra produto de cépias de B(R) indexadas por
R, isto &, a o-dlgebra de Borel B(R®+), a aplicacdo X : Q — R+ torna-se (F, B(R%+))-
mensurdvel. Logo, o processo X é uma varidvel aleatéria com valores em R®+, 0 que permite
definir sua lei.

Antes de definir a lei de um processo estocdstico, enunciamos a seguinte proposi¢ao, cuja

demonstracdo pode ser encontrada em Kallenberg [20].

Proposicdo 1.3. Seja X = {X;},cr, um processo estocdstico real definido sobre um espago
de probabilidade (Q,F,P). Se considerarmos em R®+ a c-dlgebra produto B(R®+), entéo
a aplicagio X : Q@ — R¥+ & (F, B(R®+))-mensurdvel.

Estabelecida essa mensurabilidade, definimos a seguir a lei de um processo estocdstico,

de maneira andloga a defini¢do da lei de uma varidvel aleatdria.

Defini¢do 1.3.2. A lei de um processo estocastico real X = {X; },cg, , definido sobre um
espaco de probabilidade (Q, F,P), é a lei da varidvel aleatéria X : Q — RR+, isto é, a medida
push-forward Px : B(R®+) — [0, 1], definida por

Px(B) :=P(X € B), paratodo B € B(R®+).

Trabalhar diretamente com a medida Px pode ser bastante dificil. Por essa razao, é
comum estudd-la por meio de seu comportamento em subconjuntos finitos de R, conforme

os resultados a seguir. Antes, apresentamos uma observagao.

Observacdo 1.3.2. Seja i uma medida de probabilidade sobre (R®+, B(R®+)). Dado um
subconjunto finito J = {ry,--- ,#} C R, a medida push-forward de pu pela projegao natural
my: R®+ - R¥, isto é, a medida de probabilidade u;: B(R¥) — [0, 1], é definida por

s (B) :=u(x; ' (B)), paratodo B € B(RF).

Definicdo 1.3.3. Seja (R®+, B(R®+), 1) um espaco de probabilidade. A familia de probabi-
lidades {uy : J C Ry finito}, onde uy é definida como na observagdo 1.3.2, é chamada de
familia de distribuic6es finito-dimensionais da medida .

Se u = Py for a lei de um processo estocdstico X = {X;};cr,, dizemos que {py : J C
R finito} é a familia de distribuicdes finito-dimensionais do processo X.

O teorema a seguir, um dos resultados centrais desta teoria, foi adaptada de Billingsley

[4], onde também pode ser encontrada sua demonstracao.
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Teorema 1.3.1. (Extensdo de Kolmogorov). Para cada k € N, seja {1y, .4 : {t1,... .t} C
R} uma familia de medidas de probabilidade W, ., : B(R*) — [0,1], satisfazendo as
condigoes de consisténcia:

1) Para toda permuta¢do o do conjunto {1,...,k}, e para todo produto de conjuntos

mensurdveis F1 x -+ X Fj, C Rk, vale:

ufc(1)7-~~,fc(k) (FG(I) X X Fc(k)) = My, (Fl XKoo X Fk)‘

2) Para todo m € N, quaisquer t1,. ..ty € Ry, e todo conjunto mensurdvel Fy X - -- X
F, C R¥, vale:

ll"l’t17~“>tk(F1 X XFk) = ut1:~-~7tk+m(Fl X X F X,RX XR>'

mvezes

Entdo, existe um espago de probabilidade (Q,F,P) e um processo estocdstico real X =
{Xi }ier, . definido nesse espago, cuja familia de distribuigées finito-dimensionais coincide
com a familia {1, . 4 :{t1,....tx} CR;}.

Coroldrio 1.1. A lei de um processo estocdstico X = {X; },cr, definido sobre um espago de
probabilidade (Q, F,P), é completamente determinada pela familia associada de distribui-

coes finito-dimensionais, isto é, por:
Px.y..u(B) :=P((Xy,....X,) €B), BeBRY), {n,....u} CRy, keN.

O teorema de extensdo de Kolmogorov mostra que, desde que tenhamos uma familia razoavel
(consistente) de distribui¢des finito-dimensionais, podemos construir um processo estocastico
real (na verdade, um espacgo de probabilidade que o contém) tal que sua lei tenha como distri-
bui¢des finito-dimensionais exatamente essa familia. Assim, dado um processo estocastico
definido sobre (Q, F,P), podemos sempre realizi-lo no espaco candnico (R®+, B(R®+), ),

onde u = Py € a lei do processo.

Encerramos esta subsecdo com a defini¢do de algumas propriedades importantes de

processos estocdsticos que sdo determinadas unicamente por sua lei.

Definicdo 1.3.4. Seja X = {X;};c; um processo estocdstico real definido sobre um espaco de
probabilidade (Q, F,P). Dizemos que:
(1) X gaussiano se, para qualquer escolha t1,f,,---,t, € I e qualquer n € N, o vetor
aleatério (X;,,X,,...,X;,) tem distribuicdo normal multivariada;
(2) X tem incrementos independentes se, para quaisquer u < r < s < ¢, as varidveis

aleatdrias X; — X; e X, — X, sdo independentes;
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(3) X tem incrementos estacionarios se, para quaisquer s <t em /, tivermos:

L(X, —X;)=L(Xy_y), semprequet—s=t—s.

1.3.3 Equivaléncia de Processos e Propriedades de Trajetoria

Em geral, dois processos estocdsticos definidos sobre um mesmo espaco de probabilidade
podem ter a mesma lei e, ainda assim, apresentar comportamentos bastante distintos quando
considerados como aplicagdes de Q2 em R!. Um exemplo dessa situagc@o pode ser encontrado
em PDksendal [42] (Exercicio 2.9). Isso evidencia que a igualdade em lei ndo € suficiente para
caracterizar completamente o comportamento de um processo estocdstico. Por essa razdo,
precisamos de conceitos mais fortes de equivaléncia entre processos, além da igualdade em

lei.

Definicdo 1.3.5. Sejam X = {X;};c; e Y = {Y; };s dois processos definidos sobre um mesmo
espaco de probabilidade (Q, F,P). Dizemos que:
(1) Y é uma modificaciio (ou versdo) de X se, para cadar € [ fixo, P(X;, =Y;) = 1.
(2) Y € indistinguivel de X se P({w € Q: X;(w) =Y, (w),Vr €1}) = 1, ou seja, se
X, (@) =Y, () para todo ¢, P-quase sempre.

Observe que, se dois processos sdo indistinguiveis, entdo um € uma modificag¢do do outro.
Além disso, se Y é uma modificacdo de X, entdo ambos possuem a mesma lei — isto &, t€ém

as mesmas distribui¢des finito-dimensionais.

Teorema 1.3.2. (Critério de Continuidade de Kolmogorov) Seja X = {X; };c; um processo
estocdstico definido em algum espago de probabilidade (Q,F,P). Suponha que, para todo
T > 0, existam constantes o« > 0, r > 0 e K > 0 tais que

E[X, —X,|"] <K|t—s|'T* 0<s<t<T.

Entdo, existe uma modificacdo X de X cujas trajetorias sdo quase certamente continuas.
Demonstragcdo. Ver em lkeda e Watanabe [15] O

No que diz respeito as propriedades de regularidade das trajetorias, as classes mais

importantes de processos sdo as seguintes:

Defini¢do 1.3.6. Seja X = {X, },;c; um processo estocdstico a valores em R". Dizemos que:

(1) X € continuo se, P-quase sempre, todas as suas trajetorias sdo continuas.
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(2) X € cadlag se, P-quase sempre, todas as suas trajetdrias sdo continuas a direita e

possuem limites finitos pela esquerda. Ou seja, para todo V¢ > 0,
X=Xy = 1iles e Xi_:= li%nXS existem e sao finitos.
syt st

3) Dizemos que X € cadlae se, P-quase sempre, todas as suas trajetdrias sdo continuas
a esquerda e possuem limites finitos pela direita em todo ponto. Ou seja, para todo
vt >0,

X =X_ = li%nXs e Xip:= liille existem e sao finitos.
STt St

Encerramos esta subse¢ao com a definicao de um tipo particular de processo estocastico.
Embora técnica e ndo apresentada de forma explicita em textos de referéncia como @ksendal
[42] , Karatzas e Shreve [21] ou Protter [32], essa defini¢ao serd fundamental para certos
resultados discutidos nas proximas se¢oes, especialmente no contexto do modelo de Black-
Scholes generalizado.

Definicio 1.3.7. Um processo estocdstico real X = {X;};c;, definido em um espago de
probabilidade (Q, F,P), é chamado deterministico se existe uma fungio f: [0,7] — R tal

que
X(t,w) = f(t), paratodot €[ e paratodo m € Q.

Ou seja, um processo estocastico deterministico € constante em @, implicando que todas
as suas trajetorias coincidem com a funcdo f. Trata-se, portanto, de um processo sem

comportamento aleatorio.

1.3.4 Mensurabilidade de Processos Estocasticos

Nesta subsecao, apresentamos os conceitos fundamentais de mensurabilidade para o desen-
volvimento da teoria da integracdo de It0, pois asseguram que os processos envolvidos sejam
mensurdveis com respeito as estruturas de tempo e informa¢ao do modelo. O contetido desta
subsecdo € inspirado nas exposi¢des de Pascucci [30], Jeanblanc [19] e Karatzas e Shreve

[21], com adaptagcdes a notacdo e ao estilo adotados nesta dissertagao.

Definicao 1.3.8. Seja (Q, F,P) um espago de probabilidade e I C R um conjunto de indices.
Uma filtragéio sobre (Q, F,P), indexada em 7, ¢ uma familia F = {¥; },c; de sub-c-dlgebras
de F tal que:

Vs,tel, s<t= F;CF;.
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Neste caso, (Q, F,F,[P) é denominado espaco de probabilidade filtrado.

Nas aplicacOes desta dissertagdo, a filtracao estard, em geral, associada a um processo

estocastico.

Definicio 1.3.9. Seja X = {X;},c; um processo estocéstico definido sobre um espaco de
probabilidade (2, F,P). A filtracdo natural de X é uma filtracdo sobre (Q, F,P), denotada
por FX = {.%;X}tel, tal que, paratodor € I,

FX=o({X,:s<1}).

A filtragdo natural FX representa formalmente a informacao disponivel até o tempo ¢ por
meio da observagdo do processo X. Observe que a filtragao natural estd bem definida, pois
para qualquer processo estocdstico X = {X; };¢; definido sobre um espago de probabilidade
(Q,F,P), FX := 6({X,: s <1}) para cada t € I, é uma sub-c-dlgebra de F (ver 1.2.1), e,
portanto, estd bem definida. Além disso, como {X;:s <t} C {X;:s < u} parat < u, segue
que .7::tX C .7::5 , 0 que garante que FX satisfaz a Defini¢ao 1.3.8.

Dessa forma, concluimos que a filtragdo natural de qualquer processo estocdstico pode ser
construida de forma candnica a partir do proprio processo. De modo mais especifico, se
X ={(X/',...,X")}1e; é um processo estocistico com valores em R”, entdo sua filtragio
natural FX ¢ dada por:

FX=o({Xl:s<ti=1,...,n}), Viel,

ou seja, a menor o-algebra que torna mensurdveis todas as componentes do processo até
o instante . No caso real, para cada z € I, X := 6({X, : s <t}) é a menor c-dlgebra que

torna mensurdveis todas as varidveis aleatorias X, para s <t.

Defini¢do 1.3.10. Sejam F = {F; },c; uma filtracdo e X = {X; };c; um processo estocdstico,
ambos definidos sobre um espago de probabilidade (2, F,P). Dizemos que X é adaptado
a filtracdo F (ou que é F-adaptado) se, para cada r € I, a varidvel aleatéria X; for F;-

mensuravel.

Ao longo desta dissertagcao, diremos que um processo estocastico X estd definido sobre um
espago de probabilidade filtrado (Q, F,F,P) sempre que X estiver definido sobre (Q,F,P)
e for adaptado a filtragdo F.

Da defini¢do 1.3.9, tem-se, em particular, que, para cadat € I, que a o-dlgebra ]A-:IX ¢ a menor
o-algebra que torna X; mensurdvel. Assim, se X é [F-adaptado, entao .7?,X C JF;, para todo
t € 1. Portanto, conclui-se que a filtracao natural FX é a menor filtracao com respeito a qual

o processo X € adaptado.
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Defini¢iio 1.3.11. Seja F = {F; },c; uma filtracdo sobre um espago de probabilidade (Q, F,P).
Dizemos que [ satisfaz as condicoes usuais com respeito a [ se:
(1) Focontém N = {F € F |IP(F) = 0}, familia dos eventos P-nulos.

(2) T é continua a direita, isto é, para todo t > 0, F; = ﬂ Fite-
>0

Observe que a partir do item (1) da defini¢do acima, na filtracdo [F tem-se que para cada
t >0, a o-dlgebra F; também contém o conjunto N

Como mencionado por Pascucci [30], em geral, mesmo que X seja um processo esto-
céstico continuo, sua filtracdo natural FX pode nao satisfazer as condi¢des usuais e, em
particular, pode nao ser continua a direita. Isso motiva a seguinte defini¢do, que embora

técnica, € de grande importancia no desenvolvimento do Célculo Estocastico.

Definicio 1.3.12. Sobre um espaco de probabilidade (Q,F,P), sejam X = {X; };e; um
processo estocdstico com sua filtrago natural FX = {FX},c;e N ={F € F |P(F) =0} a

familia dos eventos P-nulos. Define-se, para cadat € I,

F= FXe, onde FX:=o(FXUN).

e>0

Pode-se verificar que FX = {]—",X }er € uma filtrag@o que satisfaz as condi¢Ges usuais. Esta
filtracdo € chamada de filtracao padrao de X.

Observagdo 1.3.3. Ao longo deste trabalho, salvo indicacdo em contrario, dada uma filtracao
F = {F };e1, assumimos implicitamente que ela satisfaz as condi¢des usuais (Defini¢do
1.3.11). Em particular, dado um processo estocdstico X, empregaremos, em geral, a filtracao
padrdo FX em vez da filtra¢do natural FX.

Na defini¢do a seguir, introduzimos um tipo especial de processo estocéstico, cuja
propriedade de mensurabilidade serd fundamental para o desenvolvimento da teoria de
integracdo de Ito.

Definicao 1.3.13. Sejam X = {X; };c; um processo estocastico e F = {F; };¢; uma filtrago,
ambos definidos sobre um espaco de probabilidade (Q, F,P). Dizemos que X é progressiva-
mente mensuravel com respeito a I se, para todo ¢ € I, arestri¢do X|jg,xq: [0,1] x Q@ — R

é mensurdvel com respeito a o-dlgebra produto B([0,]) ® F;.

E claro que todo processo progressivamente mensurdvel é mensurével, isto é, B([0,T]) ® F-
mensurdvel. No entanto, é importante destacar que a mensurabilidade de cada varidvel

aleatdria X; ndo implica, em geral, na mensurabilidade progressiva do processo X.

Uma vez garantida a mensurabilidade do processo X, podemos considerar integrais sobre
I x Q.
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Teorema 1.3.3. Seja X = {X, };c; um processo estocdstico mensurdvel sobre um espaco de
probabilidade (Q, F,P). Se X € L'([0,T] x Q,B([0,T]) ® F,A @P), entdo

/ngx(t ®)d(A @ P) (1, 0) = /EX,d/I {/X,d/l ]<+oo.

Pelo Teorema de Fubini-Tonelli 1.1.11, segue que se X é um processo progressivamente

mensurdvel com respeito a uma filtracao I, entdo ele é [F-adaptado.

1.3.5 Pocesso de Wiener

Antes de estudar o processo de Wiener, elemento fundamental na teoria de integracio de
It6 e em aplicacdes em financgas, introduzimos a definicdo de Martingale. Martingales sao
exemplos importantes de processos estocasticos que modelam cendrios onde a esperanga
condicional de ganho ou perda futura, dado o passado, € nula. Em outras palavras, repre-
sentam contextos onde a informag¢do acumulada até o presente ndo permite obter vantagem

estatistica futura, caracterizando assim um "jogo justo".

Martingales

Defini¢iio 1.3.14. Sejam X = {X; }c[o 7] um processo estocdstico e F = { F; };<; uma filtragdo,
ambos definidos sobre um espago de probabilidade (Q,F,P). Diz-se que X é uma F-
martingale se:
(i) X é F-adaptado;
(i) E[|X;|] < oo, paratodot € [0,T];
(iii) Para quaisquer s,z € I com 0 <5 <¢, tem-se E[X;|Fs] = X; P-quase certamente.

Se, na definicdo acima, adicionalmente X satisfaz E[|X;|?] < co para todo ¢ € [0,T], X é
dita martingale quadrado integravel. Por outro lado, se a igualdade do item (iii) for
substituida por < ou >, o processo X € chamado de submartingale ou supermartingale,
respectivamente. A propriedade caracteristica dos martingales € a condig¢do (iii), que, em
termos intuitivos, afirma que a melhor previsdo para o valor futuro do processo, dada a
informacao disponivel até o presente, € o seu valor atual. Essa propriedade pode ser ilustrada
tomando esperanca em ambos os lados da igualdade em (iii), o que implica E[X;] = E[Xj],
para 0 < s <t. Logo, E[X; — X;] = 0, o que significa que o ganho (ou a perda) esperado entre
os instantes s e ¢ € nulo, caracterizando um “jogo justo”.

Como seré discutido no proximo capitulo, as integrais de Itd, vistas como processos

estocdsticos, sdo exemplos importantes de martingales. Esse resultado é fundamental para a
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formulacdo matematica da precificacdo de op¢des no modelo de Black-Scholes, no qual a
hipdtese de auséncia de arbitragem esta intrinsecamente ligada a existéncia de uma medida

de probabilidade equivalente sob a qual os precos normalizados dos ativos sdo martingales.

Processo de Wiener

Processos de Wiener modelam movimentos imprevisiveis e continuos no tempo, caracte-
rizados por incrementos independentes e distribuidos normalmente. Antes de estudar este
importante exemplo de processo estocdstico, o qual terd um papel fundamental no desen-
volvimento deste trabalho, em especial como base da teoria da integral de It0, € relevante
contextualizar brevemente sua origem histdrica. O processo de Wiener surgiu como a formu-
lagdo matemadtica rigorosa do fendmeno fisico conhecido como movimento browniano. O
primeiro registro cientifico desse fendmeno data de 1827, quando o botanico escocés Robert
Brown descreveu, em seu artigo [9], publicado na revista Edinburgh Philosophical Journal,
que graos de pdlen suspensos em uma substancia liquida, observados ao microscépio, exi-
biam um movimento irregular e inexplicavel. Independentemente da descoberta de Brown,
o matematico francés Louis Bachelier, em sua tese de doutorado intitulada "Théorie de la
spéculation" (1900) [2], orientado por Henri Poincaré, propds que as flutuacdes de precos em
mercados financeiros seguiriam padrdes aleatdrios e imprevisiveis — um andlogo econdmico
do fendmeno fisico observado por Brown. Cinco anos depois, Albert Einstein (1905) utilizou
um modelo matemadtico semelhante para explicar 0 movimento de particulas em fluidos,
causado por colisdes com moléculas de 4gua. A partir das previsoes tedricas de Einstein, o
fisico francés Jean Perrin (1909) forneceu evidéncias experimentais conclusivas da existéncia
de dtomos e moléculas, trabalho que lhe rendeu o Prémio Nobel de Fisica em 1926. Em
1923, o matematico Norbert Wiener apresentou a formulagdo matematica do movimento
Browniano, uma abstra¢do matematica das observagdes empiricas de Brown e Bachelier, em
seu trabalho Differential space [40]. Nesse trabalho, com base no Teorema de Extensao de
Kolmogorov 1.3.1 e no Critério de Continuidade de Kolmogorov 1.3.2, Wiener demonstrou

a existéncia e unicidade de um processo com as propriedades listadas na defini¢do a seguir.

Definicao 1.3.15. Um processo de Wiener unidimensional F-adaptado de parametro 0’ >0,
denotado por W = {Wt}ze[o,ﬂ’ € um processo estocdstico real F-adaptado definido sobre um
espaco de probabilidade filtrado (Q, F,IF,IP) que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Wp = 0, P-quase certamente;
(i) W possui trajetdrias continuas P-quase certamente;
(iii) Para quaisquer s,z € [0,T] com s < ¢, a varidvel aleatéria W, — W; é independente de
Fs;
(iv) Para quaisquer s,z € [0,T] com s < t, a distribuicdo de W, — W; é N'(0,62(t —5)).
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Na definicio acima, se 6> = 1, W é chamado de processo de Wiener padrao F-adaptado. Uma
observacdo importante a destacar € que qualquer processo de Wiener que ndo seja padrdo pode
ser transformado em um processo de Wiener padrio W = {VNVt}te[O’T} F-adaptado. Uma forma
de fazer isso é definir W; = W; /o, para todo ¢ € [0, T]. E claro que este novo processo satisfaz
todas as propriedades da definicdo acima, mas agora tem-se que W, — W ~ N (0, —s),
para quaisquer s,¢ € [0,7] com s < ¢ . Portanto, a menos que seja especificado o contrério
e sem perda de generalidade, a partir de agora assumiremos que o processo de Wiener é
padrao. Adicionalmente, embora em muitos textos a propriedade do item (iii) diga que
W tem incrementos independentes, essa condicdo é uma consequéncia do item (iii) acima,
pois se W; — W; € independente de Fj, entdo ele também € independente de W,, — W, para
0<v<u<s,eWéum processo com incrementos independentes. Dessa forma, podemos
dizer que a afirmagdo de que W é um processo de Wiener unidimensional F-adaptado é mais
forte do que simplesmente dizer que W € um processo de Wiener unidimensional.

No decorrer deste trabalho, a filtracdo I sempre serd assumida como sendo a filtragdo padrao
de W,isto é, F = IFW, onde FV é como na Defini¢do 1.3.12.

Antes de enunciar um teorema listando as principais propriedades do processo de Wiener,
vemos na defini¢do a seguir a p-variagdo de uma fungdo sobre um intervalo, um conceito
fundamental que estd intimamente ligado a natureza irregular das trajetérias do processo de
Wiener.

Definicao 1.3.16. Seja f: [a,b] — R uma fung¢do e p > 0 um ndmero real . Seja I1([a,b]) o
conjunto de todas as parti¢des T = {xg,x1,...,X,} de [a,D], coma =xp <x] < ... <x, =Db.
A p-variacdo de f, denotada por v,(f), é definida por

vp(f) :=vp(fsla,b]) := sup{s,(f37) : ® € TI([a, b]) },

onde s,(f;7) := zn:|f(x,-) — f(xiz)|P para w = {x; : i = 0,...,n}. Se v,(f;la,b]) < o,
i=1

dizemos que a func;ﬁo f tem p-variacdo limitada em [q,b].

O comportamento das trajetorias de processos estocdsticos, em especial do processo de Wie-
ner, pode ser analisado por meio da sua p-variacdo. Se W(., ®) é uma trajetéria do processo
de Wiener W = {W,},,, entdo sua p-variacdo é o valor v,(W(-,®);I). Se considerarmos
o intervalo [0,¢], para o caso particular de p = 1, o valor v{(W(.,®);[0,7]) é denominado
variacio total da trajetéria W (., ) em [0,¢], e para o caso p = 2, o valor v,(W(., ®);10,1]),
que denotaremos simplesmente por [W];, ¢ denominado variacdo quadratica de W em
[0,7] , mas deve entender-se que nessa notagdo, estd implicitamente indicado que se trata da
2-variag@o das trajetérias do processo de Wiener W no intervalo [0,z].
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Como veremos no teorema a seguir, a variagdo quadratica [W]; das trajetérias do processo de
Wiener € finita P-quase sempre, o que viabiliza a defini¢ao da integral de Itd6. Além disso,
veremos que, para p < 2, a p-variacao € infinita, e isto implica que as trajetdrias do processo
de Wiener ndao podem ser tratadas pelos métodos do célculo cldssico.

Teorema 1.3.4. Seja W = {W,},.; um processo de Wiener definido sobre um espago de
probabilidade filtrado (Q,F,F,P). Valem as seguintes propriedades:
1) Paratodot €I, W, ~ N(0,1);
2) Para todo s,t € I, Cov(W;, W) = min{t,s},
3) W é um processo gaussiano;
4) (Varia¢do quadrdtica) Para todo t € I, W], = t P-quase sempre;
5) (p-variagdo) Para todot € I: Se 0 < p <2, entd@o v,(W(.,w);[0,t] =o0), e se p > 2,
entdo v,(W(.,);[0,t]) = 0;
6) (Ndo diferenciabilidade) As trajetorias de W sdo P-quase sempre ndo diferencidveis
em qualquer ponto;
7) (Propriedade de martingale) O processo de Wiener é uma FY -martingale.

Demonstracdo. Ver Karatzas e Shreve [21], Schilling e Partzsch [37] e @ksendal [42]. [

O processo de Wiener unidimensional pode estender-se a um processo com valores em

R" da seguinte forma:

Defini¢do 1.3.17. Sejam {W;'}, 1 .-
unidimensionais, todos eles definidos sobre um mesmo espago de probabilidade. O processo
estocdstico n-dimensional W = { (W', -, W/") }

n-dimensional.

- {W/"}¢j0,r) Processos de Wiener independentes

ref0.7] ¢ denominado de processo de Wiener

Finalizamos o estudo do processo de Wiener com um exemplo que apresenta dois

processos derivados dele.

Exemplo 1.2. Um processo X = {X; },c[o,r] € chamado de processo de Wiener com drift 1

e volatilidade o se puder ser escrito como
X, =ut+oW,, paratodorel,

onde W € um processo de Wiener padrdo. Esse tipo de processo foi utilizado por Louis
Bachelier em sua tese de doutorado, Théorie de la Spéculation (1900) [2], para modelar o
comportamento dos precos de ativos financeiros — trabalho que € amplamente reconhecido
como o ponto de partida das Financas Matemadticas. Uma limitacdo importante desse modelo

€ que ele permite precos negativos com probabilidade positiva, 0 que compromete sua



1.3 Processos Estocasticos 33

aplicabilidade prética em finangas.
Para contornar essa limitag@o e garantir a positividade dos precos, considera-se 0 processo

de Wiener geométrico X = {X; },c[o 7], definido por
X; = exp(ut+oW;), paratodor€l,

onde W € um processo de Wiener padrdo. Esse processo foi proposto por Paul Samuelson
em 1964 [35] e posteriormente adotado por Black e Scholes (1973) [6] em sua teoria de
precificacdo de opc¢des. Sua principal vantagem € assegurar que os precos modelados sejam

sempre positivos, o que o torna mais adequado para representar ativos financeiros reais.

No Capitulo 3, veremos que ambos 0s processos acima podem ser obtidos como solucdes

de equacdes diferenciais estocdsticas adequadas.



Capitulo 2

Integral de It6, Formula de Ito e
Teoremas de Representacao

A integral de Itd, introduzida por Kiyoshi Itd em [16], e posteriormente expandida em
[18] e [17], estabeleceu as bases do Cdlculo Estocdstico, permitindo a integracdo de certos
processos com respeito ao processo de Wiener e abrindo caminho para o estudo das equacdes
diferenciais estocdsticas (Karatzas e Shreve [21]; @ksendal [42]). Além de seu impacto
tedrico, a integral de Itd teve aplica¢des revoluciondrias em diversas dreas, notadamente na
matemadtica financeira. Como destacado por Shreve em [38], trata-se da ferramenta central
das finangas quantitativas, sendo essencial na formulagdo do modelo de Black-Scholes e na
construgao de estratégias de precificacao e replicacao de opcdes europeias.

Neste capitulo, definimos a integral de Itd, uma integral da forma / t X, dW;, onde X é um
processo estocdstico pertencente a uma classe especifica que serd fo(}malmente definida na
Secdo 2.2, e W € um processo de Wiener. Como discutiremos na Se¢ao 2.1, esse tipo de
integral ndo pode ser definido trajetdria por trajetéria como uma integral de Lebesgue-Stieltjes
cléssica, € por isso que se precisa desenvolver uma nova teoria de integracdo. A constru¢ao
dessa integral baseia-se em uma abordagem probabilistica, explorando, em particular, a
estrutura de martingale do processo de Wiener. Apds sua defini¢do, apresentaremos suas
principais propriedades, estudaremos os processos de Ito, a férmula de It6 e, ao final do
capitulo, enunciaremos os teoremas de representacdo de Itd e de martingales, bem como o
teorema de Girsanov — todos com aplicagdes fundamentais, especialmente na modelagem
de mercados financeiros, como serd visto no Capitulo 4.
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2.1 Motivacao

Suponha que, em um intervalo de tempo [0, 7’|, desejamos modelar o preco de um ativo finan-
ceiro, representado por um processo estocastico {Xt}ze[oﬂ- Em um cenario deterministico,
livre de incertezas, sua dindmica poderia ser modelada por uma equagdo diferencial ordindria
(EDO) da forma:

dX,
d—; = f()X:, Xo = xo, 2.1.1)

na qual f: [0,7] — R é uma fun¢do deterministica que modela a taxa de crescimento relativa

t
do ativo no instante 7. A solugdo dessa EDO € X; = Xpexp ( / f(s) ds) , 0 que representa
0

um crescimento continuo e suave, previsivel a partir da funcdo f. No entanto, em mercados
financeiros reais, flutuagdes imprevisiveis, como crises econdmicas, mudancas na oferta
e demanda, ou eventos geopoliticos, introduzem flutuagdes aleatérias na dindmica dos
precos dos ativos. Esses fendmenos nao podem ser adequadamente capturados por modelos
deterministicos. Para incorporar essa aleatoriedade, substituimos a taxa deterministica f
por uma fungdo ¢ — g(¢) + h(t) - (ruido),, onde g corresponde a parte média da taxa de
crescimento e & mede a sensibilidade do ativo as oscilacdes aleatdrias representadas pelo

termo ruido. Dessa forma, a EDO 2.1.1 transforma-se na seguinte "equacao diferencial":

dX;

dr = g(t)X[ + h(t)Xt . (rul,dO)[,

que pode ser expressa de modo mais genérico como:

dX,
d—t‘ = 1 + ©; - (ruido);. (2.1.2)

onde 1, = g(t)X; e o; = h(t)X;. Ao integrarmos essa equagao no intervalo [0,7], obtemos:

1 t
Xt = X() +/ M ds +/ Oy - (rul’dO)[ ds. (213)
0 0

A primeira integral do lado direito da equagdo acima 2.1.3 € de Lebesgue e ja foi tratada no
Capitulo 1; a segunda, porém, envolve um “ruido” cujo comportamento exige cuidado. Se
supusermos que esse ruido seja puramente aleatorio, estaciondrio no tempo e de incrementos
independentes — condi¢des que garantem continuidade quase certa e distribuicdo invariante

dos incrementos —, concluimos que ele deve ser um processo de Wiener padrao W. Logo,
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podemos reescrever
t t
X,:X0+/0 ustJr/o o, dW;.

No entanto, o processo de Wiener W nio € diferenciavel nem de variagdo limitada, conforme
o Teorema 1.3.4, o que impede o uso direto da integral de Lebesgue—Stieltjes. A incapacidade
das teorias cldssicas de integracdo em lidar com essa irregularidade exigiu uma revolugao
matemadtica: Como dito na introducao geral deste capitulo, em 1944, Kiyoshi Itd publicou
em [16], propondo uma defini¢do de integral que substituia a variacao total pela variacao
quadratica. Itd aproximou integrandos adaptados por processos simples, avaliados no
ponto esquerdo dos intervalos obtidos pelas particdes, garantindo que a integral resultante
preservasse a propriedade de martingale — crucial para evitar viés por antecipacdo de
informacdo. Essa construc¢do foi refinada por contribuicdes como a teoria de martingales de
Joseph Doob (1953) e a férmula de 1td (1951), que estendeu a regra da cadeia ao contexto
estocdstico. A solucio foi, portanto, a criagdo de uma nova teoria de integracio — a integral
de It6 — que explora a variacdo quadratica de W e preserva a propriedade de martingale.
Nas proximas secoes, desenvolveremos sua defini¢ao rigorosa, partindo de processos simples

e evoluindo para o caso geral.

2.2 Construcao da Integral de Ito

Antes de iniciar a construcdo da integral de 1t6 — partindo de processos simples para pro-
cessos mais gerais —, fixaremos, na defini¢do abaixo, uma classe de processos estocdsticos
adequada, sobre a qual a integral de Itd serd definida de maneira rigorosa. Essa classe
garante uma boa definicdo da integral de It6, além de incluir processos estocdsticos tipicos
em modelagem financeira, como os processos que descrevem a dinamica de portfélios em

mercados financeiros.

Definicao 2.2.1. Seja W = {W,}te[oﬂ um processo de Wiener padrdao unidimensional de-
finido sobre um espago de probabilidade filtrado (Q, F,F" P), onde F" = { F¥ elo1]
¢ a filtracdo padrdo gerada por W. Definimos V(0,7) como a classe de todas as fungdes
f:10,T] x Q — R que satisfazem:

(i) f é progressivamente mensurdvel com respeito 2 filtracdo F" ;

T
(ii) E { /0 f(t,w)zdt} < oo,

As propriedades que caracterizam V(0,7) sdo exigéncias amplamente reconhecidas na
literatura de Célculo Estocastico. Como destacam @ksendal em [42] e Karatzas e Shreve
em [21], essas condi¢des sdo minimas para garantir a boa definicdo da integral de It5. A
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progressiva mensurabilidade assegura que o integrando ndo antecipe informacdes futuras.
Ja a integrabilidade quadratica garante a existéncia da integral e, sobretudo, a propriedade
de martingale do processo resultante— aspecto essencial para a formulacdo de modelos
financeiros livres de arbitragem Delbaen [12]. Embora extensdes sejam possiveis, como
integrais com integrandos ndo adaptados ou com integrabilidade mais fraca (ver Protter,
[32]), a classe V(0,T) € suficiente para os propdsitos desta dissertagao.

Um exemplo de elemento em V(0,7) é o proprio processo de Wiener W, pois é adaptado,

progressivamente mensuravel e satisfaz:

T T T T
]E[/ W,Zdt} :/ E[Wtz]dt:/ tdt = = < +oo.
0 0 0 2

Além disso, note que V(0,T') é um subespago vetorial de L*([0, T] x Q,B([0,T]) @ F,dt @ P),
T
que é um espago de Hilbert com produto interno: (f,g) :=E [/ ft,0)g(t,w) dt] . Pode-
0

se demonstrar que V(0,T) é um subespaco fechado deste espaco, e portanto também é um

espago de Hilbert. Em particular, € um espago de Banach com norma ||. ||y, 7y : V(0,T) — R

Iflvior = (E| [ rt.0ra]) "

2.2.1 Integral de It6 de Processos Simples

definida por:

Como mencionado anteriormente, primeiro definiremos a integral de Itd6 de processos que

tém a forma indicada na defini¢do a seguir:

Definicao 2.2.2. Um processo estocdstico X = {X,},e[oﬂ em V(0,7) € dito simples se ele
pode ser escrito da seguinte forma

n—1
Xt = Z hk]‘[lk,[k+1)<t>7 O S t S T7 (2'2'1)
k=0

onde IT = {rg,t1,- - ,t,} € uma particdo de [0,7],com 0 =1y <t} <--- <t, =T, e cada hy

€ uma variavel aleatéria.

Um processo simples €, portanto, um processo constante por partes em cada subintervalo da
parti¢do IT, cujas trajetdrias amostrais sdo cadlag (ver 1.3.6). Note que, como X € V(0,7T),
as varidveis aleatérias hy sdo necessariamente J; -mensuraveis e quadrado integraveis, ou
seja, hy € LZ(Q7}}k,]P’) para todo k =0,...,n— 1. Vale destacar que a representacao 2.2.1

ndo € unica, no sentido de que diferentes particdes e familias de coeficientes podem gerar o
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mesmo processo simples. Denotaremos por S(0,7') a classe de todos os processos simples
em V(0,7), isto é:

S(0,T):={X € V(0,T) : X é um processo estocastico simples}

Defini¢io 2.2.3. Seja X = {X; },c[o,r] um processo simples em S(0,7'), com representagdo
2.2.1. A integral de It6 de X em relagdo ao processo de Wiener W = {W; },cj0 7], que

T
denotamos por / X;dW;, é definida como
0

n—1
/ TX, dw, ==Y (W, —W,) (2.2.2)
0 k=0
Mesmo que a representacio de um processo simples ndo seja, em geral, Unica, a quantidade
2.2.2 ndo depende da escolha especifica de particio nem dos coeficientes Ay, o que garante
que a integral de Itd de um processo simples estd bem definida. Além disso, observe que
2.2.2 é uma varidvel aleatdria, e mais ainda, uma varidvel aleatéria integréavel, isto é, pertence
a L'(Q, F,P), pois como as varidveis aleatérias / e W, .1 — W, s@o independentes, cada
termo da soma tem esperanca zero, € portanto, a esperanca da integral de Itd é zero, ou seja,
¢ finita.
O seguinte teorema contém as propriedades importantes da integral de 1t6 de processos
simples.

Teorema 2.2.1. Sejam X = {X; },cj0,r] ¢ Y = {¥: },c(0,1) Processos simples em S(0,T). Entdo,
valem as seguintes propriedades:

T
1) Esperanca nula: E [/ X; th] =0.
0
2) Linearidade: Para quaisquer a,b € R, o processo aX + bY pertence a S(0,T) e

T T T
/(aX,erYz)thza/ Xtth+b/ Y; dW;.
0 0 0

T T
3) Isometria de Ito: E[(/ X dW,)z} = E[/ X,zdt]
0 0

n—1 m—1

Demonstragdo. Sejam X; = Z ML) () €Yo = Z 811}, s,.,)(t) as representagdes res-
k=0 1=0

pectivas dos processos simples X e Y. Entdo:
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1)

2)

3)

Por defini¢do da integral de Ito:

n—1

T
/0 X dW; = Z hk(VVtkH _Vka)'
k=0

Como hy € Fy-mensuravel e W, — W, € independente de F;,, com esperanga nula,
temos E[ (W, ,, — W, )] = E[h]-E[W,_,, —W,] = 0. Portanto,

T n—1
E [ | x,dm] =Y Ellu(Wy,, — W) =0.
k=0

Primeiramente, seja IT = {ug,--- ,u,} a partigdo refinada obtida como a unido orde-

nada das parti¢des de X e Y Na parti¢ao I, reescrevemos os processos como X; =

) Bl ) (1) € Yy = Z il ;.1 (1), onde A = hy quando [ui,uiy 1) C [, ter1) €
i=0

gg = g; quando [u;, u,H) - [sl,sl+1). A combinacio linear aX; + bY; tem representacao
p—1

Z%) (ahi+ bgi) Ly, ;. ) (1)- Logo, por definicdo da integral de Itd, obtemos:

1=

p—1

T
|| (@ b¥)aw; = Y (@l bgh) (W, ~ W)
i=0

O W)+ 0 )

i=0
= a/ XtdW,+b/ Y;dW,,
0 0
completando a demonstracao.
Por defini¢io da integral de It0, /0 ! X, dW; = nil hi(W;, ., —W;,). Elevando ao quadrado
k=0

e tomando a esperanca:

2
n—1 n—1
(Z hk(ulthrl - VVtk)) = Z E [hlz(karl - ‘/ka)z:| )
k=0 k=0

onde usamos que os termos cruzados E[i (W, — W, )(W;,,, —W;,)] com k # [ se
anulam, pois os incrementos W, — W;, sdo independentes e centrados. Além disso,

como /fy € F; -mensurével e independente de W, | — W;,, temos

E [ (W, = We)*] =B [1] - (141 — )
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Logo:

T 2
</0 deVVt)] ZEhk lk+1—tk

1
Z Wy (tes1 — 1)
k=0

T
=E U X,zdt] ,
0

0 que conclui a prova.
O

Da propriedade 3), segue que a integral de Itd ndo apenas associa a cada processo em S(0,7)
uma varidvel aleatéria em L' (Q, F,P), mas, de fato, uma varidvel aleatéria em L*(Q, F, P).

Falando com mais propriedade, o termo isometria, utilizado em 3) decorre do fato de que
T
a aplicagdo 7 : S(0,T) — L*(Q, F,P) definida por Z(X) := / X; dW, € linear e preserva
0
as normas, ou seja, tanto o processo simples X quanto a variavel aleatéria Z(X) possuem

a mesma norma em seus respectivos espagos. Como se verd na préxima subsecdo, essa

) = IZ(X)l2(qr)» para X simples, desempenha um papel fundamental na

igualdade,

defini¢ao geral da integral de It0, p01s garante que a aplicacdo Z € continua.

2.2.2 Integral de Ito para Processos Gerais

Nesta subsecdo, estendemos a defini¢do da integral de [t6 para processos estocdsticos mais

gerais pertencentes a (0, 7). Para isso, partimos de um resultado de densidade fundamental.

Lema 2.2.1. Para qualquer processo estocdstico X = {Xi},cj0,r] em V(0,T), existe uma

sequéncia de processos simples {h" },cn em S(0,T) tal que
. n . . g n|2
fin X o) =0, owseia, Jim e | [ 1%~ 7ar| o

O lema acima garante que a classe dos processos simples S(0,7) é densa em V(0,7) com
respeito & norma ||. [y 7). A demonstragdo deste lema técnico, fundamental para a defini¢do

geral da integral de It0, pode ser consultada, por exemplo, em Oksendal [42].
Defini¢do 2.2.4. Seja X = {X; },c[o,7) um processo estocdstico em V(0, 7). A integral de It6

T
de X em relag@o ao processo de Wiener W = {W, }te[O,T]’ que denotamos por / X dW;, €
0
definida por

T
/ X; dW; := lim hi dW;,

n—oo
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onde {h"},en é uma sequéncia de processos simples em S(0,7') aproximante de X.

Pode-se demonstrar que tal defini¢ao € correta no sentido de que esse limite existe e nao

depende da sequéncia aproximante.

O seguinte resultado é uma extensdo natural do Teorema 2.2.1 para processos em V(0,T).

Teorema 2.2.2. Sejam X = {X;},cj0.1) € Y = {Y: }1c(0,r] processos em V(0,T). Entdo, valem

as seguintes propriedades:
T
1) Esperanca zero: E [ / X; dWl] =0.
0
2) Linearidade: Para quaisquer a,b € R, o processo aX + bY pertence a V(0,T) e

T T T
/O(aX,—i—bYt)th:a/o Xtther/o Y, dw;.

T T
3) Isometria de It6: E[(/ X, dW,)z} = E[/ X,zdt]
0 0

Demonstragcdo. As propriedades seguem do fato de que a integral de Itd € o limite em
L? (Q,F,P) das integrais de processos simples, para os quais os resultados ji foram esta-
belecidos no Teorema 2.2.1. O limite preserva essas propriedades devido a linearidade e

continuidade da aplicacdo Z. ]

Antes de concluir esta secao, consideremos o exemplo a seguir, que ilustra uma das

integrais de Itd mais cldssicas:

T 1
Exemplo 2.1. Demonstremos que / W, dW; = E(W% —T).
0
Seja {t/' =4, i=0,1,...,n},ecn uma sequéncia de parti¢des de [0, T], e defina, para cada

neN,
Z Wi 1 f,",fl"ﬂ

A sequéncia {h" },cn converge para W; em V(0,T). De fato:

T 5 n—1 ti"H 1n—1 5 T2
E W, —hl|“dt| = / t—thdt = = =t < — ——0.
|:/O | t t| :| ,Z(’)t,” ( l) ZiZO(H-l l) = I n—seo

Além disso, notamos que:

1
Wi Wiy, = W) = 5 |(WR = W) — Wiy, —War)?] .

i+1 i 12
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Portanto, pela defini¢do da integral de It0,

T 2 n—1 1 1 n—1
2 ..
W tim W0, W) = 57 5 i 0y )
Como
n—1 5 2
Z:a)(W’z"H _Wfi"> — T,
1=
segue que:

T 1
| wiaw, = Swi-1).
0 2

Este exemplo ilustra de maneira clara uma das diferencas fundamentais entre a integral de
Ito e a integral de Lebesgue-Stieltjes. De fato, se f for uma fungdo de classe C!([0,77]),

T 2 T
vale / f(t)df(r) = f ; ) , enquanto, na integral de Itd, surge o termo de corre¢ao —5
0

resultado da varia¢do quadratica do processo de Wiener. Esse fenomeno reflete o fato de que,

com probabilidade 1, as trajetérias de W ndo tém variacdo finita.

Na Secdo 2.6, veremos novamente este exemplo sob a luz da férmula de Itd, que nos permitira

obter a expressdo de / W; dW; de forma direta.
0

2.3 A Integral de It6 como um Processo Estocastico

Na secdo anterior, construimos a integral de Itd para processos simples e, em seguida,

estendemos essa defini¢do a qualquer processo X em V(0,7). Até aqui, sempre fixamos
T

o instante 7" € vimos / X, dW, como uma varidvel aleatéria em L? (Q,F,P). Nesta secao,
0

ampliamos essa perspetiva.

Considere X um processo estocéstico em V(0, 7). Para cada t € [0, T], definamos

Xﬂ[O,t] : [O,T] xQ—R
(S7 (D) '—>X:H'[0,t](s7 (1)) I:X(S,(D)I]_[O,t](S)

Claramente esta fungﬁo ¢ um elemento de V(0, 7). Portanto, para cada ¢ € [0,T] a integral

de 10 Z(X 1 ) / Xs 119, (s) dW; estd bem definida. Observe que:

T t
/() Xsﬂ[07t](s)dWs Z:/()Xdes
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Assim, reescrevendo Z(X 1)) como Z;(X), temos que a aplicagdo ¢ — Z;(X) define um

novo processo Z(X) = {Z;(X) };¢[o,r] definido por Z;(X) = /0 t X, dW;. Este processo € cha-
mado de integral indefinida de It6 de X em relacdo ao processo de Wiener W.

E importante destacar que o processo {Z;(X )}tefo,r) ndo €, a priori, continuo. No en-
tanto, pode-se demonstrar que ele admite uma versdao com trajetérias continuas P-quase
seguramente, como afirma o teorema a seguir, cujo enunciado e demonstragao podem ser
encontrados em @ksendal [42]. Essa construgdo é essencial para formulagdes dindmicas de

problemas de precificacdo e para a determinacdo de portfélios de hedge de opcdes.

Teorema 2.3.1. Seja X € V(0,T). Entdo existe um processo estocdstico {M; },c(o ), com

trajetorias P-quase certamente continuas, tal que:
t
P (M, _ / X, dW,, Vi € [O,T]) —1.
0

Em outras palavras, {Z;(X )}ze[Oﬂ admite uma versdo continua P-quase certamente.

Corolério 2.1. Seja X € V(0,T). Entdo o processo M = {M;},c(o,r] definido por:
t
M; = / X dW;
0

¢é um martingale em relacdo a filtracao FV sob P.

As propriedades estabelecidas na Secdo 2.2 continuam validas nesse contexto, correspon-
dendo ao caso em que ¢t = 7T'. A consideracdo da integral de [td como um processo estocdstico
serd fundamental para o estudo dos chamados processos de Itd, da férmula de It6 e, no

tratamento de equacdes diferenciais estocdsticas.

2.4 Integral de It6o Multidimensional

Como veremos no Capitulo 4, muitas aplicagdes exigem a integracao de processos estocasti-
cos vetoriais em relacio a processos de Wiener também vetoriais. Nesta secao, que segue de
perto a abordagem apresentada por @ksendal [42], estendemos a construcdo da integral de

It6 unidimensional para lidar com integrais de processos a valores em R”*",

Como no caso unidimensional, fixamos, na defini¢do a seguir, uma classe apropriada de
processos estocdsticos matriciais, sobre os quais a integral de Itd serd definida de maneira

rigorosa no contexto multidimensional.
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Definicao 2.4.1. Seja W = {W,},G[OJ] um processo de Wiener n-dimensional sobre um
espaco de probabilidade (Q, F,[P), junto com sua filtragio padrio F" . Definimos V"*"(0,T)

como a classe das fun¢gdes matriciais

f:00,T] x Q@ — R™"

(t7w) — f(tvm) = [fi7j(t7w)]m><n

tal que:

i) f é progressivamente mensurével com respeito a filtracdo F";

i) E UOT Hf(z,w)uzdz] < +oo.

Defini¢iio 2.4.2. Seja X = {X; },c[o,r] um processo estocdstico em V"*"(0,T), isto &, X; =
[X,ij ] ,paratodo 0 <7 < T . A integral de Itd de X com respeito ao processo de Wiener
mxn

n-dimensional W = { (W;',--- ,W") } | € definida como

t€l0,T
T T X[21 thz . thn dmz
/ X; dW; = / : . : :
0 0 : e :
X[ml Xth . X[mn dmn

Assim, a integral de Itd de X € V"*"(0,T) resulta em um vetor aleatério m-dimensional,

onde sua i-ésima componente € i / TXti J dW,j , soma de integrais de [t6 unidimensionais.
j=170
Observagdo 2.4.1. Seja V™"(0,T).
1) Quandom = 1en =1, recuperamos a integral de It6 unidimensional.
2) Sem=1en>1,usaremos a notagio V"(0,T) em vez de V' *"(0,T), e nesse caso, a

T
sua integral de It6 serd denotada por / X; - dW;. Tem-se, entdo:
0
T T T
/ X,-dw,:/ X,ldW,l+-~+/ X" dwW".
0 0 0

2.5 Processos de Ito

Os processos de Itd constituem uma classe fundamental de processos estocdsticos, cuja
dindmica incorpora tanto um termo deterministico quanto um termo aleatério impulsionado

por um processo de Wiener. Esses processos estdo na base do Célculo Estocéstico e permitem
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modelar uma ampla variedade de fendbmenos com incerteza continua, sendo particularmente
relevantes em finangas matematicas. Esta secdo segue de perto as apresentacdes de Karatzas
e Shreve [21], @ksendal [42], Pascucci [30], Schilling e Partzsch [37] e Shreve [38], com
adaptacgdes ao contexto desta dissertagao.

Definicao 2.5.1. Seja W = {Wt}te[o,T] um processo de Wiener n-dimensional definido sobre
um espaco de probabilidade (Q,F,P), e seja FY = {.EW} refo.7] & filtracdo padrao gerada
por W. Um processo de It6 m-dimensional € qualquer processo estocdstico X = {Xi },c[o,71,

definido sobre (Q, F,P) e com valores em R, que admite a seguinte representacao:

t t
X,=X0+/ usds+/ osdW,, 0<t<T, (2.5.1)

0 0
onde X é um vetor aleatério de dimensdo m com componentes em L> (Q,]—"(‘)V ,]P’), ué
um processo estocéstico m-dimensional com componentes em V(0,7) e 6 é um processo

estocdstico em V™" (0, T).

Observe que as componentes do processo de Itd m-dimensional X = {Xt},e[oﬂ sdo da forma:
. . . 1 ro .
X;:X6+/u;ds+2/ G WS, =1, m. (2.5.2)
0 i—17/0
j=1

Quando m = n =1, X € um processo de Itd6 unidimensional.

Em versdes mais gerais dessa defini¢cdo, costuma-se exigir apenas que X seja .FgV -mensuravel
e finito quase certamente (P(||Xy|| < +o0) = 1) e que 0s processos i e & sejam processos F" -
adaptados, com u integravel e ¢ quadrado integravel. A equagdo 2.5.1, chamada de forma
integral do processo de Itd, pode ser interpretada como a evolugao do processo X ao longo do

tempo. Essa evolugdo é composta: pelo valor inicial Xy, que pode ser um valor deterministico
t

ou um vetor aleatorio representando a incerteza inicial; a integral ordindria / Usds, na
0

qual o processo U, chamado de drift, representa o comportamento médio ou deterministico
t

do processo X; e a integral de It / o;dWs, onde ¢ € chamada de volatilidade, a qual
representa as flutuagdes aleatdrias do processo introduzidas pelo processo de Wiener.

Observacdo 2.5.1. Da defini¢do acima, temos:

1) A representacdo 2.5.1 € unica quase sempre, ou seja, se além de Xy, i e o, o vetor
aleat6rio X, e os processos p’, o’ satisfazem tal representacio, entdo Xy = X/, P-quase
sempre e W (®) = i/ () € 6;(®) = o] (®) sdo iguais A ® P-quase sempre. Para uma
prova formal, ver Karatzas e Shreve [21].

2) Como FY = {0,Q} e valor inicial Xy é Fy-mensurdvel, segue que X, é uma varidvel

aleatdria constante.
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3) Do ponto de vista notacional, especialmente em finangas, as vezes é conveniente

escrever a expressdo 2.5.1 na forma diferencial:
dX; = wdt+o,dW;,, 0<t<T, (2.5.3)

que, no caso m-dimensional, a suas componentes tem a seguinte forma:

n
dx{ =pldt+ Y of/aw/, i=1,-- m, (2.5.4)
Jj=1
No entanto, a forma diferencial € apenas uma notagdo prética para a forma integral,
que é a que possui um significado matematico sélido, pois as trajetérias do processo
de Wiener ndo sdo diferencidveis em nenhum ponto. Note que, uma vez que temos a
forma diferencial de um processo de It6, podemos imediatamente converté-lo para a

sua forma integral.

Definigdo 2.5.2. Um processo de It6 X = {X; },[o 7] € chamado de difusio de Itd quando
tanto o drift quanto a volatilidade dependem apenas de X. Ou seja, X tem a forma:

t t
X,:Xo-i—/ ,u(XS)ds—i-/ G(X,)dW,, 0<i<T.
0 0

A defini¢do a seguir, que poderia ser apresentada como um lema, foi adaptada de Shreve
[38] e Pascucci [30]. Como veremos adiante, trata-se de um resultado fundamental, especi-
almente na formulagdo e aplica¢do da férmula de It6 para processos vetoriais. Além disso,
esses objetos surgem naturalmente em modelos financeiros ao se quantificarem volatilidades

e correlagdes entre ativos.

Definiciio 2.5.3. Sejam X' = {X/! }Heo,r] € X? = {X,Z}te[oﬂ processos de Itd tomando

valores em R, com decomposigdes
t t t t
X,I:X(}+/ ,uslds+/ cldw, e X}:X02+/ ufds+/ G2dW,,
0 0 0 0

respectivamente, onde ', 6> € V™"(0,T). Define-se:
(1) A covariacao quadratica entre X e X?, denotada por [X 'x 2], € o processo matricial

simétrico definido por

t
X! x2, ::/0 cl(c))Tds, 0<i<T.
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2) A variacao quadratica de X ! denotada por [X 1], € o processo matricial definido por
t
X' =x X, = [ ol(o)) s
0

Finalizamos esta se¢do com um resultado importante sobre a distribui¢do de processos de
Itd cujos processos de drift e volatilidade sdo deterministicos. Esse resultado sera essencial
na demonstragdo da férmula generalizada de Black-Scholes, pois garante que a variavel
aleatoria que representa o logaritmo do prego do ativo nesse modelo segue uma distribui¢ao

normal. A demonstra¢cdo pode ser consultada em Pascucci [30].

Proposicao 2.1. Sejam U e G processos deterministicos pertencentes a V(0,T). Entdo o

processo de Ité unidimensional definido por
t t
X=Xo+ [ wds+ [ oW, 0<r<T,
0 0

é tal que, para cada t € [0,T), a varidvel aleatéria X; é normalmente distribuida com:

! t
E[X,] = E[Xo] + / wods, e Var(X;) = / o2 ds.
0 0

2.6 Formula de Ito

No célculo diferencial cldssico, a integral de Riemann geralmente ndo € calculada diretamente
a partir de sua defini¢cdo, mas sim por meio do Teorema Fundamental do Calculo. Uma
situacdo semelhante ocorre no contexto estocastico: em poucos casos, a integral de It6 pode
ser efetivamente calculada a partir de sua defini¢do — por exemplo, quando X € um processo
simples. Isso se torna ainda mais relevante no contexto estocdstico, pois as trajetdrias do
processo de Wiener ndo sao diferencidveis em nenhum ponto e possuem variagao total infinita
em qualquer intervalo, o que exige o desenvolvimento de novas ferramentas.

O objetivo desta se¢do é justamente apresentar essa ferramenta: a Féormula de Ito, que
permite calcular integrais de fun¢des compostas com processos estocdsticos. Serdao enun-
ciadas e discutidas trés versdes da férmula: a forma clédssica para fun¢des de um processo
de Wiener, a forma para processos de It6 unidimensionais e, por fim, a formulagdo geral
para processos de 1td multidimensionais. Essas versdes serao fundamentais nos capitulos
seguintes, especialmente para resolver equagdes diferenciais estocdsticas e para a obtengdo

das dindmicas de processos financeiros.
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Iniciamos esta se¢do com a formulagcdo mais simples da férmula de Itd, aplicada direta-
mente ao processo de Wiener. Este resultado fundamental foi introduzido por Kiyoshi It6 em

1944 [16]. A demonstragdo completa pode ser encontrada, por exemplo, em Kuo [24].

Teorema 2.6.1. (Formula de It para o processo de Wiener; 1t6 1944) Seja f: R — R uma
fungdo de classe C*(R) e W = {W, }ieo,) um processo de Wiener. Entdo, parat € [0,T]:

FW) = £W)+ [ £ W)W, + 5 [ rwas 2.6.1)

Em notacado diferencial, a expressdo correspondente é:

1
df (W) = f'(W)dW, + " (Wi)dr.

T
No Exemplo 2.1, demonstramos, a partir da definicao da integral de Itd, que / W dWs =
0

1 1 . o -
EWTZ — ET. No exemplo a seguir, reobtemos esse resultado de forma mais direta utilizando a

férmula de Ito.
Exemplo 2.2. Aplicando a férmula de 1t6 para o processo de Wiener, vamos calcular a
t
integral/ W, dWy, para t € [0,T].
0

Considere a fungio f: R — R, definida por f(x) = x?, claramente de classe C>(R), com
derivadas f'(x) = 2x e f”(x) = 2. Aplicando 2.6.1 ao processo de Wiener W = {W; },c(o 71,

e substituindo a derivadas obtidas anteriormente, temos:

! / 1 ! /!
W2 = f0) = f000)+ [ f ) awe+5 [ ") as

t t
:W02+/ 2WSdWS+/ 1ds.
0 0

t
Como Wy = 0, segue que Wt2 = 2/ Wy dW; +1t, e, portanto,
0

! 1, 1
Fazendo t = T, recuperamos o resultado obtido anteriormente no Exemplo 2.1.
Mais geralmente, podemos aplicar 2.6.1 a poténcias inteiras de W;. Seja f(x) = x", com

n>2. Como f'(x) =nx""1e f’(x) =n(n—1)x""2, a férmula 2.6.1 fornece:

t _1 t
I/Vl":n/ W;l—‘dWer”(”2 )/ W2 ds.
0 0
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Este exemplo evidencia como a férmula de 1td permite calcular integrais de Itd de forma

direta, evitando demonstra¢des longas pela defini¢do.

No que segue, utilizaremos a notagdo C?([0, T] x R™) para denotar o espago das fungdes
00, T] x R™ — R4 que sdo continuamente diferencidveis em relagdo a varidvel temporal 7,
e duas vezes continuamente diferencidveis em rela¢do a varidvel espacial x € R™, com todas
essas derivadas sendo funcdes continuas.

Teorema 2.6.2. (Formula de Ité para Processos de Ité) Seja f € C 1’2([0, T] x R), e seja

X = {Xt}te[O,T] um processo de Ité unidimensional com forma integral:

t t
X,:Xo—i—/,usder/ o, dW;, 0<r<T.
0 0

Entdo, o processo Y = {Y,},co,1] definido porY; := f(t,X;) também é um processo de It e

satisfaz:
7(0,Xp) —f—/{ +ugaf(sX)+ o, 2f(sX }ds—f—/ os—=—(5,X;)dWs,
dx 2% dx? dx
paraQ <t <T.
Demonstracdo. A demonstragio deste resultado encontra-se em @ksendal [42]. 0

Formula de It6 Multidimensional

Teorema 2.6.3. Seja W = {W, },c(o, 1] um processo de Wiener de dimensdon e X ={X; }c(o,r]
um processo de It de dimensdo m. Seja f uma funcdo tomando valores em R? com com-
ponentes em C'2([0,T] x R™). Entdo, o processo Z = {Z:}1e(0,1) definido por Z; := f(t,X;)

é um processo de Ito de dimensdo d, e cada uma de suas componentes Ztk = f* (t,X), k=

1,...,d tem a seguinte forma diferencial:
k k m 2 rk
k f f i 1 J f j j
dz; = —- = (t,X; dt—i—z tX,)dX += Z e rers ——(t,X,)d[X" X];.

Como aplicacao direta das formulas de Ito, tem-se a seguinte identidade fundamental,

que desempenha o papel da férmula cldssica de integrag@o por partes no Calculo Estocéstico.

Proposicdo 2.2. (Férmula de Integragdo por Partes). Sejam X = {Xi},cor) ¢ ¥ =

{Yt}ze[QT] dois processos de Ito. Entdo, vale a seguinte igualdade diferencial:
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2.7 Teoremas de Representaciao e Mudanca de Medida

Nesta secdo, assumimos que a filtracdo padrio F" = {.7-",W }te[O,T] do processo de Wiener
definido sobre um espaco de probabilidade (Q, F,P), satisfaz F = F}' . Essa suposicio é
crucial, pois os resultados aqui apresentados, em geral, ndo permanecem vélidos caso JF
contenha mais informagdes do que aquelas geradas por W até o instante 7.

Iniciamos com o Teorema de Representacio de 1t6, adaptado de @Bksendal [42], onde

também se encontra sua demonstracao.

Teorema 2.7.1. (Representagao de Ito) Seja W = {Wr}ze[o,T] um processo de Wiener padrdo
n-dimensional, definido sobre um espaco de probabilidade filtrado (Q,F ,F,P), onde F =
{F: }ze[O,T}- Entdo, para qualquer varidvel aleatéria F € L? (Q, Fr,P), existe um processo

estocdstico ¢ = { ¢ };c(o,r] , com valores em R", progressivamente mensurdvel com respeito

T
a filtracao F, tal que E[/ ¢ ||%dt] < 400, €
0

T n T . .
F=EIF|+ [ oW, —E[F] + Z]/O o) dw;
]:

Além disso, esse processo ¢ é tinico A @ P-quase sempre.

O Teorema de Representacdo de Itd garante que, sob condi¢des bastante gerais, qualquer
varidvel aleatdria F' em LZ(Q, Fr,P) pode ser representada como uma integral de It6. Esse
resultado desempenha um papel fundamental em finangas matemadticas e serd importante no
Capitulo 4, especialmente na precificacdo e hedging de opcdes europeias, permitindo repre-
sentar payoffs como integrais estocasticas, o que estd diretamente relacionado a construcao
de portfdlios de replicagdo.

Como consequéncia direta do teorema anterior, apresentamos a seguir um resultado que
caracteriza martingales quadrado integraveis adaptadas a filtragdo padrao de um processo
de Wiener. A formulagio é adaptada de Bksendal [42] e também aparece em Shreve [38],
acompanhada de uma discussdo sobre sua aplicacdo em financgas.

Teorema 2.7.2. ( Representacdo de Martingale) Seja W = {Wr};e[o,ﬂ um processo de
Wiener padrdo n-dimensional, definido sobre um espago de probabilidade (Q, F,P), junto
com sua filtra¢do padrao FV = {.7-",W }te[oﬂ. Sobre esse mesmo espaco de probabilidade,
seja M = {M,},G[()’T] uma FY -martingale com valores em R™, quadrado integrdvel. Entdo,

existe um processo {@}cp0. 1) em V" "(0,T) , tal que:

t
M; = E[My] -I-/ ¢sdWs, paratodot € [0,T].
0
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Além disso, esse processo ¢ ¢é tinico A @ P-quase sempre.

Um dos resultados centrais na andlise de processos estocdsticos sob diferentes medidas
de probabilidade é o Teorema de Girsanov. Esse teorema descreve como a dindmica de
um processo de Wiener é modificada sob uma nova medida de probabilidade equivalente.
No Capitulo 4, essa mudan¢a de medida desempenha papel fundamental ao possibilitar a
transformacgao de um mercado em que os precos normalizados dos ativos nao sao, a priori,
martingales, em um novo espaco de probabilidade no qual passam a ser. Isso viabiliza a
aplicacdo dos principais resultados tedricos relativos a auséncia de arbitragem em mercados
financeiros. Antes de enunciar tal teorema, apresentamos a férmula de Bayes e a condi¢do
de Novikov.

Lema 2.7.1. (Formula de Bayes) Sejam Q e P duas medidas de probabilidade em algum
espago mensurdvel (Q,F) tais que Q < P. Seja X € LI(Q,}", Q) e H C F uma sub-o-
dlgebra de F. Entdo,

[X|H]Ep[d(§ H} Ep[x‘;% ]

Demonstragdo. Ver Pascucci [30] ou Karatzas e Shreve [21]. []

Proposicio 2.3. (Condigdo de Novikov) Seja u = {u },c(o 1) um processo estocdstico com

valores em R", definido sobre um espago de probabilidade (Q,F ,IP), e pertencente a classe

V'(0,T), tal que
1 /T >
Elew (5 [ lulPdr)| <+
2 Jo

entdo o processo Z = {Z:}c|o 1] definido por

t 1 t
Z; = exp (—/0 us-dWs—E/o ||us|]2ds)

¢ uma TV -martingale sob P com E[Z,] = E[Zy] = 1, para todo t € [0,T).

Demonstragdo. Ver Pascucci [30]. Para uma versdo mais geral, consultar Revuz e Yor
[33]. ]

Teorema 2.7.3. (Teorema de Girsanov) Seja W = {Wt}ze[O,T] um processo de Wiener padrdo

n-dimensional sobre um espago de probabilidade (2, F,P), com sua filtracdo padrdo FY =
{7}

o) Sejau= {ut }iejo,r) um processo n-dimensional em V"(0,T). Se o processo
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Z = {Z:} )0, definido por

t 1 t
Z,:exp(—/o us-dWs—i/o ||us||2ds>, 0<i<T,

for uma FY -martingale com respeito a P, entdo:
1) Existe uma medida de probabilidade Q sobre (Q, Fy ) tal que dQ = Zr dPP;
2) O processo W = {W, }ielo,1) definido por

s t
Wt:Wt—F/ ugds
0

é um processo de Wiener padrdo n-dimensional sob Q.

A demonstracdo deste teorema, bem como de versdes mais gerais, pode ser encontrada em
(ksendal [42], Pascucci [30], Karatzas e Shreve [21].

Corolario 2.2. Sob as hipoteses do Teorema de Girsanov, valem:
a) Q e P sdo medidas de probabilidade equivalentes sobre (Q, Fy' )
b) O processo de Wiener W= {Wt}te[oﬂ ¢ uma martingale com respeito & filtracdo FV
sob a medida Q.

Demonstracdo. (Recordamos que estamos assumindo )’ = F)
a) 1) Pelo Teorema de Girsanov, dQ = Z7 dP, com Z7 > 0. Logo, pelo Teorema de
Radon-Nikodym 1.1.10, segue que Q < IP.
i) Também pelo Teorema de Girsanov, como dQQ = Z7 dIP, entdo, paratodo A € ]-‘;V ,
tem-se Q(A) = / ZrdP. Se Q(A) =0, entdo / ZrdP =0. Como Zr > 0, segue
que P(A) =0. Péla arbitrariedade de A, conclu?—se que P < Q.
Portanto, pelos itens i) e ii), concluimos que P ~ Q.

b) i) Como u é FY-progressivamente mensuravel, entdo, para todo 7 € [0,T], a aplica-

t
cio @ — / us(®)ds é F¥ -mensurdvel. Como W, também é F,” -mensuravel,
0

~ t ~
segue que W; =W, + / usds é }}W-mensurével para todo ¢. Portanto, W é um
0

processo F" -adaptado.

ii) Paratodor € [0,T], ]EQHW,H < oo, pois, como pelo Teorema de Girsanov, W é
um processo de Wiener padrao sob Q. Assim, W, possui distribui¢do normal sob
Q, com esperanca nula e variincia ¢, o que garante que seu valor absoluto tem

esperanga finita.
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iii) Defina o processo Y = {Y'},¢(y 7y por ¥; := Z;W;, para todo ¢ € [0, T]. Aplicando

a Férmula de integracdo por partes 2.2, obtemos:
dY, = d (ZiW;) = W dZ, + Z; dW, +d[Z,W);.

Como dZ; = —Zsu; - dW; e dﬁ/, = u,dt +dW;, e pela Definicao 2.5.3, a covariacao
e ~ t

quadratica entre Z e W é [Z, W], = / —Zsugds, para cada t € [0,T], temos
0

d [Z,W]t = —Z, u;dt. Substituindo essas expressoes, obtemos:

dY; = W, (—Zu; - dWy) + Z; (u; dt +dW,) + (—Zyuydt)
= —Zu; - VT/tth + Zyus dt + 7, dW; — Zyu,dt
= Z,dW, — Zyu; - W, dW,
= (Z — ZowW,) - dW;,

que, em sua forma integral pode ser escrito como:
t ~ 1 -
Y, =Y ‘|‘/ (Zs —Zsug - Ws) dW; = / <ZS‘ — Zss st) dWs,
0 0

onde usamos que Yy = ZOV~V0 = 0. Isto mostra que o processo Y € uma [F W
martingale com respeito a P, pois, para cada ¢, ¥; € uma integral It6 com respeito
ao processo de Wiener W, que é uma F" -martingale com relagio a P.

Agora, como Q < Pe, paratodo ¢ € [0, T] temos W, el (Q,F,Q), pela Formula
de Bayes 2.7.1 tem-se:

~ ~ 1 ~
Eo[W: | /'] Ep[WiZr | ) = - BpWiZr | '),
S

T EplZr | FY]

onde para a segunda igualdade usamos que Z ¢ uma IFW-martingale com respeito
aP. Como W, é FY -mensuravel e F" O F", para todo s < 1, segue pelo item

7) do Teorema das propriedades da esperancga condicional 1.2.6 que

~ 1 ~
EqlW | F'] = - Ee |Ee(Zr | 7' IW, | 7.
A
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Usando novamente que Z é uma F" -martingale com respeito a P e o processo Y

também é uma F" -martingale sob [P, do anterior segue:

_ 1 ~ _
EqW; | F)¥] = & WiZy =W,
A
0 que mostra a condicao (iii) da defini¢do de martingale 1.3.14 para W sob Q.
Portanto, pelos itens 1), ii) e iii), concluimos a prova de b).
O



Capitulo 3
Equacoes Diferenciais Estocasticas

Um caso particularmente relevante no estudo dos processos de It6 s@o as solu¢des de Equa-
coes Diferenciais Estocésticas (EDE). Essas equacdes desempenham um papel fundamental
na modelagem de sistemas sujeitos a flutuacdes aleatdrias, com aplicacdes em financas,
fisica estatistica, biologia matematica e teoria do controle estocdstico. Diferentemente das
equacdes diferenciais ordindrias, as EDE incorporam um termo estocdstico — frequentemente
representado por um processo de Wiener — que captura efeitos aleatdrios intrinsecos ao
sistema em estudo.

3.1 Definicao Geral

Esta se¢do apresenta a definicdo geral de uma equacgdo diferencial estocdstica, adaptada das
formulacdes de Revuz e Yor [33] e Jeanblanc [19].

Definicao 3.1.1. Uma equacao diferencial estocastica (EDE) ¢ uma equagdo da forma:
dX; = b(t,X;)dt + o (t,X;) dW;, (3.1.1)

onde:

e X = {(Xt17""th)}teR+
a uma filtracdo IF, definido sobre um espago de probabilidade adequado (Q, F,P);

€ um processo estocdstico com trajetdrias continuas, adaptado

« b:Ry xR" = R", com b(t,x) = (b'(t,x),...,b"(t,x)), é uma funcdo progressiva-
mente mensurdvel em relacdo a filtracdo F, denominada termo de drift. Em financas,
representa a taxa de retorno esperada dos ativos;

e 0: Ry xR" = R™™ com o (t,x) = [6"(t,X)]1<i<n,1< j<m» € uma fungdo progressi-
vamente mensuravel em relacao a filtragdo IF, denominada matriz de dispersao. Em

financas, representa a volatilidade dos ativos;
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s W= {W, ... . Ww"}
cao .

1eR, € um processo de Wiener m-dimensional adaptado a filtra-

Os elementos conhecidos desta equacao sdo os coeficientes: uma condi¢do inicial, que seria
a variavel aleatdria Xy, o vetor b(z,x) e a matriz o(f,x). A incégnita é o processo X, isto
€, a solucdo da equacdo. O processo solucao pode ser interpretado como o estado de um
sistema que descreve a evolu¢do de um sistema com dindmica hibrida, isto €, composta
por componentes deterministicas e aleatorias. Note que a equacao 3.1.1 pode ser escrita
componente a componente como:
dX; =b'(t,X;)di+ ) o"(t,X)dW/, i=1,....n.
j=1

3.2 Solucoes Fortes e Fracas de Equacoes Diferenciais Es-

tocasticas

Nesta secao, apresentamos as defini¢des de solugdo forte e solugdo fraca para equacdes
diferenciais estocdsticas (EDEs), bem como um teorema de existéncia e unicidade quase
certamente de uma solucdo forte. As formulacdes foram adaptadas de Karatzas e Shreve
[21], Revuz e Yor [33], @ksendal [42] e Jeanblanc [19].

Defini¢do 3.2.1. Sobre um espago de probabilidade (Q, F,P), sejam W = {W, },.g, um
processo de Wiener padrio m-dimensional e £ uma varidvel aleatéria independente de W.
Uma solucéo forte da EDE 3.1.1 em (Q, F,IP) e com respeito ao processo de Wiener W e a
condigdo inicial &, é um processo X = {X; };,cr, com trajetSrias continuas e que satisfaz:
(1) X ¢é adaptado a filtragdo F = {F:},cg, , onde F; = 6(5) V FV é a menorc-dlgebra
que contém as informagdes de & e do processo W até o tempo ¢ , completada com os
conjuntos nulos de (Q,F,P).
@) P(Xo=£)=1.
(3) Paratodoi=1,....n, j=1,....met € Ry,

t g ..
P (/ (16'(s,Xs)| + 0% (5,X;)|*) ds < oo) —1.
0
(4) A forma integral de 3.1.1 € vdlida, ou seja,

t t
X,:X0+/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s,X;)dW,, P-quase certamente.
0 0
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Na defini¢@o acima, dizer que & € independente de W significa que este valor inicial & ndo
¢ influenciado pelo comportamento futuro do proceso de Wiener W e que W ndo carrega
nenhuma informacéo sobre &. No capitulo 4, quando estudemos mercados financeiros, essa
independéncia reflete a ideia de que o preco inicial ndo estd correlacionado com as flutuacdes
futuras do mercado. No termo F; = 6(&) vV F)”, o simbolo \ denota a 5-dlgebra gerada pela
unido de 6 (&) e F".

O teorema a seguir estabelece condicdes suficientes sobre os coeficientes b e ¢ para
garantir a existéncia e unicidade (quase sempre) de solucdes para a equagdo 3.1.1. Uma
discussdo sobre sua prova pode ser encontrada em Karatzas e Shreve [21], enquanto uma
demonstracdo para uma versao andloga é apresentada em @ksendal [42]. || - || denota a norma

euclidiana na dimensao apropriada.

Teorema 3.2.1. Sejam os coeficientes b e 0 da equacdo 3.1.1 que satisfazem:
i) (Coeficientes Lipschitz)

[b(t,x) = b(t,y) || +[[o(t.x) —o(t.y)| < K|x—yl,
ii) (Crescimento linear)
()| + o (5,2 > < K>(1+ [lx[|),

para todo t € R, x,y € R" e uma constante K > 0. Seja (Q,F,F,P) um espaco de pro-
babilidade filtrado que satisfaz a condigdo usual, W = {W, },cr, um processo de Wiener
m-dimensional adaptado a filtragdo F = {F,}ier,, e & € L*(Q, Fo,P), uma varidvel alea-
t6ria com valores em R" independente de W, e com segundo momento finito E[||E||*] < oo.
Entdo, existe um processo adaptado X = {X;};cr,, que é uma solugado forte da equagdo
(3.1.1) com condi¢ao inicial & relativo a W. Além disso, esse processo é quadrado-integravel:

para todo T > 0, existe uma constante C, dependendo apenas de K e T, tal que
E[|1X|% < C(1+E[|[E]]) e, 0<i<T.

Definicao 3.2.2. Uma solucio fraca da EDE 3.1.1 ¢ a tripla ((X W), (Q,F, ]P’),F), onde:
(1) (Q,F,P) é um espaco de probabilidade, e IF = { F; };cr, € uma filtracdo que satisfaz
as condi¢des usuais, isto €, é continua a direita e F( contém todos os conjuntos nulos
de F.
(2) X = {X; }1er . € um processo continuo e F-adaptado, com valores em R", e W =

{W, }+er. é um processo de Wiener m-dimensional em relagdo a filtragdo F.
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(3) Paratodoi=1,....n, j=1,....met € Ry,

ro ,
P( [ (WX 05X ds < ) = 1.
0
(4) A forma integral de 3.1.1 € vélida, ou seja,
t t
X; :X0+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s,X;)dW,, P-quase certamente.
0 0

Uma solugdo forte é sempre uma solugao fraca, mas o reciproco nem sempre € verdadeiro.
Existem equagdes diferenciais estocésticas que admitem solugdes fracas, mas para as quais

ndo existe uma soluc¢do forte. Um exemplo cldssico é a chamada equacao de Tanaka:
dX, = sgn(X;)dW;, Xy =0,

onde W é um processo de Wiener unidimensional e sgn denota a funcdo sinal. Esta equacio
admite uma solucao fraca, mas nao admite uma solugdo forte. A demonstracio desse fato

pode ser consultada, por exemplo, em Revuz e Yor [33] ou em @Qksendal [42].

Os teoremas apresentados nesta se¢do ndo fornecem métodos explicitos para obter a
solu¢c@o de uma EDE, mas apenas garantem sua existéncia — e, sob certas condi¢des, também
sua unicidade — no sentido fraco ou forte. A seguir, apresentamos um exemplo de EDE
cuja solucdo pode ser explicitamente determinada por meio da férmula de It6. Este tipo
de equacao é fundamental para o desenvolvimento do modelo de Black-Scholes, que serd
estudado em detalhes no Capitulo 4.

Exemplo 3.1. Sejam X = {X; },c(0,7], L = {ls };c[0,7] O = { Ot }+¢[0,7) Processos estocdsticos
pertencentes a classe V(0, 7). Considere a seguinte equagdo

ax!V = wxVar+oxV aw,, XV = >0 (3.2.1)

onde W = {W,},E[O,T} ¢ um processo de Wiener unidimensional. Entdo 3.2.1 € uma equagdo
diferencial estocdstica com coeficientes da forma b(z,x) = px e o(t,x) = ozx, em que 0s
processos (L e ¢ pertencem a V(0,7 ), isto é, sdo progressivamente mensuraveis e quadrado
integraveis com respeito a medida produto A ® IP . Esses coeficientes sdo Lipschitz e satis-
fazem uma condig¢do de crescimento linear em x. Assim, pelo Teorema 3.2.1, segue que a
equacao 3.2.1 admite uma tnica solucdo forte (até indistinguibilidade), com valor inicial
x{V > o.

Encontremos essa solugdo: Defina a fungdo f: [0,7] x R} — R por f(t,x) = logx, onde

R* = (0,+o0). Essa fungdo claramente pertence a classe C'*([0,T] x R*.), pois é continua-



3.2 Solugdes Fortes e Fracas de Equacdes Diferenciais Estocdsticas 59

mente diferencidavel em ¢ e duas vezes continuamente diferenciavel em x sobre ]R*Jr. De fato,

temos: a a 82
f _ f 1 a9°f b
E(%x) _07 ax( X) ) 02 (t X) 2

X X
Logo, pela Férmula de 1t 2.6.2, segue que o processo Y = {Y,},G[oﬂ, definido por ¥; :=

logX,(l), também € um processo de It6 e satisfaz:

dx 2

VRN OB & m T omyp 1 /’ m_1
= logx, +/0 (,USXS Xs(l) 2(GSXS ) (Xs(l))z ds—+ A 0, X
ooV |1 1 > '
=logx, " + Us— =0y |ds+ | osdW;.

0 2 0

Portanto, como Y; := logXt(]), a solugdo da equacao 3.2.1 é:

t t
XD = x{V exp (/ (us—lﬁf) dH/ GdeS)
0 2 0

Em particular, se os coeficientes t; = 4 € R e o; = 6 > 0, forem constantes, a solucao se

1
()

que é um processo de Wiener geométrico com drift L — 1/ 202 e volatilidade &, conforme

t
logX( logx0 +/{ +/~Lsaf(s,Xs)+1 a—f(s,Xs)}ds%—/ ng—ﬁ(s,Xs)dWs,
0

reduz a:

apresentado no exemplo 1.2 do Capitulo 1.



Capitulo 4

Precificacao e Replicacao de Opcoes
Europeias no Modelo de Black-Scholes

A modelagem de mercados financeiros em tempo continuo recorre a equagdes diferenciais
estocdsticas para incorporar, de forma realista, a incerteza na evolugdo dos precos dos ativos,
combinando componentes deterministicos (drift) e aleatérios (volatilidade). Consideramos,
neste contexto, um mercado composto por um ativo livre de risco, que cresce a uma taxa
constante, e por ativos de risco, cujos precos seguem dinadmicas estocasticas.

Aplicamos, entdo, os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores a formulagdo de um
mercado financeiro de dimensdo arbitraria, especificando os ativos, os portfélios admissiveis
e os processos de valor. Introduzimos os principios fundamentais de auséncia de arbitragem
e completude de mercado, e mostramos, com o auxilio do Teorema de Girsanov, que a
existéncia de uma medida de probabilidade equivalente sob a qual os precos normalizados
dos ativos sdo martingales implica a inexisténcia de oportunidades de arbitragem. Além disso,
sob hipéteses adequadas, demonstramos que todo 7'-contrato atingivel pode ser replicado
por um portfélio autofinanciado, o que conduz naturalmente a férmula geral de precificacao
p(F) = Eg[ér F]. Em seguida, aplicamos essa base conceitual ao modelo generalizado de
Black—Scholes, no qual os coeficientes de taxa livre de risco e volatilidade sdo fungdes
do tempo. Obtemos expressdes explicitas para o preco e o portfélio de hedge de opcoes
europeias, recuperando a férmula classica como caso particular quando os coeficientes
sdo constantes. Este capitulo, portanto, consolida os principais resultados da dissertacao,
evidenciando a aplicabilidade do cdlculo estocdstico a teoria moderna de precificacdo de

derivativos.
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4.1 Modelo de Mercado Financeiro e Definicoes Basicas

Iniciamos esta secao definindo o objeto principal deste capitulo, o0 mercado financeiro, como
um conjunto de processos de It6 que representam os ativos livre de risco e os ativos de
risco. Em seguida, introduzimos o conceito de mercado normalizado e formalizamos os
principais objetos: portfélio, valor de portfélio e portfélio autofinanciado, demonstrando
tanto a invariancia da autofinanciabilidade sob normaliza¢do do mercado quanto a existéncia
de portfélios autofinanciados. Esses elementos constituem a base para a andlise de arbitragem,

completude e precificacdo de opg¢des, que serd desenvolvida nas secdes seguintes.

A apresentagdo segue de perto os desenvolvimentos cldssicos encontrados em @ksendal
[42], Bjork [5], Jeanblanc, Yor e Chesney [19], Musiela e Rutkowski [28], Baldi [3] e
Petters e Dong [31]. Para isso, nesta secdo e ao longo deste capitulo, consideramos um

processo de Wiener padrdo m-dimensional W = { (th o, W ) } ,para algum T > 0,

1€[0,T)
definido sobre um espaco de probabilidade completo (Q, F,P), com sua filtragdo padrdo
FY — {EW}tG[O.T] (ver Definicao 1.3.12), que satisfaz as condicdes usuais (ver Definicao

1.3.11).

Definicio 4.1.1. Seja W = {W, }te[oﬂ um processo de Wiener padrao m-dimensional de-
finido sobre (Q,F,P), com sua filtragio padrio F¥. Um mercado financeiro com
n+ 1 ativos e horizonte de investimento 7 é um processo de Itd (n + 1)-dimensional
X = {(Xt(o),X,(l) R ,X,(")>} definido sobre (Q, F,P), adaptado 2 filtracdo F", tal
que: t€[0,T]

(0)

(1) O processo X ©0) = {Xt } 0] satisfaz a equagao diferencial estocdstica:
t€|o,

ax\” =rx%ar, x|V =1, 4.1.1)

onde r = {r},c[o,7] € um processo estocdstico deterministico, limitado e néo negativo

pertencente a classe V(0,7).

(i) Parai=1,...,n, os processos X () = {X,(i) } satisfazem as equagdes diferenciais
telo,
estocdsticas:
. . m . . . o .
ax\! = par+ Y o\Vawi, x§ =, (4.12)
j=1

onde I.L(i) = {Nz(i)}te[o 7]
centes a classe V(0,7).

sd0 processos estocdsticos perten-

.}ze[o,T]
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Comentarios da Definicao 4.1.1

Como o mercado financeiro X com n -+ 1 ativos consiste em n + 1 processos de It0 reais
x© X ... , X () cada ativo é descrito por um processo de Itd com valores em R. A forma
como suas equacOes diferenciais estocasticas estdo definidas permite classificar os ativos da
seguinte maneira:
a) Ativo Livre de Risco (X (0)):
O processo X ), que descreve o primeiro ativo do mercado financeiro, € governado pela
equacdo diferencial estocdstica 4.1.1. Essa equacao nao possui termo de volatilidade,
apenas drift. Por essa razdo, X (0) ¢ denominado ativo livre de risco do mercado X ,
sendo o processo r interpretado como sua taxa de juros ao longo do tempo.
b) Ativos com Risco (X (i)):
Os processos X @, com i = 1,---,n, que representam os n ativos restantes do mercado
financeiro, sdo governados pelas equacgdes diferenciais estocdsticas dadas em 4.1.2.

Essas equagdes, que em sua forma integral sdo escritas como
) . t . m roa . )
Xt(l):x(()z)Jr/ us(’)dS+Z/ oMawi, i=1,--,n,
0 =1 J0
j=1

possuem termos drift e volatilidade. Isso significa que o valor de cada i-ésimo ativo
em cada instante de tempo #, Xt(i), ¢ aleatdrio. Por essa razdo, esses processos sao
denominados ativos com risco do mercado X, onde os processos /J(i) e 0/, com
j=1,...,m, representam, respectivamente, a taxa de retorno esperada do ativo i em
cada instante 7, e sua volatilidade ou sensibilidade do ativo i em cada instante ¢ a fonte

de incerteza W/ = {Wtj },E[oﬂ. De forma geral, ao longo deste capitulo:

(1) (n)

* O processo n-dimensional yu = {(ul sy My )} 01] representard as taxas
t€lo,

instantaneas de retorno esperado dos ativos de risco;

* O processo matricial ¢ = [G(i)j]nxm descreve a relacdo dos ativos com risco
e os fatores de incerteza modelados pelo processo de Wiener W. Para cada i,
denotamos por G,(i) = (G,(i)l R G,(i)m) o vetor correspondente a i-ésima linha

da matriz ¢, o qual expressa a sensibilidade do ativo i a cada componente do W.

Ao longo do capitulo, por vezes denotaremos um mercado financeiro simplesmente por
X, entendendo que se trata de um processo da forma X = {(X,(O),X,(l), e ,Xt("))},e[O7T}, e
ele sempre estara definido sobre o espaco de probabilidade filtrado (Q, F, FW,]P’) conforme
fixado no inicio desta secdo. Alternativamente, quando conveniente, representaremos 0O
mercado pela tupla (Q, F.FY P u,o, r), explicitando os parametros que determinam sua
dindmica.
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Uma técnica amplamente utilizada em financas matemadticas € a normaliza¢do do mercado,
que consiste em expressar 0s precos dos ativos em termos relativos a um ativo de referéncia,
denominado numeraire. Neste trabalho, adotamos como numeraire o ativo livre de risco.
Como veremos, tal normalizac@o simplifica a andlise matematica e preserva propriedades

fundamentais do mercado financeiro.

Definicao 4.1.2. Dizemos que um mercado financeiro X ¢ normalizado se o processo que

representa o ativo livre de risco X 0— {X,(O)} or for constante e igual a 1, ou seja,
telo,

Xt(o) =1, paratodo € [0,T].

Observacdo 4.1.1. Nesta observagao, mostramos que todo mercado financeiro X pode ser
transformado em um mercado financeiro normalizado.
Defina a fungdo f : [0, 7] x (R%. x R") — R"™! como:

ft,x0,x1,. .. %) i= (1,)2,... @) )

X0 ’ X0

onde R* = (0,+o0). As fungdes coordenadas f*, definidas por f°(t,x) = 1 e, para k =
1.---, n, por fk(t,x) = E, onde x = (xp,x1,...,X,), pertencem ao espaco das funcgdes
Xo

C'2([0,T] x (R x R")), conforme verificamos a seguir:

910 d d2f0
* Para k = 0: Temos a—ft(t,x) =0, a—{:(t,x) =0e o'?xigxl (t,x) =0, para cada (¢,x) e
para todos i,/ € {0,1,--- ,n}.
0 k
e Parak=1,...,n: Temos W(t,x) =0,
(2
_~x_/2€7 l_O, );ka l:l:07
X, x;
afk(;x)— o e asz(tx)— L
axi ) - x—07 1= k, axiaxl ’ - —x—(z), (l,l) = (O,k) ou (k,()),
07 c.c, 0, C.C.,
\
para cada (#,x) e todos i,/ € {0,1,--- ,n}.
O que implica que as funcdes il para k =0,1,...,n, sdo continuamente diferencidveis

em relacdo a varidvel ¢, e duas vezes continuamente diferencidveis em relacdo a varidvel

x € (R} xR"), com todas essas derivadas parciais sendo func¢des continuas.
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Logo, pela férmula de Itd multidimensional 2.6.3, o processo X = {)_( ,} 1€[0.7] definido por

(1) (n)
v . _ X Xi (1 ¥ .. ¥
X, = f(t,X,) = (1,X(0),...,X(0)> = (1,X, o X >
3 1

t
que estd bem definido, pois a solucdo da equacao 4.1.1 é X,(O) = exp ( / rsds> > 0, para
0

todo ¢ € [0,T], é também um processo de Itd (n + 1)-dimensional, cujas componentes

—(k . . -~ 1 . .
X t( )= fk(t,X,) satisfaz a seguinte equacao diferencial estocéstica:

e Parak =0:
—(O) afO n 0 (i) 1 2 aZfO :
dX;” = = -(1.X)) dt+z i (t, %) dX," + = Z o l(t X)) d[x® x1),.
—0dt+ZOdX( +5 Z 0d[x x),
11 0
=0.
e Parak =1
—(k) fk fk n aka ; ;
dX, 3 = (1, X dt+2 (t,X)dx") + = Z 8x,8xl( £,%)dxD x "1,
=0dt+A+ %B.
df* . - : L
Como — o ——(t,X;) =0, para i+# 0,k, e substituindo as derivadas parciais obtidas
anteriormente temos que:
af* I f* fk
A=, X)ax© + 2L Fre x)dx + Z (1, X)dX,",
I#Ok
(k)
X, 1
_ Eo) Xt(0)+ 0 dXt(k)
(X,)? X,
a2fk
Por outro lado, como m(t,X,) # 0 se, e somente se, (i,/) € {(0,0),(i,1),(0,k)}
i0X]

e, dX© x0],=0,dx@ x®), =a[x® x©0)); =0 pois X?) ndo tem componente
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estocéstico (ver Defini¢do 2.5.3), obtemos que:

1t 0 gy , OF 0y, O ®) y(0)
B= a—x(z)(t7Xl‘)d[X 7X ]t+m(tvxt)d[x 7X ]l+m(l7xl)d[x 7X ]t
aka aZf/( 82fk
= 8—x(2)(t’X’)0+ m(f,xz)0+ W(I’Xl)o’
=0.

Assim, neste caso, combinando os termos, temos:

x®

_ 0
0 ax;”.

) i —

substituindo dX,” = rix"dr e ax¥) = pPar + Y 6 aw/, e definindo & = {&},c 07
J
por & :=1/X 0) — o= Jorsds, para todo 7 em [0, 7], obtemos que a dindmica do processo de

Itd X é:
i) Para o processo x©.

(k)

ii) Para os processos X' ',onde k=1,---,n:

&P & (ax—rxPar) ~ & ((u;@ X )+ 3 o dmj) X,
j=1

De forma vetorial, a diniAmica do X pode ser expressa como:

d)_(t = él (dXt —rtX,dl‘), t e [O,T],
Xo = Xo,

onde X, = (X,... X", ax, = (axV,....ax"™7, rnx,dt = (nx"dt, ..., x"dr)T.
Portanto, a partir do mercado financeiro X, obtemos o processo X = { (1 X ,(1), X ,(n)> } o
junto com sua dindmica, o qual satisfaz a definicdo de mercado normalizado. A este procezses[o’ |
X o chamaremos de marcado normalizado de X, e ao processo deterministico &, de fator

de normalizacio de X.
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Em um mercado financeiro, a alocag@o de recursos em diferentes ativos pelos investidores
€ representada formalmente por um portfélio. A seguir, definimos esse conceito, fundamental

para analisar o comportamento dos investimentos em um mercado financeiro.

Definicao 4.1.3. Seja X = { (Xt(o) ,Xt(l), e ,X,(")> } o] um mercado financeiro com n + 1
telo,

ativos, definido sobre o espaco de probabilidade filtrado (Q,]—" , IFW,IP). Um portfélio
sobre X é um processo estocastico (n+ 1)-dimensional 6 = { (GI(O), 9,(1), ey 0,(")) } o’
te|0,

progressivamente mensurdvel com relagio a filtragdo F", cujas componentes pertencem 2
classe V(0,T).

Do ponto de vista financeiro, considerando o portf6lio como uma fun¢do de duas varid-
veis, 0: [0,7] x Q@ — R"™!, interpreta-se 6(t,) = (6°(t,w),8'(t,®),--- ,0"(t,®)) como
a posicdo do investidor no instante 7, sob o cendrio @. Como 6 é adaptado 2 filtracio F"
essa posi¢ao depende apenas das informagdes disponiveis até o instante #. Especificamente,
6 (t, ) representa a quantidade de unidades do ativo livre de risco X () no instante 7, sob
0 cendrio @, enquanto 61 (t,w), parai=1,...,n, representa a quantidade de unidades do
ativo com risco X ) mantidas nesse mesmo instante e cendrio. A exigéncia de que cada com-
ponente de 0 pertenga ao espago V(0,7 ) é técnica e, como veremos, garante propriedades

de regularidade necessdrias para os proximos resultados.

Uma vez definido o conceito de portfolio, € natural associar a ele um valor que representa

ariqueza total do investidor em cada instante.

Definicao 4.1.4. Seja 6 = { (9,(0), Gt(l)7 ey Gt(n)> } 0] um portfélio sobre um mercado
telo,
financeiro X = { (X,(O) ,Xt(l)7 e ,Xt(")) } X O valor do portfélio no instante ¢, denotado
te

)

por Ve, € definido como

Assim, em cada instante ¢ € [0,T], o valor Vte ¢ dado pela soma ponderada das quantidades
de unidades dos ativos, Gt(i), pelos respectivos precos dos ativos, Xt(i). Esse valor fornece
uma métrica central para avaliar o desempenho de um portfélio e, como veremos mais
adiante, serd fundamental no estudo de temas como a auséncia de arbitragem e os 7'-contratos
atingiveis.

Como, para cada r € [0,T], o valor Vte estd bem definido, e esse depende das incertezas
do mercado financeiro, ja que tanto as alocacodes 6l quanto os pregos dos ativos X @) s30

componentes de processos estocdsticos, associamos a esses valores um processo estocastico
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real V¥ = {v? , definido por:
t 7]

tel0

n . .
ve =Y 6"x", vielo,T].
i=0
Chamaremos esse processo estocdstico, que descreve a evolucdo temporal da riqueza acu-
mulada pelo portf6lio ao longo do intervalo [0, 7], de processo de valor do portfélio 6. Na
Observagao 4.1.1, vimos que todo mercado financeiro X pode ser normalizado. O processo
de valor de 8 sobre o mercado normalizado X = { (1 X t(l), X t(n)> } or ¢ um processo
t€lo,

estocéstico denotado por Ve = {V,e } o’ e estd definido, para todo 7 € [0, T], por:
telo,

=0\ o ()wl) _ xo pli i Vo) y (i
7o .— Zel( )Xr() _ Zet()élXt() _ étzet( )Xz() — &V,
i=0 i=0 =0

onde & é o fator de normaliza¢do do mercado X. Chamaremos v? de processo de valor
normalizado do portfélio 6.

A defini¢ao a seguir, baseada em Bjork [5] e @ksendal [42], introduz um tipo especial de

portfélio cuja estrutura € central para a modelagem de estratégias de investimento realistas.

Definicdo 4.1.5. Um portfélio 6 = { (9,(0), Gt(l), ey 9t(n)> } o) definido sobre um mer-
te|l,
cado financeiro X = { <Xt(0) ,X,(l), e ,X,(n)> } o017 ¢ dito autofinanciado se o processo de
te|l,

valor associado V9 satisfaz, para todo ¢ € [0,7], a equacdo
n t . .
ve=vi+y / oV ax), (4.1.4)
i=070

que, em sua forma diferencial, pode ser escrita como:

n . o
av? =Y 6" ax". (4.1.5)
i=0
Observe que, para que a equacao 4.1.4 esteja bem definida, é necessario que as integrais
estocdésticas envolvidas existam. A equagdo 4.1.5 pode ser escrita explicitamente como:

dVle _ et(O)r[Xt(O) di + Z et(i)ut(i) dt + Z Z et(i) Gt(i)j dVVtJ,
1 i=1j=1

n n m

l



68 Precificacdo e Replicacdo de Opcdes Europeias no Modelo de Black-Scholes

o que € claramente um processo de Itd, pois resulta da combinacdo dos processos de [td X (1)
com coeficientes ') adaptados e integraveis. Portanto, segue que o processo de valor VY de
um portfélio autofinanciado também €, por constru¢do, um processo de Itd.
O significado de portfélio autofinanciado, caracterizado pela condicdo 4.1.5, € que as varia-
¢oes no valor do portfélio d V; decorrem exclusivamente das mudancas nos pregos dos ativos
d X;, e ndo de aportes ou retiradas de capital. Em outras palavras, fixada a riqueza inicial Voe,
nao ha entradas nem saidas de capital ao longo do tempo: todo o financiamento necessario
para ajustar as posi¢oes do portfélio provém do préprio portfélio, por meio da compra e
venda de ativos.

O lema a seguir mostra que a propriedade de autofinanciabilidade de um portf6lio é

preservada sob a normalizacdo do mercado.

Lema 4.1.1. Seja X = £ X a normalizacéo de um mercado financeiro X, e seja @ um portfélio

sobre X. Entdo, 0 é autofinanciado em X se, somente se, também é autofinanciado em X.

Demonstragdo. Suponha que 0 € autofinanciado em X. Sejam VO eV’ os processos de
valor de 0 sobre X e X, respectivamente. Como, para todo ¢ € [0,T], temos Vte =& Vle,

entdo aplicando a férmula de integracdo por partes 2.2, obtemos:
dV;] =d(&V) = &aV7 +VPdg +d[5, V.
Como & = {5,}%[07” é um processo deterministico, por 2.5.3, temos d [£,V 9], = 0. Logo,
dV? =EdVE +VPdE,.

Pela condicdo de autofinanciabilidade de 6 em X, assim como da definicao de Ve, e da
derivada d & (1) = —r:& (1) d ¢, resulta que:

avi =&Y 6ax"+Y 6" x" (—r&ar).
i=0 i=0

Finalmente, substituindo as equagdes do mercado normalizado 4.1.3, da anterior temos:

ave =y o [gt <dX,(i) _ rtXt(i)dtﬂ — Y 6/0ax".
i=0 i=0

Dai, conclui-se que 6 também € autofinanciado no mercado normalizado X.
Reciprocamente, suponha que, sobre o mercado normalizado X, o portfélio 6 é autofi-
) ) —0 - )
nanciado. Sejam vOeV® os processos de valor de 6 sobre X e X, respectivamente. Como,
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para todo 7 € [0,T], vale V,e =&V, ecomo & > 0, entdo VO = V,e /& Logo, aplicando a
férmula de integragdo por partes 2.2, obtemos:

ave® =d (Z-Ze) gl,dv 4V d<§t>+d[v" Ht

) . . —0 , .
Como 1/ & continua sendo deterministico, a covariagdo entre 1 / & eV’ énula. Assim, a

equagdo acima se reduz a:

1
dv":—dv +V, d< )
g &

Utilizando a condi¢do de autofinanciabilidade de 8 em X, bem como V,e = §,V,9, e a derivada

1 1
d| — | = r;—dt, segue que:
(é) g e

)I”
A = (;0 dX )+§t (édt) £ (;e dX )+1_Zoe X\ dr.

Finalmente, substituindo as equacdes do mercado normalizado 4.1.3 e fatorando convenien-
temente, obtemos

Zn: 6" (gt (dX,(i) e x® dt))

i=0

Y 0%ax" - Y 6 xrar+Y 6 xr, ar

+Y 6% r,ar
i=0

i=0 i=0 i=0
n . .
— Y 6%ax”.
i=0
Isso mostra que 6 € autofinanciado no mercado original X. [

Para concluir esta secdo, apresentamos um lema fundamental que garante a existéncia de

um portfélio autofinanciado em um mercado financeiro X, uma vez fixadas as alocagdes nos

ativos com risco X(l), e ,X(").

Lema 4.1.2. Sejam 9(1), e o) processos que descrevem o nimero de unidades dos ativos

com risco de um mercado financeiro X = {(X,(O),Xt(l), e ,Xt(n)>} o1l Entdo, sempre
te

é possivel definir um processo 60 que descreve o niimero de unidades do ativo livre de
risco X% de tal forma que 0 = { <9t( ) Gt( ), ceey Ot(n)> } 1] seja um portfolio autofinan-
1€l0,
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ciado em X . Além disso, o valor inicial Voe do processo de valor %44 pode ser escolhido

arbitrariamente.

Demonstragdo. Seja vPo processo de valor do portfélio 0 sobre o mercado X. Entdo, para
cadar € [0.T], temos:

Por outro lado, se 0 for autofinanciado, entdo, por 4.1.4, para todo ¢ > 0 tem-se:

n t s K t n t . .
=v{+Y) / 0 ax =vf + / 6% ax” +y / 0 ax!,
i=0”0 0 i=170
ou, na forma diferencial:

av? = 6" ax" +y 6 ax.
i=1

Agora, aplicando a férmula de integracdo por partes a V,e, obtemos:
n . . n

the —d (GI(O)XZ(O) + Z et(l)Xt(l)> — 61(0) dXt(O) +X _|_ Z ( ()de( )) )
j i=1

Dai, comparando com a equacao da autofinanciabilidade, na sua forma diferencial, obtemos:

60ax” + Y 6 ax = 6 ax® 4 x a6 +Z( +xa6").
i=1

Cancelando os termos comuns, resulta 0 = X,( ) d 6 + ZX d 9( 2 ou, equivalentemente:
i=1

- zn: X,(i) th(i)
i=1 X,(O)

Essa expressao define diferencialmente o processo 60 de forma a manter a autofinanciabili-

dade. Para construir esse processo, definimos:

n t . . , .
A=Y ( /0 o axy - 9}”}(}”) .
i=1
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cuja diferencial é:

dAt — Z <0t(l) dXt(l) —X[(i) det(l) o et(i) dXt(l)> - ZXt(l) det(l)
i=1 i=1

n x4 90
Logo, substituindo na igualdade d Gt(o) =— Z %, temos:
i=1 X,( )
dA
a0 = 27t
XI(O)
Integrando essa expressao, obtemos:
0 _g0, [f 1

Portanto, definindo {9,(0)} or pela igualdade acima, concluimos que para quaisquer
te|0,

processos 9(1), e ,9("), € sempre possivel definir 6 de forma que o portfélio O seja
autofinanciado.

Por fim, dado um valor inicial arbitrdrio Voe, a equacao:
n . .
v =0"x" +Y oi'xy".
i=1

permite determinar o montante inicial investido no ativo livre de risco 6(5 ) como:

0) _ Vo — L e(gl)X(gl)

(
?)
0 X (g())

Isso conclui a demonstracao. [

4.2 Resultados Sobre a Auséncia de Arbitragem

Nesta se¢do, apresentamos alguns resultados sobre a auséncia de arbitragem em um mercado
financeiro. Iniciamos com dois conceitos fundamentais para a formulagdo matemaética dessa
hipétese: a nocdo de portfélio admissivel e a definicdo de arbitragem. Ambas aparecem nas
referéncias indicadas para a Secdo 4.1 e serdo essenciais na demonstracao dos principais

teoremas desta secao.
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Definicao 4.2.1. Seja X = {Xt}re[o,T} um mercado financeiro sobre um espago de probabili-
dade (Q,f , IFW,]P’) ,esejal = {Ol}ze[O,T] um portfolio autofinanciado em X. Dizemos que
0 ¢ admissivel para X se existir uma constante Kg > 0 tal que, para todo 7 em [0, T], seu
processo de valor v satisfaca:

V,(9 > —Kp, [P —quase sempre.

Note que, como assumimos que a taxa de juros r € limitada, a condicao de admissibilidade
também poderia ser expressa em termos do processo de valor normalizado VG, levando a
uma definicdo equivalente. Formalizaremos esse fato no préximo lema, o qual pode ser
encontrado em @ksendal [42]. Antes disso, introduzimos a seguinte notagdo: denotamos por
A o conjunto de todos os portfélios admissiveis associados a um dado mercado financeiro X.
Mais precisamente:

A={6= {0 }icjo,r) | © € um portfélio admissivel para X }.

Lema 4.2.1. Seja X = £ X a normalizacéo de um mercado financeiro X, e seja @ um portfélio

sobre X. Entdo, 0 é admissivel para X se, somente se, 0 é admissivel para X.

Demonstragdo. Suponha que 0 é admissivel para X. Isso significa que 8 € autofinanciado
em X e existe uma constante Kg > 0 tal que, para todo ¢ € [0,T], V,e > —Kjy, P-quase sempre.
Seja v?o processo de valor correspondente no mercado normalizado X. Como, para este
processo de valor, temos

—0
V) =&V > &(—Kg) = — &Ko,

1
e como r € limitado e &, que € definido por & = exp (— / rs ds), satisfaz & < 1 para todo
0
t € [0,T], segue que, para todo z € [0,7T],

V,G > & Ky > —Kg, P-quase sempre.

Portanto, v? ¢ limitado inferiormente P-quase sempre. Além disso, como 6 ¢é autofinanciado
em X, segue do Lema 4.1.1 que 6 também € autofinanciado em X. Logo, conclui-se que 0 é
admissivel no mercado normalizado X.

Reciprocamente, suponha que 0 seja admissivel para o mercado normalizado X. Isso
significa que 0 é autofinanciado em X e que existe uma constante Kg > 0 tal que, para
todo 1 € [0,T], V? > —Kp, P-quase sempre. Como o processo de valor V¢ é dado por

VP = EVP, temos VO = £7'V?, paratodot € [0,T]. Além disso, como & > 0e & < 1
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para todo ¢ € [0, T], obtemos:
6 —1y79 -1(_
V=&V, >& ' (—Kg), P-quase sempre.

Como & € continuo e estritamente positivo em um intervalo compacto, existe uma constante
finita C > 0 tal que &' < C para todo € [0,T]. Assim, definindo Ky := CKg > 0, segue
que, para todo 7 € [0, T],

Vte > —Kp, [P-quase sempre.

Portanto, V? é limitado inferiormente P-quase sempre. Além disso, como 6 ¢é autofinanciado
em X, segue novamente do Lema 4.1.1 que 8 também ¢ autofinanciado em X. Logo, 0 é

admissivel no mercado original X. [

As equivaléncias dadas pelos Lemas 4.1.1 e 4.2.1 sdo cruciais para garantir que os resultados

obtidos no mercado normalizado possam ser aplicados ao mercado original.

Definicdo 4.2.2. Seja 6 um portfélio admissivel em um mercado financeiro X, definido
sobre um espacgo de probabilidade filtrado (Q,}" , IFW,]P’). Dizemos que 0 constitui uma
arbitragem se seu processo de valor v associado satisfaz:

i) V¢ =o,

(i) V>0 P-gs e P(VE>0)>0.

Em outras palavras, uma arbitragem € um portfélio admissivel com valor inicial zero que, ao
tempo 7, garante ganho ndo-negativo quase seguramente e ganho estritamente positivo com
probabilidade positiva. Tal situacdo representa uma forma de lucro sem risco, evidenciando
um desequilibrio de mercado e uma falha grave na precificacao de ativos. Diremos que um
mercado financeiro possui oportunidades de arbitragem se for possivel nele construir um

portfolio de arbitragem; caso contrario, o mercado serd dito livre de arbitragem.

Como veremos, a hipétese de auséncia de arbitragem serd fundamental para a formulag@o
do modelo de Black-Scholes. Por isso, € essencial dispor de critérios que permitam verificar
se um mercado financeiro admite ou ndo oportunidades de arbitragem. Uma condicdo
suficiente para garantir a auséncia de arbitragem pode ser expressa por meio da seguinte
defini¢do fundamental, adaptada de Baldi [3], onde supomos que Fyl = F.

Definicao 4.2.3. Seja X um mercado financeiro definido sobre um espago de probabilidade
filtrado (Q, F,FV, IP) . Dizemos que uma medida de probabilidade Q definida sobre (Q, ]-';V )

¢ uma medida martingale equivalente para X se satisfaz as seguintes condigdes:

i) Q~P;
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ii) O mercado normalizado X é uma F" -martingale sob Q.

Uma medida martingale equivalente também é chamada de probabilidade neutra ao risco.
Como serd estudada na Secao 4.4, tal medida é uma ferramenta essencial na precificagao de
opg¢oes europeias, pois permite interpretar seu preco como o valor esperado (descontado) do
seu payoff terminal sob Q.

Apresentamos a seguir um resultado fundamental que conecta a existéncia de uma medida
martingale equivalente a auséncia de arbitragem. Versdes mais gerais podem ser encontradas
em Oksendal [42], Shreve [38] e em Jeanblanc [19].

Teorema 4.2.1. Se existe uma medida martingale equivalente para um mercado financeiro
X = {Xt}te[O,T}’ definido sobre (Q,]—" , FW,IP’), entdo o mercado X ¢ livre de arbitragem.

Demonstragdo. Seja Q a medida martingale equivalente para o mercado X, isto é, Q é
equivalente a P e 0 mercado normalizado X é uma F" -martingale sob Q. Suponha, por
contradi¢do, que o mercado X admite uma oportunidade de arbitragem, ou seja, sobre X

existe um portfélio admissivel 0 tal que seu processo de valor {V,6 }ielo) satisfaz:
Vi=0, />0 P PV
o =0, Vr=> -q.s., e P(Vy7 >0)>0.

Como 0 ¢é admissivel para X, segue do Lema 4.2.1 que 8 também ¢é admissivel para o
mercado normalizado X. Assim, o processo de valor normalizado v? ¢ limitado inferior-
mente, e O é autofinanciado em X. Além disso, como VOG =0, temos Vg = §0V09 =0. Agora,
como 6 é autofinanciado e X é uma F" -martingale sob Q, segue que V? também ¢ uma
FY -martingale sob Q. Logo,

Eq V7] =Eq|Eq V7 | 7' || =Eq V5| = V0 =o0.

Por outro lado, da condic@o de arbitragem e do fato de que &7 > 0, segue que V? = §TV79 >0
P-quase sempre, e que P(V? > 0) > 0. Como Q ~ IP, essas propriedades também valem sob
Q, ou seja, V? > 0 Q-quase sempre e @(V? >0) > 0. Assim,

Eq[Vy] >0,

o que contradiz o fato de que v? ¢ uma F" -martingale sob Q, com valor inicial nulo. Essa
contradicdo mostra que ndo pode existir tal portfélio admissivel com as propriedades da
condicdo de arbitragem. Portanto, o mercado X € livre de arbitragem. [
Observagdo 4.2.1. Para um mercado financeiro X = { (X,(O) ,Xt(l), e ,X,(n)> } , adota-

t€[0,T]
mos a seguinte convencao de notacao:
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. X, = (Xt(l), e ,Xt(”))T, para todo ¢ € [0, 7], representa o vetor coluna de precos dos

ativos de risco no instante 7.

Os dois teoremas a seguir, centrais na modelagem matemética de mercados financeiros,
fornecem, respectivamente, uma condi¢io suficiente e uma "condi¢cdo necessdria"para a
auséncia de arbitragem em um mercado. Formulagdes andlogas desses resultados podem ser
encontradas em @ksendal [42], Kuo [24] e Karatzas e Shreve [22].

Teorema 4.2.2. Seja X = {Xt}te[O,T] um mercado financeiro com n+ 1 ativos, representado
pela tupla (Q,.F JFY . Pu, G,r). Suponha que exista um processo m-dimensional u em
V™0,T) tal que

o(t,0)u(r,0) = ut, o) —rt,0)X(t0), AP-g.c. (4.2.1)

T
E [exp G/o ||ut||2dt>] < oo, (4.2.2)

Entdo o mercado X é livre de arbitragem.

e

Demonstragdo. Dado que o processo u € V" (0,T) satisfaz a condigdo 4.2.2, segue pela
Condig¢do de Novikov 2.3 que o processo {Z,},E[()ﬂ definido por:

S [ iawi— L e
Z;:=exp| — /udW ——/ ugl|“ds
t p jgl 0 s s 2 OH H

¢ uma F" -martingale com respeito a P. Assim, pelo Teorema de Girsanov 2.7.3, sob a
medida de probabilidade Q: ]-"y — [0, 1] definida por d Q := Zyd P, tem-se que o processo
W= {W,},G[OJ] definido por:

. t
W = / usds + W, (4.2.3)
0
que, em sua forma diferencial pode ser escrito como
AW, = udt +dW,, (4.2.4)

¢ um processo de Wiener padrdo m-dimensional. Além disso, pelo Coroldrio 2.2, Q é

equivalente a P e W éuma F W _martingale sob Q.

Pela Observagio 4.1.1, a dinAmica do mercado normalizado X = { (1 ,Yt(l), e ,Yt(n) ) } o)
telo,



76 Precificacdo e Replicacdo de Opcdes Europeias no Modelo de Black-Scholes

sobre (Q,]—" , IFW,IF’), ¢ dada por:
ax,” =0, Xy =1,

dYt(l) = gt [(‘u“t(l) - rtXt(i)) dr+ Z Gt(l)JdVth] ’ )_((()l) :x(()i)ﬂ = 17 TN
j=1

Como, por 4.2.4, paracada j = 1,--- ,m, tem-se a’W,j = dW,j — u,J dt e, pela equagdo 4.2.1,
. . m . . .
paracadai=1,---,n, vale ut(l) —ry X,(l) = Z G,(l)j u/, entdo substituindo essas expressdes

Jj=1
na dindmica dos ativos de risco, obtemos que:

ax" =& || Yo" ul |ar+ Y, o (aW/ —ular)| =& Y oV aW}
=1 j=1 j=1
—&olaw,  (425)
paratodoi=1,--- ,n, onde Gt(i) = (G,(i)l,m ,Gt(i)m)
Agora, como & < 1 para todo 7 € [0, T], tem-se |§,|2|]G,(i) 12 < ||G,(i) 2, para todo € [0, 7],
e como ¢ € VV"(0,T) sob P, e Q ~ P, segue que

T )2 T )2
Eg [/0 I dr} S]EUO 169 dt] < too,

Portanto, como W é uma F" -martingale sob Q, da equagdo 4.2.5 segue que cada processo
)_((l), i=1,---,n, éumaF" -martingale sob Q. Como x©

concluimos que X é uma ]F‘W—martingale sob Q, onde Q ~ P. Assim, construimos uma

= 1, é trivialmente uma martingale,

medida martingale equivalente (Q para o mercado X, o que, pelo Teorema 4.2.1, implica que

o mercado € livre de arbitragem. [

O teorema a seguir € um tipo de reciproco do anterior. No entanto, sua demonstra-
¢ao exigird o uso de um resultado clédssico da dlgebra linear, conhecido como Alternativa
de Fredholm, o qual pode ser interpretado como um caso particular da versao funcional

apresentada em Kreyszig [23].

Proposicio 4.1. (Alternativa de Fredholm) Para cada matriz A € R™" e um vetor b € R",
exatamente uma das seguintes afirmagoes é verdadeira:

1) Ax = b tem uma solugdo x € R".

2) Existey € R™ tal que ATy =0¢ (y,b) #0.
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Teorema 4.2.3. Seja X = {Xt}te[O,T] um mercado financeiro com n+ 1 ativos, representado
pela tupla (Q,}", FW,IP,u, o, r). Se o mercado X é livre de arbitragem, entdo existe um
processo u em V" (0,T) tal que:

ot,0)u(t,0) = u(t,0)—rit,m)X(t,0), AQP—gq.s. (4.2.6)

Demonstra¢do. Como todo mercado pode ser normalizado, podemos assumir, sem perda
de generalidade, que X estd normalizado, ou seja, que r = 0. Nosso objetivo € mostrar que,
se o mercado X é livre de arbitragem, entdo a equagdo 4.2.6 admite uma solucéo u(z, ®)
para quase todo ponto (f,®) em [0,T] x Q. A demonstragdo baseia-se na alternativa de
Fredholm, e no fato de que a suposicio de inexisténcia de solu¢do para a equagdo 4.2.6 levara
a construcao de um portfélio admissivel que constitui uma arbitragem, o que contradiz a
hipétese de que X € livre de arbitragem.

Suponhamos, por contradi¢do, que o mercado X € livre de arbitragem, isto €, ndo existe

portfolio admissivel 0 para X que satisfaca:
vl—=0 Vv&>0 P-— PV
o =Y Vr =20, qs. e PWVF>0)>0.

e, a0 mesmo tempo, que a equagdo 4.2.6 ndo possui solu¢do para um conjunto de pontos

(t,®) de medida positiva em [0, 7] x Q. Para esses pontos ¢ € [0, 7], defina o conjunto:
F={weQ: o(t,o)u(t,o)=u(t,ow) nioadmitesolugio}.
Entdo, pela Proposi¢do 4.1 existe v(7, ) € R" tal que:
ol (t,o)v(t,0) =0 e (v(t,0),u(r,m))#0.

Defina entdo, parai = 1,...,n, 0s processos {Gt(i)} por:
1€[0,T]

6)(1,0) = sgn ((v(t, ), u(1,0)) v (1, 0) 15, ().

Devido a que os processos U, G e v satisfazem as propriedades de F" -adaptabilidade, mensu-
rabilidade e as condi¢des adequadas de regularidade, segue que os processos 6') também
herdam tais propriedades. Dessa forma, e utilizando o Lema 4.1.2, consideramos que o
processo 6 = { <6t(0), Gt(l), ceey Gt(")> }ze[o , € um portfolio autofinanciado em X, com valor

inicial V? (0,w) = 0. Como este portfdlio é autofinanciado, entéo por 4.1.4, para cadat > 0,
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tem-se que:
VO(r, )= v90a)+z/9 XD (s, ).

(0)

Dado que VG(O, ®) =0 e o mercado X é normalizado (isto é, tem-se dX; ' = 0 e para

i=1,---,n, dXs(i) € dado por 4.1.2), segue que:
n t . X
(¢, ) = Z/ 00 (s, ) dX (s, »)
i=170

_ zn"/otg(i)(& o) (u(i)(s,(o)ds—i— i ois, w)de(s’w)>
i=1

J=1

_y 000 0)ds+ Y [ 00(s.0) Y s

_,-:Zl/oe (s, @)1 (s, 0)d +;/09 ; ®)dW (s, 0)

:/Otig(i)(s, (5,0 ds+/ ZZQ (s, ®) dW (s, ®).
i=1

i=1j=

Utilizando a defini¢do dos processos 61, o produto interno usual em R” e a identidade

|x| = xsgn(x) para x # 0, a integral ordindria torna-se

/O[ i 01 (s, 0)u (s, ) ds = /r Zn: sgn ((v(s, ®), (s, 0))) v (s, 0) u (s, ®) 15, (0) ds.

0 i=1
n
= ILF )sgn ((v(s,®),u(s,®)) Zv (s, w)ds.
=1

- /0 11, (@)sen ({v(s. ©), 1(5, @) {v(s,0), 15, @) ds.
= [[15@)10(s. @), (5,0

Enquanto, utilizando novamente a definicdo dos processos 6, bem como o fato de que

n
ol (s,w)v(s,w) =0, e isto implica que Z v (s, )69 (s, ) = 0 para todo j=1,...,m,
i=1
a integral Itd de acima € igual a:

/ot Y Y005, 0)0 (s, @) aW/(5,0) =

= X ¥ sen((v(s, @), 1(5,0)) v0(s, 0) 15 (@) 5,0) W 5, 0)
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= [ 1 (@psen(v(5,0),105,0)) L Y v0(5,0) (s, 0)aw s, 0)
j=li=1

- [yy 00 (s, )5V (5, ) dW ) (5, )

Assim, obtemos para todo t > 0:

t
Vo) = [ 1r(@)(v(s.0).1(5,0))ds
Como 1p(w) >0 e [(v(s,m),u(s,o))| >0, segue que:
VO(r,w) >0 P —quase certamente.

Além disso, como supusemos que o conjunto de pontos (z,®) para os quais a equagio
o(t,m)u(t,0) = u(t,®) ndo admite solu¢do possui medida estritamente positiva em [0, 7] X
Q, entdo existe um subconjunto de £ com probabilidade positiva no qual a funcdo in-
dicadora 1f,(®) € ndo nula em um subconjunto de [0,7] de medida positiva. Como
(v(s,0),u(s,®)) # 0 em F;, conclui-se que:

T
P(VO(T)>0) >0, pois VG(T,w):/O 1 (@) (v(s, @), (s, ®))|ds > 0.

Claramente, o portfélio autofinanciado 6 € admissivel, pois desde que Ve(t, ®) > 0 para
quase todo ponto em [0,7] x Q, ele é limitado inferiormente. Logo, temos que 6 é um

portfolio admissivel satisfazendo:
ve)=0, v%T)>0 P-qs, e P(V9T)>0)>0,

ou seja, 0 € uma arbitragem no mercado X, o que contradiz a hip6tese de auséncia de
arbitragem. Assim, a suposi¢do de que a equacio 4.2.6 ndo possui solu¢do em um subconjunto
de medida positiva de [0, 7] x Q leva a uma contradi¢do. Portanto, a equagdo 4.2.6 admite uma

solucdo u(t, ) para A ® P- quase todo (¢, ®) € [0,T] x Q, o que conclui a demonstragdo. [

4.3 Hedging e Completude

Comecamos esta se¢do com a seguinte suposi¢ao.
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Suposicao 4.1. Seja X = {Xl}ze[o,T] um mercado financeiro com n+ 1 ativos, represen-
tado pela tupla (Q,]—“, IFW,IP’,[.L, G,r). Assuma que existe um processo u = {“t}te[O,T] m-

dimensional pertencente a classe V" (0,T) satisfazendo:

~

1) ot,0)u(t,w)=put,m)—r(t,0)X(t,m), ARP-g.s.
T
2) E [exp (%/0 Hu,uzdt” < oo

Observagdo 4.3.1. Se a Suposicdo 4.1 for vélida, a qual coincide exatamente com a hipétese

do Teorema 4.2.2, entdo, conforme demonstrado nesse teorema, o processo {Zf}te[O.T]’

t 1 t
Z; :=exp (_/0 uS~dWS—§/O Hustds)

é uma F" -martingale sob P, pois o processo u € V" (0,T) satisfaz a Condigdo de Novikov

definido por:

2.3. Com base nesse processo, e aplicando o Teorema de Girsanov, obtemos 0s seguintes
elementos:
» Uma medida de probabilidade Q : FyY — [0, 1] definida por:

Q) = /ZT dP, paratodoA € Fy .
A
» Um processo Wiener m-dimensional W = {ﬁ/t},e[oﬂ, sobre (Q,F,Q), definido por:

. t
Woim [ usds+ W,
0
o qual pode ser representado, na forma diferencial, como:
dW, = w, dt +dW;.

Além disso, de acordo com o Coroldrio 2.2, o processo W é uma F" -martingale sob
O lema a seguir, que enunciaremos sem demonstra¢cdo, constitui uma versao do teorema
de representacdo de martingales no novo espago de probabilidade, construido a partir do

processo de Wiener W.

Lema 4.3.1. Seja vdlida a Suposicdo 4.1 (note-se que, para o resultado a seguir, basta que a

condigdo de Novikov seja satisfeita). Entdo, o processo W= {W,},E[O,T} definido por

. t
Wtrz/ usds+ W,
0
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é uma FW—martingale sob Q (e, portanto, um processo de Wiener sobre (Q,]: , FW,@) ).
Além disso, qualquer F € L*(Q, Fy ,Q) admite a seguinte representagdo iinica (A ® Q-

quase seguramente)
T _
F = EgF] +/O &, - AW, 4.3.1)

em que ¢ = {¢l}t€[0,T] ¢ um processo m-dimensional FY -adaptado, mensurdvel que satisfaz

T
o | [ loa] <=

Na observacgdo a seguir, reunimos os principais resultados obtidos até 0 momento, com
foco na caracterizacdo do mercado sob a nova medida de probabilidade QQ e o processo de
Wiener transformado W.

Observagdo 4.3.2. Considere um mercado financeiro X = { (Xt(o),Xt(l), e ,Xt(")> } 0]
telo,

representado pela tupla (Q, F.FV P u,o, r), e assuma que a Suposicdo 4.1 seja satisfeita.
De acordo com o Teorema 4.2.2 e a notagao estabelecida na Observagdo 4.3.1, temos que a
medida Q é equivalente a IP. No espago de probabilidade filtrado (Q, F,FV, Q) , 0 mercado
normalizado X = { (1 X ,(1), X t(")> }ze[o . é uma F" -martingale sob Q, e sua dinimica

de precos € descrita pelas seguintes equagdes diferenciais estocdsticas:

ax" =o, x0 =1,

d)_(t(l) :gtzot(l)]dﬁ/{tjzgtct(l)d‘x/t )_(8) :‘x(()i)7 = 15"'7”5
j=1

onde & € o fator de normalizag@o e Gt(l) = (Gt(’)l yore ,Gt(l)m>. Portanto, (Q constitui uma

medida martingale equivalente para o mercado X.
Além disso, o processo de valor normalizado vl = {V,e } 0 de um portfélio admissivel
t

)

6 = { (Gt(o), 9,(1), e 9,(")) } 0] para X também é uma F" -martingale sob Q, pois sua
telo,

dindmica é dada por:

av? =Yy oax" =y o (é,ct(i)dﬁ/,> —&Y 696aW, = &6,6.dW;
i=0 i—=1 j

= i i=1

(4.3.2)

~ T ~
onde 6, = (9,(1) o ,Gt(n)> e Eg { / E2|6; G,|2dt} < o0, que € a condi¢do de integrabili-
0

dade que garante que a integral de Itd em 4.3.2 seja bem definida.
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A partir deste ponto, assumiremos que a Suposicao 4.1 é valida.
As trés defini¢Ges a seguir foram adaptadas das formulag¢Ges apresentadas por @Pksendal
[42] e Jeanblanc, Yor, Chesney [19].

Definicao 4.3.1. Seja X = {Xt}te[O,T] um mercado financeiro definido sobre um espaco de
probabilidade filtrado (Q,F,F" P). Dizemos que uma varidvel aleatéria F : Q — R é um
T -contrato contingente europeu (ou simplesmente um 7'-contrato) sobre X se:

(1) Fé ]-'%V -mensuravel;

(i1) F € limitada inferiormente;

(iii) Sob a medida martingale equivalente Q para X, tem-se F € L*(Q).

Definicao 4.3.2. Seja X = {Xt}re[o,ﬂ um mercado financeiro sobre um espago de probabili-
dade filtrado (Q,F,FV P), e seja F um T-contrato sobre X. Dizemos que F € atingivel se

existe um portfélio admissivel 6 = {6, }, cjo,7] €M X e um nimero real  tais que
0 T
F=V. =z+ /0 6;-dX;, [P-quase seguramente,

e tal que o processo {V? 72} o dado por:
telo,

seja uma F" -martingale sob Q. Quando tal 6 existir, chamamos 6 de portfélio hedging ( ou
portfélio replicante) para F'.

Assim, um 7T'-contrato F € considerado atingivel se existir um portf6lio admissivel 8, com
investimento inicial Voe’Z = z, tal que a riqueza gerada no instante 7 satisfaca VY? “=F,
P-quase seguramente. Ressaltamos que, se ndo impusermos a condi¢cdo de que o processo
de valor normalizado seja uma martingale sob alguma medida martingale equivalente (Q, o

portfélio replicante que satisfaz F = VTG * pode nio ser tinico.

Defini¢do 4.3.3. Um mercado financeiro X = {X; }|p 7| € denominado completo se todo
T -contrato sobre X for atingivel.

Determinar quais 7-contratos sdo atingiveis € quando um mercado é completo sio
questdes fundamentais em Financas Matemadticas, embora, em geral, sejam dificeis de
responder. A seguir, apresentamos uma caracterizacdo de completude de mercados baseada

no Lema 4.3.1.
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Teorema 4.3.1. Seja X = {Xt}te[o ) um mercado financeiro com n+ 1 ativos, representado
pela tupla (Q,]—" ) IFW,IED, u,o, r). Esse mercado é completo se,somente se, a matriz o (t,®)
admite uma inversa a esquerda para A ® P-quase todo (t,0) € [0,T] x Q; ou seja, existe um

processo matricial A sobre (Q,F,FV | P), com valores em R™ ", tal que:
At,w)o(t,w) =1,(t,w), para Al P — quase todo (t,m). (4.3.3)

Demonstragdo. Suponha que para quase todo (¢, ®) € [0,7] x Q, aequagio A(t,w)o(t,0) =
I, seja valida. Sejam Q e W definidos como na Observacdo 4.3.1, e seja F' um T'-contrato
qualquer sobre o mercado X. Precisamos provar F € atingivel, isto €, que existe um portfélio

admissivel 8 em X e um niimero real 7 tais que se

t
Vf’*’*:z+/ 6,-dX,, 0<1<T,
0

~ . o =0, .
entdo o processo de valor normalizado como valor inicial z, {V, ’Z} 01’ definido por:
t€|0,T

0,2 0.z ! v
V= eVt = [ X,

seja uma F" -martingale sob Q e F = VY(? <

Como &r > 0, provar F = VT6 “ é equivalente a provar que &7 F = &7 VT6 <

Pelo lema 4.3.1, como & F € Lz(Q,}#V ,Q), existe um tnico processo m-dimensional
¢ € V"(0,T) tal que:

T -
& F =Eqlér Fl+ [ ¢v-aW.

Por outro lado, por 4.3.2 da Observagado 4.3.2 temos:

0z 9z T~ g
&TVT —VT —Z+/0 gtethdW/[.

Portanto, para que o portfélio 0 replique o 7T-contrato F', precisamos ter:

T - T _
EQ[éTF]+A (Pt'dVVt:Z-i-/O & 6,0, dW,.

Para que essa igualdade seja vélida, os termos constantes e as integrais de 1t6 devem coincidir.

Assim, definaz =Eq[&r F] e o processo ¢ = {¢: },¢(o 71 por ¢ (1, @) = & (1, ) 0(t,0)0(1,),
paratodo (¢,®) € [0,T] x Q. Usando que A(t, ®)o(t, ) = I,,(t, ®), da anterior equag@o obte-

mos que é\(t, o) =E&(t, a))_1¢)(t, ®)A(t,®). Definamos o portfélio 6 = { <9t(0), 9;(1)7 ceey Gz(n)) } 0.7]
rel0,
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por 6; = é,_l ¢ A, onde 6 ¢ construfdo como no Lema 4.1.2 de modo que 6 seja autofinan-
ciado. A Admissibilidade de 0 segue do fato de F' ser limitado inferiormente e r € limitado, e

assim o processo de valor com valor inicial z, V, “ ¢ limitado inferiormente. Ademais, como

B r . T _ ~
Vf’vzzg,vﬂvzzﬁ/o ests:z+/0 65 &;05 AWy
t ~
:Z+/() gs_lgsq)sAsGdes

t -~
=z+/0 0y AW,

—0 . . ., . ~
segue que O pProcesso {Vt ’Z} 0] ¢ uma martingale sob QQ, pois é uma integral de Itd
telo,

em relacdo a W, que é um processo de Wiener sob Q. Portanto, qualquer 7-contrato F ¢
replicavel por um portfélio admissivel autofinanciado, o que demonstra a completude do
mercado X.

Por outro lado, suponha que o mercado X seja completo. Como a completude € preservada
pela normalizagio, o mercado normalizado X também € completo, € podemos assumir, sem
perda de generalidade, que r = 0. Na prova da condicao suficiente, vimos que o processo de

valor de um portfélio admissivel 6, com valor inicial VOG’Z =z, € dado por:

r_ ~
Vf”z:z+/0 8.0, dW,.

Como o mercado é completo, qualquer T-contrato pode ser replicado. Seja, entdo, Y um

processo pertencente a classe V" ([0,T];Q), ou seja, y é F" -adaptado tal que

T
o [ InlPar] <=

T ~
Defina o T-contrato por F := / Y dW;. Pela completude do mercado, existe um portfélio

admissivel 6 = { (9,(0), Ot(1)7 ceey Gt(n)> } or tal que o processo de valor associado satisfaz
1€[0,
VY?’Z = F, com Voe’Z =0,e
—_ t ~ ~
Vt97z = Z+/0 0, o W;,

¢ uma martingale sob Q. Pela unicidade na representacdo martingale, obtemos que:

Y(t,0) = 0(t,0)0(t,w), para quase todo (1,®) € [0,T] x Q.
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Isso implica que (z, ®) pertence ao espago linear gerado pelas linhas de o(¢,®). Como
Y(t, w) foi escolhido arbitrariamente, podemos concluir que o espago linear gerado pelas
linhas de o (¢, ®) coincide com R™, para quase (f,®) . Assim, rank(o(f,®)) = m, quase
seguramente. Assim, existe uma matriz A(z, ®) € R™*" tal que

At,0)o(t,0) =1,(t,m), paradl®P —quase todo (7, m).

]

Corolario4.1. 1) Se n = m, entdo o mercado é completo se, e somente se, a matriz
o(t,w) é invertivel P ® A-quase sempre.

2) Se o mercado é completo, entdo

ranko(t,0) =m, P®A-q.s.

2

Em particular, n > m. Além disso, o processo u = {“t}te[o 7] satisfazendo 4.2.1 é

unico.

Observagdo 4.3.3. Combinando a Suposi¢do 4.1 e o Corolario acima, concluimos que, se
o mercado for completo, entdo a medida de probabilidade @, estabelecida na Observacao

4.3.1, é a tinica medida martingale equivalente no mercado X.

4.4 Precificacao de Opc¢oes Europeias

Na sec¢do anterior, definimos um 7-contrato sobre um mercado financeiro X como uma
varidvel aleatdria F, limitada inferiormente e pertencente ao espaco L? (Q,}"ﬁl ,@). Na
prética, essa varidvel aleatdria representa o pagamento de um contrato financeiro no instante
terminal 7. Dois exemplos cldssicos de T-contratos sdao as opcoes de compra (call) e de
venda (put) europeias, cujas definicdes apresentamos a seguir.

Definicdo 4.4.1. Seja X = { (X,(O) ,X,(l), . ,Xt(n)) } 0] um mercado financeiro definido
telo,

sobre o espaco de probabilidade filtrado (Q, F,F" ,P), e seja K > 0.
* Uma opcao de compra europeia (Call) escrita sobre o ativo X D, 1<i<n, com

vencimento 7" e preco de exercicio K, € um 7T-contrato F : Q — R definido por:

F= max(X;i) —K,0).
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* Uma opc¢ao de venda europeia (Put) escrita sobre o ativo X (i), 1 <i<n, com

vencimento 7" e preco de exercicio K, é um 7T -contrato F :  — R definido por:
F = max(K —X}i) 0).

Do ponto de vista financeiro, uma op¢ao de compra europeia sobre o ativo X () concede ao
seu titular o direito, mas nao a obriga¢do, de adquirir uma unidade do ativo no instante 7'
ao preco fixado K. Por outro lado, uma opcao de venda europeia concede o direito, mas
nao a obrigacao, de vender uma unidade do ativo no instante 7" ao precgo fixado K. O payoff
associado a esses contratos financeiros é modelado pelas varidveis aleatérias F' definidas

acima, cujo valor depende do preco do ativo subjacente no instante de vencimento 7.

Uma pergunta natural é: qual seria o prec¢o justo a ser pago no instante ¢ = 0 por uma
opcdo europeia cujo payoff € dado por F no tempo terminal 7?7 Em geral, a resposta depende
da perspectiva do comprador ou do vendedor do contrato. Assumindo que ambas as partes

desejam evitar perdas, definimos a seguir os conceitos de preco do comprador e do vendedor.

Definicao 4.4.2. Seja F' uma T'-contrato sobre um mercado financeiro X = {Xf}tE[O.,T]’
definido sobre um espago de probabilidade filtrado (Q,F,F" ,P).
(1) O preco do vendedor de F, que denotamos por p,(F), é definido por:

T
n(F) :inf{z eR:30 € A tal que VTB’Z ::z+/ O0,dX; > F, IP’—q.s.}
0
(2) O preco do comprador de F, que denotamos por p.(F), é definido por:
0 T
pe(F) = sup {z eR:30 € A tal que Vi *:= —z—l—/ 0;dX; > —F, P—q.s.}
0

(3) Se py(F) = pc(F) := p(F), dizemos que p(F) é o preco justo do T-contrato F no
tempo t = 0.

Intuitivamente, o preco do vendedor representa o menor valor que este pode cobrar no
instante inicial para garantir que podera honrar o payoff de F no tempo 7', em quase todos os
cendrios. De forma andloga, o preco do comprador representa o maior valor que este esté
disposto a pagar no instante inicial, assegurando que sua posicao resultard em uma perda nao

superior a F'. Quando esses valores coincidem, temos o preco justo do contrato.

O resultado a seguir relaciona os conceitos de preco do comprador, do vendedor e o
valor esperado do contrato sob a medida martingale equivalente. Ele também fornece uma

caracterizacao do preco justo no caso em que o contrato F € replicavel.
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Teorema 4.4.1. Suponha que a Suposicdo 4.1 seja vdlida, e seja Q a medida martingale
equivalente para X, construida na Observagdo 4.3.1. Seja F um T -contrato sobre o mercado
X, edefina F = Er F, onde & = {ﬁ,}te[oﬂ dado por & = e_ﬂ;r“'ds, 0<r<T,éofatorde
normalizacdo do mercado X. Entdo:

1) essinf (& (T, )F(0)) < pe(F) < Eg[F] < py(F) <.

2) Se F é replicavel, entdo p.(F) = Eq[F] = py(F).

Demonstragdo. Ver @ksendal [42] O

4.5 Hedging de Opcoes Europeias Atingiveis

Nas secOes anteriores, vimos que, ao assumir a validade da Suposicdo 4.1 para um mercado

financeiro X, e utilizando a notagdo estabelecida na Observagdo 4.3.1, o processo de valor nor-

malizado VG’Z, com valor inicial z, de um portfélio admissivel 8 = { <9t(0), 9t(1), ceey 9;(n)> } 017
te[o,

¢ dado por
70 6,z ! v e oA ~
Vt :élvt :Z+/() Gsts:Z+/() gsesades.

Portanto, o portf6lio 8 necessdrio para realizar o hedging de um dado 7T'-contrato F', definido

sobre o mercado X, deve satisfazer

E(1,0)0(t,0)0(t,0) = ¢(1,®)

onde 6(r,w) = (6 (r,w),...,0"(t,0)) e ¢ = {&},c(0,7) € como no Lema 4.3.1, isto €,

T T _
o[ [ Il <+ ¢ grr—cs [ oai

Encontrar explicitamente um processo ¢ satisfazendo as condicdes acima é, em geral, um
problema dificil. A seguir, apresentamos um método que pode ser aplicado quando a dinamica
do mercado € descrita por uma difusdo de Itd. O resultado baseia-se no seguinte teorema,

adaptado de @ksendal [42], onde também pode ser encontrada sua demonstragao.

Teorema 4.5.1. SejaY = {Yt}te[O,T] uma difusdo de It n-dimensional da forma
dY, =b(Y,)dt+ 0 (Y,)dW,, Yo=y,

onde b:R" — R" e 6 : R" — R sdo funcoes Lipschitz continuas com crescimento linear.

Suponha que h : R" — R seja uma funcdo dada, tal que
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i) Paratodoi=1,--- n, as derivadas parciais a—]E{2 [h(YT_;)] existem para todo t €
Yi
[0,T].
ii) Definindo o processo ¢ = {¢t}re[0,T} por

Z 3yl h(¥r—0)

T
tem-se Eq l/O ||¢t||2dt} < oo,

Entdo, a seguinte representacdo de Ito vale:

T ~
h(Yr) = Eq [h(¥r)] + /O o~ dW,.

Como aplicagdo direta do Teorema anterior, obtemos o seguinte resultado no contexto de
um modelo de mercado financeiro.

Observagdo 4.5.1. Seja X = { (X,(O) ,X,(l), e ,Xt(")> } 0] um mercado financeiro definido
telo,

sobre 0 espaco de probabilidade filtrado (€, F,F" ), com dindmica dada por:

ax\” = rx\Var, x\ =1,

ax\ = u(x,) dt+Zc (x)aw!  x\V=xV>0, i=1,-n
Ji

Suponha que sobre este mercado a Suposicao 4.1 seja satisfeita, ou seja, existe um processo
u € V"(0,T) satisfazendo 4.2.1 e 4.2.2. Sob a medida de probabilidade equivalente Q
a P, e com o processo de Wiener W definido em 4.2.3, que em sua forma diferencial é
dW, = u,dt +dW,, para todo 1 € [0, T] e usando a Equacio 4.2.1, que neste caso é da forma

o(X)u = pu(Xy) — 7.X,, a dinAmica do mercado X pode ser reescrita como:

ax'% = rx9 ar, x\¥ =1,

X = xPar+ Y o)W x =V 50, i=1.
j=1

Dessa forma, o mercado X € uma difussao de It6 sob Q.
Suponha que H : R - R é uma funcdo dada tal que

i) Paratodoi=1,---,n, as derivadas parciais ——IEq [H(X7—)] existem para todo ¢ €

8x,~
[0,7].
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ii) Definindo o processo ¢ = {¢},c(o 7| por

c'(X;), (4.5.1)
x=X;

6 — 21 & aiE@ (H (X7 )

T
temos que: Eq [/0 |]¢,||2dt] < oo,

Entdo, a seguinte formula de representacao de It6 € vélida:

T ~
& H(Xr) = Bq e HOX)| + | ¢r-aW.

Encerramos esta se¢do com um teorema que consolida os principais resultados obtidos

para a precificac@o e o hedging de opcoes europeias em mercados financeiros.

Teorema 4.5.2. Seja X um mercado financeiro completo. Suponha que a Suposicdo 4.1 seja
vdlida, e sejam Q e W como na Observacdo 4.3.1. Entdo, o preco justo de um T -contrato

europeu de tempo de maturidade T, com payoff F ¢é dado por

p(F) =Eq[&r F].

Além disso, para construir um portfolio hedging 0 = { (Gt(0)7 Gt(l), cee Gt(n)> } 01 para
t€lo,

o contrato F, utilizamos a Observagdo 4.5.1 para determinar um processo ¢ tal que

T
o | [ llPar] <= ¢

T _
ErH(Xr) = Eqlér H(Xr)] + /0 0, dW;.

Em seguida, definimos 6, = (9,(1), e Ot(n)> como o vetor que satisfaz E(t) 6,0, = ¢, e

0)

escolhemos 6! conforme construido no Lema 4.1.2, de forma que o portfolio 0 seja

autofinanciado.

4.6 O Modelo Generalizado de Black-Scholes

Nesta secao final, aplicamos os resultados desenvolvidos nas se¢des anteriores em um dos
modelos de mercado mais influentes: o modelo de Black-Scholes. Diferentemente da versao
classica (Black & Scholes, 1973 [6] ; Merton, 1973 [26] ), consideramos que os coeficien-
tes de retorno esperado e volatilidade podem variar ao longo do tempo, sendo modelados

por processos deterministicos. Embora existam extensdes ainda mais sofisticadas — por
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exemplo, modelos com saltos (@ksendal e Sulem, 2007 [29]), essa generalizacdo ja permite
uma descri¢do mais realista do comportamento dos ativos, ampliando consideravelmente o
alcance do modelo cldssico. Consideramos um mercado financeiro composto por dois ativos:
um livre de risco e outro com risco e, sob hipdteses que garantem auséncia de arbitragem
e completude, obtemos uma expressdao fechada para o preco justo de opcdes europeias,
bem como o portfélio replicante associado. Mostramos ainda que, no caso de coeficientes

constantes, recuperamos como caso particular o modelo cléssico.

SejaW = {Wt}ze[o,ﬂ um processo de Wiener padrao unidimensional definido sobre um
espago de probabilidade (Q, F,P), junto com sua filtragdo padrao FY . Consideramos, sobre
(Q, F,F" P), um mercado financeiro X = {(X,(O),X,(l))},doﬂ com a seguinte dinamicas:

dx'” = rx'9 ar, x\9 =1,

dx\V = uxVar+ o xVaw,  x{M =xV>o,

onde r = {r: };c(0,7)> 1 = {tt }1c(0,7] € O = { Ot }1¢[o,7]- com O; > 0 P—quase certamente, sdo
processos deterministicos pertencentes ao espago V(0,T).
A equacdo para o ativo com risco X (1) admite solucdo explicita, dada por:

t t
Xt(l) :x(()l)exp (/ Gdes—l—/ (/.Ls — ldsz) ds) ,
0 0 2

obtida por meio da Férmula de It6 2.6.2 aplicada ao processo Y = {Yt}te[O,T] definida por

Y, = log(X,(l)) (ver o Exemplo 3.1). A equacdo 4.2.1 assume a forma:
1 1 1
GlXt( )u[ - H[Xt( ) — r[Xt( ),

a qual, como o; > 0, tem solucio dada por

He — 1t
Ur = .
Oy

Portanto, se a condi¢ao 4.2.2, ou seja, se

17T | —ref?
E [exp (—/ Mdt)] < oo,
2 Jo o;
também ¢€ satisfeita, temos que a Suposi¢do 4.1 € vélida. Assim, pelo Teorema 4.2.2, existe

uma medida martingale equivalente (Q sob a qual o mercado X é livre de arbitragem, onde QQ
€ como na Observacgao 4.3.1 e, mais ainda, pelo Corolério 4.1, ele € completo. Além disso,
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pelo Teorema 4.4.1, qualquer T-contrato com payoff F pode ser perfeitamente replicado, e
seu preco justo no instante inicial é dado por:

p(F) = EqlerFl],

t
onde § = {& }/c(o,r] dado por & = exp (— / Fs ds> , € o fator de normalizacédo do X.
’ 0
No restante desta secdo, assumiremos a seguinte hipotese:
Suposic¢io 4.2. Seja X = {(X,(O) ,X,(l))},e[oﬂ um mercado financeiro representado pela
tupla (Q,F, FY.P,u,o, r), e seja F um T-contrato sobre X, conforme a Definicdo 4.3.1.
Assumimos que:
i) Os processos r, L e O sdo deterministicos.
ii) O contrato F é da forma F = f (X}l)), onde f: R, — R é uma funcdo limitada
inferiormente tal que

Eq “f(X}l))H < oo,

para alguma medida de martingale equivalente Q) ao mercado X.
Com base nessas premissas, obtemos o seguinte resultado central da secéo:

Teorema 4.6.1. (Formula generalizada de Black-Scholes) Considere um mercado finan-
ceiro X = { <Xt(0),Xt(1)> } o017 modelado sobre (Q, F,FV | P), cuja dindmica dos precos é
r€o,

descrita pelas equacoes diferenciais estocdsticas:

ix0

= rtXt(O) dt, X(g = 1,
dx\V = uxVar+ o xVaw,  x{V =x">o.

Assuma que a suposigcdo 4.2 é vdlida e

LT = )1
E |ex —/ —dt < oo,
[ P (2 0 o
1) Nessas condicoes, o mercado é livre de arbitragem e completo. O preco justo no

instante t = 0 de uma op¢do europeia com vencimento emT e payoff F = f (X}l)), para
fungdo f apropriada, é dado por

ér 1 T 1 ¥
p(F):E T Rf x(())exp y+/0 r,—EG,2 dt exp _27?2 dy,
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T T
éTZeXp(—/O rtdt) e 62:/0 cldt.

2) Além disso, se os coeficientes r, L, 0 # 0 forem constantes e f € C ! (R), entdo existe

um portfolio autofinanciado 6 = { <0,(0), 9,(1)> } 1] que replica a opgcdo europeia
t€[0,

onde

com payoff F = f (X}l)), é tal que:

oV

1 /
t :\/m/ﬂ%f (Xt(l)e

e 9,(0) ¢ determinada como no Lema 4.1.2 e V¢ = p(F).

2
oy+(r—6?)(T—1) oy o
2 ) exp <Gy ST =1 50 (T t)) dy,

Demonstragdo. 1) Que o mercado seja livre de arbitragem e completo ja foi demonstrado
anteriormente, com base na existéncia de uma medida martingale equivalente (Q. Para
deduzirmos a férmula de precificacdo p(F), reescrevemos inicialmente a dindmica do

preco do ativo de risco sob a medida Q. Pela Observagao 4.5.1, dado que
ax\V = uxVar + o xVaw, x{V=x" >0,
segue que, sob QQ, a dindmica de X (1) ¢ descrita por
ax\V = rxMar+oxMaw, x{M =xV>o,

onde W é um processo de Wiener sob Q, definido por

ds.

~ 4 _
W,::VV,—%—/ fe Ts
0 Os

Aplicando a Formula de It6 2.6.2, obtemos a solu¢ao explicita para X}l):

T - T 1
X](}) :x(()l) exp (/ G,dW/t—l—/ (rt — chz) dl) ,
0 0

na qual, pela Proposicao 2.1, temos que a varidvel aleatoria

T T
Y ::/ o; dW; NN(O,EZ), com G2 ::/ cldt.
0 0
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Logo, o preco justo da op¢ao € dado por:

p(F) : = Eq[Sr F]
o)

T _ T
ol 8 (4 ([ s [[ (- Lot) )]

0 0

T _ T
= e*foTrfdt]EQ {f (x(()l) exp (/ thW,—I—/ <r, — %6,2) dt))]

0 0

ér 1 T 1 y?

:ﬁ Rf x(())exp y+/0 "t_icrz dt ) |exp 552 dy.

2) Como o mercado é completo € livre de arbitragem (pelo item 1), o Teorema 4.5.2

garante a existéncia de um portfélio de hedge 6 = { (9,(0), 9,(1)) } o] que replica a
telo,

opcao europeia com payoff F = f (X}l)). Segundo esse teorema, a componente o)

satisfaz a equag@o & 9,(1) G,Xt(l) = ¢. Isolando 6,(1), obtemos:

9(1) __ = o = e’ O
) = = —
gt GXI(I) efrt GXt(l) GXt(l)

Nos resta, portanto, calcular ¢. Pelo Teorema 4.5.2 temos:

" GXI(I), (Equag@o4.5.1),
x=X,

o=t 285 [r (x1)]

1 . .. L
em que X}jl denota o valor do ativo em 7', condicionado a um valor inicial x no tempo

t, isto é,
_ 1 _
x\V = xexp (6WTt + (r - 502) (T - t)) . onde Wr_, ~ N(0,T —1).

Aplicando a derivada dentro da esperanca (usando a regra de diferenciacdo sob o sinal

de integral), obtemos:

oV zer(T[)%E@ [f (X#—)’ﬂ ey

_ e—r(T—l)%]EQ [f (x exp <GWT_t + (r— %62) (T - f)>>]

x:X,< b
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—e g [ (xexp (o1, + (27 (7-1)))

- 1,
xexp| oWr_;+(r—=0" | (T —1)
2 ex )

[ (e (e g )

2

1 N
X exp (Gy—|— (r— 562)(T —t)) P dy

cy+rf§0)(T*’))exp oy — > ~ LT 1)) ay
2(T—t) 2

\/74/ f
(0)

Finalmente, a componente 6,

(1)

¢ determinada via o Lema 6, "’ utilizando o Lema 4.1.2,

garantindo que o portfélio seja autofinanciado e satisfaca Voe = p(F), como requerido.

[
Corolario 4.2. (Formula cldssica de Black-Scholes).
1) Suponha que X = { (X,(O) ,Xt(l)) } 01 seja o mercado cldssico de Black-Scholes:
1[0,
dx\” = rx\V ar, x\9 =1,

ax\V = uxMar+ oxMaw, x{ =x>o,

onde r,lL,0 > 0 sdo constantes. Entdo, o prego justo C no instante t = 0 da op¢do de

compra europeia com payoff F = (X}l) —K)", onde K > 0 é uma constante, é dado

por
ovT ovT
2 2
log (%) +rT ) ~ o B
em que 11 = o/ e ® é a funcdo de distribuicdo da normal padrao.
o

2) O portfélio hedge 6 = { (9,(0), 9,(1)> } 0] para a opgdo de compra europeia é dada
t€[o,

por
x(
10g (T) +F(T—t)—|—%62(T—l‘)

1
9’():cp ovT —t

e {Gt(o)} or € determinado de forma que o portfolio seja autofinanciado e satisfaca
t€lo,
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