~

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Extensoes Ciclicas de Grupos Pro-p Livres e
Representacoes Inteiras p-Adicas

por

Anderson Luiz Pedrosa Porto

Brasilia
2009



e

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica

Extensoes Ciclicas de Grupos Pro-p Livres e
Representacoes Inteiras p-Adicas

por
Anderson Luiz Pedrosa Porto*

Tese apresentada ao Departamento

de Matemdtica da  Universidade
de Brasilia, como parte dos re-

quisitos para obtencao do grau de

DOUTOR EM MATEMATICA
Brasilia, 6 de novembro de 2009.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr. Pavel A. Zalesskii - UnB (Orientador)

Prof. Dr. Pavel Shumyatsky - UnB

Prof. Dr. Aline Gomes da Silva Pinto - UnB

Prof. Dr. Mikhajolo Dokuchaev - USP

Prof. Dr. Dessislava Hristova Kochloukova - Unicamp

*O autor foi bolsista da CAPES e CNPQ durante parte da elaboragdo deste trabalho.



Abstract

Let F' be a free pro-p group of finite rank and consider Cj» the cyclic group of order p™.
In this thesis we exhibit the Z,C)n-lattices that can be obtained by factoring F' x Cpn

(semi-direct product pro-p) by the commutator subgroup F’ = [F, F].

Keywords: virtually free pro-p groups, integral p-adic representations.



Resumo

Seja F' um grupo pro-p livre de posto finito e considere Cyn o grupo ciclico de ordem p™.
Nessa tese nés exibimos os Z,Cpn-reticulados que podem ser obtidos pela fatoragao de

F % Cyn (produto semi-direto pro-p) pelo subgrupo comutador F’ = [F, F.

Palavras-chave: grupos pro-p virtualmente livres e representacoes inteiras p-adicas.
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Introducao

Seja H um grupo finito e R um anel comutativo com 1. N6s dizemos que M é um RH-
reticulado, se o mesmo é um RH-mdédulo que é R-livre de torcao e finitamente gerado
como um R-modulo.

Em 1938, Diederichsen em [2], mostrou que a quantidade de ZC)-reticulados indecom-
poniveis e nao isomorfos é finita e o mesmo deu um exemplo incorreto mostrando que
a quantidade de ZC}-reticulados indecomponiveis e nao isomorfos era infinita. Contudo,
mais tarde Roiter ([23]) e Troy ([30]), mostraram independentemente que essa quantidade
é igual a 9.

Considere Z, como sendo o anel dos inteiros p-adicos. No contexto da teoria dos gru-
pos pro-p, Z, denotara o grupo pro-p livre de posto 1.

Defina n(RH) como sendo o nimero de RH-reticulados indecomponivies e nao-isomorfos.
Em [9], Reiner e Heller mostraram que:
n(Z,Cpn) < 00 se, e somente se,n(ZCpn) < 00. (1)

Assim, para sabermos sobre a finitude das representacoes inteiras, basta conhecermos
a finitude das representacoes p-adicas.

Em Berman-Gudivok [3] e [4], Reiner-Heller [9], [10] e em Curtis-Reiner [5], podemos
encontrar o seguinte resultado:

Teorema: Seja G um grupo finito. Entao o niimero de representacoes inteiras inde-
componiveis de G é finito se, e somente se, os subgrupos de Sylow de G sao de ordem < p?.

Nos trabalhos [9] e [10] de Reiner e Heller e no livro de Curtis-Reiner [5], nés temos
que:

n(Z,Cp) =3, n(Z,Cp2) =4p+1 e n(Z,Cps) = o0, (2)
onde s > 3.

Observamos que a nao finitude de n(Z,C):) onde s > 3, também segue do Teorema
acima juntamente com (1).

Além disso, nesses trabalhos os autores exibiram todos os reticulados nos casos p e
p?, contudo eles afirmaram que esta tarefa é praticamente impossivel nos casos p® onde

s > 3, com excegao do caso 2% = 8 (as representagoes mansas, veja Yakolev [31]).
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Nés dizemos que um 7Z, H-reticulado M se levanta para um grupo pro-p virtualmente
livte G = F' x H, onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito se o %—médulo F= % é
isomorfo a M como um Z,H-mdédulo.

Seja Q, o corpo p-adico do anel de valoracao Z,. Considere ¢,(z) como sendo o
polinomio ciclotomico de ordem p e seja 6, uma de suas raizes primitivas p-ésimas da
unidade. Como podemos ver em Neukirch [19], temos que Z,[6,] é o tnico anel de valo-
racao discreta completo (& menos de isomorfismo ) do corpo local Q,[¢,] contendo Z,.

Pavel Zalesskii e Wolfgang Herfort, mostraram no Lema 6 do artigo [8], uma relagao
muito interessante entre as representacoes p-adicas do grupo C, e certos grupos pro-p
virtualmente livres (também veja o Teorema 51).

Como consequeéncia deste lema, temos que:

e 7, se levanta para C, X Zy;
o Z,[0,] se levanta para C, [[ Cp;
o Z,C, se levanta para C), [[ Z,.
Como podemos ver em [9]:
Ly, Lp 0] € ZpCy

sdo os Unicos Z,C)-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos (para mais detalhes, veja
também a Secao 1.4. desta tese).

Logo cada um dos Z,C),-reticulados indecomponiveis de Reiner e Heller se levantam
para algum grupo pro-p da forma F' x C),.

Uma questao natural que surgiu e que fora proposta por Pavel Zalesskii é a seguinte:

Quando um Z,H-reticulado dado se levanta para algum grupo profinito
virtualmente livre?

Nessa tese, nos resolvemos esta questao para o caso em que H = Cpn, onde n € N.
Em resumo, obtivemos os seguintes resultados, no Capitulo 2, dessa tese:

Teorema 77(Teorema Principal) Considere n € N. Seja
G=F xCpn

um produto semi-direto pro-p de um grupo pro-p livre de posto finito por C». Suponha que
a representacao de Cpn sobre F' = %
fiel e indecomponivel. Entdo F = % ¢ de um dos tipos dados logo abaixo:

induzida pela conjugacao, ¢ uma Z,-representagao

F = Ker (Z,Cpn — 0) = Z,Cn,

11



F = Ker (Z,Cpn — Z,Cym)
como um Z,Cpn-médulo indecomponivel, tal que m € N satisfaz 0 < m < (n —1).
Além disso, os tnicos Z,Cyn-reticulados indecomponiveis, com Cjn-acao fiel, que se le-

vantam para algum grupo pro-p da forma F' x Cpn, sdo dos tipos 1) e 2) dados nesse
Teorema.

Também mostramos que tais Z,Cpn-reticulados do Teorema 77, se levantam respecti-
vamente para os seguintes grupos pro-p virtualmente livres:

Con [[Zo e Con [] Co,
onde t € {1,...,n} (veja o Teorema 78).

A partir desses ultimos resultados, nés exibimos as representagoes nao-fiéis que se le-
vantam e obtivemos os seguintes resultados:

Teorema 79 Seja n € N. Considere G = F' x Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre
de posto finito e Cp» = (x) . Seja k € {1,2,...,n}, de maneira que Cpr seja o subgrupo

maximal de Cp,n com a propriedade de agir trivialmente sobre F = % Além disso,
suponha que Cp» age indecomponivelmente sobre F. Entdao F = % ¢ de um dos tipos

dados logo abaixo:

F =~ Ker (ZpC’pm_k) — 0) = Zpop(n—k),

F = Ker (ZpCin-ry — ZpCp)
como um Z,Cpyn-mdédulo indecomponivel, tal que m’ satisfaz 0 <m’ <n —k — 1.
Além disso, esses sao os unicos Z,Cyn-reticulados indecomponiveis que se levantam para
algum grupo pro-p da forma F' x Cjn, com as propriedades requeridas por esse Teorema.

Teorema 81 Sejan € Ne G = F x Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto
s > 2. Suponhamos que I’ seja um Z,Cp»-mddulo indecomponivel, onde C,x é o subgrupo
maximal préprio e nao-trivial de Cp» agindo trivialmente sobre F. Entao

G=Cp [[(Cp xZ,) ou G=Cp ][],
C k

C i
ondet € {k+1,...,n}.

Assim, foi possivel exibir a quantidade exata de Z,Cpn-reticulados indecomponiveis
que se levantam para algum grupo pro-p virtualmente livre, este fato é o conteido do
seguinte Corolario:
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Corolario 82 Seja n € N. Considerem todos os Z,Cjn-reticulados indecomponiveis
nao-isomorfos. A quantidade de tais reticulados que se levantam para grupos pro-p da
forma G'= F' x Cyn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito, é igual a

(n+1)(n+2)
5 :

Temos mais uma Proposicao:

Proposicao 83 Considere n € N, tal que n > 2. Entao nem todos os Z,Cpn-reticulados
indecomponiveis e nao-isomorfos, se levantam para algum grupo pro-p da forma

F x Cpn,
onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito.

Por fim, no Capitulo 4 nés mostramos que basta estudar os levantamentos para Z,Cyn-
reticulados indecomponivieis, ja que o caso dos decomponiveis, recai em uma soma direta
finita de Z,Cpn-reticulados indecomponivieis que se levantam. De forma mais precisa
provamos os seguintes Teoremas:

Teorema 94 Considere n € N. Seja G = F' x Cpn, um produto semi-direto pro-p de

um grupo pro-p livre F' de posto finito, por Cpe. Entdo F' é uma soma direta tnica de
Z,Cyn-reticulados indecomponiveis, que se levantam para algum grupo pro-p virtualmente
livre da forma Fj, x Cpn.

Teorema 95 Seja M um Z,Cpn-reticulado. Suponhamos que M = @ M;, onde

i€J<oo
os M; sao Z,Cpn-reticulados indecomponiveis que se levantam para algum grupo pro-p

virtualmente livre F* x Cjn. Entdo existe um grupo pro-p virtualmente livre G = F x Cyyn,
tal que M se levanta para G e F' é um grupo pro-p livre de posto finito.

13



Capitulo 1

Preliminares

Nesse capitulo vamos descrever varios fatos conhecidos a cerca da Teoria de Grupos,
Anéis e Médulos Pro-p, sem demonstra-los.

Também faremos uma secao para apresentarmos alguns fatos sobre algebras de grupo.

Dedicaremos uma se¢ao para a apresentacao do Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya
que poderd ser encontrado em [1], [5] e [12].

Logo a seguir, veremos alguns fatos sobre Médulos Indecomponiveis que podera
ser visto em Kasch [12].

Por fim, vamos dedicar uma segao ao estudo das representagoes p-adicas de Reiner e
Heller, que podem ser vistos em [3], [5], [9] e [10].

1.1 Grupos Profinitos e Pro-p

Nessa se¢ao vamos relembrar sem demonstrar alguns fatos da Teoria de Grupos Profini-
tos que nos serao muito uteis nessa tese.

1.1.1 Produto Semi-Direto Profinito e Grupos Pro-p Livres

Vamos relembrar nessa subsegao, a definigao de produto semi-direto profinito (pro-p).
Para tanto, vamos nos basear nos livros de Wilson [32] e Ribes-Zalesskii [22].

Definigao 1. Seja G um grupo profinito(pro-p) que tem um subgrupo normal fechado K e
um subgrupo fechado C. Um produto semi-direto profinito(pro-p) ou uma extensdo
profinita (pro-p) cindida de K por C, é um produto semi-direto de grupos abstratos,
cuja ag¢ao € uma aplicacao continua. Notagao:

G=Kx(C=CxK.

14



O subgrupo C de G é dito ser um complemento para K em G. No livro de Wilson
[32], pagina 22, temos a seguinte observagao:

Observagao 2. Se G = K x C, entdo cada elemento g € G € escrito como g = k'c = ck,
para certos elementos unicamente determinados ¢, € C e k, k' € K.

Grupos Pro-p Livres

Seja X um conjunto finito com topologia discreta. Considere F**(X) o grupo livre
abstrato com base X (veja por exemplo Lyndon [16] ou Serre [29]). Tome a seguinte
colegao de subgrupos de F2P5(X) :

Fabs (X)

_ abs
N—{NqF (X)|

é um p-grupo ﬁnito} .

Nés definimos o grupo pro-p livre com base X, como sendo o completamento de F2P5(X)
com respeito a colecao N ( base filtrada para baixo e nao-vazia ), bem melhor,

Jax

p

(X) = Lrjlv {FT(X)} = (F™™(X)),-

Para mais detalhes consulte Wilson [32] ou Ribes-Zalesskii [22], capitulo 3. Nés denotare-
mos um grupo pro-p livre de posto n, simplesmente por Fj, e o grupo livre abstrato de
posto m, como sendo igual a F2Ps.

1.1.2 O Produto Livre Amalgamado Pro-p e o Produto Livre
Pro-p

Sejam G e Gy grupos pro-p. Considerem f; : H — G;(i = 1,2) monomorfismos
continuos de grupos pro-p. Um produto livre amalgamado pro-p de G; e G5 com
subgrupo amalgamado H, é definido pelo ”pushout”:

HLGl

d e

GQ?G

na categoria de grupos pro-p, ou seja, um grupo pro-p G juntamente com homomorfismos
continuos ¢; : G; — G (i = 1,2) satisfazendo a seguinte propriedade universal: para
quaisquer pares de homomorfismos continuos ¥, : G; — K, ¥y : Gy — K em um grupo
pro-p K, tal que ¥, o f; = ¥y 0 fy, existe um tinico homomorfismo continuo ¥ : G — K,
tal que o seguinte diagrama é comutativo:

15



HLGl

AN
f2l lﬁﬁl A
vy
Go—G
\\¢2 - L
~ .

N

qz\m: K

2
O Lema a seguir nao sera demonstrado:

Lema 3. Sejam G1,Gy e H grupos pro-p. Suponhamos que f; : H — G; (i = 1,2) sejam
monomorfismos continuos. O produto livre amalgamado pro-p de Gy,Gy com subgrupo
amalgamado H existe e € unico.

Demonstragao. Ver [22], paginas 376 e 377. [ |

Observacao 4. Indutivamente podemos definir o produto livre amalgamado de grupos
pro-p G; (i =1,2,...,n) com um subgrupo amalgamado H.

Observacao 5. Na situacdo abstrata os homomorfismos canonicos de G; em G1*xyGo sdo
monomorfismos de grupos abstratos para cadai = 1,2 (veja o Coroldrio 1 do Teorema 11
de Serre [29], pdgina 45). Em contraste com o caso abstrato, o exemplo 9.2.9. da pdgina
380 do livro de Ribes-Zalesskii [22], mostra que em geral no caso de grupos pro-p estas
aplicagoes nao sao sempre monomorfismos.

Definig¢ao 6. Um produto livre amalgamado pro-p G = G [ [ G2 € dito ser proprio se os

homomorfismos candnicos ¢; (i = 1,2) sao monomorfismos. Nesse caso, nds identificamos
G1,Gy e H com suas imagens em G.

Agora temos o seguinte lema:

Lema 7. Sejam G e Gy grupos pro-p com um subgrupo prociclico fechado comum H.
Entao G [[4 G2 € préprio.

Demonstragao. Veja o Teorema 3.2. em [21]. [

Observacao 8. Nessa tese todos os produtos livres amalgamados pro-p que aparecem nos
Capitulos 3 e 4, sao produtos cujo o subgrupo amalgamado (comum) é um p-grupo ciclico
finito. Como os subgrupos amalgamados sao canonicamente grupos prociclicos, seque do
Lema 7 que os produtos livres amalgamados pro-p dessa tese sao todos proprios.

Observacao 9. Tomando H = {1} na defini¢ao de produto livre amalgamado pro-p;

obtemos o que chamamos de Produto livre pro-p dos grupos dados. Para mais detalhes
veja Ribes-Zalesski [22], pdagina 361.
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Observacao 10. o Seja G = A x B um produto livre de grupos abstratos. Entdao

Gy =4 | By,
onde para um grupo abstrato H denotaremos por Hy os seu completamento pro-p.

e Se F' ¢ um grupo livre pro-p de posto finito n, entao:

Fg?pﬂzpﬂ---ﬂzp.

n VEZES

Noés vamos enunciar a seguir, uma versao pro-p do Teorema do Subgrupo de
Kurosh (TSK) (Teorema 11) para subgrupos abertos de produtos livres pro-p de grupos
pro-p. Observamos que nos restringiremos somente ao caso em que o numero de fatores
livres do produto livre pro-p é finito. Para uma situacao mais geral, nés recomendamos a
leitura de Mel'nikov [17]. Temos o seguinte lema:

Teorema 11 (Teorema do Subgrupo de Kurosh). Sejam Gy, ..., G, uma cole¢ao finita de
grupos pro-p. Considere D um subgrupo aberto do produto livre pro-p G = G1[]--- [ Gn.
Entao

n

D= H (D N gi,‘r_lGigi,T) H F

i=1 \g;-€D\G/G;

€ um produto livre pro-p, onde:

a) para cada i € {1,...,n}, g;r percorre um sistema de representantes de classes duplas
para D\G/G; contendo o 1, e

b) F é um grupo livre pro-p de posto iqual a:

1+ (n—1)[G: D] - Z |D\G/Gi|.

Demonstragao. Ver [22], paginas 367, 368 e 369. [ |

Para ver uma prova desse teorema para o caso de grupos abstratos, nés recomendamos
a leitura de Serre [29] ou Kurosh [13].

Observagao 12 (Geradores de Kurosch). Para mais detalhes sobre os geradores livres de

F2bs weja o livro de Kurosh [13], pdgina 25, capitulo IX e se¢do 34, onde os tais geradores
sao descritos como sendo os elementos da forma f,s.

Observacao 13. A luz da prova do TSK (Teorema 11), considere o grupo abstrato G*>s =
Gy %*...xG,. Pelo Teorema do Subgrupo de Kurosh para grupos abstratos, obtemos
um subgrupo livre F?™ de G* N D, tal que (F**); = F, onde F é como no Teorema 11
(TSK). Assim no caso de produtos livres pro-p para encontrarmos os geradores de F' como
no Teorema 11 € necessdrio somente encontrar os geradores de F2P como um subgrupo
de G*NF, pela aplicagio do Teorema do Subgrupo de Kurosh para grupos abstratos (veja
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Kurosh [13]) e como o subgrupo F#> € denso em F, basta tomar o fecho topoldgico do

subgrupo gerado pelos geradores livres que encontramos para F*. Agora, como podemos
ver em Ribes-Zalesskii [22] pdgina 95, temos que:

posto( F*™*) = posto(F).

Observacao 14. Quando estivermos nessa tese, interessados em calcular o posto de
F assim como no Teorema 11 (TSK), poderemos usar a Teoria de Bass-Serre (ver
Serre [29]) para grupos abstratos, para calcularmos o posto de tais grupos pro-p livres.
Além disso, esse cdlculo poderd ser feito usando-se a formula da Caracteristica de Euler-
Poincaré-Wall que se encontra na pdgina 123 do livro de Serre [29].

Também temos uma versao pro-p do Teorema de Grushko-Neumann (Teorema
15), que pode ser encontrado em Ribes-Zalesskii [22], paginas 372 e 373.

Teorema 15 (Teorema de Grushko-Neumann). Seja G = G [[ Go um produto livre pro-
p dos grupos pro-p G e Ga. Entao o numero minimal de geradores topolégicos de G,
digamos d(G), € igual a

d(G) = d(Gy) + d(G3).

Por fim apresentaremos, um resultado sobre o grupo de automorfismos de um grupo
pro-p livre:
Lema 16. Seja F' um grupo pro-p livre de posto 2 < m < oo. Entdo o nicleo do epimor-

fismo canénico Aut(F) — Aut (%) € um grupo pro-p livre de tor¢ao.

Demonstrac¢ao. Para o caso abstrato veja Lyndon-Schupp [16], pagina 27. Para o caso
pro-p, consulte Lubotzky [15], pagina 323. [ |

1.2 Anéis e Mddulos

Nessa secao vamos relembrar alguns fatos que serao importantes nessa tese, que tratam
sobre a teoria de anéis e médulos, tanto no caso abstrato, quanto para o caso profinito (pro-

).

1.2.1 Modbdulos Abstratos

Vamos admitir nessa secao conhecidas algumas defini¢oes e propriedades elementares dos
modulos abstratos. Considere (R, +,.,1) = R um anel associativo com 1. Essa subsegao
serd baseada nos livros de Kasch [12] e Rotman [24].

Relembramos que um R-médulo a esquerda é dito ser ciclico se existe um x € M, tal
que M = (x) = {rz|r € R}.

Os modulos ciclicos satisfazem o seguinte Lema:
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Lema 17. Um R-modulo a esquerda M € ciclico se, e somente se, M = ? para algum
ideal a esquerda I de R. Se M = (x), entdo I = anng(M) = {r € R|rz = 0}.

Demonstracao. Ver Rotman [24], pagina 26. [ |
Vamos enunciar a seguir, o Lema 18, que trata de R-moédulos f.g., para sua demonstra-

¢ao basta consultar Kasch [12], pdgina 28.

Lema 18. Seja M um R-mddulo a esquerda f.g., entao cada submodulo proprio a esquerda
de M estd contido em um submoddulo a esquerda mazximal de M.

Moédulos Livres Abstratos

Nessa subsubse¢ao vamos relembrar alguns fatos sobre médulos livres e projetivos. Além
disso, R-mdédulos significarao R-moédulos a esquerda nessa tese. Comecaremos com o
seguinte Lema:

Lema 19. Cada sequéncia exata curta {0} — A — B — P — {0} de R-mddulos a
esquerda, onde P é um R-mddulo projetivo, € cindida (split).

Demonstragao. Ver Rotman [24], pdgina 63. [ |

Lema 20. Um R-mddulo P € projetivo se, e somente se, ele é um somando direto de um
R-modulo livre. Em particular, R-maodulos livres sao projetivos.

Demonstracao. Ver Rotman [24], pagina 63. [ |

Antes de falarmos sobre o posto de um Z,-mdédulo livre, precisamos de uma defini¢ao
que pode ser vista em Rotman [24], pdgina 58.

Definicao 21. Um anel (R,+,.) tem IBN (nimero invariante da base), se para cada
R-modulo livre M, quaisquer duas de suas bases tem a mesma cardinalidade.

Neste caso, o posto € definido como sendo a cardinalidade de alguma de suas bases e o
mesmo serd denotado por posto(M).

Lema 22. Cada anel R comutativo, associativo com 1, tem IBN.

Demonstragao. Ver Rotman [24], pagina 58. [ |

Observacgao 23. O anel dos inteiros p-ddicos Z, € um anel comutativo, associativo com
1, logo pelo Lema 22 temos que o mesmo tem IBN. No caso de Z,-mddulos livres, vamos
escrever o posto de tais modulos simplesmente como:

1,(M) = posto(M).
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Por fim, vamos ver agora uma propriedade interessante dos R-mddulos livres abstratos,
onde R é um dominio de ideais principais (por exemplo, Z, ¢ um dominio de ideais prin-
cipais, veja Neukirch [19]). Para sua prova, consulte Rotman [24], pdginas 121 e 122.

Lema 24. Seja R um dominio de ideais principais comutativo. Considere A um R-
submddulo de um R-mddulo livre F, entdo A é um R-mddulo livre e o posto(A) <
posto(F).

Anéis e Médulos Pro-p

Nessa subsecao vamos relembrar algumas defini¢oes e propriedades bésicas a cerca de
anéis e médulos profinitos (pro-p), que nos serdo muito tteis nessa tese.
Para isto, vamos nos basear nos livros de Ribes-Zalesskii [22] e Wilson [32].

Proposigao 25. Seja G um grupo profinito e 7. o completamento profinito de Z.. Considere
L:Z—7a aplicacao canonica de 7. em seu completamento profinito. Entao:

a) Existe uma tunica aplicagdo continua 7 x G — G, tal que (n,g) — ¢" para todo
n € Z. Assim, se g € G e z € Z, entao g* € bem definido;,

b)Se g€ G e 21,z € L, entio gt = g1 g e (g7)? = g2,

¢)Se g1,9: € G, z €L € se g1 e gy comutam, entio (g192)° = g7 5.

Demonstragao. Ver [32], pagina 29. [ |

Note que a Proposicao 25, implica que cada grupo abeliano profinito tem naturalmen-

te uma tnica estrutura de Z-médulo. Visto que Z, ¢ um subanel de Z e que cada grupo
pro-p é um grupo profinito, temos que cada grupo abeliano pro-p tem naturalmente uma
estrutura de Z,-mdédulo.

1.2.2 Algebra de Grupo Completa e Algebra de Grupo Abstrata

Definigao 26. Seja R um anel profinito comutativo com 1 e G um grupo profinito. A
dlgebra de grupo completa [[RG]| € definida como o sequinte anel profinito:

[RG]] := lim[(R/1) (G/U)],

onde I e U percorrem os ideais abertos de R e os subgrupos normais abertos de G, res-
pectivamente.

Se G é um grupo finito, temos [[RG]| = [RG] = RG. Para mais detalhes veja [22].

Para modulos profinitos temos a seguinte propriedade:

20



Lema 27. Seja G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo com 1. Entao se A
¢ ambos um G-mddulo profinito e um R-mddulo profinito com ag¢oes comutativas (isto €, se
reR,geG e ac A, entio r(ga) = g(ra)), entdo A é naturalmente um [[RG]]-mddulo.

Demonstragao. Ver Ribes-Zalesskii [22], Proposicao 5.3.6 da pagina 178. |

Definicao 28. Um anel R profinito comutativo com 1 € dito ser uma anel local se ele
tem um unico ideal maximal e aberto.

A seguir, vamos enunciar o Lema 29, que nao serd demonstrado nessa tese.

Lema 29. Seja K um anel profinito comutativo com 1 e G um grupo profinito.
Entao [[KG]] € um anel local profinito se, e somente se, existe um p € P tal que K € um
anel local pro-p e G € um grupo pro-p.

Demonstragao. Ver Wilson[32], Proposicao 7.5.3. e paginas 126 e 127. [ |

Como consequéncia imediata temos que se G = Cpn ¢ K = Z, ¢ o anel dos inteiros
p-adicos, entao Z,Cyn é um anel local pro-p (em particular, ¢ um anel local abstrato).

Vamos exibir agora, um lema classico que sera usado nessa tese.

Lema 30. Seja G um grupo profinito e considerem My, My K [[G]]-mddulos profini-
tos, onde K é um anel profinito comutativo com 1. Se 8 : My — M, é ambos um
K -homomorfismo continuo e um G-homomorfismo de mddulos, entao 6 é um K [[G]]-
homomorfismo de maodulos profinitos.

Demonstragao. Ver Wilson [32], pagina 119. [ |

O Lema e Observagao a seguir sao conhecidos e podem ser encontrados em Milies-
Sehgal [28].

Lema 31. Considere K um anel comutativo com 1. Seja ¢ : Hy — Hy um homomorfismo
de grupos. Considere ¢ : KHy — K Hy como sendo o homomorfismo canonico de anéis
que estende linearmente ¢. Entdo Ker <q§> = A(Hy,N) onde N = Ker(¢) e A(H,N) ¢

um ideal d esquerda do anel K Hy, gerado como um ideal pelos elementos h — 1, onde h é
um gerador do grupo N.

Observagao 32. Seja N<H;. Entdo o ideal A (Hy, N) é gerado como um K-mddulo pelos

elementos x(h—1), onde h € N e x percorre um conjunto completo de representantes das
classes laterais de N em H;.
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Observacao 33. Considere o sequinte epimorfismo canonico de anéis:

\Ilm . chpn —» chpm
que aplica o gerador do grupo Cyn no gerador do grupo Cym, onde m € {0,1,...,(n—1)} e
admita que Cpn = (x) . Entdo, seque imediatamente a partir do Lema 31 e da Observagdo
32 que o Ker(V,,) é um Z,Cyn-mddulo ciclico gerado por (xpm — 1) e cujo o Zy-posto é
wgual a p™ — p™.

Por fim, vamos provar o Lema a seguir que serd usado na Segao 3.1., para a constru-
¢ao dos Z,Cyn-mdédulos indecomponiveis com a¢ao nao fiel do Cyn, que se levantam para
algum grupo pro-p da forma F' x Cpn

Lema 34. Considere n € N e seja Cpn = (x) e Cpr < Cpn
Entdo temos o sequinte isomorfismo de anéis (de Z,-dlgebras):

(z) Ly ()
ZP n—k = n—k '
(x >] (a7 = 1)

Demonstracao. Considere o epimorfismo canonico dos p-grupos finitos dado abaixo:

@
(o)

e ()

segue da propriedade universal de Z, (r), que existe um tdnico Z,-homomorfismo de
algebras, dado por:

¢ (x) =

Como

= chpn—k 5

(z)
b:7Z,(x) > 7
02| o

que envia £ —— T —x—|—< P >

Agora, pela Observagao 33, sabemos que o Ker(®) = (acpnfk — 1) .
Assim, segue do Teorema do Isomorfismo para Anéis, que:

(x) ]2 Zy (x)
(x5 ] (@ =)

como Z,-algebras. |

Ly
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1.2.3 O Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya

Comecaremos essa subsegao com as seguintes defini¢oes:

Definig¢ao 35 (indecomponivel). Seja M um Z,Cyn-médulo. Nds diremos que M € in-
decomponivel se M # 0 e M ndo pode ser escrito como uma soma-direta de dois
2, Cpn-submddulos proprios.

Definicao 36. Seja M um Cyn-mddulo. Nés diremos que Cpn age indecomponivelmente
sobre M, se M ¢ indecomponivel como um Z,Cyn-mddulo.

Definicao 37 (+-indecomponivel). Seja M um Z,Cpn-mddulo. Nés diremos que M é
+-indecomponivel se M # 0 e M nao pode ser escrito como uma soma de dois ZyCyn-
submaodulos proprios.

Segue imediatamente o seguinte lema:

Lema 38. Seja M um R-modulo +-indecomponivel, entao M ¢é um R-modulo indecom-
ponivel.

Demonstragao. E claro que M # {0}. Agora, suponhamos por absurdo que M nao é
indecomponivel. Entao existem C' e D, R-submoddulos proprios de M, tais que:

M=C®D=C+D.

Mas isso implica que M nao é +-indecomponivel, um absurdo. |

Um resultado fundamental que serd usado muitas vezes na construcao do Teorema
Principal é o Teorema de Krull-Schmidt-Azumaya(TSKA), que também nao va-
mos provar nessa tese.

Teorema 39. Seja M um A-mddulo a esquerda finitamente gerado e assuma que uma
das duas condicoes abaizo sao satisfeitas:

(1)Os A-submddulos de M satisfazem ambas as condi¢oes de cadeia, ou

(i1)A é uma R-dlgebra, f.g. como um R-mddulo, onde R é um anel local noetheriano,
comutativo e completo ( por exemplo, um anel de valora¢ao discreta e completa). Entao
M € expresso como uma soma-direta finita de A-submddulos indecomponiveis. Além disso,

SE!
M= M =N,
i=1 j=1

s@o duas tais somas, entdo r =s e My = N;,,..., M, = N, , onde {ji1,...,J,} € alguma
permutacao de {1,...,r}. Em outra palavras, M ¢é escrito de maneira unica como uma
soma direta finita de A-submddulos indecomponiveis, a menos de isomorfismos e ordens

de ocorréncias dos somandos diretos.
Demonstragao. Ver Curtis-Reiner[5], capitulo 6 e paginas 128 e 129. |
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Observamos que originalmente este Teorema nao continha a parte (ii) de sua hipdtese
e era simplesmente conhecido como o Teorema de Krull-Schimidt; para mais detalhes
veja o Teorema de Krull-Schimidt em [1], pdginas 164 e 165 ou Kasch em [12], paginas
180 e 181.

Como sabemos, Z,C,» ¢ uma Z,-algebra de grupo gerada por Cp» como um Z,-mdédulo.
Além disso, Z, ¢ um anel de valoragao discreta completo (veja Neukirch [19]). Assim, a
parte (ii) do Teorema 39 é satisfeita para Z,C,n-mddulos finitamente gerados.

Em outra palavras, nessa tese o Teorema 39 é aplicavel, ja que nosso inte-
resse é de estudar 7Z,C,»-mdédulos f.g.

1.3 O Radical de um Modédulo e Alguns Fatos Sobre
Moédulos Indecomponiveis

Nessa se¢ao, vamos relembrar algumas definigoes e fatos conhecidos da Teoria de Radicais

de um dado R-mdédulo. A definigao abaixo, pode ser vista no livro de Kasch [12], pdginas
213 e 214.

Definicao 40. O R-submodulo de um R-mddulo M dado por:
N B
Ba-M

€ dito ser o radical de M se M tem submddulos mazximais, caso contrdrio, o radical de
M serd igual a M. Notagao: rad(M).

Exemplo 41. 1. rad(zZ) = {0};

2. rad(zQ) = Q, jd que (Q,+) ndao tem subgrupos mazximais.

Por fim, vamos enunciar o fato a seguir, que pode ser encontrado em Kasch [12], pdgina

304.

Lema 42. Seja M um R-mddulo tal que o rad(M) # M. Entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a)M € um R-mddulo +-indecomponivel;

(b) Para todo X submddulo prdprio de M, temos que % ¢ um R-mdodulo indecomponivel.

1.4 Representacoes p-Adicas do Grupo Cjn

Nessa secao vamos fazer um breve estudo sobre as representacoes p-adicas dos grupos
ciclicos de ordem p", onde n € N. Nosso estudo sera baseado nos trabalhos de Reiner e
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Heller, que podem ser encontrados em [9], [10], [20] e [5].

Comegaremos com a definigdo a seguir, que podera ser vista em Reiner [20], Kang [11]
ou no livro de Curtis-Reiner [5], pagina 522, onde a defini¢ao é feita para o caso de R ser
um Dominio de Dedekind ou na pagina 254 de [5].

Definicao 43 (Reticulados). Considere G um grupo finito. Seja M um Z,G-mddulo a
esquerda. Nos dizemos que M é um Z,G-reticulado se o mesmo € Zy-livre de torcao e
f.g. como um Z,-mddulo.

Temos a seguir a definicao de uma R-representacao de um grupo GG sobre um R-modulo
M. Essa defini¢do pode ser vista no livro de Lang [14], pagina 664.

Defini¢ao 44 (R-representacao de um grupo G sobre M). Sejam R um anel associativo,
comutativo com 1 e G um grupo finito. Considere um R-mddulo M. Nos dizemos que um
homomorfismo de grupos:

p:G— Autg (M)

¢ uma R-representacao do grupo G sobre M.

Temos imediatamente a seguinte observacao:
Observacao 45. Estudar as R-representacoes de um dado grupo G sobre um R-mddulo

M, é o mesmo que estudar os R[G]|-mddulos.

Demonstragao. Para mais detalhes, veja Lang [14], pagina 664. |

A partir de agora, estaremos interessados em estudar os Z,Cy»-reticulados, onde n € N.

Os Z,C,-Reticulados

Essa secao é baseada no artigo de Reiner e Heller [9]. Seja ¢,(x) o p-ésimo polindémio
ciclotomico (veja Nagell [18] ou Lang [14]) e 6, uma raiz primitiva p-ésima da unidade.
Considere Z,[6,] o tnico anel de valoracao discreta completa do corpo local Q,[6,], con-
tendo Z, (para mais detalhes, veja Neukirch [19]). Denote C, = H = (h) .

Nos temos os seguintes isomorfismos de anéis:

Z,H Z,H
(h—0Z,H " () Z,H

~Y

Il

Zy (0],

dados respectivamente por h —— 1 e h —— 0,,.
Como ambos Z, e Z,[0,] sao anéis quocientes de Z,H, eles sao canonicamente Z,H-
moédulos anulados respectivamente pelos ideais bilaterais de Z,H :

(h=1) e (¢p(h))
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Como o ideal (h — 1) anula Z,, temos que o mesmo é o Z,H-médulo trivial.

Temos o seguinte Teorema:

Teorema 46. Os unicos Z,C)y-reticulados indecomponiveis, nao-isomorfos sao:

Lp, Lyp|6p) € ZyCp.

Demonstragao. Ver A. Heller e I. Reiner em [9)]. [ |

Os Z,C2-Reticulados

Nas segoes 3 e 4 do artigo [9], os autores A. Heller e I. Reiner, provaram o seguinte fato,
que noés resumimos no seguinte Teorema:

Teorema 47. O niumero de Z,Cy2-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos € finito.
Além disso, esse numero ¢ precisamente igual a 4p + 1.

Demonstragao. Essa demonstragao pode ser vista em Reiner e Heller [9], que provaram
este fato independentemente de Berman e Gudivok em [3]. Também podemos ver essa
prova em Curtis e Reiner [5]. [ |

Os Z,Cy»-Reticulados, Para n > 3

Os autores Reiner e Heller mostraram no artigo [10], pagina 327, que a quantidade de
Z,C\s-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos ¢ infinita.

Agora, seja Cpn = (x) e Cps = (g) .
Considere o epimorfismo canonico de Cp» em C)3, dado por x —— g.
Pela propriedade universal da dlgebra de grupo Z,C,n, temos que existe um unico epi-
morfismo canonico de Z,-algebras:

chpn - ZPCPS,

que estende a aplicacao x —— ¢ e cujo ntcleo é igual a <xp3 — 1) , pelo Lema 33.
Portanto, temos o seguinte isomorfismo de anéis:
ZyCiyn

m = ZPOP3 .

Assim, cada Z,Cys-médulo é um Z,Cp»-médulo, anulado por (:Up3 — 1> .
Por fim, juntando-se todas as informacoes obtidas nessa subsubsecao, conclui-mos:
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Teorema 48. A quantidade de Z,Cyn-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos, para
n > 3, € infinita.

Demonstracao. Ver Reiner e Heller [10], paginas 318 ou 327. [ |

O Z,Cyn-Médulo Trivial

Sejan € N e Cpn = (g) . Considere o seguinte isomorfismo canonico de anéis:

chpn o~ Zp’
(g—1)

que envia g — 1. Nesse caso, temos que Z, é naturalmente um Z,Cy»-mddulo anulado
por (z — 1), ou de outra maneira, Z, é o Z,Cy»-médulo indecomponivel e trivial, como
podemos ver no Teorema 46.
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Capitulo 2

Capitulo Principal

2.1 Introducgao ao Capitulo Principal

Seja G = I x Cpn um produto semi-direto pro-p, onde F' ¢ um grupo pro-p livre de posto
finito em G e n € N.

Neste capitulo vamos provar que se Cy» age fielmente e indecomponivelmente sobre o
Z,-médulo livre F'/F', entao a abelianizagao de F' é de um dos tipos dados a seguir:

F/F" = Ker (Z,Cpn — Z,Cym)
para um certo m tal que m € {0,1,...,(n—1)}
F/F 27,0,

como Zy,Cpn-modulos.

Para isso, vamos usar alguns fatos da Teoria de Bass-Serre (veja em Serre[29]),
alguns resultados sobre médulos indecomponiveis em Kasch [12] e um Teorema de Pavel
Zalesskii e Wolfgang Herfort sobre produto pro-p de normalizadores que se encontra
em [8].

2.2 Resultados e Definicoes Auxiliares

Seja G = I »x Cpn um produto semi-direto pro-p, onde F' é um grupo pro-p livre e de
posto finito em G e n € N.
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Segue da Definicao 1 que Cp» age continuamente sobre F. Agora, como a aplicagao
canonica F' — % ¢ aberta, segue que C)» também age continuamente sobre %
Segundo a Proposicao 25, que se encontra em Wilson [32], temos que F/F" ¢ Z,-mddulo
livre. Pela acao dada pela conjugacao de Cp» sobre F, temos que % ¢ um Cpn- modulo
Assim, temos que F//F’ é naturalmente um Z,C,»-médulo, como podemos ver no Lema
27.

A partir de agora, escreveremos simplesmente F' para significar:

=._ I ab_ I
F = o =F
[F, F]

Note que esta é a mesma notacao usada para o fecho topolégico de um dado subgru-
po. Quando houver alguma ambiguidade na notagao, nés vamos fazer as devidas ressalvas
nessa tese.

Definicao 49. [Levantamento] Seja M um Z,Cyn-reticulado. Nds diremos que M se
levanta para um grupo pro-p G = F x Cyn, onde F' € um grupo pro-p livre de posto
finito e n € N, se 0 Zy-mddulo livre F' € isomorfo a M como um Z,Cyn-mddulo.

2.2.1 Caracterizacao dos Grupos da Forma F' x C)» e um
Teorema Sobre Levantamentos de P. Zalesskii e W. Her-
fort

VamOS caracterizar nessa Subsegéo €como Ssao oS grupos da forma:
G - F X Cpn,

onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito em G e n € N.

O resultado abaixo sera fundamental na prova do Teorema Principal dessa tese e o
mesmo nao sera demonstrado. A prova de tal fato pode ser encontrada em Herfort-
Zalesskii [7].

Teorema 50. Seja G uma extensao ciclica de um grupo pro-p livre F, isto é, G = F'xC,,.

Entao
= (T e TT#.

rzeX

onde H é um subgrupo pro-p livre de F' e {C,|x € X} € um sistema de representantes
de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p em G.

Além desse lema, temos a seguir o resultado que impulsionou o problema central dessa
tese, ou seja, o Lema 6 em [8], que nessa tese é o:
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Teorema 51. Seja G uma extensao cindida (split) de um grupo pro-p livre F' de posto
finito por um grupo de ordem p, isto €,

G=FxC,.

Entao :
(a) G tem decomposicao livre como

G:(H@pu@)ui

a€A

onde C, = C,, H, e H sao subgrupos pro-p livres de F' e A é um espago booleano.
(b)Seja M := £&. Fize ag € A e um gerador ¢,y = ¢ de Cy. Entdo a conjugagdo
por ¢ induz uma agao de Cy, sobre M. O C,,-modulo M se decompoe na forma:

M = Ml @Mp@Mp—lﬂ

onde M, é um (c)-modulo livre, ¢ age trivialmente sobre My e ¢,(c) age como a aplicagdo
nula sobre M,_;.

Observagao 52. A parte (i) do Teorema 51, foi provada por C. Scheiderer em [20].

2.2.2 A Algebra de Grupo 2,Cyn e Algumas de Suas Propriedades
Elementares

Vamos provar nesta subsecao, que se (z) = Cyn e m € {0,1,...,(n — 1)}, onde n € N,
entao os nucleos dos epimorfismos canonicos de anéis

Ker(Z,Cpn — Z,Cym )

sdo Z,Cpn-moédulos indecomponiveis. Pelo livro de Sehgal [27], Lema 38.1, pagina 219,
sabemos que Z,Cp» ¢ um Z,Cpn-moédulo indecomponivel. Nessa tese, nds temos o interesse
de provar que o mesmo é +-indecomponivel. Temos o seguinte Lema:

Lema 53. Seja G um p-grupo finito. Entao Z,G é um Z,G-mddulo livre e +-indecomponivel.
Em particular, Z,G € indecomponivel.

Demonstragao. Sabemos que {0} # Z,G é um Z, (x)-mdédulo livre.
Suponhamos por absurdo que Z,G seja escrito como

7,G = A+ B,

onde A e B sao Z,G-submdédulos préprios de Z,G.

Pelo Lema 29, vimos que Z,G é um anel local comutativo pro-p (anel local comutativo
abstrato).

Considere N seu tnico ideal bilateral maximal. Pelo Lema 18, temos que A C N e B C N.
Logo, temos que A+ B C N # Z,G, um absurdo.

Portanto Z,G ¢ um Z,G-médulo +-indecomponivel. Do Lema 38, temos que Z,G
também é indecomponivel.
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Observacao 54. Nem todo mddulo livre de posto 1 (mddulo regqular) é indecomponivel.

Exemplo 55. Considere (6%, +,.) 0 anel de residuos mddulo 6. Entdo 6% = <T> como um
Z -mddulo livre (ciclico). Mas
7 - 7 7
= (3 S Nl
oz~ e =g
como um %Z-médulo decomponivel.
Vamos mostrar a partir de agora, que para todom € {0,1,...,(n—1)}, temos que os

nucleos dos epimorfismos canonicos:
\Ijm : chp" — chpm
sao Z,Cyn-médulos indecomponiveis.
Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 56. Sejan € N em € {0,1,...,(n — 1)}. Considerem os epimorfis-
mos canonicos de grupos Cyn — Cym. Entao os nicleos dos epimorfismos canonicos
de anéis V,,, : Z,Cpn — Zp,Cpm sa0 ZypCpn-mddulos tndecomponiveis, para cada
m € {0,1,...,(n—1)}.

Demonstragao. Considere Cpn = (x). Os nucleos dos epimorfismos W, sao os ideais
bilaterais -
(a"" =1)

de Z, (z) , para todos os m, como podemos ver na Observacao 33.
Note que cada Ker (¥,,) é um Z,Cy»-médulo ciclico.
Agora, observe que:
{0} #ann, (27" = 1)) #Zy(z).
De fato, se o ann, . ((xpm — 1)) = Z,(x), entao 1 - (xpm — 1) =2’ —1 =0, o que
implicaria que zP" = 1 e a ordem de z seria igual a p™, uma contradicdo. Agora, note
que:
= 1= (7" 1) - Gyis (2) - Gpmia(a) - Gy (),

pela defini¢do de polinomios ciclotomicos (para mais detalhes veja Nagell [18] ou Lang
[14]). Mas em Z, (x) temos que 27" — 1 = 0, donde segue que

0 F# Gpme1(2) - Ppme2(z) -+ - Ppn(x) € anm, ((z"" = 1)).
Portanto o ann, ((xpm — 1)) nao ¢é nulo.

Pelo Lema 17, temos que:

Ly (z)
annzp<z> (('rpm - 1))

1%

Ker (¥,,)
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como um Z,Cy»-médulo.

Além disso, o Lema 53 nos garante que Z,, (z) é um Z,, (x)-moédulo +-indecomponivel.
Também temos que o rad (Z, (z)) ¢ um submdédulo préprio, ja que Z, (x) é um anel local
pro-p (veja o Lema 29).

Logo, reunindo todas essas informacoes para aplicarmos o Lema 42, nés conclui-mos

que:
Z
b <x>m = Ker (V,,)
ann,, (@ D)
¢ um Z, (x)-médulo indecomponivel, para todo m € {0,1,...,(n —1)}. [ |

Lema 57. Seja n € N e considere M um Z,Cyn-mddulo. Suponha que Cpn = () e seja
Cpk S Cpn. Entao:
M € um Z,Cyn-mddulo indecomponivel anulado por (xpnfk — 1) se, e somente se, M

, Cpn . , ,
€ um Zy, [&} -modulo indecomponivel.

p
Demonstracao. Pelo Lema 34, temos que:

LyCiyn _ Ly (z)

e e R LR [@iﬁvl

como Z,-algebras, onde x —— T 1= x + Cpr.

1%

Logo cada [Zp [g—p:H—médulo é um {%] -médulo, e vice-versa.

Agora, observamos que um % -modulo é um Z,C)»-modulo, anulado pelo ideal
@+ 1) pLp

bilateral <:13pn_k — 1) , € vice-versa, como podemos ver em Rotman [24], pdgina 24.

. , ~ C
Como a acao de Z,Cpn sobre M, é a mesma que a agao de Z, [CL:} sobre M, o Lema

p
segue trivialmente.

2.3 Conexoes entre Alguns Z,C,»-Reticulados e Cer-
tos Grupos Pro-p

Vamos provar nessa secao uma das Proposi¢oes mais importantes na prova do Teorema
Principal.
Em resumo, temos:
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Para certos grupos da forma G = F' x Cyn, onde F' é um grupo pro-p livre, de posto
finito, mostraremos que o grupo abeliano pro-p F' é um Z,C)n-reticulado indecomponivel.

Para isso, vamos usar o Teorema 11 (TSK) juntamente com a Observacao 13 e os
resultados da Secao 1.2..

Antes de provarmos a tal Proposi¢ao, vamos provar o seguinte Lema:

Lema 58. Considere n € N.
1. Seja G = Cpn [ Z,. Entao
G = Fyn X Cpn,
onde Cyn age por conjugagdao sobre Fiyn .
2. Seja G = Cpn [[ Cpi, onde 1 < k < n. Entao, temos que
G = F[pn_p<n—k>] X Cpr,
onde Cyn age por conjugagao sobre F[pn,pm—k)]- Em particular, se k = n, entdao

G = F(p”—l) X Cpn.

Demonstragao. Vamos provar primeiramente o item 1).

1. Considere o
¢ =@ ]
onde () = Cpn e () = 7Z,.

Pela propriedade universal do produto livre pro-p, existe um unico epimorfismo
continuo canonico de grupos pro-p, dado por:

(@) [T (@) —2= (W) = Cp

a1,
Agora, note que Ker (¢) <. G e (z) = Cpn <. G. Como
Ker (¢) N {z) = {1},

temos que
Ker (¢) x (z) <G.

Pela Observacao 13 do Teorema TSK (11), temos que:

Ker (¢) = <a,oﬂ*’, o ,oﬂ[pn’”> >~ Fyn.

Agora temos que (z) — Ker (¢) x (x) e (o) — Ker (¢) x (x) (pela definigao de ¢.)
Portanto temos que G' = Fjn X Cpn.
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2. Seja G = (x) [[ (y), onde (z) = Cpn e (y) = C,r. Além disso, suponha que k satisfaz
1<k<n.
Pela propriedade universal do produto livre pro-p, existe um tunico epimorfismo
continuo canoénico de grupos pro-p

n:{a) [T ) = (W) = G,

dado por z — w e y — W),

Agora, pela Observagao 13 do Teorema TSK (11), temos que: Ker () é um subgru-
po pro-p livre de GG, dado por: Se k =n :

Ker (n) = (zvyl=Y, onde v € {1,...,(p" — 1)})

e quando k # n, temos que:

Ker (7)) = <x[p”_vp(n7k)]yv’ xmyvx[pn_vp<"*k)—m]> |

ondelgvg(pk—l)elgmg[p(nfk)_l}.

Pela Observagao 14 do Teorema 11, temos que Ker (1) é um subgrupo pro-p livre
de G, cujo posto é igual a:

1 1
posto (Ker (n)) =1+ p". (1 —— — ﬁ) =1 4p"—1—pn k) = pr —pn=k)

Agora, note que Ker (n)<.G, (x) <.G e (Ker (n)N(z)) ={1}.
Assim, nds obtemos que Ker () x (z) <. G.

Observe que :v[pnfp[n_k]]y € Ker (n). Portanto, temos que:
n n— [_1] n n—
(b D) [ (b ) ] =y € Ker () 5 ().

Logo,
G = (@) [] () — Ker (n) x (z)

e o lema estd provado.

A luz do Lema 58, temos a seguinte Proposi¢ao:

Proposicao 59. Considere n € N. Seja
G=Cp [[Zy = Fpr % Cpr.

Entao

Fpn = Ker (chpn - O) - chpn

como um Zy,Cpn-mddulo indecomponivel.
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Demonstragao. Pela introducao da Segao 2.2., temos imediatamente que F,» é um
Z,Cpn-mobdulo.

Observamos também, que o fato do médulo ser indecomponivel segue do Lema 53. Resta-
nos assim, mostrar somente o isomorfismo desta proposicao.

Considere

G=(2)[[) = Cp ][ 2= Fpr x Cp.

Pelo Lema 58, temos que:

— [(p™)—1]
Fpn—<a,oﬂf,...,a“3p >,

donde segue que:

G = <a, ar, ... ,ozx[(pn)71]> X (x).

Agora,
Fo _ — T
mree B0 (am, )
[Fpn ]/
e como
fom=0a"" VEk=0,1,...p"—1,
temos que L
Fyn =2 Z,Cpn
como um Z,Cpn-médulo. [ |

Proposigcao 60. Considere n € N. Seja
G = Cpr [[ Cot = Fip_pn-0) @ G,

ondet € {1,2,...,n}. Entdo
F[pn_p(n—t)] = Ker (chpn —» ZpCp["_t])

como um ZyCyn-médulo indecomponivel.

Demonstragao. Pela introducao da Segao 2.2., temos imediatamente que Fjyn_p,n-n) €
um Z,Cpn-médulo. Além disso, notamos que o fato do médulo ser indecomponivel, segue

da Proposigao 56.
Resta-nos assim, mostrar somente o isomorfismo da assertiva desta proposicao.
Dividiremos o restante da prova dessa Proposicao, em dois casos, sao eles:

Caso a): Quandot=n e Caso b) Quandot € {1,2,...,(n—1)}.

Caso a): Quando ¢t = n. Neste caso, temos que G = Cpn [[ Cpn. Considere G =

() [T(y) -

Pelo Lema 58, temos que:

G = Fp"—l X <$> .
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Agora, pela Observacao 13 do Teorema 11, temos que:

Fpn—l = <a1 = :Cy_]-7 V. ’a([pn]72) = J,’([pn]_z)y_([pn]_Z), a([pn]fl) = _’L‘[pn}_ly_([pn]_l)>

Defina M = =1 _. Fyn_q .
Flon-1)
Como j4 discutimos na Proposicao 59, temos que M é naturalmente um Z, (z)-mdédulo.
Escreveremos m := f + [F(pn_l):l, € M, onde f € Fyn_yy.
Nosso objetivo a partir de agora, é de mostrar que M é um Z, (x)-médulo ciclico, gerado
por & pn_1).

Considere o 1= 0 =: qpn.
Sere{0,1,2,...,p" — 2,p" — 1}, temos que:

" 0 Wpn=1) = Wpr—r—1) ~ A7) -

De fato, isto ocorre ja que:

x*(”rl)y(ﬂrl)y(*r)x?" —

x" o m = x(*r)x(pnfl)y[ﬂ’

= Q;(P"—(T‘*‘l))y“‘l — x(P"—T)yT = Q@prn_r—1) — Qpn_p),

onde 3yt = (y(p”f(wrl)))(_l) ey = (y[pnfr})(_l) ‘
Portanto, se ja temos indutivamente que:
(l’_s = <a(Pn_1)> 9

para qualquer
se{2,....,p" =1},
entao como:

27" o TGy =y — 8. € (@)
segue que:

@ + (Ao — @) = aG € (aG) -

Assim, por indugao sobre s, temos que:

Qp,Q2, ..y Qpn_3), Q(pn_2), A(pn_1), (2.1)

pertencem ao (x)-submédulo de M gerado por apn_y).
Portanto, temos que
M = (@)

como um Z, (x)-moédulo ciclico.
Denote por A, o seguinte conjunto
A={z" ocapm_q|r=0,...,p" —2}.

Como podemos ver em Neukirch [19], pagina 121, temos que (Z,, +,.) é um dominio de
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ideais principais. Logo, segue do Lema 24 que o Z,-submédulo de M gerado por A é um
Z,-médulo livre, cujo Z,-posto é igual a p* — 1 =r,(M).

Donde conclui-mos que M é um Z,-mdédulo livre com base A, j& que quaisquer dos gerado-
res de M como um Z,-médulo livre estao todos contidos no Z,-mdédulo livre gerado por A.

Considere I(Z, (x)) = (z—1), como sendo o ideal de augumentacao de Z, (z) . Sabemos
pela Observacao 33, que I(Z, (x)) é um Z, (x)-mdédulo ciclico, cujo o Z,-posto é igual a
p" — 1.

Além disso, note que (z — 1) é um Z,-médulo livre com base
B={x*o(x—1)]2€{0,1,...,p" —2}}.

Defina a seguinte aplicacao de B para A, que aplica

gho(x—1)=2""" — 2% — 2" 0o W1 = Tpr—(ur1) — Tpr—us
para cada u € {0,1,...,p" — 2} e a denote por ¢p_4.

A propriedade universal do Z,-médulo livre (z — 1), nos diz que existe um tnico
Zy-homomorfismo A : (z — 1) — M, tal que A|p = ¢p.a.

Agora, cada € pertencente ao Z,-mddulo livre (z — 1) é escrito da seguinte maneira:
Z zyx"(x —1).

Assim, temos que

para qualquer w € {0,1,...,p" — 1}.

Logo, temos que:
AMz¥ o€) = Z 2,2 (@) = 2% o Z 27" (Qpn—1) | = ¥ 0 A(€).

Portanto, A é um (x)-homomorfismo de (z — 1) para M.
Pelo Lema 30, temos que A é um Z, (z)-homorfismo.

Por fim, queremos provar que A é um Z, (z)-isomorfismo.
De fato, temos que:

r,(M) = posto(Fpn_1) =p" —1=1,((x —1)).

Assim, A é um isomorfismo dos Z,-médulos livres (z — 1) e M.
Em particular, A\ é uma bijecao.
Finalizamos o seguinte:

Pyt = (@1) = (2 — 1) = [(Z, (2)) = Kex(Z, (z) - Z,)
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como um Z,Cy»-médulo.

Por fim, vamos provar o ultimo caso:
Caso b) Quando t € {1,2,...,(n —1)}. Neste caso, pelo Lema 58, temos que:

G = Gy [[ O = Fryn_yoy % G
Admitamos que

G = (x) H (y) = F(pn_p<n—t>) X (z)
onde (x) = Cpn e (y) = Cp.

Suponha que F, e (Z), onde = é um conjunto de geradores topoldgicos livres

de Fpn,pn—t.
Agora, aplicando-se a Observacao 13 do Teorema 11, podemos encontrar:

== {x[p”*SP(”ft)]ys, xkysx[pnﬂp(nit)*k], onde 1 <s<(pf—1)el<k< [p(n_t) — 1} }.

Escreveremos a partir de agora:
Para 1 < s < (p' — 1); vy := m[pnfsp(n_t)]ys eparal < k < [p" —1]; By =

e

Pelo Lema 27, temos que:
o))

[P

M= = For o))

¢ um Z, (x)-moédulo.
Os geradores de N como um Z,-mdédulo livre, sao os seguintes:

Ty e Brsy onde 1 <5 < (pf —1) e 1 <k < [pi0 —1] .

FATO: N = F(pn_[p(n_t)]) ¢ um um Zj, (x)-moédulo ciclico, gerado por vp,_1).
JUSTIFICATIVA Primeiramente, vamos mostrar que para todo
je{1,2,...,p" — 1}, temos que cada U; pertence ao Z, (x)-submédulo de N, gerado por
Uipt—1), 18tO é, para todo j, temos que

7 € (Vo) =

t

Considere T := 0 e 7_1 = Tpi_1. Em geral, se u € {0,1,2,...,p" — 2,p" — 1}, temos

que:
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n—t)

OUpt-1) = (P =1 0) 1) up(n=0) _

_ I(p"*[ufllp("ft))y(u—l)y(pt—l—(s—1))xup<"*t) = V1) — Uy € J.
Assim, dado qualquer u € {0,1,2,...,p" — 2}, se v,_1 € J, entdo temos que:
U1+ (Vae) — W) = —Tu € J.
Portanto, temos pelo processo de inducao sobre u, que:
m,v_l,v_g,...,mél (2.2)

Para provarmos que N é um Z, (x)-moédulo ciclico, resta-nos provar que todos elementos
da forma:

m = xkysx[pn_sp(n—t)—k]’ onde 1 <s< pt —lel<k< p(n—t) . 1}

)

pertencem ao Z, (x)-submdédulo de N, dado por:

J = (W)

Seja k um elemento fixo e arbitrdrio de {1,2,...,p" " — 1}. Como jd sabemos os

elementos:
ﬁk,b 6]6,27 s 7ﬁk,87 s 7ﬂk,(pt—2)7 ﬁk,(pt—l)

sao geradores do Z,-mdédulo livre N.
Vamos provar que para todo [ € {1,2,...,p" —2,p" — 1}, temos que [, € J.
Defina B0 := Bi,pi—1) € Brpt = 0.

Para cada £ € {0,1,2,...,(p" — 2)}, temos que:

x(pn—tik+£pn—t> x[pnip(n—t)+k7£p(n—t)+pn7t]ypt_lx[pnft,k+§p(n—t)]

@) ?th_l =

P =T R gypt =1 (§+1)p" T —k

xpn_fpn7t+ky§mpn7kxkypt_g_lx(f'f‘l)lﬂlit_k

= =Bkt —) + Br,(pt—¢-1) -

Em particular,

n—t __
2" 0T = Bt + Bt = Brr—)-

Suponhamos por indugdo que B, € J, para um certo € € {0,1,..., (p! —2)}.
Para & = p' — e — 1, temos que:

x[p(n_t)_k+<pt_6_1)pn_t] OUpt_1 = 5k,e - ﬁk,(eJrl).
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Logo,

57,6 - [_ﬁk,(eJrl) + ﬂk,eJ = ﬁk’,(ﬂ»l) € J (23)

Assim, pela arbitrariedade do k, provamos que os 7; e os m pertencem a .J, para
1<j <@ —1el<k<(p"—1) (2.4)

Portanto, temos que:
N = (0p) =

como um Z, (x)-mdédulo ciclico.

E claro que o Conjunto de fndices {up™*; (£ 4+ 1)p" ' —k | u<(pt—2);0<€<
(p' —2);1 <k < (p"*t—1)} percorre o conJunto de indices {0,1,...,p" —p"* — 1}, um
por um.

Agora, pelo Lema 24, temos que o Z,-submddulo de NV gerado por
A= (" oy P T o | 0 < w < (pP-2),0 <€ < (P21 < k< (1))
é um Z,-médulo livre cujo posto é igual a p™ — p"~*

Assim, como vimos em (2.2), (2.3) e (2.4), temos que N esta contido no Z,-médulo
livre gerado por A, donde segue que N é o Z,-médulo livre com base A.

Jé sabemos pela Observacao 33 que os ntcleos de W,y : Z, (x) — Z,Cpn—t, sao
Z,, (x)-modulos ciclicos gerados por (:vpn_t — 1)

Além disso, o nticleo Ker(¥(,_)) é um Z,-médulo livre com base

Q= {:U”o(xpnft—1> \776{O,l,...,(p”—p”*t—l)}}.

Defina ¢, , como a aplicagao que envia:

n—t

2o (xV  —1) — 20T
para todo ¢ € {0,1,...,(p" —p" " —1)}.
Pela propriedade universal do Z,-mdédulo livre (:cpnft — 1), temos que existe um tnico
Z,-homomorfismo:

po (2P —1) — N = (A),

tal que ul, = qﬁQ}A.

Vamos mostrar a partir de agora que g é um (z)-homomorfismo.

De fato, um elemento arbitrario ¢ do Z,-médulo livre (:cpnft — 1> , com base 2, é da

0 = Z 250 (mpnit — 1) )

forma:



Dado z% € (), temos que:

U _ a+9 _a 6 —m—
p(ztof) = E 25z 0Ty = ato E 25’ 0Tpt—1 = x" o ().
5€{0,...,(p7—pn—t-1)} 5€{0,...,(p7—pn—t—1)}
z5€Lp z5E€Lp

Portanto, pelo Lema 30, temos que p é um Z, (z)-homomorfismo de (mpnft — 1) para NN.
Agora, note que:

I, <(mpn_t - 1)) = posto(Fyn_pn—t) = p" — p" " =1,(N).

Logo, i é um isomorfismo de tais Z,-médulos livres.
Em particular, u é uma bijecao.
Portanto, conclui-mos o seguinte:

Tt 1= N = (T57) = (xp - 1) = Ker(Z, (x) —» ZyCyut)

p

como Z,Cyn-mbdulos. |

Por fim, vamos provar o seguinte lema:
Lema 61. Sejan € N e considere G = Cyn [ [Zy = Fyn X Cpn
Fyn
72) = {0},

Entao o ann, . . (

Demonstragao. Considere Cpn = () € Z, = @. Como vimos na Proposicao 59, temos
que Fn = (@) como um Z, (z)-médulo.
Agora seja p(z) = apn_yz?" "V + apu_gal" P+ 4 a1z + ag € Z, (z) , tal que:

p(x) o@ = 0.

Entao, nés temos que:

72]

p(r) o = apn_ 1}aw[p Y + apn— g]oz” + -t aa +aga@ =0

e -_, , . _ )
em Fyn. Mas, Fpn é um Z,-médulo livre com base {@, ..., a#""™1} .
Dai, segue que:

p(w)oazo<:>aj:07 vje{07177<pn_1)}

Portanto, p(z) = 0. Logo o ann, < Fn],> = {0}. u
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2.4 Grupos Pro-p com Acao Fiel sobre o Grupo Abe-
lianizado

Agora vamos caminhar para provarmos uma propriedade interessante dos grupos dados
nas Proposicoes 59 e 60, ou seja, vamos mostrar que para os grupos:

Con [[Zo e Co T[] G,

onde t € {1,2,...,n}, temos que Cp» age fielmente sobre o grupo abelianizado, onde a
acao ¢ dada por conjugacao. Esta proposicao serda fundamental na prova do Teorema
Principal.

Para provarmos tal fato, vamos usar as Proposicoes 59 e 60, o Teorema 51 e as pro-
priedades elementares do médulo livre abstrato.

Temos o seguinte resultado:
Proposicao 62. 1. Se G 2 Cy[[Z, e n € N. Entdo Cpn age fielmente sobre F.

2. Seja G = Cpn [[Cpr, onde k € {1,2,...,(n—1),n} en € N. Entao Cy» age fielmente
sobre F.

Demonstragao. 1. Considere o
G = (z) [[ (o),
onde () = Cpn ¢ (@) = Z,.

Suponha por absurdo que Cy» nio age fielmente sobre F.
Entao existe um

1427 € (a)

£

n—t ..
tal que 2P age trivialmente sobre 77

Logo o ideal de Z, (z) dado por <3:p("_t) - 1) anula F.

Mas por outro lado, pelo Lema 61 nds vimos que o:
ann, . (F) ={0}.

Portanto, temos que 2?"” —1 =0 = 27" = 1, um absurdo.

2. Considere
G=]]w,
onde (x) = Cpn e (y) = Cpi .
Além disso, suponha por absurdo que (z) nio age fielmente sobre F.

Vamos fazer a nossa demonstragao por partes.
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e Caso A) Seja n = 1. Neste caso, a unica possibilidade para k é k = 1. Assim,
tomando-se n = 1 e £ = 1 no Lema 58, obtemos que:

¢=(6,]1G) = Fpy Gy

Pelo Teorema 51 e a Teoria de Reiner e Heller da Segao 1.4., temos que:

Fp-
!
[Fip-1)]

como um Z, (x)-médulo indecomponivel.

= 7,0

p[0p]

IEACE

Como (z) = C), nao age fielmente sobre Py segue que existe um 1 # y €
(p—1)

(p—l) .
[F<p—1>]

Mas, como a ordem de y é p, temos que (x) = (y) .

(x), tal que y fixa

Flo-1)
7 .

Portanto, nesta situagao, temos que (x) age trivialmente sobre P
(p—1)

Logo, temos que
R

[F(pl g@[ }

como um Z, (z)-médulo, onde os (Z,); sao o Z, (x)-médulos indecomponiveis
e triviais. ~ )
Seja p = 2, das observagbes acima, segue que:

Fy = 7y = 705

como ZoCo-mddulos, uma contradicao pelo Teorema 46.

Seja p > 2, entao temos que ﬁ ¢ um Z, (x)-moédulo decomponivel.
(p—1)
Agora, pelo Teorema 39 (T.K.S.A.) e pelo fato de Lo o Zy[0,] ser um

[F (P*l)]/
Z, (x)-médulo indecomponivel, temos novamente uma contradigao.

e Caso B) Vamos assumir a partir de agora que n > 2. Mais uma vez, vamos
supor por absurdo que (x) nao age fielmente sobre F'.
Entao existe um i
1#£2P 7 € (x)
de ordem p?, tal que o mesmo age trivialmente sobre F.

e Considere t = n.
Pela nossa hipétese, temos que (x) age trivialmente sobre . Como vimos no

Lema 58, temos que
G CnHCk— 7p(nk)>qc’n

Logo, nesta situacao temos que:
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(
Forpn D [(ZP)J

!/
Fpn_p(nfk) j=1

como um Z, (z)-médulo decomponivel, onde (Z,); é o Z, (x)-médulo indecom-
ponivel e trivial.
Mas por outro lado, a Proposicao 60, nos diz que:

Fo_yonr Z Ker (Zy, (z) - Z,Coinr))
como um Z, (x)-moédulo indecomponivel.
Novamente temos uma contradigdo pelo Teorema 39 (T.K.S.A.).

Admitiremos a partir de agora que t € {1,2,...,(n —1)}.

(n—t)

Nesse caso, pela hipdtese temos que xP # 1,2 e além disso o mesmo age

trivialmente sobre % Portanto, <xp("_t) — 1) anula F'. Logo, temos que o ideal:
p(nft) —
T —1) Cann 2 (e (F) )

Vamos separar o final da prova de tal Proposicao em duas partes, sao elas:
Parte 1) Quando k£ = n ¢ Parte 2) Quando k # n.

Parte 1)Quando k = n. Nesse caso,

G=@][w=Cn]]Cn
Pela Proposigao 60, tinhamos que:
F~Ker (Z,{x) - Z,) = (x —1)

como um Z, (x)-moédulo indecomponivel.

t

Agora, pela hipdtese, temos que o ideal (;Up(nf ' 1) de Z, (x) anula F.
Assim, temos que (:Up(7H> - 1) (z—1) = 2P0 " 1= 0em
Ly (x) .
Como p" € {p,p?,...,p" "V}, temos que:
p ) <pt Vie{l,...,(n—1)}.
Além disso,
[p("_t) + 1} <ptep™ 4 1#£pm D ( mod p") Vi.
Portanto, a equacao:
PO ot +1=0,
nao vale em Z, (x) , visto que o mesmo ¢ um Z,-moédulo livre com base

{1,x,... ,xp(n_t),ﬁ[pmit)ﬂ], . ,xh’n_”} )

Considere por fim, a 1ltima parte de tal Proposicao.
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e Parte 2) Quando k € {1,2,...,(n —1)}. Nesse caso,

G =]l =cn 10

onde n € N, n > 2 e (x) = Cpn. Além disso, pelo Lema 58, temos que
G = Fyn_pnk X Cyn. Vamos escrever Fn_,n—x simplesmente como F.

Pela Proposicao 60, tinhamos que:
F~XKer (Z,(x) - ZyCynr) = (xp(n_k) — 1) :
como um Z, (x)-médulo indecomponivel.
Agora, pela hipétese, temos que o ideal (:Ep(n_t) — 1) de Z, (x) anula F.

Assim, temos que:
(xp(n_t) - 1) - (x”("_k) - 1) ] B L (2.5)

em Z, (x) .
Cabe-nos ressaltar que Z, (z) é um Z,-mdédulo livre com base

(n—1) n_
{1,2,..., 27 Vol s

Para encerrar, basta mostrar que a equagao (2.5), nao vale em Z, (z) .
Primeiramente, note que:

(n—t (n—k

e {pp®p Y e pUTY e fp,p? L p Y
para todo t € {1,2,...,n— 1} e para todo k € {1,2,...,n— 1}.
Assim, para todo t, temos que:
p" " #0 (modp") e p" M #£0 (mod pt).
O que implica que 2" #1e zp" Y #1, Vit k.
e Seja agora t = k. Entao da equagao (2.5), resta-nos somente:
220 gt +1=0.

Independentemente dos valores possiveis que:
I‘[Qp(nft)]

assuma em Z, (z), pela variagdo da varidvel ¢; nds ndo podemos ter validade
da equacdo (2.5) em Z, (z) , dado que o mesmo é um Z,-modulo livre com base

{1,z,... ,xp(n_t), oyl
e Seja agora t # k.

De maneira analoga a situagao precedente temos novamente uma contradicgao,
pelo fato de Z, (x) ser um Z,-médulo livre com base

{1,2,... «" 1}
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2.5 Caracterizando F e F' em Fungao de G = F x Cj»

Nessa se¢ao, vamos usar a versao pro-p do (TSK), ou seja, o Teorema 11, para provarmos
alguns Lemas que serao muito 1teis nas secoes posteriores. Vamos comegar com o seguinte
Lema, que foi provado por Herfort-Zalesskii em [8], sem demonstra-lo.

Lema 63. Cada grupo pro-p virtualmente livre e finitamente gerado, tem a menos de
conjugacgdo, somente um numero finito de subgrupos finitos.

A partir deste Lema, temos o seguinte corolario que nos sera muito tutil na prova dos
resultados dessa secao:

Corolario 64. Em um grupo pro-p virtualmente livre e finitamente gerado, temos que o
numero de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p, € finito.

Demonstracao. Segue diretamente do Lema 63, ja que a menos de conjugacao, a quanti-
dade de subgrupos de ordem p em tais grupos é finita.

A luz do Corolario 64, temos o seguinte lema:

Lema 65. Considere n € N. Seja G = F' X Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto
finito em G. Admita que G seja escrito como um produto livre pro-p de normalizadores
de subgrupos de ordem p em G, assim como no Teorema 50, ou seja,

\Y

k>1

G =

=

[N ()] [ F

1

.
I

onde F,,, é um subgrupo pro-p livre de F' cujo posto é m. Além disso, o conjunto {(x;),1 <
i < k} € um sistema de representantes de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p
em G. Seja Cyn = (x) e admita que (x) — Ng ((x1)). Entdo

F=[FnNe (eI | [1 [Fﬁ{NG ((22))}™| | 11

oy €E,

00| I [Five (e | [T A ES T TR 1T R

dzk SIS

onde Fs € um subgrupo pro-p livre de F', de posto igual a s € N e os conjuntos Z; sao
sistemas de representantes de classes duplas para F\G/Ng ((z;)), onde 2 < j < k.

Demonstracao. Primeiramente, pelo Corolario 64, temos que £ € N. Vamos aplicar o
Teorema 11 (TSK) para F' como um subgrupo aberto de G.

Assim, temos que:

F=[FNe ()| [T [F0{Ne (e} | 11

dey €5,
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1| IT [FriSe (on™] | HE DA R,

dwk eEk
onde F; = (F jbs)ﬁ e 2> ¢ o grupo livre abstrato que aparece quando aplicamos o Teo-
rema do Subgrupo de Kurosch para grupos abstratos ao grupo F' N I" como um

subgrupo do grupo abstrato I' = ( *ffll N¢g ((xl>)]> x I,

Por fim, como o posto(F’) é finito, o Teorema 15 implica que o posto de cada um dos
fatores livres dado acima é finito, em particular o posto(Fy) = s € N. |

A luz do Lema 65 e supondo que Cyn = (), considere para cada 2 < i < k, elementos
y; € Ng ((z;)) de tal forma que os mesmos tem ordem maximal e finita em cada um dos

correspondentes normalizadores e sejam suas ordens respectivamente iguais a p', onde
1<t <n.
Agora, temos a imersao natural de

Cor [T Ct = (@) [] Wi) = Fypo_pp—re % (&) — G ( Lema 58).
Defina para cada i € {2,...,k}, os seguintes grupos pro-p livres
Fmﬂfi = Fpnfpn—ti.

Note que, pela Observacao 13 do Teorema 11 (TSK), se t; = n, entao

Fpry = (z*yCW[ 1 <u < (pr —1))

e se t; # n, temos que:

E

n—splm Tt
- =<mpn—spn”yf;xryfx(p o >|1§ss<pti—1>;1§r§<pn-ti—1>>.

Agora podemos provar o seguinte corolario:

Corolario 66. Considere as hipdteses do Lema 65 e admita Fs como neste mesmo Lema.
Entao:
Fo=Fop [[Fers [T T Frte-

Demonstracao. Considere o seguinte grupo abstrato
G = (42 Ne (@) = B,

onde F,, = (Fj;‘LbS)]3 e além disso F2> ¢ o grupo livre abstrato sobre o mesmo conjunto de

geradores topologicos livres de F,.
Como podemos ver na Observacao 10, temos que:

G = (G™)

P
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Seguindo as notacoes precedentes, sejam os seguintes subgrupos de G :
(@) * (yi) = Fpn™ jumr, ()

onde Fu_jn—t, (Fabs L )
p

p
Como vimos no Lema 65, temos que F; = (Fjbs)ﬁ, onde:

abs abs abs abs
F2™ = Fpnfpn,@ * Fpn,pn7t3 * ..k Fpn_pn,tk

pela Observacao 13 do Teorema 11.

Portanto,
F5:<Fabs n— t2>pH(Fabs n— t3> H H(Fabs k)ﬁ:Fx,tQHFI,t;;H“'HFSC,tk'
[ |
Vamos usar a partir de agora a seguinte notagao F, := [F'N Ng ({x1))] e para todo

dy,, € Ex como no Lema 65, escreveremos Fy, = [F N {Ng ((xk>)}d"k] .

Assim, teremos as seguintes abelianizagoes:

— _E, _ [FnNg ()]
" T F, T F0NG ()]

) [Fﬂ {Ng (<$k>)}d%}
Fa, ' {Fﬂ {Ne (<xk>)}d%} '

Vamos provar o seguinte Lema:

Lema 67. Seja F' um grupo pro-p livre de posto n, onde n € N. Suponhamos que F se
fatora como um produto livre pro-p da sequinte maneira:

F=Fi]]Fo-a.

onded <n.
Entao
P F FaoF' | Fa-a
~ e &~ )

F'  Fy F' Faa'

Em particular, temos que Fy' = FyNF' e Fo_q)' = Fln_qy N F'.

Demonstragao. Basta provar o Lema, para o grupo Fy, pois o caso do grupo F{,,_qy procede

de maneira analoga.
Considere o epimorfismo canonico continuo de grupos pro-p:

F
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Agora, temos que:

F,F' F
S

Observamos que £ ‘1@1? " 6 um grupo pro-p abeliano livre de posto igual ao de Fy.

Pelos Teoremas dos Isomorfismos, temos que:

FyF' Fy
Fr T FNE

Agora, note que:
F,C (FynF')CFy.

Assim, segue dos Teoremas dos Isomorfismos, que existe um epimorfismo canonico
de grupos abelianos pro-p, dado abaixo:

Fy Fy

qbd:ﬁ_»—F’ﬂFd’

onde o Ker (¢g4) = F;:Fd .

Mas, note que:

F, F,F’ F,
posto (Fdd’) = posto (Fy) = posto < dF/ > = posto (WdFd) :

Assim, segue que ¢4 ¢ um isomorfismo, ja que os mesmos sao grupos pro-p abelianos
livres. Portanto, temos que:

Fy  Fi _ F,F'

Fy' ~ FynF'~ F (2:6)
A parte final deste Lema, segue diretamente do isomorfismo (2.6) e do fato de que
F,/C(F;NF).
[ |

A partir de agora, vamos provar uma Proposicao que serd o alicerce para as secoes
posteriores, essa Proposicao tera um papel fundamental na demonstracao do Teorema
Principal dessa tese.

Proposicao 68. Considere n € N. Seja G = F' x Cpn, onde F' € um grupo pro-p livre de
posto finito. Admita que G seja escrito como um produto livre pro-p de normalizadores
de subgrupos de ordem p em G, assim como no Teorema 50, ou seja,

k
G=T1] We (=) ] Fm.

=1
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onde k > 1 e F,, € um subgrupo pro-p livre de F cujo posto é m € N. Além disso, o
conjunto {{x;),1 < i < k} € um sistema de representantes de classes de conjuga¢ao
de subgrupos de ordem p em G. Suponha que Cyn = (x) e além disso considere que
() < Ng ((x1)) . Entao

F2FyoFyoF,

como um ZyCpn-mddulo, onde:

Fy=F, [T T1 Fu, |11 11| I1 Fu. |-

dx2 (S5 dmk (S

Fu = Fu [T F ] T E

e além disso observamos que Fy, e Fs jd foram definidos nas paginas 45 € 40.

Demonstracao. Aplicando-se os Lemas 65 e 67, temos que:
FeFyoFy®F,

como um Z,-moédulo livre. Dai segue que a intersecao entre tais grupos abelianos pro-p,
é nula.

Como G = F x (), segue imediatamente que F' é um (z)-médulo.
Assim, segue da Proposi¢ao 27 que F' é um Z, (x)-modulo.

Precisamos provar somente que:
Fx, Fy e Fy
sao Z, (xr)-mddulos.

Vamos dividir o restante da prova em 3 partes, sao elas:

1. Fy é isomorfo a um Z, (z)-submédulo de F;
2. Fy é isomorfo a um Z, (z)-submédulo de F;
3. F, é isomorfo a um Z, (z)-submédulo de F.

Parte 1) Fy é um Z, (x)-médulo.
Primeiramente, considere F,, := F N Ng ({x1)), entao

Fi) C |[FP 0 [Ne ((#))] | € [FNNg ((21))] = F,

x1

ja que (z) = Ng ((21)) . .
Portanto, F,, é um (z)-médulo. Logo, pela Proposicao 27 temos que F,, é um Z, (x)-
modulo.
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Precisamos estudar o que ocorre com a abelianizacao de cada grupo da forma

H Fy, | .ondeac{2,... k}.

dzq €2a

Afirmacgao: H Fy,. | é um Z, (x)-mddulo para cada a € {2,...,k}.

day €24

Justificativa: Seja f € H Fa,, | ez = cf € Fx (x) = G um elemento arbi-
vy €24
trario de G, onde ¢ € (z) e f € F.

Relembrando que Z, C (z), temos que

7 F
N el 1] Fu.] | TI Feo| - (2.7)
Ay €0 drg €20
Como
F G
H Fdaca C H de ,
dzy €Eq dzy €Eq
segue de (2.7) que:
G F
H Fdwa - H Fdfca
dzy €Eq dzq €Za
Em particular,
(z) F
H Fdaca C H Fdaca
vy €Za g €Za
Agora, médulo F' = [F, F], nao existe conjugacao nao trivial por elementos de F,

donde conclui-mos pelo Lema 67 que:
(z)

IT F.| <| ]I Fu. P F..

dey €S0 ey €Za dey €S0

I
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Portanto, pela Proposicao 27 temos que H Fy,, é um Z, (x)-médulo para todo
drq €54

ac{2,....k}.

Dado que

Fe=Fo [T\ 11 #o ) IT--101{ 11 7).

dZQ [SEPY d‘”k €=

juntando-se todas essas observages e aplicando-se o Lema 67, temos que:

como um Z, (x)-moédulo.
Parte 2) F); é um Z, (z)-médulo.

Escrevamos F, = (aq,...,q,). Pelo Lema 65, vimos que:

Fy = Fo I1IERTT. . - TIEW —
= (o (@)™ )T (o )™ ) =

J1=0 IJm=
Defina para cada r € {1,2,...,m}, o seguinte:
p"—1 < 2r /
o >F
MOLT = @ F/
Jr=0

Agora, Vr € {1,2,...,m}, temos que:

(=) (=) e

Jr=0 Jr=0

pois a agao de (x) permuta os conjugados de «, e todos os possiveis conjugados do mesmo

estao em
pt—1
(T @)

Jr=0

E claro que M,, é um Z,-médulo livre e além disso por (2.8) temos que 0 mesmo é um

(x)-médulo. Logo, pela Proposigao 27, temos que M,, é um Z, (x)-médulo para cada
1< r<m.
Portanto, conclui-mos que:

FMgMal@...@Mam
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como um Z, (x)-moédulo.
Por fim, vamos provar a parte 3).
Parte 3) F, é um Z, (x)-médulo.

Como vimos no Corolério 66, temos que:

Fo=Fop, [[ Fous [+ ] Fote -

onde os F, ;. sao subgrupos pro-p livres e f.g. de Fj, dados por:
Fzm - <ny£_u]’ onde u € {17 ces P — 1}>7

quando t, = n e quando t,. # n, temos que

onde 1 <s<(pr—1)el<r < [phi)—1].
Para cada r, a Proposi¢ao 60 nos garante que cada:

Fz t
Fz = o
o (nytr) !

¢ um Z, (x)-médulo indecomponivel, que se levanta para o grupo pro-p F, ;. x (x).

Agora, pelo Lema 67, temos que:

Fngth@"'@Fx,tk

)

como um Z,-maédulo livre.
Portanto, juntando-se todas estas informacoes, chegamos a:

F,

Il

Fz,tz@"'@Fx,tk

como um Z, (x)-médulo. [ |

Corolario 69. Considere as mesmas hipoteses da Proposicao 68 da pdgina 47. Se k > 2
entao F,, # {0}, para todo i = 2,3, ... k.

Demonstracao. Pelo Corolario 66 temos que

Fs:Fx,tQHFx,tgL["~HFx,tka

FIt. ::Fn

sbe pT—p

onde

n—t;
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e Fyn_yn—t; € obtido a partir do grupo

Con [T Cote = (@) [T i) = Fypnp—ts % G,
como podemos ver na pagina 45. Além disso, note que
o abs
Fo_ s, = (Fpnpn_ti)ﬁ,
onde o grupo F;,E’fpn_ti é obtido a partir do grupo abstrato (x) * (y;) = Cpn * Cy, .
Pela Observacao 13 do Teorema 11, sabemos que pelo menos os elementos

n—t;

sao geradores livres de cada F2 . para cada i = 2,3,...,k. Além disso, pela forma
pn —p i) Y Y ) Y

n__
IP p

normal do produto livre abstrato (veja Lyndon [16]), temos que 27" 7" "y, # 1.
Como F,, = F,

gt = (Fabs nn)ﬁ’ segue que cada F,; # {1} e por conseguinte

pr—p

F,. # {0}, para todoi=2,3,... k. [ |

Corolério 70. Nas mesmas condi¢ées do Coroldrio 69, temos que F, # {0} se k > 2.

Demonstracao. Como vimos na Proposicao 68, temos que:
Fs gFZC7t2@'..@F$7tk

como um Z, (x)-médulo. Pelo Corolario 69 sabemos que cada um dos somandos diretos
acima ¢ nao-nulo, donde segue que Fy # {0}. [ |

2.6 Quando as Abelianizacoes Induzem Alguns Mdédulos
Decomponiveis

Queremos provar nessa segao, alguns fatos muito interessantes, que serao usados na prova
do Teorema Principal.

Estes fatos, caracterizam de certa maneira, como devem ser os grupos GG da forma F'x Cyn,
quanto a quantidade e os tipos de fatores livres que os mesmos podem ter, segundo o

Teorema 50, para que F seja um Z,Cpn-reticulado decomponivel.

Por fim, mostraremos que se G = F' x Cpn é escrito como um produto livre pro-p de

normalizadores de subgrupos de ordem p e Cp» age fielmente sobre F', entao G tem pelo
menos dois fatores livres.

Para tanto, vamos usar as versoes pro-p do Teorema do Subgrupo de Kurosh,
veja o Teorema 11, a férmula do posto que se encontra na parte b) do mesmo teorema e
o Teorema de Grushko-Neumann, que nessa tese é o Teorema 15.

Comegamos com o seguinte Lema:
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Lema 71. Seja n € N. Considere G = F X Cyn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto
finito em G. Admita que G seja escrito como um produto livre pro-p de normalizadores
de subgrupos de ordem p em G, assim como no Teorema 50, ou seja,

k

\Y

1

=

G=T1T Ne (@) TT F

1

<.
I

onde F,, € um subgrupo pro-p livre de F cujo posto é m > 2. Além disso, o conjunto
{{z;),1 <1 <k} € um sistema de representantes de classes de conjugac¢ao de subgrupos
de ordem p em G. Também suponha que Cpn = (x) — Ng ({x1)) .

Entio F ¢ um 2L, Cyn-modulo decomponivel.

Demonstragao. Seja G = F x (z), onde Cpn = (x) e considere F,, = (o, ..., Q).
Como vimos na Proposicao 68, temos que:

F=Fy®FyoF,

como um Z,Cy»-mdbdulo, tal que:

Feom BT T A | T -TT| T | e

dzg [SEP) dmk SIS

EZMM@“'@M@W

onde cada:

w8 el

Ja que m > 2, podemos supor sem perda de generalidade que pelo menos os somandos
diretos M,, e M,, sao nao-nulos.
Defina o seguinte Z, (x)-médulo:

L=M,®...®M,, ®FydF,.

E claro que L é um Z, (z)-médulo nao nulo, ji que pelo menos {0} # M, C L.

Portanto, o
F=M,®L

como um Z, (x)-moédulo decomponivel. [ |

Observacao 72. Como vimos no Lema 71, nos devemos considerar m = 0 ou m = 1,
para encontrarmos Zy,Cyn-reticulados indecomponiveis, a partir de grupos pro-p da forma

F x Cyn, onde F' € um grupo pro-p livre de posto finito.

95



Temos a seguinte proposicao, onde GG admite uma decomposi¢ao como um produto
livre pro-p com mais do que 2 fatores livres.

Proposicao 73. Admita as mesmas hipdteses do Lema 71. Suponhamos que m € N,

k>3 e que Cp = (x). Entio F é um Z,Cyn-mddulo decomponivel.

Demonstracao. Pela Proposicao 68, temos que:
F2FyaFyoF,

como um Z,Cpn-médulo.
Além disso, pela Proposicao 68 temos que:

Eng,tQGBFI,tS@-..@FRT,tk

como um Z, (z)-médulo ndo-nulo e decomponivel, j& que podemos supor sem perda de

generalidade pelo Corolario 69, que pelo menos os dois primeiros somandos diretos de F
sao nao-nulos, ja que k > 3.

Defina o seguinte Z, (x)-médulo:
Ui=Fup, @ ®Fyy, ®F,® Fy.

Como {0} # F,+, C U, segue que U é um Z, (x)-mbédulo nao-nulo.

Portanto, temos que: o
F=F,oU

como um Z, (x)-moédulo decomponivel. |

Finalizaremos essa secao como o seguinte resultado:

Lema 74. Sejan € N. Considere G = F X Cyn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto
finito em G.
Admita que G seja escrito como:

assim como no Teorema 50. Além disso, o conjunto {{x;),1 < i < k} é um sistema de
representantes de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p em G.

Se F ¢é um Z,Cyn-médulo com agdo fiel do Cpn, entio k # 1.

Demonstragao. Suponhamos por absurdo que k seja igual a 1. Consideremos Cyr = (z) .
Nesse, caso

G:Ng«ﬂw“»:ﬁwcngx@m

onde observamos que G nao é finito.
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Pela hipétese, temos que <xp(n71)> <. G . Além disso,

[<xp‘"”’> N F} c [{z) N F] = {1}.

Donde segue que:

F x <xp(n_l)> =F x <xp("_1)> <. Fx{x)y=@G.

(n—1) . . =
Nesse caso, <xp > age trivialmente sobre F' e por conseguinte sobre F.

Logo Cyn = (x) ndo age fielmente sobre F', uma contradigao. |

2.7 A Importancia dos Grupos Cy [ Cy

Proposicao 75. Seja n € N. Considere G = F X Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre de
posto finito em G. Admita que G seja escrito como:

G =T e (@),

assim como no Teorema 50, onde o conjunto {(x;),1 < i < k} € um sistema de repre-
sentantes de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p em G. Além disso suponha

que F seja um Z,Cypn-reticulado indecomponivel com agao fiel do Cpn. Considere (x) —
[N ((z1))]. Entao os tnicos grupos G para os quais F' tem essas propriedades, sio da

forma:

Cor [[ Co
onde 1 <t <n.
Demonstracdo. Se k > 3, a Proposicdo 73 nos garante que F é um Z,Cpn-reticulado de-
componivel e tais grupos nao satisfazem a nossa hipétese. o
Seja k = 1. Pelo Lema 74, devemos ter uma acao nao fiel do Cp» sobre o F', uma con-
tradicao pela nossa hipdtese.

Portanto, vamos considerar a partir de agora somente o caso em que k£ = 2. Nessa situacao
G se decompode como um produto livre da seguinte maneira:

Ne ()] T] N ((22))].-

Segue do Lema 65, que:

F=F, ]| II Fu.|IlP-

d1'2 652
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onde Fy é um subgrupo pro-p livre de F, cujo posto é s € N e =5 ¢ um conjunto de
representantes de classes duplas para F'\ G/Ng ((x2)) .

Pela Proposicao 68, temos que:

F

1%

F@| D Fu,|oF

dz, €EE2
como um Z, {(z)-médulo. Pelo Corolario 70, temos que F, # {0}, ji que k = 2.

Para que F seja um Z,Cpn-médulo indecomponivel devemos ter

Fr={0} e Fo, = | € Fu, | ={0}.

dzy €EE2

Para i = 1,2, temos que:

B (Fn{NG (<xi>)}d1i> N —
@F B @ (Fn{Ne (@a)™) - _H |70 {Ne (@)

como grupos pro-p abelianos livres, onde as barras superiores indicam a abelianizacao dos
grupos dados.

Agora, para que @ m = {0}, devemos ter H [F N{Ng ((z:))}* | = {1}.
do; €5 dy; €5
Em particular, devemos ter F' N N¢ ((z;)) = {1}, para cada i = 1, 2.

Note que F N N¢g ((z;)) <. Ng ({(x;)), para cada i = 1,2. Logo pelo Teorema do Iso-
morfismo, temos que:

No () o FNa ({z:) _
FnNg ((z)) F -

G
=2 Cp. (2.9)

Ja que devemos ter F'NNg ((x;)) = {1}, segue de (2.9) que o N ({x;)) é finito para cada
i=1,2.

Como G = F x Cpn e (x) — Ng ((x1)) < F x Cpn, temos que:
Ng ((21)) = Cpn e Ne ((22)) = Cpy,
para algum t € {1,2,...,n}.

Portanto, conclui-mos que G = Cyn [[ Cpt, para algum t € {1,2,...,n}. [ |
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2.8 O Caso em que m = 1.

Considere nessa secao, grupos pro-p da forma F' X Cpn, onde n € N e ' é um grupo
pro-p livre de posto finito. Pela Observagao 72, basta considerarmos m = 0 ou 1 para
encontrarmos Z,Cyn-reticulados indecomponiveis a partir de grupos pro-p da forma F' x
Cpn. Na Secao 2.7., nés consideramos o caso em que m = 0.
Agora, nosso objetivo nessa segao sera o de encontrar no caso em que m = 1, grupos pro-p
da forma F' x Cpn, tais que o F' seja um Z,Cpn-reticulado indecomponivel.
Visto as observagoes acima, vamos considerar a partir de agora grupos G da forma:
k
G =11 Ne (@] Z,

i=1
assim como no Teorema 50.
Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 76. Sejam n € N e k > 1. Considere G = F % Cyn, onde F' € um grupo
pro-p livre de posto finito em G. Admita que G seja escrito como:

b
V
—

=

G =11 Ve (@Dl 12

1

.
Il

assim como no Teorema 50, onde k € N e {(z;),1 <1 < k} é um sistema completo de
representantes de classes de conjugacao de subgrupos de ordem p em G.

Suponha que F seja um Z,Cyn-reticulado indecomponivel.
Entao o unico grupo G para o qual F tem essas propriedades €

Co [ 2.

Demonstracdo. Se k > 3, entdo a Proposicao 73, nos diz que F é um 2, Cpn-modulo de-
componivel, o que nao pode ocorrer pela nossa hipétese juntamente com o Teorema 39.

Resta-nos estudar somente os casos em k = 1 ou 2.

Considere primeiramente k = 2. Seja Cpn = () € Z,, = {a). Além disso, suponha sem
perda de generalidade que (z) — Ng ((z1)) .
Pela Proposicao 68, temos que:

FeFoe| @ (Fn)|eMeT,

sz [SI=0)

como um Z,C,»-mddulo, onde relembramos que

v @ | ]
j=0 J=0
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Como (a) = Z,, temos que M, # {0}.
Logo para que F' seja um Z,Cpn-médulo indecomponivel, devemos ter:

B, ={0}, | @ (Fu,)| = {0} e F.={0}.

dzy €EE2

Agora, pelo Corolario 70 temos que
F, #{0}.

Portanto, se k = 2 temos que F é um Z,Cyn-mddulo decomponfvel, que ndo satisfaz a
nossa hipotese.

Assim, devemos considerar somente o caso em que k = 1.
Nesse caso, a Proposicao 68, nos diz que F' se reduz ao seguinte Z,C,»-mdédulo:

F=F, ®M,.

Novamente como M, # {0}, devemos considerar F,, = {0}, para obtermos o Z,Cin-

médulo indecomponivel F.
Mas isso ocorre somente se F'N Ng ({(x1)) = {1}. Assim como procedemos na Proposigao
75 (2.9), temos que N¢ ({x7)) é finito.

Portanto, como Cyn = (z) — Ng ((z1)) e G = F x Cpn, temos que

No ((21)) = () = Cpn.

Logo, a tunica possibilidade para o grupo G é seguinte:

G=Cp ]2z

2.9 O Teorema Principal

Nessa secao, vamos provar o resultado principal desta tese, que diz o seguinte:
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Teorema 77. Considere n € N. Seja
G=F xCp
um produto semi-direto pro-p de um grupo pro-p livre de posto finito por Cyn. Suponha que

a representacao de Cyn sobre F = % induzida pela conjugagao, é uma Z,-representacao

fiel e indecomponivel. Entdo F = % ¢ de um dos tipos dados logo abaizo:

F 2~ Ker (Z,Cpn — 0) = Z,Cpn,

F = Ker (Z,Cpn — ZpCyn),
como um Z,Cpn-modulo indecomponivel, tal que m € N satisfaz 0 <m < (n —1).
Além disso, os tnicos Z,Cpn-reticulados indecomponiveis, com Cyn-acgao fiel, que se le-

vantam para algum grupo pro-p da forma F x Cyn, sdo dos tipos 1) e 2) dados nesse
Teorema.

Antes de provarmos o Teorema Principal, vamos demonstrar o seguinte Teorema:
Teorema 78. Considere n € N. Os unicos grupos pro-p G da forma
F < Cpn,
onde F € um grupo pro-p livre de posto finito, tais que F é um Z,Cyn-modulo indecom-
ponivel com acao fiel do Cpyn sao de uma das sequintes formas dadas abaizo:
1. Cn [1Z, = Fpn x Cpn
2. Cpn [1Cpt = Fyn_pn—t X Cpn, onde 1 <t <.

Demonstracao. Primeiramente, pelo Teorema 50 sabemos que

k

IT No (@) [T £n

i=1

G

onde F,,, é um subgrupo pro-p livre de posto finito de F' (o posto finito segue do Teorema
15, j& que F,, é um fator livre de F' pelo Teorema 11); o conjunto {(z;),1 < i < k} é
um sistema completo de representantes de classes de conjugacao de subgrupos de ordem
pem Gel<k<oo.

Pela Observagao 72, temos que considerar somente os casos em que m =0 oum = 1,
para encontlcarmos grupos pro-p da forma F' x Cpn, cujo grupo F' é um Z,Cpyn-reticulado
indecomponivel.
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e Vamos considerar primeiramente o caso em que m = 0. Nesse caso, a Proposicao 75
nos garante que os unicos grupos GG com as propriedades da assertiva deste corolario

sao os seguintes:
Co [T Cor

para algum ¢t € {1,...,n}.

e Por fim, suponhamos m = 1. Para essa situagdao, a Proposicao 76 nos garante
que o unico grupo G = F x Cpn, para o qual o grupo F' é um Z,Cy»-médulo
indecomponivel, é o grupo

Cpn HZP - Fpn X Cpn.

Além disso, pela Proposigao 62, temos que C)» age fielmente sobre F_pn e o corolario
esta provado.

Agora podemos provar o principal resultado desta tese, o Teorema 77:

Demonstracao. Pelo Teorema 78, sabemos que os tnicos grupos da forma:
F x Cpn,
com as propriedades requeridas na hipdétese do Teorema Principal, sao de um dos tipos
abaixo:
ou Cpn H Zy, ou Cyn H Cyt
para qualquer t € {1,... ,n}.

Escreva m := n — t, entao temos obviamente que m € {0,1,...,(n—1)}.
Agora, se

G=Cp ]2, on G=Cp[[Cp.

entao pelas Proposicoes 59 e 60, chegamos respectivamente a:
F =~ Ker (Z,Cpn — 0) 2 Z,Cn (2.10)

ou .
F = Kel" (Zpopn —» chpm) (211)

como um Z,Cpn-médulo indecomponivel, onde 0 <m < (n —1).

Por fim, como os tinicos grupos com as propriedades do Teorema sao dos tipos:

ou Cpn H Z, ou Cyn H Cpt

temos que os Unicos Z,Cpyn-reticulados indecomponiveis com Cyn-acao fiel, que se levantam
para algum grupo pro-p da forma F' x Cyn, s@o dos tipos (2.10) e (2.11) dados acima. W
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Capitulo 3

Consequéncias do Resultado
Principal

Nosso objetivo nesse capitulo é o de mostrarmos varias consequéncias do Teorema Prin-
cipal (o Teorema 77).

Comegaremos com a Secao 3.1., onde provaremos que alguns dos Z,Cpn-reticulados in-
decomponiveis com agao nao fiel do Cyn, também se levantam para algum grupo pro-p da

forma:
F x Cpn.

Os reticulados referidos acima, surgem naturalmente das representacoes fiéis, estudadas
por nés no Capitulo 2.

A seguir, mostraremos uma proposi¢ao que caracterizard todos os Z,Cpn-reticulados in-
decomponiveis que se levantam para algum grupo pro-p da forma F' X Cpn .

Além disso, exibiremos uma férmula que dara explicitamente a quantidade de tais retic-
ulados indecomponiveis que possuem a propriedade de se levantarem para algum grupo
pro-p da forma F' X Cpn .

Na Secao 3.2., veremos um contraste entre os Teoremas 77, 79 e a Teoria de Reiner
e Heller da Secao 1.4..

Por fim, vamos fazer a ultima segao desse capitulo (a Segao 3.3.), onde iremos provar
o seguinte fato:

Se G2 F, x Cyp,onden € Nek > p"+ 1, entdo Fy é um Z,Cpn-reticulado decom-
ponivel.

3.1 As Representacoes Nao Fiéis que se Levantam

No Teorema Principal (o Teorema 77), caracterizamos todos os Z,Cyn-reticulados in-
decomponiveis que se levantam para algum grupo pro-p da forma F' X Cpn, onde Cpn age
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fielmente e indecomponivelmente sobre F' := %

Nesta secao, queremos exibir quais sao os outros Z,Cj»-reticulados indecomponiveis
que tem a propriedade de se levantarem para algum grupo pro-p da forma:

FxCpn,

cuja a acao de Cpn nao € fiel sobre % .

Além disso, no final dessa se¢ao vamos provar uma proposi¢ao que dara a quantidade
exata de representagoes p-adicas indecomponiveis que se levantam para grupos pro-p da

forma:
F > Cpn.

Comegaremos provando o seguinte Teorema:

Teorema 79 (Nao-fiéis). Seja n € N. Considere G = F X Cyn, onde F' € um grupo
pro-p livre de posto finito e Cpn = (x). Seja k € {1,2,...,n}, de maneira que Cpr seja
o subgrupo mazimal de Cyn com a propriedade de agir trivialmente sobre F = % Além
disso, suponha que Cyn age indecomponivelmente sobre F. Entio F = % ¢ de um dos
tipos dados logo abaizo:

1. _
F = Ker (Z,Cpn-r) — 0) = Z,Chn-n),

F ~ Ker (chp(n—k) —» ZpCpm/)

como um Z,Cpn-modulo indecomponivel, tal que m' satisfaz 0 < m' <n —k — 1.

Além disso, esses sao 0s 1unicos Z,Cyn-reticulados indecomponiveis que se levantam para
algum grupo pro-p da forma F' x Cyn, com as propriedades requeridas por esse Teorema.

Demonstracao. Primeiramente, considere k = n. -
Nesse caso, Cp» age trivialmente sobre o Z,Cpn-reticulado indecomponivel F', pela nossa
hipétese. Portanto, vale a parte (1) do Teorema ji que:

T [ [a¥)
F =7y = 2pClhin-n)
como um Z,Cpn-reticulado trivial e indecomponivel.

Vamos supor a partir de agora k # n. Pela Definicao 1, temos que C,» age continu-

amente sobre F. Dado que a aplicacdo candnica F' — L. é uma aplicacio aberta, segue

F/
s . Enl s . Cyn ,
que Cpn também age continuamente sobre F'. Além disso, note que o também age con-
p
tinuamente sobre F' e sua acao é dada pela agao dos representantes das classes laterais de
Cypn sobre Ci.

o . Cyn .
Agora, pela nossa hipdtese juntamente com o Lema 57, temos que -2 age indecom-
) ) Cpk

ponivelmente sobre F e além disso temos que {1} # g—": age fielmente sobre o F.
P
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Portanto, pelo Teorema 78, sabemos que F se levanta para algum grupo pro-p da
forma F' x g_p: =G.
P

Donde obtemos pelo Teorema 77 que:

ou F~7, {gpn}

p

ou F' = Ker (Zp [g—p} — chpm/)

p

Cpn

Cpk

como um Z, [ }—médulo indecomponivel, onde m' € {0,1,...,n — k — 1}.

O Lema 34, nos garante que cada Z, [g—P:} -moédulo é naturalmente um Z,C),»-médulo
p

anulado pelo ideal bilateral (xpnfk — 1) , onde <xpn7k> =Cpr e
ke {2, (n—1)}

Portanto, segue que: o
ou F = chpnfk

ou F' = Ker (Z,Cpn-r — ZpCpm/)

como um Z,Cy»-médulo indecomponivel, anulado por (xp"_k - 1> , onde
m' €{0,1,...,(n—k—1)}. |

Visto que provamos o Teorema 79, podemos encontrar a partir de agora, todos os
Z,Cyn-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos que se levantam para algum grupo
pro-p da forma F' x Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre f.g. Isto pode ser resumido no
seguinte:

Corolario 80. Sejan € N. Os unicos Z,Cyn-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos
que se levantam para algum grupo pro-p da forma F' X Cpn, onde F' € um grupo pro-p livre
de posto finito, sao isomorfos como Z,Cyn-modulos, a um dos tipos dados abaizo:

1. Se Cyn age fielmente, entao ou F = ZLiyCiyn, 0U F =~ Ker (Z,Cpn — Z,Cpm ), onde
me{0,1,...,n—1};

2. Para todo k € {1,2,...,(n—1)}, se Cpp # {1} € 0 subgrupo mazimal de Cyn, agindo
trivialmente sobre F, entio ou F = LipCpn—r, 0U F = Ker (chpnfk —» ZpC'pmk)
como Z,Cyn-mddulos, onde my, € {0,1,...,n—k —1}.

3. Se Cpn age trivialmente sobre F, entdo F = Z,, ou seja, F é isomorfo ao Z,Cpn-
mddulo trivial e indecomponivel (veja a Se¢do 1.4., dessa tese).

Demonstracgao. 1. Segue diretamente do Teorema 77.
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2. Segue do Teorema 79, fazendo-se a aplicagao desse fato para cada
ke{l,...,(n—1)}.

3. Segue trivialmente pelo Teorema 79.

Agora vamos exibir quais sao os grupos que se levantam para os reticulados que apare-
cem no Corolério 80.

Note que o Z,C,»-médulo trivial e indecomponivel Z,, se levanta para o grupo pro-p
Cpn X Zy, onde 1, (Z,) = 1.

Teorema 81. Sejan € N e G = ' x Cpn, onde F' € um grupo pro-p livre de posto
s > 2. Suponhamos que F' seja um Z,Cyn-mddulo indecomponivel, onde Cyr € o subgrupo
mazimal préprio e nao-trivial de Cyn agindo trivialmente sobre F. Entdo

G=Cp [[(Cp xZy) ou G=Cp [[Cpe,
Ck Ck

ondet* € {k+1,...,n}.

Demonstragao. Como G = F' x Cpn, existe um homomorfismo continuo de grupos pro-p,

dado abaixo:
U Cpn — Aut(F).

Além disso, como F’ = [F, F| é um subgrupo caracteristico de F, temos o homomorfismo
induzido dos grupos abaixo:

F
€ Aut(F) — Aut (ﬁ) :

Pela Proposicao 4.5.4. no livro de Ribes-Zalesskii [22], temos que £ é um epimorfismo de
grupos pro-p.
Assim temos a seguinte composi¢ao

EoW: Cpn — Aut(F) — Aut (%)

Agora, a agao de C,. sobre F, ¢ dada pela acao de W(C,:) sobre F' e como pela nossa
hipétese C,x age trivialmente sobre F, temos que ¥(C) € Ker ().

Pelo Lema 16, sabemos que o Ker(£) é um grupo livre de tor¢ao pro-p. Como ¥(C,r) é
finito, segue que o mesmo ¢é trivial em Aut(F"). Mas isto implica que C» age trivialmente

sobre F. Portanto
Cpk CZ(FxCp)=Z(G),

donde segue que C)r ¢ um subgrupo normal de G.

Vamos considerar a partir de agora o grupo pro-p C—Gk =Fx [CP"] .
p

66



Note que gL: age fielmente e indecomponivelmente sobre F, o que implica pelo Teo-
P

p OU H Ct*

P

rema 78 que:

onde t* € {k+1,...,n}.

Vamos dividir a prova do restante desse Teorema em duas partes, sao elas:

e Parte 1) Quando cik > gp”
p

Oy

e Parte 2) Quando (,% %’

Parte 1) Considere c% &~ gL: 11Z,.
p P

: Cpn ~ Cpn .
Assim como fizemos no Lema 58, temos que (o [Z, = Fyu-ix |:C_k:| ,onde Cpn := (z)

P
eZy:=(f). o |
Além disso, considere o seguinte epimorfismo canonico continuo dos grupos pro-p :

G Con
w:G—»Cpk:Fpnkm[Cpk].

p

Claramente = <ZL‘ =z + Cpr > em ~—

Considere agora o seguinte grupo pro-p Vlrtualmente livre

GCH '+ X L)

onde Cpn = (a) , Cpr = (b) e Z,, = ().

A propriedade universal do produto livre amalgamado pro-p, nos diz que existe um 1inico
epimorfismo continuo v : G — (w) = Cpn, que aplica a — w, b +— W e a—s 1.
Agora note que o Ker(v) é um grupo pro-p livre de torgao, pois caso contrario, considere
1 # y € Ker(y) de ordem p°® onde 1 < s < n. Segue de Ribes-Zalesskii [25] (Teorema

4.2., item b) que ou (y) C (a%) ou (y) C (b™), para alguns d,,d, € G (note que
(y) N {a) = Cps NZ, = {1}). Mas pela definicdo de v, sabemos que (a%) e (b%) nio
estao contidos no Ker (), uma contradigao ja que y € ker(7).

Além disso, note que o indice de Ker (v) é igual a p”, donde segue que Ker(7) <, G.

Pelo Lema 7, sabemos que G é préprio. Assim seja

G™* = (a) x4 ((b) x (a))

o produto livre amalgamado desses grupos. Temos obviamente que Gabs s @,
Agora considere Ker(v) N G®* como um subgrupo de G®"*. O mesmo é livre de torcao ja
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que Ker(y) também o é. Como G* é virtualmente livre (veja Serre [29], Coroldrio da
Proposicao 11), segue de Serre [29] (Proposicao 11, letra b, pagina 120) que Ker(y) NG
é um subgrupo livre de G*5, cujo indice é igual a p™.

Novamente pela Observagao 14 e por Serre (Exercicio 3 da pagina 123), segue que o posto
de Ker(y) N G2 ¢ igual a:

Como G** é um subgrupo denso em G e Ker(v) <, G, segue do Exercicio 3, do Livro do
J. Wilson [32], pagina 9, que:

(Ker(v) N éabs> = Ker(y) N Gabs = Ker(y).

p

Assim pela Proposigao 3.3.6. em Ribes-Zalesskii [22], temos que:
posto(Ker(7y)) = posto (Ker(y) N éab5> =p" "

Portanto, G = Fonk 3 Cyn.

Agora, pela propriedade universal do produto livre amalgamado pro-p, existe um tnico
homomorfismo continuo de grupos pro-p

0:G— G,

tal que a — z e b— 27" " e a0 — K, onde k € G é tal que w(k) = (.
Observamos que x ¢ um elemento sem torgao de G.
Além disso, note que

G _Cp G
gy Zy = —.
(b) o, 1% C,

p

Seja v : W C_fk o tal isomorfismo que aplica a — T e a — (3.

Assim temos o seguinte diagrama comutativo de grupos pro-p :

1 )G — 1
lb l@ B
| — O G —% g — 1,

1—k ~ . A . = A
onde Cpx = <:1:p7 > e w € o epimorfismo canonico de G em %

—
<

Agora, este diagrama é comutativo ja que o primeiro quadrado é o resultado da res-
tricio de © ao subgrupo (b) ; além disso temos que:

(Yow)(a) =7(@) =7 = w(z) = w(B(a)) = (w o O)(a)
(yow) (@) =7(a) = = w(k) = w(O(a)) = (wo O)(a).
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Observe que ¢ e v sao isomorfismos, donde conclui-mos que © ¢ um isomorfismo topolégico
de G em G (este fato é conhecido como Five Lema, por exemplo veja Rotman [24]).

Portanto provamos que
G=Cp [[(Cp xZy).
C K
P

C e
Cor

Parte 2) Considere Cﬁk = gL: 1T ,onde t* € {k+1,...,n}.

. Cpn _ Cpt* _ . G . N
Sejam o = (u), oy = (vyer:G — & 0 epimorfismo canonico dos grupos pro-p,

P
onde Cpx = <x”"_k> .
Considere o seguinte grupo pro-p

G=Cp[]Cp
C K

onde Cyn = (a) e Cpir = (D) .

Escolha s € G, tal que 7(s) = v. E claro que a ordem de s é igual a p'", ja que a ordem
de v é igual a pt" ~*.

Pela propriedade universal do produto livre amalgamado pro-p, temos que existe um tinico
homomorfismo continuo

A:G— G,

tal que a — x e b+— s.
Note que )
G G
W - Cpn—k HOpt*—k - m
Denote por ¥ o tal isomorfismo acima que aplica @ — u e b — v.
Como a ordem de 7(z) é igual a p"*, podemos escolher sem perda de generalidade
7(z) = w. De fato, se 7(x) € (u) [[(v) = Cpu—r [[ Cpee—s, segue que 7(x) = uf*, para

algum g, € (u) [ (v) = Cipk

Entao pelo exercicio 9.1.22. no livro de Ribes-Zalesskii (ver [22]), podemos reescrever

<—G> — ) [T ) = ) [T -

Assim escolha s, € G, tal que 7(s,) = g, e entdo troque = por 2% em GG, de maneira que
T(xsgl) = (u~‘7“)g“_1 = u.

Agora temos o seguinte diagrama comutativo de grupos pro-p, dado abaixo:
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] —> <xp”‘k>C—>G—T» % —1,

onde 7 é o epimorfismo canonico de G em < pnG_k> e € é a restricao de A ao subgrupo
a

<apn7k> de G.

De fato, este diagrama é comutativo ja que o primeiro quadrado é o resultado da
restricao de A ao subgrupo <ap"7k> e além disso temos que:

(To7)(a)=Y(@) =u=rT(x)=7(Aa)) = (10 A)(a)

(Uo7)(b) =) =v=r1(s)=7(A(b)) = (T 0 A)(b).

Como € e ¥ sao isomorfismos, segue que A é um isomorfismo topolégico de G em G.

Portanto provamos que
G=Cp [[Cp
C k

onde t* € {k+1,...,n}.
|

Por fim, nesta secao vamos provar um Corolario que dard a quantidade exata de re-
presentacoes inteiras p-adicas indecomponiveis do grupo Cyn, que se levantam para algum
grupo pro-p da forma F' x Cpyn .

Corolario 82. Seja n € N. Considerem todos os Z,Cyn-reticulados indecomponiveis nao-
1somorfos.

A quantidade de tais reticulados que se levantam para grupos pro-p da forma G = F'xCyn,
onde F' € um grupo pro-p livre de posto finito, € igual a

(n+1)(n+2)
5 )

Demonstracdo. E uma consequéncia direta do Corolario 80.
De fato, o item 1) deste Coroldrio apresenta exatamente (n + 1) Z,Cyn-reticulados inde-
componiveis que se levantam.
O item 2) apresenta as seguintes quantidades:
Se k=1, temos
I+n—1-1)4+1=n—-2+2=n

Z,Cyn-reticulados indecomponiveis que se levantam.
Pelo processo de inducgao sobre k, chegamos depois de alguns passos ao seguinte:
Quando k = (n — 1), temos

l+n—n-1)-1)+1=14n—-n+1-14+1=2
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Z,Cyn-reticulados indecomponiveis que se levantam.

Por fim, se k = n, ou bem melhor, se C,n age trivialmente sobre F, entdo o tinico Z,Cjn-
reticulado indecomponivel que se levanta, é o Z,Cjn-reticulado trivial Z,, como podemos
ver no item 3) do Corolério 80.

Portanto, a quantidade total desses reticulados é obtida somando-se cada um destes
valores, e o resultado é o seguinte:

1 2
(e nt (D4 3azr1 = OFOED

3.2 Algumas Relacoes Entre o Teorema Principal e a
Teoria de Reiner e Heller

Nessa se¢ao, estamos interessados em responder a seguinte questao:

Considere um certo Z,Cyn-reticulado indecomponivel. Serd que sempre existe um

grupo pro-p da forma G = F x Cyn, cujo o grupo abelinizado F seja isomorfo ao reticulado
dado?

A resposta para essa questao é negativa. E esse serd o nosso interesse a partir de agora.

3.2.1 Todos os Z,C,-Reticulados Indecomponiveis se Levantam

Seja C), = (h) e considere ¢,(h) o p-ésimo polindmio ciclotomico.
Relembramos da Se¢ao 1.4. e do Teorema 46, que os tnicos Z,C),-reticulados indecom-
poniveis e nao-isomorfos sao os trés listados logo abaixo:

Ly, Zp[ep] e ZyCp.

Agora, pelos Teoremas 78 e 77, temos que:

e 7Z,C, se levanta para C), [[ Z,.

o Z,[0,] se levanta para C, [[ C,.

Além disso, como ja observamos na ultima se¢ao, temos que:

o 7y, se levanta para C), X Zj.

71



De outra maneira, o Corolario 82, nos diz que o ntimero de Z,C,-reticulados indecom-
poniveis nao-isomorfos que se levantam ¢ igual a:

(n+D)(n+2) 2-3_,
2 2 7

Portanto, quando n = 1, temos que todos os Z,C,-reticulados indecomponiveis nao-
isomorfos, se levantam para algum grupo pro-p da forma F' x C,. Assim, paran =1 a
questao proposta nesta secao, tem resposta afirmativa.

3.2.2 Nem Todos os Z,C,--Reticulados se Levantam, se n > 2

Vamos mostrar nessa subsecao que a reposta para a questao proposta no inicio desta secao
tem resposta negativa para o caso em que n > 2.
Para tanto, vamos provar nessa subsecao, o seguinte fato:

Proposicao 83. Considere n € N, tal que n > 2.
Entao nem todos os Z,Cyn-reticulados indecomponiveis nao-isomorfos, se levantam para
algum grupo pro-p da forma

F x Cpn ,

onde F' € um grupo pro-p livre de posto finito.

Demonstracdo. Considere primeiramente n = 2. Pelo Teorema 47, sabemos que o niimero

de Z,C2-reticulados indecomponiveis, nao-isomorfos ¢ igual a 4p + 1, para todo p € P.

Agora, o Corolério 82, nos diz que o nimero de Z,C,2-reticulados indecomponiveis, nao-
isomorfos que se levantam é igual a

2+1)(2+2) 3-4

2 =5 =6

Como, 4p +1 > 9 > 6, para todo p € PP, temos que nem todos os Z,C2-reticulados
indecomponiveis e nao-isomorfos que se levantam para algum grupo pro-p livre da forma

F x Cp2.

Suponhamos a partir de agora n > 3.
Pelo Teorema 48, temos que a quantidade de Z,Cp»-reticulados indecomponiveis e nao-

isomorfos ¢é infinita. . ) ) ) o
Segue novamente pelo Coroldrio 82, que o nimero de Z,Cyn-reticulados indecomponiveis,

nao-isomorfos que se levantam ¢ igual a

(n+1)(n+2)
5 < 00

Logo, nem todos os Z,Cyn-reticulados indecomponiveis e nao-isomorfos, se levantam para
algum grupo pro-p livre da forma F' x Cpn, quando n > 3.
Juntando-se os dois fatos acima, a prova de tal Proposi¢ao segue. [ |

Por fim, vamos fazer as seguintes observac¢oes muito interessantes:
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Observacao 84. A propriedade de que um Z,Cyn-reticulado se levanta para algum grupo
pro-p da forma G = F x Cpn, nao implica na existéncia de um inico grupo G, a menos
de isomorfismo, com as tais propriedades.

Se um tal grupo G existe e a agao de Cyn sobre o grupo F' é indecomponivel e fiel, entao
o grupo G € unico com as tais propriedades, como podemos ver no Teorema Principal 77.

Observacao 85. Sejam dados os sequintes grupos pro-p :
G1=(Cp,x 2,) [[(C, x Z,) e Ga=(C, x By) [] Gy

E claro que G1 Z Ga, jd que em Gy existe um normalizador finito para um subgrupo de
ordem p, e em Gy, cada normalizador de subgrupos de ordem p, sao nao finitos.
Pela formula do posto do Teorema 11, letra (b), chegamos a:

Gl p+1 Xg, O [& G2 p—i—l Xo, C .

Agora, pelo Teorema 51, temos que em quaisquer dos casos, o grupo F,1 € isomorfo
como um Z,C,-mddulo decomponivel a:

Vi=2Z, ® Z, d Zyb,),

ou seja, o ZyCpy-reticulado V, tem duas Cy-conexoes distintas.

3.3 Uma Propriedade Interessante Com Relacao ao
posto de F

Consideraremos mais uma vez, grupos pro-p da forma G = F' x Cn, onde F' é um grupo
pro-p livre de posto finito.
Nesta segdo vamos provar mais uma consequéncia imediata do Teorema Principal (77).

Esta se refere a decomposicao do médulo F; quando o grupo pro-p livre aberto F tem seu
posto maior do que p”.
Para isto, vamos usar o fato de Z, ser um anel com IBN, ja que o mesmo é um anel

comutativo (ver Lema 22).
Temos a seguinte Proposicao:
Proposicao 86. Seja n € N. Considere G um grupo pro-p da forma Fj, x Cyn, onde Fj,

¢ um grupo pro-p livre de posto igual a k.
Suponhamos que k > p" + 1. Entao F' é um Z,Cpn-reticulado decomponivel.

Demonstragao. Seja Cyn = (x) . Vamos provar o tal fato por contradicao.

Suponhamos por absurdo, que F seja um Z,Cyn-reticulado indecomponivel. Temos
uma das duas possibilidades:

73



e C,. age fielmente sobre F,

e (C,» nao age fielmente sobre F.

Se Cyn age fielmente sobre F, o Teorema 77, nos diz que:

F 2 Z,Cpn ou Fy, 2 Ker (Z,Cpn — Z,Cyt) , (3.1)

ondet € {0,1,...,(n—1)}.

!

~ = ~ . . t
Caso a acao de C,» sobre F' nao seja fiel, considere (P >~ (C ._v, onde t' €
b1 P ) P 9

{0,1,...,(n—1)}; como sendo o subgrupo maximal de (z), com a propriedade de que o
mesmo age trivialmente sobre Fj.

Pelo Teorema 79, temos que: o
Fk = chpt/ (32)
ou o
Fy, = Ker (Z,C v — ZpCppv) (3.3)

como Zy,Cyn-médulo indecomponivel, anulado pelo ideal bilateral (xpt/ — 1), tal que
t'ef{0,1,....(n—=1)}et €{0,1,...,( = 1)}.

Agora os isomorfismos em (3.1), (3.2) e (3.3), nos dizem que:
I, (Fk) =p" ou p"—p' oup’ oup’ —p.

Em quaisquer dos casos acima, temos que:

k>pt4+1>ptpt =o' ptpt — ",

pelas definicoes de ¢, 1, t*.

Portanto, em (3.1), (3.2) e (3.3), temos um isomorfismo de Z,, (x)-mddulos (Z,-mddulos
livres), de postos diferentes, um absurdo, ja que (Z,, +,.) tem IBN(ver Lema 22).

Portanto, F}, é um Z,Cpn-reticulado decomponivel. [ |

Finalizaremos este Capitulo com o Exemplo a seguir:

Exemplo 87. Seja
G=(Cpx Zp)H(Cp X L) = Fpi1 % Gy

Como o posto(Fpi1) = p+ 1> p, seque da Proposi¢io 86 que Fy,1 € um Z,C,-reticulado
decomponivel.
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De fato, pela Observacao 85, temos que:
Fp+1 = Zp S Zp b Zp[ep]

como um ZyCp-mddulo decomponivel.
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Capitulo 4

Moédulos Decomponiveis que se
Levantam

Neste capitulo vamos mostrar que se G é um produto semi-direto de um grupo pro-p
livre F' de posto finito, por um grupo ciclico de ordem p™, entao a abelianizacao de F
serd um Z,Cpn-reticulado decomponivel, cujos somandos diretos sao Z,Cjyn-reticulados
indecomponiveis que se levantam para algum grupo pro-p da forma Fj x Cpyn.

Além disso, essa soma direta é tinica a menos da posicao de seus somandos diretos e a

menos de isomorfismos. , )
Para isso, vamos usar varios de nossos resultados que foram obtidos nos Capitulos 2 e 3

dessa tese.

4.1 Caracterizando F' em Funcao dos Normalizadores
de Ordem p

Nessa se¢ao vamos considerar n € N e G = F' x Cpn, onde F' é um grupo pro-p livre de
posto finito e Cpn = (7).

Pelo Lema 65, sabemos que

F=F,]] H dez II---I H dek HFmHmeHmep7 [T,

dey €2 de) €Eg
onde
Feem 1| 11 fc | TE-T1] T 7
deEEQ dIkEEk
€

Fy = mHmeH ' "Hme(pnil)-
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Defina a partir de agora F,, := H Fy, | para cada r = 1,2,... k, onde relem-
d(L'reE’!"

bramos da pagina 46 que Fy, := F N Ng ((xr))d‘” ,onde d,. € Z, e =, C (x) sdo os

representantes de classes laterais duplas para F\G/Ng ((x,)).

Agora, o Corolério 66, nos diz que:

Fs:Fa:,tQHFx,t;gH-“HFx,tka

onde F,;, ¢ obtido a partir do grupo pro-p

(@) [T () = Fov % ().

para cada w = 2,...,k e o0s y, sdo elementos de ordem maximal e finita no Ng ((z,)) .
Seja Fy, = (a1, ..., Q). Como vimos na Proposi¢ao 68, temos que:
pt—1 - pr—1 R
Fy = (H <(a1>$ 1>) H H (H <(am)wm>> .
71=0 Jm=0

Precisamos, exibir a partir de agora, de forma mais explicita quem é o Fly que aparece
no Lema 65. Para tanto, basta estudar a estrutura de cada F,, # {1}.

Relembramos também que na Proposi¢ao 68, nés mostramos que cada F,, é um Z, (z)-
modulo.

Observacao 88. Seja G = F' x Cyn, onde F' é um grupo pro-p livre de posto finito. Se
G = Ng ((z1)), onde a ordem de xy € igual a p, entdo pelo Lema 74, temos que Cyn nao
age fielmente sobre F. Assim existe no normalizador acima um elemento de ordem finita
e mazimal agindo trivialmente sobre F.

Temos o seguinte Lema:

Lema 89. Seja G = F X Cpn, onde n € N e F' € um grupo pro-p livre de posto finito.
Seja H um subgrupo fechado de G. Entao H € um grupo pro-p livre-por-ciclico.

Demonstragao. Considere o subgrupo H N F de H. Como F' <G, temos que [H N F| <. H.
Além disso H N F' <, F, donde segue pelo livro de Ribes-Zalesskii [22], pdgina 286, que
H N F é um grupo pro-p livre.

Para que H seja um grupo pro-p livre-por-ciclico, basta mostrar que % é um p-grupo
ciclico finito.

Mas de fato, pelos Teoremas do Isomorfismos, temos que:

H QHF<GQC
HNF F —F ™
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Observacao 90. No artigo de Herfort-Zalesskii [7], Teorema 2.2. pdgina 523, nds obser-
vamos que o Ng ({(x;)) € um produto semi-direto pro-p de um grupo pro-p livre aberto
por um grupo ciclico de ordem p*, jd que o mesmo € livre-por-ciclico pelo Lema 89.

Denotaremos o N (< >) P o
Zj = Do X
¢ No(ey 7

onde 1 < k; < n; para todo1=1,2,... k.

Mediante a Observagao 88, podemos escolher em cada normalizador um elemento de
ordem maximal e finita, digamos y;, tal que (y;,) = C; e Cy; age trivialmente sobre o
F )

N (=:))

Lema 91. Com as notagoes precedentes, temos que Cy, C Z (Ng ((z;))), para cada
i=1.2,.. . .k

Demonstracao. De fato, pela hipdtese, existem os homorfismos canonicos de grupos pro-p
logo abaixo:
N} (] [ —
Cr, — Aut | F, — Aut | F, )
P < Ne¢ (<wi>>) ( NG<<xi>>>

Como C,y; trivializa FN (o)’ segue que ¥ (Cpti) estd no nicleo de .
a ({74

Agora pelo Lema 16, sabemos que tal nticleo é um grupo livre de tor¢ao pro-p.
Donde segue que C; age trivialmente sobre F!

‘ Na (i)
Assim,
Cu CZ|(F xCur | =72 (Ng ((x;))) .
4 < N (@) ”k) (Ne ()
|
Vamos descrever agora a estrutura de F,,, para cada i =1,2,... k.
Lema 92. Para cada i = 1,...,k tal que F,, # {1}, temos que F,, se decompée como

um produto livre pro-p de subgrupos pro-p livres de posto finito da sequinte maneira:

Fmi:Fz‘oHFhH”.HFiuHFSiOH”.HFSZ-U’

onde 0 < u < o0; 0 < v <o00;uev ndo sio zero simultaneamente e para algum dos F'
ou F* temos que o seu posto é maior ou igual a 1.

Demonstracao. Relembramos pelo Lema 90 que

N €T; =F X C i
6 (1) = Py 2 O
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onde Cpr; = (ng;) . Em G = F x (z) vamos amalgamar o subgrupo <xpn7ti> de (z) com

o subgrupo central Cp; do Ne((x;)).
Considere os seguintes subgrupos de G :

A= I ezeIlom
("t gy =z ) Cpts

onde os (z.) = Cpe nao sao conjugados de Cpx, no Ng ((x5)), p' > p, € =g, 01,..., 1y

e (z) < Ng ((z)) .

Pelo Lema 7 sabemos que cada A, é proprio. A propriedade universal do produto livre
amalgamado pro-p nés dd4 um epimorfismo continuo canonico de grupos pro-p :

pe: Ac — (m) = Cpn

. p”—te , ~
que aplica z — m e z. — m . Escreva o ntcleo de p. como sendo K..
Note que K, <. A, e além disso é livre de torcao, pois caso contrario um de seus elementos
de ordem finita deveria ser conjugado a um elemento de Cy» ou Cpe (veja Ribes-Zalesskii

[25], Teorema 4.2, item b). Mas pela defini¢ao de p, isto nao pode ocorrer.
Seja

~

AL = ) ety oty {2 2 G vy, Gy

o produto livre amalgamado dos grupos abstratos. Considere K.NA** como um subgrupo
de A?bs.

Agora note que K.NA2P é um grupo livre de tor¢io ja que o mesmo é um subgrupo de K.
Além disso, A*" é um grupo abstrato virtualmente livre como podemos ver no Corolario
da Proposigao 11 do livro de Serre [29]. Portanto segue de Serre [29] (Proposicao 11, letra
b, pagina 120) que K, N A2* ¢ um subgrupo livre de G*** cujo indice ¢ igual a p".
Novamente por Serre [29] (exercicio 3 da pagina 123), segue que o posto de K. N A" ¢

igual:
n 1 1 1 n—t; n—t
L+p el b A
p* P b

Como A2 ¢ denso em A, e K, <, A, segue do exercicio 3 do Livro de J. Wilson que:

(KenAP) = K.nAbs =K.

Donde segue que
i ~
AE — K€ X <$> = Fpnfti_pnftg X Cpﬂ-
Defina F'° = Fn—t; _n—t, para cada € = ig, i1, ..., ly.

Considere a partir de agora os subgrupos pro-p de G da forma:

As=() T  (re) x Fuy) = Cp [ (Core x Fiy)

n—t; C ts

onde os (ry,) = C,; nao sao conjugados de Cpr, = (ng,) no Na({(z;)); 0s Fj; sdo subgrupos
pro-p livres de posto finito em F,,, § = s;y, Siys- .-, 8i, € (1) < Ne((x:)).
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Como fizemos para os grupos A, podemos mostrar de maneira andloga que cada
As = F° x (z) 2 F° x Cpn,
onde F° é um grupo pro-p livre de posto finito em F,,.

Considere N i .
G*™ = (*i:l [Ng (<xz>)]) S

onde F2 é um grupo livre abstrato sobre o mesmo conjunto de geradores topoldgicos

livres para F,. Tome F' N G®* como um subgrupo de G2, Aplicando o Teorema do
Subgrupo de Kurosch para grupos abstratos (veja Kurosh [13] ou Serre [29]) ao subgrupo

F N G* de G, obtemos um subgrupo pro-p livre
F2» = %, ez, [F NNg (<x1>)dz]

tal que

F,, = (F2) (4.1)

p
e além disso

abs abs abs

F;})SI (Fio) % (le) % ..k (qu) *<F510>ab5*”,*<FSiv)abS

onde os (F f)a‘bS sao os grupos livres abstratos sobre os conjuntos de geradores topologicos
livres para F e os (F‘S)abS sao os grupos livres abstratos sobre os conjuntos de geradores
topoldgicos livres para F°, onde € = dg, iy, . .., 4y, 0 = Siy, Siy, - - -, 84, € 0 conjunto =Z; C ()
¢ um conjunto completo de representantes de classes laterais duplas para F\G/N¢g ((z;)) .
Portanto por (4.1), temos que:

RN | R I B A PR A R A s s

onde 0 < u < o0; 0 < v < oo; além disso, u e v nao sao zero simultaneamente e para
algum F" ou F*% o seu posto é maior ou igual a 1. |

4.2 Quem é o F_xi?

Nessa secdo vamos provar que para cada i = 1,...,k; se o F,, # {1}, entdo o F,, é uma
soma-direta finita de Z,C,»-médulos indecomponiveis que se levantam para algum grupo
pro-p virtualmente livre. Temos a seguinte Proposicao:

Proposicao 93. Para cadat=1,2,...,k, temos uma das sequintes afirmacoes:

o Iy, = {0}

o F,, ¢ uma soma-direta finita de Z,Cyn-reticulados indecomponiveis que se levantam
para algum grupo pro-p da forma Fj, X Cpn, com agao ndo fiel do Cpn.
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Demonstragio. Se o Ng({x;)) é finito, temos que F,, = {0}. Vamos considerar a partir
de agora somente o ultimo caso pois o outro nao a nada a fazer.

Pelo Lema 92 temos

in:FiOHFilH"'HFiuHFSiOH"'HFSiU;

donde segue que

F_@:Fio@Fh @...@F@@F&O @@F‘Slv
como um Z,-maédulo livre.

Agora pelo Teorema 81, temos que os F€¢ sao Z,, (x)-modulos indecomponiveis, com

—t;

acao trivial do <x”" > , de maneira mais precisa, temos que

- C 7 C te
Fe >~ Ker (Zp {C—p} — Ly |:Cpf }) = Ker <Zp[cpn7ti] — Zp[Cp(tefti)]>

phi phi

como Z, (x)-moédulos, onde € = iy, ..., %, ¢ 0s mesmos se levantam para os grupos:
Fox(x),...,F" x(z)
respectivamente.

Precisamos estudar a partir de agora, somente o que ocorre com os Z,-médulos F9,
onde § = s;,...,5;

"

Considere o grupo pro-p livre Fj,, que aparece na prova do Lema 92 e pédgina 77.

Suponha que Fj, = <ozh51 e ,ah§q>.

Novamente como vimos no Lema 92, a aplicacao do Teorema do Subgrupo de Kurosh
(Teorema 11) sobre o subgrupo F' de GG, nos garante que:

Fo = Fiiz).60} H F{(2),65} H T H F(z),64}

onde os grupos Fys3, para l = 1,...,q, sao dados a partir dos subgrupos pro-p de G

dados por:
@ ] <cpté x <%l>) — Fimyay ¥ (),

C
pts

onde <04h6l> = 7.

Agora pelo Teorema 81, temos que:

Cpn
By = Zyp {Cpté] = Lp[Crts]
p

como um Z, (z)-moédulo indecomponivel, cuja acao de C, ¢ trivial.
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Portanto, por esta ultima observagao juntamente com o Lema 67, temos que:

ﬁ ~ F{(x),él} D F{<x>752} D---B F{(w),&;} = \Zpl:cpnfté] D P Zp[Cpnfté]

q vezes
como um Z,Cy»-mbdulo.
Assim para todo 0 = s;,, . . ., s;,; temos que F é uma soma direta de Z,Cjn-reticulados
indecomponiveis que se levantam para os grupos Fi( 5,3 X () e a Proposicao esta provada.

4.3 Os Ultimos Teoremas

Nessa segao vamos caracterizar o Z,Cpn-reticulado F' quando o mesmo ¢ decomponivel.

Comegamos com o seguinte Teorema:

Teorema 94. Seja G = F x Cyn, onden € N e F' é um grupo pro-p livre de posto finito.

Entio F ¢é uma soma direta tinica de Z,Cpn-reticulados indecomponiveis que se levantam
para algum grupo pro-p virtualmente livre da forma Fj, x Cpn.

Demonstragao. Seja Cpn = (x) . Pela Proposicao 68, temos que

F2FyoFyaF,

como um Z,Cpn-médulo.
Nesta mesma Proposicao, vimos que

EgFl‘,tQ@”'@Fx,tk

como um Z,Cy»-moédulo decomponivel, cujos somandos diretos sao indecomponiveis e se

levantam para os grupos
Fg 2 () = () [T ().
onde os y; sdo elementos de ordem finita e maximal no normalizador de (x;) em G.
Agora note que:
f e S pr-1
Fy = <H <(a1)x“>> I1---11 (H <(am)f"m>> .
51=0 Jm=0

Como vimos no Lema 58, temos que:

(e [T @) = (H <<ar>x”>) % (x) & Fyp % Gy,

jr:O
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paracadar=1,...,m.

Assim segue da Proposicao 59 que

(H <<ar>”>) = Z,Cpr (4.2)

jr:()

como um Z,Cyn-reticulado indecomponivel que se levanta para o grupo pro-p virtualmente

livre
EH () = ZPHCP"7

além disso observamos que a barra superior em (4.2) significa o quociente médulo o
subgrupo derivado e a barra inferior em (4.2) significa o fecho topoldgico do subgrupo

(@)
Portanto, temos que

Far & ZyCpn @ ZpCpn @ + -+ @ ZpyClpn

m VEZES

como um Z,Cyn-reticulado.

Por fim, pela Proposigao 93, temos que:
Fx=F,0F,0 - 0F,

como um Z,Cyn-médulo decomponivel, cujos somandos diretos sao somas diretas de
Z,Cyn-mbdulos indecomponiveis que se levantam.

Juntando-se todas as informagoes que obtivemos em tal Teorema com relagao a F.,
Fyr e Fy, concluf-mos que F é uma soma direta de Z,Cyn-reticulados indecomponiveis
que se levantam para algum grupo pro-p virtualmente hvre

Unicidade A unicidade segue diretamente do Teorema 39 ( Teorema de Krull-Schmidt-
Azumaya), ja que o mesmo diz que um Z,Cyn-médulo decomponivel e f.g. é escrito de
maneira Gnica como uma soma direta de Z,Cyn»-médulos indecomponiveis (em particular,
no nosso caso temos indecomponiveis que se levantam). |

Por fim, vamos provar o iltimo Teorema dessa tese que nos garante que s ¢ preciso
conhecer os ZpCpn -reticulados indecomponiveis que se levantam, para que nés conhegamos
quaisquer dos Z,Cyn-reticulados decomponiveis que se levantam

Teorema 95. Seja M um Z,Cpyn-reticulado. Suponhamos que M = @ M;, onde

jeEJ <0
0s M; sao Z,Cpyn-reticulados indecomponiveis que se levantam para algum grupo pro-p

mrtualmente lwre Fi % Cyn, onde os F? sao grupos pro-p livres de posto finito. Entao

existe um grupo pro-p virtualmente livre G=Fx Cpn, tal que M se levanta para GeF
€ um grupo pro-p livre de posto finito.
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Demonstracao. Seja o seguinte grupo pro-p livre:

F=r'11PI] - T1F"

onde J ={1,2,...,1}. )
Fazendo-se o quociente médulo o subgrupo de Frattini de F' (veja a pagina 54 em Ribes-
Zalesskii [22] para o subgrupo de Frattini e o Lema 9.1.17.), temos que:

posto(F) = posto(F') + posto(F?) + - - - + posto(F") < oo.

Agora, pela hipétese Cyn = (x) age continuamente sobre cada FV,j = 1,2,...,i. Assim
segue que a agao de Cyn se estende para F'[[ F?]]--- ][ F". Defina G = F x (x) .
Pela definicao de F', temos que

FeFligFg. .. o

como um Z,-mdédulo livre. Agora, pela hipétese temos que cada Fi~M ; como um Z, (x)-

modulo indecomponivel, donde segue que F =~ M. Em outras palavras, M se levanta para
o grupo pro-p G = F x Cpn, [ |
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