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Resumo

Este trabalho teve como objetivo principal propor uma extensao sazonal para o Modelo
Theta Otimizado (OTM), com o intuito de modelar adequadamente séries temporais com
sazonalidade, especialmente aquelas com sazonalidade dinamica, além de avaliar o uso da
técnica de Bagging aplicada para Modelo Theta Otimizado. Primeiramente, apresentamos
uma revisao bibliografica sobre Modelos de Espaco de Estado com inovagoes, métodos de
alisamento exponencial e o Método Theta, destacando os modelos para sua otimizacao.
Em seguida, desenvolvemos formalmente as versoes aditiva e multiplicativa do Modelo
Theta Otimizado Sazonal (SOTM), bem como suas versoes dindmicas. Avaliamos empiri-
camente esses modelos utilizando o conjunto de dados da competicao M3, comparando-os
com modelos classicos da literatura, e testamos também o uso do Bagging aplicado para
o Modelo Theta Otimizado. Os resultados empiricos mostraram que as versoes sazonais
dindmicas e multiplicativas do SOTM apresentaram desempenho superior, especialmente
em séries com presenca de sazonalidade. Além disso, a aplicacdo de Bagging para o
Modelo Theta Otimizado proporcionou ganhos adicionais em acurdcia preditiva.
Palavras-chave: Previsao de Séries Temporais; Método Theta; Modelo Theta Otimi-

zado; Bagging; Competicao M3.
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Abstract

Time series forecasting: seasonal extension and bagging for the Optimized Theta Model

This work aimed primarily to propose a seasonal extension for the Optimized Theta
Model (OTM), with the purpose of adequately modeling seasonal time series, especially
those exhibiting dynamic seasonality, and also to evaluate the use of Bagging applied to
the Optimized Theta Model. Initially, we presented a literature review on innovation
state-space models, exponential smoothing methods, and the Theta Method, highlighting
the models for their optimization. Subsequently, we formally developed the additive and
multiplicative versions of the Seasonal Optimized Theta Model (SOTM), as well as their
dynamic versions. We empirically evaluated these models using the dataset from the M3
competition, comparing them to classical forecasting models from the literature, and also
tested the use of Bagging applied to the Optimized Theta Model. Empirical results showed
that the dynamic and multiplicative seasonal versions of the SOTM exhibited superior
predictive performance, particularly for series with clear seasonal patterns. Furthermore,
applying Bagging to the Optimized Theta Model provided additional improvements in
predictive accuracy.

Keywords: Time Series Forecasting; Theta Method; Optimized Theta Model; Bagging;

M3 Competition.
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Capitulo 1

Introducao

A previsao de séries temporais é uma area de pesquisa estatistica que tem grande relevan-
cia pratica em diversas areas como economia, finangas, meteorologia, producao industrial,
saude publica e muitas outras (Hyndman e Athanasopoulos, 2018; Shumway et al., 2017).
Séries temporais sdo conjuntos de observagoes registradas sequencialmente com dependén-
cia ao longo do tempo e frequentemente apresentam padroes especificos, como tendéncia
e sazonalidade, que devem ser considerados ao se fazer previsoes. O desenvolvimento de
métodos e modelos estocasticos capazes de lidar eficientemente com essas caracteristicas
especificas torna-se essencial para a precisao e confiabilidade das previsoes feitas.

O método Theta, inicialmente proposto por Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000),
faz previsao de séries temporais sazonais usando uma estratégia que isola a componente
de sazonalidade da série dos mecanismos que geram as previsoes, por isso dizemos que esse
método trata a sazonalidade de forma externa, diferente de quando o método trata ela
internamente como por exemplo o método de Holt-Winters (Winters, 1960). O modelo
Theta Otimizado (Fiorucci et al., 2016) herda essa caracteristica do método Theta, e,
portanto, também nao modela a componente de sazonalidade para séries sazonais. Nesses
casos, antes das previsoes serem feitas, é aplicada uma decomposicao da série, que se

deseja fazer previsao, a fim de ajustar sua sazonalidade. Assim, em um segundo momento
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é feita a ressazonalizacdo dessas previsdes. No método Theta, originalmente, esse passo
é realizado multiplicando os valores previstos pelos indices sazonais correspondentes no
ultimo ciclo sazonal observado. Entao, o problema é: Como adicionar um termo sazonal
no Modelo Theta Otimizado?

Ao propormos uma versao sazonal para o Modelo Theta Otimizado, buscamos fazer
com que a componente de sazonalidade da série seja propriamente modelada. Assim,
para quando a série que queremos fazer previsao seja sazonal, ainda mais, quando essa
sazonalidade for dinamica, haja melhora preditiva considerando essa versao sazonal.

O Bagging (Breiman, 1996) constitui um importante marco no desenvolvimento dos
métodos estatisticos e de aprendizado de maquina baseados em ensembles. Recentemente
surgiram estudos que sugerem que o uso do Bagging para o Alisamento Exponencial
melhora seus resultados preditivos, principalmente em contextos competitivos de previsao
de séries temporais (Bergmeir et al., 2016; Petropoulos, Hyndman et al., 2018). Dessa
forma, surgiu a motivacao de testarmos sua aplicacao para o Modelo Theta Otimizado,
que é um Modelo de Espaco de Estado com inovagoes, da mesma forma que os métodos
de alisamento exponencial podem ser escritos como tal.

O objetivo principal do trabalho é propor uma variagao sazonal para o Modelo Theta
Otimizado, a fim de modelar propriamente séries com sazonalidade, principalmente séries
com sazonalidade dinamica, bem como testar o uso de Bagging para o Modelo Theta
Otimizado. Os objetivos especificos sao: (a) testar e comparar a capacidade preditiva
da versao sazonal do Modelo Theta Otimizado com sua versao original; bem como testar
e comparar a capacidade preditiva do Modelo Theta Otimizado com Bagging com sua
versao original. (b) Fazer esses testes e comparagboes em um contexto competitivo de
previsao de séries temporais.

Esta dissertacao esta organizada em seis capitulos. O Capitulo 2 apresenta a Revi-
sao Bibliografica necessaria para embasar teoricamente os modelos desenvolvidos neste

trabalho. O Capitulo 3 aborda detalhadamente o método de Bagging, descrevendo sua
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formulacao e aplicagdo especifica para séries temporais. O Capitulo 4 desenvolve for-
malmente a versao sazonal proposta para o Modelo Theta Otimizado, incluindo tanto as
versoes aditivas quanto multiplicativas e suas respectivas versoes dinamicas. O Capitulo 5
traz a aplicacao empirica dos modelos propostos na competicdo M3, apresentando uma
andlise critica dos resultados obtidos. Por fim, o Capitulo 6 apresenta as Consideragoes
Finais e Conclusao, sintetizando os principais achados do estudo e indicando possiveis

dire¢bes para trabalhos futuros.




Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo retine os principais fundamentos tedricos que sustentam a formulacao do
Modelo Theta Otimizado Sazonal e de sua versao dinamica, que serao apresentados no
Capitulo 4. Iniciamos com a apresentagdo dos Modelos de Espago de Estado (MEE),
com foco em sua formulacao por inovagoes. Em seguida, abordamos alguns dos principais
métodos de alisamento exponencial e apresentamos o método Theta de Assimakopoulos
e Nikolopoulos (2000), juntamente com os modelos para sua otimiza¢ao de Fiorucci et al.

(2016).

2.1 Modelo de Espaco de Estado com inovagoes

Os modelos de espago de estado fornecem uma estrutura unificadora para representar e
analisar processos dindmicos em que um conjunto de variaveis latentes (os estados) go-
vernam a evolugao de variaveis observadas. Além disso, esses modelos oferecem grande
flexibilidade na especificagdo de sua estrutura. Neste trabalho, focaremos na formula-
gao por inovagbes (Anderson et al., 1979; Aoki, 1990; Hannan et al., 1988), conforme

apresentada em Hyndman, Koehler, Ord et al. (2008).

Seja 1, a observacao da série temporal no instante t. Em modelos de espago de estado,
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essa variavel observada é acompanhada por variaveis auxiliares nao observadas, denomi-
nadas estados. Esses estados sao representados por um vetor indexado no tempo, 7y,
denominado wvetor de estados, que resume, de forma parcimoniosa, o comportamento pas-
sado da série, permitindo determinar seu efeito sobre o comportamento presente e futuro
da mesma. Exemplos comuns desses estados incluem o nivel, a tendéncia e a sazonalidade
da série. O modelo linear de Espaco de Estado com inovagoes (MEE linear) pode ser

representado pelas seguintes equagoes:

Yy = ZﬁTft_l + Et, (21&)
ft = Fft—l + g{ft, (21b)

em que {&;} ¢ um ruido branco com varidncia o2. Uma vez que {&;} representa a parte nova
e imprevisivel da série, é referido como inovacao. As inovagdes constituem a tnica fonte
de aleatoriedade na série observada {y;}. Os componentes F', § e i sdo, respectivamente,
uma matriz de transicao, um vetor de persisténcia e um vetor de coeficientes, os quais

contém parametros geralmente estimados a partir dos dados.

A formulacdo nao linear é obtida a partir de:

yr = w(ZTi—1) + r(T1)er,

Ty = f(Z-1) + g(Zi-1)er,

em que w(-) e r(-) sdo fungoes escalares, f(-) e g(-) sdo fungoes vetoriais, e {e;} representa
ido b iancia o2. Pod id fi lagdo nao li

um ruido branco com varidncia o°. Podemos considerar essa formulacao nao linear como

uma generalizacdo do MEE linear, visto que ele é um caso particular quando r e ¢ sdo

constantes, e w e f variam linearmente com o vetor de estados.

Se {&;} for homocedastico, a formulagdo do MEE linear é apropriada. Por outro lado,

se esse processo for heterocedastico e, em particular, a variancia do erro for proporcional
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ao nivel atual do processo, a formulac¢ao nao linear é mais adequada (Hyndman, Koehler,

Ord et al., 2008).

2.2 Alisamento Exponencial

Um forecasting method é um algoritmo que fornece, para uma série temporal, uma previsao
pontual: um tnico valor que prediz a observacao de interesse em um instante futuro. Em
contrapartida, um modelo estatistico descreve um processo estocastico gerador, capaz de
produzir toda uma distribuicdo de probabilidade para o instante futuro n + h. Dessa
forma, a previsao pontual pode ser obtida facilmente ao se calcular a média (ou mediana)
dessa distribuicao. Além disso, o modelo permite — diferentemente do forecasting method
— estimar a variancia da previsao, viabilizando o calculo de intervalos de confianca para
a previsao pontual.

Usaremos a notagao f,44, para denotar a previsao pontual de y,, baseada nas in-

formacoes disponiveis até o tempo n.

2.2.1 Alisamento Exponencial Simples

O método de alisamento exponencial simples, ou SES — do inglés simple exponential smo-
othing —, consiste em fazer a previsao 1 passo a frente {41 como uma soma ponderada

da série observada, isto é,

Do = G = oyt a(l =)y +a(l —a)’pa + ...+ a(l —a) "'y

Uma outra forma de escrever seria

t—1

G = > a(l — @) Y. (2.2)
i=0

Veja que para 0 < a < 1 et — 00, temos uma média (exponencialmente) ponderada, pois,

6
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nesse caso, os pesos formam uma série geométrica. Essa previsao nao considera tendéncia

nem sazonalidade, e quanto maior o o, maior é o peso para observagoes recentes.

A equagdo (2.2) pode ser reescrita como:

Gea1je = e + (1 — ) Ggje—1-

Denotaremos ¢; = Q1 = vy + (1 — a)l;_1, o qual serd computado recursivamente
para todo t = 1,2,...,n, desde que ¢ seja conhecido. O termo ¢; é chamado de level; ele
descreve a previsao pontual da série sem tendéncia e sem sazonalidade. Desta forma, o

método SES se resume:

Previsao (ajuste) :  Qy—1 = -1,

Level : 0, = ay + (1 — a)l_;.

Originalmente ¢y = ; ~ y; foi proposto para inicializar o método, porém abordagens
mais recentes tém tratado /; € R como um parametro a ser otimizado conjuntamente

com « € (0,1), que é o pardametro de alisamento.

O método SES pode ser escrito como um MEE linear. Admitindo erros aditivos

Yo = pie + €, em que fiy = Jye—1 = Ey|ys—1, ..., y1] = li—1, chegamos as equagdes:

Y = b1 + €4,

bh=ay +(1—a)l_,

o que implica que:

Yr = b1 + e, (2.3)

ft = gt—l + gy (24)
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As equagoes (2.3) e (2.4) configuram o modelo SES(«, {y), em que a € (0,1) e {5 € R

sao parametros. Isso, pois conseguimos escrever um MEE linear equivalente:

-1 =
Y =W Typ1+ &y,

Ty = FZT_ 1 + gey,

emquew =1, =00 1=0_, F=1eg=na.

A previsao pontual é §nihin = Ep[ynis], em que:

Dninn =Ly, h=1,2,3 ... (2.5)

A variancia, ou erro quadratico médio, da previsao é dada por:

0-721+h|n = varn [yn-i-h]

=02 +a’cZ(h—1).

2.2.2 Modelo Linear de Holt

A ideia basica do método linear de Holt é fazer previsao de séries temporais considerando
uma correcao para a limitacdo do modelo de alisamento exponencial simples de fazer
previsoes flat — isto é, previsoes constantes (2.5). Uma forma de resolver esse problema é
incluir um termo de tendéncia as previsoes do método SES, para que sua previsao pontual
seja somada a um termo linear com o tempo. Holt implementou essa ideia da seguinte
forma:

gn+h|n:£n+hbn, h:1,2,3,...,

em que b, = by . é o crescimento, ou decrescimento, obtido a partir de um alisamento
=n

exponencial da variagao dos levels passados.
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Assim, o método linear de Holt segue:

Previsao (ajuste) :  Qye—1 = -1 + b1,
Level : Et = oy + (1 — Oé)(gt_l + bt—l)a

Crescimento : by = " (¢y — l—1) + (1 — B*)bs_1,

em que «, 5* € (0,1) sdo pardmetros de alisamento.

O método linear de Holt pode ser escrito como um MEE linear. Admitindo § = f*«a e
erros aditivos y; = piy + &, em que piy = Gyp—1 = Elydyi-1, - y1] = i1 + b1, chegamos

as equagoes:

Ye = b1 + by + &y, (2.6)
gt = gt—l + bt—l + QEg, (27)
by =bi_1 + Bey, (2.8)

em que {y, bp €R, a € (0,1), B€(0,a).

As equagdes (2.6)-(2.8) configuram o modelo linear de Holt, pois conseguimos escre-

ver um MEE linear equivalente:

T =
Yy =W Ty_1 + &y,

Ty = FZ,_ 1 + gey,

em que W = (1,1)", 7 = (4, 0,) ", F = ,eg=(a,0)7".

As previsoes S840 Unihjn = En|Ynin), em que:

gn+h|n =/, + hbn, h = 1,2, 3, ...

9
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A variancia (erro quadratico médio) da previsao sera:

0721+h\n = Varn [yn+h]

=02 (1 + E(a + i6)2> .

Para inicializacao dos estados, a abordagem mais simples ¢ tomar by = 0 e {y = y;.
Uma forma mais moderna seria otimizar by, /o € R em conjunto com os parametros de

alisamento «, f* € R.

Modelo SES com drift

Um caso particular do modelo linear de Holt ocorre quando fixamos * = 0, ou seja,
B = 0. Nesse cendrio, a componente de tendéncia torna-se constante, o que implica
que b; = by para todo t, representando uma taxa de crescimento (ou decrescimento)
fixa — denominada drift. Esse caso especifico resulta no chamado modelo de alisamento

exponencial simples com drift (SES-d), cuja formulacao é:

Y =l + b1 + &y,

by =l + by + acy,

btzbt—l‘i‘M,

ou, de forma equivalente, considerando b; = b;_; = b:

Y =l +Q—/1b + €, (2.9)
ét = gt,1 +§t/1b + asgy. (210)

10
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2.2.3 Modelo Holt-Winters

O método de Holt-Winters supde que a série observada pode ser decomposta em termos

de uma tendéncia, sazonalidade e um ruido. Por exemplo:

Y, =T, + 5 + Ry,

o que nos leva ao desenvolvimento de Y; em termos de um ajuste de Holt para T;, e, para

S, o indice sazonal na posi¢ao equivalente a t no tultimo ciclo sazonal. Nesse caso:

Yr = b1 + b1 + S + €4,

em que m é o nimero de observacoes dentro do ciclo sazonal.

O método de Holt-Winters é dado por:

Previsao (ajuste) :  §yi—1 = le—1 + b1 + St—m,
Level : 0y = a(ys — st—m) + (1 — @) (le—1 + bi—1),
Crescimento : by = " (¢y — li—1) + (1 — B*)bs_1,

Sazonalidade : s, = y(y — l—1 — b—1) + (1 — ¥)St—m,

em que a, *,7 € (0,1) sdo pardmetros de alisamento e £y, by € R, (S1_m, S2-m,---,50)' €
R™ sdo parametros de inicializagdo. Veja que {y; — s;_,,} consiste na série com sazonali-

dade ajustada e {y; — ¢;—1 — b—1} na série com tendéncia ajustada.

O método de Holt-Winters pode ser escrito como um MEE linear. Admitindo erros

aditivos y; = py + €4, em que

e = Geje—1 = Elye | ve—1, - y1] =1 + b1 + St—m,

11
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chegamos as equacoes:

Y = b1 + b1 + S + €4,
by =Ll + b+ aey,
by = b1+ Bey,

St = St—m T Y Et,

em que:

6 = B* Qa, EOa bO € R) a,7 € (071)7 6 € (0,0é)

(2.11)
(2.12)
(2.13)

(2.14)

As equagoes (2.11)—(2.14) configuram o modelo estocéastico de Holt-Winters aditivo

ou HW, (4o, by, S1—m, - - -, S0, @, 3,77), pois conseguimos escrever um MEE linear equiva-

lente:

T =
Yy =W Ty_1 + &y,

Ty = FZ,_ 1 + gey,

em que:

w=(1,1,0,0,...,0,1)7,

= (o, 8,7,0,...,0)7,

5 T

Ty = (gt, bt7 Sty St—15 -+ St—m—H) )
g = (Et—la bi—1, St—1, St—2, -+ -, St—m)Tu

12
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e: _ -
1100 0 0

0100 0 0

0000 01

F=10010 0 0

0001 0 0

0000 10

A previsdo pontual é dada por:

gn+h|n =E, [yn-‘rh] =L, + hb, + Snthib—m>

em que ht = [(h —1) mod m] + 1. A varidncia condicional é dada por:

h—1 k-1
Tpinpn = |1+ Zl(a +iB)" + (k — 1)7* +2 2; e+ jB)| o2,
1= Jj=

em que k é o menor nimero inteiro positivo tal que n — km + h < n.

Como adotamos a suposicao de que Y; = T; + S; + R;, o modelo descrito é conhecido
como o modelo de Holt-Winters aditivo. E possivel formular uma versao multiplicativa

desse modelo, assumindo Y; = T; x S; + R;. O Holt-Winters multiplicativo configura um

MEE néo linear 2.1.

As duas variagoes do modelo diferem na forma de modelagem do componente de
sazonalidade. O Holt-Winters aditivo é mais adequado quando as variagoes sazonais
permanecem aproximadamente constantes ao longo da série, enquanto o multiplicativo
é mais apropriado quando essas variagoes mudam proporcionalmente ao nivel da série

(Hyndman e Athanasopoulos, 2021).

13
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2.2.4 Estimacao

Usando a densidade de y = (y1,...,¥,)' sob a suposicdo de normalidade dos erros, essa

expressao se reduz a:

py) = (2m0?)

2
€xp (‘202 ;Q) )

n
H$t1

pois p(y) = p(y1) ITizs P(YelYe1, - - -, 91), em que p(yelye-1, - .-, y1) é a densidade da distri-
buicao N(w(Zy_1), [r(Zi—1)]* o2).

A funcao de verossimilhanca baseia-se nessa densidade. Ela depende do vetor de
parametros de alisamento e damping 6 = («, 3,7,¢)", da varidncia das inovagoes o2, e
também do vetor de estados iniciais Zy (pardmetros de inicializa¢ao). Assim:

-1
1 &K,
exp (_M E 67&) . (215)

L(0,%o,0° | y) = (2707

O logaritmo da verossimilhanca é:

1 n
log L = ——log (2ma?) Zlog|r Tiq)| — 557 ZE? (2.16)
o?

t=1

Ao derivar a equagao (2.16) em relacdo a o? e igualar a zero, obtemos o estimador de

maxima verossimilhancga:

> el (2.17)

14
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Logo, o logaritmo negativo da verossimilhanca multiplicado por dois é:

—2log L(6, %y | y) = nlog(2mes?) + 2 > log|r (@1

t=1

= ¢, +nlog (Z 5?) + QZlog |r(Z-1)],

t=1 t=1
em que ¢, depende de n, mas nio de 8 ou % (Hyndman, Koehler, Ord et al., 2008).

Assim, as estimativas de maxima verossimilhanca para os pardmetros de alisamento
em 6 e o vetor de estados iniciais Zy podem ser obtidas pela minimizacao de L*(0, %),

sob a suposicao de normalidade dos erros, ou seja:
NS . * —
6,7y = argmin L*(0, 7)),

em que

L7(8.7) = nlog (Z a?) +23 log (7).

t=1 t=1
o que sO pode ser obtido de forma numérica. De forma equivalente, pode-se minimizar a

soma de quadrados aumentada:

> el (2.18)

No caso homocedéstico (modelos com erros aditivos, como todos os vistos ao longo do

Capitulo 2), r(#;—1) = 1, entao a equagao (2.18) se reduz a soma tradicional de quadrados.

Embora a equacao (2.18) seja derivada de (2.15), também se pode fazer a estimagao
assumindo diretamente a minimizacao de S(6, 7)) (Hyndman, Koehler, Ord et al., 2008).
Essa abordagem, chamada de Minimos Quadrados Aumentados (Augmented Least Squares
— ALS), ndo exige suposigoes sobre a distribuigao dos erros. Quando usada dessa forma

ela produz os chamados quasi-maximum likelthood estimators.
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Valores iniciais para otimizacgao

Tradicionalmente, e também como indica Hyndman, Koehler, Ord et al. (2008), os valores
iniciais em Zj sao tradados como parametros a serem estimados juntamente com os para-
metros de alisamento. Nesse caso, os valores que inicializam o algoritmo para minimizar

L*(G_’7 Zy) podem seguir o esquema heuristico de Hyndman, Koehler, Snyder et al. (2002):

« Componente de sazonalidade inicial. Para séries sazonais, calcula-se uma mé-
dia moével de 2 x m — isto é, uma média mével de ordem m, seguida por uma
média mével de ordem 2 — nos primeiros anos da série. Denote isso por {f;}, com
t="%+1,%+2,.... Para sazonalidade aditiva, a série ¢ ajustada subtraindo y; — f;
para retirar sua tendéncia. Para sazonalidade multiplicativa, esse ajuste é feito com
a divisao: y;/f;. Os indices sazonais iniciais, $_,,41, ..., So, sao calculados como a
média da série observada, com a tendéncia ajustada, para todos os tempos ¢ no res-
pectivo ciclo sazonal, considerando os primeiros anos da série. Esses indices sazonais
sao normalizados para somarem zero na sazonalidade aditiva e m na sazonalidade

multiplicativa.

« Componente de level inicial. Para dados sazonais, calcula-se uma tendéncia
(linear) por regressao linear sobre as dez primeiras observagoes da série, com a
sazonalidade ajustada, contra o tempo ¢t = 1,...,10. Para dados nao sazonais,
a tendéncia linear é ajustada nos primeiros dez valores observados. O valor ¢y é

definido como o intercepto dessa tendéncia.

« Componente de crescimento inicial. Define-se by como a inclinacao da tendén-

cia calculada anteriormente.

Ja os valores, para inicializacdo do algoritmo de otimizagdo, em 0 = (o, B,v,0)"

podem ser (0.1, 0.01, 0.01, 0.99) 7, como indica Hyndman, Koehler, Ord et al. (2008).
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2.3 Método Theta

O método Theta de Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000) é aplicado a séries tempo-
rais nao sazonais ou com sazonalidade ajustada (série temporal sem sazonalidade). Sua
principal caracteristica é a decomposicao da série sem sazonalidade em duas componen-
tes denominadas linhas theta, construidas a partir da aplicagdo de coeficientes 61 e 05 a
segunda diferenca da série sem sazonalidade (Fiorucci et al., 2016). Quando 6 < 1, as
diferencas sao suavizadas, o que favorece a representacao da tendéncia de longo prazo.
Em contrapartida, valores de 6 > 1 amplificam as curvaturas locais, destacando os movi-

mentos de curto prazo (Assimakopoulos, 1995).

As linhas resultantes, denotadas aqui por Z(60;) e Z(6,), mantém o mesmo valor
médio e inclinacao da série sem sazonalidade, mas apresentam curvaturas alteradas de
acordo com o valor de 6, permitindo filtrar ou realcar estruturas especificas dos dados.
Essa decomposicao tem como vantagem a capacidade de capturar padroes que nao seriam

plenamente explorados apenas por meio da extrapolagao direta da série sem sazonalidade.

Cada linha theta é projetada no futuro separadamente, utilizando métodos adequados
de previsdao. As previsoes pontuais da série sem sazonalidade sao entdo obtidas por meio
da recomposicao dessas projecoes via um esquema de combinacao. A pratica de combinar
previsoes é amplamente reconhecida na literatura por promover maior precisao e robustez
(Clemen, 1989; Makridakis e Winkler, 1983; Petropoulos, Makridakis et al., 2014), o que

justifica sua ado¢ao no método Theta.

Além de sua simplicidade estrutural, o método destacou-se pelo bom desempenho em
competicoes de previsao como a M3 (Koning et al., 2005; Makridakis e Hibon, 2000)
e a competicao de turismo (Athanasopoulos et al., 2011), consolidando-se como um dos
modelos de referéncia na area. A seguir, conforme a exposicao detalhada de Fiorucci et al.
(2016), apresenta-se a formulagdo matemética do método Theta, originalmente proposto

por Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000).
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Os autores definem a linha theta Z(0) = (Z1(0), ..., Z,(0))" como a solucio da equa-
cao:

V2Z,(0) = V%Y, t=3,...,n, (2.19)

em que Yi,...,Y, representa a série temporal sem sazonalidade, e V é o operador dife-
renga, definido por VX, = X; — X, ;. Os valores iniciais Z1(0) e Z(f) sdo determinados
pela minimizacdo da soma dos quadrados dos residuos Y7, (Y; — Z;(6))%.

Posteriormente, Hyndman e Billah (2003) apresentaram uma solugao analitica para a

linha theta, expressa como:

Zi(0)=0Y:+ (1 —0)(A,+ But), t=1,...,n,

em que A, e B, sdo os coeficientes de minimos quadrados de uma regressao linear simples

da série, sem sazonalidade, Y7, ...,Y,, sobre os tempos t = 1,...,n, dados por:
1 n+1 6 2 & n+1Z

A, =—>» Y, ——B,, B,= — ) tY; — Y, ].

n;t 2 n2—1<n; ! n ;t>

Sob essa formulagao, as linhas theta podem ser interpretadas como transformagoes
da série sem sazonalidade que preservam seu nivel médio e tendéncia linear, ao mesmo
tempo em que modulam suas curvaturas locais. E importante destacar que A,, e B, sao
fungoes exclusivamente dos dados da série sem sazonalidade e ndo constituem parametros
ajustaveis do método.

As previsoes produzidas pelo método Theta sdo obtidas diretamente para a série sem
sazonalidade. Para um horizonte de h passos a frente do tempo n, calcula-se a média das
extrapolagoes individuais das duas linhas theta: ZMMR(O), obtida por regressao linear,
e Zn+h|n(2), obtida por alisamento exponencial simples (SES), conforme detalhado na

Secao 2.2.1. Essa combinagao é feita com pesos fixos de 50% para cada componente.

O algoritmo completo do método Theta de Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000),
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para previsao de uma série temporal de interesse, segue as etapas descritas abaixo:

1. Ajuste da sazonalidade: Avalia-se a presenca de sazonalidade estatisticamente

significativa na série temporal de interesse. Utiliza-se o critério:

1+2 Zﬁ_l r?
|rm’ > q1—a/2\/17

n

em que 7 representa a autocorrelagao de ordem k, m é o nimero de periodos por
ciclo sazonal (por exemplo, 12 para séries mensais), n é o tamanho da amostra, ¢
é a fungdo quantil da normal padrao, e (1 — «)% é o nivel de confianga — sendo

adotado, originalmente, o valor a = 0,10.

Caso identificada sazonalidade, realiza-se seu ajuste por decomposicao classica, as-
sumindo componente sazonal multiplicativo. Nesse caso, denomina-se por série sem
sazonalidade aquela obtida apds esse ajuste. Caso contrario, a série sem sazonali-

dade ¢é tida como a propria série de interesse.

2. Decomposicao: A série sem sazonalidade é decomposta em duas linhas theta:
Z(0), que captura a tendéncia de longo prazo, e Z(2), que enfatiza os componentes

de curto prazo.

3. Extrapolagao: A linha Z(0) é extrapolada por regressao linear, e Z(2), por SES.

4. Combinacao: As previsdes para a série sem sazonalidade sao obtidas pela média

simples das projecoes de Z(0) e Z(2).

5. Ressazonalizagao: Se houve ajuste sazonal na Etapa 1, para gerar as previsoes da
série de interesse, aplica-se a reversao multiplicando os valores previstos na Etapa 4
pelos indices sazonais correspondentes aos observados no ultimo ciclo sazonal. Caso

contrario, as previsoes da série se interesse sao as obtidas na Etapa 4.
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Esse procedimento com dois valores fixos de 6, extrapolagoes especificas e combinacao
com pesos iguais foi o utilizado na competicio M3 (Makridakis e Hibon, 2000), onde
ele apresentou desempenho superior aos demais concorrentes, consolidando-se como um

modelo de referéncia em previsao de séries temporais.

2.4 Modelos para Otimizacao do Método Theta

Nesta secao, apresentam-se os modelos propostos por Fiorucci et al. (2016) como extensoes
do método Theta. Tais modelos visam aprimorar a escolha das linhas theta a partir de
critérios de otimizacao, em contraste com os valores fixos adotados por Assimakopoulos
e Nikolopoulos (2000). A formulacao é desenvolvida dentro de um arcabougo de modelos
de espaco de estados, permitindo maior flexibilidade e fundamentacao estatistica.

Um aspecto chave do método Theta é que, por definicao, ele permite a combinacao
de diferentes linhas theta com pesos que podem ser fixos ou otimizados. No entanto, na
formulacao classica adotada por Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000), os coeficientes 0
sao definidos a priori, restringindo o modelo a uma estrutura especifica (cf. Segao 2.3).

Seja Yi,...,Y, uma série temporal nao sazonal ou com sazonalidade previamente
ajustada por decomposicao classica multiplicativa. Define-se a combinacao linear de duas
linhas theta como:

X, = wZy(0)) + (1 — w) Zy(6s), (2.20)

em que w € [0, 1] é o peso da combinagao, e os coeficientes 6; < 1, 5 > 1. Fiorucci et al.

(2016) mostram que, para que X; = Y; para todo t = 1,...,n, o peso étimo deve ser:
0y — 1
=w(f,6y) = : 2.21
w = w(b,6,) 0, — 0, ( )

Essa solucao é tnica e garante a recomposicdo exata da série original a partir das

linhas theta. O método Theta é recuperado ao se fixar 6; = 0 e 0y = 2, resultando em
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w = 0,5. Assim, as equagdes (2.20) e (2.21) fundamentam uma generalizagao do método
Theta que mantém a propriedade de reconstrucao exata da série, independentemente dos

valores escolhidos para 6; e 6s.

2.4.1 Modelo Theta Otimizado

Sejam A,, e B, os coeficientes de uma regressao linear simples da série {Y;,t =1,...,n}
sobre t, conforme definidos na Segao 2.3. O Modelo Theta Otimizado (OTM) é formulado
como um modelo de espaco de estados estocastico, para uma série sem sazonalidade,

composto pelas seguintes equagoes:

Y = pu + e, (2.22)
o=t + (1= é) {(1 _ )4, + (W) Bn} | (2.23)
l=aY;+ (1 —a)l_y, (2.24)

com pardmetros {yp € R, a € (0,1) e # € [1,00). Os pardmetros 0, « e {y sdo estimados a

partir dos dados.

A previsao pontual h passos a frente, calculada na origem n, é dada por:

A

Vronn = EYoin | Vi,.... Y]
=, + (1 - ;) {(1 —a)"A, + l(h— iz _O‘Wl] Bn}.

«

A variancia condicional associada é:

Var[Yon | i, Ya] = [14 (h = 1)a?| o™,
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O intervalo de previsao de (1 — a)% para Y, 4, é construido como:

A

Vot £ 1maj2y/[L + (b — 1)a2] 2.

Considerando a série sem sazonalidade e quando # = 2, o OTM reproduz as previsoes
do método Theta. Para mais detalhes sobre a equivaléncia entre OTM e o modelo SES-d,

ver Fiorucci et al. (2016).

2.4.2 Modelo Theta Otimizado Dinamico

Para ampliar a flexibilidade do modelo, os coeficientes A,, e B, podem ser tratados como
fungoes dinamicas do tempo. Ao atualizar o estado de ¢ para ¢+ 1, consideram-se apenas
os dados disponiveis (sem sazonalidade) até o tempo ¢, ou seja, Yi,...,Y;. Com isso, as

equacoes do modelo OTM sao reescritas substituindo-se A,, e B,, por A; e B,.

A previsao de um passo a frente no tempo t é dada por:

Vi =0 + (1 = ;) {(1 — o)A, + ll - (1; O‘)m] Bt}.

O sistema dinamico é descrito pelas equagoes de espaco de estados:

Y;g = U + &4, (225)
1 1—(1-a)t

e = gt—l + (]_ — 0) {(1 — Oé)t_lAt_l + [wl Bt_l} s (226)

gt = Oé}/t + (1 - Oé)gt_l, (227)
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com os coeficientes dinamicos atualizados recursivamente por:

a=v.-"1in,

B —1[(t—2>B PP A
t_t+1 t—1 t t t—1 )
1 _

Vo= |(t= DY + Y],

com condicoes iniciais Ag = By = By = Yy = 0. Os parametros do modelo continuam

sendo lp € R, v € (0,1) e 0 € [1,00).

Esse modelo é denominado Modelo Theta Otimizado Dinamico (DOTM), e constitui
uma extensao do OTM, permitindo que a componente de tendéncia se adapte ao compor-

tamento recente da série.

A previsao 1 passo a frente de n é:

Vit = lo + (1 - é) {(1 —a)"A, + ll - “;O‘)M] Bn}.

Para horizontes maiores (h > 2), as previsoes sao obtidas recursivamente, substituindo
os valores futuros Y,, 1, ..., Y, 1,1 por suas respectivas previsoes. A varidncia condicional
Var[Y, . | Y1,...,Y,] ndo possui forma fechada neste modelo. Sua estimacao pode ser
realizada por reamostragem (e.g., bootstrap) a partir das simulagoes de Y, ., considerando

o modelo ajustado.

Diferentemente de modelos lineares como o OTM ou o SES-d, o DOTM permite com-
ponentes de tendéncia nao lineares, tanto no ajuste in-sample quanto na projecao out-of-

sample, conferindo maior flexibilidade ao modelo (Fiorucci et al., 2016).
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2.4.3 Estimacao

A estimacgao dos parametros é feita por meio da minimizagao da soma dos quadrados dos
erros (SSE, do inglés Sum of Squared Errors):

(0o, &, 0) = arg min S, — )

£07 «, 0 t=to

Para o modelo DOTM, Fiorucci et al. (2016) recomendam iniciar a soma a partir
de ty = 3, pois A; e B; sao coeficientes de regressao linear e requerem ao menos duas
observagoes.

Assumindo que {g;} é um processo i.i.d. N(0,0%), a estimativa de SSE coincide
com o estimador de maxima verossimilhanca. Ao substituir o2 por 6% = SSE/n, a log-

verossimilhanca é:
n

5 (1 + log2m).

(L, v, 0) = —g log 6% —

Nota: A formulagao matematica e os algoritmos descritos nesta se¢do seguem de forma
adaptada o trabalho original de Fiorucci et al. (2016), com reorganizagao textual e expo-

sicoes complementares para fins didaticos nesta dissertacao.
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Capitulo 3

Bagging

A técnica conhecida como Bagging (do inglés Bootstrap Aggregating), proposta inicial-
mente por Breiman (1996), constitui um marco no desenvolvimento de métodos estatis-
ticos e de aprendizado de maquina baseados em ensembles. A ideia central deste método
consiste em gerar multiplas versoes de um estimador por meio de reamostragens bootstrap
dos dados originais, combinando posteriormente esses resultados para obter uma unica
estimativa mais robusta e estavel (Hastie et al., 2009; Dietterich, 2000).

A motivagao original por tras do Bagging esta associada ao problema dos chamados
estimadores instaveis, cuja variabilidade pode levar a previsdes pouco confidveis. Tais
estimadores, como arvores de decisao profundas ou redes neurais, apresentam alta sen-
sibilidade a pequenas perturbagoes nos dados de treinamento (James et al., 2021). O
Bagging, ao explorar reamostragens e agregacoes, atua como um mecanismo eficaz para
reduzir essa variancia, estabilizar os resultados e aumentar a precisao preditiva (Zhou,
2012).

De maneira intuitiva, o Bagging se apoia no principio conhecido como “sabedoria das
multidoes” (wisdom of the crowds) (Surowiecki, 2004; Kuncheva, 2014). Em outras pa-
lavras, o método constréi uma “multidao” de modelos individuais ligeiramente diferentes

uns dos outros e agrega suas previsoes ou estimativas. Como esses modelos individuais



cap. 3. Bagging §3.1. Formulagcao do Método

sao construidos a partir de diferentes subconjuntos dos dados originais, suas variac¢oes ten-
dem a se compensar mutuamente, produzindo um resultado agregado que frequentemente
supera, em termos de desempenho preditivo, aquele produzido por um tinico modelo.
Dessa forma, este capitulo pretende explorar detalhadamente o método Bagging, abor-
dando sua implementagdo pratica, adaptagoes para problemas especificos (especialmente
séries temporais, foco desta dissertagao), vantagens e limitagoes, além de apresentar apli-
cagoes concretas que ilustram sua utilidade no contexto de andlise e previsao de séries

temporais.

3.1 Formulagao do Método

Formalmente, o método de Bootstrap Aggregating (Bagging) pode ser descrito como uma
técnica que combina multiplas versoes de um estimador, obtidas por meio da reamostra-
gem bootstrap dos dados originais.

Considere um conjunto de dados observado

D = {(Zi,yi) } iy »

em que I; representa o vetor de variaveis preditoras e y; a variavel resposta associada a
1-ésima unidade amostral.
Dado um estimador ou preditor instével f(-), construido a partir do conjunto de dados

original D, o procedimento geral do Bagging pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Gerar B novas amostras bootstrap independentes D*), D*2) . D*PB) cada uma

contendo n observagoes obtidas por amostragem com reposicao a partir de D.

2. Para cada amostra bootstrap D*® | construir um estimador individual f *®) (1), com

b=1,2,...,B.

3. Obter o estimador agregado fbag(‘) por meio da combinacao simples dos estimadores
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individuais. Em problemas de regressao, utiliza-se a média:

fbag(f) = !

o]

B A

> @),

b=1

enquanto que, em problemas de classificacdo, utiliza-se a moda:

fbag(f) = moda (f*(l)(f), . ,f*(B)(f)) .

Em suma, como descrito no Algoritmo 1, o método Bagging utiliza reamostragens
bootstrap para gerar diversas versoes do conjunto de dados, aplicando o estimador base
a cada uma delas e combinando as estimativas resultantes, com o objetivo de reduzir a

variancia e aumentar a estabilidade do modelo preditivo.

Esse método pode ser interpretado como um caso especial de técnicas de agregacao
baseadas em bootstrap, amplamente utilizadas para reduzir a varidncia e aumentar a
estabilidade de estimadores que, individualmente, exibem alta sensibilidade a variacoes

nos dados (Breiman, 1996; Hastie et al., 2009).

A eficiéncia do Bagging, no que diz respeito a melhoria do desempenho preditivo, esta
intimamente relacionada a propriedade estatistica conhecida como reduc¢do de variancia
(James et al., 2021; Zhou, 2012). De forma intuitiva, supondo que cada estimador indivi-
dual possua alta variabilidade, a média agregada de multiplas versoes independentes tende
a apresentar menor variancia do que cada estimador individual tomado isoladamente. A
magnitude da redugdao dependerd diretamente da correlagdo entre os estimadores obtidos
via bootstrap: quanto menor essa correlagao, maior tende a ser a reducao de variancia
alcangada (Kuncheva, 2014).

Por outro lado, é importante destacar que o Bagging se mostra especialmente eficaz
para estimadores instaveis, tais como arvores de decisao profundas, redes neurais comple-

xas ou modelos nao paramétricos flexiveis, cuja alta variabilidade pode ser compensada
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pela agregacao (Dietterich, 2000). J& em modelos naturalmente estaveis, como modelos
lineares ou aditivos simples, a técnica tende a apresentar ganhos menos expressivos, ou

até mesmo nulos, em termos de desempenho preditivo (James et al., 2021).

Algoritmo 1: Bagging (Bootstrap Aggregating)

Entrada: Conjunto de dados original D = {(&;, y;) }}_;; ntimero de modelos B;
estimador base f

Saida : Estimador agregado fbag

=

para b =1 até B faga

2 Gerar uma amostra bootstrap D*® com reposicdo, de tamanho n, a partir de
D

3 Ajustar o estimador base f aos dados D*®) obtendo f *(b)

4 fim

5 para cada nova observacio ¥ faga

6 Obter as B predicdes individuais f*)(z), ..., f*B)(Z)
7 if tarefa de regressao then

o || uel®) e 5 TR FO@

9 else

10 Fras(@) + moda (FAO@), .., 1®(3))

11 end

12 fim

3.2 Uso em Séries Temporais

A aplicagao direta de métodos estatisticos e de aprendizado de maquina as séries tempo-
rais apresenta desafios especificos, decorrentes fundamentalmente da estrutura temporal
dos dados. Diferentemente de outras areas, em séries temporais as observagoes sao na-
turalmente ordenadas no tempo e apresentam dependéncia temporal. Essa dependéncia

implica que o valor de uma observacao esta fortemente associado as observagoes anteriores,
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violando a suposi¢ao de independéncia frequentemente assumida em métodos estatisticos

classicos.

Métodos baseados em Bootstrap Aggregating (Bagging), como originalmente propostos
por Breiman (1996), partem da premissa de que as observagoes sdo independentes e iden-
ticamente distribuidas. No contexto temporal, entretanto, essa hipotese nao se mantém,
impondo limitagoes ao uso direto do bootstrap tradicional e exigindo técnicas especificas

que possam preservar a estrutura de autocorrelagao presente nos dados.

Adicionalmente, séries temporais reais frequentemente exibem outros fenémenos, como
nao estacionariedade, tendéncias de longo prazo, sazonalidade e heterocedasticidade (va-
ridncia ndo constante ao longo do tempo). Tais fendmenos demandam cuidados adicionais
na reamostragem e agregacao dos modelos individuais, para evitar que padroes estruturais

importantes sejam destruidos ou mal representados nas amostras geradas.

Neste sentido, a aplicagao eficaz do Bagging em séries temporais exige adaptagoes
metodologicas rigorosas. Uma das principais estratégias adotadas é o uso de técnicas
especializadas de reamostragem por bootstrap, especialmente o método conhecido como
Mowing Block Bootstrap (MBB, bootstrap de blocos méveis), originalmente proposto por
Kinsch (1989). O MBB consiste na geragao de amostras bootstrap por meio da selegao
aleatoria de blocos contiguos de observacoes, preservando, assim, a dependéncia temporal
dentro de cada bloco. Desse modo, ao invés de sortear observagoes individuais, o método
sorteia blocos de tamanho fixo, garantindo que a estrutura autocorrelacionada dos dados

seja mantida nas amostras reamostradas (ver Figura 3.1).

29



cap. 3. Bagging §3.2. Uso em Séries Temporais

Figura 3.1: Ilustragao esquemdtica do método de bootstrap em blocos méveis (Moving
Block Bootstrap — MBB). Na figura, uma série temporal com comprimento n = 18 e
tamanho de bloco ¢ = 4 é apresentada. Note que existem n — £ 4+ 1 = 15 possiveis blocos
a serem sorteados. O procedimento seleciona aleatoriamente |n/¢| 4+ 2 blocos e, adicio-
nalmente, sorteia aleatoriamente um ponto inicial para a geragao da nova série bootstrap
dentro do primeiro bloco selecionado. Fonte: adaptado de Petropoulos, Hyndman et al.

(2018).

Recentemente, uma abordagem eficaz foi proposta por Bergmeir et al. (2016), na
qual o método Bagging é combinado com técnicas adicionais de pré-processamento dos
dados, incluindo a transformagao de Box—Cox (Box e Cox, 1964) e a decomposi¢ao STL
(Seasonal and Trend decomposition using Loess) (Cleveland, Cleveland et al., 1990). O

procedimento geral pode ser resumido nas seguintes etapas:

1. Transformacao de Box—Cox: os dados originais sao primeiramente submetidos
a transformacao de Box—Cox, com o objetivo de estabilizar a varidncia das obser-
vacoes, mitigando o problema da heterocedasticidade frequentemente presente em

séries temporais reais.

2. Decomposicao STL: apos a transformacao, a série é decomposta em componen-
tes de tendéncia, sazonalidade e residuo. A decomposicao STL (Seasonal and Trend
decomposition using Loess) utiliza suavizagoes locais (loess) e é amplamente empre-
gada por sua flexibilidade e robustez na separacao de componentes sazonais e de
tendéncia, mesmo em séries com variacoes nao lineares ao longo do tempo. Caso a

série nao apresente componente sazonal, utiliza-se a decomposicao baseada somente
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em suavizagoes locais (Loess decomposition) (Cleveland, Grosse et al., 1992).

3. Bootstrap dos residuos (MBB): o residuo obtido da decomposigao é reamos-
trado utilizando-se o MBB, gerando novas séries que preservam a estrutura auto-

correlacionada original.

4. Reconstrucao das séries bootstrap: as séries sao reconstruidas combinando-se
os residuos reamostrados com as componentes de tendéncia e sazonalidade previ-
amente obtidas. A inversa da transformacao de Box—Cox ¢é entdo aplicada para

retornar os dados a sua escala original.

Cada série temporal reconstruida por meio desse processo fornece uma nova versao da
série original, permitindo o ajuste independente de modelos individuais em cada amostra
bootstrap. Por fim, as previsdes obtidas desses modelos individuais sao agregadas, geral-
mente por meio da média ou mediana, produzindo previsoes finais mais robustas e menos
sensiveis a perturbagdes nos dados originais. KEsse procedimento adaptado de Bagging
tem mostrado resultados promissores, especialmente quando aplicado em métodos tra-
dicionais como o alisamento exponencial (Bergmeir et al., 2016; Petropoulos, Hyndman
et al., 2018). Em particular, estudos indicam que essas adaptagoes reduzem a variancia
das previsoes e melhoram consistentemente a acuracia em diversas frequéncias temporais

(mensal, trimestral e anual) (Petropoulos, Hyndman et al., 2018).

A Figura 3.2 mostra o resultado ao aplicar o método bootstrap adaptado, de Bergmeir
et al. (2016), na série M495 do bando de dados da M3 (Makridakis e Hibon, 2000). Nota-se

que as séries geradas preservam adequadamente o comportamento geral da série original.
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Figura 3.2: Versoes bootstrap (em azul) da série temporal original M495 (em preto). Sao
apresentadas cinco séries geradas pelo método adaptado, no qual residuos sao primeira-
mente reamostrados por meio do Mowving Block Bootstrap (MBB), para em seguida serem
recombinados com as componentes de tendéncia e sazonalidade previamente obtidas pela
decomposi¢ao STL. Por fim, aplica-se a inversa da transformacao de Box—Cox para obter
as séries na escala original. Fonte: adaptado de Bergmeir et al. (2016).

3.3 Limitacgoes

Apesar das vantagens e adaptagoes descritas anteriormente, o método Bagging apresenta
limitagoes importantes. Em particular, por ser uma técnica projetada para reduzir a
variancia de estimadores instaveis, ele nao é capaz de solucionar problemas relacionados
ao viés estrutural de modelos inadequados para a estrutura dos dados (Breiman, 1996;
Hastie et al., 2009).

Se o estimador base escolhido nao consegue representar corretamente as relagoes pre-
sentes nos dados, combinar previsdes obtidas por Bagging nao corrigira essa limitacao
fundamental (James et al., 2021). Em outras palavras, a agregagao via Bagging nao re-
solve problemas relacionados a falta de flexibilidade do modelo base. Portanto, embora
o Bagging seja altamente eficaz na reducao da variabilidade das previsoes, é importante
reconhecer que sua utilizagdo nao supera limitagoes intrinsecas relacionadas a escolha do

modelo base (Zhou, 2012).
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Capitulo 4

Modelo Theta Otimizado Sazonal

Fiorucci et al. (2016) mostram que o Modelo SES-d é equivalente ao Modelo Theta Otimi-
zado (OTM), sob certas condigoes. Por outro lado, Winters (1960) propde uma modifica-
¢ao para lidar com sazonalidade no método linear de Holt, que em um caso particular faz
previsao da mesma forma que o SES-d. Baseado nisso, apresentamos o Modelo Theta Oti-
mizado Sazonal como uma extensao do OTM para lidar internamente com sazonalidade.

Em seguida propomos uma versao dinamica para esse modelo.

O OTM ¢ dado pelas equagoes:

Yt = Pt + E¢,
1 1—(1—a)t
e = gt—l + <1 — 9> {(1 — a)t_lAn + [(M] Bn}7

gt = Y + (1 — O[)gt_l.

Quando tomamos J,_; = (1 — %) {(1 —a)7A, + [M} Bn}, as equacoes acima
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se tornam:

Y =Ll + Jio1 + &y,
bo=ay + (1 — )b,

1
Jt = (]_ - O./)Jt_l + (]. - Q) Bn,

pois, J; = (1 - %) {(1 —a)tA, + [M] Bn}, entao:

«

1— ;) {(1 —a)tA, + [1 mit ;ml B, — Bn},

o que implica que J; = (1 — o) Jy_1 + (1 — %) B,. Seja l;* =, + J, — (1 - %) B, — para

que y; = 03, + (1 — %) B, + & —, entao ¢, = (;* — J; + (1 — %) B,,. Por outro lado,
b =ay + (1 — a)ly_q. Assim:

1 | 1
E;“*—JtJr(1—0>Bn:o¢[€f*1+(1—6>3n+&]+(1—a) [é:*l—Jt_1+(1—0)Bn},

o que implica que

f:* = Q&; + _(1 — Oé)Jt_l + g:jl + Jt

1
— e+ 0+ (1 _ 9) B,
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Em suma, conseguimos escrever o OTM (g, o, 8) usando

1

ye =05 + (1—9> By, + &y, (4.1)
1

=0+ (1 — 0) B, + agy, (4.2)

que por sua vez, sao as mesmas equagoes do Modelo, que pode ser visto em (2.9) e (2.10),
SES-d(¢5*, o, b) quando b = (1 — %) B,. Essa relacao de equivaléncia do SES-d com o
OTM é apresentada como um teorema em Fiorucci et al. (2016) e, de fato, ela acontece
se b= (1 — %) B, el =10y + (1 — %) A,. Toda construgao acima é uma reedi¢ao desse
teorema.

Esse resultado mostra que para adicionar um termo sazonal no Modelo Theta Oti-
mizado, ndo precisamos fazer isso diretamente nas equagodes originais do modelo. Po-
demos fazer isso no SES-d equivalente, em (4.1) e (4.2), e depois colocar a restrigdo
G =tb+J,— (1- %) Ba.

Para isso, vamos utilizar da estratégia, ja conhecida e validada, que o Modelo de Holt-
Winters usa para adicionar o termo sazonal no Modelo de Holt, visto que o SES-d é um
caso particular do mesmo. Isso implica em duas abordagens diferentes: a inclusao baseada

no Holt-Winters aditivo ou baseada no Holt-Winters multiplicativo.

4.1 Inclusao do termo sazonal de modo aditivo

Comegamos com o modelo SES-d(5*, «, b) equivalente ao OTM (4, cv, 0):

Y = grjl + b + Et (43)

ﬁ:* = ;kil + b + g, (44)

em que a relacao de equivaléncia é baseada em ¢;* = {;, + J, — (1 — %) B,,. Nesse caso

b= (1 — %) B,,, como foi mostrado anteriormente.
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Ao incluir o termo sazonal de forma aditiva no modelo acima — da mesma forma que

é feita no Modelo Holt-Winters aditivo, partindo do Modelo de Holt —, ele se torna:

|

= 0+ (1 - 0) Bo+ $1m + &1 (4.5)
1

o=y <1 _ 9> B, + ae, (4.6)

St = St—m + V&L (4.7)

Aplicando a restri¢ao (;* = ¢, + J; — (1 — %) B,,, chegamos na expressao para o y;. Ela

segue de:

yr =07 + (1 - %) B, 4+ St—m + &4
= {Et,l +Jio1 — (1 — %) Bn} + (1 — é) B, + 5i_m + &

={li1+ i1+ Siemt e = +e

Fazemos a mesma coisa para chegarmos na expressao para o termo de level. Ele segue

de:

6r=1t; + (1= %) Bu+as,
={tis+Ji—(1=3) B} + (1= 1) Bu+as
=lba+Jatay —b—r— i1 — 5i-m)

=a(y — st-m) + (1 =) (b1 + Ji1),
0 que equivale a:

b+ Jp — (1 - %) By, =a(y — si-m) + (1 —a) (b—1 + Ji—1)

= f=a(yp—sim) +(1—0) (boy+ Ji1) = o+ (1= 3) Ba,
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como J;, = (1—04)Jt,1+(1 - %) B,,, entdo, o level pode ser escrito como ¢, = o (yy — St—m )+

(1 — a)l;_;1. Por fim, a componente sazonal é escrito como:

St = Sp—m + et = Sp—m + ¥ (Vs — lim1 — Jom1 — S4—m)

=5 (y — b1 — Jm1) + (L —7)Si—m.

Entao, apresentamos uma versao sazonal aditiva para o OTM, na forma:

Y, = + & (4.8)
e =b1+ T+ Si—m (4.9)
bi=a (Y, —sim)+ (1 — )l (4.10)
ss=7Yi =l —T)+ (1 —7)St—m (4.11)

em que J = (1 — %) {(1 —a) 1A, + {%ﬂ)t] Bn}; a,v € (0,1) parAmetros de alisa-
mento; o, S1—m, - .., S0 € R pardmetros de inicializagao; e 6 € [1,00). Esse modelo sera
chamado de Modelo Theta Otimizado Sazonal aditivo ou SOTM,. Veja que quando v = 0

e (S1—ms---550) =0, 0 SOTM,(ly, $1—m, - - -, S0, @, 7, 0) é equivalente ao OTM({y, av, 6).

Teorema 1. O modelo HW, (5%, by, S1—m, - - -, S0, @, B,7), com €5 by € R, s1_ppy..., S0 €
R ea,B,v€(0,1), € equivalente ao modelo SOTM, ({y, S1—m, - - -, S0, @, 7, 0), com £y € R,

S1—my---, S0 ER, a,7€(0,1) e > 1, se

1 1

Demonstragao. Seja

Jo = (1 _ é) {(1 — ) A, + [1_(2”)1 Bn}.
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O SOTM, pode ser reescrito como:

Yi=li1+Jio1 + Sim + &1,
b= oYy = sp-m) + (1 — )by,
st =Y —Llior — J1) + (1= 7)S—m,

1
Jt == (1 - Oé)Jt_l + (1 - 9) Bn,

em que Jy = (1 — %) (A, + By). Assim, ao tomar 07 = 0, + J, — (1 — %) B,,, podemos

reescrever as equagées anteriores como:

1
Y, =0"+ (1 - 9) By + $t—m + &1,

1
o=+ (1 .-

6) Bn + asgy,

St = St—m + VE,

que correspondem ao modelo HW, com (5" = {y + (1 —1

como se queria demonstrar.

Conforme o Teorema 1, podemos concluir que a previsao pontual do SOTM,, segue a
forma que é herdada do HW,:

?n+h|n = E[Yn-l—h | lea s 7Yn]

=6+ (1-4) {(1 —a)"A, + ll G O‘)W] Bn}

«

1 1
_ (1 _ 9) B, +h (1 _ 9> Bo + 8y ot

~or (-3 {0-araen fo-n s TS

(%

38



§4.2. Inclusao de modo multiplicativo

em que h = [(h — 1) mod m] + 1. O mesmo vale para a varidncia condicional. Assim:

Var(Yoen | Vi, Yo = [1+ (b= 1)a® + (k — 1)3* + 29(k — 1)a] 0

= [1 +(h=1)a”+ (k—1)(v*+2 +7a)] o

em que k é o menor nimero inteiro positivo tal que n — km + h < n.

4.2 Inclusao de modo multiplicativo

Novamente, comeg¢amos com o modelo SES-d(£5*, «, b) equivalente ao OTM (g, c, 0) (4.3)
e (4.4). Ao incluir o termo sazonal de forma multiplicativa — da mesma forma que é feita

no Modelo Holt-Winters multiplicativo, partindo do Modelo de Holt —, ele se torna:

1
e = [z:il + (1 _ 9) Bn} St + 1 (4.12)
1
0 =07+ (1 - ) B+ —t, (4.13)
0 St—m
Ve

(4.14)

St = St—m + o (1 — %) Bn.

Aplicando a restri¢ao (;* = ¢, + J; — (1 — %) B,,, chegamos na expressao para o y;. Ela

segue de:

Yr = [ﬁg + (1 - %) Bn] St—m T €t
={br+ D= (1=5)Bat (1= 5) Bufsim +et

= (l—1 + Ji—1)S1—m + €1

Fazemos a mesma coisa para chegarmos na expressao para o termo de level. Ele segue
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de:

Q&g

Gr=t .+ (1-3) B+

St—m
= {gtfl + Jio1 — (1 — %) Bn} + (1 — %) B, +

Qg

=l 1+ Ji1 +

oY,
=+ A=)l + Ji1),

St—m

St—m

0 que equivale a:

b+ Jp — (1—%) B, = + (1 —a)(ley + Ji—1)

= (= + (1 — Oé)(gtfl + Jt71> + (1 — %) B, — Jt,

como J; = (1 —a)J,_1 + (1 - %) B,,, entdo, o level pode ser escrito como ¢, = ¥t 4 (1—

St—m

a)l;_y. Por fim e ap6s algumas manipulagoes algébricas, a componente sazonal segue de:

VEL

St = St—m +
G+ (1-4) B,
vY;
= (= Y)s
by + Jia ( Vs

Entao, apresentamos uma versao sazonal multiplicativa para o OTM, na forma:

Y;: = U+ & (415)
pe = (b1 + T )St—m (4.16)
Y,
l, = 80‘ L b (1-a)l, (4.17)
t—m
Y,
= ——+(1—- —m 4.18
o b +T ( 7)si ( )
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«

em que J = (1 — %) {(1 —a) 1A, + {M] Bn}; a,v € (0,1) parAmetros de alisa-
mento; p € R e s1_p,...,50 € R\ {0} pardmetros de inicializacao; e 6 € [1,00). Esse
modelo serda chamado de Modelo Theta Otimizado Sazonal multiplicativo ou SOTM,,. Veja
que quando ¥ =0 € (S1_m,...,50)" =1, 0 SOTMu (fo, S1—m, - - - , S0, @, 77, 0) é equivalente

ao OTM({y, «, ).

Teorema 2. O modelo HW,, (€5*, bo, S1—m, - - -, S0, @, 3,77), com 5", by € R, $1_ppy ..., S0 €
R\ {0} ea,pB,v € (0,1), € equivalente ao modelo SOTM, (Lo, S1—m, - - -, S0, 0,7, 0), com
b €R, $1_pm,...,50 €ER\ {0}, a,7€(0,1) e > 1, se

1 1
e;*:£0+<1—9>/1n ¢ bt:b0:(1—9>Bn.

Demonstragao. Seja
_ _ t
Jt—l — <1 —_ 1) {(1 _ a)t—lAn + [W] Bn}
0 o

O SOTM,, pode ser reescrito como:

Yi=l1+ Jio1 + Se—m + &4,
ét = O./(Yt — St—m) + (]. — O[)gt_l,
se =Y — b1 — J—1) + (1 — ) St—m,

1
Jt = (1 — Oz)th + (1 — 9) Bn;

em que Jy = (1 — %) (A, + By). Assim, ao tomar 07 = 0, + Jy, — (1 — %) B,,, podemos
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reescrever as equagcoes anteriores como:

1
}/t = |:€:i1 + <1 - 9) Bn:| St—m + €ty

*k ok 1 Ofgt
=tz (1-5) Bat o
VEL

o (1-4) By

St = St—m T

que correspondem ao modelo HW,, com (5" = {y + (1 — %) A, eb =by = (1 - %) B,,

como se queria demonstrar. O

Conforme o Teorema 2, podemos concluir que a previsao pontual do SOTM,,, segue a

forma que é herdada do HW;:

~

Yoinin = EYnin | Ya,..., Y]
_ {en +(1-3%) {(1 —a)"A, + [1 - ; O‘)nﬂ Bn} +(h—-1)(1-%) Bn} S it

R T

em que ht = [(h — 1) mod m]+ 1. A variancia condicional ainda néo é conhecida, mas
ainda é possivel que ela seja estimada via reamostragem (bootstrap) a partir das simulagoes

de Y, ., considerando o modelo ajustado.

4.3 Estimacao

Pelo fato de que tanto o SOTM,,, quanto o SOTM,, serem Modelos de Espago de Estado
— como verificado nos Teoremas 1 e 2 —, a estimagao dos pardmetros segue conforme

apresentada na Secao 2.2.4. Ou seja, sob suposicao de normalidade dos erros:

0
D))

8

0

,QA: arg min n log (Z 5?) ,

70,0,0 t=1

42



§4.4. Versoes dinamicas

em que g, = Y; — 14, pelo fato de que nos dois modelos os erros sao aditivos (caracteristica
herdada do OTM). Os pardmetros sao divididos em inicializacdo Zo = (o, S1—m, - - -, S0)

alisamento 6 = (o,7)7 ¢ 6. O logaritmo da verossimilhanca é resgatado de (2.16).
log L = —g log(2mo?®) — = > &7

Como comentado na Secao 2.2.4, as estimativas s6 podem ser alcancadas via uma
minimizagao de forma numérica, o que implica na necessidade de darmos um chute inicial
para esses algoritmos.

Um chute intuitivo para 0 é 2, o que remete a relacdo do OTM com o método Theta,
para séries sem sazonalidade, descrita em Fiorucci et al. (2016), em que o modelo re-
plica as previsdoes do método. Visto que ainda no SOTM conseguimos voltar para o
OTM, mantemos o chute inicial § = 2. Para 6, Hyndman, Koehler, Ord et al. (2008)
recomendam (0.1,0.01)7, mas ndo precisa ser assim. Para a inicializacdo da compo-
nente de sazonalidade (s;_,,,...,50)", basta seguir a heurfstica apresentada em 2.2.4
para calculo do chute inicial para esse vetor de tamanho m. Como o £y parte da restricdo
0 = by + Jy — (1 — %) B, — imposta ao modelo HW, ou HW,, para garantirmos a
equivaléncia com o SOTM correspondente —, e como usualmente ¢;* = Y7, concluimos

i

que um chute inicial adequado é o = .

A estimacdo de o2 segue conforme em 2.17:

4.4 Versoes dinamicas

Com base na construcao da versao dindmica para o OTM (Fiorucci et al., 2016), seguimos
a mesma légica para nao considerarmos os coeficientes A,, e B,, fixos no SOTM, e, também,

no SOTM,,. Assim, propomos uma versao dindmica para cada um deles, em que a
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atualizacao desses coeficientes — agora, A; e B; — do estado t para t + 1, utilizard

somente as informacoes anteriores disponiveis, ou seja, apenas os valores Yy, ...,Y;.

Nesse calculo, utilizamos Y;* (série sem sazonalidade) em vez de Y; para assegurar que
os coeficientes calculados capturem exclusivamente a componente de crescimento subja-
cente, removendo assim a influéncia da sazonalidade, que iria contaminar e introduzir

distor¢oes nas estimativas dindmicas.

Com base no SOTM,, apresentamos o Modelo Theta Otimizado Sazonal Dindamico

aditivo ou SOTM-D,:

Yi=u+e

1—(1-a)t
Ut = gt—l + (1 - %) {(1 - Oé)t_lAt_l + [H‘| Bt—l} + St—m
€t =« (Y;g - St—m) + (1 - Oé)gt_l

S =1 {Yt ~la—(1-3) {(1 —a) A+ [1_(1_0‘)? Bt_l}} + (1= 7)Stom

(0%

A sua previsao para 1 passo a frente de n é dada por:

~

Yn+h|n = E[Yn—l—h | YL s >Yn}

1—(1—a)t!
:£n+(1_é){(1_a)nAn+Bn[ ( aa> ‘|}+3nm+hjn’

em que h = [(h —1) mod m] + 1.

A partir do SOTM,,,, apresentamos o Modelo Theta Otimizado Sazonal Dinamico mul-
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tiplicativo ou SOTM-D,,:

Yy = pe + &
1—(1-a)
e = {gtl + (1 — %) {(1 - OC)tflAtfl + [(Q)] Btl}} St—m
Y,

gt == ati + (]. — Oé)gt_l

St—m

Yy

St

N by + (1 — %) {(1 —a)t1A,_ + [1—(1—04)’5} Btfl} + (1= 7)8t-m

(e}

A sua previsao para 1 passo a frente de n é dada por:

~

Yn+1|n = E[Yn+1 ‘ }/17 P ,Yn]
1—(1— n+1
= {En + (1 - é) {(1 - a)nAn + B, [ ( a a) 1}} Sn—m+hit,

em que hl = [(h —1) mod m] + 1.

Para os dois sistemas dinamicos acima, a atualizagdo dos coeficientes A; e B; segue a

estrutura usada em Fiorucci et al. (2016):

A=Y~ “1B,
1 6, . -
B, = 1 [(t —2)Bi1 + E(Yt — }/t—l):| )
_ 1 _ .
V=2 [t = DY+ 7],

Y,

St—m

V=1,V — st-m) + (1 — 1)

em que I, é uma variavel indicadora que vale 1 quando estivermos usando o SOTM-D,
e 0 quando estivermos usando o SOTM-D,,. As condi¢oes iniciais sdo Ag = By = By =
Yy = 0.

Quando o horizonte for maior (h > 2), as previsoes sao obtidas recursivamente subs-

tituindo os valores futuros Y,,;1,..., Y, n_1 por suas respectivas previsoes. E dificil de
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escrever de forma analitica a varidncia condicional Var[Y, | Y1,...,Y,] para esses dois
ultimos modelos, principalmente para o SOTM-D,,. Ainda assim, é possivel que ela seja
estimada via reamostragem (bootstrap) a partir das simulagoes de Y,, 1, considerando o
modelo ajustado.

Os parametros dos modelos SOTM sao essencialmente os mesmo de suas versoes dina-

micas e a estimagao ¢ feita da mesma forma que anteriormente, com um pequeno detalhe:

0
<))

8

05 75 = arg mlﬁ Z(Yt - :ut)Z-

Z0,0,0 t—=3

Como A; e B, sdo coeficientes de uma regressao linear, eles precisam de ao menos dois
pontos para serem bem definidos (Fiorucci et al., 2016), por isso a soma comega em ¢ = 3
— 0 que nao acontecia antes. Os chutes iniciais dos pardmetros seguem da mesma forma

que foi discutida anteriormente e a estimacao para o2 é dada por:
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Capitulo 5

Aplicacao na competicao M3

Este capitulo tem como principal objetivo apresentar uma aplicacao empirica dos modelos
desenvolvidos nesta dissertagdo no contexto da competicao internacional de previsao de sé-
ries temporais conhecida como M3-Competition (Makridakis e Hibon, 2000). Além disso,
busca-se investigar o impacto do uso de técnicas de agregacao, como o Bagging, aplicadas
aos modelos OTM e DOTM, ampliando o escopo de avaliagao preditiva. A competicao M3
é amplamente reconhecida como uma das mais importantes referéncias empiricas na area
de previsao, sendo amplamente utilizada como benchmark na comparacao de diferentes

métodos estatisticos e técnicas de aprendizado de maquina.

5.1 Contextualizacao

As chamadas M competitions, organizadas por Makridakis e colaboradores desde a década
de 1980, foram concebidas com o intuito de avaliar de forma sisteméatica e imparcial o
desempenho preditivo de diferentes abordagens. Ao longo das décadas, essas competicoes
tiveram profundo impacto tanto na literatura académica quanto na pratica empresarial,
contribuindo para uma compreensao mais clara sobre a eficacia relativa dos métodos em

diferentes contextos. A terceira edi¢ao, a M3-Competition, destaca-se por sua abrangén-
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cia, tanto em termos do niimero de séries envolvidas quanto da diversidade de frequéncias,
categorias e horizontes de previsao, além de contar com uma ampla base de resultados

disponiveis para comparacao.

A relevancia da M3-Competition também se reflete na abrangéncia do conjunto de
dados empregado: ao todo, sao 3.003 séries temporais de diferentes frequéncias — anuais,
trimestrais, mensais e de frequéncia irregular —, distribuidas em diversas categorias como
séries microecondémicas, macroeconomicas, industriais, demograficas e financeiras. Os ho-
rizontes de previsao variam conforme a frequéncia da série, sendo definidos de forma padro-
nizada pelos organizadores da competicao. Essa diversidade de estruturas permite avaliar

o desempenho dos métodos sob multiplos contextos, simulando aplica¢cdes do mundo real.

A Tabela 5.1 apresenta um resumo da composicao do conjunto de dados por frequéncia
e respectivo horizonte de previsao. A categoria denominada Outras engloba séries com
periodicidades menos comuns, incluindo dados semanais, diarios e séries irregulares. Essas
séries sao tratadas como nao sazonais e o pacote Mcomp (Kourentzes, 2021), que fornece os
dados no R, registra sua frequéncia como igual a 1. Ja a Tabela 5.2 apresenta um resumo

mais geral da composic¢ao do conjunto de dados, isto é, agregado por nicho e frequéncia.

Tabela 5.1: Descri¢ao do conjunto de dados utilizado na Competicao M3

Frequéncia Horizonte de previsao (h) Numero de séries

Anual 6 645
Trimestral 8 756
Mensal 18 1428
Outras 8 174
Total 3003
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Tabela 5.2: Distribuicao das séries da competicao M3 por nicho e frequéncia

Frequéncia Demografica Financeira Industrial Macroeconémica Microeconémica Outras Total

Anual 245 58 102 83 146 11 645
Trimestral 57 76 83 336 204 0 756
Mensal 111 145 334 312 474 52 1428
Outras 0 29 0 0 4 141 174
Total 413 308 519 731 828 204 3003

5.2 Desenho da aplicacao

Para fins de comparacao, selecionamos um conjunto de modelos e métodos amplamente
utilizados na literatura de séries temporais e também empregados na competicao M3. A
Tabela 5.3 apresenta os modelos de referéncia considerados neste estudo, incluindo al-
ternativas mais simples como o método Naive — em que sua previsao é o ultimo valor
observado da série, para qualquer horizonte —, modelos classicos de alisamento exponen-
cial como o SES (Brown, 1956) e o Damped (Gardner et al., 1985), bem como outras
abordagens estatisticas, como o modelo ARIMA (Box, Jenkins et al., 2015).

Além desses, também incluimos o método Theta de Assimakopoulos e Nikolopoulos
(2000) e suas versoes otimizadas OTM e DOTM (Fiorucci et al., 2016), com e sem Bagging,
bem como as extensoes sazonais propostas nesta dissertacao. Essa selecao permite avaliar
o desempenho dos modelos desenvolvidos frente a métodos e modelos consolidados na

literatura, tanto em termos de acuracia preditiva quanto de robustez computacional.

Tabela 5.3: Métodos e modelos de benchmark utilizados

Método/ Modelo Referéncia Secao
Naive - -

SES Brown (1956) 2.2.1
Damped Gardner et al. (1985) -
ARIMA Hyndman e Khandakar (2008) -
STheta Assimakopoulos e Nikolopoulos (2000) 2.3
OTM Fiorucci et al. (2016) 241
DOTM Fiorucci et al. (2016) 2.4.2
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Para a aplicagao aos dados da M3-Competition, os modelos (que foram tratados na
dissertacao) sao ajustados com base nos critérios de otimizagdo definidos previamente,
utilizando chutes iniciais para os parametros, nos respectivos algoritmos de otimizacao,
estabelecidos conforme a Tabela 5.4, que é motivada pelos argumentos nas Sec¢oes 2.2.4
e 4.3. Nas versoes sazonais do OTM e DOTM, os parametros si_,,, ..., So tiveram chutes
iniciais com base no procedimento descrito na Se¢ao 2.2.4, porém para séries nao sazonais,
eles sao fixados como zero ou um (como explicado no Capitulo 4), juntamente com o
parametro v — que também, nesse caso, € fixo igual a zero. Adicionalmente, exploramos
o uso da técnica de Bagging aplicada aos modelos OTM e DOTM, a fim de investigar
possiveis ganhos em estabilidade e desempenho preditivo. Para isso, foram geradas 100
séries bootstrap para cada série original da M3, por meio do método BLD.MBB proposto

por Bergmeir et al. (2016), conforme discutido no Capitulo 3.

Tabela 5.4: Modelos e método Theta considerados na avaliacao empirica

Modelo/ Método Equagodes/ Se¢ao Valores iniciais para otimizagao

STheta 2.3 63 = A107 o= 0,5

OTM 2.4 lo=Y1/2, a =05, 0=2

DOTM 2.4 lo=Y1/2, =05, 0=2

SOTM, (4.8)—(4.11) lo=Yy/2, =05, ~v=0560=2
SOTM,, (4.15)—(4.18) lo=Y1/2, 0 =05, ~v=050=2
SOTM-D, 4.4 lo=Y1/2, a =05, ~=050=2
SOTM-D,, 4.4 ly=Y1/2, a=05,~=050=2

Os resultados serao apresentados conforme agregacao das séries nas diferentes frequén-
cias, como visto na Tabela 5.1. Para uma avaliacdo empirica considerando os diferentes

nichos vistos na Tabela 5.2, veja o Apéndice A.

5.3 Resultados

A implementacao dos modelos utilizados neste estudo foi realizada na linguagem R, por

meio de fungoes desenvolvidas especificamente para esta dissertagdo, em conjunto com
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o pacote forecTheta 3.0: Forecasting Time Series by Theta Models (acesso em:
13/07/2025). Os modelos OTM e DOTM, bem como suas variantes com Bagging, estao
plenamente implementados no pacote, com documentacao e fungoes acessiveis. Ja as
versoes sazonais propostas nesta dissertacdo foram desenvolvidas com base na mesma
estrutura do forecTheta, garantindo compatibilidade e facilidade de integracao.

Para assegurar a reprodutibilidade dos resultados obtidos com os dados da M3-Competition,

disponibilizamos um repositério no GitHub contendo todos os scripts necessarios.

O cédigo-fonte estd acessivel no repositério no GitHub (acesso em: 13/07/2025).

Para replicar os resultados, siga os passos a seguir:

1. Clone o repositoério;

2. Abra o projeto .Rproj no RStudio (certifique que esta na branch chamada

devep_igor);

3. Execute o comando devtools::install() para instalar a versao local

(que foi clonada e estd na branch devep_igor) do pacote forecTheta;

4. Por fim, execute o script ./benchmarks/m3 _mase_smape.R, que realiza a
geracao das previsodes e o calculo das métricas. Se quiser replicar as Ta-

belas 5.7-5.10, execute o script ./benchmarks/percentage_improv.R.

Neste estudo, utilizamos duas métricas de acuracia para avaliar o desempenho dos mo-
delos preditivos: Symmetric Mean Absolute Percentage Error — sMAPE e Mean Absolute
Scaled Error — MASE. A escolha dessas métricas foi motivada pelo objetivo de garantir
comparabilidade entre os resultados deste trabalho e os encontrados na literatura (Berg-
meir et al., 2016; Spiliotis et al., 2019; Petropoulos, Hyndman et al., 2018), especialmente
em Fiorucci et al. (2016). E importante observar, no entanto, que a sMAPE tende a
penalizar erros positivos (quando a previsao supera o valor real) de forma mais severa do

que erros negativos, com essa discrepancia se acentuando a medida que o erro aumenta.
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Esse comportamento foi discutido por Goodwin et al. (1999), que demonstraram essa

assimetria crescente de penalizacao.

A sMAPE se baseia no erro percentual absoluto simétrico, calculado da seguinte forma:

A

’YnJri - Yn+z|n|
n+i n+iln 7
Yoril + [Yoginl

sAPE = 200 (5.1)

A MASE (Hyndman e Koehler, 2006), por sua vez, é baseada em um erro absoluto

escalonado, definido como:

A

|Yn+i - Yn+i\n|

ASE — )
(n—m)~t Z?:m+1|Y;f — Y

(5.2)

em que o denominador corresponde a média das diferencas absolutas sazonais da série

observada.

Tanto na sMAPE quanto na MASE, os erros sao calculados ponto a ponto; em seguida,
computa-se a média simples considerando todos os horizontes de previsao e, por fim, todas
as séries. Isso implica que cada erro individual — independentemente de sua origem em
uma série anual, trimestral ou mensal — recebe o mesmo peso na média final. Em outras
palavras, erros provenientes de séries mais curtas, como as anuais, tém o mesmo impacto

no valor médio das métricas que os erros de séries mais longas, como as mensais.

As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam os resultados obtidos pelos diferentes métodos e mo-
delos aplicadas as séries temporais da M3-Competition, considerando as métricas sMAPE
e MASE, respectivamente. Em ambas as tabelas, os métodos foram avaliados separa-
damente com base nos dados originais e nos dados previamente dessazonalizados. Essa
dessazonalizacao ¢ realizada via decomposi¢ao classica multiplicativa, e apos a realiza-
gao das previsoes (pelo método ou modelo especifico) para essa série com sazonalidade
ajustada, ha um passo de ressazonalizacdo com a multiplicacdo dessas previsoes pelos

indices sazonais correspondentes aos observados no ultimo ciclo sazonal. Os resultados
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estdo organizados por frequéncia da série (anual, trimestral, mensal e outras), além de
uma média geral indicada na coluna All. Essa média geral segue conforme Makridakis e
Hibon (2000).

A dltima coluna de cada tabela informa o tempo total de execugdo, em minutos, ne-
cessario para gerar as previsoes de todas as 3.003 séries para cada método ou modelo. Os
tempos marcados com asterisco indicam valores extraidos da literatura, em particular de
Fiorucci et al. (2016). Os demais valores foram obtidos a partir da execugao dos experi-
mentos realizados nesta dissertacao, por meio de um computador pessoal com processador
Intel(R) Core(TM) i5-7300HQ CPU @ 2.50GHz (4 ntcleos, 4 threads), 32 GB de meméria
RAM, sistema operacional Microsoft Windows 11 Home Single Language (64 bits). Todos

os experimentos foram executados com uso de paralelizacao explicita.

Tabela 5.5: Avaliagdo empirica utilizando a métrica SMAPE (%)

Modelo/Método Anual Trimestral Mensal Outras All Tempo (min)

Dados originais

Naive 17,88 11,32 18,18 6,30 16,58 0,31°%*
SES 17,78 10,83 16,14 6,30 15,07 0,22%*
Damped 17,07 10,96 16,25 4,30 15,02 1.05*
ARIMA 17,62 9,99 15,30 4,54 14,27 23.48%*
SOTM, 16.60 9,10 14,59 4,85 13,54 2,08
SOTM,, 16,60 9,13 13,87 4,85 13,04 2,22
SOTM-D,, 15,94 9,12 14,26 4,58 13,23 2,15
SOTM-D,, 15,94 9,16 13,75 4,58 12,89 2.28
Dados dessazonalizados
Naive 17,88 10,02 16,76 6,30 15,38 0,62*
SES 17,78 9,77 14,17 6,30 13,53 0,55*
Damped 17,07 9,79 13,96 4,30 13,24 1.52*
ARIMA 17,62 9,74 15,68 4,54 14,49 21.40*
STheta 16,74 9,23 13,83 4,93 13,05 1,23
OTM 16,60 9,17 14,17 4,85 13,26 1,40
DOTM 15,94 9.28 13.74 4.58 12.90 1,39
Bagged OTM 16,66 9,18 13,92 5,01 13,10 57,69
Bagged DOTM 16,23 9,28 13,45 4,75 12,73 57,30
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Tabela 5.6: Avaliagdo empirica utilizando a métrica MASE

Modelo/Método Anual Trimestral Mensal Outras All Tempo (min)

Dados originais

Naive 3,17 1,46 1,17 3,09 1,50 0,31°%*
SES 3,17 1,41 1,09 3,10 1,43 0,22%*
Damped 2,92 1,37 1,10 1,81 1,36 1,05*
ARIMA 2,99 1,17 0,88 1,87 1,19 23,48%*
SOTM, 2,71 1,10 0,87 2,23 1,15 2.08
SOTM,, 2,71 1,11 0,86 2,23 1,15 2.22
SOTM-D, 2,59 1,11 0,86 1,94 1,12 2,15
SOTM-D,, 2,59 1,11 0,86 1,94 1,12 2.28
Dados dessazonalizados
Naive 3,17 1,25 1,04 3,09 1,37 0,62*
SES 3,17 1,24 0,93 3,10 1,29 0,55*
Damped 2,92 1,17 0,88 1,81 1,17 1,52*
ARIMA 2,99 1,15 0,89 1,87 1,19 21,40%*
STheta 2,77 1,12 0,86 2,28 1,16 1,23
OTM 2,71 1,10 0,86 2,23 1,14 1,40
DOTM 2,59 1,12 0,85 1,94 1,12 1,39
Bagged OTM 2,72 1,10 0,86 2,26 1,15 57,69
Bagged DOTM 2,64 1,12 0,84 2,00 1,12 57,30

as Tabelas 5.7-5.10 sdo geradas a partir da verificagdo da presenca de tendéncia e sazo-
nalidade nas séries temporais da M3. Para tendéncia, utilizamos o teste de Mann-Kendall,
um teste nao paramétrico que avalia a existéncia de tendéncia monétona (crescente ou
decrescente) sem exigir suposigoes sobre a distribui¢do dos dados. Ja para sazonalidade,
foi utilizada uma abordagem baseada na autocorrelacao da série em sua defasagem sa-
zonal. O procedimento envolve o calculo do correlograma e a verificacdo se o coeficiente
de autocorrelagao sazonal excede um limite critico, indicando padrao sazonal estatistica-
mente significativo, como detalhado na Secao 2.3. Como a técnica depende da frequéncia
da série, ela s6 é aplicada quando a frequéncia é maior ou igual a 3; para séries com

frequéncia menor que 3, considera-se que nao ha sazonalidade.

o4



§5.4. Resultados

Tabela 5.7: Melhora percentual do modelo SOTM,, em relacio ao OTM em termos de
sMAPE, de acordo com a presenga de tendéncia (os nimeros entre parénteses referem-se
aos tamanhos das amostras).

Frequéncia Todas (n) Com tendéncia (n) Sem tendéncia (n)

Anual 0,0% (645) 0,0% (543) 0,0% (102)
Trimestral ~ 4,17% (756) 4,94% (662) —1,29% (94)
Mensal 2,7% (1428) 3,2% (1164) 0,46% (264)
Outras 0,0% (174) 0,0% (166) 0,0% (8)

Tabela 5.8: Melhora percentual do modelo SOTM,, em relacdo ao OTM em termos de
sMAPE, de acordo com a presenga de sazonalidade (os niimeros entre parénteses referem-
se aos tamanhos das amostras).

Frequéncia Todas (n) Sazonal (n) Nao sazonal (n)

Anual 0,0% (645) - 0,0% (645)
Trimestral ~ 4,17% (756)  5,68% (555) 0,0% (201)
Mensal 2.7% (1428) 4,93% (788)  0,0% (640)
Outras 0,0% (174) - 0,0% (174)

Tabela 5.9: Melhora percentual do modelo SOTM-D,,, em relagao ao DOTM em termos
de sSMAPE, de acordo com a presenga de tendéncia (os niimeros entre parénteses referem-
se aos tamanhos das amostras).

Frequéncia Todas (n) Com tendéncia (n) Sem tendéncia (n)

Anual 0,0% (645) 0,0% (543) 0,0% (102)
Trimestral 6,31% (756) 7,38% (662) —1,27% (94)
Mensal 4,28% (1428) 5,18% (1164) 0,3% (264)
Outras 0,0% (174) 0,0% (166) 0,0% (8)

Tabela 5.10: Melhora percentual do modelo SOTM-D,, em relacdo ao DOTM em ter-
mos de sMAPE, de acordo com a presenca de sazonalidade (os niimeros entre parénteses
referem-se aos tamanhos das amostras).

Frequéncia Todas (n) Sazonal (n) N3ao sazonal (n)

Anual 0,0% (645) - 0,0% (645)
Trimestral  6,31% (756)  8,50% (555)  0,0% (201)
Mensal 4,28% (1428)  7,83% (788) 0,0% (640)
Outras 0,0% (174) - 0,0% (174)

95



cap. 5. Aplicacao na competicao M3 §5.4. Resumo dos resultados

5.4 Resumo dos resultados

Avaliacao das Previsdes (sMAPE e MASE)

Os modelos SOTM-D (SOTM-D, e SOTM-D,,) apresentaram consistentemente as me-
nores médias de erro nas séries originais, com destaque para o modelo SOTM-D,,, que
obteve o menor sMAPE geral de 12,89% e MASE geral de 1,12. Os métodos ou mo-
delos tradicionais (Naive, SES e ARIMA) tiveram desempenhos inferiores em todas as

frequéncias avaliadas.

Para dados dessazonalizados, os modelos com Bagging (Bagged DOTM) tiveram o
melhor desempenho geral, alcancando um sMAPE de 12,73% e um MASE de 1,12.
Apesar disso, o aumento significativo no tempo de processamento (57 minutos contra
cerca de 2 minutos dos modelos nao-bagged) deve ser considerado.

O modelo ARIMA, embora competitivo, apresentou tempos de processamento muito
elevados (aproximadamente 21 a 23 minutos) quando comparado aos modelos e método

Theta, que ficaram entre 1 a 3 minutos em média.

Melhora Percentual por Presenca de Tendéncia

e Modelo SOTM,, vs OTM.:
— Trimestral: Melhora geral de 4,17%, maior em séries com tendéncia (4,94%),
mas negativa (-1,29%) sem tendéncia.

— Mensal: Melhora geral de 2,7%, sendo maior para séries com tendéncia

(3,2%) do que sem tendéncia (0,46%).

— Nao houve diferenca para dados anuais ou em “outros”.

e Modelo SOTM-D,, vs DOTM:
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— Trimestral: Melhora geral de 6,31%, mais expressiva em séries com tendéncia

(7,38%), mas negativa (-1,27%) sem tendéncia.

— Mensal: Melhora geral de 4,28%, especialmente superior em séries com ten-

déncia (5,18%), sendo mais timida sem tendéncia (0,3%).

— Nao houve diferenga para dados anuais ou em “outros”.

Melhora Percentual por Presenca de Sazonalidade

e Modelo SOTM,, vs OTM:
— Trimestral: Melhor desempenho nas séries sazonais (5,68%) e nao houve
diferenca em séries nao sazonais.

— Mensal: Melhora evidente em séries sazonais (4,93%) e nao houve diferenga

em séries nao sazonais.

— Nao houve diferenca para dados anuais ou em “outros”.
e Modelo SOTM-D,, vs DOTM:

— Trimestral: Maior ganho nas séries sazonais (8,59%) e nao houve diferenga

nas séries ndo sazonais.

— Mensal: Melhora significativa nas séries sazonais (7,83%) e nao houve dife-

renga nas séries nao sazonais.

— Nao houve diferenca para dados anuais ou em “outros”.

Conclusao Resumida

As versoes sazonais dos modelos Theta Otimizado, especialmente com dinamica multi-
plicativa (SOTM-D,,), apresentaram os melhores desempenhos nas métricas sMAPE e

MASE, principalmente em séries com presenca de tendéncia e sazonalidade. Como nesse
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experimento foram garantidas as condi¢oes, descritas no Capitulo 4, de forma que houvesse
equivaléncia entre os modelos Theta Otimizados e suas versdes sazonais, o desempenho
entre eles foi idéntico para séries nao sazonais. Modelos tradicionais como ARIMA, ape-
sar de competitivos nas previsoes, foram menos eficientes computacionalmente, enquanto
técnicas com Bagging proporcionaram melhorias adicionais, porém com elevado custo

computacional.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais e Conclusao

Este trabalho teve como objetivo principal propor uma versao sazonal para o Modelo
Theta Otimizado (OTM), visando modelar adequadamente séries temporais com sazo-
nalidade, especialmente aquelas com sazonalidade dinamica, além de avaliar o uso de
Bagging para o Modelo Theta Otimizado. As inovagbes propostas, SOTM e sua versao
dindmica, superam a limitacdo do OTM, herdada do método Theta, de ndo modelar a
componente de sazonalidade em séries sazonais.

No Capitulo 5, realizamos uma aplicacdo empirica utilizando o conjunto de dados da
competicao M3, avaliando a performance preditiva dos modelos propostos e comparando-
os com outros modelos tradicionais na literatura de previsao de séries temporais. Utili-
zando métricas como sSsMAPE e MASE, observamos que as versoes dinamicas e multiplica-
tivas dos modelos propostos tiveram desempenho superior, destacando-se especialmente
o Modelo Theta Otimizado Sazonal Dindmico Multiplicativo (SOTM dindmico multipli-
cativo).

Observamos uma melhora nos resultados preditivos do Modelo Theta Otimizado com
a aplicagdo do Bagging na competigdo M3. Além disso, propusemos um novo modelo para
séries temporais, denominado Modelo Theta Otimizado Sazonal. Os resultados empiricos

indicam que essa extensao sazonal apresenta desempenho superior ao do modelo do qual
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se originou, superando-o nas previsoes realizadas para os dados da competicao M3.

6.1 Possibilidade de trabalhos futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros, propomos:
1. Aplicacao do Bagging para o Modelo Theta Otimizado Sazonal;

2. Inclusao das versoes sazonais do Modelo Theta Otimizado no pacote para o R cha-

mado forecTheta;

3. Desenvolvimento de um algoritmo de selecao automatica para as versoes aditiva e
multiplicativa do Modelo Theta Otimizado Sazonal, considerando critérios de infor-

magao como AIC ou AlCc.

A complexidade dessas tarefas estd em evoluir os codigos (acesso em: 13/07/2025) afim
de abrir um pull request (PR) para o repositorio oficial (acesso em: 13/07/2025) do pacote
forecTheta. As tarefas 1 e 2 sdo relativamente simples, basta adaptar o c6digo da fungao
jé criada bagged_twoTL e refinar a seasonal_twoTL — afim de facilitar manutenc¢ao. Ja
a tarefa 3 exige a implementagao do calculo dos determinados critérios de informacao.
O que também nao é muito complexo, ja que o logaritmo da verossimilhanga esta bem

desenvolvido na Sec¢ao 4.3.
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Apéndice A
Resultados Adicionais

Este apéndice apresenta resultados complementares aqueles discutidos no Capitulo 5,
incluindo variacoes das Tabelas 5.5 e 5.6, com avaliagao considerando agregacao das séries

da M3 (Makridakis e Hibon, 2000) por nicho como visto na Tabela 5.2.

Tabela A.1: Avaliagdo empirica utilizando a métrica sMAPE (%)

MOdelO/MétOdO Demografica Financeira Industrial Macroeconémica Microecondmica Outras All  Tempo (min)

Dados originais

SOTM, 9,78 14,39 12,91 6,36 21,79 7,86 13,54 2,13
SOTM,, 9,60 14,39 12,24 6,36 20,63 7,86 13,04 2,23
SOTM-D, 8,90 14,13 12,85 6,22 21,30 7,90 13,23 2,27
SOTM-Dy, 8,79 14,18 12,25 6,22 20,54 8,04 12,89 2.60

Dados dessazonalizados

STheta 10,03 14,45 12,38 6,35 20,42 7,79 13,05 1,44
OTM 9,56 14,36 12,42 6,19 21,38 7,90 13,26 1,47
DOTM 8,69 14,04 12,34 6,13 20,70 7,99 12,90 1,51
Bagged OTM 9,93 14,18 12,54 6,13 20,70 8,04 13,09 58,15

Bagged DOTM 9,32 13,95 12,40 6,06 20,16 7,45 12,76 56,24
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Tabela A.2: Avaliacdo empirica utilizando a métrica MASE

§A.0.

MOdelO/MétOdO Demografica Financeira Industrial Macroecondmica Microecondmica Outras All Tempo (min)
Dados originais
SOTM, 1,33 1,34 1,09 1,11 1,03 1,48 1,15 2,13
SOTM,, 1,34 1,35 1,07 1,12 1,02 1,48 1,15 2,23
SOTM-D, 1,27 1,32 1,09 1,09 1,02 1,29 1,12 2,27
SOTM-D,, 1,28 1,33 1,08 1,09 1,01 1,30 1,12 2.60
Dados dessazonalizados
STheta 1,36 1,35 1,10 1,12 1,02 1,50 1,16 1,44
OTM 1,31 1,34 1,09 1,08 1,03 1,48 1,14 1,47
DOTM 1,26 1,31 1,10 1,07 1,02 1,30 1,12 1,51
Bagged OTM 1,43 1,33 1,10 1,05 1,01 1,48 1,14 58,15
Bagged DOTM 1,35 1,32 1,10 1,06 1,00 1,31 1,12 56,24
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