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Abstract

In this work, we study the tidy subgroup theory developed by G. Willis in the paper

[Wil94], about the structure of locally compact and totally disconnected groups.

We also show that the integer valued function, s, called the scale function, is well

defined and continuous. Finally, we use these results to show the conjecture proposed

by Hoffman and Mukherjea in their paper, Concentration Funtions and a Class of

Non-Compact Groups, that says that a locally compact group is a neat group.

Keywords: Totally disconnected group; Locally compact group; Tidy; subgroup
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Resumo

Neste trabalho estudamos a teoria de subgrupos tidy desenvolvida por G. Willis em

[Wil94], sobre a estrutura de grupos localmente compactos e totalmente desconexos.

Mostramos que a função s de valor inteiro, chamada de função escala é bem definida

e é cont́ınua. Por fim, usamos esses resultados para a demonstração da conjectura

proposta por Hoffman e Mukherjea em Concentration Functions and a Class of

Non-Compact Groups que diz que um grupo localmente compacto é um grupo neat.

Palavras-chave: Grupos Totalmente Desconexos; Grupos Localmente Compactos;

Subgrupos Tidy.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de grupos tem sido um tópico importante da álgebra abstrata há bastante

tempo, além disso, eles estão presentes em toda a matemática e proporcionam um

vasto campo para novas pesquisas. Este trabalho se concentra no estudo de algumas

estruturas dos grupos localmente compactos e totalmente desconexos, a referência

principal para o desenvolvimento dessa dissertação foi o artigo G. Willis, 1994, The

Sctructure of Totally Desconnected, Locally Compact Groups (citado apenas como

[Wil94]). Entretanto, foram utilizados outros dois artigos para a conclusão deste

trabalho; Karl H. Hofmann; Arunava Mukherjea, 1981, Concentration Functions and

a Class of Non-Compact Groups (citado como [HM81]) W. Jaworski, J. Rosenblatt

e G. Willis, 1996, Concentration functions in locally compact groups (citado como

[JRW96]) .

Um grupo é dito totalmente desconexo se os únicos conjuntos conexos são o vazio e

os conjuntos unitários. Já um grupo localmente compacto é um grupo em que cada
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Caṕıtulo 1. Introdução 2

elemento possui uma vizinhança compacta. Consideremos G um grupo localmente

compacto, então existe um subgrupo normal C de G que é maximal quanto a ser

conexo tal que G/C é localmente compacto e totalmente desconexo (veja E. Hewwit

e K. Ross, Abstract Harmonic Analysis, Teorema 7.3, página 60).

Assim para entendermos a estrutura de um grupo localmente compacto podemos

recorrer aos grupos C que é a componente conexa da identidade de G e G/C local-

mente compacto e totalmente desconexo. Contudo, se por um lado a estrutura de

um grupo localmente compacto e conexo é mais ou menos entendida (veja [MD55],

Teorema 4.6) por outro, a estrutura de um grupo localmente compacto e totalmente

desconexo é ainda muito complexa.

Hoffman e Mukherjea, em [HM81], definiram que um grupo não compacto G local-

mente compacto possui um comportamento estranho se satisfaz as seguintes condi-

ções:

1. existe um subgrupo normal fechado N de G tal que G/N é compacto;

2. o subgrupo N contém um subgrupo U compacto;

3. existe um elemento x tal que para cada vizinhança V de U temos que N ⊆⋃
n≥1 x

nV x−n.

Os grupos que possuem um comportamento estranho foram chamados de Strange

Group por Hoffman e Mukherjea, e aos grupos que não são estranhos deram o nome

de Neat Group. No mesmo artigo, [HM81], eles conjecturaram que todo grupo lo-

calmente compacto não tem um comportamento ‘Estranho’. A conjectura diz que
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um grupo localmente compacto é um Neat Group.

Para o caso localmente compacto conexo, Hoffman e Mukherjea provaram que a con-

jectura vale, reduzindo o problema para o caso totalmente desconexo, esse caso foi

provado por Jaworski, Rosenblatt e Willis em [JRW96]. Para provar esse resultado

eles utilizaram os seguintes teoremas:

Teorema A [Wil94]. Para cada elemento x em um grupo localmente compacto e to-

talmente desconexo G, existe um subgrupo aberto compacto U de G tal que colocando

K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn tem-se

i) U = K+K− = K−K+;

ii)
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e
⋃

n≥0 x
−nK−x

n são subgrupos fechados de G.

Um subgrupo aberto compacto U possuindo as propriedades i) e ii) é chamado de

subgrupo tidy para x.

Os subgrupos normais compactos e abertos são subgrupos tidy para x, no Caṕıtulo

3 veremos esse e outros exemplos com mais detalhes.

Uma propriedade significativa dos subgrupos fechados e compactos K+ e K− é a

relação de continência que existe entre os subgrupos K+ e xK+x
−1, e K− e x−1K−x.

Essa propriedade nos diz que K+ ⊆ xK+x
−1 e K− ⊆ x−1K−x, ver o Lema 3.2.3.

Teorema B [Wil94]. Sejam U (1) e U (2) dois subgrupos tidy para x e sejam K
(1)
+ =⋂

n≥0 x
nU (1)x−n e K

(2)
+ =

⋂
n≥0 x

nU (2)x−n. Então

[xK
(1)
+ x−1 : K

(1)
+ ] = [xK

(2)
+ x−1 : K

(2)
+ ] < +∞.

A função s : G → N tal que s(x) = [xK+x
−1 : K+] está bem definida e é chamada
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função escala de x.

Temos que a função escala é igual a 1 para qualquer elemento x de um subgrupo

normal compacto e aberto U , o qual é tidy sob a conjugação de x, pois xK+x
−1 =

K+ = U .

Teorema C [Wil94]. Seja U um subgrupo tidy para x. Então U é tidy para cada

y ∈ UxU e s(y) = s(x). Mais do que isso, a função s é cont́ınua, onde N é munido

da topologia discreta.

O objetivo principal deste trabalho é demonstrar os Teoremas A, B e C, os quais

foram usados para provar que a Conjectura de Hoffman e Mukherjea vale para grupos

localmente compactos e totalmente desconexos.

Nas duas primeiras seções do Caṕıtulo 2, abordaremos conceitos básicos de teoria de

grupos e topologia. Já na Seção 2.3, apresentaremos algumas noções sobre grupos

topológicos e brevemente será dado o conceito de subgrupos tidy. Além disso, inclui-

remos uma série de resultados técnicos que serão necessários para as demonstrações

dos Teoremas A, B e C. O leitor que tem familiaridade com estes conceitos poderá

saltar o caṕıtulo e recorrer a ele quando supor necessário ou caso seja solicitado.

No Caṕıtulo 3, temos os resultados de primazia deste trabalho, esses tiveram como

base o artigo do [Wil94]. Aprofundaremos um pouco mais nosso estudo sobre sub-

grupos tidy e mostraremos a existência desses subgrupos, demonstrando assim o

Teorema A; esse caṕıtulo será um grande auxiliar para a compreensão dos resulta-

dos que serão expostos no Caṕıtulo 4. Finalmente, no Caṕıtulo 4, definiremos uma

função de valor inteiro, cujo nome é função escala, e provaremos algumas proprieda-



Caṕıtulo 1. Introdução 5

des que nos auxiliarão na demonstração do Teorema B. Neste caṕıtulo, demonstra-

remos também o Teorema C, e como uma consequência, obteremos a continuidade

da função escala. E, por fim, utilizaremos estes resultados para a demonstração da

conjectura de Hoffman e Mukherjea, (ver Teorema 1.8 em [JRW96]).



Caṕıtulo 2

Preliminares

Aqui apresentaremos conceitos básicos de teoria de grupos, topologia e grupos to-

pológicos. Apesar dos conceitos elementares, também exibiremos, neste caṕıtulo,

alguns resultados que serão importantes para uma melhor compreensão das demons-

trações expostas nos próximos caṕıtulos.

2.1 Teoria de Grupos

Nesta seção, estudaremos conceitos básicos de teoria de grupos que podem ser en-

contrados em qualquer livro de introdução à álgebra de grupos. O livro utilizado

para o desenvolvimento desta seção foi o do Arnaldo Garcia e Yves [Leq14].

Definição 2.1.1. Um grupo (G, ∗) é um conjunto não vazio G munido de uma ope-

6
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ração binária

∗ : G×G → G

(a, b) 7−→ a ∗ b

satisfazendo as seguintes condições:

1. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀a, b, c ∈ G;

2. existe um elemento e ∈ G, chamado de elemento neutro em G com a operação

∗, tal que a ∗ e = e ∗ a,∀a ∈ G;

3. para cada a ∈ G existe um a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Exemplo 2.1.2. Seja F um grupo finito e A = F Z munido da operação f1 ∗A f2 :

Z → F , n 7−→ f1(n) ∗F f2(n), f1, f2 ∈ A. Então A é grupo.

Demonstração. Notemos que A é um grupo, pois:

1. (f1 ∗A f2) ∗A f3 : Z → F , n 7−→ (f1(n) ∗F f2(n)) ∗F f3(n) = f1(n) ∗F (f2(n)) ∗F

f3(n)), pois a operação é coordenada a coordenada e F é um grupo. Logo

(f1 ∗A f2) ∗A f3 = f1 ∗A (f2 ∗A f3).

2. O elemento neutro de A é eA : Z → F , n 7−→ eF verifica que f1∗AeA = eA∗Af1.

3. O elemento inverso de f1 = Z → F , n 7−→ f1(n) é f−1
1 = Z → F , n 7−→

f1(n)
−1
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Definição 2.1.3. Sejam (G, ∗) um grupo e H um subconjunto não vazio de G. Dize-

mos que (H, ∗) é um subgrupo de G quando (H, ∗) é um grupo, (notação: H ≤ G).

Definição 2.1.4. Uma função σ : (G1, ∗1) → (G2, ∗2) tal que σ(a ∗1 b) = σ(a) ∗2

σ(b), ∀a, b ∈ G1, é chamada de homomorfismo de grupos. Um isomorfismo é um

homomorfismo bijetivo cuja inversa também é um homomorfismo. Um isomorfismo

σ : (G, ∗) → (G, ∗) é chamado de automorfismo de G.

Exemplo 2.1.5. Seja o conjunto de automorfismos de G, denotado por Aut(G), mu-

nido da operação de composição. Então (Aut(G), ◦) é um grupo.

Exemplo 2.1.6. Seja A como no exemplo 2.1.2 e defina a função α : A → A,

(f(n))n∈Z 7→ (f(n+ 1))n∈Z. Então α é um automorfismo.

Seja (G, ∗) um grupo e g, h ∈ G, denotaremos g ∗ h por gh.

Definição 2.1.7. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se g ∈ G, então o

conjunto

gH = {gh | h ∈ H}

é chamado de classe lateral à esquerda de H em G.

E o conjunto

Hg = {hg | h ∈ H}

é chamado de classe lateral à direita.

Esses conjuntos podem ser vistos da seguinte maneira:

Seja G um grupo eH um subgrupo de G, defina a relação de equivalência da seguinte
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maneira

y ∼E x ⇐⇒ ∃h ∈ H; y = xh.

Então a classe de equivalência que contém o elemento x ∈ G é

[x] = {y ∈ G; y ∼E x} = {y ∈ G; y = xh} = {xh;h ∈ H},

denotaremos este conjunto por xH e ele será chamado de classe lateral à esquerda

de H em G que contém x. Similarmente temos a classe lateral à direita.

Definição 2.1.8. O ı́ndice de H em G, denotado por (G : H), é a cardinalidade do

conjunto de classes laterais à esquerda.

Proposição 2.1.9. Sejam G um grupo e K ≤ H ≤ G. Então (G : K) = (G : H)(H :

K).

Demonstração. Ver Proposição V.3.12 do livro [Leq14].

Definição 2.1.10. Um subgrupo H de um grupo G é dito normal se gHg−1 = H,

para todo g ∈ G, e é denotado por H ⊴ G,

Definição 2.1.11. Se H é um subgrupo normal de G, então o conjunto de classes

laterais de H, chamado grupo quociente G/H = {gH, g ∈ G}, possui estrutura de

grupo com a operação (g1H)(g2H) = (g1g2)H.

Definição 2.1.12. Sejam H e K dois subgrupos de G. Dizemos que H é normalizado

por K se xHx−1 = H, para todo x ∈ K.

A definição a seguir será importante para definirmos uma coleção de exemplos im-

portantes para este trabalho.
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Definição 2.1.13. Sejam K e H dois grupos e σ : K → Aut(H) um homomorfismo

de grupos. Consideremos o produto cartesiano H ×K = {(h, k)|h ∈ H, k ∈ K} e a

operação ∗σ : (H×K)×(H×K) → H×K, ((h1, k1)∗σ(h2, k2)) = (h1(σ(k1))h2, k1k2).

O grupo H ×K munido da operação ∗σ é chamado de produto semidireto de H com

K e é denotado por H ⋊K.

Exemplo 2.1.14. Sejam A como no exemplo 2.1.2 e o automorfismo α como no

exemplo 2.1.6. Temos que o produto semidireto de A com Z é A⋊Z = {(a,m); a ∈

A,m ∈ Z}, com a operação de grupo definida por (a,m) ∗α (b, n) = (aαm(b),m+n),

com a, b ∈ A e m,n ∈ Z. Então A× {0} é um subgrupo normal de A⋊ Z

Demonstração. Sejam A×{0} um subgrupo de A⋊Z e x ∈ A⋊Z. Considerando x =

(a,m), x(y, 0)x−1 = (a,m) ∗α (y, 0) ∗α (a,m)−1 = (aαm(y),m) ∗α (α−m(a−1),−m) =

(aαm(y)αm(α−m(a−1)),m−m) = (aαm(y)a−1, 0) ⊂ A×{0}, então x(A×{0})x−1 ⊂

A× {0}. Analogamente, obtemos que A× {0} ⊂ x(A× {0})x−1, então A× {0} =

x(A× {0})x−1. Portanto, A× {0} é um subgrupo normal de A⋊ Z.

Proposição 2.1.15. Seja {Ai}i∈I uma famı́lia arbitrária de subgrupos de G e x ∈ G.

Então x(
⋂

i∈I Ai)x
−1 =

⋂
i∈I xAix

−1.

Demonstração. Tomemos z ∈ x(
⋂

i∈I Ai)x
−1, então z = xax−1, onde a ∈

⋂
i∈I Ai.

Isto é, a ∈ Ai, ∀i ∈ I, logo z = xax−1 ∈ xAix
−1, ∀i ∈ I. Portanto, z ∈

⋂
i∈I xAix

−1.

Consideremos z ∈
⋂

i∈I xAix
−1, então z ∈ xAix

−1, ∀i ∈ I. Isto é, z = xax−1, onde

a ∈ Ai, ∀i ∈ I, logo a ∈
⋂

i∈I Ai, e segue que z ∈ x(
⋂

i∈I Ai)x
−1.



Caṕıtulo 2. Preliminares 11

Proposição 2.1.16. [Lei Modular de Dedekind] Sejam H,K e L subgrupos de um

grupo e consideremos que K ⊂ L. Então (HK)∩L = (H ∩L)K. Em particular, se

H e K comutam ⟨H,K⟩ ∩ L = ⟨H ∩ L,K⟩.

Demonstração. Ver a afirmação 1.3.14 do livro do [Rob96].

2.2 Topologia

Esta seção aborda alguns conceitos de topologia como, por exemplo, espaços compac-

tos e localmente compactos, espaços totalmente desconexos e outros, esses conceitos

serão necessários ao longo deste trabalho. Além disso, também abordaremos alguns

resultados técnicos, os quais serão de extrema relevância para as demonstrações

dos resultados apresentados nos outros caṕıtulos. Utilizamos o livro de Topologia

do Munkres,[Mun00] como referência base para esta seção, contudo, os conceitos

abordados aqui podem ser encontrados em qualquer outro livro de topologia geral.

2.2.1 Espaços Topológicos

Definição 2.2.1. Uma topologia em um conjunto X, é uma famı́lia T de subconjuntos

de X que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∅, X ∈ T ;

2. a união arbitrária de elementos de T pertence a T ;

3. a interseção finita de elementos de T pertence a T .
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Os elementos de T são chamados conjuntos abertos.

Exemplo 2.2.2. Seja um conjunto X, a topologia discreta é o conjunto T1 de todos os

subconjuntos de X. O conjunto T2 = {X, ∅} também é uma topologia e é chamada

topologia trivial.

Definição 2.2.3. Se X é um conjunto, uma base de abertos ou, simplesmente, uma

base em um espaço topológico X é uma coleção B de subconjuntos abertos de X,

chamados abertos básicos ou elementos básicos, tal que

1. para cada x ∈ X, existe pelo menos um elemento básico B ∈ B que contém x;

2. se x pertence à interseção de dois elementos básicos B1, B2 ∈ B, então existe

um B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2.

Definimos a topologia T gerada pela base B como segue: Um subconjunto U ⊂ X

pertence à topologia T , e será chamado de aberto em X, se para cada x ∈ U , existe

um elemento básico B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ U.

Exemplo 2.2.4. Consideremos o conjunto R2 munido da topologia gerada pela base

cujos abertos básicos são as bolas de centro em x = (x1, x2) e raio ϵ > 0, B(x, ϵ) =

{y = (y1, y2) ∈ R2; |x − y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 < ϵ}. Esta base satisfaz as

condições 1 e 2 da definição 2.2.3 e a topologia gerada é chamada de topologia usual

em R2.

Definição 2.2.5. Sejam (X, T1) e (Y, T2) dois espaços topológicos. Definimos a topo-

logia produto em X × Y pela topologia cuja base é B = {U × V ;U ∈ T1, V ∈ T2}
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Definição 2.2.6. Seja (X, T ) um espaço topológico. Um subconjunto F ⊆ X é dito

fechado na topologia T se X − F é aberto, isto é, se X − F ∈ T .

Definição 2.2.7. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. Definimos o

fecho de A, denotado por A, como a interseção de todos os fechados que contém A.

E dizemos que A é denso em X se A = X.

Proposição 2.2.8. Seja F um subconjunto de X. F ⊂ X é fechado se, e somente se,

ele é igual ao seu fecho, isto é, F = F .

Demonstração. Pela definição (2.2.7) temos que F =
⋂

i Fi, onde Fi são os fechados

que contém F com i ∈ I. Logo F ⊆ F . Se F é fechado, então F =
⋂

i Fi ⊆ F .

Portanto, F = F . Por outro lado, como F ⊆
⋂

i Fi = F , temos que F é fechado,

pois o complementar F c =
⋃

i F
c
i é aberto por ser união arbitrária de abertos.

Definição 2.2.9. Um subconjunto L de um espaço topológico X é dito localmente

fechado em um ponto x ∈ L se existe uma vizinhança V de x ∈ X tal que L ∩ V é

um subconjunto fechado do subespaço V . O subconjunto L é dito localmente fechado

em X se é localmente fechado em cada x ∈ L.

Definição 2.2.10. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. Definimos o

interior de A, denotado por int(A), como a união de todos os abertos contidos em

A.

Proposição 2.2.11. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. Então A é

aberto se, e somente se, A = int(A).
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Demonstração. Pela definição (2.2.10) temos que int(A) é a união dos abertos conti-

dos em A, logo int(A) ⊆ A. Se A é aberto, então A ⊆ int(A). Portanto, A = int(A).

Por outro lado, se A = int(A), assim, A é aberto, pois por definição int(A) é igual à

união de abertos contidos em A, e como união arbitrária de abertos é aberta, segue

que A = int(A) é aberto.

Definição 2.2.12. Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. Um ponto

x ∈ X é um ponto de acumulação de A se qualquer aberto de X que contém x

intersecta o conjunto A em um ponto diferente de x.

Definição 2.2.13. Uma cobertura por abertos de um subconjunto K de um espaço

topológico X é uma famı́lia {Ai, i ∈ I}, onde I é um conjunto de ı́ndices, de abertos

tal que K ⊆
⋃

i∈I Ai.

Definição 2.2.14. Um subconjunto, K, de um espaço topológico, X, é dito compacto

se qualquer cobertura por abertos admite uma subcobertura finita.

Proposição 2.2.15. Sejam X um espaço topológico, K um subconjunto compacto de

X e A um subconjunto fechado de K. Então A é compacto.

Demonstração. Seja {Ai, i ∈ I}, onde I é um conjunto de ı́ndices, uma cobertura

por abertos de A, isto é, A ⊆
⋃

i∈I Ai. Como A é fechado, temos que X−A é aberto

e K ⊆
⋃

i∈I Ai ∪ (X −A). E como K é compacto, então toda cobertura por abertos

possui uma subcobertura finita, sendo assim, K ⊆
⋃n

i=1Ai∪(X−A), logo temos que

A ⊆
⋃n

i=1 Ai é uma subcobertura por abertos finita. Portanto, A é compacto.
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Proposição 2.2.16. Sejam Ki, i = 1, 2, · · · , n conjuntos compactos de um espaço

topológico X. Então
⋃n

i=1 Ki é um conjunto compacto em X.

Demonstração. Sejam {Ki, i = 1, 2, · · · , n} um conjunto finito de compactos e

A =
⋃n

i=1Ki. Seja {Ai, i ∈ I}, onde I é um conjunto de ı́ndices, uma cobertura por

abertos de A, isto é, A ⊆
⋃

i∈I Ai. Como cada Kj ⊆ A ⊆
⋃

i∈I Ai, então existem fini-

tos Aj
1, A

j
2, · · · , Aj

nj
tais que Kj ⊆

⋃nj

i=1 A
j
i , portanto, A =

⋃n
i=1Ki ⊆

⋃n
j=1

⋃nj

i=1A
j
i

é uma cobertura por abertos finita, logo A é compacto.

Definição 2.2.17. Um espaço topológico X é dito um espaço de Hausdorff se para

cada par de pontos distintos x1, x2 ∈ X existem abertos U1 e U2 disjuntos que contém

esses pontos.

Proposição 2.2.18. Sejam H um espaço de Hausforff e K um subconjunto compacto

de H. Então K é fechado.

Demonstração. Consideremos um elemento x ∈ H − K, como H é um espaço de

Hausdorff, para cada elemento y ∈ K, existem vizinhanças disjuntas Uy ⊂ H de x e

Vy ⊂ H de y. Observemos que {Vy}y∈K é uma cobertura por abertos de K, ou seja:

K ⊂
⋃
y∈K

Vy.

Como K é compacto, temos que existe uma subcobertura finita, isto é, existem

Vy1 , Vy2 , · · · , Vyn tais que

K ⊂ Vy1 ∪ Vy2 · · · ∪ Vyn ,
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logo podemos considerar Vx = Uy1 ∩Uy2 · · · ∩Uyn , vizinhança aberta de x e disjunta

de K, portanto, H −K é aberto e assim K é fechado.

Observação 2.2.19. Observe que este resultado não acontece se considerarmos um

espaço topológico qualquer. Por exemplo, considere X = {a, b} e a topologia

T = {∅, X, {a}}. Note que {a} é um conjunto compacto, pois qualquer cobertura

aberta possui uma subcobertura finita. Mas não é um conjunto fechado, pois o com-

plementar de {a} é {b} que não é um aberto de X, pois não pertence a T . Isso

acontece pois o conjunto X com a topologia dada não é um espaço de Hausdorff.

Proposição 2.2.20. Sejam (X, T ) um espaço de Hausdorff e K ⊆ X um conjunto

compacto. Se F ⊆ X é um subconjunto fechado, então a interseção F ∩ K é um

conjunto compacto.

Demonstração. Sabemos que K é fechado pela Proposição 2.2.18. Como F é fe-

chado, então F ∩ K é fechado. E segue, pela Proposição 2.2.15, que F ∩ K é

compacto, pois F ∩K ⊆ K.

Corolário 2.2.21. A interseção finita de compactos contidos em um espaço de Haus-

dorff é um conjunto compacto.

Demonstração. Sejam K1, K2, · · · , Kn conjuntos compactos contidos em um espaço

Hausdorff pela Proposição (2.2.18) são fechados. Como a interseção finita de fe-

chados é um conjunto fechado, temos que
⋂n

i=1 Ki é um conjunto fechado contido
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no compacto K1, assim, pela Proposição (2.2.20),
⋂n

i=1 Ki ∩ K1 =
⋂n

i=1Ki é um

conjunto compacto.

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Tychonoff, garante que o produto

arbitrário de espaços compactos é compacto na topologia produto. Uma demons-

tração do próximo teorema pode ser encontrada em [Mun00], Teorema 37.3, página

234.

Teorema 2.2.22. (Teorema de Tychonoff) Um produto arbitrário de espaços com-

pactos é compacto na topologia produto.

Definição 2.2.23. Seja X um espaço topológico. Dizemos que X é um espaço local-

mente compacto se cada ponto x ∈ X tem uma vizinhança compacta, isto é, existe

um aberto U e um compacto K tal que x ∈ U ⊂ K.

Definição 2.2.24. Seja (X, T ) um espaço topológico e A um subconjunto de X. Uma

cisão de A é um par de abertos disjuntos tais que A = B1 ∪ B2, onde B1, B2 ∈ T e

B1 ∩ B2 = ∅. Se B1 ou B2 são vazios, esta cisão é dita trivial. O subconjunto A é

dito conexo se a única cisão que admite é a trivial.

Definição 2.2.25. A componente conexa de x ∈ X é a união de todos os conjuntos

conexos que contém x. Um espaço topológico é dito totalmente desconexo se todas

as componentes conexas são conjuntos unitários ou, equivalentemente, se os únicos

conjuntos conexos são o vazio e os conjuntos unitários.

Exemplo 2.2.26. Sejam F um grupo finito e A = F Z como no exemplo 2.1.2. Consi-

dere F munido da topologia discreta e o grupo A munido da topologia produto. Um
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aberto básico da topologia em A é dado por B =
∏

i∈Z Fi, onde

Fi =


D, se i = i0

F, se i ̸= i0

onde D é um aberto de F. Então A é um grupo localmente compacto e totalmente

desconexo.

Demonstração. A = F Z é localmente compacto, pois pelo Teorema 2.2.22 temos

que A é um grupo compacto, porque é produto de compactos F . Notemos que A

é totalmente desconexo, pois seja S ⊂ A com pelo menos dois elementos distintos

f, g ∈ S. Então existe uma coordenada i ∈ Z tal que f(i) ̸= g(i). Consideremos

f(i) = x ∈ F e sejam S1 = {s ∈ S|s(i) = f(i) = x} e S2 = {s ∈ S|s(i) ̸= x},

observemos que estes conjuntos são não vazios, porque f ∈ S1 e g ∈ S2. Definamos

B1 =
∏

i∈Z Fj, onde

Fj =


{x}, se i = i0

F, se i ̸= i0

e B2 =
∏

i∈Z Fj, onde

Fj =


F − {x}, se i = i0

F, se i ̸= i0

Notemos também que B1 e B2 são abertos disjuntos e S1 ⊂ B1 e S2 ⊂ B2, porém,

S = S1 ∪ S2 = (S1 ∩ B1) ∪ (S2 ∩ B2). Portanto, os únicos conjuntos conexos são os

conjuntos unitários, ou seja, A é totalmente desconexo.
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Definição 2.2.27. Sejam (X, T1) e (Y, T2) dois espaços topológicos. Uma função

f : X → Y é dita cont́ınua se para cada aberto B ∈ T2 a imagem inversa f−1(V ) =

{x ∈ X; f(x) ∈ V } ∈ T1.

2.3 Grupos Topológicos

Abordaremos aqui algumas definições e resultados que são alguns preliminares im-

portantes para este trabalho, porém, não exporemos a demonstração de todos os

resultados. Os livros Elements of Mathematics: General Topology, [Bou66], e Topo-

logical transformation groups, [MD55] foram as referência principais para a produção

desta seção.

Definição 2.3.1. Seja G um conjunto que é um grupo e também um espaço topológico.

Suponha que

1. a aplicação (x, y) 7→ xy de G×G em G é uma aplicação cont́ınua.

2. a aplicação x 7→ x−1 de G em G é cont́ınua.

Então G é chamado de grupo topológico.

Proposição 2.3.2. Todo grupo topológico G totalmente desconexo é um espaço de

Hausdorff.

Demonstração. Ver o Teorema 10.3.2 de [Maj90].

A proposição a seguir pode ser encontrada na Proposição 4 do Caṕıtulo III do livro

Elements of Mathematics: General Topology [Bou66].
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Proposição 2.3.3. Sejam G um grupo topológico e H um subgrupo de G localmente

fechado em um ponto de H. Então H é fechado em G.

Proposição 2.3.4. Seja H um subgrupo de G e suponha que exista uma vizinhança

U de e ∈ G de modo que U ∩H é fechado em G. Então H é fechado em G.

Demonstração. Consideremos um elemento x ∈ H. Seja V uma vizinhança de e tal

que V V −1 ⊆ U . Como V x é uma vizinhança aberta de x temos que x ∈ H ∩ V x.

Tomemos y ∈ H ∩ V x, então xy−1 ∈ Hy−1 ∩ V xy−1. Observemos que H = Hy−1,

pois H é um subgrupo e y ∈ H. Como y ∈ V x, então xy−1 ∈ V −1, logo temos

V xy−1 ⊆ V V −1 ⊆ U . Sendo assim,

xy−1 ⊆ H ∩ U ⊆ H ∩ U ⊆ H ∩ U.

Então xy−1 ∈ H, e como y ∈ H temos que x ∈ H. Portanto, H é fechado em G.

Proposição 2.3.5. Seja G um grupo topológico, e U base aberta de e. Então

(i) para cada U ∈ U , existe um V ∈ U tal que V 2 ⊂ U ;

(ii) para cada U ∈ U , existe um V ∈ U tal que V −1 ⊂ U ;

(iii) para cada U ∈ U e cada x ∈ U , existe um V ∈ U tal que xV ⊂ U ;

(iv) para cada U ∈ U e x ∈ G, existe um V ∈ U tal que xV x−1 ⊂ U .

Demonstração. Ver o Teorema 4.5 de [EH63].

Proposição 2.3.6. Se G é um grupo topológico e H é um subgrupo de G. Então são

verdadeiras as seguintes afirmações:
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1. Se H é aberto, então H é fechado.

2. Se H é fechado e [G : H] é finito, então H é aberto.

3. Se H é aberto e G é compacto, então [G : H] é finito

Demonstração. Consideremos a relação de equivalência definida em G×G dada por

g1 ∼ g2 se, e somente se g−1
1 g2 ∈ H. As classes de equivalência desta relação são

as classes laterais gH. Sejam {gλ}λ∈Λ representantes de diferentes classes laterais.

Observemos que G =
⋃

λ∈Λ gλH e

G−H =
⋃

λ∈Λ,gλH ̸=H

gλH.

Se H é aberto, então gλH é aberto por ser um deslocamento de um aberto. Assim,

G−H é união de abertos, logo H é fechado.

Se H é fechado e [G : H] é finito, então G−H é união finita de fechados gλH, logo

G−H é fechado, sendo assim, H é aberto.

Se H é aberto e G é compacto, então existe uma subcobertura finita de G−H, isto

é, o número de classes laterais de H em G é finito, portanto, [G : H] é finito.

Proposição 2.3.7. Sejam G um grupo topológico e fx : G → G definida por fx(y) =

xy, a multiplicação à esquerda por x. Então fy é um homeomorfismo.

Demonstração. Para mostrarmos que fx é um homeomorfismo provaremos que fx

e f−1
x são cont́ınuas. Como G é um grupo topológico, segue que p : G × G → G

definida por p(x, y) = xy é cont́ınua. Consideremos x fixo, logo temos que p(x, y) =

xy = fx(y), sendo assim, fx é cont́ınua em y. Analogamente, temos a continuidade
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de f−1
x (y) = x−1y, pois pode ser escrita como composição das funções cont́ınuas

produto p e inversa i(x) = x−1.

Os próximos resultados serão úteis para a demonstração do Lema (3.2.2).

Corolário 2.3.8. Sejam G um grupo topológico, x ∈ G e V um subgrupo aberto de

G. Então xV x−1, xV e V x são abertos.

Demonstração. Pela proposição 2.3.7 temos que a multiplicação pela esquerda é um

homeomorfismo, analogamente, a multiplicação pela direita também é um homeo-

morfismo. Como a composição de homeomorfismos é um homeomorfismo, segue que

fx(y) = xy, gx(y) = yx e hx(y) = xyx−1 são homeomorfismos. Se V é um aberto,

então f(V ) = xV , g(V ) = V x e h(V ) = xV x−1 são conjuntos abertos.

Proposição 2.3.9. Sejam f : A → B uma função cont́ınua e K um subconjunto

compacto de A. Então f(A) é um subconjunto compacto de B.

Demonstração. Teorema 26.5 do livro [Mun00].

Corolário 2.3.10. Seja A um subconjunto compacto de um grupo topológico G e

y ∈ G, então yA é compacto.

Demonstração. Consideremos a função fy : A → G definida por fy(x) = yx. Pela

Proposição 2.3.7 temos que essa função é cont́ınua. Portanto, f(A) = yA é com-

pacto, pela Proposição 2.3.9.
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Corolário 2.3.11. Sejam G um grupo topológico, x ∈ G e V um subgrupo compacto

de G. Então xV x−1 é compacto.

Corolário 2.3.12. Se V é um subgrupo aberto e compacto de G, então xnV x−n é

compacto, para n ∈ N.

Lema 2.3.13. Sejam V um subgrupo aberto e compacto de G e Vk =
⋂

0≤n≤k x
nV x−n.

Então V ∩ xVkx
−1 = Vk+1

Demonstração. Temos

xVkx
−1 = x(

⋂
0≤n≤k

xnV x−n)x−1

= (
⋂

0≤n≤k

xxnV x−nx−1)

= (
⋂

0≤n≤k

xn+1V x−n−1)

Notemos que 0 ≤ n ≤ k, então 0 + 1 ≤ n+ 1 ≤ k + 1, consideremos n+ 1 = i, logo

1 ≤ i ≤ k + 1, e segue que

xVkx
−1 =

⋂
1≤i≤k+1

xiV x−i

Sendo assim,

V ∩ xVkx
−1 = V ∩ (

⋂
1≤i≤k+1

xiV x−i)

= x0V x−0 ∩ (
⋂

1≤i≤k+1

xiV x−i)

= (
⋂

0≤i≤k+1

xiV x−i) = Vk+1
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Lema 2.3.14. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto, suponha

que exista um subgrupo aberto e compacto, V , de G, tal que K+ =
⋂

n≥0 x
nV x−n, e

x ∈ G. Então xK+x
−1 é um subgrupo de xj+1K+x

−j−1, para j ∈ N.

Demonstração. Vamos verificar que xK+x
−1 é subgrupo de xj+1K+x

−j−1.

Temos

K+ =
⋂
n≥0

xnV x−n

⇒ xK+x
−1 = x(

⋂
n≥0 x

nV x−n)x−1 =
⋂

n≥0 x
n+1V x−n−1

⇒ xK+x
−1 = (x1V x−1) ∩ (x2V x−2) ∩ · · · ∩ (xj+1V x−j−1) ∩ (xj+2V x−j−2) ∩ · · ·(3.1)

e

xj+1K+x
−j−1 = xj+1(

⋂
n≥0

xnV x−n)x−j−1 = (
⋂
n≥0

xn+j+1V x−n−j−1)

⇒ xj+1K+x
−j−1 = (xj+1V x−j−1) ∩ (xj+2V x−j−2) · · · (3.2)

Logo, por (3.1) e (3.2), segue que xK+x
−1 ≤ xj+1K+x

−j−1.

Lema 2.3.15. Sejam K um subgrupo compacto e V um subgrupo aberto e compacto

de G. Então existe um subgrupo aberto, W , de V o qual é normalizado por K. O

conjunto KW é então um subgrupo aberto e compacto de G o qual contém K.

Demonstração. Como V é um subgrupo aberto de G, temos que K ∩ V é um sub-

grupo aberto de K, na topologia relativa em K. Pela Proposição (2.3.6) temos que

K ∩ V tem ı́ndice finito em K, isto é, o número de classes laterais de K ∩ V em K,
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[K : K ∩ V ], é finito. Escolhamos z1, z2, . . . , zk ∈ K tais que K =
⋃k

i=1zi(K ∩ V ).

Agora, se v ∈ K ∩ V , então vV v−1 = V , pois v ∈ V . Consequentemente,

⋂
z∈K

zV z−1 =
⋂

z∈
⋃k

i=1zi(K∩V )

zV z−1 =
k⋂

i=1

ziV z−1
i ,

a última igualdade decorre do fato de se dois elementos w1, w2 ∈ zi(K ∩ V ), assim

w1V w−1 = w2V w−2, pois w1 = zia, w2 = zib, com a, b ∈ K ∩ V , então w1V w−1
1 =

(zia)V (zia)
−1 = zi(aV a−1)z−1

i = ziV z−1
i , pois a ∈ V. Analogamente, w2V w−1

2 =

(zib)V (zib)
−1 = zi(bV b−1)z−1

i = ziV z−1
i , pois b ∈ V. Logo w1V w−1 = w2V w−2. Esse

fato faz com que a interseção arbitrária infinita se torne finita. Como V é compacto,

pelo Corolário (2.3.11) temos que ziV z−1
i é compacto, para todo i = 1, 2, · · · , k.

Sendo assim, segue que
⋂

z∈K zV z−1 =
⋂k

i=1 zkV z−1
k é compacto. Pelo Corolário

(2.3.8) sabemos também que o conjunto
⋂

z∈K zV z−1 =
⋂k

i=1 zkV z−1
k é aberto e

ainda é um subgrupo de G normalizado por K, pois para qualquer w ∈ K temos

w(
⋂
z∈K

zV z−1)w−1 =
⋂

z∈K(wzV z−1w−1) =
⋂

z′=wz∈K

(z
′
)V (z

′
)−1.

Portanto, considerando W =
⋂k

i=1 zkV z−1
k , temos que KW é um grupo aberto con-

tendo K que satisfaz as condições do lema.

Lema 2.3.16. Sejam K um subgrupo compacto de um grupo localmente compacto H,

h ∈ H satisfazendo que hKh−1 ⊇ K, e o subgrupo gerado por h tem fecho compacto.

Então hKh−1 = K.

Demonstração. Vamos provar por indução que hnKh−n ⊇ hKh−1 ⊇

hKh−1hKh−1 = hKh−1. Para n = 1 o resultado é claro. Vamos supor que
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o resultado vale para um certo número natural n ≥ 1, então hn+1Kh−n−1 =

h(hnKh−n)h−1 ⊇ h(hKh−1)h−1 = h2Kh−2 ⊇ hKh−1.

Pela compacidade de ⟨h⟩, temos que para cada vizinhança, V , de e ∈ H, existe um

n ∈ N tal que hn ∈ V , logo para cada vizinhança W de K existe um n ∈ N tal que

hnKh−n ⊆ W . Em particular se W = K, temos que K ⊆ hKh−1 ⊆ hnKh−n ⊆ K,

e o resultado segue.

Um conceito fundamental que veremos com mais detalhes adiante é o de subgrupos

tidy, é importante destacarmos que eles são subgrupos abertos e compactos. Pelo

Teorema de van Dantzig, ver [van31], temos que todo grupo localmente compacto e

totalmente desconexo contém um subgrupo aberto e compacto. Exploraremos mais

o conceito de subgrupos tidy no Caṕıtulo 3, onde mostraremos a existência desses

subgrupos, apresentaremos sua definição e exibiremos alguns exemplos.



Caṕıtulo 3

Subgrupos Tidy

Neste caṕıtulo, provaremos que para cada elemento de um grupo localmente com-

pacto e totalmente desconexo existe um subgrupo tidy associado, para isso, demons-

traremos o Teorema A.

3.1 Definição e exemplos de subgrupos tidy

O intuito desta seção é explorar um pouco mais os subgrupos tidy, sendo assim, aqui

apresentaremos a definição desses subgrupos e exibiremos alguns exemplos.

Definição 3.1.1. Sejam G um grupo topológico localmente compacto e totalmente

desconexo e x um elemento de G. Um subgrupo aberto e compacto U de G tal que

colocando K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn satisfaz as propriedades:

(i) U = K+K− = K−K+;

(ii)
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e
⋃

n≥0 x
−nK−x

n são subgrupos fechados de G,

27
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será chamado de subgrupo tidy para x ou subgrupo tidy sob a conjugação

por x.

Os subgrupos tidy geralmente não são únicos. Observemos também que um subgrupo

aberto e compacto que é normalizado por x é tidy sob a conjugação de x, e temos,

neste caso, K+ = U = K−.

O próximo exemplo é apenas uma simples ilustração para familiarizarmos com a

definição de subgrupo tidy.

Exemplo 3.1.2. Sejam G um grupo topológico localmente compacto e totalmente

desconexo, x ∈ G e U um subgrupo normal aberto e compacto de G. Então U ⊆ G

será um subgrupo tidy sob a conjugação por x.

Demonstração. Seja U ⊴ G um subgrupo aberto e compacto de G. Então U é fe-

chado, pela Proposição 2.3.6. Como U é normal, segue que xnUx−n = xnU(xn)−1 =

U e x−nUxn = x−nU(x−n)
−1

= U . Logo K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n =

⋂
n≥0 U = U e

K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn =

⋂
n≥0 U = U . Assim, U = K+K− = UU = K−K+ = U , isso

prova o item (i) da definição 3.1.1

Agora mostraremos o item (ii) da definição 3.1.1. Como K+ = K− = U , então⋃
n≥0 x

nK+x
−n =

⋃
n≥0 x

nUx−n =
⋃

n≥0 U = U . Logo
⋃

n≥0 x
nK+x

−n é fechado,

pois U é fechado. Analogamente,
⋃

n≥0 x
−nK−x

n também é fechado. Portanto,

conclúımos que U ⊴ G é um subgrupo tidy sob a conjugação por x.

Agora exibiremos alguns exemplos um pouco mais interessantes de subgrupos tidy.

Recorreremos, para isso, ao grupo topológico totalmente desconexo e compacto A,
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que já foi mencionado algumas vezes neste caṕıtulo. Sendo assim, consideremos F

um grupo finito e A = F Z =
∏

n∈Z F munido da operação

f1 ∗A f2 : Z → F,

n 7−→ f1(n) ∗F f2(n)

para todos f1, f2 ∈ A, como no Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo 2.2.26, temos que

A é localmente compacto e totalmente desconexo. Definamos o automorfismo α :

A → A, (f(n))n∈Z 7→ (f(n + 1))n∈Z como no Exemplo 2.1.6. Observemos que o

automorfismo α é um deslocamento à esquerda de f ∈ F Z.

Agora para cada m ∈ Z definamos

Bm = {f ∈ A; f(n) = e, n ≤ m} e Cm = {f ∈ A; f(n) = e, n ≥ m}.

Esses conjuntos são fechados, pois são produtos infinitos de F com {e}, e α(Bm) =

Bm−1 e α(Cm) = Cm−1, pelo fato de α ser um deslocamento à esquerda. Conside-

remos B =
⋃

n∈ZBn =
⋃

n≥0 α
n(B0) e C =

⋃
n∈ZCn =

⋃
n≥0 α

−n(C0). B e C são

subgrupos densos em A e também localmente compactos na topologia produto.

Exemplo 3.1.3. Seja A = F Z como no Exemplo 2.1.2. Então temos que um subgrupo

tidy para x = (a,m) arbitrário no grupo localmente compacto e totalmente desconexo

A⋊Z = {(a,m); a ∈ A,m ∈ Z} é A×{0}. Além disso, A×{0} é um subgrupo normal

de A⋊Z, com a operação no grupo definida por (a,m) ∗α (b, n) = (aαm(b),m+ n),

com a, b ∈ A e m,n ∈ Z.

Demonstração. Sejam A×{0} um subgrupo de A⋊Z e x ∈ A⋊Z. Considerando x =

(a,m), x(y, 0)x−1 = (a,m) ∗α (y, 0) ∗α (a,m)−1 = (aαm(y),m) ∗α (α−m(a−1),−m) =
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(aαm(y)αm(α−m(a−1)),m−m) = (aαm(y)a−1, 0) ⊂ A×{0}, então x(A×{0})x−1 ⊂

A× {0}. Analogamente, obtemos que A× {0} ⊂ x(A× {0})x−1, então A× {0} =

x(A × {0})x−1, sendo assim, K+ = K− = A × {0}. Como
⋃

n≥0 x
nA × {0}x−n e⋃

n≥0 x
−nA×{0}xn são subgrupos fechados de A⋊Z, segue que A×{0} é tidy para

x.

Notemos que A⋊Z é um grupo localmente compacto, pois temos que A é compacto

pelo Teorema de Tychonoff e para qualquer elemento (a,m) ∈ A ⋊ Z existe um

compacto A× {m} que contém (a,m).

Exemplo 3.1.4. Sejam A = F Z um grupo compacto e topológico totalmente desco-

nexo e Bm = {f ∈ A; f(n) = e, n ≤ m} munido da operação (a,m) ∗α (b, n) =

(aαm(b),m + n), com a, b ∈ A e m,n ∈ Z. Então um subgrupo tidy para x = (e, 1)

no grupo localmente compacto e totalmente desconexo B ⋊ Z é B0 × {0}.

Demonstração. B0 × {0} é um subgrupo tidy para x = (e, 1) ∈ B ⋊ Z, pois K+ =⋂
n≥0 x

n(B0×{0})x−n = B0×{0} eK− =
⋂

n≥0 x
−n(B0×{0})xn = {eA}×{0}. Con-

siderando (y, 0) ∈ B0×{0} arbitrário, temos xn(y, 0)x−n = (eA, 1)
n(y, 0)(eA, 1)

−n =

(eA, n)(y, 0)(eA,−n) = (eAα
n(y), n)(eA,−n) = (αn(y)αn(eA), n − n) = (αn(y), 0).

Assim, xn(B0 × {0})x−n = {((αn(y), 0), y ∈ B0} = B−n × {0}, pois αn(y)

é um deslocamento à esquerda de y em n posições. Logo temos que K+ =⋂
n≥0 x

n(B0 × {0})x−n = B0 × {0}. Analogamente, temos que x−n(y, 0)xn =

(eA, 1)
−n(y, 0)(eA, 1)

n = (eA,−n)(y, 0)(eA, n) = (eAα
−n(y),−n)(eA, n) =

(α−n(y)α−n(eA),−n+ n) = (α−n(y), 0). Logo x−n(B0 × {0})xn = {((α−n(y), 0), y ∈
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b0} = Bn×0, pois αn(y) é um deslocamento à esquerda de y em n posições. Portanto,

temos que K− =
⋂

n≥0 x
−n(B0 × {0})xn = {eA} × {0}.

Exemplo 3.1.5. Sejam A como no exemplo anterior e Cm = {f ∈ A; f(n) = e, n ≥

m}. Então um subgrupo tidy para x = (eA, 1) ∈ C ⋊ Z é C0 × {0}.

Demonstração. C0 × {0} é um subgrupo tidy para x = (eA, 1) ∈ C ⋊ Z, pois K+ =⋂
n≥0 x

n(C0×{0})x−n = {eA}×{0} e K− =
⋂

n≥0 x
−n(C0×{0})xn = C0×{0}. Con-

siderando (y, 0) ∈ C0 ×{0} arbitrário, temos xn(y, 0)x−n = (eA, 1)
n(y, 0)(eA, 1)

−n =

(eA, n)(y, 0)(eA,−n) = (eAα
n(y), n)(eA,−n) = (αn(y)αn(eA), n − n) = (αn(y), 0).

Assim, xn(C0 × {0})x−n = {((αn(y), 0), y ∈ C0} = C−n × {0}, pois αn(y)

é um deslocamento à esquerda de y em n posições. Logo temos que K+ =⋂
n≥0 x

n(C0 × {0})x−n = {eA} × {0}. Analogamente, temos que x−n(y, 0)xn =

(eA, 1)
−n(y, 0)(eA, 1)

n = (eA,−n)(y, 0)(eA, n) = (eAα
−n(y),−n)(eA, n) =

(α−n(y)α−n(eA),−n+n) = (α−n(y), 0). Então x−n(C0×{0})xn = {((α−n(y), 0), y ∈

b0} = Cn×0, pois αn(y) é um deslocamento à esquerda de y em n posições. Portanto,

temos que K− =
⋂

n≥0 x
−n(C0 × {0})xn = C0 × {0}.

A seguir estudaremos dois exemplos de subgrupos que não são tidy.

Exemplo 3.1.6. Seja o grupo localmente compacto e totalmente desconexo B⋊Z como

no Exemplo 3.1.4. Consideremos o subconjunto B′ = {f ∈ B : f(n) = e, se n <

0 ou n = 5}× {0} de B⋊Z o qual é um subgrupo, pois se (f1(n), 0), (f2(n), 0) ∈ B′,

então (f1(n), 0)∗α (f2(n), 0)−1 = (f1(n)∗Aα0(f2(n)
−1), 0) = (f1(n)∗A (f2(n)−1), 0) ∈

B′, pois f1(n) = f2(n)
−1 = e se n < 0 ou n = 5. Temos que o conjunto B′ × {0} é
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um subgrupo aberto, pois B′ é união de produtos de {e} com F , os quais são abertos

na topologia discreta. E é um subgrupo compacto de B ⋊Z, pois {e} é fechado e B′

é produto de {e} com F , assim, é compacto pelo Teorema de Tychonoff.

Contudo, esse subgrupo não é tidy para (eA, 1). Pois, consideremos y ∈ B′

arbitrário, então xn(y, 0)x−n = (eA, 1)
n(y, 0)(eA, 1)

−n = (eA, n)(y, 0)(eA,−n) =

(eAα
n(y), n)(eA,−n) = (αn(y)αn(eA), n−n) = (αn(y), 0), como a quinta coordenada

de y sempre tem e, e αn(y) é um deslocamento à esquerda, temos que a interseção

K+ =
⋂

n≥0 x
n(B′ × {0})x−n = B5. Analogamente, K− = (eA, {0}), e temos que

B′ ̸= K+K−. Portanto, B
′ não é um subgrupo tidy para x.

Exemplo 3.1.7. Seja A ⋊ Z um grupo localmente compacto e totalmente desconexo

como no Exemplo 3.1.3. Um subgrupo aberto e compacto de A ⋊ Z que não é tidy

sob a conjugação de x é A′ = {f ∈ A : f(n) = e,−5 ≤ n ≤ 3} × {0}. Nesse caso

temos que K+ = B3×{0}, K− = C−5×{0} e A′ = K+K− = K−K+, pois B3×{0} e

C−5×{0} são subgrupos de A′, então (B3×{0})(C−5×{0}) e (C−5×{0})(B3×{0})

são subgrupos de A′ e se f ∈ A′, assim,

f = ((· · · , f(−7), f(−6)︸ ︷︷ ︸
−6◦

, e, e, e, e, e, e︸︷︷︸
0◦

, e, e, e, f(4)︸︷︷︸
4◦

, f(5), · · · ), 0) =

((· · · , e, e, e︸︷︷︸
0◦

, e, e, e, f(4)︸︷︷︸
4◦

, f(5), · · · ), 0)∗A

((· · · , f(−7), f(−6)︸ ︷︷ ︸
−6◦

, · · · , e︸︷︷︸
0◦

, e, e, e, e︸︷︷︸
4◦

, e, · · · ), 0) =

((· · · , e, e, e, e︸︷︷︸
0◦

, e, e, e, f(4)︸︷︷︸
4◦

, f(5), · · · )∗A

(· · · , f(−7), f(−6)︸ ︷︷ ︸
−6◦

, e, e, e, e︸︷︷︸
0◦

, e, e, e, e︸︷︷︸
4◦

, e, · · · ), 0) ∈ (B3×{0})(C−5×{0}) = K+K−.
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Analogamente, f ∈ (C−5 × {0})(B3 × {0}) = K−K+. Contudo, temos

que
⋃

n≥0 x
nK+x

−n é a união de deslocamentos à esquerda de B3, ou seja,⋃
n≥0 x

nK+x
−n = B, que não é fechado. Portanto, A′ não é tidy para x.

3.2 A existência de subgrupos tidy

Nesta seção, mostraremos a existência de subgrupos tidy, para tal finalidade, prova-

remos o Teorema A, cujo enunciado é lembrado a seguir.

Teorema A [Wil94]. Para cada elemento x em um grupo localmente compacto e to-

talmente desconexo G, existe um subgrupo aberto compacto U de G tal que colocando

K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn tem-se

i) U = K+K− = K−K+;

ii)
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e
⋃

n≥0 x
−nK−x

n são subgrupos fechados de G.

Uma outra maneira de definirmos os subgrupos tidy é a partir do Teorema A, dize-

mos que os subgrupos abertos e compactos U satisfazendo as condições (i) e (ii) do

Teorema A são ditos tidy sob a conjugação de x ou tidy para x.

Antes de demonstrarmos o Teorema A, provaremos 14 resultados distribúıdos na

maior parte em lemas. Alguns lemas serão utilizados apenas nos resultados seguintes,

sendo assim, em muitos casos, não há comentários entre os resultados. Quando nada

for dito, consideraremos as seguintes hipóteses: o grupo G é um grupo localmente

compacto e totalmente desconexo; x é um elemento de G.
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Lema 3.2.1. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desco-

nexo, x um elemento de G, V um subgrupo aberto e compacto de G. Con-

sidere Vk =
⋂

0≤n≤k x
nV x−n, k ∈ N, K+ =

⋂
n≥0 x

nV x−n, U = Vk ,

Uj = Vk+j =
⋂

0≤m≤j x
mUx−m, j ∈ N∗ e y ∈ U . Defina para cada inteiro

positivo j,

Cj =
{
z ∈ K+ | xjyx−j ∈ xjzx−jUj

}
,

então Cj+1 ⊆ Cj.

Demonstração. Observemos que Cj+1 = {z ∈ K+ | xj+1yx−j−1 ∈ xj+1zx−j−1Uj+1},

e seja z ∈ Cj+1. Então z ∈ K+ e existe uj+1 ∈ Uj+1, tal que

xj+1yx−j−1 = xj+1zx−j−1uj+1

x(xjyx−j)x−1 = x(xjzx−j)x−1uj+1

xjyx−j = (xjzx−j)(x−1uj+1x),

onde x−1uj+1x = uj ∈ Uj. Pois temos uj+1 ∈ Uj+1 = Vk+j+1 =
⋂

0≤m≤j+1 x
mUx−m,

logo uj+1 ∈ xmUx−m, para cada m, com 0 ≤ m ≤ j+1. Então temos que para cada

m = 0, · · · , j + 1, existe wi ∈ U , com i = 0, · · · , j + 1 tal que

uj+1 = x0w0x
−0, uj+1 = x1w1x

−1, uj+1 = x2w2x
−2, · · · , uj+1 = xj+1wj+1x

−j−1.

Sendo assim,

x−1uj+1x
1 = x0w1x

−0 ⇒ x−1uj+1x
1 ∈ x0Ux−0 = U

x−1uj+1x
1 = x1w2x

−1 ⇒ x−1uj+1x
1 ∈ x1Ux−1
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...

x−1uj+1x
1 = xjwj+1x

−j ⇒ x−1uj+1x
1 ∈ xjUx−j.

Então x−1uj+1x
1 ∈

⋂
0≤m≤j x

mUx−m = Uj, isto é, x−1uj+1x
1 = uj ∈ Uj como

queŕıamos mostrar, logo z ∈ Cj. Portanto, Cj+1 ⊆ Cj.

Lema 3.2.2. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo, x ∈

G e V um subgrupo aberto e compacto de G. Então existe um k inteiro tal que,

colocando U =
⋂

0≤n≤k x
nV x−n, temos

U = K+K− = K−K+,

onde K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn.

Demonstração. Sejam Vk =
⋂

0≤n≤k x
nV x−n e K+ =

⋂
n≥0 x

nV x−n =
⋂

k≥0 Vk. En-

tão V0 ⊇ V1 ⊇ V2 · · · ⊇ Vk−1 ⊇ Vk, e pelo Corolário 2.3.12 temos que para cada

n ∈ Z, xnV x−n é compacto, e como a interseção finita de conjuntos compactos con-

tidos em um espaço Hausdorff é um compacto, pelo Corolário 2.2.21, segue que Vk

é compacto, ∀k ≥ 0. Além disso, Vk é um subgrupo aberto, então é fechado pela

Proposição 2.3.6 item (1), e a interseção arbitrária de conjuntos fechados é fechada,

então, pela Proposição 2.2.15, segue que K+ =
⋂

k≥0 Vk é um subgrupo compacto de

V . Temos xK+x
−1 =

⋂
k≥0 xVkx

−1, onde {xVkx
−1}k≥0 é uma sequência decrescente

de subgrupos abertos e compactos, os dois últimos fatos decorrem dos resultados

dos Corolários 2.3.8 e 2.3.11, respectivamente, e é decrescente, porque Vk ⊇ Vk+1,

então xVkx
−1 ⊇ xVk+1x

−1. Como V é um subgrupo aberto de G, segue que os con-

juntos (xK+x
−1)V e V (xK+x

−1) são vizinhanças abertas de xK+x
−1, logo existe
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um inteiro, k, tal que xVkx
−1 está contido em (xK+x

−1)V e V (xK+x
−1). Sendo

assim, considere y ∈ xVkx
−1, então existem z ∈ xK+x

−1 e v ∈ V tais que y = zv.

Segue que v = z−1y pertence a V ∩ xVkx
−1 = Vk+1. Logo xVkx

−1 ⊆ (xK+x
−1)Vk+1,

ver Proposição 2.1.16. Como xK+x
−1 e Vk+1 são subgrupos de xVkx

−1, segue que

(xK+x
−1)Vk+1 ⊆ xVkx

−1, então xVkx
−1 = (xK+x

−1)Vk+1.

Agora xVk+jx
−1 também está contido em (xK+x

−1)V , pois xVk+jx
−1 ⊆ xVkx

−1 e

xVkx
−1 ⊆ (xK+x

−1)V , então o mesmo argumento mostra que

xVk+jx
−1 =

(
xK+x

−1
)
Vk+j+1, (j ≥ 0) (2.1)

Suponha que para algum j ≥ 0 temos xjVkx
−j = (xjK+x

−j)Vk+j. Então

xxjVkx
−jx−1 = xj+1Vkx

−j−1 = x
((
xjK+x

−j
)
Vk+j

)
x−1

=
(
xj+1K+x

−j
) (

Vk+jx
−1
)

=
(
xj+1K+x

−jx−1
) (

xVk+jx
−1
)

=
(
xj+1K+x

−j−1
) (

xVk+jx
−1
)

=
(
xj+1K+x

−j−1
) (

xK+x
−1
)
Vk+j+1, pela Equação (2.1),

=
(
xj+1K+x

−j−1
)
Vk+j+1,

pois xK+x
−1 é subgrupo de xj+1K+x

−j−1.

Como pela Equação (2.1) temos que xVkx
−1 = (xK+x

−1)Vk+1, e segue por indução

que, para todo j ≥ 0,

xjVkx
−j = (xjK+x

−j)Vk+j, (2.2)

pois como K+ é um subgrupo de Vk, temos que Vk = (K+)Vk, quando j = 0.

De maneira análoga, usamos o fato de xVkx
−1 ⊆ V (xK+x

−1) e encontramos que,
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∀j ≥ 0,

xjVkx
−j = Vk+j(x

jK+x
−j). (2.3)

Agora sejam U = Vk e K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn. Então K− é um subgrupo compacto

de U . Colocando Uj = Vk+j =
⋂

0≤m≤j x
mUx−m, cada Uj é um subgrupo aberto

e compacto de U e
⋂

j≥0 Uj = K+, segue que K+ é subgrupo de U . Portanto,

K+K− ≤ U .

Segue pelas Equações (2.2) e (2.3) que

xjUx−j = (xjK+x
−j)Uj = Uj(x

jK+x
−j). (2.4)

Seja y ∈ U , e para cada inteiro j não negativo, definamos

Cj =
{
z ∈ K+;x

jyx−j ∈ xjzx−jUj.
}
.

Logo Cj é um subconjunto compacto de K+ e não vazio por (2.4). Cj é compacto,

pois se xjyx−j ∈ xjzx−jUj, temos que z = yx−ju−1
j xj, onde uj ∈ Uj. Então Cj

pode ser escrito como Cj = {yx−ju−1
j xj, uj ∈ Uj} = yx−jUjx

j, como Uj = Vk+j é

compacto e a conjugação de compactos é compacta, pelo Corolário 2.3.11. Temos

que Cj é compacto por ser a translação de um compacto por um elemento y, ver

Corolário 2.3.10. Como Cj+1 ⊆ Cj, pelo Lema 3.2.1, e pelo Teorema dos compactos

encaixados segue que
⋂

j≥0Cj ̸= ∅. Tomemos z nessa interseção, então z ∈ Cj,

para cada j > 0. Então, para uj ∈ Uj e z ∈ K+, temos xjyx−j = xjzx−juj,

logo xjz−1yx−j = uj ∈ Uj ⊆ U . Sendo assim, temos que uj = xjz−1yx−j ∈ U ,

então z−1y = x−jujx
j = r ∈

⋂
n≥0 x

−nUxn = K−, logo y = zr ∈ U , e segue que

U ≤ K+K−. Portanto, U = K+K−. Analogamente, U = K−K+
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É importante ressaltarmos, apesar de termos mencionado isso anteriormente, que o

intuito deste estudo é explorar um pouco mais sobre a estrutura de grupos localmente

compactos e totalmente desconexos, assim, mesmo que não enfatizemos em todos os

resultados, é válido evidenciarmos que o grupo G é um grupo topológico localmente

compacto e totalmente desconexo e x é um elemento de G.

O próximo lema nos fornece um resultado que, diversas vezes, será utilizado ao longo

deste trabalho.

Lema 3.2.3. Sejam U um subgrupo aberto e compacto de G e x ∈ G. Considere

K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn. Então K+ ⊆ xK+x
−1 e K− ⊆ x−1K−x.

Demonstração. Tome a ∈ K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n, então a ∈ xnUx−n,∀n ≥ 0. Isto

é, para cada n existe un ∈ U tal que a = xnunx
−n = xxn−1unx

−n+1x−1, logo

a ∈ xxn−1Ux−n+1x−1. Sendo assim, temos a = xxnun+1x
−nx−1, ∀n ≥ 0, e segue que

a ∈ xxnUx−nx−1. Então a ∈
⋂

n≥0 xx
nUx−nx−1 = x(

⋂
n≥0 x

nUx−n)x−1 = xK+x
−1.

Portanto, K+ ⊆ xK+x
−1. Analogamente, podemos provar que K− ⊆ x−1K−x.

Daqui até o final dessa seção, vamos supor que U =
⋂

0≤n≤k x
nV x−n, K+ =⋂

n≥0 x
nUx−n e K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn.

Lema 3.2.4. Suponha que w ∈ G seja tal que xmwx−m e xnwx−n pertencem a U ,

onde m ≤ n. Então w = yz, onde

xkyx−k ∈ U para k ≤ m e k ≥ n

e

xkzx−k ∈ U para m ≤ k ≤ n.
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Demonstração. Como xmwx−m ∈ U = K+K−, temos xmwx−m = uv, onde u está

em K+ e v em K−. Como m ≤ n, então existe j ≥ 0, tal que j = n − m ≥ 0.

Logo temos que xjxmwx−mx−j = (xjux−j)(xjvx−j) = xnwx−n, então xjux−j =

(xnwx−n)(xjv−1x−j). Como xnwx−n está em U por hipótese, e xjv−1x−j em K− ⊆

U , pois v ∈ K−, logo v−1 ∈ K−, e pelo Lema 3.2.3, segue que v−1 ∈ x−jK−x
j, sendo

assim, xjv−1x−j ∈ K−. Consequentemente, xjux−j = st ∈ U = K−K+, onde s está

em K− e t em K+.

Coloquemos y = x−nsxn e z = (x−ntxn)(x−mvxm). Como xmwx−m = uv e u =

x−jstxj, segue que w = yz. Além disso,

xmyx−m = x−jsxj = ux−jt−1xj,

onde u e t pertencem a K+, então xmyx−m está em K+, pois u ∈ K+, e x−jt−1xj ∈

K+, pois t
−1 ∈ K+ ⊆ xjK+x

−j. E segue que xkyx−k está em U sempre que k ≤ m.

De maneira semelhante, seja xnyx−n = s pertencente a K− ⊆ x−iK−x−i, onde

i ∈ N, implica que xn+iyx−n−i ∈ K− ⊆ U . Considerando k = n + i temos que

xkyx−k está em U para todo k ≥ n.

Finalmente, se m ≤ k ≤ n, então

xkzx−k = xk(x−ntxn)(x−mvxm)x−k

= xk(x−ntxn)(x−kx+k)(x−mvxm)x−k

= (x−(n−k)txn−k)(xk−mvx−(k−m)),

onde x−(n−k)txn−k está em K+, e xk−mvx−(k−m) está em K−. Portanto, xkzx−k

encontra-se em K+K− = U .
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A seguir demonstraremos um lema que apesar de ter uma demonstração extensa

pode ser considerado, neste trabalho, o lema com a prova mais bonita estrutural-

mente.

Lema 3.2.5. a) O subgrupo
⋃

n≥0 x
nK+x

−n é fechado se, e somente se,

(
⋃

n≥0 x
nK+x

−n) ∩ U = K+.

b) O subgrupo
⋃

n≥0 x
nK+x

−n é fechado se, e somente se,
⋃

n≥0 x
−nK−x

n é fe-

chado.

Demonstração. a) Se (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n)∩U = K+ e K+ é um grupo compacto de

um grupo topológico em um espaço Hausdorff, pela Proposição 2.2.18 temos

que K+ é fechado. Como o elemento neutro, e, do subgrupo K+ pertence ao

subgrupo (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n), e U é vizinhaça de e, segue que (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n)

é localmente fechado em e, pois (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n)∩U = K+ é fechado, ver de-

finição 2.2.9. Consequentemente, o subgrupo
⋃

n≥0(x
nK+x

−n) é fechado pela

Proposição 2.3.3.

Se (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n) ∩ U ̸= K+, logo existe pelo menos um elemento

g ∈ (
⋃

n≥0 x
nK+x

−n) ∩ U tal que g /∈ K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n. Como g ∈⋃

n≥0 x
nK+x

−n, então existem um número natural i e um w ∈ K+ tais que

g = xiwx−i ∈ U , e existe um número natural j tal que g = xiwx−i /∈ xjUx−j,

pois g /∈ K+. Sendo assim, xi−jwxj−i /∈ U.

Notemos que m = i − j > 0, pois se i = j teŕıamos que w /∈ U , mas

w ∈ K+. Agora se i − j < 0 teŕıamos xi−jwxj−i ∈ K+ ⊆ U , pelo Lema
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3.2.3, pois w ∈ K+, contudo, x
i−jwxj−i /∈ U . Sendo assim, temos m > 0

e xmwx−m /∈ U, com w ∈ K+ ⊆ U. Como xiwx−i ∈ U e x0wx−0 ∈ U , te-

mos pelo Lema 3.2.4 que w = yz com xkyx−k ∈ U para k ≤ 0 e k ≥ i

e xkzx−k ∈ U, para 0 ≤ k ≤ i, além disso, decorre da demonstração do

mesmo lema que y ∈ K+ e xiyx−i ∈ K−. Observemos que xmyx−m /∈ U , pois

temos xmwx−m = xmyzx−m = (xmyx−m)(xmzx−m), e xmwx−m /∈ U , como

m = i− j < i, pelo Lema 3.2.4, segue que xmzx−m ∈ U , logo xmyx−m /∈ U.

Temos que a sequência S =
{
y(xiyx−i)(x2iyx−2i) · · · (xliyx−li)

}
l≥0

está contida

em (
⋃

k≥0 x
kK+x

−k) ∩ U . Como U é compacto, a sequência possui um ponto

de acumulação, u, pertencente a U . Considere uma subsequência al de S que

converge para u. Seja q tal que m = il0 − q, q existe, pois 0 < m < i, com

q ≥ 0, e l0 > i−m fixado. Então

x−qalx
k = x−k

(
y(xiyx−i)(x2iyx−2i) · · · (xliyx−li)

)
xq

= (x−qyxq)︸ ︷︷ ︸
∈U

(x−q+iyxq−i)︸ ︷︷ ︸
∈U

(x2i−qyx−2i+q)︸ ︷︷ ︸
∈U

· · · (xl0i−qyx−l0i+q)︸ ︷︷ ︸
/∈U

· · · (xli−qyx−li+q)︸ ︷︷ ︸
∈U

onde x−qyxq, x−q+iyxq−i, · · · , xl0(i−1)−qyx−l0(i−1)+q ∈ U e

xl0(i+1)−kyx−l0(i+1)+q, · · · , xli−qyx−li+q ∈ U , pelo Lema 3.2.4, e o elemento

xl0i−qyx−l0i+q = xmyx−m /∈ U . Logo x−qalx
q /∈ U , para l suficientemente

grande. Como al → u e U é aberto, temos uma sequência de elementos

x−qalx
q contidos no fechado U c. Logo temos que o limite da sequência x−qalx

q,

quando l → +∞, é x−quxq e não pertence a U , para infinitos valores de q

quando q → ∞.. Consequentemente, u não pertence a
⋃

k≥0 x
kK+x

−k, pois

suponhamos que u ∈
⋃

k≥0 x
kK+x

−k, logo existe p ≥ 0 tal que u ∈ xpK+x
−p,
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isto é, x−puxp = k+ ∈ K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n, então x−p−nuxp+n ∈ U , para todo

n ∈ N, mas isso não pode acontecer, pois existem infinitos valores de q com

q → +∞ com x−quxq /∈ U . Sendo assim, existe um ponto de acumulação de

uma sequência de elementos de
⋃

k≥0 x
kK+x

−k que não pertence ao conjunto,

portanto,
⋃

k≥0 x
kK+x

−k não é fechado.

b) Provaremos que se
⋃

n≥0 x
−nK−x

n é fechado, então
⋃

k≥0 x
kK+x

−k é fechado.

Se
⋃

k≥0 x
kK+x

−k não é fechado, então pelo item anterior sabemos que

(
⋃

n≥0 x
nK+x

−n) ∩ U contém propriamente K+, e aplicando o Lema 3.2.4

temos que existe um y ∈ K+ tal que xmyx−m /∈ U e xnyx−n ∈ K−, para

algum n > m > 0, então y ∈ x−nK−x
n, logo y ∈ (

⋃
n≥0 x

−nK−x
n) ∩ U ,

mas y /∈ K−, pois se y ∈ K− teŕıamos que xmyx−m ∈ K−, o que é uma

contradição, pois xmyx−m /∈ U . Logo (
⋃

n≥0 x
−nK−x

n) ∩ U contém propria-

mente K−. Logo existe pelo menos um elemento h ∈ (
⋃

n≥0 x
−nK−x

n) ∩ U

tal que h /∈ K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn. Como h ∈

⋃
n≥0 x

−nK−x
n, então existem

um número natural i e um ω ∈ K− tais que h = x−iωxi ∈ U , e existe um

número natural j tal que h = x−iωxi /∈ x−jUxj, pois h /∈ K−. Sendo assim,

x−i+jωxi−j /∈ U. Notemos que m′ = −i + j < 0, pois se i = j teŕıamos que

ω /∈ U , mas ω ∈ K−. Agora se −i + j > 0 teŕıamos x−i+jωxi−j) ∈ K− ⊆ U ,

pelo Lema 3.2.3, pois ω ∈ K−, contudo, x
−i+jωxi−j /∈ U . Como x−iωxi ∈ U

e x−0ωx0 ∈ U , temos pelo Lema 3.2.4 que ω = yωzω com x−ryωx
r ∈ U para

r ≤ −i e r ≥ 0 e xrzωx
−r ∈ U, para −i ≤ r ≤ 0, além disso, decorre da

demonstração do mesmo lema que x−iyωx
i ∈ K+ e yω ∈ K−.
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Observemos que xm′
yωx

−m′
/∈ U , pois temos xm′

ωx−m′
= xm′

yωzωx
−m′

=

(xm′
yωx

−m′
)(xm′

zωx
−m′

), e xm′
ωx−m′

/∈ U , como m′ = −i + j < 0,

temos −i ≤ m′ ≤ 0, e pelo Lema 3.2.4, segue que xm′
zωx

−m′ ∈

U , logo xm′
yωx

−m′
/∈ U . Sendo assim, temos a sequência S ={

yω(x
−iyωx

i)(x−2iyωx
2i) · · · (x−liyωx

li)
}
l≥0

contida em (
⋃

k≥0 x
−kK−x

k) ∩ U .

Como U é compacto, essa sequência possui ponto de acumulação, digamos

u ∈ U . Consideremos uma subsequência al de S que convirja para u, e seja

k = m′ + il0, com l0 ∈ N, l0 > −m′ e l0 > m′ + i fixado. Então

xkalx
−k = xk

(
yω(x

−iyωx
i)(x−2iyωx

2i) · · · (x−liyωx
li)
)
x−k =

= (xkyωx
−k)(xk−iyωx

−k+i)(x−2i+kyωx
2i−k) · · · (x−l0i+kyωx

l0i−k) · · · (x−li+kyωx
li−k)

onde xkyωx
−k, xk−iyωx

−k+i, · · · , x−l0(i−1)+kyωx
l0(i−1)−k ∈ U ,

ex−l0(i+1)+kyωx
l0(i+1)−k, · · · , x−li+kyωx

li−k ∈ U , pelo Lema 3.2.4. Como

apenas o elemento x−l0i+kyωx
l0i−k = x−m′

yxm′
/∈ U , segue que xkalx

−k /∈ U ,

para l suficientemente grande. Como al → u e U é um subgrupo aberto,

então existe uma sequência de elementos xkalx
−k contidos em U c, o qual é

um conjunto fechado. Logo temos que o limite da sequência xkalx
−k, quando

l → +∞, é xkux−k, e não pertence a U , para infinitos valores de k quando

k → ∞. Sendo assim, temos que u não pertence a
⋃

k≥0 x
−kK−x

k, logo existe

um ponto de acumulação de elementos de
⋃

k≥0 x
−kK−x

k que não está no

conjunto, portanto,
⋃

k≥0 x
−kK−x

k não é fechado. Assim conclúımos que⋃
k≥0 x

kK+x
−k é fechado.
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Para provarmos que se
⋃

k≥0 x
kK+x

−k é fechado, então
⋃

n≥0 x
−nK−x

n é

fechado, é suficiente trocar x por x−1 na demonstração acima.

Lema 3.2.6. O subgrupo
⋃

n≥0 x
nK−x

−n é fechado se, e somente se,

(
⋃

n≥0 x
−nK+x

n) ∩ U = K−.

Demonstração. A demonstração é similar a do Lema 3.2.5, basta substituir x por

x−1.

Agora definiremos o subgrupo L de G, esse nos auxiliará no processo de construção

da prova do Teorema A.

Definição 3.2.7. Define-se o conjunto L por

L =
{
z ∈ G | ∃m,n ∈ Z tais que xkzx−k ∈ U sempre que k ≤ m ou k ≥ n

}

A condição definindo L em 3.2.7 é equivalente à existência de inteiros m e n tais

que xmzx−m ∈ K+ e xnzx−n ∈ K−.

Lema 3.2.8. Sejam G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto, x ∈ G

e L como na Definição 3.2.7. Então

(i) O conjunto L é subgrupo de G;

(ii) O conjunto L é invariante sob a conjugação de x.

Demonstração.
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(i) Sejam z1, z2 ∈ L, então ∃ m1,m2, n1, n2 ∈ Z tais que xm1z1x
−m1 ∈ K+ e

xn1z1x
−n1 ∈ K−, x

m2z2x
−m2 ∈ K+ e xn2z2x

−n2 ∈ K−. Então xm2z−1
2 x−m2 ∈ K+

e xn2z−1
2 x−n2 ∈ K−, pois K+ e K− são subgrupos de U .

Consideremos m1 < m2 e n1 < n2. Como m1 < m2, então xm1z−1
2 x−m1 ∈ K+, pois

x−1K+x ⊂ K+. Então

xm1z1x
−m1xm1z−1

2 x−m1 = xm1z1z
−1
2 x−m1 ∈ K+

e como n1 < n2, segue que xn2z1x
−n2 ∈ K−, pois xK−x

−1 ⊂ K−. Logo

xn2z1x
−n2xn2z−1

2 x−n2 = xn2z1z
−1
2 x−n2 ∈ K−

Portanto, existemm1 e n2 ∈ Z tais que xm1z1z
−1
2 x−m1 ∈ K+ e xn2z1z

−1
2 x−n2 ∈ K−.

Analogamente, se m1 < m2 e n2 < n1, m2 < m1 e n1 < n2, m2 < m1 e n2 < n1.

Segue que L é subgrupo de G.

(ii) Provaremos que L é invariante sob a conjugação de x, isto é x−1Lx = L. Se z ∈

x−1Lx, então xzx−1 ∈ L, sendo assim, existem m e n ∈ Z tais que xm(xzx−1)x−m ∈

K+ e xn(xzx−1)x−n ∈ K−. Então, xm+1zx−m−1 ∈ K+ e xn+1zx−n−1 ∈ K−, logo

existem inteiros m + 1 e n + 1 tais que xm+1zx−m−1 ∈ K+ e xn+1zx−n−1 ∈ K−,

então z ∈ L. Portanto, x−1Lx ⊂ L. Além disso, temos L ⊂ x−1Lx, pois se

z ∈ L, logo existem m e n ∈ Z tais que xmzx−m ∈ K+ e xnzx−n ∈ K−, então

xm−1(xzx−1)x−m+1 ∈ K+ e xn−1(xzx−1)x−n+1 ∈ K−. Considerando m′ = m−1 ∈ Z

e n′ = n− 1 ∈ Z, segue que xzx−1 ∈ L, logo z ∈ x−1Lx. Portanto, L ⊂ x−1Lx.
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O resultado a seguir é um corolário do Lema 3.2.5, o qual é crucial para a demons-

tração do Teorema A.

Corolário 3.2.9. Se L = K+ ∩K−, então U é tidy.

Demonstração. Temos que U = K+K− = K−K+, logo para provarmos que U é tidy,

será suficiente mostrarmos que
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e
⋃

n≥0 x
−nK−x

n são subgrupos fecha-

dos de G. Pelo Lema 3.2.5 isso é equivalente a provarmos que
⋃

n≥0(x
nK+x

−n)∩U =

K+. Sendo assim, suponhamos que
⋃

n≥0(x
nK+x

−n) ∩ U ̸= K+, pela demonstração

do Lema 3.2.5 temos que existe y ∈ K+ com xmyx−m /∈ U , mas xnyx−n ∈ K−, onde

n > m > 0, então y ∈ L. Temos pela hipótese que L = K+∩K−, portanto, y ∈ K−,

isso quer dizer xmyx−m ∈ K−, ∀m ∈ N, contudo, existe m ∈ N tal que xmyx−m /∈ U .

Logo temos uma contradição, e segue que
⋃

n≥0(x
nK+x

−n) ∩ U = K+. De maneira

similar mostramos que
⋃

n≥0(x
−nK+x

n) é fechado. Portanto, U é tidy.

Definição 3.2.10. Para cada z ∈ L o exposure de z é o menor inteiro e(z) =

n−m− 1, onde n > m, xmzx−m ∈ K+ e xnzx−n ∈ K−.

Definição 3.2.11. Define-se o conjunto ε por ε = (xK+x
−1\K+) ∩ L

Proposição 3.2.12. Cada elemento de L\(K+ ∩K−) é conjugado por uma potência

de x a um único elemento de ε.

Demonstração. Seja z ∈ L\(K+ ∩ K−). Então z ∈ L, logo existem m,n ∈ Z tais

que xmzx−m ∈ K+ e xnzx−n ∈ K−. Como z /∈ (K+∩K−), temos três casos: z ∈ K+

e z /∈ K−, z ∈ K− e z /∈ K+, e z /∈ K+ e z /∈ K−.
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Consideremos z ∈ K+ e z /∈ K− =
⋂

i≥0 x
−iUxi, então existe i0 ∈ N tal que

z /∈ x−i0Uxi0 , assim xi0zx−i0 /∈ U , logo xi0zx−i0 /∈ K+. Como xmzx−m ∈ K+, pois

z ∈ L, pelo Lema 3.2.3 segue que m < i0.

Sejam A = {i ∈ N : xizx−i /∈ K+} e k = min{i ∈ N : xizx−i /∈ K+}, k existe, pois

o conjunto A é limitado inferiormente, por m, e é não vazio, pois xi0zx−i0 /∈ K+.

Então xkzx−k /∈ K+ e xk−1zx−k+1 ∈ K+, logo xxk−1zx−k+1x−1 ∈ xK+x
−1, isto é,

xkzx−k ∈ xK+x
−1. Assim xkzx−k ∈ xK+x

−1\K+. Como z ∈ L, e L é invariante por

conjugação, ver Lema 3.2.8 item (ii), segue que xkzx−k ∈ L. Portanto, xkzx−k ∈ ε.

A unicidade do elemento xkzx−k ∈ ε decorre da unicidade de k, pois se existisse

outro elemento l ̸= k tal que xlzx−l ∈ ε, teŕıamos que xlzx−l ∈ xK+x
−1\K+, isto

é, xl−1zx−l+1 ∈ K+ e xlzx−l /∈ K+, mas pela definição k é o menor valor natural

que satisfaz a condição xkzx−k /∈ K+, então, necessariamente, l > k, contudo,

xl−1zx−l+1 ∈ K+ implica que xkzx−k ∈ K+ tendo uma contradição. Portanto, o

elemento xkzx−k ∈ ε é único.

Analogamente, segue o resultado para o caso z ∈ K− e z /∈ K+. O caso z /∈ K−

e z /∈ K+ se reduz a um dos casos anteriores por conjugação de z por xm ou por

xn.

Proposição 3.2.13. Se z ∈ ε e y ∈ K+ ∩K− ou y = x−kwxk, com w ∈ ε e k > 0,

então yz ∈ ε e as classes laterais K+z e K+yz são iguais. (yz ∈ K+z)

Demonstração. 1. Se y ∈ K+ ∩K−, temos que y ∈ K+. Logo as classes laterais

K+z e K+yz são iguais.
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2. Se y = x−kwxk, com w ∈ ε, temos que w = xkyx−k ∈ ε = (xK+x
−1\K+) ∩ L,

então xk−1yx−k+1 ∈ K+, com k − 1 ≥ 0 e w = xkyx−k /∈ K+. Logo y ∈ K+,

portanto, as classes laterais K+z e K+yz são iguais.

Lema 3.2.14. Sejam z1, z2 ∈ ε e suponha que z1 ∈ K+z2. Então z1 = yz2 onde ou y ∈

K+∩K−, ou y = x−kwxk, para algum k > 0 e w ∈ ε com e(w) < max {e(z1), e(z2)} .

Demonstração. Como z1, z2 ∈ ε, temos que z1, z2 ∈ L. Contudo, z1, z2 /∈ K+,

logo existem m1, n1,m2, n2 ∈ Z, tais que xm1z1x
−m1 ∈ K+ e xn1z1x

−n1 ∈ K−,

xm2z2x
−m2 ∈ K+ e xn2z2x

−n2 ∈ K−, com m1 < 0 e m2 < 0. Observemos

que xm2z−1
2 x−m2 ∈ K+ e xn2z−1

2 x−n2 ∈ K−, pois K+ e K− são subgrupos. Su-

ponhamos z1 ∈ K+z2, então existe y ∈ K+, tal que z1 = yz2. Consideremos

e(z1) = max{e(z1), e(z2)} = n1 − m1 − 1 = n ≥ n1, pois −m1 − 1 ≥ 0. Logo

n = n1−m1−1 ≥ n2−m2−1 ≥ n2, pois −m2−1 ≥ 0. Assim temos xnyx−n ∈ K−,

pois

y = z1z
−1
2

xnyx−n = (xnz1x
−n)(xnz−1

2 x−n)

xnyx−n = (xn1−m1−1z1x
−n1+m1+1)︸ ︷︷ ︸

∈K−

(xn1−m1−1z−1
2 x−n1+m1+1)︸ ︷︷ ︸
∈K−

.

Como xnyx−n ∈ K− e x0yx−0 = y ∈ K+, segue que y ∈ L e e(y) ≤ n − 0 −

1. Então e(y) ≤ n − 0 − 1 < n = e(z1) ≤ max{e(z1), e(z2)}. O caso e(z2) =

max{e(z1), e(z2)} = n2 −m2 − 1 = n é análogo.
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Decorre da definição 3.2.10 que o exposure do conjugado de y, xkyx−k = w é igual

ao exposure de y . Portanto, e(w) < max{e(z1), e(z2)}.

Como y ∈ L ∩K+, temos que y ∈ K+ ∩K− ou y ∈ L\(K+ ∩K−), pela Proposição

3.2.12 existe um inteiro k > 0 tal que xkyx−k ∈ ε e o resultado segue.

Corolário 3.2.15. Sejam z1, z2 ∈ ε e suponha que z1 ∈ K+z2 e que e(z1) =

min {e(z) : z ∈ ε} = e(z2). Então z1 = yz2, onde y ∈ K+ ∩K−.

Demonstração. Sejam z1, z2 ∈ ε. Temos e(z1) = min {e(z) : z ∈ ε} = e(z2), logo não

existe w ∈ ε tal que e(w) < max {e(z1), e(z2)}. Como z1 ∈ K+z2, então ∃y ∈ K+

tal que z1 = yz2, e segue pelo Lema 3.2.14 que y ∈ K+ ∩K−.

Observação 3.2.16. i) Se g ∈ (xK+x
−1)\K+, então K+g ⊂ (xK+x

−1)\K+. De

fato, pondo g = xkx−1, com k ∈ K+, então

K+g = K+xkx
−1 = xx−1K+xkx

−1 ⊂ xK+kx
−1 = xK+x

−1;

ii) Seja N a quantidade de Classes laterais de K+ em (xK+x
−1)\K+, tais que

intersectam ε. De cada uma dessas Classes escolha um representante gi, com

i = 1, 2...., N , tal que gi pertença a ε e e(gi) = min {e(z); z ∈ ε ∩K+gi}.

Como K+ = (xK+x
−1) ∩ U é um subgrupo aberto do compacto, xK+x

−1, pela

Proposição 2.3.6, existe um número finito de classes laterais, logo podemos

escolher apenas um número finito de representantes para cada uma dessas

classes escolhidas.
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Lema 3.2.17. Cada z ∈ ε pode ser escrito como um produto

z = w(x−kjgijx
kj) · · · (x−k1gi1x

k1)(x−0gi0x
0),

onde w ∈ K+ ∩K− e 0 < k1 < k2 < · · · < kj.

Demonstração. Seja z ∈ ε = (xK+x
−1\K+) ∩ L. Então z /∈ K+, sendo assim, z

pertence a alguma das classes laterais K+gi0 , para algum i0 ∈ N e gi0 ∈ ε, um

representante de uma das classes laterais de K+ em (xK+x
−1)\K+ que intersectam

ε e e(gi0) = min{e(z); z ∈ ε ∩ K+gi0}, e pelo Lema 3.2.14 temos z = ygi0 , com

y ∈ K+, onde ou y ∈ K+ ∩K− ou y = x−k1z′xk1 com k1 > 0 e z′ ∈ ε com e(z′) <

max{e(z), e(gi0)}. Como z ∈ K+gi0 e e(gi0) = min{e(z); z ∈ ε ∩K+gi0}, segue que

max{e(z), e(gi0} = e(z), logo temos e(y) = e(z′) < e(z). Como existe um número

finito de classes laterais, podemos escolher um número finito de representantes para

essas classes, então, sem perda de generalidade, podemos considerar e(z′) < e(gi0).

Se y ∈ K+ ∩ K− e considerando y = w, segue que z = ygi0 = wx−0gi0x
0, como

queŕıamos.

Agora se y = x−k1z′xk1 com k1 > 0 e e(z′) < max{e(z), e(gi0)} = e(z).

Notemos que ou z′ estará na mesma classe que gi0 ou z′ estará em alguma outra

classe, necessariamente, distinta à classe de gi0 . Entretanto, estamos considerando

o caso e(z′) < e(gi0), logo z′ /∈ K+gi0 . Então aplicando o mesmo racioćınio para

z′ = xk1yx−k1 ∈ ε, temos que z′ pertence a alguma das classes laterais K+gi1 , para

algum i1 ∈ N e um representante gi1 ∈ ε. E, pelo Lema 3.2.14, segue que z′ = y1gi1 ,

com y1 ∈ K+.
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Assim temos

z = ygi0 = x−k1z′xk1gi0

= (x−k1y1gi1x
k1)gi0

= (x−k1y1x
k1)(x−k1gi1x

k1)gi0

onde ou y1 ∈ K+ ∩K− ou y1 = x−k2z′′xk2 com k2 > 0, z′′ ∈ ε.

Se y1 ∈ K+ ∩K− =
⋂

n∈Z x
nUx−n, então w = x−k1y1x

k1 ∈ K+ ∩K−

z = ygi0

= w(x−k1gi1x
k1)gi0 ,

e o resultado segue.

Agora se temos y1 = x−k2z′′xk2 com k2 > 0 e e(z′′) < max(e(z′), e(gi1) = e(z′).

Observemos que se e(z′′) < g(i0), então garantimos que z′′ /∈ K+gi0 . Contudo,

se e(z′′) ≥ g(i0), teremos que repetir o processo até obtermos algum z∗ < g(i0) para

garantirmos que existe um z∗ que não está na mesma classe de gi0 . Para entendermos

o processo indutivo desta prova, consideremos z∗ = z′′.

Sendo assim, temos z′′ = xk2y1x
−k2 ∈ ε, então z′′ ∈ K+gi2 ̸= K+gi0 , e pelo Lema

3.2.14 segue que z′′ = y2gi2 onde ou y2 ∈ K+ ∩K− ou y2 = x−k3z′′′xk3 com k3 > 0,
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z′′′ ∈ ε e e(z′′′) < max{e(z′′), e(gi0)}.

z = ygi0 = x−k1z′xk1gi0

= (x−k1y1x
k1)(x−k1gi1x

k1)gi0

= (x−k1(x−k2z′′xk2)xk1)(x−k1gi1x
k1)gi0

= x−(k1+k2)(y2gi2)x
(k1+k2)(x−k1gi1x

k1)gi0

= (x−(k1+k2)y2x
(k1+k2))(x−(k1+k2)gi2x

(k1+k2))(x−k1gi1x
k1)gi0

Se y2 ∈ K+ ∩K− =
⋂

n∈Z x
nUx−n, então w = x−k1−k2y2x

k1+k2 ∈ K+ ∩K−.

Portanto,

z = ygi0 = w(x−(k1+k2)gi2x
(k1+k2))(x−k1gi1x

k1)gi0 .

Caso contrário, podemos repetir este processo e escolher um z′′′′ que não está em

uma classe lateral diferente à classe do gi2 . Como o número de Classes laterais é

finito, teremos o resultado, considerando k
′
1 = k1, k

′
2 = k1+k2, · · · , k

′
j =

∑j
i=1 ki.

Consideremos L = L.

Lema 3.2.18. (i) O conjunto L é um subgrupo compacto de G invariante sob a

conjugação por x;

(ii) {z ∈ G : ∃m1 ≤ 0 < m2 < · · · < mp < . . . tais que xmpzx−mp ∈ U} ⊆ LK−;

(iii) {z ∈ G : ∃m1 ≤ 0 < m2 < · · · < mp < . . . tais que x−mpzxmp ∈ U} ⊆ LK+.

(iv) {z ∈ G : xmzx−m ∈ U para infinitos valores dem → ±∞} ⊆ L.

Demonstração. i) Seja z ∈ L. Então ou z ∈ K+ ∩ K− ou z ∈ L\(K+ ∩ K−).

Se z ∈ L\(K+ ∩ K−), então temos que ou z pertence a K+ ou z não per-



Caṕıtulo 3. Subgrupos Tidy 53

tence a K+. Consideremos z /∈ K+, aplicando a Proposição 3.2.12 para

o caso z /∈ K+, temos xk′zx−k = y ∈ ε e k′ ≤ 0. Sendo assim, te-

mos que z = xkyx−k, onde y ∈ ε e k ≥ 0. Pelo lema anterior te-

mos que y = w(xk
′
jgijx

−k
′
j) · · · (xk

′
1gi1x

−k
′
1)(x0gi0x

−0), com w ∈ K+ ∩ K− e

0 < k
′
1 < k

′
2 < · · · < k

′
j. Logo temos

z = xkw(x−k
′
jgijx

k
′
j) · · · (x−k

′
1gi1x

k
′
1)(gi0)x

−k

= (xkwx−k)(xk−k
′
jgijx

k
′
j−k) · · · (xk−k

′
1gi1x

k
′
1−k)(xkgi0x

−k),

onde w ∈ K+ ∩ K−, logo ω = (x−kwxk) ∈ K+ ∩ K−, pois K+ ∩ K− é um

conjunto invariante por conjugação.

Observemos que cada elemento gi ∈ ε = (xK+x
−1\K+)∩L ⊆ xK+x

−1 ⊆

xjK+x
−j, para todo j ≥ 1 e i = 1, 2, . . . , N .

Tomemos p ≥ max{k, k − k
′
1, · · · , k − k

′
j, 1}, logo temos que gi ∈ xpK+x

−p e

gi = xphix
−p, para hi ∈ K+. Assim

z = (xkwx−k)(xk−k
′
jgijx

k
′
j−k) · · · (xk−k

′
1gi1x

k
′
1−k)(xkgi0x

−k),

= (xkwx−k)(xk−k
′
j(xphijx

−p)xk
′
j−k) · · · (xk−k

′
1(xphi1x

−p)xk
′
1−k)(xk(xphi0x

−p)x−k)

= (xkwx−k)x2p(xk−k
′
j−phijx

k
′
j−k+p)x−2p · · ·x2p(xk−phi0x

−k+p)x−2p.

⊆ (K+ ∩K−)x
2pK+x

−2p ⊆ K−x
2pK+x

−2p,

pois cada um dos elementos xk−k
′
l−philx

k
′
l−k+p, com l = 1, · · · , j, pertencem

a K+, pois k − k
′

l − p < 0 e hil ∈ K+. Sendo assim, temos que cada ele-

mento de L pertence a K−x
2pK+x

−2p. Logo L ⊆ K−(x2pK+x−2p), implica

L ⊆ K−(x
2pK+x

−2p), pois K−(x
2pK+x

−2p) é fechado. Como K−(x
2pK+x

−2p)
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é um subconjunto compacto de G, pois é produto de compactos, e L = L é

fechado. Segue, pela Proposição 2.2.15, que o fecho de L, denotado por L, é

um subgrupo compacto. Além disso, L é invariante sob a conjugação de x,

pois pelo Lema 3.2.8 temos L = xLx−1, então L = xLx−1 = xLx−1. Logo

L = xLx−1, portanto, L é invariante sob a conjugação de x.

ii) Seja z ∈ G tal que existem m1 ≤ 0 < m2 < · · · < mp < . . . , tais que

xmpzx−mp ∈ U , para cada p. Agora para cada p ≥ 1 aplicaremos o Lema

3.2.4. Consideremos m = m1 e n = mp, então existem elementos y1, y2, . . . e

z1, z2, . . . tais que z = ypzp, onde xkypx
−k ∈ U , para k ≤ m1 e k ≥ mp. Logo

temos yp ∈ L ⊆ L, para todo p > 1. E xkzpx
−k = xky−1

p zx−k ∈ U para 0 ≤ k ≤

mp. Como L é fechado e compacto, segue que {y1, y2, . . . } ⊆ L ⊆ L tem um

ponto de acumulação, digamos w, em L. Como U é fechado e xky−1
p zx−k ∈ U ,

então xkw−1zx−k ∈ U , para cada k ≥ 0. Assim w−1z ∈ x−kUxk, para todo

k ≥ 0, e segue que w−1z ∈ K−. Portanto, z pertence a LK−. Isso prova (ii).

iii) Consideremos z ∈ G tal que existem m1 ≤ 0 < m2 < · · · < mp < . . . tais que

x−mpzxmp está em U , para cada p. Temos −m1 ≥ 0 > −m2 > · · · > −mp >

. . . . Para cada p ≥ 1 aplicaremos o Lema 3.2.4 considerando n = −m1 e

m = −mp, então existem elementos y1, y2, . . . e z1, z2, . . . tais que z = ypzp,

onde xkypx
−k ∈ U , para k ≤ −mp e k ≥ −m1, então yp ∈ L para todo

p ≥ 1, e xkzpx
−k = xky−1

p zx−k ∈ U para 0 ≥ k ≥ mp. Como L é compacto,

{y1, y2, . . . } ⊆ L ⊆ L tem um ponto de acumulação, digamos w, em L. E

como U é fechado xkw−1zx−k ∈ U , para cada k ≤ 0. Sendo assim, temos
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w−1z ∈ K+. Portanto, z pertence a LK+. Isso prova (iii).

iv) Se z ∈ G é tal que xmzx−m ∈ U para infinitos valores de m → ±∞, então

aplicando o item (ii) desse lema temos que z ∈ LK−, e aplicando o item (iii)

segue que z ∈ LK+. Portanto, z ∈ (LK+) ∩ (LK−) ⊆ L.

Os resultados apresentados até aqui nos proporcionaram condições suficientes para

demonstrar o Teorema A, o qual garante a existência dos subgrupos tidy.

Teorema A. Sejam G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto e x ∈

G. Então existe um subgrupo aberto e compacto U de G tal que colocando K+ =⋂
n≥0 x

nUx−n e K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn, temos:

(i) U = K+K− = K−K+

(ii)
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e
⋃

n≥0 x
−nK−x

n são subgrupos fechados de G.

Demonstração do Teorema A . Escolhamos um subgrupo aberto e compacto, V , de

G e apliquemos a construção do Lema 3.2.2 para a produção dos subgrupos U ′, K ′
+

e K ′
−, com U ′ = K+K− = K−K+. Colocando

L′ =
{
z ∈ G : xnzx−n ∈ U ′, se |n| é suficientemente grande

}
, (2.5)

de modo que L = L′, pelo Lema 3.2.18, é um grupo compacto e é invariante sob

a conjugação de x. Para obtermos um subgrupo tidy, L deve de alguma forma ser

adicionado a U ′, mas não é claro que L e U ′ geram um subgrupo compacto de G.
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Entretanto, usando o Lema 2.3.15, podemos escolher um subgrupo aberto, W , de

U ′ tal que LW é um subgrupo aberto e compacto de G contendo L. Não é claro se

LW é tidy. Contudo, se a construção do Lema 3.2.2 é aplicada para LW , o qual é

aberto e compacto pelo Lema 2.3.15, nós obtemos um subgrupo, U , o qual é tidy.

Para vermos que U é tidy, notemos primeiro que U = K+K− = K−K+, pelo Lema

3.2.2. Coloquemos

L =
{
z ∈ G : xnzx−n ∈ U, se |n| é suficientemente grande

}
.

Então pelo Corolário 3.2.9 é suficiente mostrarmos que L = K+ ∩ K−. Para isso,

basta provarmos que L ⊆ L, já que L ⊆ K+ ∩K−, pois L é um subgrupo de LW e

invariante sob a conjugação de x contido em K+∩K−. Para mostrarmos que L ⊆ L,

consideremos U ∩ U ′, o qual é um subgrupo aberto de U , e U = L(U ∩ U ′), pois

U ⊆ LW e W ⊆ U ′. Consequentemente, como U é compacto, U ∩ U ′ é aberto, e

decorre da definição de L que L′ é denso em L, podemos escolher z1, z2, . . . , zn em

L′ tais que U =
⋃n

k=1 zk(U ∩ U ′). Tendo feito isso, escolhamos um inteiro, N ≥ 0,

tal que x−kzix
k e xkzix

−k pertençam a U ′, para i = 1, 2, . . . , n sempre que k ≥ N ,

veja (2.5). Seja y ∈ L. Como L e L são invariantes sob a conjugação de x, nós

podemos supor, conjugando, se necessário, que y ∈ K+. Além disso, aumentando

N , se necessário, podemos supor que xNyx−N está em K−. Então nós temos que

xkyx−k pertence a K+, para todo k ≤ 0 e a K−, para todo k ≥ N .

Construamos agora a seguinte sequência {yk}∞k=0 ⊂ L′ tal que xjNy−1
k yx−jN pertença

a U ∩ U ′, para −k ≤ j ≤ k. Essa sequência pode ser definida por indução.

Notemos que y pertence a K+, o qual está contido em U , além disso, y per-
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tence a zi(U ∩ U ′) para algum i. Coloquemos y0 = zi. Agora suponhamos

que yk tenha sido definido para algum k. Então x(k+1)Ny−1
k yx−(k+1)N pertence

a U , pois x(k+1)y−1
k x−(k+1)N está em L′ e x(k+1)Nyx−(k+1)N está em K−. Assim

x(k+1)Ny−1
k y−(k+1)N pertence a zi(U ∩ U ′), para algum i.

Definamos v = ykx
−(k+1)Nzix

(k+1)N , então v está em L′. E, para −k ≤ j ≤ k,

xjNv−1y−jN = (x−(k+1−j)Nz−1
i x(k+1−j)N)(xjNy−1

k yx−jN) pertence a U ∩ U ′, pois

xjNy−1
k yx−jN e a escolha de N implicam que o primeiro termo está em L′ ∩ U ′.

Além disso, x(k+1)Nv−1yx−(k+1)N = z−1
i x(k+1)Ny−1

k yx−(k+1)N e também pertence

a U ∩ U ′. Agora x−(k+1)Nyx(k+1)N está em K+, o qual está contido em U , en-

tão x−(k+1)Nv−1yx(k+1)N pertence a zj(U ∩ U ′), para algum j. Colocando yk+1 =

vx(k+1)Nzjx
−(k+1)N . Segue que, yk+1 está em L′ e xjNy−1

k+1x
−jN pertence a U ∩ U ′,

para −k − 1 ≤ j ≤ k + 1.

Sendo assim, seja w um ponto de acumulação da sequência {yk}∞k=0. Então w per-

tence a L e, como U ∩U ′ é fechado, xjNw−1yx−jN está em U ∩U ′ para cada inteiro

j. Consequentemente, pelo Lema 3.2.18 item (iv), aplicado para U ′, w−1y pertence

a L, logo y está em L. Portanto, L ⊆ L como queŕıamos mostrar.

Podemos dizer que, em geral, os subgrupos tidy são mais complicados do que os

exemplos apresentados anteriormente. Entretanto, algumas das propriedades pos-

súıdas pelos exemplos são compartilhadas por todos os subgrupos tidy. Algumas

dessas propriedades serão descritas nos próximos resultados.

Proposição 3.2.19. Seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual é tidy sob

a conjugação de x. Então
⋃

n≥0 x
nUx−n e

⋃
n≥0 x

−nUxn são subconjuntos abertos e
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fechados de G.

Demonstração. Como xnUx−n é aberto e fechado, para cada n, e sabemos que a

união arbitrária de abertos é aberta, segue que
⋃

n≥0 x
nUx−n é aberto. Para mos-

trarmos que que
⋃

n≥0 x
nUx−n é fechado, vamos supor que z pertença ao fecho de⋃

n≥0 x
nUx−n, z ∈

⋃
n≥0 x

nUx−n, mas que não pertença ao conjunto
⋃

n≥0 x
nUx−n.

Como cada elemento do
⋃

n≥0 x
nUx−n é um ponto de acumulação de uma sequência

de pontos do conjunto
⋃

n≥0 x
nUx−n, logo existem elementos zk ∈

⋃
n≥0 x

nUx−n,

tais que zk ∈ xnkUx−nk com nk → ∞ e k → ∞, e zk → z com k → ∞.

Seja V uma vizinhaça aberta de e, e escolha W sendo uma vizinhaça aberta e si-

métrica de e tal que W2 ⊆ V , pela Proposição 2.3.5. Então zk pertence a zW para

todo k suficientemente grande. Temos xnkK+x
−nk ⊆ xnkUx−nk e

⋂nk

n=0 x
nUx−n ⊆

xnkUx−nk , logo (xnkK+x
−nk)(

⋂nk

n=0 x
nUx−n) ⊆ xnkUx−nk , e como xnkUx−nk =

xnkK+K−x
−nk = xnkK+x

−nkxnkK−x
−nk ⊆ (xnkK+x

−nk)(
⋂nk

n=0 x
nUx−n), pois

xnkK−x
−nk = xnk

⋂
n≥0(x

−nUxn)x−nk ⊆
⋂nk

n=0 x
nUx−n. Assim xnkUx−nk =

(xnkK+x
−nk)(

⋂nk

n=0 x
nUx−n). Além disso, (

⋂nk

n=0 x
nUx−n) ⊆ K+W , para todo

k suficientemente grande, porque
⋂nk

n=0 x
nUx−n é uma sequência decrescente de

compactos, e quando nk → +∞ a sequência tende a K+. Como zk está em

xnkUx−nk = (xnkK+x
−nk)(

⋂nk

n=0 x
nUx−n) ⊆ (xnkK+x

−nk)(K+W ), e como K+ ⊆

(xnkK+x
−nk), pelo Lema 3.2.3, segue que zk ∈ (xnkK+x

−nk)W . Sendo assim,

z ∈ zkW ⊆ (xnkK+x
−nk)W 2. Logo z pertence a (xnkK+x

−nk)W2 ⊆ (xnkK+x
−nk)V

para todo k suficientemente grande. Consequentemente,
⋃

n≥0 x
nK+x

−n intersecta

zV . Como zV é uma vizinhaça arbitrária de z, segue que z está no fecho do
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⋃
n≥0 x

nK+x
−n, mas esse é um conjunto fechado, pois U é tidy. Então z pertence a⋃

n≥0 x
nK+x

−n ⊆
⋃

n≥0 x
nUx−n. Logo z ∈

⋃
n≥0 x

nUx−n, mas isso é uma contradi-

ção. Portanto,
⋃

n≥0 x
nUx−n é fechado.

De maneira similar podemos mostrar que
⋃

n≥0 x
−nUxn é um subconjunto aberto e

fechado de G.

Lema 3.2.20. Seja x um elemento G o qual está contido em um subgrupo compacto

K1, e seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual é tidy para x. Então x

normaliza U .

Demonstração. Seja K um subgrupo fechado de G gerado por x, como x ∈ K1

e K1 é um subgrupo. Então K = ⟨x⟩ ⊆ K1. Logo, pelo Lema 2.2.15, K é um

subgrupo compacto de G, pois é um fechado contido em um compacto. Temos que

{xn : n ≥ 0} é denso em K. Consequentemente, zK+z
−1 ⊇ K+, para todo z ∈ K.

Em particular, quando z = x−1, temos x−1K+x ⊇ K+, assim xK+x
−1 ⊆ K+. Por

outro lado, pelo Lema 3.2.3, sabemos queK+ ⊆ xK+x
−1. EntãoK+ = xK+x

−1, logo

x normaliza K+. Analogamente, {x−n : n ≥ 0} é denso em K. Consequentemente,

z−1K−z ⊇ K−, para todo z ∈ K. Em particular, xK−x
−1 ⊇ K−, logo x−1K−x ⊆

K−. Contudo, pelo Lema 3.2.3, temos K− ⊆ x−1K−x. Então K− = xK−x
−1,

sendo assim, x normaliza K−. Como U = K+K−, segue que x normaliza U , pois

xUx−1 = xK+K−x
−1 = (xK+x

−1)(xK−x
−1) = K+K− = U .

Lema 3.2.21. Seja U um subgrupo aberto e compacto de G o qual é tidy para x.

Então um elemento z de U pertence a K+ (respectivamente, para K−) se, e somente
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se, {x−nzxn}n≥0 (respectivamente {xnzx−n}n≥0) tem um ponto de acumulação.

Demonstração. Se z pertence a K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n, então z ∈ xnUx−n, para todo

n ≥ 0. Assim temos que x−nzxn está em U , para todo n. Como U é compacto,

segue que o conjunto de elementos {x−nzxn}n≥0 tem um ponto de acumulação. Pela

Proposição 3.2.19,
⋃

n≥0 x
−nUxn é fechado, e pela hipótese temos que a sequência

{x−nzxn}n≥0 tem um ponto de acumulação, digamos w. Logo w ∈
⋃

n≥0 x
−nUxn.

Sendo assim, w pertence a x−mUxm, para algum m. E segue pela conjugação por

xm que existe um ponto de acumulação em U . Consequentemente, x−nzxn pertence

a U , para infinitos valores de n. O Lema 3.2.18 item (iii) mostra que z ∈ K+.

A prova de que z pertence a K− se, e somente se, {xnzx−n}n≥0 tem um ponto de

acumulação seque de maneira similar.

Proposição 3.2.22. Seja U um subgrupo aberto de G o qual é tidy sob a conjugação

de x e seja K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n. Então o subgrupo de G gerado por K+ e x é fechado

e é ou compacto ou igual ao produto semidireto de
⋃

n≥0 x
nK+x

−n e o grupo gerado

por x.

Demonstração. Seja N =
⋃

n≥0 x
nK+x

−n, e seja H o grupo gerado por K+ e

x. Notemos que N é normalizado por x, pois xNx−1 =
⋃

n≥0 x
n+1K+x

−n−1 =⋃
n≥1 x

nK+x
−n ⊆ N . E temos K+ ⊆ xK+x

−1, pelo Lema 3.2.3. Assim N =⋃
n≥0 x

nK+x
−n = (x0K+x

−0) ∪ (
⋃

n≥1 x
nK+x

−n) ⊆
⋃

n≥1 x
nK+x

−n = xNx−1. En-

tão xNx−1 = N . Consideremos H = N⟨x⟩, onde ⟨x⟩ denota o subgrupo gerado por

x. Suponhamos que xk pertença a N para algum k não negativo, então xk está em
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xmK+x
−m, para algum m ∈ N. Logo temos x−mxkxm ∈ K+, o qual é um subgrupo

compacto de U . Sendo assim, ⟨xk⟩ ⊆ K+ tem o fecho compacto, pois é um fechado

contido no compacto. Assim ⟨x⟩ = ⟨xk⟩ ∪ x⟨xk⟩ ∪ x2⟨xk⟩ ∪ · · · ∪ xk−1⟨xk⟩ é com-

pacto, porque é união finita de compactos, pela Proposição 2.2.16. Agora, pelo Lema

3.2.20, temos que U é normalizado por x, então xUx−1 = U , e implica K+ = U e

N = U . Logo H define uma extensão finita de U , e segue que H é compacto. Sendo

assim, se H não é compacto, xk ∈ N , então ⟨x⟩ ∩ N = {e}, logo H é o produto

semidireto de N e ⟨x⟩.

Para provarmos que H é fechado será suficiente mostrarmos que H ∩ U é fechado.

Para isto, mostraremos que ou H é compacto ou H ∩ U = K+. Suponhamos que

zxk pertença a U , onde z está em N . Se k é zero, então z está em K+, então

podemos supor que k ̸= 0. Como U é tidy, zxk = rs, onde r ∈ K+ e s em K−.

Consequentemente, substituindo z por r−1z se necessário, nós podemos supor que

de fato zxk está em K−. Agora z = xmz′x−m, para algum m e z′ ∈ K+. Para cada

n, xnz′x−n = xn−mzxkx−(n−m)x−k, então {xnz′x−n : n ≥ 0} tem um ponto de acu-

mulação, pois está contido em um compacto. Consequentemente, pelo Lema 3.2.21,

z′ pertence a K−. Além disso, z′ pertence a K+ ∩K−, como z′ é igual a conjugação

de z por xm, e K+ ∩ K− é invariante por conjugações, segue que z ∈ K+ ∩ K−,

sendo assim, xk está em U . Como k ̸= 0, isso implica que ⟨x⟩ tem o fecho compacto,

portanto, H é compacto como queŕıamos mostrar.

Proposição 3.2.23. Seja G um grupo localmente compacto totalmente desconexo, seja

x ∈ G e seja K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn onde U é algum subgrupo tidy sob a conjugação
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de x. Consideremos

Sx = {z ∈ G; {xzx−1, x2zx−2, x3zx−3 · · · }tem um ponto de acumulação.}

Então:

i) para cada z ∈ Sx existe um inteiro k tal que xkzx−k = zy, onde y ∈⋃
n≥0 x

−nK−x
n;

ii) {xzx−1, x2zx−2, x3zx−3, · · · } tem fecho compacto para cada z ∈ Sx; e

iii) Sx é um subgrupo fechado de G.

Demonstração. Se z ∈ Sx, então z ∈ K− =
⋂

n≥0 x
−nUxn, pelo Lema 3.2.21,

pois o conjunto {xzx−1, x2zx−2, x3zx−3, · · · } possui ponto de acumulação, w. Logo

z ∈ x−nUxn, para todo n ∈ N, assim existem inteiros m e k, com m < k,

tais que xmzx−m ∈ U e xkzx−k ∈ U . Como U é um subgrupo, segue que

u = (xmzx−m)−1(xkzx−k) ∈ U , e observemos que xmw−1xk−mwx−k é um ponto

de acumulação de {xux−1, x2ux−2, x3ux−3 · · · }. Pelo Lema 3.2.21, temos u =

(xmzx−m)−1(xkzx−k) ∈ K−, então xm(z−1x−m+kzx−k+m)x−m ∈ K−. Sendo assim,

z−1xk−mzxm−k ∈
⋃

j≥0 x
−jK−x

j. Como z ∈ Sx, então z ∈ K− , pelo Lema 3.2.21, e

sabemos que K− é um subgrupo aberto de x−1K−x, logo os elementos xizx−i ∈ K−,

para todo i ∈ N. Assim, a sequência {xzx−1, x2zx−2, x3zx−3 · · · } ⊂ K−, e como K−

é compacto, segue que o fecho de {xzx−1, x2zx−2, x3zx−3 · · · } é compacto. Além

disso, Sx é um subgrupo, pois se z′1, z
′
2 ∈ Sx, então z′1, z

′
2 ∈ K−. Como K− é um

subgrupo, segue que z′1
−1, z′2

−1 ∈ K−, apliquemos o Lema 3.2.21, e o resultado se-

gue. Agora consideremos z1, z2, z3, · · · pertencentes a Sx e que convirjam para z.
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Logo zi ∈ K− ∀i ∈ N, e z ∈ K−, pois K− é compacto. Sem perda de generalidade

podemos supor que z1, z2, z3, · · · ∈ zU . Notemos que z1, z2, z3, · · · ∈ zK− ⊂ zU).

Então para cada n temos que z−1
1 zn = wn ∈ U ∩ Sx. Pelo Lema 3.2.21, temos que

zk = z1wk, onde {w1, w2, w3, · · · } é uma sequência convergente em K−. Sendo assim,

z ∈ z1K−, logo está em Sx. Portanto, Sx é fechado.

Claramente há uma caracterização análoga para o grupo fechado Tx = Sx

⋂
Sx−1 .

Também é claro que Sx contém o subgrupo gerado por x e por K−. Portanto, pelo

Lema 3.2.2, G é um grupo discreto a menos que pelo menos um dos grupos Sx e

Sx−1 não seja discreto.



Caṕıtulo 4

A Função Escala

Neste caṕıtulo, serão estabelecidas mais algumas propriedades dos subgrupos tidy

e mostraremos também que a função escala é bem definida e é cont́ınua. Além

disso, apresentaremos os conceitos de grupo strange e grupo neat; esses dois últi-

mos conceitos aparecem na conjectura proposta por Hoffman e Mukherjea (veja o

artigo Concentration Functions and a Class of Non-Compact Groups,[HM81]). A

conjectura diz que um grupo localmente compacto é um grupo neat. No artigo

Concentration functions in locally compact groups, [JRW96], Jaworski, Rosenblatt

e Willis demonstraram essa conjectura para o caso totalmente desconexo. Assim,

o intuito da última seção deste caṕıtulo é apresentar a demonstração do Teorema

4.2.3.

64
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4.1 Função Escala

Nesta seção, provaremos que a função escala é bem definida e é cont́ınua, e exibiremos

alguns exemplos. Se nada for dito, as hipóteses assumidas aqui serão as mesmas do

Teorema A do caṕıtulo anterior.

Lema 4.1.1. Sejam U (1) e U (2) subgrupos abertos e compactos de G os quais são tidy

sob a conjugação de x. Então U (1) ∩ U (2) é tidy para x.

Demonstração. Seja um elemento z ∈ U (1) ∩ U (2). Então z = s1t1 = s2t2, onde

si ∈ K
(i)
+ e ti ∈ K

(i)
− , para i = 1, 2. Logo x−ns1x

n ∈ U (1), x−ns−1
2 xn ∈ U (2),

xnt−1
1 x−n ∈ U (1) e xnt2x

−n ∈ U (2), para todo n ≥ 0.

Temos,

s−1
2 s1 = t2t

−1
1 . (1.1)

Como x−ns−1
2 xnx−ns1x

n = x−ns−1
2 s1x

n ∈ U (2)U (1), para todo n ≥ 0, e

xnt2x
−nxnt−1

1 x−n = xnt2t
−1
1 x−n = xns−1

2 s1x
−n ∈ U (2)U (1), para todo n ≥ 0, segue

que xns−1
2 s1x

−n ∈ U (2)U (1), para todo n ∈ Z. Sendo assim, {xn(s−1
2 s1)x

−n}n∈Z

tem fecho compacto, pela Proposição 2.2.15. Seja u um ponto de acumulação

de {x−ns1x
n}n≥0. Então xnux−n pertence a U (1), para todo n. Isso implica que

u ∈ x−nU (1)xn, para todo n, isto é, u ∈ K
(1)
− . Sendo assim, temos que u ∈ K

(1)
+ ∩K(1)

− ,

que é invariante por conjugação. Agora escolhamos um inteiro N tal que x−Ns1x
N

pertença a U (2)u e coloquemos v1 = xNux−N , então v1 pertence a K
(1)
+ ∩K

(1)
− . As-

sim x−N(s1v
−1
1 )xN = x−Ns1x

Nu−1 está em U (2). E como {x−n(s1v
−1
1 )xn}n≥0 tem

ponto de acumulação, segue, pelo Lema 3.2.21, que x−N(s1v
−1
1 )xN pertence a K

(2)
+ .
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Consequentemente, x−n(s1v
−1
1 )xn pertence a U (1) ∩ U (2) para todo n ≥ N .

Similarmente, existe um v2 em K
(2)
+ ∩ K

(2)
− tal que x−n(v2s

−1
2 )xn pertence a

U (1) ∩ U (2) para n suficientemente grande. Consequentemente x−n(v2s
−1
2 s1v

−1
1 )xn

está em U (1) ∩ U (2) para todo n suficientemente grande. Agora {xnv2x
−n}n≥0 e

{xnv−1
1 x−n}n≥0 tem fecho compacto, pois v1 e v2 pertencem, respectivamente, a K

(1)
−

eK
(2)
− , e {xns−1

2 s1x
−n}n≥0 tem fecho compacto por (1.1), logo {xnv2s

−1
2 s1v

−1
1 x−n}n≥0

também tem fecho compacto. Como U (1) e U (2) são tidy, segue pelo Lema 3.2.21

que xnv2s
−1
2 s1v

−1
1 x−n está em U (1) ∩ U (2) para todo n.

Então temos que s1v
−1
1 = s2v

−1
2 (v2s

−1
2 s1v

−1
1 ), onde s1v

−1
1 pertence a U (1), s2v

−1
2 per-

tence a U (2) e v2s
−1
2 s1v

−1
1 está em U (1) ∩ U (2). Logo s1v

−1
1 está em U (1) ∩ U (2). O

Lema 3.2.21 mostra que de fato s1v
−1
1 pertence a K

(1)
+ ∩ K

(2)
+ e, claramente, este

conjunto está contido em (U (1) ∩ U (2))+. Como s1t1 = z está em U (1) ∩ U (2), segue

que v1t1 = (s1v
−1
1 )−1s1t1 também pertence a U (1) ∩ U (2). Portanto, v1t1 de fato

pertence a (U (1) ∩ U (2))−. Além disso,

z = (s1v
−1
1 )v1t1 ∈ (U (1) ∩ U (2))+(U

(1) ∩ U (2))−.

Similarmente, U (1) ∩ U (2) = (U (1) ∩ U (2))−(U
(1) ∩ U (2))+.

Claramente (U (1) ∩ U (2))+ = K
(1)
+ ∩ K

(2)
+ . Assim, se z é um ponto de acumula-

ção de
⋃

n≥0 x
n(U (1) ∩ U (2))+x

−n, então esse também é um ponto de acumulação

de
⋃

n≥0 x
nK

(1)
+ x−n e

⋃
n≥0 x

nK
(2)
+ x−n. Como U (1) e U (2) são tidy, z pertence a⋃

n≥0 x
n(U (1) ∩ U (2))+x

−n, logo U (1) ∩ U (2) é tidy.

Lema 4.1.2. Sejam U (1) e U (2) subgrupos abertos e compactos de G os quais são tidy
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para x e suponha que U (2) ⊆ U (1). Então K
(2)
+ = K

(1)
+ ∩ U (2) e K

(2)
− = K

(1)
− ∩ U (2),

onde K
(i)
+ =

⋂
n≥0 x

nU (i)x−n e K
(i)
− =

⋂
n≥0 x

−nU (i)xn.

Demonstração. Temos U (2) ⊆ U (1), então o K
(2)
+ =

⋂
n≥0 x

nU (2)x−n ⊆⋂
n≥0 x

nU (1)x−n = K
(1)
+ , e como K

(2)
+ ⊆ U (2), segue que K

(2)
+ ⊆ K

(1)
+ ∩ U (2). Seja z

pertencente a K
(1)
+ ∩U (2). Então z pertence a K

(1)
+ , e pelo Lema 3.2.3 temos x−nzxn

pertence a K
(1)
+ , para cada n ≥ 0. Sendo assim, {x−nzxn}n≥0 tem ponto de acumu-

lação, como z está em U (2), segue, pelo Lema 3.2.21, que z pertence a K
(2)
+ . Assim

K
(2)
+ = K

(1)
+ ∩ U (2).

Analogamente, temos K
(2)
− ⊆ K

(1)
− ∩U (2), pois K

(2)
− ⊂ K

(1)
− e K

(2)
− ⊆ U (2). Seja z per-

tencente a K
(1)
− ∩U (2). Então z está em K

(1)
− , logo xnzx−n pertence a K

(1)
− , para cada

n ≥ 0. Sendo assim, {xnzx−n}n≥0 tem ponto de acumulação, e como z está em U (2),

pelo Lema 3.2.21, segue que z pertence a K
(2)
− . Portanto, K

(2)
− = K

(1)
− ∩ U (2).

Teorema B. Sejam U (1) e U (2) subgrupos abertos e compactos de G os quais são tidy

para x, e considere

K
(i)
+ =

⋂
n≥0

xnU (i)x−n, i = 1, 2.

Então
[
xK

(1)
+ x−1 : K

(1)
+

]
=

[
xK

(2)
+ x−1 : K

(2)
+

]
e esse ı́ndice é finito.

Demonstração. Segue do Lema 2.1.16 que xU (i)x−1 = (xK
(i)
+ x−1)U

(i)
1 , onde

U
(i)
1 = U (i) ∩ xU (i)x−1, então

[
xK

(i)
+ x−1 : K

(i)
+

]
=

[
(xK

(i)
+ x−1)U

(i)
1 : K

(i)
+ U

(i)
1

]
=[

xU (i)x−1 : U
(i)
1

]
, o qual é finito, pela Proposição 2.3.6, pois U

(i)
1 é um subgrupo

aberto do grupo compacto xU (i)x−1. Sabemos, pelo Lema 4.1.1, que U (3) =

U (1) ∩ U (2) é tidy para x, e temos U (3) ⊆ U (1). Como, pelo Lema 4.1.2, temos
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K
(3)
+ = K

(1)
+ ∩ U (3), segue que K

(3)
+ é um subgrupo aberto e compacto de K

(1)
+ , con-

sequentemente,
[
K

(1)
+ : K

(3)
+

]
é finito. Como a conjugação por x é um automorfismo

em G, temos
[
xK

(1)
+ x−1 : xK

(3)
+ x−1

]
=

[
K

(1)
+ : K

(3)
+

]
. O resultado segue, pois

[
xK

(1)
+ x−1 : K

(3)
+

]
=

[
xK

(1)
+ x−1 : xK

(3)
+ x−1

] [
xK

(3)
+ x−1 : K

(3)
+

]
=

=
[
xK

(1)
+ x−1 : K

(1)
+

] [
K

(1)
+ : K

(3)
+

]
.

Logo
[
xK

(3)
+ x−1 : K

(3)
+

]
=

[
xK

(1)
+ x−1 : K

(1)
+

]
. Considerando que U (3) ⊆ U (2) e re-

petindo o argumento temos que
[
xK

(3)
+ x−1 : K

(3)
+

]
=

[
xK

(2)
+ x−1 : K

(2)
+

]
. Portanto,

temos o resultado.

Agora definiremos uma função s de valor inteiro que será chamada de função escala.

Definição 4.1.3. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto, e

defina uma função de valores inteiro, s, em G da seguinte maneira.

Para cada x em G escolha um subgrupo U compacto e aberto de G o qual é tidy sob

conjugação por x e coloque K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n. Então defina

s(x) =
[
xK+x

−1 : K+

]
. (1.2)

Os Teoremas A e B mostram que s está bem definida. Notemos que se U é tidy

para x, então é tidy para x−1 e s(x−1) = [x−1K−x : K−]

Exemplo 4.1.4. Pelo exemplo 3.1.3, temos que um subgrupo tidy para x = (e, 1) em

A⋊Z = {(a,m); a ∈ A,m ∈ Z} é A×{0}. A função escala é s(x) = 1, pois s(x) =

[xK+x
−1 : K+] = [x(A× {0})x−1 : (A× {0})] = [(A× {0}) : (A× {0})] = 1.
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Exemplo 4.1.5. Considerando o exemplo 3.1.4 temos que um subgrupo tidy para

x = (e, 1) ∈ B ⋊ Z é B0 × {0}. A função escala de x é s(x) = [xK+x
−1 : K+] =

[x(B0 × {0})x−1 : B0 × {0}] = [B−1 : B0] = |F |, onde |F | denota o número de

elementos do grupo finito F.

Exemplo 4.1.6. Um subgrupo tidy para x = (eA, 1) ∈ C ⋊Z é C0×{0} pelo exemplo

3.1.5. A função escala de x é s(x) = [xK+x
−1 : K+] = [x({eA} × {0})x−1 : {eA} ×

{0}] = 1.

Posteriormente veremos algumas propriedades da função escala s(x) = [xK+x
−1 :

K+], que como vimos é bem definida e s(x−1) = [x−1K−x : K−], e também mostra-

remos que é uma função cont́ınua. Além disso, temos que a conjugação por um ele-

mento x distorce um grupo localmente compacto, expandindo na direção K+ e con-

traindo na direção K−. A função s(x) mede a escala de expansão e contração e está

relacionado a uma função modular em G, pois como xUx−1 = (xK+x
−1)U1, onde U

é tidy para x e U1 = U ∩ (xUx−1), temos que s(x) = [xUx−1 : U1] =
m(xUx−1)

m(U1)
,

onde m é a medida de Haar em G. E também temos que s(x−1) =
m(U)

m(U1)
, assim, a

função modular ∆(x) = s(x)s(x−1)−1, x ∈ G, assume valores racionais.

Corolário 4.1.7. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto. En-

tão a função modular ∆(x) = s(x)s(x−1)−1, x ∈ G, assume valores racionais.

Demonstração. Como s(x) é uma função que assume valores naturais não nulos,

então ∆(x) = s(x)
s(x−1)

é um número racional.
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Corolário 4.1.8. Seja G um grupo totalmente desconexo e localmente compacto e

n ≥ 0. Então s(xn) = s(x)n, x ∈ G.

Demonstração. Por definição s(xn) = [xnK+x
−n : K+]. Como a conjugação por xi

é um automorfismo em G, temos que [xixK+x
−1x−i : xiK+x

−i] = [xK+x
−1 : K+].

Logo

[
xnK+x

−n : K+

]
=

[
xnK+x

−n : xn−1K+x
−n+1

] [
xn−1K+x

−n+1 : xn−2K+x
−n+2

]
. · · ·

· · · .
[
xK+x

−1 : K+

]
.

=
[
xn−1(xK+x

−1)x−n+1 : xn−1K+x
−n+1

] [
xn−2(xK+x

−1)x−n+2 : xn−2K+x
−n+2

]
. · · ·

· · · .
[
xK+x

−1 : K+

]
.

=
[
xK+x

−1 : K+

]
.
[
xK+x

−1 : K+

]
. · · · .

[
xK+x

−1 : K+

]
= s(x)n

Lema 4.1.9. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo e U um

subconjunto aberto e compacto de G que é tidy para x, sejam V e W subgrupos de

U tais que K+ ⊆ V e K− ⊆ W , e consideremos s, t ∈ U . Então (sV s−1)(tWt−1) =

U = (tWt−1)(sV s−1).

Demonstração. Como U é invariante sob a conjugação por s−1 ∈ U , será suficiente

mostrarmos que V (tWt−1) = U , para cada t ∈ U . Considerando t = zy, z ∈ K+, y ∈
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K−, temos que:

V (tWt−1) =z(z−1V z)(yWy−1)z−1

=z(VW )z−1, pois z ∈ V e y ∈ W

=zUz−1, pois U = VW

=U, pois z ∈ U.

Analogamente, temos U = (tWt−1)(sV s−1).

Lema 4.1.10. Sejam U tidy em x e w ∈ U . Para cada n ∈ N, considere Un =⋂n
k=0 x

kUx−k e U ′
n =

⋂n
k=0(wx)

kU(wx)−k. Para cada n existe um sn ∈ K− tal que

U ′
n = snUns

−1
n .

Demonstração. A prova será por indução em n. Se n = 0, temos que U0 = U = U ′
0,

considerando s0 = e ∈ K− podemos verificar que U ′
0 = s0U0s

−1
0 .

Consideremos que exista sn ∈ K− tal que U ′
n = snUns

−1
n , vamos usar o lema anterior

considerando V = Un ⊇ K+ e W = K− ⊇ K−. Então para t = e e s = sn, temos

que qualquer w ∈ U = W (sV s−1) = K−(snUns
−1
n ) pode ser escrito como w = zy,
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onde z ∈ K− e y ∈ snUns
−1
n = U ′

n. Então

(xw)U ′
n(xw)

−1 = (xzy)U ′
n(y

−1z−1x−1)

= (xz)(yU ′
ny

−1)(z−1x−1)

= (xz)(snUns
−1
n )(z−1x−1)

= (xzsnx
−1)(xUnx

−1)(xs−1
n z−1x−1)

= sn+1(xUnx
−1)s−1

n+1.

onde sn+1 = xzsnx
−1 pertence a K−, pois como z e sn estão no subgrupo K−, então

o produto ysn ∈ K−. Logo sn+1 = xzsnx
−1 ∈ K−, pois xK−x

−1 ⊆ K−. Como

U ′
n+1 = U ∩

⋂n+1
k=1(xw)

kU(xw)−k = U ∩ ((xw)(
⋂n

k=0(xw)
kU(xw)−k)(xw)−1). Segue

que

U ′
n+1 = ((xw)U ′

n(xw)
−1) ∩ U

= (sn+1(xUnx
−1)s−1

n+1) ∩ (sn+1Us−1
n+1)

= sn+1((xUnx
−1) ∩ U)s−1

n+1

= sn+1Un+1s
−1
n+1

Embora o próximo lema seja estruturalmente semelhante ao lema acima, as provas

não são exatamente as mesmas.

Lema 4.1.11. Sejam U tidy em x e w ∈ U . Para cada n ∈ N, considere U−n =⋂n
k=0 x

−kUxk e U ′
−n =

⋂n
k=0(wx)

−kU(wx)k. Para cada n existe um tn ∈ K+ tal que

U ′
−n = tnU−nt

−1
n .
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Demonstração. A prova será por indução em n. Se n = 0, temos que U0 = U = U ′
0

e considerando t0 = e ∈ K+ podemos verificar que U ′
0 = t0U0t

−1
0 .

Consideremos que exista tn ∈ K+ tal que U ′
−n = tnU−nt

−1
n , vamos usar o Lema 4.1.9

considerando V = K+ ⊇ K+ e W = (x−1U−nx∩U) ⊇ K−, então para t = x−1tnx ∈

U e s = e, temos que qualquer w ∈ U = (tWt−1)(sV s−1) = ((x−1tnx)(x
−1U−nx ∩

U)(x−1tnx)
−1)K+ ⊆ ((x−1tnx)(x

−1U−nx)(x
−1tnx)

−1)K+ pode ser escrito como w =

yz, onde y ∈ (x−1tnx)(x
−1U−nx)(x

−1tnx)
−1 e z ∈ K+. Como

(xw)−1U ′
−n(xw) = (xw)−1(tnU−nt

−1
n )(xw)

= w−1x−1tn(xx
−1)U−n(xx

−1)t−1
n xw

= w−1(x−1tnx)(x
−1U−nx)(x

−1tnx)
−1w

= (yz)−1[(x−1tnx)(x
−1U−nx)(x

−1tnx)
−1](yz)

= z−1y−1[(x−1tnx)(x
−1U−nx)(x

−1tnx)
−1]yz

= z−1[(x−1tnx)(x
−1U−nx)(x

−1tnx)
−1]z

= tn+1(x
−1U−nx)t

−1
n+1,

onde tn+1 = z−1x−1tnx ∈ K+, pois z−1 ∈ K+, e como tn ∈ K+, segue, pelo Lema
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3.2.3, que x−1tnx ∈ K+. Sendo assim,

U ′
−(n+1) = ((xw)−1U ′

−n(xw)) ∩ U

= (tn+1x
−1U−nxt

−1
n+1) ∩ U

= (tn+1x
−1U−nxt

−1
n+1) ∩ (tn+1Ut−1

n+1)

= tn+1((x
−1U−nx) ∩ U)t−1

n+1

= tn+1U−(n+1)t
−1
n+1

Teorema C. Sejam G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo, x ∈ G,

U um subgrupo aberto e compacto de G que é tidy para x e w ∈ U . Então U é tidy

sob a conjugação por xw e s(xw) = s(x), e a função escala s é uma função cont́ınua.

Demonstração. Sejam K+ =
⋂

n≥0 x
nUx−n, K− =

⋂
n≥0 x

−nUxn, K ′
+ =⋂

n≥0(xw)
nU(xw)−n e K ′

− =
⋂

n≥0(xw)
−nU(xw)n, segue do Lema 4.1.10 que K ′

+ =

(sK+s
−1), onde s é um ponto de acumulação de sn ∈ K−, e segue do Lema 4.1.11

que K ′
− = tK−t

−1, onde t é um ponto de acumulação de tn ∈ K+. Aplicando o

Lema 4.1.9, considerando V = K+ e W = K−, segue que U = (sK+s
−1)(tK−t

−1) =

(tK−t
−1)(sK+s

−1). Então U = K ′
+K

′
− = K ′

−K
′
+.

Podemos mostrar indutivamente que para cada n ≥ 0 existe un ∈ K− tal que

(xw)nK ′
+(xw)

−n = un(x
nK+x

−n)u−1
n . Do Lema 4.1.10 implicamos que unK+u

−1
n =

K ′
+, onde un ∈ K−, logo u−1

n K ′
+un = K+.

Consideremos z ∈ ((xw)mK ′
+(xw)

−m) ∩ U, para algum m. Logo temos z ∈
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(um(x
mK+x

−m)u−1
m ) ∩ U, para algum m, então z ∈ (um(x

mK+x
−m)u−1

m ) ∩

(umUu−1
m ) = um(x

mK+x
−m ∩ U)u−1

m , logo u−1
m zum ∈ xmK+x

−m ∩ U ⊆

(
⋃

m≥0 x
mK+x

−m)∩U = K+, pois U é tidy para x. Assim, (xw)mK ′
+(xw)

−m)∩U ⊂

umK+u
−1
m = K ′

+, comoK ′
+ ⊆ (xw)mK ′

+(xw)
−m)∩U , temos que (xw)mK ′

+(xw)
−m)∩

U = K ′
+. Logo, pelo Lema 3.2.5, conclúımos que

⋃
m≥0(xw)

mK ′
+(xw)

−m é fechado.

Portanto, U é tidy sob a conjugação por xw.

Finalmente, como existe u1 ∈ K− tal que u1(xK+x
−1)u−1

1 = (xw)K ′
+(xw)

−1, e

u1K+u
−1
1 = K ′

+, temos que s(x) = [xK+x
−1 : K+] = [u1(xK+x

−1)u−1
1 : u1K+u

−1
1 ] =

[(xw)K ′
+(xw)

−1 : K ′
+] = s(xw), e segue que s(xw) = s(x).

Agora mostraremos que a função escala s é uma função cont́ınua em G. De fato,

a função escala é definida de G em Z+, e pelo Teorema A sabemos que para cada

x ∈ G existe um subgrupo U tidy para x, então para esse subgrupo vamos aplicar a

primeira parte deste teorema.

Considerando Z+ munido da topologia discreta, temos que os abertos básicos são

da forma A = {n, n ∈ Z} e considerando s(x) = [xK+x
−1 : K+] = nx. Para cada

vizinhança de nx temos que existe uma vizinhança aberta de W = Ux de x ∈ G

tal que para todo w ∈ W temos que s(wx) = s(x) = n. Logo s é cont́ınua em x.

Portanto, pela arbitrariedade de x ∈ G conclúımos que s é cont́ınua em G.

Proposição 4.1.12. Seja G um grupo localmente compacto e totalmente desconexo e

x ∈ G é o limite de uma sequência {yknn }, onde kn → +∞, quando n → +∞, então

existe um subgrupo aberto e compacto de G que é normalizado por x.
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Demonstração. Pela continuidade da função escala e pelo fato dos valores da função

escala serem números inteiros positivos, temos que s(x) = s(yknn ), para n suficien-

temente grande. Usando o Corolário 4.1.8 temos que s(x) = s(yn)
kn . Como kn é

arbitrário, temos que a última igualdade somente pode acontecer se s(x) = s(yn) = 1,

pois s é uma função que assume valores no conjunto dos inteiros positivos.

Como x ∈ G é o limite de uma sequência {yknn }, onde kn → +∞, quando n → +∞,

pela continuidade da função inversa temos que x−1 ∈ G é o limite de uma sequên-

cia {y−kn
n }, onde kn → +∞, quando n → +∞. Analogamente, ao caso anterior,

como s é uma função cont́ınua que assume valores inteiros positivos temos que

s(x−1) = s(y−kn
n ) = s(yn)

−kn , para n suficientemente grande, isso acontece somente

se s(x−1) = s(yn) = 1. Sendo assim, temos que s(x) = [xK+x
−1 : K+] = 1 e

s(x−1) = [x−1K−x : K−] = 1, logo xK+x
−1 = K+ e x−1K−x = K−. Pelo Teorema

A sabemos que existe um subgrupo aberto e compacto, U , de G o qual é tidy para x,

isto é, U = K+K−, portanto, xUx−1 = xK+K−x
−1 = xK+x

−1xK−x
−1 = K+K− =

U , e o resultado segue.
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4.2 Demonstração da Conjectura

Nesta seção apresentaremos a prova da conjectura proposta por Hoffman e Mukher-

jea, no artigo [HM81], para o caso totalmente desconexo demonstrada no artigo

[JRW96], a qual diz que um grupo localmente compacto é um neat group.

Definição 4.2.1. Um grupo não compacto G localmente compacto possui um compor-

tamento estranho se satisfaz as seguintes condições:

1. Existe um subgrupo normal fechado N de G tal que G/N é compacto;

2. o subgrupo N contém um subgrupo U compacto;

3. existe um elemento x tal que para cada vizinhança V de U temos que N ⊆⋃
n≥1 x

nV x−n.

Os grupos que possuem um comportamento estranho foram chamados de strange

groups. E aos grupos que não são estranhos deram o nome de neat groups.

A observação 3 do artigo [HM81] nos diz que qualquer grupo discreto é um neat

group. E uma afirmação que pode ser encontrada no artigo [JRW96] na página 676,

é que existem grupos topológicos estranhos que não são localmente compactos.

Aqui estamos interessados em mostrar que não existem grupos estranhos lo-

calmente compactos. É importante frisarmos que para o caso localmente compacto

conexo, Hoffman e Mukherjea provaram que a conjectura vale. O caso reduzido

para grupos totalmente desconexos, foi provado por Jaworski, Rosenblatt e Willis

em [JRW96]. Apresentaremos aqui a demonstração do caso reduzindo o problema
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para o caso totalmente desconexo. Os seguintes resultados podem ser encontrados

no artigo [JRW96].

Da definição de função escala e dos teoremas demostrados anteriormente decorrem

as seguintes propriedades:

I). s(x) = 1 = s(x−1) se, e somente se, xUx−1 = U , para cada subgrupo U , o qual

é tidy para x.

II). s(α(x)) = s(x), para cada automorfismo cont́ınuo, α, de G.

Apresentamos uma propriedade importante da função escala no Teorema C, a última

parte do teorema nos diz que a função escala s é uma função cont́ınua em G. E no

lema a seguir exibiremos uma propriedade adicional da função de escala.

Lema 4.2.2. Sejam N um subgrupo fechado e normal de G tal que G/N é compacto

e s(z) = 1, para todo z ∈ N. Então s(z) = 1, para todo z ∈ G.

Demonstração. Seja V um subgrupo aberto compacto de G. Como N ⊴ G, então

V N é um subgrupo aberto de G.

1. Suponha que z ∈ V N , então z = vn, com v ∈ V e n ∈ N . Seja U um

subgrupo aberto compacto de V N que é tidy para z. Note que U é aberto

e {xU}x∈V é uma cobertura por abertos de V . Como V é compacto, existe

uma subcobertura finita {xiU}ni=1 de V , logo existe xj tal que xjU ∩ {vk}k∈N

é infinito. Tome k1, k2 tais que vk1U = vk2U = xjU , então existe k = |k1 − k2|

tal que vk ∈ U. Desde que N é normal zk = vkw, vk ∈ U e w ∈ N , como U é

tidy para zk e v−k ∈ U , então U é tidy para w = v−kzk, pelo Teorema C.
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Por hipótese s(w) = 1 = s(w−1), então wUw−1 = U . Como vk ∈ U segue

que zkUz−k = vkwUw−1v−k = vkUv−k = U , ou seja, zk normaliza U . Assim,

s(zk) = 1, então s(z)k = 1. Portanto, s(z) = 1.

2. Agora suponha que z ∈ G\(V N). Como G/N é compacto e V é aberto, existe

k tal que zk ∈ V N, pois V N é aberto em G/N . Logo, pelo caso anterior,

s(zk) = 1, então s(z)k = 1. Portanto, s(z) = 1 para todo z ∈ G.

Finalmente, mostraremos que não existem grupos strange localmente compacto e

totalmente desconexos.

Teorema 4.2.3 (Conjectura [HM81]). Um grupo G localmente compacto e totalmente

desconexo é neat.

Demonstração. Suponhamos que G é um grupo estranho (strange group). Então G

é não compacto e existem N subgrupo normal e fechado de G, H ≤ N e z ∈ G

tais que G/N é compacto, H é compacto e se V é uma vizinhança de H, então

N ⊆
⋃

n≥1 z
nV z−n.

Como H é compacto, s(ew) = s(w) = s(e) = [eK+e
−1 : K+] = 1, isto é, s(w) =

s(e) = 1, para todo w ∈ H. Como s é cont́ınua e de valores inteiros, pelo Teorema C,

existe uma vizinhança V de H tal que s(v) = 1, para todo v ∈ V. Como s(znvz−n) =

1, para todo n e todo v ∈ V , segue que s(x) = 1, para todo x ∈
⋃

n≥1 z
nV z−n. Pela

continuidade da função escala e como N ⊆
⋃

n≥1 z
nV z−n, temos que s(x) = 1, para

todo x ∈ N .
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Pelo Lema 4.2.2 temos que s(g) = 1, para todo g ∈ G, e pelo Teorema A existe um

subgrupo aberto e compacto U de G que é tidy para z, então zUz−1 = zK+K−z
−1 =

(zK+z
−1)(zK−z

−1) = K+K− = U, pois s(z) = s(z−1) = 1, logo zK+z
−1 = K+ e

zK−z
−1 = K−. Portanto, z normaliza U.

Como UH é uma vizinhança de H, então N ⊆
⋃

n≥1 z
nUHz−n. Como zUz−1 = U,

segue que

UN ⊆
⋃
n≥1

znUHz−n.

Uma vez que UN/N é aberto no compacto G/N , existe k ≥ 1 tal que zkr ∈ UN

para todo r. Assim zkr ∈ znUHz−n para algum n, e zkr ∈ UH, para todo r. Então

⟨z⟩ é um subgrupo compacto. Portanto,

N ⊆
⋃
n≥1

znUHz−n ⊆ ⟨z⟩UH⟨z⟩,

é um subgrupo normal e fechado contido num compacto, pela Proposição 2.2.15

temos que N é compacto. Como G/N é compacto, temos que G é compacto, o que

é uma contradição, pois G é estranho.
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