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Todos os modelos estdo errados, mas alguns sdo titeis.

(George E. P. Box)
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Resumo

A regress@o quantilica via redes neurais tem se consolidado como uma abordagem poderosa
para modelar relagdes ndo lineares entre varidveis, permitindo a estimacgdo individual de quan-
tis condicionais. No entanto, essa técnica enfrenta desafios quando € necessdrio estimar multi-
plos quantis simultaneamente. Neste trabalho, propomos uma nova arquitetura para Regressao
Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas, visando aprimorar tanto a precisao quanto
a eficiéncia computacional na estimacdo de quantis. Baseada na arquitetura de Kuleshov e
Deshpande (2022), essa nova arquitetura, denominada RQRN1E, inova ao unificar dois esté-
gios da arquitetura original em um unico estagio e ao introduzir o logito do 7 diretamente na
pendltima camada intermedidria da rede. Nos trés conjuntos de dados avaliados, os resultados
evidenciaram que o modelo RQRNI1E superou os modelos concorrentes, apresentando consis-
tentemente a menor perda quantilica e a melhor cobertura para os quantis, o que reflete uma
melhor precisdo e calibragdo na estimativa dos quantis. Além disso, o RQRNIE destacou-se
pela eficiéncia computacional, com menor tempo de processamento e rdpida convergéncia, sem
comprometer a qualidade das previsdes.

Palavras-chave: Calibracido, Multitarefa, Redes Neurais, Regressdo Gaussiana, Regressao

Quantilica, Perda Quantilica.
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Abstract

Quantile regression via neural networks has emerged as a powerful approach for modeling
nonlinear relationships between variables, allowing for the individual estimation of conditio-
nal quantiles. However, this technique faces challenges when estimating multiple quantiles
simultaneously. In this work, we propose a new architecture for Multitask Quantile Regression
via Deep Neural Networks, aiming to improve both accuracy and computational efficiency in
quantile estimation. Based on the architecture of Kuleshov e Deshpande (2022), this new ar-
chitecture, called RQRNIE, introduces innovations by unifying the two stages of the original
architecture into a single stage and incorporating the logit of 7 directly into the penultimate
intermediate layer of the network. In the three datasets evaluated, the results showed that the
RQRNIE model outperformed competing models, consistently achieving the lowest quantile
loss and the best coverage for the quantiles, reflecting better accuracy and calibration in quantile
estimation. Furthermore, RQRNI1E excelled in computational efficiency, with reduced proces-
sing time and faster convergence, without compromising prediction quality.

Keywords: Calibration, Gaussian Regression, Multitask, Neural Networks, Quantile Loss,

Quantile Regression.
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Capitulo 1

Introducao

A utilizagdo de redes neurais para a estimagdo de diversos quantis de uma distribui¢do condici-
onal da varidvel resposta Y dado X € uma técnica promissora de modelagem de dados. Nessa
abordagem, as redes neurais sdo treinadas ndo apenas para prever a média condicional, mas
também quantis individuais, proporcionando uma modelagem mais abrangente da distribui¢io
condicional da varidvel dependente. Além disso, as redes neurais possibilitam incorporar maior
flexibilidade na modelagem da relagdo entre a varidvel dependente e as varidveis independentes,
consolidando-se como uma abordagem robusta e eficaz na anélise de dados complexos.
Aplicagdes de regressdo quantilica via redes neurais na modelagem de dados vem sendo
cada vez mais utilizada em diversas dreas. Na drea de financgas, destacam-se os trabalhos de
Taylor (2000), Pradeepkumar e Ravi (2017) e Gan et al. (2018), enquanto na saide, a pesquisa
de Cannon (2011) € notavel. No campo da educagdo, o estudo de Pan, Huang e Chiu (2016)
ressalta a utilidade dessa abordagem. As ci€ncias ambientais também se beneficiaram com a
contribui¢do de Cannon (2018), e na engenharia elétrica, o trabalho de Zhang, Quan e Srinivasan
(2019) representa um avango significativo. Além dessas dreas, a regressao quantilica via redes
neurais encontrou aplicagdes em outros campos, como evidenciado por Xu, Deng, Jiang et
al. (2017), Srivastava et al. (2014), Jantre, Bhattacharya e Maiti (2021) e Hao et al. (2023),

demonstrando sua ampla aplicabilidade e interesse crescente na comunidade cientifica.
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Este trabalho propde o estudo de uma nova arquitetura de Regressdo Quantilica Multitarefa
via Redes Neurais Profundas, inspirada nos avangos de Kuleshov e Deshpande (2022). A rele-
vancia dessa abordagem estd na sua capacidade de estimar simultaneamente multiplos quantis
de forma flexivel, proporcionando multiplas saidas. Assim, as informacdes sao compartilhadas
entre todos os quantis e espera-se que o problema de cruzamento seja impiraicamente resolvido
(Rodrigues e Pereira, 2020). Esta abordagem € enriquecida pelo aprendizado multitarefa, que
visa aprender diversas tarefas simultaneamente, aplicando uma representacdo compartilhada. O
espaco de caracteristicas aprendido para cada tarefa € utilizado para aprimorar o desempenho
das demais, seguindo um paradigma comprovadamente bem-sucedido em diversas aplicacdes
de aprendizado de mdaquina, como processamento de linguagem natural, reconhecimento de
fala e visdo computacional (Faustine et al., 2022). Ao prever ndo apenas a média condicional,
mas também uma variedade de quantis, o modelo oferece visdes valiosas sobre a variabilidade
dos resultados, o que € crucial para contextos onde a anélise da incerteza e uma compreensao
detalhada dos diferentes percentis da distribui¢do sdo fundamentais. Desta forma, a Regres-
sdo Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas destaca-se como uma ferramenta im-
portante para a modelagem robusta e abrangente de dados complexos, especialmente onde a

variabilidade das respostas desempenha um papel fundamental na andlise completa.

Nos ultimos anos, alguns modelos de Regressdo Quantilica Multitarefa via Redes Neurais
Profundas foram desenvolvidos e aperfeicoados. Um estudo relevante foi conduzido por Rodri-
gues e Pereira (2020) no artigo intitulado "Beyond Expectation: Deep Joint Mean and Quan-
tile Regression for Spatio-Temporal Problems". Nesse trabalho, os autores propuseram uma
abordagem de aprendizado profundo multi-saida e multi-quantil para modelar simultaneamente
varios quantis condicionais, juntamente com a média condicional. Essa estratégia visa oferecer
uma visdo mais abrangente da densidade preditiva em problemas espaco-temporais. Os resul-
tados empiricos demonstraram a eficdcia da abordagem ao resolver o problema de cruzamento
de quantis, proporcionando uma descricao mais detalhada da densidade preditiva. Isso resultou

em previsdes aprimoradas da média condicional devido a inclusdo de informagdes adicionais e

2



§1.0.

um efeito de regularizacdo induzido pelos quantis adicionados.

Outro estudo relevante foi conduzido por Si, Kuleshov e Bishop (2022) no artigo "Auto-
regressive Quantile Flows for Predictive Uncertainty Estimation". Sua abordagem prop0s os
Fluxos Quantilicos Autorregressivos (FQA), uma classe flexivel de modelos de fluxo norma-
lizado treinados com um objetivo baseado em regras de pontuacdo apropriadas. Os autores
introduziram a Regressdo de Fluxo Quantilico (RFQ), que parametriza distribui¢des condici-
onais preditivas com fluxos, resultando em previsdes probabilisticas aprimoradas em diversos
contextos.

Por dltimo, Kuleshov e Deshpande (2022), no artigo "Calibrated and Sharp Uncertainties
in Deep Learning via Density Estimation", enfatizaram a importancia da calibracdo na pratica.
A calibragdo se refere a precisdo com que as probabilidades previstas pelo modelo refletem as
probabilidades reais dos eventos. Os autores aperfeicoaram o trabalho de Si, Kuleshov e Bishop
(2022), buscando a estimac¢do de baixa dimensao das distribui¢des condicionais preditivas. Os
autores descrevem esse procedimento como fécil de treinar e fundamentado em recalibragdo,
gerando modelos calibrados sem comprometer o desempenho geral. Os resultados indicam
melhorias de desempenho empirico em modelos Bayesianos lineares e profundos, sugerindo
que a calibracao deve ser cada vez mais incorporada ao aprendizado de méaquina.

Inicialmente, Si, Kuleshov e Bishop (2022) propuseram uma arquitetura baseada em Monte
Carlo, mas posteriormente, Kuleshov e Deshpande (2022) identificaram sua ineficiéncia em
dimensdes moderadas a altas do espago de preditores. Eles apresentaram uma abordagem de
incertezas calibradas e nitidas em aprendizagem profunda, envolvendo dois estdgios. No pri-
meiro, a rede neural gera um conjunto de caracteristicas ou estatisticas resumo pré-definidas
pelo pesquisador, e no segundo estdgio, a rede neural auxiliar recebe essa representagdo como
entrada, assim como a informagdo sobre os niveis 7 dos quantis produzindo previsdes calibra-
das.

Apesar da proposta interessante de Kuleshov e Deshpande (2022), ela possui limitagdes,

especialmente a necessidade de treinamento em dois estagios, conforme descrito anteriormente,
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e a necessidade de especificacdo de medidas resumo.

Neste trabalho, estudamos uma nova arquitetura de aprendizado profundo multitarefa base-
ada nas inovacdes de Si, Kuleshov e Bishop (2022) e Kuleshov e Deshpande (2022). A nova
arquitetura propde a unificacdo do processo de ajuste em um tnico estdgio com a inclusdo do
parametro 7 (niveis dos quantis) em uma das camadas intermedidrias finais, mantendo o modelo
mais robusto para espagos de preditores de alta dimensao. Essa modificagdo busca simplificar
o treinamento e aumentar a eficicia do modelo proposto, proporcionando uma alternativa mais
eficiente e pratica. Um trabalho correlato, envolvendo Redes Neurais com Grafos e alteracdes
semelhantes no modelo, foi desenvolvido concomitantemente na dissertacio de Mestrado de
Amorim (2024).

Esta dissertacdo estd estruturado da seguinte forma: o Capitulo 2 (Referencial Tedrico) de-
talha o referencial tedrico, iniciando com os modelos de regressdo quantilica e de redes neurais
de forma independente. Ainda no Capitulo 2, discute-se a Regressdo Quantilica via Redes Neu-
rais, incluindo sua utilidade, histdrico, substituicdo da funcao de perda MSE pela perda pinball,
e a estimagdo independente dos quantis. As contribui¢cdes de Rodrigues e Pereira (2020), Si,
Kuleshov e Bishop (2022), e a inovagdo de estimagdo em dois estadgios de Kuleshov e Desh-
pande (2022) sdo também detalhadas no Capitulo 2. O Capitulo 3 (Metodologia) apresenta a
nova arquitetura, denominada Regressao Quantilica Multitarefa via Redes Neurais em um Es-
tdgio, focando na escolha e descri¢do dos conjuntos de dados, nas varidveis envolvidas e nos
modelos testados. Além disso, aborda o processo de treinamento, ajuste de hiperparametros e
as métricas de desempenho, como RMSE, MAE, MADECP, Perda Quantilica e Cobertura. No
Capitulo 4 (Resultados), sdao apresentados os resultados obtidos, seguidos de uma analise com-
parativa entre os modelos utilizando as métricas definidas. Por fim, o Capitulo 5 (Conclusdes)
sintetiza os principais achados, destacando a eficidcia do melhor modelo e sugerindo possiveis

melhorias para trabalhos futuros.




Capitulo 2

Referencial Teorico

Nesse capitulo, serd apresentada uma revisdo detalhada dos principais conceitos e técnicas que
fundamentam este estudo. Primeiramente, abordaremos a Regressdo Quantilica (RQ), uma
metodologia estatistica fundamental para a estimacdo de quantis condicionais. Em seguida, ex-
ploraremos as Redes Neurais Artificiais (RNA), descrevendo os elementos basicos do neurdnio
artificial, seu funcionamento, e a evolugdo para as Redes Neurais Profundas (RNP). Além disso,
discutiremos os processos de estimacdo dos pesos e a importancia dos hiperparametros em uma
rede neural. Por fim, serd introduzida a Regressao Quantilica via Redes Neurais (RQRN), que
combina as técnicas de regressdo quantilica com a flexibilidade das redes neurais, proporcio-

nando uma visdo abrangente das metodologias que embasam a pesquisa.

2.1 Regressao Quantilica

Os modelos tradicionais de regressdo, embora amplamente utilizados por apresentarem uma
interpretagdo simples, enfrentam limitacdes quando os erros do modelo nao seguem uma dis-
tribui¢do Normal. A abordagem comumente adotada, como a minimiza¢do dos quadrados dos
erros (Minimos Quadrados Ordindrios - MQO), também é vulnerdvel a outliers, exigindo uma

avaliagdo minuciosa de sua influéncia no ajuste do modelo (Rousseeuw e Leroy, 2003).
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A Regressao Quantilica, introduzida por Koenker e Bassett (1978), surge como uma alterna-
tiva robusta e informativa. Ao contrario da regressao linear tradicional, que resume as varidveis
independentes as suas médias condicionais £(Y|X), a Regressdo Quantilica estima diferen-
tes quantis Q). (Y'|X) da distribui¢do condicional da varidvel resposta Y. Essa capacidade de
avaliar o impacto das covaridveis em toda a distribui¢cao, ndo apenas na média, oferece uma
compreensao mais abrangente e realista do comportamento do modelo, sendo particularmente
eficaz na presenca de assimetria e outliers (Koenker, 2005).

O modelo linear de regressdo quantilica, introduzido por Koenker e Bassett (1978), pode ser

definido como:

Qy, (71X =x3) = xt B(7), 2.1)

onde B(7) é o vetor de parAmetros e x; € o vetor de preditores. A estimagdo dos quantis
condicionais na Regressao Quantilica é conduzida através da minimizacao de uma funcao de
perda fundamental conhecida como "Pinball". Esta fun¢éo de perda, denotada por p.. (), utiliza

os residuos ponderados pelo nivel do quantil desejado,

Tr, ser >0,
pr(r) = (2.2)
(t1—1)r, ser <0.
Aqui, o 7 representa o nivel do quantil desejado, e r denota o residuo. Os residuos sdao
calculados como a diferenga entre o valor observado () e a previsao do quantil condicional
x} 3(7) para um dado quantil 7.

Essa fun¢ao de perda Pinball possui uma propriedade tnica: ela penaliza de maneira assi-

métrica os desvios positivos € negativos.

* Se o residuo for positivo (r > 0), a penalizagdo é proporcional a T vezes o residuo;

* Se o residuo for negativo (r < 0), a penalizagdo é proporcional a (1 — 1) vezes o residuo.
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§2.1. Regressdo Quantilica

Dessa maneira, a minimizagdo retorna uma estimativa do quantil @.(Y|X), considerando a

fungdo de perda assimétrica associada ao quantil 7. A Figura 2.1 ilustra a fun¢do de perda.

7— 1 T

Figura 2.1: Representacao grafica da fungdo de perda pinball.
Fonte: Rodrigues e Pereira (2020).

A perda total para o conjunto de dados € calculada encontrando primeiro a perda individual

para cada observacao e, em seguida, tomando a média dessas perdas:

1 n
Jo= = e (), (2.3)
k=1

onde a estimativa do parametro Jé; (1) para um dado quantil 7 pode ser obtida resolvendo o

seguinte problema de otimizacao por meio de programacao linear (Koenker, 2005):

B(r) = arg min {Z pr (Y — Q(T|xk))} : (2.4)

B(T)eRP
onde §(7|xy) é o quantil previsto para o quantil 7, dado o vetor de covaridveis xj na k-ésima
observagao.
O problema de minimizagdo indicado em (2.4) deve ser repetido para cada quantil 7 de
forma independente. Assim, os quantis sdo estimados separadamente utilizando a funcdo de
perda pinball para ponderar os residuos, resultando em uma modelagem adaptativa e informativa

de diferentes partes da distribui¢ao condicional.
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Para a constru¢do de intervalos de confianca para o pardmetro B, serdo apresentados dois
métodos: (i) baseados em resultados assintéticos e (i1) bootstrap. Os métodos assintoticos
permitem avaliar casos onde os erros sejam independentes e identicamente distribuidos ou in-
dependentes e ndo identicamente distribuidos, enquanto o método bootstrap é destacado por

nao requerer suposi¢des sobre a distribuicao dos erros (Efron e Tibshirani, 1994).

Método baseado em resultados assintoticos

O método baseado em resultados assintéticos para a construgdo de intervalos de confianca dos
parametros da regressao quantilica foi estabelecido por (Koenker e Bassett, 1978). Estes méto-
dos, baseiam-se na distribui¢io assintdtica dos estimadores dos parametros, obtidos pela mini-
mizac¢do da soma dos erros absolutos ponderados. Sob condi¢des de regularidade, tem-se que a
distribui¢do assintdtica dos estimadores de parametros se aproxima de uma distribui¢do normal

multivariada:

NG ' Ly Naxan 0,V (11,7, .., 72), (2.5)

B(ra) — B(7a)
onde V (7, 79, ..., 74) é a matriz de covariancias.

Koenker e Bassett (1978) também introduziram expressdes para a matriz de covariancias

assintéticas V' (7) para um quantil especifico 7.
* No caso em que os erros sao independentes e ndo identicamente distribuidos (inid):
V(ir)=m1-n)(X'FX)" (X' X)(X'FX)™". (2.6)

* Onde os erros sao independentes e identicamente distribuidos (iid):

_ 7(1 B 7-) 1 -1
V(r) = fQ—(O)(X X)) 2.7)
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A matriz F' é diagonal, com elementos f;(0), representando a fun¢do de densidade dos erros.
Com base nessas formulagdes para V (1), é possivel construir intervalos de confianga para os

pardmetros do modelo 3(7).

Método bootstrap

O método bootstrap € uma técnica de reamostragem utilizada extensivamente na inferéncia
estatistica, particularmente valiosa para a estimativa de parametros em modelos de regressao,
que inclui a regressdo quantilica. Esta técnica foi proposta inicialmente por Efron e Tibshi-
rani (1993), com o objetivo de estimar a matriz de covariancias dos parametros dos modelos.
Posteriormente, Koenker (2005) adaptou o método bootstrap especificamente para a regressao
quantilica, ampliando assim sua aplicabilidade.

O procedimento bootstrap envolve a selecdo aleatéria de pares de observacdes, cada um
com igual probabilidade, para formar novos conjuntos de dados. Esses novos conjuntos, que
consistem em vetores de varidvel resposta e matrizes de planejamento atualizadas, sdo utilizados
em cada uma das R reamostragens (Efron e Tibshirani, 1993). Através dessas reamostragens,
calcula-se um vetor de parametros estimados para cada uma, permitindo a estimativa do erro pa-
drdo baseada na dispersdo dessas R estimativas. Esse processo é fundamental para a construgao
de intervalos de confianca robustos para os parametros estimados (He e Hu, 2002).

De maneira mais especifica, um intervalo de confianga para o pardmetro 3;(7), com um

coeficiente de confianga v = 1 — «, pode ser expresso como:
Bi(7) £ 202 - EP (B(7) 2.8)

Nesta expressao, z,/, representa o quantil de ordem 1 — «/2 da distribui¢do Normal padrio,
e E.P. ([%(7’)) ¢ o estimador do erro padrdo do estimador do pardmetro 3; (7), obtido através
do procedimento bootstrap. Este método ndo apenas facilita a estimagdo de pardmetros em

contextos complexos, mas também contribui significativamente para a avaliacdo da precisao
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dessas estimativas (Efron e Tibshirani, 1993; Koenker, 2005).

2.2 Redes Neurais Artificiais

As Redes Neurais Artificiais (RNA) tém se destacado nos tltimos anos como uma op¢ao atrativa
para lidar com problemas complexos em variados campos. Essa tendéncia € impulsionada pela
crescente capacidade de processamento computacional, tornando as RNAs ferramentas valiosas
para modelagem matematica e simulacao de cendrios futuros em diversas aplicagdes. Conforme
Oleskovicz, Coury e Aggarwal (2003) indicam, o progresso na inteligéncia artificial revela que
as RNAs se apresentam como alternativas robustas aos métodos convencionais, baseados em
abordagens paramétricas, que sao mais limitadas e rigidas.

Em contraste com os métodos tradicionais, que dependem de regras fixas para solucionar
problemas, as RNAs oferecem uma abordagem mais dindmica e adaptativa. Elas sdo capazes de
aprender diretamente dos dados, identificando padrdes e ajustando-se a novas informacdes sem
a necessidade de programacao explicita (Flood e Kartam, 1994). Por exemplo, Redes Neurais
Convolucionais (RNC) sdo amplamente utilizadas no reconhecimento de imagens, superando
técnicas convencionais ao aprender caracteristicas relevantes automaticamente (Vogado et al.,
2019). Da mesma forma, Bengio, Simard e Frasconi (1994) afirmam que as Redes Neurais
Recorrentes sdo eficazes para andlise de sequéncias de dados, como linguagem natural, de-
monstrando superioridade em tarefas de previsdo e tradu¢do quando comparadas a métodos que
se apoiam em regras gramaticais estritas.

Além disso, os Autoencoders siao outro exemplo de RNAs que se destacam, especialmente
em tarefas de redu¢do de dimensionalidade e detec¢ao de anomalias, ao aprender representacoes
compactas dos dados de maneira ndo supervisionada, algo que abordagens tradicionais, como a
Andlise de Componentes Principais, ndo conseguem fazer tdo eficientemente (Sengoniil et al.,
2023). A origem das RNAs remonta a 1943, com o modelo matematico do neurdnio bioldgico

proposto por (McCulloch e Pitts, 1943). Desde entdo, essas redes evoluiram significativamente,
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desempenhando um papel vital em abordagens inovadoras para modelagem de dados e tomada
de decisoes.

As RNAs sdo amplamente empregadas na solug@o de problemas complexos, especialmente
quando o comportamento das varidveis nao € facilmente descrito. Sua caracteristica funda-
mental é a capacidade de aprendizado por meio de exemplos e a habilidade de generalizar
informagdes, resultando na criagdo de modelos ndo-lineares (Sporl, Castro e Luchiari, 2011).
A aplicabilidade das RNAs € notdvel em diversos dominios, como visdo computacional, pro-
cessamento de linguagem natural, reconhecimento de padrdes e jogos, devido a sua capacidade

unica de aprender representagdes complexas e nio-lineares (Haykin, 2001).

Neuronio Artificial: Elementos e Funcionamento

Um neurdnio artificial constitui a unidade basica de processamento dentro de uma rede neural,
desempenhando um papel vital na modelagem e interpretacdo de dados complexos. Inspirado
na estrutura e funcionamento dos neur6nios biolégicos, o neurdnio artificial foi primeiramente
conceituado pelo modelo de McCulloch e Pitts (1943), ilustrado na Figura 2.2. Este modelo
captura a esséncia do processamento de informacdes através de elementos-chave descritos a

seguir:
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Sinaisde _| X2
entrada

Fungéo de Saida
ativacdo

Jungdo
aditiva

Pesos
sinapticos

Figura 2.2: Representacdo do Neur6nio Artificial segundo McCulloch e Pitts (1943).
Fonte: Elaboragdo propria.

* Entradas e Pesos: Cada neurdnio k recebe multiplas entradas (x;, xs,..., T,,), onde
cada entrada x; € associada a um peso especifico (Wy1, Wia, ..., Wi ). Os pesos repre-
sentam a for¢a da conexdo entre os neurdnios e sao ajustaveis durante o treinamento da

rede.

* Juncio de Soma () ): Este mecanismo agrega todas as entradas ponderadas, somando-
as juntamente com um viés by, resultando na entrada liquida do neurdnio. O viés permite
ajustar o ponto de ativacdo do neurdnio, oferecendo flexibilidade adicional ao modelo.

Matematicamente, isso € expresso como:

j=1
* Funcio de Ativacdo f(.): A entrada liquida u; é entdo processada por uma fungdo de
ativacdo f(.), que modula a saida do neur6nio. A funcdo de ativacéo introduz ndo-
linearidade ao modelo, permitindo que a rede neural aprenda e modele relacdes com-

plexas entre as entradas e as saidas. Exemplos comuns de funcdes de ativacao incluem
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a identidade, sigmoide (o), a tangente hiperbdlica (tanh) e a unidade linear retificada

(ReLU). Para mais detalhes, ver (Géron, 2019).

flu) = FO S Wiga; + by). (2.10)

j=1

Onde a saida do neur6nio, ¥, € dada pelo resultado dado em (2.10):

Juntos, esses componentes formam a base do funcionamento de um neurdnio artificial, permi-
tindo a implementacdo de redes neurais capazes de aprender e adaptar-se a uma vasta gama de
tarefas computacionais, desde reconhecimento de padrdes até decisdes complexas baseadas em

dados.

Redes Neurais Profundas

As Redes Neurais Profundas (RNP) representam um avango significativo na modelagem de re-
lagdes complexas e abstratas nos dados, estendendo-se além do conceito de um Ginico neurdnio
para incorporar multiplas camadas de neur6nios (DSA, 2022). Essas camadas estdo organiza-
das de tal forma que a saida de uma camada serve como entrada para a proxima, criando uma
estrutura em cascata. As camadas situadas entre a entrada e a saida, conhecidas como camadas
ocultas ou intermedidrias, desempenham um papel crucial na captura de representacdes hierar-
quicas dos dados. Esta estrutura € exemplificada na comparacao entre uma rede neural simples
e uma rede neural profunda, conforme apresentado na Figura 2.3.

O campo da aprendizagem profunda, que se baseia na estrutura e funcionamento das re-
des neurais profundas, tem sido fundamental para impulsionar progressos notaveis em diversas
areas da tecnologia. Entre essas dreas, destacam-se a visdo computacional, o reconhecimento

de fala, o processamento de linguagem natural e o reconhecimento de dudio. O sucesso da
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Rede Neural Simples Rede Neural Profunda
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Figura 2.3: Rede Neural Simples e Rede Neural Profunda.
Fonte: Elaboragdo propria.

aprendizagem profunda advém da sua capacidade de imitar a maneira complexa e eficiente com

que o cérebro humano processa informacdes (DSA, 2022).

Estimacao dos Pesos

A estimativa dos pesos em uma rede neural € uma etapa crucial realizada através do algoritmo
gradiente descendente com backpropagation, um método essencial no treinamento de modelos
de aprendizado profundo. Durante o treinamento, o modelo utiliza uma funcao de perda para
comparar suas previsdes com os valores reais e quantificar o erro (DSA, 2022). O backpropa-
gation propaga esse erro de volta pelas camadas da rede, permitindo o ajuste iterativo dos pesos
para minimizar a funcdo de perda. O gradiente descendente € um algoritmo de otimizacao, €
crucial nesse processo, pois ajuda a encontrar o conjunto de pesos que minimiza a fungdo de
perda ao ajustar os pesos na direcdo oposta ao gradiente da funcdo. Assim, backpropagation
e gradiente descendente trabalham em conjunto para aprimorar as previsdes do modelo, redu-
zindo progressivamente o erro durante o treinamento (Lawrence, 1997). O mesmo € ilustrado

na Figura 2.4.

14



§2.2. Redes Neurais Artificiais

FORWARD PROPAGATION

0'7 \
AN
N

BACKWARD PROPAGATION

Figura 2.4: Processo de estimacdo de pesos em Redes Neurais.
Fonte: Elaboragdo propria.

» Forward Propagation

Nesta fase, as entradas sdo introduzidas na rede neural, e a informacgdo € propagada camada
por camada até a camada de saida. A saida de cada neurdnio € calculada usando a fungdo de

ativacdo, representada na Equacdo 2.11.
* Funcao de Perda

A diferenca entre as previsoes da rede e os valores reais € calculada através da funcdo de
perda. Essa escolha é crucial no desenvolvimento do modelo, pois guia o processo de aprendi-
zado ao medir o quao bem o modelo se ajusta aos dados. A sele¢do da funcdo de perda depende
do tipo de problema (regressdo ou classificagdo), das caracteristicas dos dados e dos objetivos
do modelo (Goodfellow, Bengio e Courville, 2017). Abaixo, serdo exploradas quatro fungdes
de perda comuns e suas principais aplica¢des, proporcionando uma compreensao mais clara de
suas utilidades e implicagdes.

A log-verossimilhanca é frequentemente usada em modelos que parametrizam a distribui¢ao
dos dados. A maximizagdo da log-verossimilhanga (ou, equivalentemente, a minimizagao do

seu valor negativo) permite estimar os parametros do modelo de forma que a probabilidade

15



cap. 2. Referencial Teorico §2.2. Redes Neurais Artificiais

observada dos dados sob 0 modelo seja maximizada (Tibshirani et al., 2017). A equagdo geral

da log verossimilhanga negativa para um modelo de probabilidade é:

T == "log P(yk|z;0), (2.12)
k=1

onde P(yg|xy; @) representa a probabilidade do valor real y;, dado o vetor de caracteristicas ay,
e os parametros do modelo 6.

Em tarefas de classificacdo, a entropia cruzada € a funcio de perda mais comum, usada para
medir a diferenga entre duas distribui¢des de probabilidade: a prevista pelo modelo p(y|z) e a
real observada nos dados ¢(y|z) (Géron, 2019). Para classifica¢do bindria, a entropia cruzada é

expressa por:

3

1 . .
J@ = — [y log (gx) + (1 — yx) log (1 — 9x)], (2.13)
k=1

onde ¥, € o valor real (0 ou 1) e 9, € a probabilidade prevista pelo modelo de a amostra pertencer
aclasse 1.

Quando o foco estd na regressdo para a média, o Mean Squared Error (MSE) € frequente-
mente escolhido como fun¢do de perda devido a sua eficidcia em medir a média dos quadrados

das diferencas entre os valores previstos e os valores reais.

n

1 .
MSE = Jy =~ > e — i) (2.14)

k=1
Essa fungdo de perda € amplamente empregada para medir a diferenca entre os valores
observados (y;) e os valores previstos (7 ), tornando-a uma escolha robusta para muitos pro-
blemas de regressdo (Hastie, Tibshirani e Friedman, 2009). Vale ressaltar que utlizar a funcao
de perda da log verossimilhanc¢a assumindo Normalidade € equivalente a utilizar a perda MSE.
Por ultimo, a regressdo quantilica, que tem como objetivo prever um quantil especifico da

distribui¢do condicional de uma varidvel dependente, utiliza a funcdo de perda Pinball:
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1 n
o= = pr (k= (7)) (2.15)
k=1

Esta funcdo é projetada para penalizar os residuos de forma assimétrica, dependendo do
quantil alvo 7, tornando-a especialmente ttil para modelos que precisam estimar valores em

uma distribuicdo condicional que ndo € simétrica (Koenker, 2005).

A compreensdo dos objetivos do modelo e das caracteristicas da varidvel resposta € funda-
mental para a escolha adequada da funcdo de perda, que, por sua vez, impacta diretamente o
desempenho do modelo de aprendizado de maquina (Goodfellow, Bengio e Courville, 2017).
Cada func¢ao de perda € projetada para diferentes tipos de problemas. Assim, uma escolha crite-
riosa da funcdo de perda ndo apenas orienta o aprendizado do modelo, mas também influencia

sua capacidade de generalizacdo em dados novos, sendo crucial para o sucesso da modelagem.
* Backward Propagation

Esta etapa calcula os gradientes da func¢do de perda em relacdo aos pesos, retrocedendo
camada por camada desde a saida até as camadas de entrada. Utiliza a regra da cadeia do

célculo para obter os gradientes das funcdes encadeadas.

Os pesos sdo ajustados na direcao oposta ao gradiente, utilizando a regra de atualizacio:

9J (y,9)

Wi = Wiy — a2
kj kj « aija

(2.16)

onde « € a taxa de aprendizado, detalhada na secdo a seguir.

Este ciclo de propagacdo para frente e retropropagacgdo do erro € repetido ao longo de vérias
iteragdes (épocas) até que a rede neural aprenda a realizar previsdes precisas, ajustando seus

pesos de maneira apropriada (Goh, 1995).
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Hiperparametros de uma Rede Neural

Os hiperparametros das redes neurais desempenham um papel crucial na configuracio e no de-
sempenho dos modelos de aprendizado profundo. Eles sdo ajustados antes do treinamento e
permanecem constantes ao longo do processo, diferentemente dos parametros (pesos) do mo-
delo, que sdo aprendidos automaticamente. Os hiperpardmetros podem ser otimizados na etapa
de validacdo, com o conjunto de dados de treinamento. Vamos explorar os tipos mais comuns
de hiperparametros e suas definicdes no contexto das redes neurais (Géron, 2019; Goodfellow,

Bengio e Courville, 2017; Srivastava et al., 2014):

* Nuimero de Camadas: Determina a profundidade da rede neural. Redes mais profundas
podem aprender padroes mais complexos, mas também sao mais suscetiveis ao overfitting
e exigem mais dados para treinamento eficaz. A chave € encontrar um equilibrio que

ofereca um bom desempenho sem tornar o modelo desnecessariamente complexo.

* Numero de Neuronios: Define a largura das camadas. O nimero de neuronios em cada
camada influencia a capacidade da rede de capturar nuances nos dados. Muitos neurdnios
podem aumentar o risco de overfitting, enquanto poucos podem resultar em underfitting.

A escolha ideal depende da complexidade dos dados e da tarefa.

* Taxa de aprendizado: Determina o tamanho dos passos no ajuste dos parametros (ou
pesos) da rede durante o treinamento (ver Equacdo 2.16), influenciando a velocidade e a

eficiéncia com que a rede neural converge para uma solucao.

* Funcio de ativacdo: Essencial para limitar a saida do neurdnio a um intervalo manejavel,
geralmente entre 0 e 1 ou -1 e 1. Essa restricdo evita problemas como a explosdo de
gradientes e contribui para a estabilidade e eficiéncia do treinamento. Além de facilitar
a captura de padroes complexos, a funcdo de ativacdo permite que a rede aprenda tanto
relacOes lineares quanto interagdes ndo lineares entre varidveis de entrada, impactando

diretamente seu desempenho (ver Equacao 2.10).
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* Tamanho do Lote (Batch Size): Determina quantas amostras sdo processadas antes da
atualizacao dos parametros da rede. As abordagens variam desde o modo batch, onde o
lote engloba todo o conjunto de dados, até o modo estocéstico, com lotes de tamanho um.
O modo minibatch é um meio-termo, com lotes maiores que um, mas menores que o total

do conjunto.

* Numero de épocas: Indica o nimero de vezes que o algoritmo de treinamento trabalhara
através do conjunto completo de dados, influenciando diretamente no ajuste dos pesos da

rede.

» Early Stopping: Técnica para evitar overfitting interrompendo o treinamento quando a
performance em um conjunto de validac@o para de melhorar. Depende da paciéncia, que

define o nimero de épocas sem melhoria antes da parada.

* Dropout: Técnica para reduzir overfitting desativando aleatoriamente uma fracdo de
neuronios durante o treinamento, controlada pela taxa de dropout. Isso forca o modelo a
aprender representacdes mais robustas, melhorando sua capacidade de generalizacdo em

dados novos.

2.3 Regressao Quantilica via Redes Neurais

A Regressao Quantilica via Redes Neurais (RQRN) é uma metodologia avancada que combina
os pontos fortes da regressdo quantilica com a capacidade de modelagem de padrdes comple-
xos das redes neurais. Esta abordagem € fundamental em diversos campos, desde a previsao
financeira até a pesquisa médica, por sua habilidade tinica de fornecer uma visdo detalhada da
estrutura condicional de uma varidvel dependente Y em relacdo a um conjunto de varidveis
independentes X, através de diferentes quantis da distribui¢do de Y.

Em sua esséncia, a RQRN estende a regressao quantilica para capturar relagdes ndo lineares

e interacdes complexas entre as varidveis. A estrutura tipica de uma RQRN inclui uma camada
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de entrada que corresponde aos preditores X, seguida por uma ou vdrias camadas ocultas que
transformam as entradas através de pesos ajustdveis, viéses, e funcdes de ativagdo ndo lineares,
culminando em uma camada de saida que fornece a previsdao para um quantil especifico 7 de Y

(Cannon, 2011).

Apesar das redes neurais serem utilizadas buscando a modelagem de relagdes complexas e
ndo lineares nos dados, os modelos mais simples de regressao linear gaussiana e de regressao
quantilica também podem ser ajustados utilizando uma arquitetura basica de uma rede neural.
A Figura 2.5 ilustra a abordagem da regressao linear gaussiana realizada por meio de uma rede

neural simples, focando na estimagdo da média.

MSE

Figura 2.5: Regressdo Linear Gaussiana via Rede Neural Simples.
Fonte: Elaboragdo propria.

Na Figura 2.5, para realizacdo da regressao Gaussiana, foi usada uma rede com uma camada
intermedidria, uma funcao de ativacdo identidade e fun¢do de perda MSE. A func¢do de ativagdo
identidade, toma as entradas aplicadas a ela, multiplica-as pelos pesos atribuidos a cada neurd-
nio na rede e produz uma saida que € diretamente proporcional a entrada (Gharat, 2019). Com

isso, a férmula para o valor estimado de ¢, pode ser apresentada como segue em (2.17):

Ur = Z Wijx; + by. (2.17)
=1
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Neste contexto, a funcdo de perda utilizada € dada pelo MSE, conforme a Equagdo 2.14.
Assim, a rede busca minimizar o MSE com predi¢des lineares para varidvel resposta Y, ou seja,
tem solucdo equivalente a uma regressao linear Gaussiana.

Ao abordarmos a Regressao Quantilica via Redes Neurais, precisamos alterar a funcio de
perda utilizada, substituindo o MSE (2.14) pela funcdo de perda Pinball Equacdo (2.4). Esta
modificacio € evidenciada na Figura 2.6, que apresenta uma regressdo quantilica linear por
meio de uma rede neural simples, focada em um quantil especifico 7, empregando-se a fungao

de ativacao identidade.

Figura 2.6: Regressao Quantilica Linear via Rede Neural Simples.
Fonte: Elaboragdo propria.

A evolugdo para estruturas mais complexas ou ndo lineares € explorada através do Apren-
dizado Profundo e func¢des de ativagao ndo lineares, como representado na Figura 2.7. Aqui, €
apresentada a Regressao Quantilica ndo linear via Rede Neural Profunda (RQRN), que emprega
a mesma funcdo de perda Pinball indicada anteriormente, mas com a adi¢cdo de multiplas ca-
madas e funcdes de ativagdo diferentes da funcao identidade. Esta abordagem permite modelar
relacdes mais complexas e capturar dinamicas nao lineares entre as varidveis. Entretanto, ha a
limitacdo da escolha de um quantil especifico 7, ou seja, para a estimacdo de diversos quantis,
redes neurais separadas precisam ser ajustadas.

Uma vantagem distintiva da RQRN € a sua habilidade para estimar de forma independente
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Figura 2.7: Regressao Quantilica ndo Linear via Rede Neural Profunda.
Fonte: Elaboragdo propria.

multiplos quantis da distribui¢do condicional de Y, sem a necessidade de suposi¢des prévias
sobre a forma dessa distribuicdo (Moon et al., 2021). Isso é fundamental em cendrios onde
a distribuicdo de Y € desconhecida, assimétrica ou caracterizada por caudas pesadas. Dife-
rentemente dos métodos tradicionais, que geralmente pressupdem uma relacdo linear entre as
variaveis independentes X e a varidvel dependente Y, a RQRN ¢ um método fundamental para

entender a complexidade e a nao linearidade dessas relacdes.

Neste contexto, Rodrigues e Pereira (2020) trouxe avangos na RQRN, que consistiram na
modelagem ndo apenas a média, mas também multiplos quantis de uma distribui¢do de forma
simultanea. Esta metodologia se destaca ao oferecer uma visdo mais completa da distribui¢ao
preditiva de uma varidvel dependente Y, condicionada a um conjunto de varidveis independen-
tes X. Através de uma arquitetura multiquantil de saida multipla, a proposta permite calcular
1 + d saidas, uma para a média e d saidas sdo destinadas aos quantis especificos (71, 7o, ..., 74)
de interesse. Esta capacidade de estimar simultaneamente a média e multiplos quantis € uma
evolucao significativa em relacio as abordagens apresentadas anteriormente, que normalmente
se concentravam em um Unico aspecto da distribui¢do. A Figura 2.8 ilustra a metodologia pro-

posta por Rodrigues e Pereira (2020) considerando a estimagao simultanea de d quantis.
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Figura 2.8: Regressao Quantilica via Rede Neural para maltiplos quantis, proposta por Rodri-
gues e Pereira (2020).
Fonte: Elaboragdo propria.

Para implementar essa abordagem, os autores utilizam uma fungio de perda (.J;) inspirada
na Equacdo (2.15), composta pela média das fun¢des de perda Pinball individuais para cada

quantil 7; de interesse.

Esta proposta de Rodrigues e Pereira (2020) expressa a concepg¢ao de multitarefa, destacando-
a como uma abordagem interesante na execu¢do simultinea de diversas atividades. Também
representa um avanco significativo na aplicagc@o de redes neurais para anélises estatisticas, per-
mitindo uma compreensio das relacdes entre varidveis. Ao estimar simultaneamente vdrios
quantis, a abordagem fornece uma representacdo detalhada da distribui¢ao condicional da va-
ridavel dependente, superando limitagdes de modelos que focam em um tnico aspecto. O modelo
proporciona ainda um compartilhamento de informagdes entre os quantis avaliados e espera-se
que pelo menos empiricamente, o desafio associado ao cruzamento de quantis seja resolvido.
Ainda assim, € importante reconhecer as limitagdes, como a necessidade de definir os quantis

de interesse a priori.

Nesse contexto, a Teoria de Regressao Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas

foi marcada por mais uma inovacdo proposta por Si, Kuleshov e Bishop (2022), ilustrada na
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Figura 2.9. Esta metodologia traz avangos em comparagdo com a proposta de Rodrigues e

Pereira (2020), especialmente na maneira como os quantis sao selecionados e tratados.
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Figura 2.9: Regressao Quantilica via Rede Neural, proposta por Si, Kuleshov e Bishop (2022).
Fonte: Elaboragdo propria.

Em contraste com a abordagem de Rodrigues e Pereira (2020), que se baseava em quantis
pré-definidos, limitando assim a flexibilidade do modelo, a proposta de Si, Kuleshov e Bishop
(2022) introduz uma inovagdo ao considerar o quantil 7 como uma entrada varidvel da rede
neural, conforme ilustrado na Figura 2.9. Isso € realizado de maneira dindmica, onde 7 € amos-
trado de uma distribui¢do uniforme 7 ~ U(0, 1). Essa abordagem se inspira nos métodos de
Monte Carlo, conhecidos por sua capacidade de explorar espacos de amostra através da sele¢ao
aleatdria de pontos. Para cada observacdo k£ no modelo, sdo amostrados multiplos valores de
T, especificamente 7y, Ty, ..., 74, definindo assim um conjunto de d (nimero de 7) saidas. Este
avanco metodolégico permite ao modelo superar limitagdes anteriores, possibilitando a esti-
macdo direta para qualquer quantil de interesse, sem a necessidade de definir previamente os
quantis a serem analisados.

Por ultimo, Kuleshov e Deshpande (2022) introduziram outra inovagdo, visando superar
a limitacdo de eficiéncia do método proposto inicialmente por Si, Kuleshov e Bishop (2022)

em espacos preditores de dimensdes moderadas a altas. Para alcangar esse objetivo, eles de-
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senvolveram uma abordagem que se vale de um procedimento de estimagdo em dois estdgios,
utilizando duas redes neurais profundas, conforme ilustrado na Figura 2.10.

O primeiro estdgio envolve treinar um modelo de redes neurais que considera um conjunto
de caracteristicas iniciais como entrada (as covaridveis X) e produz um conjunto de carac-
teristicas derivadas ou estatisticas resumo ¢, pré-definidas pelo pesquisador. Esse passo visa
principalmente a redu¢do da dimensionalidade dos dados de entrada, facilitando assim a subse-
quente estimag¢do quantilica. Essa abordagem € essencial para aumentar a eficiéncia do modelo,
otimizando tanto a velocidade de processamento quanto a precisao nas estimacgdes quantilicas.
Destaca-se, assim, por tornar o método mais 4gil e preciso na execugdo de andlises quantilicas,
através da otimizagdo na gestdo da complexidade dos dados e no aprimoramento dos resultados

analiticos.

Estagio 1

Estagio 2

Figura 2.10: Regressdo Quantilica via Redes Neurais, proposta por Kuleshov e Deshpande
(2022).
Fonte: Elaboragdo propria.

No segundo estdgio do algoritmo 1, utiliza-se a saida da primeira rede neural em uma se-
gunda rede. Aqui, introduz-se um conjunto de dados separado, conhecido como conjunto de
calibracdo. Este modelo auxiliar (segunda rede), frequentemente referido como recalibrador,

serve para refinar as previsdes do modelo inicial, levando em consideracio a performance deste
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nas amostras de calibracdo e ajustando as previsdes para que melhor correspondam a realidade,
ou seja, efetivamente recalibrando o modelo. O modelo de recalibracdo € entdo treinado para
processar as caracteristicas derivadas juntamente com valores aleatérios de espago U (0, 1) com
o intuito de produzir previsdes calibradas. Esses valores amostrados de 7, que indicam os quan-
tis alvo, s@o introduzidos somente durante a fase de treinamento do recalibrador, que também
recebe um vetor de baixa dimensao representando aspectos da distribuicdo condicional pre-
vista pelo primeiro modelo (estatisticas resumos), podendo ser os quantis, variancia, etc. Esse
processo permite ao recalibrador entender como a representacdo de baixa dimensdo pode ser
utilizada para ajustar as previsoes do primeiro modelo de forma eficaz.

Essa abordagem de Kuleshov e Deshpande (2022), Regressao Quantilica Multitarefa via Re-
des Neurais Profundas em dois Estagios (RQRN2E), apresenta claras vantagens em termos de
robustez e versatilidade, conforme a Figura 2.10. Por outro lado, a versatilidade € evidenciada
pela capacidade do modelo de se adaptar a diferentes contextos e tipos de dados, proporcio-
nando uma ferramenta poderosa para uma ampla gama de aplicac¢des analiticas. Além disso, o
modelo ndo s6 mantém as vantagens do método original introduzido por Si, Kuleshov e Bishop
(2022), permitindo a estimacdo direta de qualquer quantil de interesse, mas também aprimora
significativamente a precisdo e a eficiéncia da andlise.

O algoritmo 1 descreve um procedimento em dois estagios, onde primeiramente um modelo
base € treinado e suas previsoOes sdo utilizadas para gerar caracteristicas resumo. Em seguida,
um modelo de recalibracdo € treinado usando essas caracteristicas, juntamente com valores
amostrados, para ajustar as previsdes iniciais. O objetivo € garantir que a distribui¢do das

previsoes recalibradas esteja bem calibrada.
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Algorithm 1 RQRN2E (Kuleshov e Deshpande, 2022)
Estagio 1: Treinamento do Modelo Base

Entradas
1: * Dados de treinamento: varidvel resposta Y|, 1) € matriz de covaridveis X ;).

* Hiperparametros da Rede Neural 1.

Treinamento em batches
2: Parat =1 até T faca

3: Amostre um minibatch B, de np, pontos do conjunto de treinamento: Y(f; «1) ©
B '
(nBt Xm). . . . .

4: Atualize os pardmetros 6 da rede neural 1 via gradiente descendente estocdstico

(GDE) utilizando a funcdo de perda escolhida para a Rede Neural 1.
5: Fim do Para

Saida
6: Estimativa dos parametros ¢ da Rede Neural 1.
Estagio 2: Treinamento do Modelo de Recalibracao

Entradas
7: ¢ Dados de recalibrag@o: varidvel resposta Y/, 1) € matriz de covaridveis X ;<)

* Hiperparametros da Rede Neural 2.
* Numero inteiro d representando a quantidade de quantis 7.

e Vetor com S estatisticas resumo ¢ = ¢5(Xxm))s 95 Xnxm))s - - - » (X nxm))s
onde ¢ indica a dependéncia com os paradmetros da Rede Neural 1.

Treinamento em batches
8: Parat =1 até T faca
Amostre um minibatch B; com np, pontos do conjunto de recalibragao: Y(f; «1) ©
t

By

(”Bt xm)*
10: Crie uma matriz de dimensdo (np, x d) com valores amostrados da U(0,1) :

Bt _

(nigy xd) = (71, T2, ooy Tl
11: Para : = 1 até d faca
12: Concatene as estatisticas resumo gz’)g;B «5) com a coluna 7; para criar as cova-

t
ridveis de entrada da Rede Neural 2.
13: Prever os quantis G(7(1,5)| X7, §(T2,)| X3, . .- 7Q(T(n3t,i)‘Xf§t)~
14: Fim do Para
- n d B o B

15: Calcule a fung@o de perda Jp, = @ i {Zz‘:l [or (yit — 4T | X)) ] }
16: Atualize os parametros v da Rede Neural 2 via GDE.

17: Fim do Para

Saida
18: Estimativa dos parametros v da Rede Neural 2.
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Capitulo 3

Metodologia

Este capitulo detalha o desenvolvimento da abordagem proposta, incluindo a nova arquitetura
e suas inovagdes. Também aborda os métodos utilizados, como o pré-processamento, padroni-
zacdo dos dados, divisdo para treinamento e validac@o, além dos modelos treinados e métricas
de avaliacao de desempenho. Por fim, sdo descritos os trés conjuntos de dados utilizados: Dia-

monds, Boston e Yacht Hydrodynamics.

3.1 Nova Arquitetura

Essa dissertacdo propde uma nova arquitetura que aprimora a abordagem introduzida por Ku-
leshov e Deshpande (2022), ao explorar uma estratégia de modelagem que busca integrar e
simplificar o processo de estimac@o em um processo unificado. Essa nova arquitetura, ilustrada
na Figura 3.1, rompe com a abordagem de dois estdgios ao incorporar diretamente o parametro
T, representativo dos quantis gerados pela U(0, 1), em uma camada de dimensao reduzida, po-
sicionada em uma das camadas intermedidrias da rede. Ela elimina a necessidade de uma etapa
separada de definicdo da medida resumo ¢ e subsequentemente do treinamento de duas redes

distintas, caracteristicas centrais do método precedente.



§3.1. Nova Arquitetura

Figura 3.1: Nova arquitetura da Regressao Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas.
Fonte: Elaboragdo propria.

A inser¢do de 7 diretamente na rede permite um ajuste mais integrado das previsdes quan-
tilicas. A funcdo de perda Pinball, descrita na Equacdo 2.15, serviu de base para a cria¢do da
funcdo de perda J,, que € utilizada na otimizacdo, tornando o modelo sensivel as variacdes de
7. Essa nova arquitetura oferece potenciais vantagens. Ao simplificar o modelo para um tnico
estagio de ajuste que incorpora 7, hd uma possivel reducdo na complexidade computacional e
operacional, o que pode tornar o processo de estimagdo quantilica mais eficiente. Além disso,
essa abordagem unificada facilita a captura da relacdo entre os dados de entrada e os quantis
de maneira mais direta, o que pode contribuir para uma maior precisdo e confiabilidade nas
previsoes, dependendo do contexto de aplicagdo.

O algoritmo 2 proporciona um roteiro claro para o treinamento e a avaliacdo desse novo
modelo, aqui denominado Regressao Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas em

um Estagio (RQRNIE).
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Algorithm 2 Nova Arquitetura- RQRN1E

[\

Entradas

Dados de treinamento: varidvel resposta Y{,,«1) € matriz de covaridveis X ).
Hiperparametros da rede neural.
Numero inteiro d representando a quantidade de quantis 7.

Numero inteiro ¢ que indica a camada intermedidria especifica na qual a concatenacao
com o vetor de quantis 7 serd realizada.

Numero inteiro z que especifica a dimensdo (ou tamanho) do vetor de saida resultante
da camada intermedidria c apds a operacdo de concatenacao.

Treinamento em batches

: Parat =1 até T faca
Amostre um mini-batch B, com np, pontos do conjunto de treinamento: Y(f;t «1) €
By
(np,xm)"
Aplique as camadas da rede (até a camada intermedidria c) para projetar X (LZ tBt wm)

em @, »), reduzindo a dimensionalidade das covaridveis para posterior concatenag¢do dos
quantis.

L e W

10:
11:

12

13

Crie uma matriz com valores amostrados da U (0, 1) : M (i;t wdy = [T1: T2, -, Ta.

Para : = 1 até d faca
Concatene ¢y, 5,,7) COM T; para criar as covariaveis de entrada da camada c+ 1.

X23t>, . 7qA(T(nBt7i)‘Xfét).

Prever os quantis §(7( ) |XlBt), 4(T(2,4)
Fim do Para
Calcule a fungdo de perda Jp, = —* o {Z?Zl (o (vPt — d(re | X)) ] }

npBy; xd k=1
Atualize os parametros 6 da Rede Nteural via GDE.

: Fim do Para

Saida
: Estimativa dos parametros # da Rede Neural.
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3.2 Conjunto de Dados

Para avaliar a performance da nova arquitetura de Regressdo Quantilica Multitarefa via Redes
Neurais Profundas, foram utilizados trés conjuntos de dados distintos: Diamonds, Boston e
Yacht Hydrodynamics. Esses conjuntos foram selecionados devido a sua utilizacdo em estudos
anteriores, permitindo uma comparacdo robusta com abordagens estabelecidas e oferecendo

diversidade em termos de tamanho, tipo de varidveis e contexto de aplicacao.

3.2.1 Diamonds

O conjunto de dados Diamonds foi extraido do pacote ’ggplot2’ no R e contém informacdes
sobre 53.940 diamantes, cada um descrito por 10 varidveis. Destas, 9 foram consideradas como
covaridveis (x1, s, ...,T9), incluindo caracteristicas como o peso em quilates, cor, clareza,
profundidade e comprimentos. A varidvel resposta (y) é o preco dos diamantes, em délares
americanos, uma varidvel continua que reflete o valor de mercado dos diamantes. Este conjunto
foi escolhido ndo apenas por sua popularidade em andlises de regressdo, mas também devido
ao trabalho Torres et al. (2024), que utilizou essa base para recalibragdo de redes neurais. A
variabilidade nas caracteristicas dos diamantes e sua influéncia no preco fazem deste conjunto
uma conveniente escolha para testar a capacidade do modelo em capturar multiplos quantis da

distribui¢ao condicional do preco.

3.2.2 Boston

O conjunto de dados Boston, disponivel no pacote "MASS’ do R, fornece informagdes deta-
lhadas sobre 506 areas residenciais em Boston. Ele inclui 14 varidveis, das quais 13 foram
consideradas como covaridveis, tais como taxa de criminalidade, propor¢ao de residéncias an-
tigas, distancia ao centro de emprego, entre outras. A varidvel resposta (y) é o valor mediano
das casas ocupadas pelos proprietarios, medido em milhares de d6lares. Este conjunto de dados

¢ historicamente utilizado em estudos de regressao e modelagem preditiva, incluindo trabalhos

31



cap. 3. Metodologia §3.3. Métodos

de Kuleshov e Deshpande (2022), servindo como um benchmark cldssico para testar a eficicia
de novos modelos. A combinagao de varidveis socioecondmicas e demogréaficas torna este con-
junto particularmente util para avaliar a habilidade do modelo em lidar com relagdes complexas

e ndo lineares entre as varidveis independentes e a varidvel dependente.

3.2.3 Yacht Hydrodynamics

O conjunto de dados Yacht Hydrodynamics foi obtido no Kaggle e contém 308 observacodes que
descrevem o desempenho hidrodindmico de iates. Com 7 varidveis ao todo, 6 foram usadas
como covaridveis, sendo elas relacionadas as caracteristicas do design do iate, como suas di-
mensdes, centro de gravidade e enquanto a varidvel resposta (y) € a resisténcia hidrodinimica,
medida em newtons. Este conjunto de dados é amplamente utilizado em estudos de engenha-
ria naval e foi também empregado por Kuleshov e Deshpande (2022) para testar a precisdo de

modelos de regressao quantilica.

3.3 Métodos

3.3.1 Pré-processamento dos Dados

O pré-processamento dos dados € uma etapa fundamental para a constru¢ao de modelos prediti-
vos robustos. Primeiramente, foi realizada a identificagdo e remoc¢do de valores omissos, zeros
e outliers nos trés conjuntos de dados analisados. Esses elementos, se nao forem gerenciados

adequadamente, podem comprometer a integridade e a qualidade dos modelos.

Em seguida, as varidveis categdricas foram transformadas em varidveis dummy, o que pos-
sibilita a sua integracdo eficiente nos modelos preditivos. Essa transformacdo € crucial, pois

permite que informagdes qualitativas sejam tratadas de maneira quantitativa.
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3.3.2 Padronizacao dos Dados

ApO6s a limpeza dos dados, procedeu-se a padronizacio das covaridveis dos trés conjuntos de
dados. A padronizagao foi realizada de forma a garantir que todas as covaridveis tivessem média
zero e desvio padrdo unitdrio, o que € crucial para a convergéncia mais rapida e estavel dos
modelos de redes neurais. Essa etapa foi aplicada exclusivamente as varidveis independentes,
preservando a escala original da varidvel de resposta para manter a integridade da estimagao

quantilica.

3.3.3 Divisao dos Conjuntos de Dados

A divis@o dos dados foi realizada em trés conjuntos: treino, validagd@o e teste, com uma distri-
bui¢do de 70%, 20% e 10%, respectivamente. Essa divisdo foi escolhida para proporcionar um
equilibrio entre o treinamento do modelo e a valida¢ao do seu desempenho em dados ndo vistos
durante o processo de treinamento. A mesma propor¢ao foi utilizada por Kuleshov e Deshpande
(2022), proporcionando uma boa base comparativa para a avaliagdo da nossa proposta.

O conjunto de treino foi utilizado para ajustar os pesos do modelo, enquanto o conjunto de
validagdo foi essencial para a otimizagdo dos hiperparametros e para o ajuste fino do modelo,
prevenindo o overfitting. Finalmente, o conjunto de teste foi reservado para a avaliacdo final do

modelo, garantindo uma medida independente.

3.3.4 Modelos Treinados

Foram treinados trés modelos distintos para este estudo, envolvendo abordagens de regressao
quantilica e regressdao gaussiana. O primeiro modelo, RQRN2E (Regressao Quantilica Multi-
tarefa via Redes Neurais Profundas em dois Estdgios), foi proposto por Kuleshov e Deshpande
(2022) e consiste em uma arquitetura de dois estdgios. No primeiro estigio, uma rede neu-
ral gera um conjunto de caracteristicas decis (dy,ds, ...,dy) das distribui¢des preditivas das

respostas condicionais, que s@o entdo utilizados no segundo estigio para estimar os quantis
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desejados.

Segundo Kuleshov e Deshpande (2022), o parametro 7 ndo deve ser inserido no inicio da
rede, pois essa informacdo fica ofuscada (ou perde a relevancia) junto das demais covaridveis
do modelo e da sequéncia de transformagdes ndo lineares das camadas iniciais da rede. Dessa
forma, os autores sugeriram dois estdgios na modelagem. Nessa dissertagdo, propomos uma
arquitetura unificada para estima¢do dos quantis em um unico estdgio, denominada RQRN1E
(Regressao Quantilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas em um Estdgio), com a in-
troducdo do parametro 7 diretamente em uma camada intermedidria da rede, permitindo uma
estimativa direta dos quantis. Ao acrescentar o 7 ao final da rede, em uma camada de reduzida
dimensdo, maior destaque se da a informacao do nivel 7 do quantil, ainda mantendo a estrutura
de um estdgio na estimacao. Dessa forma, contorna-se as limitagdes decorrentes da escolha das
estatisticas resumo ¢ e as ineficiéncias da separacdo em dois estdgios. Com isso espera-se uma
representacdo mais robusta das dindmicas complexas dos dados e melhor desempenho da rede.

A segunda inovacdo proposta foi a utilizacdo da fun¢do de ativagdo logito na insercao do
7. Ao utilizar o logito do 7, 0 RQRNI1E demonstrou uma capacidade superior de modelar as
relacdes ndo lineares, resultando em um melhor ajuste e previsdes mais precisas.

O terceiro modelo utilizado para comparacao foi a RGRN (Regressdao Gaussiana via Redes
Neurais Profundas). Este modelo segue uma abordagem tradicional de regressdo gaussiana em
redes neurais profundas, projetada para prever a média e a variancia de uma distribui¢do nor-
mal com base nas covaridveis disponiveis. Assumindo que os dados seguem uma distribui¢ao
Normal, podemos utilizar esse modelo também para prever os quantis, sendo uma alternativa

interessante para conjunto de dados pequenos e aproximadamente Normais.

3.3.5 Métricas de Desempenho

Para avaliar o desempenho dos modelos propostos, foram utilizadas cinco métricas principais:
RMSE (Root Mean Square Error), MAE (Mean Absolute Error), MADECP (Mean Absolute

Distance of Empirical Cumulative Probability), Perda Quantilia e a Cobertura. Cada uma dessas
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métricas oferece uma perspectiva tnica sobre a qualidade das predi¢cdes feitas pelos modelos,

sendo fundamentais para comparar a precisao e a robustez das abordagens.

* Root Mean Square Error

O RMSE fornece a raiz quadrada da média entre os valores preditos e os valores reais
observados. Esta métrica é amplamente utilizada para avaliar a precisdo de modelos preditivos,
penalizando com mais peso os erros maiores, ja que as diferencas sdo elevadas ao quadrado

(Willmott e Matsuura, 2005; Chai e Draxler, 2014). A férmula do RMSE € dada por:

1 A
RMSE = | = > (s — )" 3.1
k=1

Uma métrica robusta para quantificar o erro global de um modelo, sendo especialmente
sensivel a grandes discrepancias. Dentro do contexto de regressdo, essa medida € utilizada para

estimacdo do valor esperado da varidvel resposta.
* Mean Absolute Error

O MAE € uma métrica mais simples que o RMSE, que calcula a média das diferencas
absolutas entre os valores preditos e os observados. Ao contriario do RMSE, o MAE nio da
peso extra a grandes erros, sendo uma métrica ttil quando o objetivo é avaliar a precisdo de
predi¢des de forma uniforme (Willmott e Matsuura, 2005; Chai e Draxler, 2014). A férmula do
MAE é:

1« A
MAE =~ |y — il (32)
k=1

Essa métrica oferece uma medida clara e intuitiva da precisao das predi¢des, mostrando o
erro médio entre os valores preditos e observados em termos absolutos. Dentro do contexto
de regressdo quantilica, essa medida € utilizada para estimagdo do valor mediano da varidvel

resposta.
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* Mean Absolute Distance of Empirical Cumulative Probability

A métrica MADECP foi proposta por Amorim (2024) na sua dissertacdo, ela é utilizada
para avaliar a qualidade dos multiplos quantis preditos em modelos de Regressao Quantilica,
medindo a consisténcia entre os quantis preditos e a distribui¢do empirica dos dados. Para
calculd-la, utiliza-se uma grade de 99 valores de T (744 = [0.01,0.02,...,0.99]7). Para cada
observacdo k, é feita uma predi¢do de quantil para cada valor de 7 na grade. A férmula da
MADECP é:

99

1
MADECP = 5 Z T —

i=1 k=1

1 < .
= > L(yr < ()|, (3.3)
onde 1(.) é a fung¢do indicadora, que retorna 1 se a condigéo for verdadeira e O caso contrdrio.
Essa métrica € particularmente util para verificar se os quantis preditos refletem adequadamente
a distribuicdo empirica dos dados ao longo de todo o espaco de probabilidades. Um valor mais

baixo de MADECP indica maior consisténcia entre os quantis preditos e a distribuicdo empirica.
* Perda Quantilica

A Perda Quantilica, também conhecida como Perda Pinball, é a métrica padrao para avaliar
o desempenho de modelos de regressdao quantilica, conforme descrito nas equacdes 2.3 e 2.15.
Ela mede a precisdo do modelo na previsdo de um quantil especifico da distribui¢do condicional
da varidvel dependente. A funcdo de perda penaliza de forma assimétrica os desvios entre os
valores observados e preditos, dependendo do quantil 7 alvo, sendo especialmente eficaz para

capturar a variacao da distribuicao (Koenker, 2005). A férmula da Perda Quantilica é:

1 n
o= o (g — (7)) 34)
k=1

onde p,(r) = (7 — 1(r < 0)) é a func@o de perda ponderada pelo quantil 7. Essa métrica é

amplamente utilizada para avaliar a precisdo das previsdes de quantis em um modelo de regres-
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sdo quantilica. Valores mais baixos de Perda Quantilica indicam predi¢des mais precisas para o

quantil alvo.
* Cobertura

A métrica Cobertura mede a propor¢ao de valores observados que se encontram dentro dos
intervalos de confianca preditos pelo modelo, para um determinado nivel de confianga (geral-

mente 95%). A férmula da Cobertura é:

1 n
Cobertura = — E 1 ((jTL(xk) < Yk < (jTU(.’L’k)), (35)
n
k=1

onde §77 () e Ty () sdo os quantis preditos para os niveis inferiores e superiores do intervalo
de confiancga, respectivamente. Um valor de Cobertura de 95%, por exemplo, indica que 95%
dos valores observados estdo dentro do intervalo predito pelo modelo. Essa métrica é importante
para avaliar a calibragem do modelo em capturar a incerteza nas predi¢des (Davison e Hinkley,

1997).
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados dos modelos RQRN2E, RQRNI1E e RGRN,
aplicados aos dados Diamonds, Boston e Yacht Hydrodynamics. A andlise comparativa utilizara
métricas como perda quantilica, MADECP, RMSE, MAE e Cobertura (95%), destacando o
desempenho e eficiéncia de cada modelo, com foco na precisdo e na identificacdo do modelo

mais adequado para a estimativa de quantis.

4.1 Aplicacao no Banco Diamonds

Antes da modelagem, realizou-se uma andlise exploratéria da varidvel resposta (y), referente
ao preco dos diamantes em ddlares americanos. Com base na Figura 4.1, a distribui¢do dos
precos apresenta uma acentuada assimetria a direita, o preco da maioria dos diamantes estd
concentrado entre 300 e 5.000 ddlares, enquanto o preco maximo atinge 18.823 ddlares. Essa
variabilidade sugere a necessidade de modelos que capturem a heterocedasticidade e a assime-
tria, como os modelos de regressao quantilica utilizados neste estudo, para uma andlise preditiva
mais pertinente.

O ajuste dos hiperparametros dos modelos foi realizado manualmente, explorando dife-

rentes valores até alcancar um desempenho 6timo em termos de minimizar a fun¢do de perda
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Figura 4.1: Distribuicao da varidvel pre¢o dos diamantes em ddlares.
Fonte: Elaboragdo propria.

quantilica na validagdo evitando o overfitting.

Para o modelo RQRN2E, proposto por Kuleshov e Deshpande (2022), o ajuste ocorreu em
dois estagios, partindo do chute inicial proposto por Torres et al. (2024). No primeiro estagio,
foram testadas trés camadas ocultas, com a primeira variando entre 100 e 150 neurdnios, sendo
150 o valor 6timo. As camadas subsequentes apresentaram entre 5 € 10 neurdnios, com o valor
otimo estabelecido em 10 neurdnios para cada. O ntimero de €pocas variou entre 250 e 500,
sendo 250 o ideal, com uma taxa de aprendizagem de 0,01 e tamanho de lote (batch size) de

500. A paciéncia para o early stopping foi definida em 10 épocas.

No segundo estdgio, foram utilizadas duas camadas ocultas, ambas com 30 neurdnios, e

o modelo foi treinado por 2.000 épocas. A taxa de aprendizagem foi ajustada para 0,001 e o
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tamanho de lote permaneceu em 500, com paciéncia de 50 épocas para o early stopping.

Ja para o modelo RQRNI1E, proposto nesta dissertacao, foi feito um ajuste inicial com quatro
camadas ocultas. As duas primeiras camadas variaram entre 100 e 128 neurdnios, sendo 100 o
valor ideal. Nas duas ultimas camadas, a variagcdo foi entre 50 e 64 neurdnios, com 50 como
valor 6timo. O modelo foi treinado por 500 épocas, com uma taxa de aprendizagem de 0,01 e
tamanho de lote de 500, e paciéncia de 10 épocas para o early stopping. Em relacdo a inser¢ao
do logito do pardmetro 7, foram testadas a penultima e a ultima camada, sendo a penultima a

que apresentou melhores resultados.

Finalmente, o modelo RGRN utilizou os mesmos hiperparametros do modelo RQRNIE, ja
que ambos compartilham a mesma arquitetura para facilitar a comparag@o. A unica diferenca
¢ que o RQRNIE introduziu o logito de 7 em uma de suas camadas, enquanto o RGRN nao
tem a informacdo do quantil e utilizou a fun¢do de perda Gaussiana em vez da fun¢do de perda

quantilica.

A Tabela 4.1 resume o desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e validacdo. Para
o modelo RGRN, a distribui¢do Gaussiana foi assumida aos dados para estima¢do dos quantis
e para o cdlculo da perda quantilica e da cobertura de 95%. A medida de cobertura preditiva
indica o percentual de vezes que o valor observado estd contido dentro do intervalo de confiancga
preditivo. Considerando a Tabela 4.1, a proximidade das perdas do treino e validacio de cada
modelo indica que nenhum apresentou overfitting expressivo. Comparando a perda quantilica
na valida¢do, observa-se que o modelo RQRNIE apresentou os melhores resultados com taxa

de cobertura préxima a 95%.

Tabela 4.1: Desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e validagdo no banco Diamonds.

Perda Quantilica Perda Quantilica Cobertura (95%) _ Tempo
Modelos (Treino) (Validacio) (Validagio) TP (Seoundos)
RQRN2E 127,2 129,1 63,1% 1.739 415
RQRNIE 103,4 107,4 94.5% 59 59
RGRN 1244 130,0 94.5% 92 93
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Além disso, a eficiéncia computacional do RQRNIE € outro aspecto interessante. Com
um tempo de convergéncia de apenas 59 segundos e 59 épocas, ele se mostrou mais eficaz em
comparacdo a0 RQRN2E, que demandou 415 segundos e 1.739 épocas. Esse desempenho mais
rapido do RQRNIE ¢ particularmente vantajoso em cendrios onde o tempo de processamento €
critico. A arquitetura simplificada em um tnico estagio, aliada a introdu¢do do logito de 7 em
uma camada intermedidria, provavelmente contribuiu para essa eficiéncia, sem comprometer a
qualidade das previsdes, além dos hiperparametros 6timos de cada modelo.

A Tabela 4.2 complementa essas informagdes ao apresentar os resultados nos dados de teste,
com énfase nas métricas de erro relacionados a média e mediana (RMSE e MAE), na perda
quantilica e na medida de erro baseada nas probabilidades acumuladas empiricas (MADECP).
O modelo RQRNIE apresentou uma menor perda quantilica de 107,6, uma menor MADECP
de 0,024 e uma cobertura de 94,5%. Estes resultados indicam que o RQRN1E € o mais eficiente
na estimativa dos quantis e na cobertura preditiva, alinhando-se bem com o objetivo do estudo.
No cdlculo do RMSE e MAE dos modelos RQRNI1E e RQRN2E, ao invés de utilizar a média
estimada yj;, foi utilizada a mediana qz((A)S) visto que esses modelos ndo estimam de forma
direta a média.

Em termos de erros associados a média e mediana, o modelo RQRNIE teve uma perfor-
mance razoavelmente boa para um quantil fixo de 0,5 (mediana), com RMSE de 556,8 ¢ MAE
de 288,9. Considerando que o objetivo central do modelo RQRNIE € a predicao de multiplos
quantis, e ndo apenas da média e da mediana, as medidas de perda quantilica, cobertura 95% e
MADECP sdo mais relevantes.

Comparando com o RQRN2E, embora este modelo tenha apresentado valores melhores
para RMSE (565,0) e MAE (287,1) para um quantil fixo de 0,5 (mediana), sua perda quanti-
lica (121,1) e MADECP (0,059) foram mais altos. A taxa de cobertura também foi menor no
RQRN2E (63,0%), indicando que este modelo ndo capturou tdo bem os intervalos de confi-
anca preditivos quanto o RQRNI1E. E possivel que uma configuragio de rede otimizada possa

melhorar as métricas apresentadas, visto que a otimizagao dos hiperparametros foi realizada ma-
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nualmente. Técnicas de otimizacdo automética ndo foram aplicadas e podem ser consideradas

em trabalhos futuros na tentativa de melhorar ainda mais a performance dos modelos.

Tabela 4.2: Desempenho dos modelos no conjunto de teste para o banco Diamonds.

Modelos RMSE MAE Perda Quantilica Cobertura (95%) MADECP

RQRN2E 565,0 287,1 121,1 63,0% 0,059
RQRNIE 556,8 2889 107,6 94,5% 0,024
RGRN 540,3 287,3 127,2 95,0 % 0,104

O modelo RGRN, por outro lado, apresentou o melhor RMSE (540,3) e cobertura (95%),
e um bom valor de MAE (287,3), o que indica uma boa performance na previsdo de valores
médios e medianos. No entanto, sua perda quantilica (127,2) e MADECP (0,104) foram as
piores entre os modelos testados. O valor MADECP igual a 0,104 indica que houve, em média,
10,4% de desvio (erro) dos niveis dos percentis estimados pelo modelo RGRN. Por exemplo,
o percentil 25% estimado pode apresentar 14,6% (ou 35,4%) das observacdes abaixo dele, en-
quanto esperava-se que esse valor fosse 25%, aproximadamente. Esse desempenho sugere que
a RGRN ndo € tdo eficiente na estimac¢do dos quantis do conjunto de dados Diamonds. Consi-
derando a assimetria da distribui¢do do preco dos diamantes (Figura 4.1), esse resultado ja era

esperado.

Vale ressaltar que a taxa de cobertura, que reflete o percentual de vezes que o valor obser-
vado da varidvel resposta estd dentro do intervalo de confiancga preditivo, ¢ uma medida global
que ndo captura adequadamente as deficiéncias locais de calibracdo dos modelos (ou seja, em
sub-regides do espaco de covaridveis). Como discutido por Torres et al. (2024), modelos gaus-
sianos como a RGRN podem ndo ser bem calibrados localmente, mas a calibracdo local nao
foi investigada nessa dissertagdo. A medida MADECP, que leva em consideracdo diversas pro-
babilidades acumuladas da distribui¢ao empirica (ainda que de forma global), melhor retrata a

calibracdo do modelo na estimativa dos quantis.
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4.2 Aplicacao no Banco Boston

A Figura 4.2 ilustra o histograma da varidvel resposta, que representa o valor mediano das ca-
sas em Boston em milhares de ddlares. Nota-se que o preco tem uma distribuicdo assimétrica
a direita, com a maioria das observacdes concentradas entre 12 e 30 mil d6lares. O valor mi-
nimo € de 5 mil délares e o maximo de 50 mil délares, com um possivel efeito de truncamento
nesse limite superior. Essa distribui¢do sugere a necessidade de modelos que capturem ade-
quadamente a distribui¢do dos dados, como os modelos quantilicos, especialmente para estimar

valores extremos.

Assim como na aplicagd@o anterior, o ajuste dos hiperpardmetros dos modelos foi realizado
manualmente, explorando diferentes valores até alcancar um desempenho 6timo em termos de

minimizar a fun¢do de perda quantilica na validagdo e evitar o overfitting.

Para o modelo RQRN2E, conforme proposto por Kuleshov e Deshpande (2022), o ajuste
ocorreu em dois estdgios, partindo do chute inicial proposto por Torres et al. (2024). No pri-
meiro estagio, foram testadas trés camadas ocultas, onde o nimero de neur6nios na primeira
camada variou de 10 a 200, sendo 128 o valor 6timo. As camadas subsequentes variaram en-
tre 5 e 10 neurdnios, com 10 sendo o valor ideal. O ndmero de épocas variou de 500 a 700,
sendo 500 o valor 6timo, e a taxa de dropout oscilou entre 10% e 50%, com 50% se mostrando
ideal. A taxa de aprendizagem testada variou entre 0,001 e 0,01, com 0,01 sendo o valor 6timo,
enquanto o tamanho do lote (batch size) variou de 250 a 1.000, sendo 500 o valor ideal. A

paciéncia para o early stopping foi ajustada para 10 épocas, num intervalo entre 10 e 100.

No segundo estdgio do RQRN2E, foram utilizadas duas camadas ocultas, onde o ndmero de
neurdnios na primeira camada variou de 30 a 175, sendo 20 o valor 6timo, e a dltima camada
variou de 15 a 50, com 20 sendo o valor ideal. O nimero de épocas testado foi entre 500 e
1.500, com 1.000 sendo o valor ideal. A taxa de aprendizagem variou de 0,001 a 0,01, sendo
0,01 o valor 6timo, e o tamanho do lote variou de 500 a 750, sendo 750 o ideal. A paciéncia

para o early stopping foi ajustada para 50 €pocas, num intervalo entre 10 e 50.
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Figura 4.2: Distribui¢do do preco mediano das casas do banco Boston.
Fonte: Elaboragdo propria.

Para o modelo RQRN1E, desenvolvido nesta dissertacdo, o ajuste também considerou dife-
rentes variagdes. Foram testadas quatro camadas ocultas, com o niimero de neurdnios variando
entre 25 e 190, sendo 75 o valor 6timo em todas as camadas. A taxa de dropout variou entre
10% e 30%, sendo 10% o valor ideal. O nimero de épocas foi ajustado entre 500 e 1.000, com
500 sendo o valor 6timo. A taxa de aprendizagem variou entre 0,001 e 0,01, sendo 0,01 o valor
6timo, enquanto o tamanho do lote variou entre 500 e 1.000, sendo 500 o valor ideal. A pacién-
cia para o early stopping foi ajustada para 10 épocas, num intervalo entre 10 e 50. Em relacdo
a insercao do logito do parametro 7, foram testadas a penudltima e a ultima camada, sendo a
peniltima a que apresentou melhores resultados. Para fins de comparacio, o modelo RGRN foi

treinado utilizando os mesmos hiperparametros do RQRN1E.
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Na Tabela 4.3, que resume o desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e validacao
para o conjunto de dados de Boston, o modelo RQRNIE se destaca por apresentar a menor
perda quantilica tanto no treino quanto na validacdo, com valores de 1,2 em ambas as fases.
Isso indica que o RQRNIE tem uma boa capacidade de generalizacdo e menor erro de ajuste
para os quantis. Além disso, o modelo obteve a taxa de cobertura de 95% igual a 95,1%,
fornecendo estimativas melhor calibradas do que os outros modelos comparados. Com um
tempo de convergéncia de apenas 39 segundos e 130 épocas, 0o RQRNIE também se mostrou o

mais eficiente em termos de tempo computacional.

Tabela 4.3: Desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e valida¢do no banco Boston.

Perda Quantilica Perda Quantilica Cobertura (95%) Tempo
Modelos (Treino) (Validacio) (Validagio) TP (Seoundos)
RQRN2E 1,8 1,7 81,3% 520 156
RQRNIE 1,2 1,2 95,1% 130 39
RGRN 1,5 1,4 96,1% 181 52

Na Tabela 4.4, que avalia o desempenho dos modelos no conjunto de teste, 0 modelo
RQRNIE continua a se destacar, com a menor perda quantilica de 1,4 e cobertura de apro-
ximadamente 90% e menor erro MADECP (0,023). Esses resultados refor¢am a sua eficcia na
estimativa dos quantis, com um boa performance nas métricas RMSE e MAE para um quantil
fixo de 0,5 (mediana), mas um pouco abaixo em compara¢do com a RGRN, conforme também

observado no conjunto de dados Diamonds.

Tabela 4.4: Desempenho dos modelos no conjunto de teste no banco Boston.

Modelos RMSE MAE Perda Quantilica Cobertura (95%) MADECP

RQRN2E 80 55 2.2 85,4% 0,033
RQRNIE 64 39 1,4 89,6% 0,023
RGRN 62 37 1,6 91,7% 0,037

O modelo RGRN se destaca na minimizacdo do RMSE e MAE, que sdo métricas de erro
focadas nas medidas de centralidade (média e mediana) dos dados. A cobertura de 92%, apro-

ximadamente, foi um bom resultado para calibrac¢do global. J4 o modelo RQRN2E mostrou-se
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menos eficaz nas métricas apresentadas. E possivel que uma configuracio de rede otimizada
possa melhorar as métricas apresentadas, visto que o ajuste dos hiperparametros foi efetuado
manualmente. Entretanto, dentre as diversas arquiteturas de rede testadas, as configuragdes de
rede aqui apresentadas foram as que minimizaram a perda quantilica na valida¢do sem overfit-

ting expressivo.

4.3 Aplicacdo no Banco Yacht Hydrodynamics

Ao analisar o banco Yacht Hydrodynamics, iniciamos com uma exploracao da varidvel de inte-
resse, a resisténcia hidrodindmica medida em newtons. Na Figura 4.3, o histograma mostra que
a distribuicao € assimétrica positiva, com a maioria dos valores préximos a zero e uma cauda
longa se estendendo até 62,42 newtons. Essa distribui¢do indica que a maioria dos iates t€m
baixa resisténcia, mas alguns apresentam valores significativamente maiores. Essa assimetria é
importante na escolha do modelo, com provavel impacto negativo na RGRN devido a suposi¢ao
de Normalidade para o calculo dos quantis.

O ajuste dos hiperparametros dos modelos foi realizado manualmente, explorando diferen-
tes valores para alcangcar um desempenho 6timo na minimiza¢do da fun¢do de perda quantilica
na validac@o, sem comprometer consideravelmente o overfitting, assim como nos outros banco
de dados aqui explorados.

Para o modelo RQRN2E, proposto por Kuleshov e Deshpande (2022), o ajuste ocorreu em
dois estagios, partindo do chute inicial proposto por Torres et al. (2024). No primeiro estigio,
foram testadas trés camadas ocultas, com a primeira camada variando entre 100 e 200 neurdnios,
sendo 100 o valor considerado ideal. A segunda camada apresentou entre 5 e 10 neurdnios, mas
a configuragdo ideal incluiu 5 neurdnios, e a terceira camada foi excluida no ajuste final. O
nimero de épocas variou entre 1.000 e 5.000, com 1.000 sendo considerado o ideal, e a taxa
de aprendizagem variou entre 0,001 e 0,01, sendo 0,01 o valor ideal. O tamanho de lote (batch

size) variou entre 250 e 750, sendo 750 considerado o melhor ajuste. A paciéncia para o early
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Figura 4.3: Distribuicdo da varidvel resisténcia no banco Yacht Hydrodynamics.
Fonte: Elaboragdo propria.

stopping variou inicialmente entre 10 e 20 épocas, sendo definida em 20 épocas como valor

ideal.

No segundo estagio do modelo RQRN2E, foram consideradas duas camadas ocultas, com
a primeira variando entre 30 e 40 neurdnios e a segunda entre 25 e 30 neur6nios. Os valores
6timos encontrados foram 30 neur6nios para a primeira camada e 25 neur6nios para a segunda.
As épocas variaram entre 500 e 1.000, com 500 épocas consideradas ideais, e a taxa de apren-
dizagem foi mantida entre 0,001 e 0,01, com 0,01 como valor final. O tamanho de lote variou
entre 500 e 750, sendo 750 o ideal, e a paciéncia para o early stopping variou entre 15 e 30

épocas, com 30 épocas definidas como valor final.

Para o modelo RQRNI1E, uma proposta desta dissertacdo, foram testadas quatro camadas
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ocultas. Nas camadas 1 e 2, o numero de neurdnios variou entre 100 e 150, sendo 150 o valor
Otimo para ambas as camadas. Nas camadas 3 e 4, o nimero de neurOnios variou entre 5 e
100, sendo 100 neur6nios o valor 6timo para a camada 3 e 50 neurdnios para a camada 4. As
épocas variaram entre 500 e 1.000, com 1.000 consideradas ideais. A taxa de aprendizagem foi
ajustada entre 0,001 e 0,01, sendo 0,01 o valor 6timo, e o tamanho de lote foi fixado em 500.
A paciéncia para o early stopping foi estabelecida em 100 épocas, sem variacdes. Em relacdo
a insercdo do logito do pardmetro 7, foram testadas a penultima e a ultima camada, sendo a
penultima a que apresentou melhores resultados.

O modelo RGRN compartilha a mesma arquitetura basica que o RQRN1E, mas com a dife-
renca fundamental de utilizar a funcdo de perda Gaussiana em vez da funcdo de perda quantilica.
Para o RGRN, foram utilizados os mesmos hiperparametros do RQRNI1E.

Na Tabela 4.5, que apresenta o desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e valida-
¢do para o conjunto de dados Yacht, o modelo RQRNI1E destaca-se pela menor perda quantilica,
registrando valores de 0,12 no treino e 0,14 na validagdo. Esses resultados indicam uma boa
capacidade do modelo em estimar quantis tanto nos dados de treino quanto nos de validagdo.
A taxa de cobertura foi de aproximadamente 97%, indicando uma calibragdo proxima ao valor
nominal de 95%. O tempo computacional do RQRNIE foi de 97 segundos, com um total de
407 épocas, demonstrando um equilibrio entre precisdo e eficiéncia computacional. Em com-
paracdo, os tempos computacionais dos modelos RQRNIE e RGRN foram similares, ambos

consumindo cerca da metade do tempo necessario para o modelo de dois estdgios, o RQRN2E.

Tabela 4.5: Desempenho dos modelos nos conjuntos de treino e validagdo no banco Yacht
Hydrodynamics.

Perda Quantilica Perda Quantilica Cobertura (95%) Tempo
Modelos (Treino) (Validaciio) (Validacdo) TP (Sesundos)
RQRN2E 0,28 0,27 85,0% 807 216
RQRNIE 0,12 0,14 96,9% 407 97
RGRN 0,26 0,26 95,3% 298 81

Na Tabela 4.6, que avalia o desempenho dos modelos no conjunto de teste para o conjunto
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de dados Yacht, o modelo RQRNIE continua a se destacar com perda quantilica e MADECP
consideravelmente inferiores aos demais modelos. O RQRNI1E também obteve valores com-
petitivos para RMSE e MAE, de 1,34 e 0,62 para um quantil fixo de 0,5 (mediana), respecti-
vamente. Neste conjunto de dados, a RGRN teve desempenho inferior até mesmo na métrica
RMSE, possivelmente devido a acentuada assimetria dos dados e a penaliza¢do maior da perda
quadrética aos desvios maiores. Apesar da cobertura de 95% ser aproximadamente 93%, uma

avaliacdo de calibragdo local é necesséria.

Tabela 4.6: Desempenho dos modelos no conjunto de teste no banco Yacht Hydrodynamics.

Modelos RMSE MAE Perda Quantilica Cobertura (95%) MADECP

RQRN2E 1,93 0,98 0,31 85,7% 0,106
RQRNIE 1,34 0,62 0,14 82,1% 0,028
RGRN 1,82 0,59 0,25 92,9 % 0,117

Por fim, o modelo RQRN2E teve a maior perda quantilica no teste (0,31) e uma taxa de
cobertura de 85,7%. A MADECP do RQRN2E € de 0,106, que estd entre as maiores, apontando

para uma calibracdo menos precisa para os quantis.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacdo, desenvolvemos e avaliamos uma nova arquitetura para a Regressao Quan-
tilica Multitarefa via Redes Neurais Profundas, denominada RQRNI1E, que visa superar limi-
tacdes dos modelos existentes, como a Regressdo Quantilica Multitarefa via Redes Neurais
Profundas em 2 Estdgios (RQRN2E, Kuleshov e Deshpande (2022)) e a tradicional Regressao
Gaussiana via Redes Neurais Profundas (RGRN). O principal objetivo foi aprimorar a estima-
tiva de quantis e a capacidade de modelar a distribui¢cdo completa dos dados. Para a comparagdo
entre os modelos, foram utilizados trés conjuntos de dados distintos: Diamonds, Boston e Yacht
Hydrodynamics.

A andlise dos resultados dos dados Diamonds confirmou a eficdcia da arquitetura RQRNI1E,
destacando-se pela menor perda quantilica, boa taxa de cobertura e um valor de MADECP
mais baixo, indicando melhor consisténcia entre os quantis preditos e a distribuicdo empirica.
Em relacdo as RMSE e MAE, que priorizam a média e a mediana individualmente, o RQRN1E
ofereceu um bom desempenho para um quantil fixo de 0,5 (mediana) e um desempenho superior
na captura da variabilidade dos quantis. Esse desempenho foi atribuido ao fato de apresentar
uma arquitetura unificada para estima¢do dos quantis em um udnico estdgio e a introducdo do
logito do 7 na penultima camada intermedidria da rede, aprimorando a abordagem em dois

estagios de Kuleshov e Deshpande (2022).



$.0.

Nos dados de Boston, o RQRNIE continuou a se destacar, com os melhores resultados em
termos de perda quantilica, cobertura de quantis e MADECP, além de uma répida convergéncia
e menor tempo computacional, refor¢cando sua eficicia e aplicabilidade. Nos dados de Yacht
Hydrodynamics, o modelo mostrou robustez na modelagem de quantis, embora com uma leve
queda na taxa de cobertura em relacdo ao RGRN.

A comparagdo entre os modelos evidenciou que o RQRNI1E, além de ser eficiente gracas a
sua arquitetura simplificada, demonstrou uma boa capacidade para modelar relacdes ndo line-
ares complexas dos quantis da distribuicao condicional da varidvel resposta. Embora o RGRN
tenha obtido resultados ligeiramente melhores em métricas de erro da média e mediana, como
RMSE e MAE, o desempenho do RQRNIE na estimativa de quantis, medido principalmente
pelas métricas de perda quantilica e MADECP, foi mais eficaz. Isso refor¢a a adequacio do
RQRNIE para as tarefas de regressdo quantilica e calibracdo dos intervalos de confianca.

Para trabalhos futuros, sugere-se a implementacdo de um ajuste automatizado dos hiper-
parametros das redes, avaliando o custo computacional dessa tarefa, a inclusio de estudos de
simulagdo para explorar nuances adicionais (como a escolha da camada de inser¢ao do vetor 7)
e a exploracdo de outras métricas de comparacao entre os modelos (por exemplo, avaliagdo da
calibracdo local). A exploracdo desses temas € relevante para uma continuidade da pesquisa,
mas os resultados aqui apresentados sugerem que o modelo proposto apresenta potencial sig-
nificativo. O trabalho correlato de Amorim (2024), no contexto de Redes Neurais com Grafos,
também mostrou ganhos expressivos dessas (e outras) modificagdes na arquitetura da Regressao

Quantilica via Redes Neurais.
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