Licenga

@080

EYv HC KD
Este trabalho esta licenciado sob uma licenca Creative Commons Attribution-
NonCommercial-NoDerivatives 4.0 International License. Fonte:
https://livros.unb.br/index.php/portal/catalog/book/626. Acesso em: 03 fev. 2025.

Referéncia

PATRAO, Mauro. Introdugdo a algebra linear. Brasilia: Editora Universidade de Brasilia,
2025. E-book (259 p.). (Série Ensino de Graduacgdo). Disponivel em:
https://livros.unb.br/index.php/portal/catalog/book/626. Acesso em: 03 fev. 2025.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Reitora !
Vice-Reitor :

Conselho editorial

N universidade de Brasilia

Rozana Reigota Naves
Mércio Muniz de Farias

. EDITORA

UnB

Germana Henriques Pereira (Presidente)
Ana Flavia Magalh&es Pinto

Andrey Rosenthal Schlee

César Lignelli

Fernando César Lima Leite

Gabriela Neves Delgado

Guilherme Sales Soares de Azevedo Melo
Liliane de Almeida Maia

Ménica Celeida Rabelo Nogueira
Roberto Brand&do Cavalcanti

Sely Maria de Souza Costa



EEEEEEE

_Introducao a
Algebra Linear




Coordenagcdo geral

Consultor de producio editorial :
Coordenacéo de revisdao
Coordenacdo de design

Revisio :

: Equipe do projeto de extenszo - Oficina de edicao de obras digitais

Thiago Affonso Silva de Almeida

Percio Sdvio Romualdo Da Silva
Talita Guimardes Sales Ribeiro
Cldudia Barbosa Dias

Julia Oliveira Neves

Diagramagcao Mauro Patrao

. © 2023 Editora Universidade de Brasilia

Direitos exclusivos para esta edi¢éo:

Editora Universidade de Brasilia

: Centro de Vivéncia, Bloco A - 23 etapa, 1° andar
Campus Darcy Ribeiro, Asa Norte, Brasilia/DF

¢ CEP:70910-900

: Site: www.editora.unb.br

E-mail: contatoeditora@unb.br

. Todos os direitos reservados. Nenhuma parte desta publica¢do poderd ser armazenada
: ou reproduzida por qualquer meio sem a autorizag&o por escrito da Editora.

Dados Internacionais de Catalogag&o na Publicag&o (CIP)
(Biblioteca Central da Universidade de Brasilia — BCE/UnB)

P3141i Patrdo, Mauro.
Introducdo a algebra linear [recurso
eletrénico] / Mauro Patrdo. - Brasilia :

Editora Universidade de Brasilia, 2025.
259 p. - (Série Ensino de Graduacéo).

Formato PDF.
Inclui bibliografia.
ISBN 978-65-5846-262-0.

(Mateméatica) .
Titulo. II.

1. Algebra linear. 2. Matrizes
3. Determinantes (Matematica). I.
Série.

CDU 512.64

Heloiza Faustino dos Santos — CRB 1/1913



A minha mae, Isa Helena, por ter sempre me ensinado
a importancia de nos excentrarmos






Agradecimentos

Agradeco ao estudante Eduardo Jonas Silva pela elaboracdao das figuras e
aos estudantes de Introducdo a Algebra Linear que utilizaram alguma das

versoes preliminares deste livro, o que permitiu uma consideravel melhoria
do contetido e da apresentacdo do texto.






Sumario

Apresentacao 13
Capitulo 1
1. Espacos 15
1.1 Geometria analitica 15
1.2 Espacos vetoriais 32
1.3 Decomposicbes 44
1.4 Exercicios 56
Capitulo 2
2. TransformacoOes 61
2.1 Projecg0es, reflexdes e nilpotentes 62
2.2 Isometrias e homotetias 80
2.3 Sistemas lineares 88
2.4 Exercicios 95
Capitulo 3
3. Coordenadas 101
3.1 Bases 101

3.2 Dimensao 112



Introducdo a Algebra Linear

3.3 Bases ortonormais 123
3.4 Exercicios 132
Capitulo 4
4. Matrizes 135
4.1 Soma e produto 135
4.2 Transposta 147
4.3 Posto e escalonamento 154
4.4 Exercicios 171
Capitulo 5
5. Autoespacos 177
5.1 Autovalores e autovetores 178
5.2 Simetria e ortogonalidade 182
5.3 Diagonalizagdo 187
5.4 Cbnicas 197
5.5 Exercicios 205
Capitulo 6
6. Determinantes 209
6.1 Determinantes de paralelepipedos 209
6.2 Determinantes de operadores 219

6.3 Polindbmio caracteristico 228

10



6.4 Exercicios 239
A. Apéndice 243
A.1 Teorema espectral 243

A.2 Orientagdo e determinantes 245

Referéncias 257

"






Apresentacao

Esta obra foi elaborada e testada para servir como bibliografia principal na
disciplina Introducdo a Algebra Linear da Universidade de Brasilia. O enfoque
da obra parte das intuicdes e conceitos geométricos, especialmente no plano,
mas também no espaco, para introduzir os conceitos algébricos da forma
mais natural possivel e como ferramentas para tornar mais simples e facil de
ser computada a andlise dos diversos problemas. Para isso, o livro conta com
figuras bidimensionais e tridimensionais ilustrando as diversas construcoes
geométricas e os diversos exemplos. No primeiro capitulo, denominado
“Espacos”, a partir da geometria analitica do plano e do espaco, os vetores
sdo introduzidos geometricamente, além de outras estruturas algébricas,
como o produto escalar, obtido a partir da Lei dos Cossenos. No segundo
capitulo, intitulado “Transformacdes”, o foco é dado em transformacgdes
geométricas, como projecoes e reflexdes, caracterizadas algebricamente
como transformacoes lineares, respectivamente, idempotentes e involutivas,
além de isometrias e homotetias, que sdo lineares quando preservam
a origem. No terceiro capitulo, denominado “Coordenadas”, as bases
sdo introduzidas como generalizacdao dos eixos coordenados, dando foco
especial as denominadas bases ortonormais. No quarto capitulo, intitulado
“Matrizes”, as ligacoes entre objetos geométricos e algébricos seguem sendo
exploradas. Em particular, o produto de matrizes é definido de modo a
refletir a composicdo de transformacoes lineares e as isometrias lineares
sdo caracterizadas como as que possuem inversa igual a transposta. No
quinto capitulo, denominado “Autoespacos”, autovalores e autovetores sdao
introduzidos com o objetivo de diagonalizar matrizes de modo a simplificar
o célculo de poténcias de matrizes e compreender geometricamente e
algebricamente as conicas. No sexto capitulo, intitulado “Determinantes”,
esses objetos fundamentais para o célculo de autovalores sdo introduzidos de
forma geométrica, como o produto de orientacdes por volumes.






CAPITULO

ESPACOS

1.1 GEOMETRIA ANALITICA

P=(xy

v

Vamos iniciar introduzindo no plano um sistema de coordenadas
cartesiano, através de uma reta horizontal e de uma reta vertical,
denominadas eixos coordenados, que se interceptam num ponto denominado
origem. Ap6s identificar os eixos coordenados aos ntimeros reais R, dado um



Introducio a Algebra Linear

ponto P qualquer, associamos um par ordenado de ntimeros reais (x, y), onde
a coordenada x é obtida pela intersecdo com o eixo horizontal de uma reta
vertical passando por P, enquanto a coordenada y é obtida pela intersecao
com o eixo vertical de uma reta horizontal passando por P. Por outro lado,
dado um par ordenado de ntumeros reais (x,y), associamos um ponto P
do plano obtido pela intersecdo da reta vertical passando por x com a reta
horizontal passando por y, onde x se encontra no eixo horizontal e y se
encontra no eixo vertical. Temos entdo que o plano pode ser identificado com
o conjunto R?, dos pares ordenados de niimeros reais.

Podemos introduzir duas operagdes com pares ordenados de R? que
tornam muito mais fécil a descricdo dos objetos geométricos. A primeira
operacdo é a soma de pares ordenados

(x,y) + (x0, Yo) = (x + X0, ¥ + Yo)

onde a soma acontece entres as respectivas coordenadas. A segunda operacao
é o produto de par ordenado por escalar

t(x,y)=(tx,ty) I

onde t é um numero real e o produto pelo escalar acontece em cada
coordenada.

v+ w
Yy+Yo
v
y
Yo w
X X0 X+ Xp

Nesse contexto, um par ordenado é denominado vetor e representado
graficamente por uma seta cujo inicio sempre coincide com a origem do plano

16



Espacos

e cuja ponta coincide com o ponto do plano determinado pelo par ordenado.
As operacg0es entre vetores também podem ser representadas graficamente. A
soma v + w dos vetores v = (x,y) e w = (Xp, yp) coincide com a diagonal do
paralelogramo determinado por esses dois vetores. Sua ponta coincide com
a ponta de w ap6s w ser transladado de modo que seu inicio coincida com a
ponta de v, ou coincide com a ponta de v ap6s v ser transladado de modo que
seu inicio coincida com a ponta de w.

2V

D=

Por outro lado, a subtracdao w—v € por definicdo a soma de w com o oposto
de v, dado por —v = (—x,—y), e sua ponta coincide com a ponta da seta com
inicio em v e ponta em w, apds essa seta ser transladada de modo que seu
inicio coincida com a origem. J4 o produto por escalar apenas estica, contrai
ou inverte um dado vetor.

Yo w

-X Xo— X

o=y

17
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Podemos entao utilizar essas operacdes com vetores para descrever uma
dada reta no plano.

Toda reta do plano pode ser descrita pelo conjunto dos vetores (x, y) da

forma
(x1, y1) + t(x0, Yo) I

onde (x1, y1) € um dado vetor da reta, (xp, o) € um dado vetor ndo nulo e
t varia por todos os escalares.

Prova: .

Y2

N

x 1 X X9

Caso a reta ndo seja vertical, considere (xi, y1) e (x2,y2) dois pontos
distintos sobre uma reta desse tipo, de modo que podemos identificar
o triangulo retangulo formado por esses dois pontos e também pelo
ponto (x2,y1). Se (x,y) é um outro ponto qualquer sobre essa reta,
podemos identificar um segundo tridngulo retangulo dado por esse ponto
e também pelos pontos (x1, y1) e (x, y1).

18



Espacos

Esses dois tridngulos retangulos sao semelhantes, uma vez que suas
bases e suas hipotenusas se encontram sobre as mesmas retas, enquanto
suas alturas sdo paralelas. Pelo Teorema de Tales, sobre tridngulos
semelhantes, segue que

Yy—n _Yo=n

=m
X—X1 X2 — X1

Segue entao que
(x=x1,y=y1) = (t,tm)

onde t = x — x1, de modo que
(x,y) = (1, y1) + £t(1, m)

Se a reta for vertical, temos que x = x;, de modo que
(x,y) = (x1, y1) + £(0,1)

onde t=y—y.

N =

Uma consequéncia imediata é a caracterizacao das retas passando pela a
origem no plano.

Toda reta no espaco passando pela origem é dada como um conjunto de
vetores da forma

[wl={tw:teR}

onde w = (xp, o) € um dado vetor ndo nulo sobre essa reta. Essa reta é
denominada reta gerada por w.

Outro conceito fundamental da geometria que pode ser descrito em
termos de coordenadas é a distancia d entre dois pontos (xg, yo) € (x, ).
Podemos identificar o triangulo retangulo formado por esses dois pontos e

19



Introducio a Algebra Linear

também pelo ponto (x, yo).

Yo

X0 X

A distancia d é o comprimento da hipotenusa desse tridangulo retangulo,
que, pelo Teorema de Pitagoras, é dado por

d? = (x - x0)* + (y — y0)* I

|V

Também podemos introduzir o conceito de comprimento de um vetor e
angulo entre dois vetores. O comprimento de um vetor v = (x, y), denotado
por |v|, é a distancia da ponta do vetor até o seu inicio na origem.

20



Espacos

Pelo que vimos da distancia entre pontos do plano, segue entao que

W2 = x2+ y?
A distancia entre dois vetores é entdao dada pelo comprimento da diferenca
entre esse vetores.

Proposicao 1.3

A distancia d entre dois vetores v e w é dada por

d=|v—w| I
v

lv—w|

Se v=(x,y) e w= (xo, yo), temos que

v—w=(Xx—X0,Y— Yo)

21



Introducdo a Algebra Linear

de modo que
lv—wl? = (x - x0)* + (y - yo)? = d*

L 0

J& o angulo 6 entre v e w pode ser obtido considerando o triangulo
formado pela ponta desses dois vetores e pela origem.

O cosseno do angulo 0 entre v e w é dado por

cosO =
[vl|w|

onde

v-w=XxX0+ Yo I

é denominado produto escalar entre v e w.

22



Espacos

lv—w|

O lado oposto ao angulo 6 tem comprimento |v — w| e a denominada
Lei dos Cossenos, que é uma generalizacdo do Teorema de Pitdgoras,
afirma que

lv—w|* = v+ |w|* - 2|v||w| cos

Em termos das respectivas coordenadas, temos que
(X —X0)* + (¥ — y0)? = x* + y* + x5 + y2 - 2|vllw| cos
Desenvolvendo o lado direito, obtemos
x2—2xx0+x§+y2—2yy0+y§ :x2+y2+x§+y§—2|v||w| cosf
Cancelando as parcelas comuns aos dois lados, segue que

—2xx0—2yyo = —2|v||lw| cosO

Dividindo por -2 e isolando cos@, obtemos a férmula do enunciado.
N 0

Uma consequéncia imediata desse resultado é que o angulo 6 € reto se e
s6 se v-w = 0. Além disso, temos que 0 é agudoseesése v-w >0equef é
obtusosees6se v-w <0.

23



Introducio a Algebra Linear

Podemos proceder de forma andloga ao plano e introduzir no espaco um
sistema de coordenadas cartesiano através de uma reta horizontal, de uma
reta vertical e de uma reta de profundidade — perpendicular a essas duas
primeiras — também denominadas eixos coordenados, que se interceptam
num ponto denominado origem, denotado por O. Ap6s identificar os eixos
coordenados aos nuimeros reais R, dado um ponto P qualquer, associamos
um terno ordenado de ntimeros reais (x, y,z), onde a coordenada x é obtida
pela intersecdo com o eixo horizontal de um plano perpendicular a esse eixo
passando por P, enquanto a coordenada y é obtida pela intersecdo com
o eixo vertical de um plano perpendicular a esse eixo passando por P e a
coordenada z é obtida pela intersecao com o eixo de profundidade de um
plano perpendicular a esse eixo passando por P.

)

P=(xy2)

~

Por outro lado, dado um terno ordenado de numeros reais (x,y,z),
associamos um ponto P do espaco obtido pela intersecio do plano
perpendicular ao eixo horizontal passando por x, com o plano perpendicular
ao eixo vertical passando por y e com do plano perpendicular ao eixo de

24



Espacos

profundidade passando por z, onde x se encontra no eixo horizontal, y se
encontra no eixo vertical e z se encontra no eixo de profundidade. Temos
entdo que o espaco pode ser identificado com o conjunto R® dos ternos
ordenados de numeros reais.

Assim como no plano, também podemos descrever a distancia entre dois
pontos do espaco em termos das suas coordenadas.

Proposicao 1.5

A distancia d entre dois pontos (xy, ¥, Z0) € (x, ¥, z) é dada por

d* = (x-x0)* + (y - y0)* + (2 — 20)* I

Jo

X0

20

25



Introducio a Algebra Linear

Podemos identificar o tridngulo retdngulo formado pelos pontos
(X0, Y0,20) € (x,¥,2) e também pelo ponto (x,yp,2). A distancia d é
o comprimento da hipotenusa desse tridngulo retangulo, que, pelo
Teorema de Pitdgoras, é dado por

d*=b"+n’
Pela definicao de coordenadas no espaco, temos que
= (y - yo)°

e que os pontos (xg, Yo,20), (X,Y0,2), (X0,0,29) € (x,0,z) formam um
retangulo, de modo que b € igual a distancia entre os pontos (xp,0, zp) €
(x,0, z), que é dada por

b? = (x — x0)° + (2 — z9)?

pelo que sabemos sobre distancia entre pontos no plano, o que completa
a demonstracao.

. 0

Do mesmo modo que fizemos no plano, também podemos introduzir
duas operacdes com ternos ordenados de R que tornam muito mais facil a
descricao dos objetos geométricos. A primeira operacdo é a soma de ternos

ordenados
(x,y,2) + (x0, Y0, 20) = (X + X0, ¥ + Y0, 2 + Z0) I

onde a soma acontece entres as respectivas coordenadas. A segunda operac¢ao
é o produto de terno ordenado por escalar

t(x,y,2)=(tx,ty,t2) I

onde ¢t é um niimero real e o produto acontece em cada coordenada.
Além disso, um terno ordenado também é denominado vetor e
representado graficamente por uma seta cujo inicio sempre coincide com

a origem do espaco e cuja ponta coincide com o ponto do espaco

26



Espacos

determinado pelo terno ordenado. Também podemos introduzir o conceito
de comprimento de um vetor e angulo entre dois vetores. O comprimento de
um vetor v = (x, ), z), denotado por |v|, é a distancia da ponta do vetor até
o seu inicio na origem. Pelo que vimos da distancia entre pontos do espaco,
segue entao que

|v|2:x2+yz+z2

A distancia entre dois vetores é entdao dada pelo comprimento da diferenca
entre esse vetores.

Proposicao 1.6

A distancia d entre dois vetores v e w é dada por

d=|v—w| I

27



Introducdo a Algebra Linear

Se v=(x,y,2) e w= (X, Yo, 20), temos que

v—w=(x—X0,yY— Y0,Z— Z0)

de modo que

2

lv—wl* = (x—x0)* + (Y- y0)* +(z—z0)* =d

. E

J4 o angulo 6 entre v e w pode ser obtido considerando o triangulo
formado pela ponta desses dois vetores e pela origem.

O cosseno do angulo 0 entre v e w é dado por

v-w
cosf =——
[v||wl

onde

V-wW=XXp+YYo+ 22 I

é denominado produto escalar entre v e w.

28



Espacos

Prova: s

O lado oposto ao angulo 6 tem comprimento |v — w| e a denominada
Lei dos Cossenos, que é uma generalizacdo do Teorema de Pitdgoras,
afirma que

lv—wl* = [v]* +|wl* - 2|v||w| cosO

Em termos das respectivas coordenadas, temos que
(x—xo)2 + (y—yo)2 + (z—zo)2 = x? +y2+z2+x(2) +y§+z§—2|v||w| cos@
Desenvolvendo o lado direito, obtemos
x2—2xx0+x(2)+y2—2yy0+y§+z2—22z0+z§ =

= x> +y* + 2%+ X5 + Yo + z5 — 2|v||w| cosB

29



Introducio a Algebra Linear

Cancelando as parcelas comuns aos dois lados, segue que
—2xX9—2yyo— 2229 = —2|v||w| cosO

Dividindo por -2 e isolando cosf, obtemos a férmula do enunciado.

N =

Assim como no caso do plano, o angulo 6 é reto se e s6 se v- w = 0. Além
disso, temos que 6 é agudo se e s6 se v-w > 0 e que 6 é obtuso se e s6 se
v-w < 0. No caso do plano, o conjunto dos vetores perpendiculares a um dado
vetor é uma reta passando pela origem. J4 no caso do espaco, o conjunto dos
vetores perpendiculares a um dado vetor w é um plano passando pela origem,

dado por
wh={v:v-w=0} I

e denominado plano perpendicular a w. As retas passando pela origem no
espaco possuem descricdo similar a das retas passando pela origem no plano.

Toda reta no espaco passando pela origem é dada como um conjunto de

vetores da forma
[wl={tw:teR} I

onde w = (X, yo, 29) € um dado vetor ndo nulo sobre essa reta. Essa reta é
denominada reta gerada por w.

30
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Yo

(w]

X0

20

Considere o plano determinado pela reta r e pelo eixo de
profundidade. A interse¢do desse plano com o plano determinado pelos
eixos horizontal e vertical €é uma reta tal que (x, y,0) pertence a ela sempre
que (x,),z) pertence a reta r. Temos entdo que (xg, yo,0) pertence a
essa reta, de modo que, pelo que sabemos de retas em planos, (x,y,0) =
(X9, ¥0,0) para algum escalar ¢. Agora, considere o plano determinado
pela reta r e pelo eixo vertical. A intersecdo desse plano com o plano
determinado pelos eixos horizontal e de profundidade é uma reta tal que
(x,0, z) pertence a ela sempre que (x, y, z) pertence a reta r. Novamente,
segue entdo que (xp,0,zp) pertence a essa reta, de modo que, pelo que
sabemos de retas em planos, (x,0,z) = s(xp,0, zp) para algum escalar s.

Como
y X z

segue que (X, y,z) = t(Xo, Yo, 20) = tWw.

[ =
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Introducio a Algebra Linear

1.2 ESPACOS VETORIAIS

Agora vamos caminhar no sentido inverso, partindo de conceitos algébricos
mais abstratos para chegarmos a conceitos geométricos mais intuitivos. Um
espaco vetorial real V é um conjunto munido de duas operagdes com seus
elementos, denominados vetores. A primeira operacao é a soma de vetores

v+ w

onde v e w pertencem a V, e segunda operacao é o produto de vetor por escalar

onde ¢ é um numero real. A operacdao soma de vetores deve satisfazer as
seguintes propriedades:
Associativa Para todos os vetores u, v, w, temos que (4 + v)+ w = u+ (v + w).
Neutro Existe o vetor 0 tal que 0+ v = v, para todo vetor v.
Oposto Para todo vetor v, existe o vetor —v tal que —v+ v =0.

Comutativa Para todos os vetores v, w, temos quev+w=w-+v.

E importante notar que tanto o vetor 0, quanto o escalar 0 tem a mesma
notacao, ficando claro o que significam de acordo com o contexto. As trés
primeiras sdo as propriedades do que é denominado grupo que, juntamente
com a quarta propriedade, é denominado grupo comutativo. Ja operacao
produto de vetor por escalar deve satisfazer as seguintes propriedades:

Associativa Para todos os escalares s, t e todo vetor v, temos que (st)v = s(tv).
Neutro Temos que 1v = v, para todo vetor v.

Essas sdao as duas propriedades do que é denominado acgdo da reta real.

S

Restam, ainda, as propriedades distributivas a esquerda e a direita, que
relacionam as duas operacoes de um espaco vetorial

Esquerda Para todos os escalares s, f e todo vetor v, temos que (s+ £)v = sv + tv.

Direita Paratodo escalar ¢ e todos os vetores v, w, temos que {(v+ w) = tv+tw.
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Espacos

Existem diversos exemplos de espacos vetoriais. Os mais importantes no
nosso contexto sao apresentados abaixo.

1) O espaco R?, dos pares ordenados de niimeros reais, com as
operacoes de soma de pares ordenados e produto por escalar
definidas na secdo anterior.

2) O espaco R3, dos ternos ordenados de niimeros reais, com as
operacdes de soma de ternos ordenados e produto por escalar
definidas na secao anterior.

3) De maneira mais geral, o espaco R”, das n-tplas ordenadas de
nameros reais (xi,...,X5), com as operacoes de soma de n-uplas
ordenadas e produto por escalar definidas de modo andlogo ao das
operacoes do R? e R3. A soma de n-tiplas ordenadas é dada por

(xly---;xn)+(y1;---;_}/n):(x+y;---;xn+yn)

onde a soma acontece entre as respectivas coordenadas. Ja o
produto de n-tipla ordenada por escalar é dado por

t(X1,..., X)) = (Ex1,...,tX,)

onde ¢t é um numero real e o produto acontece em cada
coordenada.

4) Um exemplo bem diferente dos anteriores é o espaco F das
funcoes reais definidas na reta toda, com as operacoes usuais de
soma de func¢des e produto de funcao por escalar. Relembrando, a
soma das fungoes f e g é denotada por f + g e é dada por

(f+8)x) =f(x)+gx) I
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enquanto o produto da fungdo f pelo escalar t € denotado por ¢ f e

é dado por
(tf)(x)=tf(x) I

onde x é um nimero real qualquer.

A partir das propriedades bdsicas das operacdes dos espaco vetoriais,
obtemos outras propriedade tuteis.

Para todo escalar t e todos os vetores u, v, w, temos que

1) Seu+v=w+v,entdo u= w (lei do cancelamento).

2) Se u+ v =v, entdo u =0 (unicidade do elemento neutro).
3) Se u+ v =0, entdo u = —v (unicidade do elemento oposto).
4) Temos que Ov =0 e que t0=0.

5) Set#0ev#0,entdo tv #0.

6) Temos que —1v=-v.

Prova: T

1) Temos que

u = u+0
= u+(w-vo)
= (u+v)—-v
= (w+v)—-v
= w+(w-"0)
= w+0
= w
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2) Temos que u+v = v = 0+ v, de modo que u = 0, pela lei do
cancelamento.

3) Temos que u+v =0 = —v+ v, de modo que u = —v, pela lei do
cancelamento.

4) Temos que Ov = (0+0)v =0v+0v e também que t0 = £(0+0) = t0 + t0,
de modo que Ov = 0 e também que t0, pela unicidade do elemento
neutro.

5) Se t #0, temos que v=1v = (: 'f)v = r }(tv). Entdo, se v # 0, segue
que tv # 0, pelo item anterior.

6) Temos que —1v+v=—-1v+1v=(-1+1)v=0v =0, pelo quarto item,
de modo que —1v = —v, pela unicidade do elemento oposto.

. i

Para introduzirmos os conceitos geométricos, vamos necessitar de uma
estrutura algébrica adicional, denominada produto escalar entre vetores e

denotada por

onde v, w sdo vetores, que satisfaz as seguintes propriedades:

Bilinear Para todos os vetores u, v, w e todo escalar ¢, temos que

(u+tv)-w=u-w+tv-w)

Simetria Para todos os vetores v, w, temosque v-w=w-v.
Positiva Para todo vetor ndo nulo v, temos que v- v > 0.

Pela bilinearidade, é imediato que v -0 = 0 para todo vetor v. No nosso
contexto, os dois principais exemplos de produto escalar sdao apresentados a
seguir.
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1) No espago R”, o denominado produto escalar entre os vetores
v=(x1,...,xp) e w=(y1,...,yn) € dado por

v w =Xyt Xnyn ]

e é a generalizacdo natural do produto escalar em R? e R3. Em R?, o
produto escalar entre v = (x, y) e w = (X, yo) € dado por

v-w=xx0+ Yo

2) No espago P, das fun¢oes polinomiais, o produto escalar entre os
polinémios p e g, com

px)=co+crx+-+cpx" e qgx)=do+dix+-+dyux™

é definido por

p'q:COd()+Cld1+"‘+dek I

onde k é o menor valor entre m e n.

O resultado seguinte é fundamental para se estabelecer a ligacao entre as
propriedades algébricas e geométricas do produto escalar.

Proposicao 1.10: Desigualdade de Schwﬁ

Para todos v, w € V, temos que

(v-w)zs(v-v)(w-w) I

onde a igualdade ocorre se e s6 se v e w forem multiplos.
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Prova .

Se v = 0, ambos os lados se anulam e v e w sao multiplos, uma vez que
v = 0w. Vamos agora considerar o caso em que v # 0. Para todo escalar ¢,
pela positividade e pela bilinearidade, temos que

O<(tv—-w)-(tv—-w)=?w-v)—tw-w)—tw-V)+w-w
de modo que, pela simetria, segue que
O<(tv-w)-(tv—w)=W- V-2 - wt+w-w

Logo o polindmio quadratico na direita possui no maximo uma raiz real,
0 que ocorre se e sO se 0 seu discriminante é menor ou igual a zero, de
modo que

A=4v - w)P?—4v-v)(w-w) <0

A desigualdade de Schwarz é obtida dividindo essa desigualdade por 4 e
isolando (v- w)? no lado esquerdo. A igualdade ocorre se e s6 se A =0, 0
que ocorre se e sO se existe uma raiz real ¢, o que ocorre se e s6

0=(tv—w):(tv—w)

0 que ocorre se e s6 se tv— w = 0, pela positividade do produto escalar.

. =

A partir da desigualdade de Schwarz, podemos definir o comprimento de
vetores, denominado valor absoluto e definido por

lvl=vv-v

onde v é vetor.
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1) No espago R”, o valor absoluto de v = (x,..., x,) é dado por

) 2
vl =1/x7+-+ x5

e é a generalizacdo natural do comprimento de vetores em R? e R3.

|V

Em R?, o comprimento de v = (x, y) é dado por

lv| =/ x%+y?

2) No espaco P, o valor absoluto de p, onde

px)=co+crx+---+cpx"

é dada por

Ipl=\/ci+ 2+ +c5

Podemos mostrar que o valor absoluto é uma norma, ou seja, satisfaz as
seguintes propriedades:

38



Espacos

Positiva Para todo vetor nao nulo v, temos que |v| > 0 e temos que |0| = 0.
Homogénea Para todos os vetores v e todo escalar ¢, temos que |tv| = |f]|V].

Triangular Para todos os vetores v, w, temos que |v + w| < |v| + |w|.

Proposicao 1.11

O valor absoluto é uma norma.

Prova: .

A positividade da norma segue diretamente da positividade do produto
escalar. A homogeneidade da norma segue da bilinearidade do produto
escalar, uma vez que

ltv)? = (tv) - (tv) = 2 (v-v) = [t v

bastando entdo extrair a raiz quadrada. A desigualdade triangular segue
da bilinearidade e da desigualdade de Schwarz, uma vez que

|1/+w|2 v+w)-(v+w)

v-vt+trv-wt+w-vt+w-w
2 2
[vI” +vllw| + wl|lv] + |w|
2
(vl +lwl)

IA

IA

bastando entao extrair a raiz quadrada.

B =

Existe uma maneira de escrever o produto escalar em termos do valor
absoluto, denominada férmula de polarizagao.
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Temos que

v|? +|wl? - v —wl?
w =
2

para todos os vetores v, w de V.

Temos que

|v—w|2=(v—w)-(v—w)=v-v—v-w—w-v+ w-w

de modo que
lv—wl® =v-2(v-w)+|wl

O resultado segue isolando v - w na equacgdo acima.

B 0

A partir do valor absoluto, podemos definir a distancia entre vetores,
denominada distancia induzida pelo valor absoluto e definida por

dlv,w) =|v—w| I

onde v, w sdo vetores.

1) No espaco R”, a distancia induzida entre v = (x1,...,x,) € w =
(¥1,---,¥n) é dada por

dw,w) =[xy =y +-+ Cin = yn)?
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e é a generalizacdo natural da distancia entre vetores em R? e R,

lv—w|

Jo w

X X0

Em R?, a distiancia entre v = (x, y) e w = (xo, yo) € dada por

dw,w) = \/ (x— x0)2 + (7~ yo)?

Espacos

2) No espaco P, a distancia induzida entre p e ¢, com
px)=co+crx+-+cpx" e qx)=do+dix+--+dyux™

é dada por

d(p,g) =/ (co— do)? + (c1 — d)? + -+ (cg — dp)? I

onde k é o menor valor entre m e n.

Podemos mostrar que a distancia induzida pelo valor absoluto é realmente

uma distancia, ou seja, que satisfaz as seguintes propriedades:

1
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Positiva Para todos os vetores v, w, temos que d (v, w) = 0. Além disso, temos que
dlv,w)=0seesésev=uw.

Simetria Para todos os vetores v, w, temos que d(v, w) = d(w, v).

Triangular Para todos os vetores u, v, w, temos que d(u, w) < d(u,v) +d(v, w).

Proposicao 1.13

A distancia induzida pelo valor absoluto é uma distancia.

A positividade da distancia segue diretamente da positividade do valor
absoluto. A simetria da distancia segue da homogeneidade do valor
absoluto, uma vez que

dvw =lv-—w|=|-D(w-v)|=|-1llw-v|l=dw,v)

A desigualdade triangular da distancia segue da desigualdade triangular
do valor absoluto, uma vez que

d(u, w)

lu—w|

lu—v+v—w|

IA

lu—v|+|v—w|
du,v)+d(v, w)

N E

Com essa definicdao de distancia, assim como no caso do R? e do R3, o
angulo 0 entre v e w pode ser obtido considerando o triangulo formado pela
ponta desses dois vetores e pela origem.
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[V lv—w|

|wl

w

O cosseno do angulo 0 entre v e w é dado por

cosfO =
[vl|w|

O lado oposto ao angulo 8 tem comprimento |v — w| e a Lei dos Cossenos

afirma que
lv—w|? = v+ |w?®-2|v||w| cosd

Desenvolvendo o lado esquerdo através da definicao
v-wl=w-w)-w)
e das propriedades do produto escalar, obtemos que
lv® +|wl* = 2(v- w) = [v]* + lwl* - 2|v||lw| cosd
Cancelando as parcelas comuns aos dois lados, segue que
—2(v-w) = -2|v||w| cosO

Dividindo por -2 e isolando cos#, obtemos a férmula do enunciado.

B 0
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Assim como no caso do plano e do espaco, o dngulo 6 é reto se e so se
v-w = 0. Nesse contexto mais abstrato, dois vetores perpendiculares sao
também denominados ortogonais. Além disso, temos que 6 é agudo se e s6
se v-w >0eque 0 éobtuso se e s6 se v- w < 0. No caso do plano, o conjunto
dos vetores ortogonais a um dado vetor é uma reta passando pela origem. No
caso do espaco, o conjunto dos vetores ortogonais a um dado vetor w é um
plano passando pela origem. De modo mais geral, o conjunto dos vetores
ortogonais a um dado vetor w é um subespaco, dado por

wl:{v:v'w:O} I

e denominado hiperplano ortogonal a w.

1.3 DECOMPOSICOES

Existem subconjuntos especiais de um espaco vetorial, denominados
subespagos, que podem ser vistos eles mesmos como espacos vetoriais. Temos
que um subconjunto W ndo-vazio de um espaco vetorial V é um subespaco,
quando ele é fechado para a soma e para o produto por escalar. Ou seja, para
todos w, wy € W, temos que w + wy € W e, para todo escalar ¢, temos que
twew.

Proposicao 1.15

Todo subespaco é um espaco vetorial.

Prova:

Basta verificarmos que o elemento neutro e os inversos dos elementos do
subespaco pertencem ao subespaco, pois todas as outras propriedades de
espaco vetorial sdo satisfeitas automaticamente. Mas, de fato, para todo
weW,temosque —w=-1lweW,demodoque0=—-w+weW.

N =
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Apresentamos a seguir alguns dos mais importantes exemplos de
subespacos para o nosso contexto.

1) O espaco todo V e o espaco 0, que contem apenas o vetor nulo,
sdo exemplos 6bvios, denominados subespagos triviais.

2) Aretagerada por w, onde w é qualquer vetor ndo nulo de V, dada

por
[wl={tw:teR} I

J’oi

Vamos ver mais adiante que os subespacos de R? sdo dados pelos
subespacos triviais e pelas retas passando pela origem.

3) No R3, o plano perpendicular a w, onde w é qualquer vetor nio
nulo de R3, dado por

wh={v:v-w=0} I
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Em particular, o plano perpendicular ao vetor (0,0,1), que é dado
por

{(x,»,0):x,yeR}
Vamos ver mais adiante que os subespacos de R® sdo dados pelos

subespacos triviais, e pelas retas e pelos planos passando pela
origem.

4) Um exemplo bem diferente dos anteriores é o espaco P das
func¢oes polinomiais p, com

p(x) =co+C1X+ Cox? + -+ cpx”

onde cy,...,c, € R, que é um subespaco do espaco [, das funcoes
reais definidas na reta toda. J4 o espacgo P, das funcdes polinomiais
de grau menor ou igual a n é um subespaco de P. Além disso, temos
que P, é um subespaco de P,,;;, de modo que temos as seguintes
inclusoes

PocP,c---cP,c---cPcF
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Vamos agora mostrar como decompor espagos vetoriais como
combinacoes de seus subespacos. Dados U e W dois subespacos de V,
dizemos que V se decompde numa soma direta de U com W denotada por

V=UeW '

quando cada v € V pode ser escrito de forma tinica como

v=u+w '

onde
uelU

denominada projecédo de v em U paralela a W, enquanto

denominada projecdo de v em W paralelaa U.

1) O espaco todo se decompde na soma direta R® = U® W, onde U
é o plano determinado pelos eixos horizontal e vertical e W é o eixo
de profundidade.
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U
(x,y,0)

Y, 2)

0,0,2)

De fato, temos que
X2 =0xy0+(0,0,2)eU+W

demodo que R3=Ue W.

2) Temos que R? se decompoe na soma direta R? = Ue W, onde
U =[(1,0)] com W =[(1, 1)]. De fato, vamos mostrar que todo v € R2
pode ser escrito de maneira tinica como v = u+ w, onde u € U e
weW.Sev = (x,y), vamos determinar

u=1(50=s1,0eU

w=(1nN=t11)eW

tais que
X, =060+(1)=(s+1,1)




Espacos

Temos que resolver o seguinte sistema

S+t = Xx
r =y

cuja Unica solucado é s=x—yet=y. Logo
() =x-»0+¥)
de modo que a proje¢do de v = (x, y) em U paralelaa W é dada por
u=(x-y0)
enquanto a projecao de v = (x, y) em W paralela a U é dada por

w=,y)

u X U

A decomposi¢do R?> = U & W ndo é ortogonal, pois
s(1,0)-¢(1,1) =st#0

quando s e ¢ sdo nao nulos.

3) Temos que R? se decompde na soma direta R> = U @ W, onde
U =1[(1,-1)] com W = [(1,1)]. De fato, vamos mostrar que todo
v € R? pode ser escrito de maneira tinica como v = u + w, onde
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50

ueUeweW.Sev=(x,y), vamos determinar

u=I(s-s)=s(1,-1)eU

w=(1n=t11)eW

tais que
(X, ) =(5,=8)+(t, 1) =(s+¢t,t—5)

Temos que resolver o seguinte sistema

s+t = x
-s+t =y

cuja unica solucao é s=(x—y)/2e t=(x+y)/2. Logo

(x,y):(x;y,—x;y)+(x;—y,x;—y)

de modo que a proje¢do de v = (x, y) em U paralelaa W é dada por
- (ﬂ _ﬂ)

27 2
enquanto a projecdo de v = (x, y) em W paralela a U é dada por

(525
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w
w
y v
X
u
U
A decomposicdo R? = U @ W é ortogonal, pois
s(1,-1)-¢(1,1) =0
para quaisquer s e t.

O préximo resultado mostra que o espaco sempre pode ser decomposto
numa dada reta e no hiperplano ortogonal a ela.
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Para todo vetor w nao nulo, temos que

V=wew I

e essa decomposicao é ortogonal. Além disso, a projecdao de v em [w]
paralela a w', denominada projecdo ortogonal de v em [w], é dada por

enquanto a projecdo de v em w paralela a [w], denominada projecéo
ortogonal de v em w, é dada por

Prova:

52

Para todo v € V, temos que
v=v-tw+tw

e também que tw € [w], onde t = (v- w)/|w|?>. Além disso, temos que
v—tw € wt, uma vez que

v-—tw)w=v-w—tw-w=0
Essa decomposicdo é tinica, pois se
V=U1+ W)= U+ W>»

L

onde u;, uy € w—, enquanto wp, wy € [w], entao

ul—ugzwz—wlewLﬂ[w]
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Contudo, s6 existe um vetor que é simultaneamente multiplo de w e

perpendicular a w, que € o vetor nulo, mostrando que u; = u; e também
que wy = wy.

N =

1) Em R? se w = (1,1), temos que [w] é igual a W do exemplo
3 da lista anterior de exemplos, enquanto w* é igual a U desse
mesmo exemplo. Pelas formulas obtidas na proposi¢do anterior,
se v = (x, ), temos que

(x,y)-(l,l)( )_(x+y x+y)
anz Ttz 2

e também que

(x,y)-(l,l)( ’ )_(x—y x—J’)

R -

(x,y)— 5 >

que sdo as projecOes associadas a decomposicao V = U & W do
exemplo citado.

2) EmR3 se w=(1,1,1) e v = (x, ¥, 2), pelas formulas obtidas na
proposi¢ao anterior, temos que

(x! y) Z) . (1) ]-v ]-)
11,1, 1)[?

1,1,1) :(

X+y+z x+y+z x+y+Z)
3 3 ' 3
e também que

(x,y,2)-(1,1,1)

RN

(L1 = (2x—y—z -x+2y-z —x—y+2z)

3 ’ 3 ’ 3

3) EmR3, se w = (0,0,1), temos que [w] é o eixo de profundidade,
enquanto w= é o plano perpendicular ao eixo de profundidade, ou
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seja, o plano determinado pelos eixos horizontal e vertical.

(x,y,0)

(x,,2)

0,0,1)

Pelas formulas obtidas na proposicdo anterior, se v = (x, y, z),

temos que
(x; J’» Z) : (0) 0) ]-)

(0,0, DI?

0,0,1)=1(0,0,2)
e também que

(x; J/, Z) : (0) 0) 1)
1(0,0,1)?

(xyyyz)_ (0;0)1) :(xyyyo)

A distancia entre v e o hiperplano wt, denotada por d(v, wt), é definida
como a menor distincia entre v e os vetores de w.
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Para todo vetor w nao nulo, temos que

Prova:

Set=(v-w)/lw?, pela proposicdo acima v — tw € wt. Logo, para todo
u€ w', temos que v— tw—u € w*, de modo que o triangulo com vértices
em v, u e v—tw é retangulo com hipotenusa de comprimento |v — u| e
catetos de comprimento |v— (v —tw)| e |v—tw — ul.

tw

v—tw

Pelo teorema de Pitagoras, temos que
|lv— ul2 =|lv—(v— tw)|2+|v— tw— uI2 > Itwl2

Extraindo a raiz quadrada, segue que

lv—ul =|tw]
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para todo u € w, mostrando que
d(v,wh) = [tw|

O resultado segue, observando que

v-w

|w|

EE -

1) EmR3, adistanciade v = (x, ¥, 2) ao plano ortogonala w = (1,1,1)
é dada por

ltw] = |—
wl=|—=
lw|?

(x,2)-(L,L,1D)| |[x+y+Zz]
(1,1, )] V3

d(v, wl):

2) EmR3, adistanciade v = (x, y, z) ao plano ortogonal a w = (0,0, 1)

é dada por
(xy y) Z) : (0) 0) 1) _

d(v,wh) =
(v w?) 10,0, 1)]

1.4 EXERCICIOS

|z]

1) Considere v=(-1,3)e w=(2,1).

a) Desenhe areta paralela a v passando por w. Qual a descricdo algébrica
dos vetores (x, y) dessa reta?

b) Desenhe areta paralela a w passando por v. Qual a descricdo algébrica
dos vetores (x, y) dessa reta?

c¢) Desenhe a reta perpendicular a v passando pela origem. Qual a
descricao algébrica dos vetores (x, y) dessa reta?

d) Desenhe a reta perpendicular a w passando pela origem. Qual a
descricdo algébrica dos vetores (x, y) dessa reta?
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2) Verifique que os espacos abaixo sdo espacos vetoriais.

a) O espaco R?, com a soma dos pares ordenados e o produto por escalar
usuais.

b) O espaco R3, com a soma dos ternos ordenados e o produto por escalar
usuais.

c) O espaco R, com a soma das n-uplas ordenadas e o produto por
escalar usuais.

d) O espacgo F, das funcoes reais definidas na reta toda, com a soma de
funcdes e o produto por escalar usuais.

3) Verifique que os conjuntos abaixo sdo subespacos.

a) O conjunto [(2,1-3)], dos vetores de R® multiplos do vetor (2,1 - 3).
b) O conjunto (2,1-3)*, dos vetores de R? ortogonais ao vetor (2,1 —3).

¢) O conjunto [(2,1-3),(2,1,0)], dos vetores de R3 da forma
(x) J/, Z) = 8(2) 1 _3) + t(zy 170)

onde s, ¢ sdo escalares.

4) (Abstrato) Verifique que os conjuntos abaixo sdo subespacos.

a) O conjunto [w], dos vetores de V multiplos do vetor w.
b) O conjunto w, dos vetores de V ortogonais ao vetor w.

¢) O conjunto [wy,..., wk], dos vetores de V da forma
v=hw +--+ Wy

onde 14,..., f; sdo escalares.
d) O conjunto P, das fung¢des de F que sdo polinomiais.
e) O conjunto P, das funcdes polinomiais de grau menor ou igual a n.

f) Os conjuntos U = {p e P: x> - 1divide p(x)le W = {peP: p(-1) =
p(1) =0}. Qual arelacao entre U e W?
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5)

6)

7)

8)

9)

10)

(Abstrato) Considere U e W subespacos de V. Asomade U e W é definida
por:
U+W={u+w:uelU,we W}

a) Verifique que U + W é subespaco de V.

b) Verifique que U e W sao subespacos de U + V.
c) Verifiqueque Uc W,entado U+ W =W.

d) Verifique que U N W é subespaco de V.

(Abstrato) Mostre que,se UNnW =0e u; + wy = up + wy com uy, up € U e
wy, we € W, entao u; = ug e wy = wy.

v
(Abstrato) Mostre que se v é ndao nulo e u = Tk entdo |u| =1.
v

Determine a norma dos vetores v e w e também o cosseno do dngulo entre
eles. Esse angulo é agudo, reto ou obtuso?

a Sev=(-1,3)ew=(2,1).

b) Sev=(-1,3,00e w=(2,1,0).

c) Sev=(-1,3,1)ew=(2,1,-3).

d Sev=(-1,3,1,00ew=(2,1,-3,0).

e) Sev=(-1,3,1,-)ew=1(2,1,-3,-2).

Mostre que o produto escalar do R" é de fato um produto escalar.

(Abstrato) Use a bilinearidade para mostrar que v -0 = 0 para todo vetor v.

11) Verifique que V = U @ W, determine as projecoes de v em relacdo a essa
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decomposicdo e decida se as projecoes sdo ortogonais. Desenhe todos os
objetos quando V for o plano.

a) Sev=(x,y), U={2t,31): t€R} e W ={(6s,—45s) : se R}.

b) Sev=(x,y), U=1{2t,3t):teR e W ={(s,-25): se R}.

c) Sev=(x,5,2), U={(¢,2¢,3t) : teRy e W ={(1,5,0) : 1, s € R}.

d) Sev=(x,¥2),U={0,3t,t):teRe W ={(r,2r +5,3s) : 1, s € R}.
e) Sev=(x,),2),U={0,3t,8): tecRy e W ={(r,2s,-65) : 1, s € R}.



12)

13)

14)

Espacos

Determine o subespaco w, as projecdes de v em relacdo a decomposi¢io

V = w' @ [w] e a distancia d(v, wl). Desenhe todos os objetos quando V
for o plano.

a) Sew=(2,2)ev=(x,y). e) Sew=(1,1,00ev=(xY,2).
b) Sew=(-1,1)ev=(x1Y). f) Sew=(1,0,1)ev=_(x,Y,2).
c) Sew=(1,0,00ev=I(x,y,2). g) Sew=(0,1,1)ev=(x,y,2).
d) Sew=1(0,1,0)ev=(x,y,z). h) Sew=(1,1,1)ev=(x,Y,2).

(Desafio) O objetivo desse exercicio € mostrar que uma dada distancia
coincide com a distancia induzida por uma norma se e s6 se ela for
homogénena, de modo que

d(tv, tw) =|tld(v, w)
para todo escalar ¢ e que todas as translagdes sdo isometrias, de modo que
du+v,u+w)=dv,w)
para todos os vetores u, v, w.

a) Mostre que, se d(v, w) = |v — w|, entdo a distancia d é homogénena e
todas as translacoes sao isometrias.

b) Mostre que, se a distancia d € homogénena e todas as translacoes sao
isometrias, mostre que |v| = d(v,0) é uma norma e que d(v, w) = |v —
w.

(Desafio) O objetivo desse exercicio é mostrar que uma dada norma
coincide com a norma induzida por uma produto escalar se e s6 se ela
satisfizer a denominada Lei dos paralelogramos, de modo que

v+ w® +|v-w) =2|v)* +2|w|?
para tOdOS 0S vetores v, W.

a) Mostre que, se |[v]> = v- v, entdo a norma |- | satisfaz a Lei dos
paralelogramos.
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b) Mostre que, se a norma | - | satisfaz a Lei dos paralelogramos, mostre
que
v+ wl? - v* - |wl*
w =
2
é um produto escalar e que lv)2=v-v.

Dica: Para verificar a bilinearidade, primeiro mostre que
u-(v+w)=2(5-v)+2(3-w)

através da Lei dos paralelogramos, escrevendo |u + v + wl? = I(% +v)+
(% +w)|?. Conclua que u-v = 2(% -v) e em seguida que u- (v+ w) =
u-v+u-w. Useisso para mostrar que u- tv = t(u- v), primeiro para
¢ natural, depois para ¢ inteiro e para f racional e, finalmente, para ¢
real, usando a densidade dos racionais nos reais.

15) (Desafio) Dado um subespaco W de V, o denominado espago ortogonal a
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W é dado por
wt= {fv:v-w=0paratodo wem W}
Um subespaco é denominado fechado quando (W)L = W.

a) Verifique que W+ é um subespaco.
b) Mostre Wn W+ =0.
c) Se V=W W entdo W é fechado.

Observacdao: Um espago vetorial com produto escalar é denominado
de Hilbert quando vale a volta do dltimo item. Nesse caso, a projecao
ortogonal estd definida se e s6 se o subespaco é fechado.



CAPITULO

TRANSFORMACOES

Depois de termos apresentado os espacos vetoriais no capitulo anterior,
vamos agora considerar as transformacdes entre espacos vetoriais, cujo
exemplo mais importante no nosso contexto é o das transformagaes lineares.
Uma transformagdo linear T do espaco vetorial V para o espago vetorial W é
uma funcdo T: V — W, que satisfaz as seguintes propriedades:

Soma Para todos os vetores v, vy de V, temos que T (v + vg) = Tv + Tvy.

Produto Paratodo vetor v de V e todo escalar ¢, temos que T(tv) = tTv.

Quando uma transformacao estd definida do espago V para ele mesmo, ela
é denominada de operador. A soma ou diferenca de duas transformacoes
lineares S e T do mesmo espaco V para o mesmo espago W é definida por

(SxTHv=Sv+Tv

para todo vetor v de V. O produto de uma transformagdo linear T por um
escalar t é definido por

(tTNv=tTv

para todo vetor v de V. Nao é dificil verificar que a soma ou diferenca
de transformacoes lineares e o produto de transformacao linear por escalar
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sdo também transformacodes lineares. Além disso, o produto de duas
transformacgaoes lineares S e T é definida por

(STv=S(Tv)

para todo vetor v de V, sempre que o dominio da S contiver a imagem da
T. Nao é dificil verificar que o produto de transformacodes lineares é também
uma transformacao linear. Podemos também considerar o produto de um
operador linear por si mesmo vdrias vezes, que é denotado com o uso da
notacao de poténcia, de modo que

T>=TT, T}=TT? T*=TT3,

Nesse capitulo, vamos analisar os principais exemplos e principais
propriedades de transformagdes e operadores lineares. Um dos exemplos
mais importantes de operadores lineares é o operador identidade, definido
por

Iv=v

para todo vetor v de V.

2.1 PROJECOES, REFLEXOES E NILPOTENTES

Podemos olhar as projecoes introduzidas no capitulo anterior como
transformacoes. Relembrando, dada uma decomposicao em soma direta
V =U@&W,todo v € V pode ser escrito de maneira tinica como

v=u+w

onde ue U e weW. A projecdo de v em U paralela a W serd denotada por

P(V}/v:u I

enquanto a projecdo de v em W paralela a U serd denotada por

PV[{,v:w I

Quando ndo gerar confusao, P}}V e P‘[/]V serdo denotadas, respectivamente,
por Py e Py. Como u estd em U e w estd em W, podemos considerar as
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projecdes Py e Py como transformacdes, respectivamente, de V para U e de
V para W. Por outro lado, como U e W sao subconjuntos de V, podemos
alternativamente considerar as projecoes Py e Py como operadores de V
para si mesmo.

Temos que Py e Py sdo lineares.

Prova:

Vamos demonstrar apenas para a projecao P = Py. A demonstracdo para
aprojecdo Py é inteiramente anédloga. Todos v, v € V, podem ser escritos
de maneira tinica como

v=u+w e Vo = Uy + Wy
onde u,up € U e w, wy € W, de modo que

Pv=u e Pvy=uyg

Por outro lado, somando v e vy, obtemos que

v+ vy = (u+ ugp) + (w+ wyp)

onde u+uye Ue w+ wye W, pois U e W sao fechados para soma, uma
vez que sdo subespacos. Como essa decomposicao € tinica, segue que

Pw+uvy)=u+uy=Pv+ Py

Finalmente, multiplicando v pelo escalar ¢, obtemos que

tv=tu+tw

onde tru e Ue tw e W, pois U e W sdo fechados para o produto por
escalar, uma vez que sao subespacos. Como essa decomposi¢do € tnica,
segue que
P(tv)=tu=tPv

B =
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1) No capitulo anterior, vimos que R? se decompde como soma
direta de U = [(1,0)] com W = [(1,1)], de modo que a projecdo de
v =(x,y) em U paralelaa W é dada por

Py(x,y)=(x-y0)

enquanto a projecao de v = (x,y) em W paralela a U é dada por

Pwx, )=,y

U
w X
Pyuv
Podemos considerar Py como uma transformacao de R? para
U = [(1,0)] ou como um operador de R? para si mesmo. Da mesma
forma, podemos considerar Py como uma transformacio de R?
para W =[(1,1)] ou como um operador de R2 para si mesmo.

2) No capitulo anterior, também vimos que R? se decompde como
soma direta de U = [(1,—-1)] com W = [(1,1)], de modo que a
projecdo de v = (x, y) em U paralelaa W é dada por

=y oy

Py(x,y) =( T
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enquanto a projecdo de v = (x, y) em W paralela a U é dada por

xX+y x+y)

Py = (17

PU v

w
PUU
U

Podemos considerar Py como uma transformacdo de R? para
U =1(1,0)] ou como um operador de R2 para si mesmo. Da mesma
forma, Podemos considerar Py como uma transformacao de R?
para W = [(1,1)] ou como um operador de R? para si mesmo.

Além das projec¢oes, podemos introduzir um outro tipo de transformacoes
lineares associadas a decomposicoes em soma direta. Dada uma
decomposi¢do em soma direta V = U & W, escreva cada v € V de maneira
unica como

v=u+w
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onde ue Ue we W. A reflexdo de v com espelho em U paralelaa W é dada por

Rl‘}vv:u—w I

enquanto a reflexdo de v com espelho em W paralela a U é dada por

Upy=_
Ryv=-u+w

Quando nao gerar confusoes, RIVJV e Rll,{, serdao denotadas, respectivamente,
por Ry e Ry. Como u— w e —u + w em geral ndo estdo nem em U, nem em
W, as reflexdes devem ser vistas como operadores de V para si mesmo.

Temos que

Ry =Py—Pw=—-Rw

Em particular, Ry e Ry sdo operadores lineares de V para si mesmo.

Temos que

Ryv=u—w=Pyv—Pwv=Py—Pw)v
e que
Rwv=—-u+w=—-Ryv

para todo vetor v de V. A segunda parte é imediata pois subtracao de
operadores lineares é operador linear.

B E
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1) No exemplo anterior, vimos que R?> se decompde como soma
direta de U = [(1,0)] com W = [(1,1)], de modo que a reflexdo de
v = (x,y) com espelho em U paralela a W é dada por

Ry(x,y)=Py(x,y) —Pw(x,y) = (x=»,0—-(y,y) = (x—-2y,-y)

enquanto a reflexdo de v = (x, y) com espelho em U paralelaa W é
dada por
Rw(x,y)=—-Ry(x,y) = Q2y—x,y)

w

w
RUV

2) No exemplo anterior, vimos que R? se decompde como soma
direta de U = [(1,-1)] com W =[(1,1)], de modo que a reflexdo de
v = (x,y) com espelho em U paralela a W é dada por

Ry(x,y) = Py(x,y)—Pw(x,y)
(x—y’_x—y)_(x+y’x+y)

2 2 2 2
= (-y—x)

enquanto a reflexao de v = (x, y) com espelho em U paralelaa W é
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dada por
Rw(x,y)=—-Ry(x,y)=(y,x)
RIL/IV v w
w
v
-u
u
-w
U
R[ v

As projecoes e reflexdes associadas a2 decomposicdo V = [w] @ w sdo
determinadas na proposicdo abaixo, onde utilizamos uma notacao mais leve
do que as notacgoes introduzidas acima.
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A projecdo de v em [w] paralela a w*, denominada projecéo ortogonal

em [w], é dada por
Pyv= v-ww
T wp?

enquanto a projecdo de v em w* paralela a [w], denominada projecéo
ortogonal em w*, é dada por

P vV-w
1V=0———FWw
v |lw|?

A reflexdo de v com espelho em w+ paralela a [w], denominada reflexdo
ortogonal com espelho em w*, é dada por

R 2U'w
1 V=0V—~Z——W
v lw|?

As projecoes foram determinadas no final da dltima secdo do capitulo
anterior. Segue entdo que

R,.v = P, v-Pyv
v-w v-w
lwl|? lw|?
v-w

= v—2—2w
|w|
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1) Em R?, se w = (1,1), temos que [w] é igual a W do exemplo 2
da listas anteriores de exemplos, enquanto w= é igual a U. Pelas
féormulas obtidas na proposi¢do anterior, se v = (x, y), temos que

Pw(xd/) =

)

(x,y)-(l,l)( , ):(x+y x+y)

(1, DI? 2 2

e também que

Py (6, y) = (6,y) = Py(x,y) = (%_%)

sdo iguais as projecdes associadas a decomposicao V =U & W do
exemplo citado. Finalmente, temos que

(x,y)-(1,1)
RBE
(mw—ﬂgl&n

R,1(x,¥) (x,y) - (1,1

(=y,—x)

2) EmR3 se w=(1,1,1) e v = (x, ¥, 2), pelas féormulas obtidas na
proposicao anterior, temos que

(x,y,2)-(1,1,1) X+y+z X+y+z x+y+z
Py(x,y,2) = 1,1,1) = , :
o038 = = LD = (7 3 )
e também que
Pyi(x,y,2) = (x,52)-Pylx,y2)

(Zx—y—z -x+2y-2z —x—y+2z)
3 3 ’ 3

Finalmente, temos que
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(x! Y Z) . (1) ]-; ]-)

Rwl(xyyyz) = (xyyyz)_z |(1’1’1)|2 (1)1)1)
X+y+z
= (x)y)z)_zT(]-)]-’]-)

x—2y—-2z -2x+y—-2z -2x-2y+z
3 3 3

’

3) EmR3, se w = (0,0,1), temos que [w] é o eixo de profundidade,
enquanto w é o plano perpendicular ao eixo de profundidade, ou
seja, o plano determinado pelos eixos horizontal e vertical. Pelas
férmulas obtidas na proposicao anterior, se v = (x, y, z), temos que

(x) ¥ Z) . (Oy 0) ]-)
P =
W1 A= 0,0,

(0,0,1) =(0,0,2)
e também que

P,(x,y,2)=(x,y,2) —Py(x,y,2) = (x,,0)
Finalmente, temos que

(x,5,2)-(0,0,1)
10,0, 1)I?

=(nym—uyzr2§@au

R, (x,y,2) = (x,y,2)-2 (0,0,1)

= (x,),-2)

Existem maneiras algébricas simples para determinar se um operador
é uma projecao ou uma reflexdo. Apresentamos primeiro a caracterizacdo
algébrica das projecoes.
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Um operador linear P € uma projecao se e sO

P>=p

denominado idempotente. Nesse caso, temos que

U={Pv:veV} I
W={v-Pv:veV} I

Prova: T

Por definicdo, se P é uma projecao, entao P = P}V, para algum U e algum
W taisque V=U@® W. Paratodo v € V, escrevendo v = u+ w, com u € U
e we W, segue que

com

P’v=PPv=Pu=u=Pv
mostrando que P? = P. Por outro lado, se P? = P, considere
U={Pv:veV} e W={v-Pv:veV}

Nao é dificil verificar que U e W sdo subespacos. Além disso, temos que,
se u€ U, entdo u = Pv, para algum v € V, de modo que

Pu=P?’v=Pv=u
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e temos também que, se w € W, entdo w = v — Pv, para algum v € V, de
modo que
Pw=Pv-P*v=Pv-Pv=0

Portanto, se v € U N W, entao
v=Pv=0

mostrando que U N W = 0. Finalmente, temos que P = Plv}’ ,com V =
U e W, pois todo v € V pode ser escrito como

v=u+w
onde u=Pv évetorde U, w=v—Pv évetorde W e

Pv=u

B =

Apresentamos agora a caracterizacao algébrica das reflexdes.

Um operador linear R é uma reflexao se e s

R*=1

denominado involucdo. Nesse caso, temos que

U={v+Rv:veV} I
W={v—Rv:veV} I

com
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Prova: .

Por definicao, se R é uma reflexdo, entdao R = RW, para algum U e algum
W taisque V=U@® W. Paratodo v e V, escrevendo v = u+ w, com u € U
e we W, segue que

R*v=RRv=R(u-w)=u+w=v
mostrando que R? = I. Por outro lado, se R? = I, considere
U={v+Rv:veV} e W={v-Rv:veV}

Nao é dificil verificar que U e W sdo subespacos. Além disso, temos que,
se ue U, entdo u = v+ Ry, para algum v € V, de modo que

Ru=Rv+R?°v=Rv+v=u

e temos também que, se w € W, entdo w = v — Rv, para algum v € V, de
modo que
Rw=Rv-R*v=Rv-v=-w

Portanto, se v € U N W, entao
v=Rv=-v

mostrando que v = 0, de modo que Un W = 0. Finalmente, temos que
R= RIV}’, com V =U @& W, pois todo v € V pode ser escrito como

v=u+w
onde u = %(U+Rv) évetorde U, w = %(U—Rl}) évetorde W e

Rv=u-w

N =
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1) Considere o operador T : R? — R? definido por
T(x,y)=0,x+y)
Temos que T é linear, pois

T((x, )+ (x0,¥0)) = T(x+x0,y+ o)
= 0, x+x0+y+70)
= (0,x+y)+(0,x0+ yo0)
= T(x,y)+ T(xo,Y0)

para todos os vetores (x, y) e (xp, Yo) € também

T(t(x,y)) = T(tx,ty)
= (0,tx+1ty)
= 1(0,x+y)
= T(x,y)

para todo vetor (x,y) e todo escalar . Além disso, serd que T é
uma projecao ou uma reflexdo? Para respondermos essa pergunta,
devemos determinar quem é T2, de modo que

T?(x,y) = TT(x,)
= T0O,x+Yy)
= 0,x+y)
= Ty

para todo vetor (x,y). Temos entdo que T? = T, de modo
que T é uma projecao. Se quisermos determinar essa projecao
geometricamente, devemos primeiro determinar os subespacos U
e Wtaisque T = PE/ . Temos que

U {T(x,y):x,y€R*}

{(0,x+y):x,y€R?}
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{x+y(0,1):x,y€ [RZ}
[(0,1)]

e que

S
I

{(x, )= T(x,9):x,y € R?}
{(x,y) - 0,x+y):x,y e R*}
= {(x,—x):x,yeR?

= {x(l,—l):x,yele}

= [(1,-1)]

Para desenhar T(x,y), basta observar que T(x,y) é dado pela
intersecdao de U com a reta paralela a W passando pela ponta de
(x, ).

U

Tv

w

Agora é fécil ver que essa projecao nao é ortogonal, pois 0s
subespacos U e W nao sdo ortogonais, uma vez que

s0,1)-t(1,-1)=—ts#0

para todos s, t ndo nulos.
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2) Considere o operador T : R?> — R? definido por
Tx,y)=x)

Temos que T é linear, pois

T((x, )+ (x0,0) = T(x+x0,y+Y0)
= Y+ Yo, x+x0)
= (»x)+ (¥o, Xo)
= T(x,y)+ T(xo, yo)

para todos os vetores (x, ) e (Xp, yo) € também

T(t(x,y) T(tx,ty)
= (ty, tx)
= (y,x)

= T,y

para todo vetor (x, y) e todo escalar t. Além disso, serda que T é
uma projecao ou uma reflexao? Para respondermos essa pergunta,

devemos determinar quem é T2, de modo que

T?(x,¥)

TT(x,y)
= T(yx)
= ()
= I(x,y)

para todo vetor (x,y). Temos entdo que T? = I, de modo
que T é uma reflexdo. Se quisermos determinar essa reflexdao

geometricamente, devemos primeiro determinar os subespacos U
eWtaisque T = Rgv . Temos que

U = {(x,)+Tkxy:xyeR}
= {x,+x):x,y€ R?}
= {(x+y,x+y):x,y€|R2}
= {(x+y»Q,1D:x,yeR?
= [(1, D]
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e que

{6, ) - T(x,y):x,yeR?}

= {x,-x):x,y€ R%}

= {(x—y,y—x):x,yele}

= {(x-»1,-1:x,yeR?}

= [(1,-1)]
Para desenhar T'(x, y), primeiro obtemos a projecao Plv}/ (x,y), dada
pela intersecdo de U com a reta paralela a W passando pela ponta
de (x,y), e a projecao P%(x, y), dada pela interse¢cdo de W com
a reta paralela a U passando pela ponta de (x,y). Basta entdo

observar que T'(x,y) é dado pela diagonal do paralelogramos de
lados P[} (x,y) e —=P{ (x, y).

U
Tv

w

Agora é facil ver que essa reflexdo é ortogonal, pois os
subespacos U e W sdo ortogonais, uma vez que

s(1,1)-£(1,-1)=0

para todos s, t.
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Um operador linear 7: V — V é denominado nilpotente se alguma de suas
poténcias € igual ao operador nulo.

Considere o operador T : R® — R3 definido por

T(x,y,2)=(0,x,y)
Temos que T é linear, pois

T((x,y,2)+ (x0,Y0,20)) = T(x+Xx0,y+ Yo,2+ 20)
= (0,x+x0,y+ Y0)
= (0,x,y)+ (0, xo, yo)
= T(x,y2) + T(x0, Yo, 20)

para todos os vetores (x, ¥, z) € (Xg, Yo, Z0) € também

T(t(x,y,2) = T(tx, ty tz)
= (0,tx,ty)
= 1(0,x,y)
= tT(x,y2)

para todo vetor (x, y,z) e todo escalar ¢. Além disso, serd que T é
uma projecdo, uma reflexdao ou € nilpotente? Para respondermos
essa pergunta, devemos primeiro determinar quem é T2, de modo
que

TT(x,y 2
7(0,x,y)
(0,0,x)

T?(x,,2)

para todo vetor (x,),z). Como T? é diferente de T e de I, segue
que T ndo é nem uma proje¢do, nem uma reflexao. Calculando a
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préxima poténcia de T, obtemos que

T3(x,y) = TT*(x,y,2)
T(0,0, x)
(0,0,0)

para todo vetor (x, y,z), mostrando T3 é igual a operador nulo, de
modo que T é nilpotente.

2.2 ISOMETRIAS E HOMOTETIAS

Um dos exemplos mais importantes de operadores do ponto de vista
geométrico sdo as denominadas isometrias, também conhecidas como
movimentos rigidos, que sdo estreitamente ligadas ao conceito de
congruéncia. Uma isometria r : V — V é um operador que preserva a
distancia entre vetores, de modo que

d(r(v),r(w)) =d(v, w) I

para todos os vetores v, w de V. Dizemos que duas figuras sao congruentes
quando uma € levada na outra por alguma isometria.

r(w)

r(v)

r(u)
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1) Um dos exemplos mais simples de isometrias sdo as
denominadas translacoes. A translagdo por u é o operador definido

por
ru(V)=v+u I

para todo vetor vde V.

ru(v)

Temos que r, é de fato uma isometria, pois

a(ry(v), ry(w)) [ru(v) = ry(w)|

= |lv+u—(w+u)|

= |lv—wl
= dv,w)

para todos os vetores v, w de V.

2) Asreflexdes ortogonais também sao exemplos de isometrias. De
fato, considere R = RI[,]V, onde U e W sdo ortogonais. Para todo v €
V, escrevendo v = u+ w, onde u € U e w € W, temos que Rv =
—u+ w, de modo que, pelo teorema de Pitdgoras, temos que

2 2 2 2 2 2
[Rv|” == ul”+|wl|” =ul”+|w|” =v|
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de modo que |Rv| = |v|, para todo vetor v de V.

Rv

Portanto, segue que

d(Rv,Rw)=|Rv-Rw|=|Rv-w)|=lv—-w|=d(v, w)

para todos os vetores v, w de V.

3) Em IR3, a rotagdo de um vetor v por um dngulo 0 em torno do
eixo [u], denotada por Rg v, pode ser obtida da seguinte forma.

Decompondo

v=P,v+P,v

por defini¢do, a rotagdo R deixa a componente Py, v parada, pois
estd sobre o eixo [u], enquanto a componente P, v é rotacionada
por um angulo 6 no plano perpendicular u'. Para determinarmos

arotacdo da componente P,,1 v, considere um vetor w do plano u

s

que seja perpendicular a P,1 v e de mesmo comprimento. Segue

entao

Ryv=Pyv+P,1vcosd+wsend
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w
Escolhendo u unitério, temos que

Pyov=w-wu e P v=v—-(v-uwu

J& o vetor w pode ser obtido através do denominado produto
vetorial entre vetores. O produto vetorial de v com u é definido por

vxu=(yzo— zYo,2X0 — XZo, XYo — ¥ Xo)
onde v = (x,),2) e u = (Xo,y0,20)- Nao é dificil verificar que o
produto vetorial é bilinear e que possui as seguintes propriedades
1. v x u é perpendicular a v e também a u.

2. lvxu|l=|v|lul sena, onde a é o angulo entre v e u.

Podemos entdo definir w = P, v x u, de modo que w é
perpendicular tanto a P, v como também a u. Além disso, temos
que |w| =|P,1v|, pois u é unitédrio e o angulo entre P,1 v e u é reto.
Além disso, temos que

w=vxu—(v-wuxu=vxu

83



Introducio a Algebra Linear

onde usamos a bilinearidade do produto vetorial e que u x u =0,
pois o angulo do vetor u com ele mesmo € nulo. Segue entdo que

Rgv: (v-wu+w-(v-wu) cosd+ (vx u) senf I

Nao ¢ dificil verificar que Ry é um operador linear. Além disso,
temos que Rj' € uma isometria. De fato, temos que

IRgvl2 |PuV|2+|PuJ_ v|? cos?0 + |w|? sen?H
= IPuv|2+ |P,1 v|?(cos® 0 + sen®0)
= |Pyvf*+|P v

2
= vl

onde utilizamos o teorema de Pitdgoras na primeira e na quarta
igualdades. Portanto, segue que

d(Ryv,Ryw) = |Ryv—Ryw| =Ry (v—w)| = |v-w|=d(v,w)

para todos os vetores v,u de V. Mais adiante, veremos que
as isometrias em R3 sio sempre combinacdes de translacoes,
reflexdes e rotacoes.

Nem sempre uma isometria € um operador linear, como € o caso das
translacdes, que nao sdo lineares. Uma isometria que é um operador linear
é denominada isometria linear. A proposicao seguinte mostra a relacao entre
as isometrias e as isometrias lineares.

Se r: V — V é uma isometria, entdo R: V — V dada por

Rv=r(v)—-r(0) I

€ uma isometria linear.
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Prova _

Primeiro vamos mostrar que R é uma isometria e depois que preserva o
produto interno. Temos que

d(Rv, Rw)

|[Rv— Rw|

= |r(v)—r0) - (r(w)—r(0)]
= |r(v)—r(w)|

= d(r(v),r(w))

= d(v,w)

para todos os vetores v, w de V, onde usamos que r é uma isometria na

dltima igualdade. Além disso, utilizando, a férmula de polariza¢ao obtida
no capitulo anterior, segue entdo que

IRv|? + |Rw|? = |Rv - Rw|?
Rv-Rw

2
_ |Rv—RO*+|Rw - RO|* - |Rv - Rw/|?
B 2
_ d(Rv,R0)* + d(Rw, R0)* - d(Rv, Rw)*
- 2
_d,0%+d(w,0)* - d(v, w)*
B 2

v+ wl* — v - w

2
= vw

para todos os vetores v, w de V, onde usamos que RO = 0 na segunda
igualdade e que R é uma isometria na quarta igualdade. Para mostrar que
R é linear, basta mostrar que

R(v+w)—Rv—Rw=0 e R(tv)—tRv=0

para todos os vetores v, w de V e todo escalar ¢. Para isso, primeiro use
que

|R(v + w)—Rv—Rwl2 =(R(v+w)—Rv—Rw)-(R(v+w)—Rv—Rw)
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e que
|R(tv) — tRv|? = (R(tv) — tRv) - (R(tv) — tRV)

Depois, usando a bilinearidade do produto interno e o fato de que R
preserva o produto interno, ndo € dificil mostrar que

IR(w+w)-Rv—Rw|*>=0 e |R(tv)—tRv*>=0

. 0

O resultado acima mostra que toda isometria é a combinacao de uma
translacdo com uma isometria linear, pois

r(v)=r0)+Rv

Isso mostra que para entender as isometrias é necessario entender os
operadores lineares.

h(w)

h(v)

h(w)

Outros exemplos importantes de operadores do ponto de vista geométrico
sdo as denominadas homotetias, que sao estreitamente ligadas ao conceito de
semelhan¢a. Uma homotetia h: V — V é um operador tal que

d(h(v), h(w)) = cd(v, w) I

para alguma constante c¢ positiva e para todos os vetores v, w de V. Dizemos
que duas figuras sdo semelhantes quando uma € levada na outra por alguma
homotetia. As homotetias também estdo estreitamente ligadas as isometrias.
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Proposicao 2.7

Toda homotetia é o produto de uma constante por uma isometria.

Considere i : V — V uma homotetia tal que

d(h(v), h(w)) = cd (v, w)

para todos os vetores v, w de V. Definido
1
r(v) =—-h(v)
c

temos que
h(v) =cr(v)

onde r: V — V é uma isometria, pois

d(r(v), r(w)) [r(v) —r(w)|

= ‘lh(v)—lh(w)‘
@ @

1
= —|h(v)-h(w)|
C

1
= Ed(h(v),h(w))
= d(v,w)

para todos os vetores v, w de V.

N =
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2.3 SISTEMAS LINEARES

Um sistema linear com m equacgdes e n incégnitas € um conjunto de equagdes
simultaneas da forma

X1+ X+ -+ linxy = b
1X1+loXo+ -+ lpXxy = b
L1 X1+ tyoXo + -+ tunXn = by

onde os x; sdo as incognitas, enquanto os f;; € 0s b; sdo dados do problemas.
Denotando
V= (x1!x2)~--)xn)

e também
L = (i, h2...,00)
L = (t21,022,...,025)
lm = (tml, tm2,.-e) tmn)

podemos rescrever o sistema da seguinte forma

ll'U = bl
lg'U = b2
lm'v = bm

Definindo a a transformacao 7 : R"” — R™ por
Tv=U1-v,lh-v,..., 01, V)

e denotando
b: (bl’bZ;---»bm)

o sistema linear acima pode ser escrito como

Tv=">b
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Nao é dificil verificar que a transformacao T € linear. Vamos ver que as
solucdes da equacdo original estdo relacionadas as solucdes da denominada
equacdo homogeénea associada, dada por

Tv=0

que é obtida da equacdo original substituindo o vetor b pelo vetor nulo.
Fazendo agora o caminho inverso, essa equacgdo pode ser rescrita como

f11X1 + l12X2 + -+ l1pnXp =0
b1X1+ X+ -+ lonxy =0

denominado sistema linear homogéneo associado, que é obtido do sistema
linear original substituindo o lado direito de cada equacao por zero.

Considere o sistema linear

|
2]

2x+2y+z
X+y+z = 3

O sistema acima pode ser reescrito como
Tv=>b
definindo a transformacao T : R® — R? por
Tv=T(x,y,2)=2x+2y+2z,x+y+2)

e denotando
b=(6,3)

A equagdo homogeénea associada é dada por

Tv=0
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de modo que o sistema linear homogéneo associado é dado por

|
o

2x+2y+z
X+y+z =0

O préximo resultado mostra que o conjunto das solucdes de um sistema
linear possui uma estrutura geometrica simples, denominada de subespago
afim, que é um subespaco transladado da origem.

Dado uma transformacao linear de T : V — W, a solucdo geral da
equacdo homogénea associada

Tv=0

é um subespaco, denominado niicleo de T e dado por

NI ={v:Tv=0} I

Além disso, existe uma solucdo da equacao

Tv=>b

se e sO se b pertence a denominada imagem de T, dada por

I(T={Tv:veV} I

que também é um subespaco. Nesse caso, a solu¢do geral é dada por

{v:Tv=b}=v,+N(T) I

onde v, é uma solucdo particular.
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Nao é dificil verificar que N(T) e I(T) sdao subespacos e segue direto das
definicdes que Tv = b possui solucdo se e s6 se b pertence a I(T).

Além disso, se v € solugdo de Tv = b, temos que v € v, + N(T), pois
V=vp+ Vg, com vy =v—Up€ N(T), uma vez que

Tw-vy)=Tv-Tvy,=b-b=0

Por outro lado, para todo vy € N(T), temos que v, + vg € solugdo de Tv =
b, pois

T(wp+vo)=Tvy,+Tvg=b+0=>b

0 :

A equacdo homogénea associada do exemplo anterior é dada por

Tv=02x+2y+z,x+y+2)=(0,0)
e pode ser rescrita como

2x+2y+z = 0
X+y+z =0

O nucleo de T, que € a solucao geral desse sistema linear, pode
ser interpretada geometricamente como a intersecdo do plano
perpendicular ao vetor (2,2, 1), cuja equacao é dada por

2x+2y+z=0
com o plano perpendicular ao vetor (1,1, 1), cuja equagdo é dada

por
xX+y+z=0

A solucdo geral desse sistema linear é dada por

x+y=0 e z=0
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de modo que

N(T) ={(x,—x,0): xeR} = [(1,-1,0)]

vp+ N(T)

N(T)
Além disso, temos que

vy =1(2,1,0)
é uma solugdo particular da equacao
Tv=02x+2y+z,x+y+2)=(6,3)
A solucao geral dessa equacdo é entdao dada pelo espaco afim
vp+N(T)=(2,1,0) +[(1,-1,0)]

ou seja, é areta [(1,—1,0)] transladada pelo vetor 2,1,0)
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Uma transformacdo linear de 7 : V — W possui inversa se e s6 se

N(T)=0 e I(r=w I

Nesse caso, a inversa 7~ ! também é linear.

Prova: B

Uma transformagdo 7 : V — W possui inversa se e s6 se a equagao
Tv = w, possui uma tnica solucao para todo w € W. Como T é linear,
pela proposigdo anterior, isso ocorre se e sé se N(T) =0e I(T) = W. Nesse
caso, T~'w = v é a tnica solucdo da equacdo Tv = w. Para todos os
vetores w, woem W,se T 'w=ve T 'wy = vy, entio Tv=we Tvy = wy.
Segue que

Tl w+ wy) = T YTv+ T vp)
= T YT+ wvp)
= v+
= T 'w+ T_le

e também que

T'tw) = T '(tTv)
= T N (T(tv))
= tv
= T 'w

para todo escalar .

B 0
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Considere T : R> — R? tal que

Tx, =0, x+y)
Nao é dificil verificar que
N(T)=0 e IT)=R
de modo que T possui inversa. Escrevendo
(X0, y0) = T (%, )
temos que
T(x0,y0) =TT~ (x,y) = I1(x, ) = (x, )

de modo que
(Y0, Xo + Y0) = (X, y)

Essa equacdo pode ser rescrita como

Xo+tYo = Y
Resolvendo esse sistema, obtemos que
Xo=y—-x € Jo=X

de modo que
T (x,y) =(y—x,x)
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2.4 EXERCICIOS

1) Verifique que V = U W, determine as projecoes PE/ ve PV({, v, as reflexdes

2)

3)

4)

5)

R(V]V ve R,%v e decida se as projecoes e reflexdes sao ortogonais. Desenhe
todos os objetos quando V for o plano.

a) Sev=(x,)),U={2t,3t):t€R} e W ={(65,—45) : s€E R}.

b) Sev=(x,y), U=1{2t,31):tecR e W ={(s,-25) : se R}.

c) Sev=(x,y,2), U={(t,2t,31) : t R} e W ={(1,5,0) : 1, s € R}

d Sev=(xy2,U={0,3t,1):tcR e W={(r,2r +s,3s) : 1,s € R}.
e) Sev=(x,5,2),U={0,3t,1):teR e W ={(r,25,—-65) : 1, sER}.

Determine o subespaco w=, as projecdes P,,v e P, . v e as reflexdes Ry, v
w

e R, v. Desenhe todos os objetos quando V for o plano.

a) Sew=(2,2)ev=(xY). e) Sew=(1,1,00ev=(x,y,2).
b) Sew=(-1,1)ev=(x1Y). f) Sew=(1,0,1)ev=(x,Y,2).
¢ Sew=(1,0,00ev=(x,y,2). g) Sew=(0,1,))ev=(x,Y,2).
d) Sew=1(0,1,0)ev=(x,y,z). h) Sew=(1,1,1)ev=(x,Y,2).

Verifique que o operador T de V é linear e decida se ele é reflexdo,
projecdo ou nilpotente. Determine quais das projecoes e reflexdes sdo
ortogonais e quais estdo relacionadas a mesma decomposi¢do em soma
direta. Desenhe todos os objetos quando V for o plano.

a) SeT(x,y)=(=x-2y,). f) Se T(x,y)=(2x+4y,—x-2y).
b) Se T(x,y) = 15(9x+3y,3x+y).
c) Se T'(x,y)=(x+1y,0).

d) SeT(x,y)=(=x+y,—x+y). h) Se T'(x,y,2) =

e) SeT(x,y)= %1(4x+3y,3x—4y). =(x+y+2z,-x-y+2z0).

g Se T(x,y,2) =1(2x,y+2,y+2).

(Abstrato) Mostre que, se T é uma transformacao linear, entdo 70 = 0.

(Abstrato) Se S e T sdao operadores lineares, mostre que S+ 7T e ST também
sdo operadores lineares.
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6)

7)

8)

9)
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(Abstrato) Se T é operador linear de V, mostre que os conjuntos abaixo
sdo subespacos.

a) U={Tv:veV} c) U={Tv+v:veV}
b) W={Tv-v:veV} d) V] ={v:Tv=20}

(Abstrato) Responda as questdes abaixo.

a) Se um operador é uma projecdo e também uma reflexdao, quem é ele?
b) Uma projecdo pode ser nilpotente? Se sim, quem ¢é ela?
¢) Uma reflexdo pode ser nilpotente? Se sim, quem ¢é ela?

d) O produto de duas isometrias é uma isometria?
(Abstrato) Verifique que os operadores S e T de P, o espaco das funcoes
polinomiais, dados por

/

Sp=pq e Tp=p
sdo lineares, onde p e g pertencem alP e

p'(x) = a1 +2apx +3azx” + -+ na,x""!
se
p(x) :a0+a1x+a2x2+a3x3+...+anxn

Mostre também que T é nilpotente em [P,, o espaco das fungdes
polinomiais de grau menor ou igual a n. Se g(x) = x, determine ST e
também T'S e decida se sdo nilpotentes.

(Abstrato) Supondo que |u| = 1, mostre diretamente, a partir das
definicoes
Pyv=(-uwu, P, v=v—-(v-uu, R,v=v-2(v-wu

que os operadores P,, P, e R,. de V sdo lineares, que P, e P,1 sdo
projecoes e que R,1 é uma reflexdo. Use a bilinearidade do produto
escalar.
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10) O produto vetorial de v = (x, y, z) com u = (xy, Yo, Zo) € dado por

11)

12)

13)

vV x U= (yzyg—2Yo,2X0— X209, XYo — ¥ Xo)

a) Verifique que v x u é perpendicular a v e também a u.
b) Verifique que o produto vetorial é bilinear e antissimétrico.
c) Mostre que |v x u|? = |v?|ul® - (v- w)?.

d) Conclua que |v x u| =|v||u| sena, onde a é o angulo entre v e u.
Dica: Use o item anterior e que v- u = |v||u| cos a.

(Abstrato) Mostre diretamente, a partir da definicao
Rjv=(v-wu+ - (v-u)u) cosd + (v x u) send

e a partir da bilinearidade do produto escalar e do produto vetorial, que o
operador R do R® ¢ linear.

(Abstrato) Se R é um operador que preserva o produto escalar, mostre que
IR(v+w)-Rv-Rwl*=0 e |R(tv)-tRv|*=0

para todos os vetores v e w e para todo escalar ¢. Use a bilinearidade do
escalar.

Determine a transformacdo T e o vetor b tais que os sistemas abaixo
podem ser escritos como Tv = b. Verifique que a solucao geral é dada por
vy + N(T), onde v, é uma solugdo particular. Desenhe N(T) e a solugao
geral quando o dominio de T for o plano.

a) {3x+2y i 1 d) {3x+2y+z i 1
x+y = 0 xX+y+z = 0
4x+2y = -2 xX-y+z =
b
) { 2x+y = -1 e { X+y+z =

2x-6y = 4
) { -x+3y = -2

97



Introducio a Algebra Linear

14)

15)

16)

17)

18)

19)
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Determine ST e TS e também o niicleode Sede T e decida se S é ainversa
de T.

a) SeS(x,y)=(=x-2y,yeT(xy)=(-x-2y).

b) SeS(x,y)=(x+2y,-2x—-4y)e T(x,y) = 2x+4y,—-x—2y).
c) SeS(x,y,2)=,x,2)eT(x,y2)=(x27Y).

d) SeS(x,y)=0,x,y)eT(x,),2) =(xX+y,x+2).

e) SeS(x)=(x,2x,-2x)eT(x,y,2)=x+y+z

f) Se S(x,y) = %(y—x,y+x) eT(x,y)=x-y,x+Y).

(Abstrato) Mostre que a transformacao T de R" para R, dada por
Tv=(-v,...,0L;u V)

é linear, onde [y,..., [, sdo vetores do R". Use a bilinearidade do produto
escalar.

(Abstrato) Considere T uma transformacao linear de V para W.

a) Mostre que N(T) é um subespaco de V
b) Verifique que I(T) é um subespaco de .

(Abstrato) Determine N(P}/) e I(P}/) e também N(P{) e I(PL).
(Abstrato) Responda as questdes abaixo.

a) Qual é ainversa de uma reflexao?
b) Uma projecdo pode ter inversa? Se sim, quem € ela?
¢) Uma nilpotente pode ter inversa? Se sim, quem € ela?

d) Ainversa de uma isometria é uma isometria?

(Desafio) Podemos interpretar geometricamente diversos conceitos da
probabilidade e da estatistica. Seja Q = {w;,...,w,} um espaco de eventos
probabilisitcos, onde py € a probabilidade de acontecer o evento wy, de
modo que p; +---+ p, = 1. Um vetor X = (x3,..., X,) é a varidvel aleatoria
que associa o valor x; quando acontecer o evento wy. No lancamento de
um dado, temos que n = 6, que wy € sair a face k e que py = %, para todo
k € {1,...,6}. Podemos considerar X = (1,...,6) a varidvel que associa a
cada face seu nimero.
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a) Mostreque XY = x1y1p1+---+X,YnpPn é um produto escalar. Verifique

que, no caso do dado, X-Y = =

b) A esperanca de X é dada por EX = x1py + -+ X, pn. Mostre que EX =
X-I,onde I =(1,...,1) é a varidvel aleat6éria contante. Determine EX
quando X = (1,...,6).

c) Mostre que P X =EXIeque P X =X —-EXI. Determine P;X e P X
quando X =(1,...,6).

d) A varidncia de X é dada por var(X) = (x; — EX)?py ++--+ (x, — EX)?pp
e o desvio padrao de X é dado por o(X) = /var(X). Mostre que g (X) =
|P;1X| econcluaqueo(X)=0sees6se X=EXI.

e) A covariancia entre X eY é dada por
covX, )= —-EX)(h—EY)p1+-+(xn—EX)(yn—EY)pn

Mostre que cov(X,Y) =(P;. X - P Y).
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CAPITULO

COORDENADAS

3.1 BASES

Vamos agora introduzir um conceito que generaliza o conceito de eixos
coordenados do plano e do espago. Uma base finita é um conjunto finito

B:{Vl,...,vn}

de vetores de V tal que todo vetor de V pode ser escrito de modo tinico como
combinagdo linear dos vetores de B, ou seja, cada vetor v pode ser escrito

como
U:.X1U1+"'+xnl/n '

xl,...,xn

onde os escalares

sao unicos, denominados coordenadas de v na base B.
A seguir seguem alguns exemplos que ilustram o conceito de bases de um
espaco vetorial.
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1) Em R?, a base mais simples é a denominada base canonica de R?,

dada por
e1=(1,0) e e2=1(0,1) I

De fato, é imediato que

onde

(x,y)=x(1,0)+y(0,1)
de modo que, para todo v = (x, y), temos que
V=Xxert+ye

onde os escalares
x ey

s30 tinicos, denominados coordenadas de v na base canénica deR?.

yez

()

e1 xXey
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Mais a frente, veremos que quaisquer dois vetores nao
colineares formam uma base de R?. Por exemplo, temos que

{v1, v2}

onde
=1 € vy =(1,2)

é uma base de R2.

tvo

V2

SU1
1

De fato, escrevendo

(x,y)=s2,1)+£(1,2)

segue que
25+t = x
s+2t =y
cuja Unica solucao é
2x— 2y—x
s= y e r=2Y
3 3

de modo que, para todo v = (x, y), temos que

V=S +tu,
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onde os escalares
s et

sd0 unicos, ou seja, as coordenadas de v na base B.

2) Em R3, a base mais simples é a denominada base canonica de R3,

dada por
{e1, e, es} I

onde

e = (1,0,0), € = (0) 170) € €3 = (0,0, 1)

rd

De fato, é imediato que
(x,y,2) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)
de modo que, para todo v = (x, y, z), temos que

V=Xxe1+Yyer+zes
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onde os escalares
X, y e z

sdo tnicos, denominados coordenadas de v na base canénica deR3.
Mais a frente, veremos que quaisquer trés vetores nao
coplanares formam uma base de R,

3) De modo mais geral, em R”, a base mais simples € a denominada
base canonica deR", dada por

{elyle---)en}

onde

De fato, é imediato que
(x1,...,x5) =x1(1,0,...,0) +---+ x,(0,0,...,1)
de modo que, para todo v = (xy,..., X,), temos que
vV=2Xx1e1+ -+ Xpep

onde os escalares
x]_, ceey xn

sao unicos, denominados coordenadas de v na base canoénica de
R,

4) No espaco P, das fung¢des polinomiais, ndo existe uma base finita.
De fato, dado qualquer conjunto finito de polinémios F, considere
p o polindmio de maior grau em F. Entdo toda combinacao linear
de polinémios de F é um polindmio de grau menor ou igual ao de
p. Portanto qualquer polindmio com grau maior do que o de p
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ndo pode ser escrito como combinacao linear dos polinébmios de
F, mostrando que F nao pode ser base de P.

Por outro lado, no subespaco P,, das funcoes polinomiais de
grau menor igual a n, existem bases finitas. A base mais simples é a
denominada base canénica deP,, dada por

1,x,...,x"}

pois é imediato da definicdao que todo p em P, é dado por
px)=ap+arx+---+apx"

onde os escalares
apg,ay,...,an

sdo Unicos, denominados coordenadas de p na base candnica de
I]Dn-

Vamos mostrar que toda base de V é caracterizada por duas propriedades

algébricas muito tteis. Um subconjunto G = {vy,...,v;} de V é denominado
gerador, quando todo vetor de V pode ser escrito como combinacao linear
dos vetores de G. Ou seja, todo vetor v de V pode ser escrito como

onde {xi,...,x;} sdo escalares.

V=X1V1+- -+ X1V]

Um subconjunto F = {wy,...,wy} de V €

denominado linearmente independente, quando a unica combinacao linear
dos vetores de F que é nula é a combinacao trivial, onde todos os escalares
sdo nulos. Ou seja, se sempre que

hwy+--+trw =0

entdo fj =--- =t =0.
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Proposicao 3.1

Temos que B = {vy,..., v} é uma base finita de V se e s6 se B é gerador e
linearmente independente.

Prova: B

Por um lado, se B é base, entdo B é gerador por definicdo. Além disso, se

X1+ + X0, =0=0v7 +---+0v,

como os escalares sdo Unicos segue que x; = --- = X, = 0, mostrando que
B é linearmente independente. Por outro lado, se B é gerador, todo vetor
v pode ser escrito como

V=X1V1+: -+ XpUn
Para mostrar que os escalares sao tinicos, suponha que
V=)Y1V1+ -+ YnUpn
Subtraindo as duas equacgdes acima, segue que
0= —ydvi+-+Xpn=Yn)Vn
Se B também é linearmente independente, segue que

X1=y1=""=Xp=Yn=0

de modo que os escalares sdo tinicos.

B =
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1) Em R?, temos que

G=1{(1,0),(0,1), (1,1}
é gerador, pois
(x,y)=x(1,0)+y(0,1) +0(1,1)
mas nao é linearmente independente, pois
(0,0) =¢(1,0) + t(0,1) + (—=15)(1,1)
para todo escalar ¢. De fato, G nao é uma base, uma vez que
YY) =x+01,0+(y+00,1)+(=0(,1)

para todo escalar ¢, mostrando que existem infinitas maneiras de
escrever (x, y) como combinacdo linear de vetores de G.

2) Em R?, temos que
F=1{(1,0)}

é linearmente independente, pois
(0,0) = x(1,0)

implica que x = 0. Mas F ndo é gerador, pois ndo existe um escalar
x tal que
0,1) =x(1,0)

de modo que F também nao é uma base.

3) Em R?, temos que
E=1{(1,0),(0,1)}

é gerador, pois
(x,y)=x(1,0)+y(0,1)
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e é um linearmente independente, pois
(0,0) = x(1,0)+y(0,1)
implica que x = y = 0. Da mesma forma, temos que
B ={(1,0), (1, 1)}

é gerador, pois
(x,)=(x-y(1,00+y(@1,1)

e é linearmente independente, pois
(0,0) =s(1,0) + £(1, 1)

implica que x = y = 0. Temos que tanto E, quanto B sdo bases de
R2. Observe que F estd contido em E e em B e que todos estdo
contidos em G.

Para a caracterizacdo de bases através dos conceitos de gerador e de
linearmente independente, vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 3.2

Se G ={vy,...,v;} é gerador e se cada vetor v; de G pode ser escrito como
combinacao linear de vetores de F = {wy,..., Wi}, entdo F é gerador.

Por um lado, como cada v; pode ser escrito pode ser escrito como
combinacao linear de vetores de F = {w;,..., wi}, temos que

1 1
1 y1w1+---+ykwk

l l
4] nhwit--+y, Wk

109



Introducio a Algebra Linear

Por outro lado, dado v em V, como G é gerador, podemos escrever
V=X101 +:-+X1V]

Multiplicando as equacdes anteriores pelos respectivos escalares, temos
que

1 1
X1y, wy+--- +x1ykwk

X101

l l
X1V X )hwit--+X1y, Wk

Somando essas equacoes, segue que
_ 1 l 1 !
v=(x1y) oty | wr e [ Xy e XY wi

mostrando que F = {wy,..., wi} é gerador.

B E

2

Quando F nao é linearmente independente, ele é denominado
linearmente dependente. =~ Nao é dificill mostrar que F é linearmente
dependente se e s6 se algum de seus vetores depende linearmente dos
demais, o que justifica a terminologia de dependéncia e independéncia
linear.

Lema 3.3

Temos que D = {vy,..., Vx} € um conjunto linearmente dependente se e s6
se existe um vetor v; de D que pode ser escrito como combinacao linear
dos demais.

Prova:

Se D é linearmente dependente, entdo

hoy+---+tvi+--+t,v,=0
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com algum ¢; # 0, de modo que

—h ! —li+1 —In
vVi=—1UV1+-+ Vi1 + Viy1+--+
i i i i

Un

mostrando que existe um vetor v; de D que pode ser escrito como
combinacao linear dos demais. Se existe um vetor v; de D que pode ser
escrito como combinacdo linear dos demais, entao

Vi=8iV1+- -+ S8i-1Vi-1+ Si+1Vit1+ -+ Spln
de modo que
O=s1v1 4+ +8i-1Vi-1 + (D Vi + SitaVie1 + -+ Spln

mostrando que D é linearmente dependente.

B =

Concluimos esta se¢cdo com um resultado que serd muito util na préxima.

Lema 3.4

Se F um conjunto linearmente independente, entdo FU{v} é linearmente
independente se e s6 se v ndo é combinacao linear de vetores de F.

Prova B

Por um lado, se v é combinacao linear de vetores de F = {vy,..., v},
entdo FU {v} = {vy,..., vy, v} é linearmente dependente. Logo, se F U {v}
é linearmente independente, entdao v nao é combinacao linear de vetores
de F. Por outro lado, se v ndo é combinacao linear de vetores de F, entdao
Fu{v}={vy,..., v, v} élinearmente independente. De fato, escrevendo

O=tv+Huvy+:-+ U,
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segue que t = 0, pois caso contrario, poderiamos escrever

4] tn

0 que ja haviamos descartado por hipétese. Como ¢ = 0, segue que
0: l'11)1+"'+ tnvn

0 que implica que t; = --- = £, = 0, pois F é linearmente independente,
mostrando que F U {v} também é linearmente independente.

E =

3.2 DIMENSAO

Vamos agora mostrar que todas as bases de um dado espaco vetorial possuem
0 mesmo numero de elementos. Primeiro precisamos de um resultado para
relacionar os elementos de duas bases dadas.

Sejam B = {vy,...,v,} e C = {wy,..., wy,} duas bases finitas de V. Para
cada v; € B, podemos escolher wy € C tal que

D= {vly---r Vi1, Wiy Vi41ye- ey Vn}

também é base de V.

Prova: B

Primeiro observe que deve existir um vetor wy; de C que ndo pode ser
escrito como combinacdo linear de vetores de B sem o vetor v;. De
fato, caso contrdrio, todos os vetores do gerador C poderiam ser escritos
como combinacao linear de vetores de B sem o vetor v;. Nesse caso, 0
conjunto B sem o vetor v; permaneceria gerador, de modo que v; poderia
ser escrito como combinacao linear dos demais vetores de B, o que seria
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contraditério com B ser linearmente independente. Por outro lado, temos
que
Wi =XV + -+ XjVi+ - XpUp

com x; # 0. Podemos entao escrever

1 X1 Xi-1 Xit1 Xn
j Vit1 = +——Up
X; X; X; X X;

de modo que todos os vetores do gerador B podem ser escritos como
combinacdo linear de vetores de D, mostrando que esse conjunto é
gerador. Para mostrar que ele € linearmente independente, considere

O=Hv1+...+ti Vi1 +tWr+ ti 1 Vi1 +... + Uy
Usando a combinacao linear de wy acima, poderiamos escrever
O=(h+txpDvi+...+txjv;i+...+ (I, +tx,) Uy

Como B é linearmente independente, segue que tx; = 0. Como x; # 0,
segue que t = 0, de modo que

O=fHv1+...+t;1Vj_1 + i1 Vig1 +... + 10y,
Usando novamente que B é linearmente independente, segue que
h=...=ti-1=tiy1=...=1t,=0

mostrando que D é linearmente independente e, portanto, uma base.

. 0

A seguir, demonstramos o resultado mais importante dessa secao.
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Proposicao 3.6

Todas as bases finitas de V possuem o mesmo niumero de elementos.

Sejam B = {vy,...,v,} e C = {wy,...,wy} duas bases finitas de V.
Aplicando o lema anterior as bases B e C, existe wy, € C tal que

Bl = {wkp U2, Us,..., Vn}

também é uma base de V. Aplicando o lema anterior as bases B; e C,
existe wy, € C tal que

By ={wy,, wi,, U3, ..., Un}

também é uma base de V. Apos repetir esse processo n vezes, obtemos
uma base
By = {w,, Wiy, Wiy, ..., Wi, } € C

Como ndo pode haver elementos repetidos numa base, pois é um
conjunto linearmente independente, segue que n < m. Repetindo o
argumento, mas trocando os papéis de B e C, obtemos que m < n,
mostrando que m = n.

N 0

Quando V possui uma base finita B = {v, ..., v}, ele ¢ denominado espaco
de dimensdo finita e a denominada dimensdo de V é dada por

dimV=n I

Quando V =0, definimos dim V = 0 e quando V ndo possui uma base finita,
ele é denominado espaco de dimensao infinita. Os resultados obtidos dois
primeiros capitulos sdo validos para todo tipo de espaco vetorial com produto
interno. A partir desse capitulo, nos restringiremos aos espagos de dimensao
finita.
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1) Nao é dificil verificar que {v, w} é linearmente independente se e
s6 se v, w sdo vetores ndo colineares. Nesse caso, segue que

dim[v, w] =2

pois {v, w} é uma base desse espaco, e o subespaco [v, w], gerado
por {v, w}, é denominado plano gerado por v e w.
De modo mais geral, se {v1,..., v} élinearmente independente,

segue que
dim[vy,..., vl =k I

pois {v1,..., Vx} € uma base desse espaco.

2) Temos que

dimR? =2 I

pois a base canénica de R?, dada por

{(1,0), (0, 1)} I

possui dois elementos. Da mesma forma, temos que

dimR® =3 I

pois a base canénica de R3, dada por

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} I

possui trés elementos. De modo mais geral, temos que

dimR" =n I
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pois a base canonica de R”, dada por

{1,o,...,0),...,(0,0,...,1)}

possui n elementos.

3) Como ndo existe base finita no espaco P, das fungoes
polinomiais, temos que P é um espaco de dimensao infinita. Por
outro lado, temos que

dimP,=n+1 I

pois a base canonica de P,;, dada por

possui 1+ 1 elementos.

Proposicao 3.7

Todo conjunto linearmente independente pode ser estendido a uma
base. Em particular, o nimero de elementos de um conjunto
linearmente independente é sempre menor ou igual a dimensdo de V.

Seja F um conjunto linearmente independente e B uma base finita de V.
Se F é gerador, entdo ele é base. Caso contrdrio, existe v; € B que nao
pode ser escrito como combinacao linear de vetores de F. Pelo Lema 3.4,
o conjunto F U {v,} é linearmente independente. Se F U {v;} é gerador,
entdo ele é base. Caso contrério, existe v, € B que ndo pode ser escrito
como combinac3o linear de vetores de FuU{v;}. Pelo Lema 3.4, o conjunto
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Fu{vy, v,} élinearmente independente. Repetindo esse processo k vezes,
obtemos Fu{vy,..., vi} linearmente independente, onde os v; pertencem
a B. Podemos continuar repetindo esse processo enquanto FuU{vy, ..., Ui}
nao for gerador. Como B ¢é finito e como F U B é gerador, esse processo
deve parar, de modo que, para algum k, F U {vy,...,v;} é gerador e
linearmente independente, portanto, uma base.

. =

Uma consequéncia importante desse resultado é que os subespacos tem
dimensdo menor ou igual a do espago.

Se W é subespaco de V, entdo

dimW <dimV I

e aigualdade ocorresees6se W =V.

Suponha por contradi¢cdao que dim W > dim V = n. Nesse caso, existe w; #
0 em W, de modo que F; = {w;} é LI (linearmente independente). Mas se
Fy ={wy,...,wi} < W for Ll e k < n, entdo Fi nao pode ser gerador de W.
Logo existe w41 em W tal que Fiy1 = {wy,..., Wk, Wi4+1} € LL. Partindo de
F,, podemos ir obtendo F;, ..., Fg, ..., todos LI, até Fj; = {wy,..., Wnp+1}.
Como W é subespaco de V, segue que F;.; é um conjunto LI de V. Pela
proposicdo anterior, segue que n+ 1 < dimV, o que é uma contradi¢ao
comdimV = n.

Seja B = {w;,..., wy} uma base de W. Se W # V, entdo existe algum
vetor v que nao pode ser escrito com combinacdo dos vetores de B.
Pelo segundo lema da secdo anterior, o conjunto BU {v} é LI de V. Pelo
proposicao anterior, segue que dimW < k+1<dimV.

. =
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1) Podemos usar o resultado acima para descrever todos os
subespacos de R%. Se W é subespaco de R?, entdo

dimW <dimR? =2

Além dos subespacos triviais, W = 0 e W = R?, que possuem
dimensodes, respectivamente, zero e dois, restam apenas 0s
subespacos de dimensdo um, que sao dados por W = [w], onde w
é um vetor ndo nulo. Logo, os subespacos de R? sdo os subespacos
triviais e as retas passando pela origem.

(w]

2) Oresultado acima também pode ser usado para descrever todos
os subespacos de R3. Se W é subespaco de R3, entdo

dimW <dimR3=3

Além dos subespacos triviais, W = 0 e W = R3, que possuem
dimensoes, respectivamente, zero e trés, restam apenas oS
subespacos de dimensdao um, que sdao dados por W = [w], onde
w é um vetor nao nulo, e os subespacos de dimensao dois, que sao
dados por W = [v, w], onde {v, w} sdo vetores nao colineares. Logo,
os subespacos de R® sdo os subespacos triviais, as retas passando
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pela origem e os planos passando pela origem.

Agora mostraremos o denominado Teorema do Niicleo e da Imagem, que
relaciona a dimensao do niucleo e a dimensao da imagem com a dimensao do
dominio de uma dada transformacao linear.

Seja T: V — W uma transformacao linear. Entao

dimV =dim N(T) +dim I(T) I

onde N(T) é ontcleo e I(T) é aimagem de T.
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Prova: s

Sejam {vy,...,v,,} uma base de N(T) e {wy,..., w;;} uma base de I(T).
Pela definicao de N(T), temos que

Tvi=0, ..., Tvy, =0
e, pela definicdo de I(T), temos que
wy=Tuw, ..., wi,=Tu;,
Basta entao mostrarmos que
B={v1,...,vnp u1,..., uip}

é uma base de V.
Para mostrarmos que B € linearmente independente, considere

O=tHv+-+ Il Upp+S1UL+.0o+ Sip Uiy
Aplicando T em ambos os lados e usando a linearidade de T, segue que
O=sywi+...+ i, Wi,

Como {w,..., w;,} élinearmente independente, segue que s; =--- = §;,. =
0, de modo que, voltando a equacgdo acima, segue que

0: t1v1+"'+tnTvnT

Como {vy,..., Vs, } é linearmente independente, segue que t; =--- =t =
0, mostrando que B é linearmente independente.

Para mostrarmos que B é gerador, considere um vetor v de V. Como
{ws,...,w;,} é gerador de I(T), temos que

Tv=yiw+...+Yi; Wi,
Usando a linearidade de T, ndo é dificil verificar que

v—(Ohum +...+Yip Uig)
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pertence a N(T). Como {vy,..., vy, } € gerador de N(T), temos que
v=(y1ur ...+t YipUip) =X V1 X Upyp
de modo que

V=XVt +Xpp Upp T Y1UL + ..+ Vip Uiy

mostrando que B também é gerador e, portanto, base de V.

N 0

A dimensdo do nicleode T

ny=dimN(T) I

é denominada nulidade de T, enquanto a dimensao da imagem de T

iT=dimI(T) I

é denominada postode T.

Se T :R? — R? é dada por

T(x,y)=(x,0)

temos que
N(T) =1{0,y):yeR}

enquanto
I(T) ={(x,0): xR}
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N(T)

Tv I

Segue entdao que

nr+ir=1+1=2=dimR?

Uma consequéncia importante do resultado acima é que a dimensao de
uma soma direta é a soma das dimensdes.

Se V =U & W é uma decomposicdo em soma direta, entdo

dimV =dimU+dimW I

Prova:

Basta aplicar o Teorema do Nucleo e da Imagem para a projecao PVUV, cujo

nucleo é o subespaco U e cuja aimagem € o subespaco W.

B =
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Outra consequéncia importante do resultado acima é que a caracterizacao
dos operadores lineares invertiveis.

Seja T um operador linear de V. As seguintes condicdes sdo equivalentes

(@) T éinvertivel.
(b) N(T)=0.

(o I(T)=V.

Prova: T

Vimos no final do segundo capitulo que T € invertivel se e s6 se

N(T)=0 e (ry=v
0 que ocorre se e s se
nr=0 e ir=dimV
Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem
nr=0 se e SO se ir=dimV

de modo que
N(T)=0 se e sO se I(r=v

mostrando que as trés condi¢Ges acima sdo equivalentes.

. E

3.3 BASES ORTONORMAIS

Se o conceito de base generaliza a ideia de eixos coordenados do plano e
do espaco, as denominadas base ortonormais generalizam a nocao de eixos
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coordenados perpendiculares. Uma base ortonormal é uma base finita

{ul;---’un} I

de vetores unitdrios de V ortogonais entre si, ou seja, tais que

ui-uj=0 I

paratodos i,j€{l,...,n} comi # j.

1) Em R?, a base can6nica é uma base ortonormal, pois

e que

1,0)l=1 e [(0,D=1

e também
(1,0)-(0,1) =0

C1
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Existem vérias outras bases ortonormais em R?, como
3 4 43
{53),(-53)}

pois

e também

2) De modo geral, a base candnica {ey,...,e,;} de R é uma base
ortonormal, pois
le;l =1
e que
ei-ej=0

paratodos i,j€{l,...,n}.

3) EmR3 0 plano (1,2,2)% dos vetores ortogonais ao vetor (1,2,2),
possui uma base dada por

pois esse vetores sao ortogonais a (1, 2,2) e sdo nao colineares. Além
disso, essa base é ortonormal, pois

It

win

L R CER [

e também
-39 G-9-o0

N3o é dificil verificar que

é uma base ortonormal de R3.
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Vamos generalizar a decomposicdo de um espaco vetorial na soma
ortogonal de uma reta passando pela origem mais o hiperplano perpendicular
a ela. Precisamos primeiro do seguinte resultado.

Se U é um subespaco de V, entdo

Ul={veV:v-u=0,paratodo uc U} I

é um subespaco de V, denominado subespaco perpendicular a U.

Para todo escalar ¢, para todos wy, w» € Ute para todo u € U, segue que

twy-u=t(w;-u)=0
mostrando que tw; € U+, e também que
(wi+wy)) u=wy-u+wy-u=0

mostrando que w; + w, € U+, de modo que U+ é de fato um subespaco
de V.

B E

Vamos agora obter a férmula da proje¢do ortogonal sobre um subespaco
que possui uma base ortonormal.
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Seja {uy,..., ur} uma base ortonormal de U. Temos que

V=Ue U™+ I

e essa decomposicao é ortogonal. Além disso, a projecdo de v em U
paralela a U+, denominada projecdo ortogonal de v em U, é dada por

Pyv=w -uuy+---+ (v up)ug I

Temos que mostrar que todo v pode ser escrito de modo tinico como
v=u+w

onde u € U e w € U'. Primeiro mostramos a unicidade da decomposicao.
De fato, se
UM+w=v=ux+ ws

onde uy, us € U e wy, w, € UL, entdo
Uy — Uz = wWr — W
de modo que
luy — upl? = (w1 — up) - (uy — up) = (U — ) - (Wr — wy) =0

uma vez que u; —up € U, enquanto wr—w; € U L Segue entao que u; = up
e também que w; = w», mostrando a unicidade.
Agora, como Py v pertence a U, pois é combinacao linear dos vetores
de {u,,..., ux}, e como
v=Pyv+v—-Pyv

basta entdo mostrarmos que v — Py v é perpendicular a todo vetor u de U.
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por
P,v=(v-uu

1) Se u é unitdrio, a projecdo ortogonal de v sobre a reta [u] é dada

que é igual a férmula obtida no primeiro capitulo, pois |u|® = 1.

ao vetor (1,2,2) possui uma base ortonormal dada por

{3-53.G3-3)

Py(x,y,2) =

_ 4x—-2y—-2z —-2x+5y—-4z —-2x-4y+5z
- 9 ’ 9 ’ 9

2) Em R3, vimos acima que o subespaco U dos vetores ortogonais

Portanto a projecao ortogonal de v = (x, y, z) sobre U é dada por

win

((x »2): (% 3’3)) (%’_% _) ((x »2)- (% % %)) (%’%’_ )

O proximo resultado apresenta um processo de se obter uma
base ortonormal a partir de uma base finita, denominado Processo de

Ortonormalizacgao de Gram-Schmidz.

Seja {v1,..., v} uma base finita de V. Se
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paratodoi€{l,...,n}, onde

paratodoi € {2,...,n}, entdo

U;=1[vy,...,vi_1]

de modo que o processo estd bem definido e

{uly'--’un} I

€ uma base ortonormal de V.

Procedemos por inducdo em i. Quando i = 2, temos que U, = [u;] = [v1],
uma vez que Py, v; =0, de modo que u; = v;/|v]. Além disso, temos que

Uiv1 = w1, w1, wil = [, w1, vil = [vr,..0, Vi1, 03]
onde usamos, na primeira igualdade, que
v; =Py, vi+tu;
com ¢ = |v; — Py, v;l, e, na segunda igualdade, a hipotese de indugao
Ui = [uy,..., ui_l] =[vy,..., Ui—l]

O processo estd bem definido, uma vez que v; ndo pertencea [vy, ..., Vi—1],
pois {v1,...,v,} € uma base, de modo que v; — Py,v; # 0. Finalmente,
como cada u; € unitdrio e ortogonal ao anteriores e como {uy,..., Uy}
possui n vetores, segue que ele é base ortonormal de V.

N 0
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Em |R23, o plano U dos vetores ortogonais ao vetor (1,2,2) possui
uma base dada por {v;, v2}, onde

V1 = (2) _2’ ]-) € Uy = (2) —].,0)

pois esse vetores sdo ortogonais a (1,2,2) e sdo nao colineares.
Entretanto essa base nado é ortonormal, pois seus vetores nao sao
unitarios nem ortogonais entre si. Vamos entao aplicar o Processo
de Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt a essa base. Temos que

U1 _ (2)_2)1) _

2 21
uy = — A A v\ T3y T
vl 12,-2,1)] 5:-53)
e que
v, — Py, v
Up=—"—"6"—
|vp — Py, 12|
onde U; = [u;]. Temos que
PU2 Vo = (U, U1y
_ 2 2 1\(2 21
- ((27_1)0)'(gy_gyg))(gy_gyg)
- (é _4 2)
373’3

de modo que
Como

segue que
21 _2
Uz = (3’3’ 3)

de modo que {u;, u»} é uma base ortonormal de U.

Uma consequéncia importante do Processo de Ortonormalizacdo de
Gram-Schmidt é a decomposicdao de um espago vetorial na soma ortogonal
de um subespaco dado mais o subespaco perpendicular a ele.
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Proposicao 3.15

Em particular, temos que

Para todo subespaco U de V, temos que

V=Uea U™+ I

dimU' =dimV - dimU I

Prova:

que

3.4 EXERCICIOS

dimV =dimU + dim U+

A decomposicdo em soma direta segue do que vimos no inicio desta
secdo, pois U sempre possui base ortonormal, pelo Processo de
Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt. O resultado da dimensdo segue
entdo direto da decomposicdao em soma direta, pois, nesse caso, temos

1) Decida se {vy, V2, v3} é linearmente independente.

VT =
a)

&
I

b)

&
[

132

(1,0,1)
(_1; 1) 0)
0,2,2)

1,1,1)
(_]-) ]-)0)
0,2,2)

c)

d)

O
v = (1,1,1) 4] (1,1,1)
v, = (-1,1,-2) e) 1) (-1,1,-2)
v3 = (1,7,-2) U3 (-10,-2,-14)
vy = (]-)1)]-) U1 (2)]-’_2)_2)
Uy = (_]-) 1y _2) f) U2 (_37 _2) 2) _1)
Vg = (_]-0) _2)_12) U3 (0)_1) _2y_8)
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2) Verifique se {p1, p2, p3} € linearmente independente.

p1(x) = 1+ x2 p1(x) = 1+ x+ x?

a) { plx) = —-1+x ) { pax) = —-1+2x—x?
p3(x) = 2x+3x? p3(x) = -10-2x-—14x?
pix) = 2-x p1(x) = 24+ x-2x%2-2x3

b) p2(x) = x+ x? d) p2(x) = -3-2x+ 2x% - x3
p3(x) = 8+2x+6x? p3(x) = —-x—2x*-8x3

3) Determine a dimensao de W = [w;, w», ws] e encontre uma base de W.

wy = (1,0,1) w, = (2,-1,-2,2)
a) w, = (-1,1,0) c) w, = (-1,-1,-2,-1)
w3 = (0,2,2) ws = (-1,1,2,-1)
w, = (1,1,1) w; = (2,1,-2,-2)
b) wy, = (-1,1,-2) d) wr, = (-3,-2,2,-1)
ws = (1,7,-2) ws = (0,-1,-2,-8)

4) (Abstrato) Prove as afirmacdes abaixo.

a) Um conjunto F € linearmente dependente se e s se algum dos seus
vetores pode ser escrito como combinacao linear dos demais.

b) Se G é um conjunto gerador e todos os seus vetores podem ser escritos
como combinacdo linear dos vetores de F, entdo F também é gerador.

c) Se{w,..., wy} élinearmente independente, entdao dim[wy,..., wi] = k.

d) Um conjunto de dois vetores ndo colineares é linearmente
independente.

e) Se v e w sdo vetores nio colineares do R3, entdo [v, w] = (v x w)= .

f) Se w é um vetor ndo nulo de V, entdo dim w' = dimV - 1.
Dica: Aplique o Teorema do Ntcleo e da Imagem a P,,,.
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5) Por Gram-Schmidt, determine uma base ortonormal de U e depois a
projecao Py.

U = [1n,v] U = [v,v,03]
a) v = (1,1,1,0) 0 4 vi = (1,1,0,0)
v, = (0,0,1,1) v, = (1,0,1,0)
v3 = (0,1,0,1)

U = [v,v,03]

U = [Ul,l}g] d) < VT = (0,1,0,—1)

b) v = (1,1,0,2) v, = (-1,0,1,0)
v, = (0,0,1,1) v3 = (0,1,0,1)

6) (Abstrato) Mostre diretamente, a partir da definicao
Pyv=(v,up)uy + -+ v, up) uy

que o operador Py de V € linear e também é uma projecdo, onde
{ui,..., ur} € uma base ortonormal do subespaco U.

7) (Abstrato) Mostre todo conjunto ortonormal é linearmente independente.
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CAPITULO

MATRIZES

4.1 SOMAE PRODUTO

Vamos agora explorar a existéncia de bases finitas, para introduzir as
denominadas matrizes, que sao tabelas de escalares que descrevem
completamente os vetores e as transformacoes lineares. Ordenando um base
finita B = {vy,...,v,} de V, a denominada matriz de v na base B é dada pela
seguinte tabela de escalares

com 7 linhas e uma coluna, onde {x;,..., x;} sdo as coordenadas de v na base
B, de modo que v = xv; +--- + X, v,. Quando a base B estiver subentendida,
escrevemaos
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ou simplesmente

v=1[xjln

onde o subindice 7 diz o nimero de linhas.

Sejam v = [x;], e w = [y;], dois vetores e t um escalar. Entao

Como

V=X1U1+ 0+ X Un e W=yv1++Ynvp
segue que
vrw=x1+y)v+-+ (Xn+ Yn)Un

e também que

L E

Podemos entdo definir as operacdes de soma de matrizes colunas e
produto por escalar, de modo a refletir as operacdes de soma de vetores e
produto por escalar. Em vista do resultado acima, definimos

Yn
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e também

ou de maneira resumida

[(Xiln+yjln=1xj+ yjln txjln =[txjln

Observe que as matrizes de vetores em relacdo a uma dada base estabelecem
uma relacdo muito préxima entre os espagos de dimensao n e o espaco R”,
ainda que a notac¢ao de n-tpla tenha sido substituida pela de matriz coluna.

1) Em R2, a matrizde v = (x, ¥) na base canonica é dada por

x
y

V=

enquanto, em R3, a matriz de v = (x, y, y) na base canonica é dada
por
x
v=1YJ
z
De modo mais geral, em R”, a matriz de v = (xy,...,x,) na base

canodnica é dada por
X1

Xn

2) Em P,, a matriz de p, onde p(x) = ap+ a;x + a,x?, na base
canonica é dada por
ap
p=| a1
az
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De modo mais geral, em P, a matriz de p, onde
— n
px)=ap+arx+---+anx
na base canonica é dada por

ap
a)

an

Para definirmos a matriz de uma transformacao linear, precisamos de um
resultado preliminar.

Sejam B = {vy,..., v} uma base ordenada de V e C = {wjy,..., w;,} uma
base ordenada de W. Se T : V. — W é uma transformacao linear e v =
[x;], € um vetor, entao

X101+ Xt +
X111+ Xolo2 +

X101+ X2lm2 +

onde

paratodo j€{l,...,n}.
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Prova e

Como

U:.X1U1+"'+xnl/n

pela linearidade de T, temos que
Tv=x1Tv,+---+x,Tvy,

e o resultado segue da soma de matrizes e produto por escalar.

N 0

A denominada matriz de T na base ordenada B de V é dada pela seguinte
tabela de vetores de W

[ Try Tv, -+ Tu, ]B I

com uma linha e n colunas, enquanto a denominada matriz de T nas bases
ordenadas B de'V e C de W é dada pela seguinte tabela de escalares

com m linhas e n colunas. Quando as bases B e C estiverem subentendidas,
escrevemos

ou simplesmente

T:[tij]mn I

onde o subindice m diz o ntimero de linhas, enquanto o subindice 7 diz o
numero de colunas.
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Podemos entao definir a operacao de produto de matriz coluna por matriz
retangular, de modo a refletir o produto de transformacao linear por vetor. Em
vista do resultado acima, definimos

hi1 he -+ thn X1 X101 +Xetip+ -+ Xphin
1 I Ion X2 X1l +Xolpp + -+ Xplon
Imi tm2 Imn Xn X1tm1+Xotmp + -+ Xnlmn

Observe que o numero de colunas da matriz retangular deve ser igual ao
numero de linhas da matriz coluna.

1) Quando nada for dito em contrario, a base usada em R” serd
sempre a candnica. Seja T : R® — R?, dada por

Tx,y,2)=(x+y,x+2)

A matriz de T é entao dada por

T = [ TQ1,0,00 T(0,1,0) 7(0,0,1) ]
= [ @D @0 1 ]
110
T |l1 01
de modo que
110" X+y
101 z T x+z

2) Quando nada for dito em contrario, a base usada em P,, serd
sempre a canonica. Seja T a derivacao em P,. Podemos considerar
T como uma transformacao de [’, em P; ou como um operador de
P, em si mesmo. Por um lado, se considerarmos T : P, — [P, sua
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matriz é dada por

T = [Tl Tx Tx* ]
= [0 1 2x]
o100
|00 2

pois a base canonica do contradominio P; € {1, x}, de modo que
0=0.1+0x, 1=1.1+0x, 2x=0.14+2x

Além disso, temos que

o1 0]l % [ a
00 2 1 2a,
ay

refletindo a equacao
T(ap+ a1 x+ agxz) =a1+2axx
Por outro lado, se considerarmos T : P, — P,, sua matriz é dada por
T = [Tl Tx Tx* ]

= [0 1 2x]

0
= 0
0

S O

0
2
0
pois a base cano6nica do contradominio P é {1, x, x*}, de modo que

0=0.1+0x+0x>, 1=1.1+0x+0x%>  2x=0.1+2x+0x°

Além disso, temos que

010 aop a
0 0 2 ay = 26l2
0 00 a 0
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refletindo a equacao

T(ag+ a1 x+ azxz) =a1+2a,x+ 0x?

Agora a férmula da matriz da soma e produto por escalar de duas
transformacoes lineares.

Sejam S = [sijlmn € T = [t;jlmn duas transformacgoes lineares e ¢ um
escalar. Entao

Sit+hin Si2titi
So1+1Io1 Sppt o

S+T=

Smi+tImi Sm2+ Im2

Basta observar que
S1j+ hj
S2j+ b2
(S+ T)Uj = Sl}j+ Tl/j =
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e também que
ttlj
ttzj
(IT)Vj:tTVjZ .

. =

Podemos entdo definir as operacdes de soma matrizes retangulares
e produto por escalar, de modo a refletir as operacoes de soma de
transformacodes lineares e produto por escalar. Em vista do resultado acima,
definimos

S11 t Sin hi -+ hn Siittr 0 Sinthn

Smi *°° Smn Im1 - tmn Smi+lm1 - Smn+tmn

e também

ou de maneira resumida

[Sij]mn"‘ [tij]mn = [Sij+ tij]mn t[tij]mn = [”ij]mn

Dada uma matriz T = [¢; j] mpn, introduzimos a seguinte notagao muito util
para a descricdao do produto de matrizes

T=[cn cr2 - crn =
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onde

éai-ésimalinhade T. Nos préximos resultados, vamos utilizar essa notacao e
vamos identificar as matrizes de uma linha e uma coluna com seus respectivos
escalares.

Sejam T = [#;]mn uma transformacao linear e v = [x;], um vetor. Entao

Prova:

O resultado segue pois

X1

X2
lriv=|tian t - tin ] .| F Xt ligXa + -+ LinXn

Xn

B E

Agora, segue a formula da matriz do produto de duas transformacgoes
lineares.
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Sejam S = [s;x]mi € T = [fxjl1n duas transformacoes lineares. Entao

Isicr1 Ilsicra -+ sicry
Isser1 lsacra -+ lsocrp

Ismer1 lsmera -+ lsmcrn

ou de maneira resumida

ST = [lsictjlmn

Matrizes

Temos que
ST = [ STvi STv, --- STv, |
= [SCTl SCTz SCTn]
e o resultado segue, pois
Isicrj
Isacr
Scrj= .
Ismerj
onde
Ij
tgj
Isicrj=[ i1 Si2 - St | .| =St + Sialyj+ e+ Sigly
I
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Podemos entao definir a operagdo de produto de matrizes retangulares, de

modo arefletir a operacao de produto de transformacdes lineares. Em vista do
resultado acima, definimos

Is1 Isict1  Isicr2 -+ Isicrn
Iso Isocr1 lsacro -+ lsocrn
. lern e crn | = . . .
lSm

lsmert

lsmero

Observe que o numero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao nimero
de linhas da segunda matriz.

1) O operador linear T : R? — R?, dado por

T(x, Y = (3x;4y’ —4)65—3)’)

é projecao, reflexdo ou nilpotente? A matriz de T é entdo dada por

T = [ TQ,0 TO1 |
= [(6-3) (5-3)]
3 _4
aEE]
5 5
de modo que
3 _4 3 _4
e-| 10| -] 1]
5 5 5 5

de modo que T é uma reflexao.

2) O operador linear T : R3 — R3, dado por

_[2x-y+z —x+2y+z x+y+2z
T(x,y,2) = (B, 200e 2

146



T = [ T1,0,0
LG
2 _1
I O
11
3 3
de modo que
2 _1 1 2
T? = O A 1
112 1
3 3 3 3
de modo que T é uma projecao.

T(0,1,00 T(0,0,1) ]

(=353 (533) ]

QO IDNXR | =0| =

|
(ej[etle][otde][op]
©luxoloxolw

W=D =
QIR = | =

wloxo|uxo|w

Matrizes

é projecao, reflexdo ou nilpotente? A matriz de T é entdo dada por

4.2 TRANSPOSTA

A denominada transposta de uma matriz coluna com 7 linhas é uma matriz
linha com 7 colunas e vice e versa, de modo que

e também

A transposta de uma matriz retangular é a matriz retangular cujas linhas sdo as
transpostas das colunas da matriz original ou, equivalentemente, as colunas
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sdo as transpostas das linhas da matriz original, de modo que, se

entao

T2 l,Tm ]

De modo mais explicito, se

De modo mais resumido, se

T:[tij]mn

entao

T = [tji]nm

Se
1 2 3
r=|i 5 o]
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entao

1]
W N =
D U1

Matrizes

Vamos agora mostrar como a transposicao se comporta em relacdo a soma

e ao produto de matrizes.

No caso da soma, temos que

S+17) =

No caso do produto, temos que

(ST

[sij + tij)n
[sji + tjilnm
[Sjilnm + [tjilnm
[ 1 omn + [l
S+ 1

Usicr ) mn
[IsjcTilnm
[c,Ti lqu]nm
T'S

Proposicao 4.6
Temos que
S+T)=8+T e ST =T'S
Provas .
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uma vez que
i
loi
Isjcri = [ sp sz - sjp ]| .
I
Sjl
s.
j2
= [t ti - b
sjl
_ ol
= CTilSj

Se
2
1 2 3
S=[ ] e T=1] 2
4 5 6 9
entao
1 2 3 2 12
st=[4 5 8|2 ]| w0
2
e também
1 4
T's'=[2 2 22 5 |=[12 30|
3 6

Supondo que a base considerada é ortonormal, podemos relacionar a
transposta de vetores com o produto escalar.
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Seja B = {uy,..., up} uma base ortonormal ordenada de V. Se v = [x;], e
w = [y;l, s@o vetores de V, entdo

vow=vw I

Como

V=X1Up+ o+ XUy € W=yuy+-+ynn

usando a bilinearidade do produto interno, segue que

v-w = xiyi(u-w)+x1y2(uy-up) +--+ X1 yn(ug - uy) +
+xX2y1 (U - u1) + Xo Yo (Up - tp) + -+ + XoYn (U - Uy) +

+Xp Y1 Uy - u1) + XpYo(Up - Up) + -+ + XpYn(Up - Up)

Usando que B é ortonormal, sobram apenas as parcelas da diagonal, de
modo que

Y1
V2
v-w:x1y1+x2y2+---+xnyn:[x1 Xo e xn] X
Yn

B =

Vimos no capitulo anterior que, dado um produto escalar, sempre existe
uma base ortonormal, obtida pelo Processo de Gram-Schmidt. Por outro
lado, dada uma base finita qualquer, nao é dificil mostrar que a férmula
acima define um produto escalar no qual essa base é ortonormal. De
agora em diante, vamos sempre supor que estamos trabalhando com bases

ortonormais em relacdao ao produto escalar, denotadas por {ey,...,e,}, assim
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como a base candnica do R”, de modo que a férmula acima €é verdadeira.
Podemos relacionar a transposta de transformacoes lineares com o produto
escalar.

Se T:V — W é uma transformacao linear, entao

Tv-w=v-T'w I

para todo vetor v de V e para todo vetor w de W.

Temos que

(Tv)'w
W' Thw
= V(T'w)
v-T'w

Tv-w

onde usamos a proposicao anterior na primeira e na tltima igualdades.

. E

Agora vamos mostrar a relacdo entre isometrias e a transposta de
operadores lineares.

Proposicao 4.9

Seja R:V — V um operador linear. Entdo R é uma isometria se e s6 se
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Vimos no segundo capitulo, que R é uma isometria se e s se ela preserva
o produto interno, de modo que

Rv-Rw=v-w

para todos vetores v e w de V. Pela proposicdo anterior, essa condi¢do é
equivalente a
RRv-w=v-w

que por sua vez é equivalente a
(RRv-v)-w=0
para todos vetores v e w de V. Escolhendo w = R'Rv — v, segue que
IRRv—vl*=(R'Rv-v)-(RRv-v)=0
para todo vetor v, de modo que
RRv=v
para todo vetor v. Mas essa ultima condicdo é equivalente a

RR=1

B 0

Exemplo

O operador

~
1]

QOO N =
|

WD =1
|

W INWIN

€ uma isometria?

153



Introducio a Algebra Linear

Como

~

~

Il
0O N0 |

|
SN EINTN
W=D

|

|
WIS [N
|
=R DI
——
1
~

segue que T é uma isometria.

4.3 POSTO E ESCALONAMENTO

Vamos introduzir agora o denominado posto coluna de T, que é a dimensao
do subespacgo gerado pelas colunas de T, dado por

cT:dim[ch,...,cTn] I

e o denominado posto linhade T, que é a dimensdo do subespaco gerado pelas
linhas de T, dado por

Iy =dim[lyy,..., Iy |

Observe que estamos considerando as transpostas das linhas na definicao
do posto linha, pois vetores correspondem a matrizes coluna. O préximo

resultado mostra que o posto linha e o posto coluna coincidem com o posto
da transformacao.
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Seja T: V — W uma transformacao linear. Temos que aimagemde T é o
subespaco gerado pelas colunas

I(T) = [cr1,...,C7n]

e que o nucleo de T é o subespaco perpedicular ao gerado pelas linhas

N(T) = [l ]

Em particular, temos que

CT:iT:lT

Prova T

Para a primeira igualdade, temos que

I(T) {Tv:veV}

= {x;Te;+:--+x,Te,: x; cR}

= {xicr+-+XpCrn: X €ER}

= [er1.-- CTnl

onde {ep,...,e;} € a base ortonormal de V fixada. Para a segunda
igualdade, primeiro observamos que

/

lTll} l,Tl v

Ty = szl} _ sz' v
/

lrmv I,V

Como v pertence a N(T) se e s6 Tv = 0, segue entdo que v pertence a
N(T) se e s6 se v é perpedicular a cada linha de T, o que ocorre se e s se
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u-v=0paratodouc[l.,..., 17 |, pois como

_ 4! /
u= tllT1+"'+tm Tm
entao
u-v=np -+ +tymly,, v

pela bilinearidade do produto escalar.

A igualdade it = cr segue direto da primeira igualdade. Da segunda
igualdade e da Proposic¢do 3.15, segue que nr = dim V — Ir. Como temos
que dimV = nr+ ir, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, segue que
iT = lT.

B E

Considere

0
T=|1
1

N = =

2 3
11
3 4
Por um lado, temos que /;7 ndo é multipla de I, e também que

Iar=hr+bhr

de modo que I = 2. Por outro lado, temos que c¢; 7 ndo é multipla
de ¢, e também que

csT=—CiT+20T e cuT =-2C1T+307T

de modo que cr =2.
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Seja T: V — W uma transformacao linear. Temos que

N(T'T)= N(T) I

Em particular, temos que

iy =i =iy I
Prova: e

Por um lado, se v pertence a N(T), entdo

T'Tv=T0=0

de modo que v pertence a N(T'T). Por outro lado, se v pertence a N(T'T),
entdo T'Tv = 0. Logo

|ITv?=Tv-Tv=v-T'Tv=0

de modo que Tv =0, mostrando que v pertence a N(T).
A segunda igualdade, segue da primeira e do Teorema do Nucleo e da
Imagem, pois
npp+ipr=nr+ir

A terceira igualdade é consequéncia direta da proposi¢do anterior, pois

ir=cr=lp=irp

T c

Agora vamos apresentar um método para se determinar o posto de uma
matriz, denominado escalonamento. Uma matriz esta escalonada de cima
para baixo e da esquerda para direita ou simplesmente escalonada quando
o primeiro elemento ndo nulo, da esquerda para direita, de cada linha estd a
esquerda do primeiro elemento nao nulo da linha abaixo. Uma matriz esta

157



Introducdo a Algebra Linear

escalonada de baixo para cima e da direita para esquerda quando o primeiro
elemento ndo nulo, da direita para esquerda, de cada linha estd a direita do
primeiro elemento ndo nulo da linha acima.

A matriz

estd escalonada de cima para baixo e da esquerda para direita,
enquanto a matriz

3
T=12
1

NN O
w N o
s~ O O

estd escalonada de baixo para cima e da direita para esquerda.

Uma vez que a matriz estd escalonada é muito simples determinar o seu
posto.

Se T estd escalonada, entdo suas linhas ndo nulas sdo linearmente
independentes. Em particular, seu posto € igual ao niimero de linhas ndo
nulas. Além disso, se T é quadrada e estd escalonada, entdo T é invertivel
se e s0 se os elementos da diagonal forem todos ndo nulos.

Prova:
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Sejam {I11, I12,..., 74} as linhas ndo nulas de T. Escrevendo

hilpmi+ bl +---+ il =0
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como T estd escalonada, primeiro concluimos que #; = 0, depois que
t, = 0, e assim por diante, até f; = 0, mostrando que as linhas nao nulas
sdo linearmente independentes. Em particular, o posto linha de T é igual
ao numero de linhas nao nulas. Além disso, temos que T € invertivel se e
s6 se o posto de T é igual a dimensdao do dominio. Se T é quadrada, isso
ocorre se e so se o posto de T é igual ao ntimero de suas linhas. Se T esta
escalonada, pela primeira parte da proposicao, isso ocorre se e sO se suas
linhas sdo todas nao nulas. Por sua vez, isso ocorre se e so se os elementos
da diagonal forem todos ndo nulos. De fato, por um lado, se alguma
linha for nula, entdo o elemento da diagonal dessa linha é nulo e, por
outro lado, se algum elemento da diagonal for nulo, todos os elementos
da diagonal das linhas abaixo também sdo nulos, pois T esté escalonada,
de modo que a tltima linha é nula.

. 0

A seguir apresentamos os passos do denominado escalonamento de cima
para baixo e da esquerda para direita de uma matriz [; j] .

1) Inicie com [ sendo a primeira linha.

2) Ignore as linhas acima de /.
3) Localize a coluna ndo nula mais a esqueda, digamos c;.

4) Se t; =0, troque a linha [ pela primeira linha abaixo tal que, ap6s
a troca, fi; #0.

5) Deixe a linha [/; inalterada e substitua cada linha [/; abaixo pela
linha .
Li-—L1
Ir i
6) Volte para o passo 2, agora com [f;j]», sendo a nova matriz obtida
apos os passos 4 e 5 e trocando /i pela linha abaixo, e repita todos

0s passos seguintes.
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Vamos escalonar a matriz
00 3 3
02 2 2
01 2 3

Iniciamos com a linha /;. A coluna ndo nula mais a esquerda € a
segunda coluna. Como ;> = 0, efetuamos entdo a seguinte troca
Iy < Iy, pois I, é primeira linha abaixo de [; tal que, apés a troca,
t12 # 0, de modo que obtemos

o © O

2
0
1

N W N
w w N

Agora vamos deixar a linha [; inalterada realizar as seguintes
substituicoes

too 0
b—-L-—hL=0L--1
2 2 l‘121 2 21
e também , )
32
Iz—l3——l=13—-1
3 3 l‘121 3=5h

de modo que obtemos
02 2 2
00 3 3
001 2

Agora passamos para a linha [/, e ignoramos as linhas acima, no
caso apenas a linha /;. A coluna ndo nula mais a esquerda é a
terceira coluna. Como f3 # 0, vamos deixar a linha [/, inalterada
e realizar a seguinte substituicao

133 1
by by By — -2
3 3 t232 3 32
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de modo que obtemos

S O O
o onnN
S W N
o\

que agora estd escalonada.

No préximo resultado, vamos ver que os passos 4 e 5 podem ser realizados
pelo produto por matrizes pela esquerda, denominadas operagoes com linhas.
Se a matriz identidade é dada por

[lk - li]mm =

enquanto a matriz obtida de I substituindo-se sua linha i por sua linha i

161



Introducio a Algebra Linear

menos s vezes sua linha k é dada por

(i = li = slilmm =

Proposicao 4.13

Se

entao
I
Iri

[lk g li]mmT =
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e
I
Itk
(i = 1= sl lmmT =
Iri —slri
le
Temos que

, — ..

Para a primeira igualdade, temos que

€
/
€
: [ ¢rt1 ' CrTn ]=
/
€k
| e,
de modo que
hi
Ii1
[lk - li]mmT =
k1
L tml

!

€,Cr1
/

eich

/
echl

/
| €,,CT1

lin

Tkn

tmn p

/
/

/

/
emCTn p
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[ CT1

de modo que

(i = li = sllmm T =

Para a segunda igualdade, temos que

CTn ]:

1
k1

li1 — Stk

164

Exemplo

Im1

/
€,C11

!
echl

/ /
eich - SekCTl

/
€nCr1

ln
lkn
lin — Stkn

tm n

/
€,CTn

/

/ /

!
€nCTn

I
Itk

Iri —sltk

le

No exemplo passado, escalonamos a matriz

Nossa primeira operacdo com linha foi efetuar a seguinte troca
Iy < I, que pode ser obtida através do produto pela esquerda pela

o © O

0
2
1

NN W
w NN w
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matriz
10
(H<bLl=|1 0 0
01
De fato, temos que
010 0 0 3 3 02 2 2
1 00 02 2 21|=1020 3 3
0 01 01 2 3 01 2 3

Nossa segunda operacdao com linha ndo trivial foi efetuar a
substituicao I3 — I3 — %ll, que pode ser obtida através do produto
pela esquerda pela matriz

(3= l3—3h]=

NI—= O =
oS = O
- O O

De fato, temos que

1 00 02 2 2 0 2 2 2
010 003 3|=]0033
101]lo123 001 2
Finalmente, nossa terceira operacdo com linha ndo trivial foi

efetuar a substituicao Iz — I3 — %lg, que pode ser obtida através do
produto pela esquerda pela matriz

1 00
[l3—Il3—3bl=|0 1 0
1
0 -1 1
De fato, temos que
1 00 022 2 022 2
0 10 003 3|=|l00233
0 -3 1Jloo 12 0001
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Denotando
L=[l3—l—3bllls— l3—311[h < k]
temos que
0 10
L= 1 00
1 _1
-3 73 1
de modo que
0 0 3 3 02 2 2
Lo 2 2 2|=1020 3 3
01 2 3 0 0 01

Podemos sempre inverter as operacdes com linhas e suas inversas
também sao operacdes com linhas.

Temos que

U < Ll == Lilmm

e que

[ — L= sll i = i = Li+ Sl m

Prova: ..

A demonstracao é imediata das definicoes.
EE 00 -

O resultado acima garante que o processo de escalonamento nao altera
algumas propriedades importantes de uma matriz, como o seu posto.
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Se L é um operador linear invertivel, entao o sistema

Tv=">b

é equivalente ao sistema

LTv=Lb I

Em particular, temos que

N(T)=N(LT) I

A primeira parte da proposicado é imediata. A segunda parte segue do fato
de que

NI ={v:Tv=0={v:LTv=1L0=0} = N(LT)

e do Teorema do Nucleo e da Imagem, pois

I’lT+iT =nrr+ iLT

. 0

A seguir apresentamos os passos para determinarmos a inversa de uma
matriz T quadrada invertivel.
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1) Justaponha a matriz identidade de mesmo tamanho apo6s 7.

2) Cada operacao linha aplicada a primeira matriz também deve ser
aplicada a matriz justaposta.

3) Escalone de cima para baixo e da esquerda para a direita,
transformando a primeira matriz numa matriz escalonada.

4) Escalone de baixo para cima e da direita para a esquerda,
transformando a primeira matriz numa matriz diagonal.

5) Troque cada linha I1; pela linha %ln, transformando a primeira

matriz na identidade, de modo que a matriz justaposta sera a
matriz inversa de T.

O passo 5 acima também pode ser realizado pelo produto de operacdes
com linhas. Se a matriz identidade é dada por

a matriz obtida de I a partir da substituicao da sua linha i por s vezes sua
linha i é dada por

€

(i = slilmm = Se;-
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Se
entao
I
(i = slilmmT = | slr;
Temos que

Segue entao que

/
€

/
se;

[ CT1

/ — f..
e;Crj = lij
e\ c
1671
_ /
crn | = | seien
el
| mCTl

/

seicrn

/
emCTn J
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de modo que
o - g ] [ I
Ui = slilmmT = | stin -+ Stin | =| slr
| Imi = Imn ) | le )

N =

Finalizamos o capitulo, observando que os passos acima produzem
realmente a matriz inversa de uma dada matriz quadrada invertivel. De fato,
se Lz é produto das operacoes com linhas aplicadas no passo 3 e T é uma
matriz quadrada invertivel, entdo L3T é uma matriz quadrada escalonada
invertivel, de modo que os elementos da diagonal sdo todos nao nulos. Logo,
se L, é produto das opera¢des com linhas aplicadas no passo 4, entdo Ly L3T é
uma matriz quadrada diagonal invertivel com os elementos da diagonal todos
ndo nulos. Finalmente, se Ls é produto das operacoes com linhas aplicadas no
passo 5, entao

LsLyL3T =1

de modo que
LsL4LsI=T7!

Para obter a inversa da matriz

{31

3 4

primeiro justapomos a matriz indentidade ap6s T, de modo que

obtemos
1 2

3 4

10
01

Em seguida escalonamos a primeira matriz de cima para baixo e da
esquerda para direita, através da substituicao I, — I, —31;, de modo
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1 2
0 -2

que obtemos

1 0
0 -2
Finalmente, transformamos

obtemos

Segue entao que

1 0
-3 1

Depois escalonamos a primeira matriz de baixo para cima e da
direita para esquerda, através da substituicao /; — [, + I3, de modo

-2 1
-3 1

a primeira matriz na matriz
identidade, através da substituicao I, — —%lg, de modo que

[10‘—2
3
01| 3

Matrizes

4.4 EXERCICIOS

1) Determine a matriz do operador T de R? ou de R® na base canénica e
decida se T é projecao, reflexdo ou nilpotente. Decida também se T é uma

isometria.

a) Se T(x,y) =(—-x—2y,). g)

b) Se T(x,)) = 5(9x+3y,3x+y).
c) Se T(x,y)=(x+1y,0). .
d) SeT(x,y)=(—x+y,—x+Y). D
e) SeT(x,y)=

$(-4x-3y,-3x+4y). )

f) Se T(x,y)=Q2x+4y,—x-2y).

SeT(x,y,z)= %(2x,y+z,y+z).

Se T'(x,y,2) =(x,2,¥).

Se T'(x,y,2) =
(x+y+2z,—x—y+2z,0).
Se T'(x,y,2) =

F(=X+2y+2,x+Yy+22,2X—y+2).
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2) Lembrando que a derivada primeira de p(x) = ao + a1 x + a,x*> é dada por
p'(x) = a1 + 2ayx e a derivada segunda é dada por p”(x) = 2a,, determine
a matriz do operador T de P, na base canonica e determine N(T).

3)

4)

5)

172

a) Se T é o operador de derivacao,
onde

Tp=p.

b) Se T é o operador de Euler, onde
Tp=x?p" +xp —4p.

c) Se T é o operador de Hermite,
onde

Tp=p"-2xp'+4p.

Relembrando que

d) Se T é o operador de Laguerre,

onde

Tp=xp"+(1-x)p'+2p.

e) Se T é o operador de Lagrange,

onde

Tp=(1-x>)p"-2xp +2p.

f) Se T ¢

(0]

operador de

Tchebychev, onde

Tp=Q10-x2)p"—xp' +4p.

Ré‘vz(v-u)uﬂ-(v—(v-u)u) cosO + (v x u) senf

determine as matrizes dos operadores R,

e

1 Rg2 e Rg3 na base candnica do

R3, denominadas matrizes de rotacéo nos eixos coordenados.

(Abstrato) Dada uma base B de V, mostre que v-w = v'w define um
produto interno em V tal que a base B é ortonormal.

Determine a dimensédo de [v;, V2, v3] e decida se {vy, 17, v3} € linearmente

independente.
VT = (1)0)1) 4]
a4 v = (=1L,1L,0) ¢ § v
v3 = (0,2,2) U3
nn = (L,LD V1

b) Up = (_]-) ]-)0) d) %]
vy = (0’2)2) U3

(1,1, 1)

(_]-) ]-; _2) e)
(1,7,-2)
(1,1, 1

(_]-) 1) _2) f)
(-10,-2,-12)

= (1,1,1)

= (-1,1,-2)

= (-10,-2,-14)
= (2,1,-2,-2)
= (-3,-2,2,-1)
= (0,-1,-2,-8)



6) Determine o posto e nucleo de T.

a)

-1
-3

b)

-3

2 1
-2
0 -1
-1
-2
2 0

2
—4

1
-6

[ 1
0

c) 1
0
[ 1
2

d |3
4

7) Encontre a solucao geral do sistema Tv = b.

a) T=

b) T=

c) T=

d T=

W~ NNO

3
2
1

0

1

-1

W = N

1

1 0
| -1 2

I R\ )

[ 1
0
| 3

w o N

-1

(==l \S]

-1 ]
-1
—2 |

L]
1
0]

8) Determine ainversade T.

a) T=

b) T=

0]

N =

c) T=

d T=

v
[a—

o = O
QG = W

\S)

|
N W — N

= W S = DN W

Matrizes

9) (Abstrato) Mostre que T € invertivel se e s6 se T’ for invertivel e também

que neste caso (T') ™' = (T~

l)/.
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10) (Desafio) Considere R uma isometria linear de um espaco de dimensao

dois.
rni rnme ~
a) Mostre que se R = [ , entao
21 T22
2 2 _ _ 2 2
r121 + r221 1 r122 + r222
mtinp = 1 = 1+715

Dica: Calcule R'R e depois RR'.
2

; : — 2 4 2 _ 2
b) Use o item anterior para mostrar que Iy, =T € também que 11 =T
de modo que existe um angulo 0 tal que ry; = 122 = cosf e também
que rp; = +r12 = senf.

¢) Conclua que R é o produto de uma reflexao por uma rotacao.

11) (Desafio) Considere um modelo onde a varidvel explicada y depende
linearmente de k varidveis explicativas, de modo que

y=Pp1x1+Poxo+- -+ Prxp +€

onde as constantes f,..., Bx sdo desconhecidas e € é um erro aleatério.
Ap6s realizarmos n medicoes, obtemos

N X11 X12 X1k

)2 X21 X22 X2k
y = . 1} X1 = . ) Xo = . y ceey Xk =

Yn Xn1 Xn2 Xnk

No denominado Método dos Minimos Quadrados as constantes f,..., B
deconhecidas, sdo estimadas por constantes by,...,br, que devem ser
escolhidas de modo que o denominado vetor dos erros amostrais, dado
por

e=y—(bixy1+byxp+--+ brxy)

tenha a menor norma possivel, o que ocorre quando by x1+ba X2+« -+ b Xx
é a projecao ortogonal de y sobre [x1, X2,..., X¢], ou seja, quando o erro e é
ortogonal a cada vetor de {x;, X2, ..., X}

a) Mostre que e =y — Xb, onde

X:[XI Xo - xk] e b/:[ bl b2 bk]
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b) Verifique que, se e é ortogonal a cada vetor de {x1, xp, ..., Xk}, entdo
X'Xb=X'y
c) Mostre que, se X tem posto k, entdo X'X é invertivel, de modo que
b=X'X)"'X'y

d) Verifique que a matriz Py = X(X'X)~! X’ é uma projecao.
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CAPITULO

AUTOESPACOS

Vimos que nao é muito fécil obter as poténcias de um matriz quadrada T, pois
geralmente o produto de matrizes ndo é muito simples. Entretanto, essa tarefa
se torna muito mais simples quando a matriz é diagonal

Além disso, se os elementos da diagonal sdo todos ndo nulos, através da
féormula acima, podemos considerar poténcias negativas de D, enquanto
que, se os elementos da diagonal sdo todos positivos, podemos considerar
poténcias de D com expoentes reais quaisquer.
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Considere
100
D=[0 40
009
Segue que
1 0 0 100
D*=|0 16 0 e D= 10
0 0 81 00 3
e também que
o [too S [r o0
Di=[0 2 0 e Di=[0 1 0
003 00 3

O principal objetivo desse capitulo é desenvolver ferramentas para que,
em muitos casos, possamos obter as mesmas facilidades nos célculos, mesmo
que a matriz ndo seja diagonal.

5.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dado um operador T de V, o escalar A é denominado um autovalor de T,

quando
Tv=Av I

para algum vetor v nao nulo, que é denominado um autovetor de T associado
al.
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1) Se

1
D=1]0
0

O O
© O O

entdo A =1 é autovalor de D, pois e; é um autovetor de D associado
aA=1,umavezque
Del = 161

Da mesma forma, A = 4 é autovalor de D, pois e, é um autovetor de
D associado a A =4, uma vez que

Deg = 462

e também A = 9 é autovalor de D, pois e3 é um autovetor de D
associado a A =9, uma vez que

De3 = 963
2) Se
2 00
D=0 2 0
0 0 4

entdo A =2 é autovalor de D, pois e; é um autovetor de D associado
aA=2,umavezque
D€1 = 261

Observe que e, também é um autovetor de D associado a A = 2,
uma vez que
Dey=2e)

Além disso, A = 4 também € autovalor de D, pois e3 € um autovetor
de D associado a A =4, uma vez que

D63 = 463
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3) De modo mais geral, se

A 0 - 0
0 A, - 0
D=1 . . . )
0 0 - Ay

é diagonal entdo A; é autovalor de D, pois e; é um autovetor de D
associado a 1;, uma vez que

De;=A;je;

4) Se P é a projecao Pl"}/ , entdo todo vetor ndo nulo u de U é um
autovetor de P associado ao autovalor A = 1, pois

Pu=u=1u

enquanto todo vetor nao nulo w de W é um autovetor de P
associado ao autovalor A = 0, pois

Pw=0=0w

5) Se R é a reflexdo RV, entdo todo vetor ndo nulo u de U é um
autovetor de R associado ao autovalor A = 1, pois

Ru=u=1u

enquanto todo vetor nao nulo w de W é um autovetor de R
associado ao autovalor A = —1, pois

Rw=-w=-1w




Autoespacos

Dado um operador T de V e um escalar A, o conjunto

VI ={v:Tv=A7v} I

é denominado o autoespaco de T associado a A.

Temos que V;LT é subespaco e que A é autovalor de T se e s6 se VAT é nao
nulo. Além disso, temos que VOT €é onucleo N(T).

Prova:

A demonstracao é imediata das definicoes.

B 000 -

1) Se
1 00
D=10 4 0
0 0 9
entao
VP =1ley), VP=les, VL =les
2) Se
2 00
D=0 2 0
0 0 4
entao
VP =ler,es]l eV =les]
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3) Se P é aprojecdo PV, entdo

vP=Uu e Vi=w

4) Se R éareflexdo R}, entdo

VE=Uu e VE=w

5.2 SIMETRIA E ORTOGONALIDADE

Vamos utilizar o conceito de autoespaco para caracterizar quando projecoes
e reflexdes sdo ortogonais. Uma matriz T é denominada simétrica quando

T'=T

1) Matrizes diagonais

A1 O 0

0 A 0

D= .

0 O An
sao simétricas
2) Temos que

1 -2
r-| 5

é simétrica.
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O préximo resultado estabelece uma caracterizacdo da simetria de uma
matriz através do produto interno e sem utilizar a transposta.

Temos que T € simétrica se e so se

Tv-w=v-Tw I

para todos os vetores v e w.

Ja sabemos que

Tv-w=v-T'w

para todos os vetores v e w. Por um lado, se T é simétrica, é imediato
que vale a férmula do enunciado. Por outro lado, se vale a férmula do
enunciado, temos que

Tv-w=v-Tw=Tv w
de modo que
(Tv-T'v) - w=0

para todos os vetores v e w. Para todo vetor v, escolha w = Tv—T'v, de
modo que
|ITv-T'v*=(Tv-T'v)-(Tv-T'v) =0

Logo Tv— T'v =0, para todo vetor v, de modo que T = T".

. =

Agora vamos apresentar a relacdo entre simetria de matrizes e
ortogonalidade de subespacos.
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Proposicao 5.3

Seja T uma matriz simétrica. Se A # , entdo VAT e VMT sao ortogonais.

Prova: B

Considere vy um vetor de VAT e também v, um vetor de VMT. Temos que
mostrar que v, e vy sdo ortogonais. De fato, temos que

Ay - vy) Avy-vy
= Tvy-vy
= Ty,
= vy pY
= wuwwyr-v)

de modo que
A-wp-vy)=0

Se A # u, entdo vy - v, = 0.

L 0

O préximo resultado caracteriza quais das projecoes sdo ortogonais.

Seja P = Pl"}/ uma projec¢do. Entdo P é ortogonal se e s6 se P for simétrica.

Prova:

Por um lado, se P é ortogonal, entdo U e W sdo ortogonais. Considere
v, Vg vetores de V e escreva v = u+ w e também vy = ugy + wy, onde u, uy
pertencem a U, enquanto w, wy pertencem a W. Temos entao que
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Pv-vgy = u-(ug+ wp)
= U-UyptU Wy

U-ug+w-u

(u+w)-uy

v-Puy
mostrando que P é simétrica, onde usamos na terceira igualdade que
u-wy=0=w-uy
Por outro lado, se P é simétrica, como 1 # 0, entdo
vP=U e Vi=w
sdo ortogonais, mostrando que P € ortogonal.

B E

Finalmente, o resultado que caracteriza quais das reflexdes sdo ortogonais.

Proposicao 5.5

Seja R = R[V]V uma reflexao. Entao R é ortogonal se e s6 se R for simétrica.

Por um lado, se R é ortogonal, entdo U e W sdo ortogonais. Considere
v, vy vetores de V e escreva v = u+ w e também vy = uy + wyp, onde u, uy
pertencem a U, enquanto w, wy pertencem a W. Temos entao que

Rv-vg = (u—w)-(ug+ wp)
= U-UtU Wy—W-Uy— W Wy

U-Uy—U-Wo+ W-Uy— Ww-wy

(u+ w) - (up — wop)

v-Ruyy
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mostrando que R é simétrica. Usamos na terceira igualdade que

u-wy=0=—-u-wy e —w-uy=0=w-uy

Por outro lado, se R é simétrica, como 1 # —1, entao

VE=Uu e VE=w

sdo ortogonais, mostrando que R é ortogonal.

1) Considere T :R3 — R3, dada por

2x—-y—2z —x+2y—-2z -2x-2y-z
T(x,y,2)= Y ) a— Y )
3 3 3
Entdo T é uma projecdo ou uma reflexdo? Ela é ortogonal?

Devemos primeiro obter a matriz de T na base {ej, ez, e3}, que €
dada por

[
T[N

2
T:[ T€1 Tez T€3 ]: —%
3

Agora é facil verificar que T2 = I, mostrando que T é uma reflexao,
e tambpem que T’ = T, mostrando que é uma reflexdo ortogonal.

2) Considere T :R3 — R3, dada por

X+y+2z x+y+2z x+y+2z

T(x,v,2) = ) ,
(x,5,2) 6 6 3

Entdo T é uma projecdo ou uma reflexdo? Ela é ortogonal?
Devemos primeiro obter a matriz de 7 na base {e}, e», e3}, que é
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dada por

T:[Tel Teg Teg]:

W=D ==
WO = | —=

W= =0 [~

Agora é facil verificar que T? = T, mostrando que T é uma projecao,
e também que T’ = T, mostrando que é uma projec¢ao ortogonal.

5.3 DIAGONALIZACAO

Uma matriz T é denominada diagonalisdvel, quando ela é conjugada a um
matriz diagonal D por uma matriz S, de modo que

T=8DS™! I
STITS=D I

Quando T é diagonalizavel, o calculo das suas poténcias é essencialmente tao
facil quanto o célculo das poténcias de D.

Se
T=SDS™! I
Tk = spks! I

ou equivalentemente

entao

187



Introducio a Algebra Linear

Prova: T

Quando k = m é um inteiro positivo, temos que

™ = (SDS™H™
= (SDSH(SDSH(SDS™---(SDSTYH(SDS™Y)
= SDS'SDESIS)DS -9 D(STIS)DS !
= SDIDIDI---IDIDS™!
= SD™§™!

O caso em que k = —m é um inteiro negativo s6 existe se os elementos da
diagonal de D forem todos ndo nulos. Nesse caso, como

T'=psHt=sp 5!
segue que

™™ = (T™H™
— (SD—IS—I)m
= s Hms!
= Sp™ms!

onde a primeira e quarta igualdades seguem das definicdes e a terceira
igualdade segue do que vimos acima no caso em que k é um inteiro
positivo. A féormula para o caso em que k é um namero real qualquer é
uma definicao e s existe se os elementos da diagonal de D forem todos
positivos.

E .

Considere a progressdao de Fibonacci, onde os dois primeiros
termos sao iguais a 1 e os préximos termos sao sempre dados pela
soma dos dois termos anteriores, de modo que

f():]-)fl = 1,f2:2yf3:3;f4:5,]%:8»---;fn+2:fn+l+fn;---
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Denotando

In
fn+1

Wn:

01
€ T‘[ 1 1]
temosque

wy=Twy, wr=Tw;= Tz wy, w3=Tw,= T3 Wwo,

de modo que
wy, =T"w

Se conseguirmos determinar uma férmula para T”, obtemos uma
féormula para w, e consequentemente uma férmula para o termo
geral f,. Para isso, precisamos saber diagonalizar T.

Suponha que exista {v1,..., v;} umabase de autovetores de T de V. Entao
a matriz

S:[ vy e Un]

na base ortonormal {ey, ..., e,} possui inversa e

onde

paratodoie€{l,...,n}.
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Prova: N

Como {vy,...,v,} é uma base de V, temos que o posto de S é igual a
dimensao de V, de modo que S possui inversa. Além disso, temos que

TSe;=Tv;=A;jv;=A1;Se;

de modo que
S_l TSe,- = AiS_ISei = Aiei

Segue entao que

STITS = [ S'TSe; -+ S7'TSe, |
= [ Alel Anen ]
A - 0
0 - A,

. E

Considere

1
r=| ] ]

1

Temos que {v;, v»} é uma base de autovetores de T, com

1 1
vl:[/ll ¢ Uz:[/h]
onde J3 Y
1++v5 1-v5

AII > e /122 >

sao tais que

M+l =1 e A =-1
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De fato, ndo é dificil verificar que
Ty :/11121 e TUZZAZUZ

Segue entao que

T"=8D"S!
onde
1 1 A0 i 1 [ A 1 ]
S= , D= , ST =
A1 A [ 0 A ] A=Az A -1

Segue entao que

Tn

1 [ A =ATA APTIA - AT,
-l AT-AD ATT-ART

Usando que
AM+A=1 e MAz=-1

é possivel mostrar que

w, = T'wy
- L[
M=y | AT =A%
onde
_| S _ |1
Wn= Jfn1 S [

Segue entdo que o termo geral da progressao de Fibonacci é dado

por
n+l _ qn+l
_ /11 /12

fn= A= Ao

A questdo de como encontrar os autovalores e autovetores de uma dada
matriz T serd respondida apenas no ultimo capitulo. De fato, nem toda matriz
possui uma base de autovetores, como por exemplo a rotacao pelo angulo reto
no plano. O préximo resultado, denominado Teorema Espectral, garante que,
se a matriz for simétrica, sempre existe uma base ortonormal de autovetores.

191



Introducio a Algebra Linear

Existe {u,,..., uy} uma base ortonormal de autovetores de T de V se e s6
se T for simétrica. Nesse caso, a matriz

R:[ Uy - un]

na base ortonormal {e;,..., e,;} € uma isometria e

onde

paratodoie€{l,...,n}.

Prova: _ .

Por um lado, se existe {u,..., 4;} uma base ortonormal de autovetores de
T, pela proposicao anterior, temos que

RITR=D

Como {uy,...,u,} é ortonormal, ndo é dificil mostrar que R é uma
isometria, de modo que R1=PR. Logo,

R'TR=D

de modo que
T = RDR'

é claramente simétrica. Por outro lado, se T é simétrica, vamos provar
por indugdo na dim V' que existe uma base ortonormal de autovetores de
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T. Se dimV =1, todo vetor nao nulo é autovetor de T, de modo que {u;}
é uma base ortonormal de autovetores de T, desde que u; seja unitdrio.
Agora suponha, por hipotese de inducao, que o caso dimV = n—1 j4 foi
provado e vamos provar o caso dimV = n.

b

251

SH

Considere u, um autovetor de T unitdrio, que sempre existe se T é
simétrica, o que é demonstrado no apéndice. Ja sabemos que dimu; =
n— 1. Vamos verificar que podemos restringir T ao espago u;;. De fato,
temos que v pertence a u;; se e s6 se v- u, = 0. Como T é simétrica, segue

que
Tv-u, = v-Tuy,

= U'/’l,nu”

= An(v-uy)

=0

mostrando que T v também pertence a u,J; Mas a restricdo de T ao espaco
uﬁ permanece simétrica, pois

Tv-w=v-Tw
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para todos os vetores v, w de V e, em particular, para todos os vetores

v,w de u# Pela hip6tese de indugdo, existe uma base ortonormal

de autovetores {ui,...,u,_1} da restricio de T a u‘:. Segue entio
n
que {uy,...,Uy—1, Uy} € um conjunto ortonormal de autovetores de T e,

portanto, uma base de V.

EE :

1) Considere

T(x,y,2) = (4x—5z,—-3x+y —32,9z)

N 1 .. .
Quais sdo as coordenadas de T'2(x, y,z)? Primeiro determinamos a
matriz de T, dada por

4 0 -5
T=[Ter Te, Tes |=| -3 1 -3
00 9

Temos que {v;, V2, 3} € uma base de autovetores de T, com
0 1 -1
V1 = 1 , Uy = -1 , V3 = 0
0 0 1
pois nao € dificil verificar que
TV1: 1, TV2:4U2, TU3:9V3

Segue entao que

T: = SD2§7!
2 0 -1
= | -1 1 -1

00 3
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1 00 0 -1
D=]0 401, S=|1 - 0], St=
0 0 9 0 1
Logo

T?(x,y,2) = (2x-2z,—x+y—-2,3z)

Autoespacos

S =

2) Considere

43 28 20
28 49 8

20 8 25

T=

base ortonormal de autovetores de T, com

Logo, a primeira entrada de T'%% é dada por

910003 49710001 +811°°°§

Qual é a primeira entrada de T'°°°? Temos que {u1, uy, us} é uma

2 _1 _2
= —% o U= % , U= —%
K] 3 3
pois nao é dificil verificar que
Tu1 :9u1, Tu2:27u2, Tu3:81u3
Segue entao que
TlOOO — RDlOOOR/
onde
9 0 0 z 1 -z
D=|0 27 0 e R= _g % _%
0 0 81 -5 —%5 —3
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Vamos finalizar essa secio mostrando que toda matriz invertivel pode

ser escrita como o produto de uma matriz simétrica por uma isometria,
conhecido como Decomposicéo Polar.

Se T é invertivel, entao
T=SR

onde S é simétrica e R é isometria.

Prova:

Proposicdo 5.9: Decomposicao Polar —

Como TT' é simétrica, pelo Teorema Espectral, ela pode ser
diagonalizada. Temos que todos os autovalores de T T’ sdo positivos. De
fato, se v é um autovetor unitario de T T’ associado ao autovalor A, temos
que

A = Alv-v)
v-Av
v-TT v
T'v-T'v
= 0

Além disso, como T é invertivel, entdao TT’ é invertivel, de modo que
nenhum dos seus autovalores pode ser nulo. Entdo podemos definir
S=(TT' )%, que é simétrica e invertivel. Definindo-se R = ST, segue
que T = SR e que

RR = S't7's™!
= I

mostrando que R é isometria.

B 0
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5.4 CONICAS

As coOnicas sao definidas classicamente como a intersecao de um cone com
um plano. Entre as conicas mais famosas, estdo as elipses, que incluem os
circulos, e as hipérboles. As conicas também podem ser vistas como o lugar
geométrico dos pontos do plano satisfazendo alguma propriedade em relacao
a distancia, como o circulo, que é o conjunto dos pontos que possuem a
mesma distancia, denominada raio, a um dado ponto, denominado centro.
Na geometria analitica, essas propriedades sdo traduzidas em termos de
equacoes quadraticas.

1) Uma elipse centrada na origem com eixos de simetria dados
pelos eixos coordenados horizontal e vertical é o conjunto dos
pontos (x, y) do plano, satisfazendo

com raio horizontal a e raio vertical b.

CE

-b

No caso particular em que a = b = r, obtemos o circulo
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centrado na origem de raio r, que satisfaz

x2 y2
—2+—2:1
r r

que é equivalente a

2) Uma hipérbole centrada na origem com eixos de simetria dados

pelos eixos coordenados horizontal e vertical é o conjunto dos
pontos (x, y) do plano, satisfazendo
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De modo mais geral, dado um operador T de V, a denominada cénica

dada por T é o conjunto dado por

Cr={v:v'Tr=1} I

No espaco R3, aparecem os denominados elipsédides e hiperboldides.
pa¢ p p

1) Considere

{,12
1
0 4

1
- 0
E= |

x2 y2

a? b?

é 0 X
0

y

[x ¥] 1

de modo que

2 yz
Cg = {(x,y):§+ﬁ:1}

A elipse do exemplo anterior € a conica Cr dada por E, uma vez que
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2) Considere
L0
H=| ¢4
Ky
A hipérbole do exemplo anterior é a conica Cy dada por H, uma

vez que

xZ yZ

a? b?

x
y

Q

ERI

de modo que

As coOnicas com eixos de simetria dados pelos eixos coordenados

associados a base ortonormal {ey, ..., e,;} sdo denominadas conicas candnicas
e dadas por matrizes D diagonais, como nos exemplos do plano acima vistos
acima. Se aplicarmos um movimento rigido R a conica Cp, vamos obter uma
nova cOnica, dada por

RCp={Rv:v'Dv=1}

com eixos de simetria dados pelos eixos associados a base ortonormal

{Rey,...,Rey}.

Proposicao 5.10

Se R é uma isometria, temos que

RCp = Crprr I
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Escrevendo w = Rv, temos que v = R'w, pois R é uma isometria, de modo
que

RCp = {Rv:v'Dv=1}
= {w:(Rw)DR'w=1}
= {w:wW'RDRw=1}

= Crpr

B =

Considere
i ]
1
1

Temos que a conica dada por D é a elipse candnica dada por

S ol

o]

x2 y2
CD:{(X,J/):?-FZZI}

com raio horizontal igual a 3 e raio vertical igual a 2.

RCp

Cp
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A rotacao anti-hordria por 45 graus é dada pela matriz

V2o V2
R = 2 2
V2oooV2
2 2

de modo que RCp, é a elipse com eixos de simetria dados pelos eixos
associados a base ortonormal

u =

SN
o
S
|

Essa é a conica dada por
RDR' = [
de modo que

13 10
RCp = Crppr = {(x,y) : i(xz +y%) - =Xy = 1}

pois
13 5
= - X 13 10
X 5 = —xP+yH-—=x
[ y ][ 752 —g y 72 y 72 y

Como consequéncia do Teorema Espectral, vamos mostrar que toda
conica pode ser vista como o movimento rigido de uma conica canonica.

Para isso primeiro precisamos mostrar que podemos sempre trabalhar com
matrizes T simétricas.

Proposicao 5.11

Temos que

Cr= C%(T+T’) I
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Prova: TS

Basta observar que

/]‘ / 1 !/ 1 ! !
UE(T+T)U —vTv+£vTv

2
]‘ ! 1 !/
= —vTv+-vTv
2 2

= VTv

A proposicao seguinte mostra como podemos utilizar a diagonalizacao de
uma matriz simétrica para desenhar sua conica como o movimento rigido de
uma conica canonica.

Seja T é simétrica. Entdo

Cr=RCp I

onde

R:[ u - un]

com {uy,..., U} sendo uma base ortonormal de autovetoresde T de V e

onde

paratodoi€{l,...,n}.
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Prova:

O Teorema Espectral garante a existéncia da base {u;, ..., u,}. Segue entao
que T = RDR’, de modo que

Cr=Cgrpr = RCp

B 0 :

A conica dada por
o 1
=1 5]
5 0
é dada por
Cr={(x,y:xy=1}
pois
0 117 «x
x 2 =X

Para desenharmos C7, primeiro observamos que {u;,u,} € uma
base ortonormal de autovetores de T, onde

V2

up = \;i e Up =
2

!
SR

pOiS nao é dlfiCll veriﬁcar que
T = —1 T = _—1
u u e u u
1 2 1 2 2 2

Segue entao que

Cr=RCp
onde
V2o V2 L 9
S A BN
2 2 2
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Temos entdo que a conica Cr é a rotacao anti-hordria por 45 graus
da hipérbole candénica dada por

x2 yZ
= V) i——-——=1
Cp {(xy) > 5 }

Cr

Cp
5.5 EXERCICIOS
1) Resolva os itens abaixo.
[ 1 0 O
a) AmatrizD=| 0 -1 0 [ éprojecdo oureflexdo?
| 0 0 1
[0 0 O
b) AmatrizD=| 0 1 0 | éprojecdo ou reflexao?
| 0 0 1
A 0 O
¢) Determine todas as matrizes da forma D = 0 A, O que sao
0 0 A3

projecoes e também todas as que sdo reflexdes.
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2)

3)

206

d) Quais sdo o possiveis valores dos escalares {A1,...,A,} para os quais a
A - 0
matrizD=| : ., : | éuma projecdo?E reflexao?
0 - Ay

Um dos resultados mais importantes da mecanica dos sélidos é que
a tensdo (forca por unidade de area) num dado ponto de um corpo
sélido e no plano ortogonal a um dado vetor unitario u é dada por Tu,
onde T é um operador linear simétrico denominado tensor das tensoes.
Em geral, a tensdo Tu tem componentes normal e tangencial ao plano
ortogonal a u. Quando Tu possui apenas componente normal, o vetor
u é denominado dire¢do principal e é um T-autovetor associado a um
T-autovalor, denominado tensdo principal. Verifique que {v;, vz, v3} sao
T-autovetores e determine quais sdo as respectivas tensoes principais
{A1,A2, A3}

[ 18 6 6 ]
a) SeT = 6 21 0|,
| 6 0 15 |
v =02,-1,-2), v, =(-1,2,-2), v3=(-2,-2,-1).
[ 16 0 2 ]
b) SeT = 0 14 2|,
| 2 2 15 |
v =(-1,-2,2), 1, =(2,-2,-1), v3=(-2,-1,-2).
[ 6 2 2
c)SeT=]25 0], 1n=2-2,-1),v,=(-1,-2,2), v3=(-2,-1,-2).
2 0 7

(Abstrato) Resolva os itens abaixo.

a) Mostre que T é uma isometria simétrica se e s6 se T é uma reflexdao
ortogonal.

b) Verifique que a matriz Px = X(X'X)~! X’ é uma projecdo ortogonal.
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4) Determine se T é projecdo ou reflexdo e se é ortogonal.

a) SeT(x,y,2)=(x,2,¥).

b) Se T'(x,y,z) = é(x—4y—8z,—4x+7y—4z,—8x—4y+z).
c) SeT(x,y,2)=(—x—-2y,y,2y — z).

d) SeT(x,y,z2)= %(—x+2y+z,x+y+2z,2x—y+z).

e) SeT(x,y,2)=(=y,y,—x—y+2).

f) Se T(x,y,2) = §(8x—2y +2z,—2x+5y +4z,2x +4y +52).
g) SeT(x,y,2) = %(2x,y+z,y+z).

h) Se T'(x,y,z) = %(5x—2y—4z,—2x+8y—22,—4x—2y+52).

. k . 1 . —2
5) Determine T" e sempre que possivel calcule T2 e também T~ <, sabendo
que {v1, V2, v3} € uma base de T-autovetores.

(0 0 —4
a)SeT=[11 1],v=(010),uv,=(-101),v3=(-1,1,0).
| 0 0
1 2 0
b) SeT=| 0 -1 0|, =00,0,1),v,=(-1,1,0), v3=(1,0,-1).
| 2 2 1

. . 1 . _
6) Determine T* e sempre que possivel calcule T2 e também T2, sabendo
que {uy, uy, uz} é uma base ortonormal de T-autovetores.

-3 0 6
a) SeT= 0 3 -6/,
6 6 0
12 _2 2 1 _2 2 21
w=(-55-5)w=(5-5-351t=0553)
29 22 4
b) SeT=| 22 44 -26 |,
-4 -26 53
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7) Desenhe a conica Cr, sabendo que {u;, u2} € uma base ortonormal de T-

autovetores.

a) SeT =
b) Se T =
c) SeT=

d SeT-=

8)

a) Mostre que o operador R = [ u;

| 24

el RO PR
s w4
B
| s o =G e=(-43).

(Abstrato) Resolva os itens abaixo.

{uy,...,u,} € uma base ortonormal.

b) Se D é diagonal, verifique que T = RDR' é simétrica.

9)

(Desafio) Mostre que, se {vi,...,v;} € um conjunto de T-autovetores
associados respectivamente a T-autovalores todos distintos {A,...,1,},

entdo {vy,...,V,} é linearmente independente.

Dica: Prove por inducao em n.
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CAPITULO

DETERMINANTES

6.1 DETERMINANTES DE PARALELEPIPEDOS

Nesta secao, o determinante serd introduzido como uma versao com sinal
da medida de volume de paralelepipedos. No plano, eles correspondem a
paralelogramos dados por dois vetores {v;, 2}, enquanto que, no espaco,
correspondem paralelepipedos dados por trés vetores {vy, V2, U3}.

U3
V2

1

Se dimV = n, o denominado wvolume do paralelepipedo dado por
{v1,..., vy} éum escalar ndo negativo, denotado por vol(vy, ..., v,), que satisfaz
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as seguintes propriedades:
V1 Para todos os vetores vy, ..., v, e todo escalar ¢ nao negativo, temos que

vol(vy,..., tv;, ..., vy) = tvol(vy,..., Vi,..., Uy)

U2

U3
U2

N

U1
V2 Paratodos os vetores vy,..., U, temos que

vol(vy,..., Ui+ Vj,..., Vj,..ey Uy) =VOL(VY, ..y Uiy eony Ujyonny Up)

V1 + V2

%]

U3

U1
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Se dimV = n, o denominado determinante do paralelepipedo dado por
{vy,..., vy} € uma espécie de volume com sinal, denotado por

det(vy,...,vy)
hspace-2mm que satisfaz as mesmas propriedades do volume, s6 que agora
permitimos que os escalares sejam quaisquer nimeros reais, de modo que
D1 Para todos os vetores vy, ..., UV, € todo escalar ¢, temos que

det(vy,...,tvi,...,v,) = tdet(vy,..., Vi,..., Uy)

D2 Para todos os vetores v,..., Uy, temos que

det(vy,..., Vi +Vj,..., Vj,..., vp) =det(vy,..., Vi,..., Vj,..., Up)

Essas duas propriedades naturais do determinante, demonstradas no
apéndice, garantem as seguintes propriedades fundamentais

Multilinear Para todos os vetores v, vy, ..., V, € todo escalar ¢, temos que

det(vy,...,v; + tv,...,v,) =det(vy,..., Vi,..., Uy) + tdet(vy,..., v, ..., Uy)

Alternada Para todos os vetores vy, ..., V,, temos que

det(vy,..., vi,..., Vj,..., Up) = —det(vy,..., Vj,..., Vj,..., Up)

Proposicao 6.1

O determinante é uma forma multilinear alternada.

Prova: .

Primeiro observe que D1 e D2 implicam na seguinte propriedade

D3 Para todos os vetores v,..., v, € todo escalar ¢, temos que

det(vy,..., vi +tvj,..., Vj,..., V) =det(vy,..., V..., Vj,..., Up)
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De fato, se ¢ é nulo, isso é trivialmente verdadeiro e, se ¢t nao é nulo,
temos que

det(vy,..., Vi+tVj,..., Vj,..., Up) 2 t'ldet(vl,...,vi+tvj,...,tv]-,...,vn)
= t_ldet(vl,...,vi,...,tvj,...,vn)
2 det(vy,..., Viy..sy Vjyenr, Up)
Segundo note que, se {vy,...,v,} é linearmente dependente, entdo um

dos seus elementos pode ser escrito como combinacdo linear dos demais.
Supondo que

Vi= QUi+ G aViaa+ LGaVipr o IpUp
temos que

det(vy,...,v,)

det(vy,..., v, ..., Vp)

det(vy,..., g1+ -+ ti_1 Vi1t tis1Vis1+taUny ..., Un)
det(vy,...,0,...,v,)
0

onde usamos a propriedade D3 na terceira igualdade e a propriedade D1
na quarta igualdade. Para verificarmos a multilinearidade, observamos
que, em virtude da propriedade D1, basta provarmos que

det(vy,...,vi+v,...,v,) =det(vy,...,v;,...,v,) +det(vy,..., V..., Upn)
Temos que analisar algumas possibilidades. Se os conjuntos
{v,..,vi+Uv,...,v}, {v1,..,0i..., U} € {v1,...,0,...,Up}
sdo todos linearmente dependentes, entao

det(vy,...,vi+v,...,vy) =0=det(vy,...,v;,...,v,) +det(vy,..., V..., Up)
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Se {vy,...,v;,..., v} é linearmente independente, entdo ele € uma base de
V, de modo que podemos escrever

V=hvit+-+ Lvi+e+ Uy
Segue entao que

det(vy,...,vi+v,...,v,) = det(vy,...,Vi+tHvi+---+tvi+t,Vsn,..., V)
= det(vy,...,qvi+--+A+t)vi+ -ty Vsy,..., V)
= det(vy,..., A+ t)vi,y..., V)
= 1+ ¢t)det(vy,...,Vi,...,Uz)
= det(vy,..., Vi,..., Uy) +det(vy, ..., LV . .., Un)

= det(vy,..., Vi,..., Uy) +det(vy,..., 0,..., Un)

onde usamos a propriedade D3 na terceira e na sétima igualdades e a
propriedade D1 na quarta e na quinta igualdades. Para as outras duas
possibilidades, procedemos de modo similar ao da segunda, com alguma
pequenas modificagoes. Se {vy,..., v,..., U} é linearmente independente,
apenas troque os papéis de v e v; e, se {vy,...,V; + 1,..., Uy} é linearmente
independente, escreva v; = v; + v— v e troque os papéis de v; + v e v;. Para
verificarmos a alternancia, basta observar que

0 = det(vy,...,vi +Vj,..., Vi +Vj,..., Up)
= det(vy,..., Vj,..., Vjy..., Up) +det(vy,..., Uiy, Voo, Up) +
+det(vy,..., Vj,..., Vj,..., Uy) +det(vy,..., Vj,..., Vj, ..., Up)

= det(vy,..., V..., Vj,..., Up) +det(vy,..., Vj,..., Vj,..., Up)

onde usamos a multilinearidade na segunda igualdade e que

det(vy,...,0,...,0,...,0;) =0

2

na primeira e na terceira igualdades, uma vez que {v,...,v,...,0,...,U,} é
linearmente dependente.

. i
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Quando estivermos trabalhando com matrizes, introduzimos a seguinte
notacao

X11 X12 0 Xin
X21 X22 t Xop

det(vq, vo,..., V) =

Xnl Xn2 - Xnpn

onde
X11 X12 X1n
X21 X22 X2n
v = y U2= o Up =
Xnl Xn2 Xnn

Com essa notacao, a multilinearidade é dada por

X1 o Xutixy s X
Xp1 v XpitIXp ccr Xop
Xpl 0 Xpi+IXp 0 Xpn
xll e xli oo xln xll e xl oo xln
le oo le oo xzn x21 .o x2 “ee xzn
= . ) .|t
xnl o xnl oo xnn xnl o xn .o xnn

enquanto a alternancia é dada por

xll cee xll voe xl] o xll’l xll o xl] e xll voe xln
le coe le coe xl] oo x2n le o x2] oo xll coe xzn
xnl “ee xnl coe xl] cee xnn xnl cee xn] oo xll “oe xnn
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Pela multilinearidade, temos que
o Xz | _ | at0 x
X21 X22 0+x21 X202
. 1 X12 0 X12
= i 0 X22 121 1 X22
- 1 x2+0 X 0 x12+0
T 0 0+ 2101 0+
= xnlx L1 + X 10 +
+x01 % 01 + X 00
21| 12| 2211 4
Pela alternancia, temos que
1 1 0 0
‘ 0 0 ‘_' 11 '_0
e também que
0 1|_ |10
1 0| 0 1
de modo que
X111 X12 —(xx—xx)lo
Yo Xaz | 1122 = X%21%12) | (4

215



Introducio a Algebra Linear

Se escolhermos o determinante do cubo unitidrio dado pela base
ortonormal {ej,...,e;} como sendo igual a uma unidade, entdo o
determinante fica unicamente determinado pela multilinearidade e pela
alternancia.

Se Det é multilinear e alernado e

Det(ey,...,ez) =1 I

entao Det = det.

Prova: B

Dados {vy,..., v,}, podemos escrever

n
Uk = Z Xkip€i = Xk1€1 t -+ Xgpnen
ig=1

para todo k € {1,..., n}. Pela multilinearidade, segue que
n n
det| > X1i,€i1,.e0r Y Xniy€i,
=1 in=1

n n
Z Z xlil"'xnindet(eil""’ein)

=1 ip=1

det(vy,...,vn)

Pela alternancia, segue que det(eil,...,ein) é igual a zero, se houver
repeticoes, ou € igual a (-1)!, onde I é o numero de trocas de vetores
necessdrias para transformar a n-tpla (eil,...,e,-n) na n-upla (ey,...,ey),
iniciando pelo e; até chegar no e,. Se Det é multilinear e alernado
tal que Det(ey,...,e;) = 1, 0 mesmo raciocinio acima se aplica. Logo
Det(e;,, ..., e;,) = det(e;,...,e;,) e a formula acima também vale para
Det, mostrando que Det = det.

B =
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Pelo que vimos no exemplo acima, se escolhermos o determinante
do quadrado unitdrio dado pela base ortonormal {ej, e} como
sendo igual a uma unidade, de modo que

1 0 ~1
0 1|
entao
‘xu 12 = X]11X: Xo1X
= X11X22 — X21X12
X21 X22
X11, X
(X11, X21) e
X11X22 — X21X12
1
(x12, X22)

(]

O préximo resultado apresenta uma das propriedades mais relevantes do
determinante, que caracteriza quando um conjunto de vetores € uma base.

Proposicao 6.3

Temos que det(vy,...,v,) #0se e s6 se {vy,..., v} € uma base de V.
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Prova: .

Por um lado, se {v,...,v;} nao é uma base, entao {v,...,v,} €
linearmente dependente, pois dimV = n. Pelo que vimos na
demonstracdo do primeiro resultado dessa sec¢do, isso implica que
det(vy,...,v,;) = 0. Por outro lado, se {v;,...,v,;} € uma base, entdo,
pelo que vimos na primeira secao do terceiro capitulo, existe v;, tal que
{vi,, e2,...,e,} é base. Escrevendo

Vi, = hei+bhe+---+1tyey,

temos que f; # 0, pois {v;,, ey,...,e,} € linearmente independente. Logo
temos que

det(fie; + hex+---+ then, e2,...,65)

det(v;,, ey, ..., ey)

det(tye,ey,...,e5)
ty det(ey, ey, ...,ex)

£ 0

Novamente pelo que vimos na primeira secao do terceiro capitulo, existe
v;, tal que {v;,,v;,, e3,...,e,} € base. Escrevendo

Vi, = hvj, +heyt+izes+---+ize,

temos que f» # 0, pois {v;,V;,,es,...,e,} € linearmente independente.
Logo temos que

det(v;,, vi,,es3,...,€n) det(v;,, v, + frex+ zes+-+-+ ey, €3,...,€5)
= det(v;, ey, es,...,ep)
= fhdet(v;, ez es,...,ep)

£ 0

Repetindo esse processo n vezes, obtemos que det(v;,...,v;,) # 0, de
modo que ndo podem existir repeti¢des em {v;,..., v;,}. Logo podemos
reordenar os vetores da n-tupla (vil,..., Vi,,) de modo a obter a n-tpla
(vy,...,vy). Pela alternancia, segue que det(vy, ..., v,) #0.

N 0
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Se
X111 X12
= X11X22 — X21X12 =0
X21  X22
entdo temos que uma coluna é multipla da outra. De fato, se a
primeira coluna é nula, temos que ela é r = 0 vezes a segunda. Se a
primeira coluna ndo é nula, ou x1; # 0, de modo que
X12 X11
= (x12/x11)
X22 X21
pois
X12
—X21 = X22
X11
ou x21 # 0, de modo que
X12 X11
= (X22/X21)
X22 X21
pois
X22
—X11 = X12
X21

6.2 DETERMINANTES DE OPERADORES

Inciamos esta secdo mostrando que operadores lineares levam
paralelepipedos em paralelepipedos de modo que a proporcdo entre os
determinantes final e original é sempre a mesma.
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Seja T um operador de V. Entao

det(Tvr,.... T
det(T) = et Un) _ det(Tey,.... Te,)
det(vy,...,vy)

é constante para toda base {vy,..., v,;} e denominado determinantede T.
Além disso, temos que det(T) # 0 se e s6 se T for invertivel.

Prova: .

Por um lado, se T ndo é invertivel, entdo {Tv,..., Tv,} ndo é base, de
modo que det(Tvy,...,Tv,) = 0, para toda base {v,...,v,}, mostrando
que det(7T) é constante e igual a zero. Por outro lado, se T € invertivel,
entdo {Te,..., Te,} tem posto n e, portanto, ¢ uma base de V. Segue que
det(Tey,..., Te,) # 0, de modo que podemos definir

det(Tvy,...,Tv,)
det(Tey,..., Tey)

Det(vy,...,v,) =
Nao é dificil verificar que Det é multilinear e alternado. Pela unicidade do
determinante, como Det(e;,...,e,) = 1, segue que Det = det, de modo que

5 det(Tvy,..., Tvy,)
~ det(Tey,..., Tey)

det(vy,...,vy)

Para toda base {vy, ..., v,}, segue entao que

Tu,,...,T
det(T) = 28U Un) _ det(Tey,..., Tey)
det(vq,...,vy)

€ constante e diferente de zero.

B =
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Quando estivermos trabalhando com matrizes, a proposi¢do acima nos
permite escrever

1

det(T) =det(Tey,...,Te,) =

tnl

onde
i -+ hn
T=[Te - Te,|=
In1 - Inn
Se
t t
T:[ 11 12]
I I
entao
1 T
det(T) = =tnbo—tatz
by I

é a drea do paralelogramo dado por {Tey, Te,}.

€2

Teg Tel

(]
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Se T é arotacdo anti-hordria por 45 graus, entao

v2 o o_y2
T = 2 2
v2 o y2 }
2 2
de modo que
V2 2| B2 V22
det(T):|\§§ 72 _v2yz vavz_,
Z 2 2 2 2 2

0 que era esperado, pois se T é um movimento rigido, entao ele
também deve preservar volumes.

A préxima proposicao apresenta uma das propriedades mais importantes
do determinante.

Se S e T sdao operadores de V, entdao

det(ST) = det(S)det(T) I

Em particular, temos que

det(ST) = det(TS) I

Prova:

Por um lado, se det(7) =0, entdo T ndo € invertivel, de modo que N(T) #
0. Logo N(ST) # 0, de modo que ST nio é invertivel, mostrando que

det(ST) =0 = det(S) det(T)
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Por outro lado, se det(T) # 0, entdo det(Tey,..., Te,) # 0. Logo temos que
{Tey,..., Te,} é uma base, de modo que

det(ST)

det(STey,...,STe;)

det(STey,...,STe;)

= det(Te,..., Te
det(Tey,..., Te,) cilel n)

det(S)det(T)

. E

O resultado seguinte é uma consequéncia quase imediata da proposicdo
acima e do fato de que det(/) = det(ey,...,e,) = 1.

1

Se T é invertivel, entdo

det(T™H) =

det(T)

Se
1 2 5 2
S P P
entao
1 2 5 2
det(S)—‘3 4‘——2 e det(T)—‘6 3'—3

Por outro lado, temos que

17 8
ST‘[ 39 18]
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de modo que

17 8
39 18

det(ST) = ‘ ' =—6=det(S)det(T)

Agora vamos utilizar o escalonamento para calcularmos determinantes.
Primeiro devemos considerar os determinantes das operacoes com linhas.

Temos que

g = Lil=-1, |li=li-sll=1 |li—=sll=s

Em particular, se L € um produto de opera¢des com linhas, entdao

det(L') = det(L)

Primeiro observe que se
/
“
/
k
1= :[el ceeoep e e e en]
/
€
/
em
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entao .
€)
el
i
Ug=Ll=| : |=[e - e -~ e - en]
/
€k
/
| €,
que
/
€
/
€k
[li = li—slk] = : =[e - ex—se; - e - ey ]
/ /
e, — se,
/
el’l
e que
! h
€
i—sli]=| se |=[e - sei - ey]
/
e, |
Segue entao que
|l < I;| = det(ey,...,ei..., ..., €5) = —1
que
|l; — I; — sli| = det(ey,...,ex—se;,...,€i,...,e5) =1
e que
|l; — sl;| = det(ey,...,sej,...,ep) =S
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Além disso, temos que [l < [;] e também [l/; — sl;] sdo simétricas e que
(i — ;= sl) =[x — Ix — sli]

de modo que det(L') = det(L), se L é um produto de operagdes com
linhas.

N 0

Agora apresentamos a relacdo entre o determinante de uma matriz
quadrada e sua escalonada.

Temos que det(T) é o produto dos elementos da diagonal da escalonada
de T vezes (—1)!, onde I é o numero de trocas de linhas efetuados durante
o escalonamento.

Seja LT a escalonada de T, onde L é um produto de operacdes com linhas
do tipo [I; < I;] e também do tipo [l; — I; — sli]. Segue que det(L) = (1),
pois |l < l;| = —1, enquanto |[; — [; — sl| = 1. Como

det(LT) = det(L) det(T) = (=1)! det(T)

segue que det(T) é igual a det(LT) vezes (—1)!, de modo que basta
mostrarmos que det(LT) é o produto dos elementos da diagonal de LT.
Por um lado, se LT é ndo invertivel, por um resultado da terceira secao
do quarto capitulo, existe algum elemento da diagonal de LT nulo, de
modo que det(LT) = 0 é o produto dos elementos da diagonal de LT. Por
outro lado, se LT é nao invertivel, pelo mesmo resultado da terceira se¢cao
do quarto capfitulo, os elementos da diagonal de LT sao todos ndo nulos,
de modo que podemos multiplicar LT por opera¢des com linhas do tipo
[l; — l;—sli] e obter uma matriz diagonal D que possui a mesma diagonal
de LT. Como |l; — l; - sli| = 1, temos que det(LT) = det(D), que € igual ao
produto dos seus elementos diagonais pela propriedade D1.

N =
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1 2 1 1 2 1 1 2 1
24 -1|=/0 0 -3|=—-|0 -2 -1 |=-6
2 2 1 0 -2 -1 0 0 -3

Uma consequéncia importante do resultado acima €é que os

determinantes de uma matriz e de sua transposta coincidem.

Por uma lado, se det(T) = 0, entdo T ndo € invertivel, de modo que T’
ndo ¢ invertivel, mostrando que det(7’) = 0 = det(7). Por outro lado, se
det(T) # 0, pela prova da proposi¢do anterior, podemos escrever LT = D,
onde L é um produto de operagdes com linhas, de modo que det(L') =
det(L) # 0. Como

det(L) det(T) det(LT)

= det(D)

= det(D')

= det(T'L)

= det(T")det(L)

cancelando det(L) no primeiro termo com det (L) no ultimo, obtemos o
resultado desejado.

Proposicao 6.9
Temos que
det(T") = det(T)
Provas TS

. 0
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1 00 1 2 3
2 4 0|=|0 4 5|=24
3 56 0 0 6

6.3 POLINOMIO CARACTERISTICO

Nesta secdo, vamos mostrar como o determinante pode ser usado para se
determinar os autovalores e autovetores de um operador. Primeiro, vamos
relacionar os autoespacos de um dado opearador com o nucleo de certos
operadores associados.

Proposicao 6.10

Seja T um opearador de V. Temos que o autoespaco de T associado ao

escalar A é dado por
V] =N(T-AD I

Prova:

Temos que v pertence a VAT se e s60 se Tv = Av, 0 que ocorre se e SO se
Tv—-Av =0, que por sua vez ocorre se e s0 se (T—AI)v =0, que finalmente
ocorre se e sO se v pertence a N(T — AI).

B 0

O denominado polinémio caracteristico de T é definido por

pr(A) =det(T - AI) I
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Se dimV = n, entdo o polindmio caracteristico de T possui n raizes,
denominadas valores caracteristicos de T e denotadas por

O proximo resultado relaciona os valores caracteristicos com os
autovalores.

Proposicao 6.11

Temos que A é autovalor de T se e s6 se é valor caracteristico de T real.

Prova:

Temos que A é autovalor de T se e s6 se VAT # 0, 0 que ocorre se e sO se
N(T — AI) #0, que por sua vez ocorre se e sO T — A nao é invertivel, que
finalmente ocorre se e s6 se pr(A) =det(T —AI) =0.

B 00 -

1) Vimos, na terceira se¢do do quinto capitulo, que a matriz

0
T_l

1
1

estd relacionada a progressao de Fibonacci. A partir da informacao
de quais sdo os autovalores de T e respectivos autovetores de T,
fomos capazes de diagonalizar T e obter uma férmula simples para
o termo geral da progressdao de Fibonacci. Vamos agora mostrar
como obter essa informacdo, comecando com os autovalores de T.
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230

O polinémio caracteristico de T é dado por

0-4 1

pTW:‘ 1 1-1

‘:22—1—1

de modo que os valores caracteristico de T sao dados por

l+\/§ l—\/g
= e Azz
2 2

M

Como sio reais, eles sdo autovalores de T. Para determinarmos
uma base de autovetores de T, sabemos que

Vi = N(I-MD

B x| | 0-2A; 1 x| _[O
B y | 1 1-A y| |0
1
= {s[ A .seIR}
e também que
T _
Vi = N(T-2)
B x| [0-2 1 x| _ |0
B y | 1 1-A y| |0

ST

de modo que {v;, v} é uma base de autovetores de T, onde

1 1
A2

/11 ] e Uy =

V1 =

2) Vimos, na quarta secao do quinto capitulo, como obter a conica
dada pela matriz

T=1 9

1
2
5 0

a partir da informacdao de quais sdo os autovalores de T e
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respectivos autovetores de 7. Vamos agora mostrar como obter
essa informacdo, comecando com os autovalores de 7. O
polindomio caracteristico de T é dado por

0o-1 1
— 2
pT(/U ‘ % 0-21

4

de modo que os valores caracteristico de T sao dados por

1
e /12:——

1
A==
175 2

Como sao reais, eles sdo autovalores de T. Para determinarmos
uma base de autovetores de T, sabemos que

vI
2

Il
=
~

I

N—
=

Il
—_——

o
INTETR|

N —
o
| o=
N~
< 8

Il
o O
—

e também que

<
~
Il
Z
~
+
N[~
=

[N

{

de modo que {vy, v»} é uma base de autovetores de T, onde

1 [ -1
1 e Uy = 1

V1 =

231



Introducdo a Algebra Linear

Normalizando esses vetores, obtemos a base ortonormal {u;, 1>} de
autovetores de T, onde

u =

SN
(¢”]
&
I

Proposicao 6.12

Se S e T sdao operadores de V, entdao

Ps-irs = P1 = PT .
Prova: T

Temos que

ps-irs(A) = det(STITS-AI
= det(SH(T-ADS)
= det(SSTH(T-AD)
= det(T-AD)
= pr(l)

e também que

pr(A) = det(T' - Al
= det((T-AD")
= det(T-AI)
= pr(1)

L E
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1) Ainda sobre o exemplo envolvendo a progressao de Fibonacci da
terceira secao do quinto capitulo, vimos que, se

1 1 OI’D:[MO]

S=1 A A 11 0 A

, T'=

entao -1
S TS=D

de modo que
Pp=pr
De fato, temos que
M-A 0
0 A=A
A=A+ A4 + A1 Az
AF-2A-1
prA)

pp1)

2) Na quarta secao do quinto capitulo, vimos que, se

V2o _v2 0o 1 L 9
R=| 2 2 T= 2 D=1| 2
v2.oooyz | [l 0 ] 0 —l]
> > 2 2
entao -1
R "TR=D
de modo que
Pp =Pt
De fato, temos que
1
5—A 0
- |2
PD(/U 0 —%—A‘
= ;12_1
4
= prd)
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Se

i - hn

In1 - Iun

entao

(A" + (et L) ()T

prd)

-D"A-11)

Temos que

hi—A - fn
prA) = . :
tnl tnn_/l

Pela multilinearidade e alternancia, o determinante de uma matriz é igual
a soma e a subtracdo de diversas parcelas, cada uma delas produto de
n entradas da matriz, ndo podendo haver repeticées de linhas ou de
colunas. As Uinicas entradas onde aparece A sdo as entradas da diagonal.
Logo a unica possibilidade de aparecer a poténcia de grau n é na parcela
gerada pelo produto das n entradas da diagonal, dado por

(i1 —A) - (thn—A)

O mesmo ocorre com a poténcia de grau n — 1, pois temos que escolher
n —1 entradas da diagonal e, como nao pode haver repeticoes de linhas
ou de colunas, a n-ésima entrada do produto deve ser obrigatoriamente a
entrada da diagonal que ainda nao havia sido escolhida. Desenvolvendo
o produto acima das n entradas da diagonal, obtemos uma tinica parcela
para a poténcia de grau n, dada por (—1)", e n parcelas para a poténcia de
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grau n — 1, dadas por
11 (=" ()"

Somando e colocando (-1)"*"! em evidéncia, isso fornece a primeira
igualdade do enunciado. Para a segunda igualdade, basta lembrar que
todo polinémio em A de grau n pode ser escrito como o produto do
coeficiente que multiplica a poténcia de grau n, que é (—1)" pelo que
vimos acima, vezes (1 — A1) --- (A —A,), pois {14,...,4,} sdo as n raizes de

pr.

B 0

Uma das consequéncias da proposicdo acima é que o determinante de

uma matriz é o produto dos seus valores caracteristicos.

Proposicao 6.14

Temos que

det(T)=Ay--- Ay I

Temos que

det(T) = det(T—-0I)
= pr(0)
= (-D"(0-2A1):-(0-Ap)
= A Ay,

N E
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1) Temos que

' (1) i ':_1:(1+2\/§)(1—2\/§)

2) Temos que

Ni—= O
[N S

Inspirados por essa caracterizacdo do determinante de T, definimos o
denominado frago de T como sendo a soma dos valores caracteristicos de T,
dado por

tr(T)=A1+---+ A,

O traco possui algumas das propriedades satisfeitas pelo determinante.

Se S e T sdao operadores de V, entao

Prova:

Basta notar que pyr = pr € que pst = Ps-1sts = Prs, de modo que suas
raizes sao as mesmas.

. =

236



Determinantes

O préximo resultado apresenta uma maneira muito mais simples de se
calcular o tracgo.

Se
i - hn
T =
In1 - Iun
entao
tr(T) =t +-+ tyun I

Por um lado, como

pr) = A"+t +- o ) (AT
o coeficiente que multiplica A*~! é dado por
(D" Nt + -+ tnn)
Por outro lado, como
prd) =(=D"A-2A1)-(A=2Ap)
o coeficiente que multiplica A*~! também é dado por
D™ A+ + A)

Logo
(—1)n+1(/l1 +.o+Ay) = (—]_)n_l(tll + )

O resultado segue ap6s cancelamento, pois (—1)"*! = (-1)""1,

B =
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1) Temos que

[V i)
tr = + =0+1
1 2
2) Temos que
: 11
o[ 2])-1-2-0v0
5 0 2 2
3) Se
1 -1
=il e =l T
entao
0 2 -1 1
sr-[02] e mse| 7]

de modo que
tr(ST)=04+0=-1+1=tr(TS)

4) Se T é um operador de R?, entdo

pr(A) = A% —tr(T)A + det(T)

De fato, se
_ [ hi the ]
1 I
entao
hi—A
T = ‘
p o1 ho—A

= A —(ti1+ b+t oo — to1 112
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O resultado seguinte é uma consequéncia imediata da proposicdo
anterior.

Se S e T sdo operadores de V e t é um escalar, entao

tr(S+ 1) tr(S) +tr(7T)

tr(tT) ttr(7T)

6.4 EXERCICIOS
1) Use amultilinearidade e alternincia do determinante para mostrar que

X11 X12 X13
X21 Xo2 X23 | = X11X22X33 + X12X23X31 + X13X21X32
X31 X32 X33 —X31X22X13 — X32X23X11 — X33X21X12

denominada Regra de Sarrus e comumente denotada por

X11 X12 X13 X11  X12
X21 X22 X23 X21  X22
X31 X32 X33 X31 X32

de modo que o produto dos trés elementos de cada diagonal descendo é
somado, enquanto o de cada diagonal subindo é subtraido.

2) Mostre que
u-(vxw)=det(u,v,w)

onde o lado esquerdo é denominado produto misto.

Dica: Desenvolva o lado esquerdo com
u = (x11,X21, X31), v = (X12, X22, X32), w = (X13, X23, X33)

e o lado direito com a Regra de Sarrus.

239



Introducio a Algebra Linear

3) Calcule os determinantes abaixo usando escalonamento.

1 -1 2
2 2 2
D1y 13
2 00

4) (Abstrato) Resolva os itens abaixo.

a) Considere T um operador linear invertivel. Use que det(vy,...

2
-1
0
-1

1
1
b)1
1

-1
-2
1

1
4
1
4

-1
-8
1

multilinear e alternado para mostrar que

Det(vy,...,v,) =

também é multilinear e alternado.

b) Verifique que det(ST) = det(TS) e também que det(T~') = 1/ det(T).

c) Mostre que det(R) = +1, quando R é uma isometria.

c)

det(Tvy,..., Tvy,)

det(Tey,..., Tey)

B W N -

(e}
S =N -

oS o o -

yU}'l) é

5) Desenhe a conica Cr e escreva a equacgdo que determina seus pontos.

(2 1
A T=1,,

[ 3 -2

[ —7 24
) T=1 5 7]

d T=

e) T=

f) T=

6) (Abstrato) Resolva os itens abaixo.

a) Mostre que tr (P(V]V ) =dimU.

g T=

[ -1
2

(5 2
2 2

89

| -48

o

—48

o |

b) Verifique que, se S e T sdao operadores de V e ¢ é um escalar, entdo
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7) (Desafio) Mostre que

11 1n
0 x11 - Xmn
: Xnl ° Xnn
0 Xn1 ° Xnn

Dica: Mostre que o lado esquerdo também satisfaz as propriedades D1 e
D2 dos determinantes e utilize a unicidade.

8) (Desafio) O denominado determinante de Vandermonde é definido por

r 2 T

2 2 2
V(rl’rZ)---)rn) = rl r2 rn

n-1 n-1 .. n-1

r ry ry

O objetivo desse exercicio é mostrar que

V(ry,ra,...,rp) = (l2=11)-(r3=r11) - (rp_1 =11) - (rp = 11)-
(r3—r2) -+ (rp-1—12) - (rp — 12)-

(rp—1—1p-2) - (rp—rp-2)-
(rp—Tp-1)
a) Verifique que V (ry,12) = (r2 — ).
b) Mostre que

Vry,ra,e.orp) =2 —r))(r3=r1) - (rp-1 —r)(rp—r)) V(rg, ..., 1)

Dica: Escalone a primeira coluna de baixo para cima, subtraindo a
linha debaixo menos r; vezes a linha de cima. Entdo use o exercicio
anterior e a propriedade D1 dos determinantes.

c) Utilize os itens anteriores para mostrar, por inducdo em n, a férmula
acima para o determinante de Vandermonde.
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d) Usando a férmula acima para o determinante de Vandermonde,

calcule
1 -1 1 -1
1 -2 4 -8
1 1 1 1
1 4 8

e compare com o valor obtido por escalonamento num exercicio
anterior.
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APENDICE

A.1 TEOREMA ESPECTRAL

Vamos mostrar nesta se¢ao que toda matriz simétrica possui pelo menos um
autovetor, o que é um resultado fundamental na prova do Teorema Espectral.

Proposicao A.1

Se T é uma matriz simétrica, entdo existe pelo menos um T-autovetor.

Prova:

Quando dim V é impar, o grau do polindmio caracteristico de T também
é impar, de modo que sempre existe pelo menos um valor caracteristico
real, que é um T-autovalor, mostrando que existe pelo menos um 7T-
autovetor. Contudo, quando dim V é par, esse argumento ndo funciona.




Introducio a Algebra Linear

Quando dim V = 2, temos que

Dﬂ
Il
o Q

SO

de modo que
pr(A) =A% —(a+b)A+ab - c?

cujo discriminante é dado por

A = (a+b?-4(ab-c?)
= a’+2ab+b*-4ab+c?
a’—2ab+ b* + ¢?
= (a-b)?+c?
= 0

mostrando que sempre existe pelo menos um valor caracteristico real,
que é um 7T-autovalor, mostrando que existe pelo menos um 7'-autovetor.
Juntando essas duas argumentacoes, o resultado estd provado para todo
VtalquedimV < 3.

Para a demonstracdo do caso geral, vamos considerar a forma
quadratica dada por T, que é definida por

Qr(w) =, Tv)

Temos que Q7 é um polindmio de grau dois nas coordenadas de v, de
modo que é uma funcao continua. Como a esfera unitdria centrada na
origem, dada por

B={u:|ul=1}

é um conjunto limitado e fechado, por um resultado do célculo de vérias
variaveis, existe um vetor u que € ponto de minimo de Q7 restrita a
B. Vamos mostrar que u é um T-autovetor. De fato, dado um vetor v
qualquer, considere a funcdao dada por

u+tv )
|u+ tv|

f(t)=QT(
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definida num intervalo da forma (—¢,€), para algum & positivo
suficientemente pequeno. Temos que ¢ = 0 é um ponto de minimo
u+tv

dessa funcao, uma vez que Turro] €std em B e que f(0) = Qr(w). Por um

resultado do célculo de uma variavel, segue que f'(0) = 0. Temos

f = (e T)
(u+tv, Tu+tTv)
(u+tv,u+ tv)
(u, Tu) +2t{Tu, vy + t*(v, Tv)
(u, uy +2t{u, vy + t2(v, v)

onde usamos que
(u, Tv) =(Tu,v)

pois T é simétrica. Pela regra da derivada do quociente, segue entao que

2(u, Tvy + t{v, TvY)|u + tv|> = 2(u, v) + t{v, v)){u+ tv, Tu+ tTv)
lu+ tvl*

' =

de modo que
f1(0) = 2(Tu, vy - 2(u, v)u, Tu) = 0

onde usamos que (u, u) = |u|?2 = 1. Escrevendo A = (u, Tu), temos que
(Tu—Au,v)=0
para todo vetor v. Escolhendo v = Tu — Au, segue que
(Tu—Au, Tu—Au) =0

de modo que Tu — Au =0, mostrando que u é T-autovetor.

. =

A.2 ORIENTACAO E DETERMINANTES

Dados u e w unitérios e ndo colineares, podemos definir
u—(w-uw

i=—
lu—(w-uw)w|
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e também

=,
<
I

ww v—(i-v)u—(w-v)w
+(cos(t)(&i-v) +sen(t)(w-v))u
+(—=sen(t) (- v) + cos(t)(w-v))w

Temos que (¢, u, v, w) — R}, v é uma aplicagdo continua e que v — R} ,v é
uma rotacdo no plano gerado por u e w tal que

0 _ Tuw,, _
R, v=v e R,y u=w
onde R
u-u
Ty,w=——acos(w-u)
|- ul
e acos denota 0 arco-cosseno.
i A
u
acos(u-w)
> T,
w=R, ) u

Dadas (uy,...,u,) e (wy,...,wy), com n = 2, duas bases ortonormais
ordenadas suficientemente préximas, existe um caminho continuo
t— (b1(1),...,by(1)) de bases ortonormais ordenadas tal que

b;(0) = u;, b;(1) = w;

foreveryie(l,...,n}.
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Prova: s

Procedemos por indu¢ao em 7, a dimensao do espaco vetorial.

Quando n = 2, temos duas possibilidades. Primeiro, se uy = wo,
entdo u; = wp, uma vez que as duas bases ortonormais ordenadas sao
suficientemente proximas. Neste caso, podemos definir b;(f) = u; =
w; para todo i € {1,2} e todo t € [0,1]. Segundo, se uy # w,, entao
up, e wo sdo nao colineares, pois u, # —wy, uma vez que as duas
bases ortonormais ordenadas sao suficientemente proximas. Neste caso,
podemos definir b;(t) = thz,wz u; para todo i € {1,2} e todo ¢ € [0, T>],
onde Tp = Ty, ,. Segue que b;(0) = u; para todo i € {1,2} e que by(1>) =
R%M up; = wp. Uma vez que as duas bases ortonormais ordenadas sao
suficientemente proximas, segue que b; (T2) = R%,wg u; = wi. A afirmacao
segue normalizando o parametro t.

Quando n > 2, também temos duas possibilidades. Primeiro, se u;, =
wy, temos que (uy,...,Up—1) € (Wy,..., wy—1) sdo duas bases ortonormais
ordenadas suficientemente préximas, do subespaco perpendicular a u,, =
wy, que é um espaco vetorial de dimensao n — 1. Pela hip6tese de
inducao, existe um caminho continuo ¢ — (by(?),...,b,-1(¢)) de bases
ortonormais ordenadas do subespaco perpendicular a u,, = w, tal que
b;(0) = u; e bj(1) = w; para todo i € {1,...,n— 1}. Neste caso, podemos
definir b,(t) = u, = wy, para todo ¢ € [0,1]. Segundo, se u, # wy,
entdo u, e w, sao nao colineares, pois u, # —w,, uma vez que as duas
bases ortonormais ordenadas sao suficientemente proximas. Neste caso,
definimos Ei(t) = R! u; paratodo i € {1,...,n} e todo t € [0, T], onde

Un,Wn
Ty =Ty,w, Segueque b;(0) = u; paratodo i € {1,...,n} e que b,(T,) =
Rgg,wnu,, = wy. Temos que (szz,w,,ul»---,RZZ,wnun—l) e (wy,...,wn—1)

sdo duas bases ortonormais ordenadas suficientemente préximas, do
subespaco perpendicular a RL{Z, w, Un = Wy, que € um espago vetorial de
dimensao n — 1. Pela hipétese de inducao, existe um caminho continuo
t — (bi1(1),...,by-1(1)) de bases ortonormais ordenadas do subespaco
perpendicular a RZ,’:,wn u, = wy tal que b;(0) = RZZ,wn u; and b;(1) = w;
paratodo i€ {1,...,n—1}. O resultado segue definindo b (t) = lez,wn Up =
wy, conectando continuamente B,—(t) e b;(t) para cada i € {1,...,n} e
normalizando o parametro f.

. 0
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O préximo resultado é essencial na definicao geométrica de orientagao.

Dadas (uy,...,u,) e (wy,...,wy), com n = 3, duas bases ortonormais
ordenadas suficientemente préximas tais que u,, w, # te,, existe um
caminho continuo ¢ — (¢;(¢),...,c,(t)) de bases ortonormais ordenadas
tal que

¢i(0) = u;, ¢i(l) =w;, cn(l) # tep

paratodoi€({l,...,n} eparatodo ¢ € [0,1].

Temos duas possibilidades. Primeiro, se u, = wy,, temos que (u,...,U;-1)
e (wy,..., w,—1) sao duas bases ortonormais ordenadas suficientemente
préoximas, do subespaco perpendicular a u, = w;,, que é um espaco
vetorial de dimensdo n—1 = 2. Pelo Lema A.2, existe uma caminho
continuo t — (by(1),...,b,_1(t)) de bases ortonormais ordenadas do
subespaco perpendicular a u, = w, tal que b;(0) = u; e b;(1) = w;
para todo i € {1,...,n—1}. Neste caso, podemos definir c¢;(t) = b;(¢)
para todo i € {1,...,n—1} e c,(t) = u, = w, # e, para todo ¢ € [0,1].
Segundo, se u, # w,, existe v distinto, mas proximo de u, e w, tal que
+e, nao estd no plano gerado por u, e v, nem estd no plano gerado
por w, e v. Neste caso, podemos definir bi(1) = Rl’;n,yui para todo
i€fl,.,n etodo t € [0,T], onde T = Ty, v Segue que B,-(O) = U;
para todo i € {1,...,n}, que b,(T) = R} ,un = v, e que b,(t) # +ey,
para todo t € [0,7]. Agora, podemos definir bi(1) = R;wngi(f) para
todo i € {1,...,n} e todo t € [0,T], onde T = Tyw,. Segue que E,-(O) =
Ei(T) para todo i € {1,...,n}, que En(T) = Rawnzn(f) = lewnv = Wy,
e que En(t) # *e, para todo ¢ € [0, T]. Temos que (EI(T),...,En_l(T))
e (wy,..., wy_1) sdo duas bases ortonormais ordenadas suficientemente
préximas, do subespaco perpendicular a b, (T) = w,, que é um espaco
vetorial de dimensdao n—1 = 2. Pelo Lema A.2, existe um caminho
continuo t — (by(f),...,b,_1(t)) de bases ortonormais ordenadas do
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subespaco perpendicular a En(T) = wy, tal que b;(0) = Ei(T) e b;i(1) = w;
paratodoi €{l,...,n—1}. Oresultado segue definindo b, (t) = En(T) = wy,
e definindo c;(¢) conectando continuamente Ei(t), Ei (1), e b;(t) para cada
i€{l,...,n} enormalizando o parametro t.

. c

Dada uma base ortonormal ordenada candnica (ey,..., e;), vamos definir
indutivamente a orientacdao de uma base ortonormal ordenada (u;,..., u;) em
relacdo a (ey,...,e,). No caso unidimensional, temos que u; = +e;, de modo
que podemos definir a orientacao de u; em relacdo a e; como

_ 1, uy=e;
51(u1)—{ 1 w=-—e
No caso bidimensional, temos que
ci(f) = +(cos(r)(er-u1)—sen(s)(ez-ui))e;

+(sen(t)(ey - uy) + cos(t)(ez- up))eo

co(1) +(cos(f)(e; - up) —sen(t)(ez- uz))e;

+(sen(t) (e - up) + cos(t)(ex- up))e,
sdo tais que (c1 (1), c2(t)) é base ortonormal ordenada para todo ¢ e tais que
a0 =u;, c0)=u, ca(lz)=zxe, c(l2)=e

onde T» = ((ey - uz)/ley - uzl)acos(es - uz), de modo que podemos definir a
orientacao de (u;, uz) em relacao a (e, e2) como

1, () =e;

Sz(ubuz):{ -1, c1(Ty) =—e;

que é claramente uma funcao continua.
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ex =2 (T3)

c1(0) =y

up = c2(0)

g -
() =—e el

Para n = 3 e quando u, # *e, podemos definir indutivamente a
orientacao de (uy,...,u,) emrelacdo a (ey, ..., ;) como

T, T,
Sn(tt1,. -, ) = Sy (R, Uty R g, U1

T T L
onde T, = Ty,., € (Ru:'enul,...,Ruzyenun_l) é uma base ortornormal

. pT,
ordenada do espacgo gerado pela base (ey,...,e,-1), pois R, , u, = ey.

T3
A& Ry, esth

1251

us

1223 (]

T3 _
Ru3,eg Uz = e3 -
3
Ru3,€3 uz
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Assumindo indutivamente que S;-; é uma aplicacao continua, temos que
Sn(uy,...,uy,) é continua em qualquer base ortonormal orientada (uy,..., u;),
onde u, # +e,. Além disso, dada uma base ortonormal orientada (vy,..., v,),
onde v, = +e,, e dadas duas outras bases ortonormais orientadas (uy,..., 4;)
e (wy,..., wy) suficientemente préximas da primeira, com u,,, w, # te,, existe
um caminho continuo t — (¢ (t),...,c,(t)) de bases ortonormais ordenadas
tal que

¢i(0) = u;, ¢i() = w;j, cn(l) # ey
para todo i € {1,...,n} e para todo ¢ € [0,1]. Logo t — S,(ci(?),...,cn(1)
é uma funcdo continua de [0,1] em {+1}, de modo que €é constante.
Logo S,(ui,...,u,) = Sp(wy,..., wy), mostrando que S, é constante numa
vizinhanga de (vy,...,v,), onde v, = +e,, de modo que podemos definir

Sn(Vl,---, Vn) = Sn(uly---) un)

para qualquer (u,...,u,) suficientemente préxima de (vy,..., V) com u, #
+e,. Temos entdo que S,(ui,...,u,) é localmente constante e portanto
continua em qualquer base ortonormal orientada (uy,..., u;).

Spl—ug, up,...,uy) =—-S, (U, us,..., Uy)

Procedemos por indugdo em n. Para n = 2, a afirmacao é imediata. Para
n = 3, supondo que a afirmacgao é vdlida para n — 1, temos que

T, T, T,
Su(—tn, U,y ttn) = St (Rif o, =, Rip o, g, R g, i1

T, T, T,
- S,,_l(—Ru;;,enul,Ru;;,enuz,...,Ru;;,enun_l)

T, T, 1
- —Sn_l(Ru;’,enul,Ru;’,enug,...,Ru:'enun_l)

=Sp(ug, uy,...,up)

quando u, # +ey,, € o resultado segue para o caso geral, pois a funcao S,
é localmente constante.

E c
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Para uma base ordenada qualquer (v,..., v,), definimos
G(Vlr---) Vn) = (ulv---) un)

dada pelo processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, onde u; = vy/|v;|
e indutivamente -
vi— X (Wi uj)u;

u; =
—1
vi—Y ; 1(l)i- u,-)uj

Podemos definir a orientacdo de (vy, ..., v,) emrelagdo a (ey, ..., e,;) como
S(Uly ooy Un) = Sn(G(Vl,..., vn))

que é localmente constante, uma vez que S, é localmente constante e que G
é continua. Vamos precisar do seguinte lema, cuja demonstracao é imediata.

Dados v; e v; ndo colineares, existe um caminho continuo
t — (ci(1),¢j(r)) de bases ordenadas do espago gerado por {v;,v;}
tal que

(ci(0),cj@) = (vi,v),  (ciD),cj(D) = (-vj,vi)

cj(1)

¢i(0) =¢;(1) —

¢;j(0)

ci(1)

ci(1) = —¢;(0)
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Essa é a propriedade fundamental da orientacao de bases ordenadas para
obtermos as propriedades fundamentais do determinante.

Proposicao A.6

t
S(W1,..0, Vi—1, LV, Vig1,y..., Up) = mS(VI,---, Un)

Temos que

t
G(tvlr U2y..., vn) = (_ulru2y--'run)

|t

se
G(Ul,..., Vn) = (ul)---) un)

de modo que

t
S(tvy, v2,...,0p) = Sn(mul,uz,...,un)
LS )
= = ui,...,u
|t| n 1 n
t
= _S(vly---yvn)
| Z]

onde usamo o Lema A.4 na segunda igualdade. Segue entdo que

S(wi,...,Vi—1, LV, Vig1,.., V) = S(=tVj,...,Vi-1,V1, Vit+1,..., Un)
t
= ms(_vi;---;Vi—l;vlyvi+1;---;vn)
t
= mS(vb...,vi-bvi,vi+1,...,vn)
t
= _Sn(vly---;Vn)
2]

onde usamos o Lema A.5 na primeira e na terceira igualdades.

N 0
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Podemos definir o determinante de uma base ordenada qualquer
(vy,...,v,) como o produto da orientacdo pelo volume

det(vq,...,v,) = S(vy,..., vy)vol(vy, ..., vy)

e, quando (vy,...,v;) ndo é uma base, seu determinante é definido
como sendo nulo. Com essa definicdo, podemos obter as propriedades
fundamentais do determinante.

Para todos os vetores vy, ..., U, € todo escalar ¢, temos que

D1)

det(vq,...,tvi,...,v,) = tdet(vy,..., Viy..., Un)

D2)

det(vy,...,vi +vj,..., Vj,...,vp) =det(vy,..., Viy..., Vj, ..., Up)

Prova: s

Quando (vy,...,v;) nao é uma base, temos que (vy,...,t0;,...,U,) €
também (vy,...,v; + vj,...,Vj,..., V) Nnd0 sdo bases, de modo que ambos
os lados das duas equacoes do enunciado sao nulos. Quando (vy,..., ;)
é uma base, primeiro temos que

vol(vi,...,—Vi,..., Uy) =VOl(V1,..., Vi,..., Uy)

uma vez que o paralelepipedo gerado por (vy, ..., v;,...,v,) é a translacao

por 2v; do paralelepipedo gerado por (vy,...,—v;,..., V). Segue entdo que
det(vy,..., tvi,...,vy) = S(vi,...,tv;,...,vp)vol(vy,..., tv;, ..., V)
t A
= mS(vl,...,vi,...,vn)ltlvol vl,...,mvi,...,vn

= tS(1,...,Viy...,Up)VOL(V1,..., Vi,..., Uy)
= tdet(vy,...,vi ..., Un)
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onde usamos a propriedade V1 na segunda igualdade e que t/|f| = +1
na terceira igualdade. Além disso, temos que ¢ — c(f) = v; + tv; € um
caminho continuo tal que ¢(0) = v; e ¢(1) = v; + v; de modo que

S(vl,...,vi+vj,...,vj,...,vn) :S(vl,...,v,-,...,vj,...,vn)
e, pela propriedade V2, temos que
VOl(V1,..o, Ui+ Vjyensy Vjyenny Uy) =VOL(WL, ..y Uiy onsy U)o, Up)
de modo que, multiplicando as duas equacdes acima, obtemos que

det(vy,..., v + vj,..., Vj,..., vp) = det(vy,..., Vj,..., Vj,..., Up)

E c
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