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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solucdo nio trivial para a equacdo nao linear
de Schrodinger
—Au+V(x)u=f(u), em RY (P)

com u € H'(RV)\{0}, em que N > 3, e V é um potencial que muda de sinal e possui limite
positivo no infinito. Primeiramente, obtemos uma solu¢do positiva de energia minima e uma
solucd@o nodal para o problema (P), com V satisfazendo condi¢des definidas e f sendo uma
fungdo superlinear com crescimento subcritico. A existéncia dessa solucdo foi garantida
utilizando técnicas variacionais combinadas com o Principio de Concentracdo e Compacidade
de Lions. As provas baseiam-se na localizacao do infimo do funcional associado restrito a
conjuntos do tipo Nehari.

Na sequéncia estudamos o0 mesmo problema, mas considerando agora V como sendo
um potencial ndo periédico e a ndo linearidade f tendo comportamento assintoticamente
linear no infinito. Neste caso, a mudanga de sinal do V resulta que o espectro do operador
L = —A+V tem infimo negativo. Para existéncia de uma solugdo fraca ndo trivial, utiliza-se a
teoria espectral e pelas interacdes entre solucdes transladadas do problema no infinito tem-se
que o problema satisfaz a geometria do Teorema de Linking com a condi¢do de Cerami.

Palavras-chave: Geometria do Passo da Montanha, Sequéncia de Cerami, Linking,
Variedade de Nehari, Assintoticamente Linear.






Abstract

In this work, we study the existence of a non-trivial solution to the nonlinear Schrédinger
equation
—Au+V(x)u= f(u) in RY (P)

with u € H'(R)\{0} where N > 3 and V is a potential that changes sign and has a positive
limit at infinity. First, we obtain a minimum energy positive solution and also a nodal solution
to the problem (P), with V satisfying defined conditions and f being a superlinear function
with subcritical growth. The existence of this solution was guaranteed using variational
techniques combined with the Lions Principle of Concentration and Compactness. The
proofs are based on the location of the infimum of the associated functional restricted to sets
of the Nehari type.

Next, we study the same problem, but now considering V being a non-periodic potential
and the nonlinearity f having asymptotically linear behavior at infinity. In this case, the
change in sign of V results in the spectrum of the operator L = —A+V has negative infimum.
For the existence of a nontrivial weak solution, spectral theory is used and through the
interactions between translated solutions of the problem at infinity, the problem satisfies the
geometry of the Linking Theorem with the Cerami condition.

Keywords: Mountain Pass Geometry, Cerami Sequence, Linking, Nehari Manifold,
Assymptotically Linear.






Lista de Simbolos

Bg(0) Bola aberta centrada em zero e raio R.
Bgr(x) Bola aberta centrada em x e raio R.

Uy — U Convergéncia forte (em norma).

Up —u Convergéncia fraca.

u, —u, q.t.pemQ Convergéncia em quase todo ponto x € Q.

du Jdu 8u>

Vu = < Gradiente da funcéo u.

n

axlz’axz’mﬂxn
0“u

Au = l:Zi 8_1612 Laplaciano de u.

u(Q) Medida de Q.

suppQ Suporte da funcdo ¢.

CKRN), parak =1,2,--- Espaco das funcdes de classe C*

Coy (]RN ) Espaco das funcdes suaves com suporte compacto em R” .
E* Dual do espago E.

LP(Q) Espaco de Lebesgue das funcdes p-integraveis.
L‘l" e (Q) Espaco das fungdes localmente integraveis em 2.
p= NPTNP Expoente critico de Sobolev.

H'(RY) Espaco de Sobolev W12 (RV).

||ue| g1 Norma usual de H'!(R").

l|ullp Norma usual de L” (RV).

l|ullv., Norma com peso em H' (RV).
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Introducao

Neste trabalho, apresentaremos os resultados mostrados nos artigos de Furtado, Maia e
Medeiros [20] e Maia, Junior e Ruviaro [29] que, sob certas condi¢des, garantem a existéncia
de solucio fraca ndo trivial u € H'(R") para o problema

—Au+V(x)u=f(u), em RY (P)

em que N > 3 e a funcdo f e o potencial V satisfazem certas hipdteses previamente estabele-
cidas.

Trabalharemos com o problema na sua forma variacional, associando ao problema (P) o
funcional energia I : H'(R") — R dado por

1) :%/RN(]VMZ—FV()C)uZ)dx—/R F(u)dx

N

u
em que F(u) = / f(s)ds, e assim, obteremos uma solucéo fraca para (P), a qual € um ponto

critico ndo trivial para . Para obter os resultados tragados, deve-se considerar o problema
limite
—Au+Vou= f(u), ucH'(RV),
com a finalidade de relacionar o nivel do funcional energia do problema (P) com o daquele
associado no infinito.
Este problema surge quando se procura solucdes estaciondrias de uma equagdo de Schro-
dinger ndo linear (veja por exemplo [7, 33]) dada por

oy

hZ
W I ay vy v

ih .
Y|

Assim, muitos autores tém estudado o problema (P) considerando diferentes hipéteses sobre
o potencial V e ndo linearidades f. Trabalhos sobre a existéncia de solugdes positivas para (P)

quando o potencial V € limitado por baixo por uma constante positiva e f tem crescimento
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subcritico, usando argumentos do Passo da Montanha sdo bem conhecidos ([3, 33]). Sobre
a existéncia de solu¢des nodais em dominio ilimitado foi provado em [4]. No entanto, a
existéncia de solugdo que muda de sinal para nosso problema (P) foi pouco explorada até o
momento.

Liu, Su e Weth em [28] provaram a existéncia de solucdes positiva, negativa e nodal para
o problema (P) sem condi¢@o de periodicidade para as fun¢des V e f. Jeanjean e Tanaka em
[22] estabeleceram a existéncia de uma solug@o positiva para (P) em que V(x) > o >0e f é
assintoticamente linear no infinito, f(s)s~' — a > 0 quando s — e com a > info(—A+V).
No contexto do problema nao autdonomo, Kryszewski e Szulkin [24] e Pankov [31] provaram a
existéncia de solugdo ndo trivial com f(x,u) em (P), considerando V um potencial periédico
e f(x,s) superquadratica em s. Evéquoz ¢ Weth em [18] estudaram a existéncia de solug¢des
para o caso ndo autdonomo utilizando o método de Nehari, considerando V ndo periddica e
pode mudar de sinal, tem limite no infinito, a ndo linearidade F € superquadratica no infinito
e a funcdo s — f(s)/s é estritamente crescente.

Seguindo essa linha, no presente trabalho estamos interessados em estudar a equagdo
eliptica semilinear com um potencial que muda de sinal. Sendo assim, essa dissertacao
estd estruturada em dois capitulos que garantem a existéncia de solugdo fraca nao trivial
para o problema (P). Na obtencéo de nossos resultados, dependendo do comportamento do
potencial V e da ndo linearidade f, utilizamos diferentes métodos, a saber os variacionais.

No Capitulo 1, estamos preocupados com a existéncia de uma solugdo positiva de
energia minima e adicionalmente uma solugio nodal para o problema (P) com V : RY - R
sendo um potencial que pode mudar de sinal satisfazendo condi¢des adequadas e a nao
linearidade f : R — R sendo uma funcdo de classe C le superlinear com crescimento
subcritico. Lembramos que uma solug@o u; de (P) é de energia minima entre todas as

solugdes, ou seja,
I(uy) =min{I(u) : u#0 é asolugdo de (P)},

enquanto solucdo nodal é uma solu¢do que muda de sinal.

A nossa principal dificuldade consiste na falta de compacidade do nosso funcional
associado ao problema (P) em dominios ilimitados. Para superarmos esta dificuldade
apresentaremos € provaremos uma versao do Lema de Concentracdo e Compacidade de
Lions [27], aqui chamado de “Splitting”.

Dessa forma, para obter uma solugao positiva de energia minima, aplicaremos os métodos
variacionais combinados ao Lema de Concentra¢do e Compacidade de Lions. As condi¢cdes
fornecidas pela nao linearidade f garantem que o funcional / associado ao problema (P)

possui a geometria do Passo da Montanha, a qual fornece uma sequéncia Palais-Smale. Além
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do mais, € importante destacar que o Splitting é utilizado para mostrar que tal sequéncia
converge forte para uma solucao nao trivial.

Em seguida, localizamos o infimo do funcional 7 restrito ao conjunto de Nehari, o qual
coincide com o nivel do Passo da Montanha. Para atingir este objetivo, assumimos também
que f satisfaz a conhecida condi¢do superlinear de Ambrosetti-Rabinowitz e uma condi¢do
de monotonicidade. Com isso, verificamos que u# # 0 € uma solug¢do de energia minima
provando uma desigualdade estrita entre a energia do funcional / e a energia do funcional
associado ao problema no infinito. Finalmente, pelo Principio do Maximo Forte, u € uma
solucao positiva. Em relacdo a solu¢ao nodal aplicaremos o Teorema da Funcao Implicita.
Como no caso anterior, comparamos os niveis de energia do funcional, no entanto, agora
com o infimo de [ restrito ao conjunto do tipo Nehari.

No Capitulo 2 estamos interessados em estudar o mesmo problema (P) em que V é
um potencial continuo e nao periédico e que muda de sinal, com limite assint6tico Ve > 0
no infinito e f uma fun¢ao assintoticamente linear no infinito. Nesse caso, utilizaremos o
Teorema de Linking [32] com a condi¢do de Cerami como em [25], Proposi¢do 2.10, e [12]
para obter uma soluco fraca ndo trivial u € H' (RN) para o problema (P), uma vez que nio
€ possivel aplicar o Teorema do Passo da Montanha. Um dos obst4culos, estd em provar a
limitagcdo da sequéncia de Cerami, ja que estamos lidando com um problema assintoticamente
linear e dominio ndo limitado.

Para obter a solugdo desejada utiliza-se a solucao radial, continua e positiva de energia

minima uq do problema limite
—Aw +Vew = f(w), em RY (Ps)

projetada em um subespaco vetorial de dimenséo infinita de H' (RY ) com codimensao finita.
Além disso, foi crucial estimar as intera¢des das transladadas de ug a fim de obter a geometria
de Linking (Lema 2.3).

Apesar de ambos os capitulos tratarem do mesmo problema (P), é importante ressaltar
as semelhancas e diferencas entre eles. O ponto comum € que o potencial V muda de sinal,
o que traz grandes dificuldades, por exemplo, para lidar com a componente esquerda do

funcional energia associado ao problema. Caso V fosse maior que zero, a expressao
/ (|V?| +V (x)u®)dx
RN

seria uma norma. Porém, ao ocorrer uma mudanca de sinal em V = V1 — V™~ & necessario

lidar com sua parte negativa.
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No primeiro caso, contornamos essa dificuldade controlando a norma do V™ no espaco
de Lebesgue LY /2 por uma constante S (onde S € a melhor constante da imersao de Sobolev).
Convém salientar que esse controle facilita a realizacao de algumas estimativas importantes.
Por outro lado, no segundo capitulo, a mudanga de sinal do potencial V implica necessa-
riamente que o espectro seja negativo (hipdtese (V3)), o que impossibilita a aplica¢do do

Teorema do Passo da Montanha. Considerando

E~ :=span{¢@;, i=1,2,--- .k} e ET:= (E_)L,
a impossibilidade decorre do fato de que na direcdao E~ o funcional é sempre negativo,
enquanto na dire¢io E™ ele é positivo, e isto faz com que o método utilizado no primeiro
caso seja ineficaz para o segundo capitulo. Portanto, se desejamos abordar o problema de
maneira variacional, precisamos buscar outro tipo de teorema que forneca pontos criticos de
funcionais.

Como o funcional associado / € indefinido, para contornar as dificuldades os autores
Maia, Junior e Ruviaro [29] utilizam o Teorema de Linking para garantir existéncia de
solucdo fraca nio trivial para o problema (P). E conveniente decompor o espaco H' (RY) em
uma soma direta de dois subespagos E T e E~, um deles de dimensio finita, e assumir uma
condi¢do de ndo quadraticidade em F (hipétese ( f3)). Diferentemente do capitulo anterior,
ndo precisamos trabalhar com método de minimiza¢ao na variedade de Nehari. Supondo que
s+ f(s)/s é crescente para s > 0, conseguimos comparar os niveis de energia dos funcionais
I e I, e portanto, aplicar o Lema de Concentra¢do e Compacidade de Lions.

Um fato importante diz respeito ao decaimento exponencial da solu¢cdo do problema
limite (P ), usado fortemente na comparagio dos niveis de energia dos funcionais. Além
do mais, com suas semelhancas e diferencas, € relevante destacar que os artigos [20] e [29]
se complementam. Por um lado, a mudancga de sinal do potencial implica em um espectro
positivo, e de outro, negativo. Por essa razdo, empregam-se diferentes métodos para obter a
solucgdo do problema (P). Enquanto no primeiro usamos o Teorema do Passo da Montanha,
no segundo utilizamos o Teorema de Linking.

Destacamos que estudaremos os artigos na sua originalidade e esséncia, sem apresentar-
mos novos métodos, com enfraquecimento de hipéteses, exigéncia de menos regularidade na
funcdo f, dentre outros fatos que tratam da evolu¢do dos problemas estudados. Além disso,
no apéndice A apresentamos resultados importantes de Analise Funcional, Teoria da Medida
e Equacdes Diferenciais Parciais utilizados ao longo do trabalho, além da Teoria Espectral e
Lema de Lions. No apéndice B provamos um resultado técnico sobre convergéncia uniforme.
No apéndice C mostramos o Teorema de Linking sob a condi¢do de Cerami e no apéndice D

demonstramos a diferenciabilidade do funcional / para o primeiro caso.



Capitulo 1

Solucao Positiva e Nodal para uma
Equacao de Schrodinger nao Linear com
Potencial Indefinido

Neste capitulo, estudaremos a equacao eliptica semilinear
—Au+V(x)u= f(u), em RV, (P)

onde estamos preocupados com a existéncia de uma soluc@o positiva de energia minima
e adicionalmente uma solug¢io nodal para o problema (P). Considerando V=V -V~ e

vE = max{=+V,0}, assumimos as seguintes hipdteses sobre o potencial V:

(Vo) Vel (RN) paraalgum > N/2;

loc

(V1) V&= lim V(x) > 0;

| oo

(V3) se denotarmos por S a melhor constante para a imersdo de Sobolev D1?(RY) <
L (]RN ), a saber

S = inf { [ VulPa gy 0 € D'2RY) e vy = 1}

entao
IVl ve@yy < S- (1.1)

Ap6s o trabalho de Lions [26], condi¢bes como (V) apareceram em muitos trabalhos com

potenciais positivos ou de mudanca de sinal [10, 13, 33]. Algumas condi¢des relacionadas a
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(V») ja apareceram em [6, 13, 34] onde os autores consideraram o problema (P) ou algumas
de suas variantes.

No que se refere a nao linearidade de f, partimos do pressuposto de que
(fo) f€C'(R.R);

(f1) existem2 <g+1<n+1<2*:=2N/(N—2) tais que

! /
lim L/ (i)l‘ =0 e lim sup f (i)J
[s]—0 |s]2 15| oo 5[

< o005

(f2) existe 6 > 2 tal que

0 < OF(s) <sf(s), paratodo s#0;

(f3) afungdo s+— f(s)/s é crescente em (0, +oo).

Condigdes (fo) — (f1) e (V1) — (V2) mostram que o problema (P) tem uma estrutura
variacional. Mais especificamente, as solu¢des fracas do problema (P) sdo justamente os
pontos criticos do funcional I : H' (RY) — R de classe C', definido por

1
I(u) = 5 /}RN (IVul* +V (x)u?) dx — /RNF(u)dx,
N
onde F(s) := / f(r)dr.
0
Como um dos objetivos desse capitulo € mostrar a existéncia de uma solugdo positiva

de energia minima para o problema (P), enunciaremos abaixo nosso primeiro resultado de
existéncia:

Teorema 1.1. Suponha que f satisfaca (fy) — (f3) e V satisfaga (V) — (V2). Entéo o problema
(P) tem uma solug@o positiva de energia minima, desde que V satisfaca

V(x) <VZ, paratodo x e RN, V #V] . (V3)

Note que ndo assumimos que V' seja limitado inferiormente, diferentemente de [34]. Em
nosso segundo resultado queremos obter uma solugéo de (P) que muda de sinal. Assim,
precisamos impor a f uma condi¢do mais forte, especificamente

-~

(f3) existemn <o <2*—1eC > 0tais que

f'(s)s— f(s) > Cls|° s, paratodo s € R.



Podemos afirmar agora os nossos resultados de multiplicidade da seguinte forma.

Teorema 1.2. Suponha que f é impar e satisfaz (fy) — (f2) e (fA3) Suponha também que V
satisfaz (Vp) — (V») e, para algum y < V.S q/(q+ 1) ocorra

V(x) <VZ —Ce ™ paratodo x e RV. (V3)

Entdo o problema (P) tem além de uma solug@o positiva de energia minima uma solugio que
muda de sinal.

Exemplo 1.1. O potencial V : RY — R dado por

L para |x| > 1
T (.20 X ’

V(x) = 1+\IX\
@ para |x| <1,

onde 0 < o < 2 satisfaz nossas hipdteses.

Observagdo 1.1. Como estamos interessados em encontrar solu¢do positiva, quando necessa-
rio assumiremos que f(s) = 0, para todo s < 0.

Agora, vamos destacar alguns aspectos sobre as hipdteses mencionadas anteriormente.
Em (V) temos que o potencial é localmente integravel, e isso nos permite verificar que o
funcional estd bem definido. Em (V}) o potencial V possui limite assintético V. no infinito,
essa condicao desempenha um papel crucial na obtencdo de algumas estimativas da prova do
Lema de Concentracdo e Compacidade de Lions, além de ser empregada na demonstraciao da
equivaléncia das normas. Ja (V,) é fortemente usada na equivaléncia das normas, limita¢do
da sequéncia (PS)., geometria do Passo da Montanha e existéncia de ponto de maximo.
Além do mais, (\73) e (fg) nos auxiliam a obter algumas estimativas para mostrar a existéncia
de solugdo nodal. Por outro lado, (f}) diz respeito a condigdo de crescimento da fungdo f,
que serd usada sempre que precisarmos estabelecer um crescimento de f e de sua primitiva
F, a condig¢do (f») usaremos para provar a limita¢do da sequéncia (u,), geometria do Passo
da Montanha, Splitting e na obtencao da solucio de energia minima, e por fim a condi¢do
(f3) € usada para mostrar que a solugao estd projetada na variedade de Nehari de maneira
Unica.

Neste capitulo, apresentaremos na Secdo 1.1 a estrutura variacional utilizada, limitacao
da sequéncia Palais-Smale e uma versdao do Lema de Concentra¢ao e Compacidade de Lions,
que serd fundamental na prova do Teorema 1.1. Na Secdo 1.2, analisemos a geometria do

Passo da Montanha e, em seguida, demonstraremos a existéncia de uma solugdo positiva de
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energia minima para o problema. Finalmente, na Se¢@o 1.3 dedicaremos a prova da existéncia

de uma solug@o para (P) que muda de sinal.

1.1 Estrutura variacional

Nesta se¢do apresentamos a estrutura variacional para lidar com o problema (P) e também
fornecemos algumas preliminares que serdo uteis posteriormente. Como (]/‘;) implica (f3), ao
longo deste capitulo assumimos que f satisfaz (fp) — (f3) e V satisfaz (Vp) — (V2 ). Denotamos
por ||ul|, a L (RY)-norma de u € LP(RY).

Antes de definirmos o nosso espaco E como sendo o espaco de Hilbert dotado de um

produto interno, precisamos provar o seguinte resultado:

Lema 1.1. A forma quadratica
u— / (|Vu|2 + V+(x)u2) dx
RN
define uma norma em H'(R") que ¢ equivalente a usual.

Demonstracdo. Em vista da condigdo (V) ), existe R > 0, tal que

/A0 3Ve N
vi=—- <VT(x) < — = 3v, paratodo x € R"\Bg(0),

onde Bg(0) := {x € R : |x| < R}. Assim, a desigualdade de Holder e a definicdo de S

fornecem

(|Vu|2+V+(x)u2) dx = \Vul?dx + VY (x)utdx + vV (x)utdx
RN RN Br(0) x|>R

2 + 2 2
< | IVuPdx+|v ||LN/2<BR<0)>”””2*+3V/|X|ZR” &

2 Il as 2 2
< [V IV g [ W3y [ il
= (1+C1)/ !Vulzdx+3"/ u’dx

RN RN

< max{1+C1,3v}/ (|Vu|2_|_u2)dx,
RN

comCy =851 HVﬂlLN/Z(BR(O))'
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Por outro lado, temos que

2/2*
/ WPdx < |Br(0)PN ( / |u|2*dx) <G / Vul2dx,
Br(0) Br(0) RN

onde C; := S~ Bz (0)[*V e | Bg(0)| denota a medida de Lebesgue de Bg(0).
Além disso, como v < VT (x) < 3v para todo x € R¥\Bg(0) segue que 1 <V (x)/v < 3.

Consequentemente,

/(]Vu]z—l—uz)dx = / \Vu\zdx+/ |u|?dx + |u|>dx
RN RN Bg(0) |x|>R

1
(14+C) / Vuldx+— [ Vv (x)uldx
RN V JIx|>R

IN

< max{l—l—Cz,v_]}/ (IVu)* + VT (x)u?) dx,
RN

e o lema estd provado. 0
Tendo em vista o resultado acima podemos definir £ como sendo o espaco de Hilbert
H'(R") dotado do produto interno

(u,v)g = /RN (Vu-Vv+V*(x)uv)dx, paratodo u,v€E
e norma associada dada por
a2 = /RN(|VM|2+V+(x)u2)dx7 para todo u € E.
Como || - || é equivalente a normal usual de H'(RY), a imersdo E — L”(R") é continua
para qualquer 2 < p <2,

Notamos que de (f;), dado qualquer 6 > 0 existe Cg > 0, tal que

|f(s)] < 8]s|7+Cs|s|", paratodo s € R. (1.2)

/
t
De fato, visto que lim £ ()] =0, entdo dado & > 0, existe R > 0 com

jsl=0 [¢]~!
|f'(t)] < 8|t|7"!, sempre que |r| <R. (1.3)

/(0

|t]n+1 < 400, dado B > 0, existe M > 0 com

Por outro lado, como lim sup
|t|—oo
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I/ ()] < Ble|"", sempre que |r| > M. (1.4)

Por (1.3), (1.4) e pela continuidade da f, temos que
0
|f(s)| < —=s]9+Cs]|s|", paratodo s€ R.
q

Portanto,
o
F(s)| < ——|s]9t!
F(5)| < |

Cs

. M1 paratodo s € R. (1.5)

5]
Com isso, podemos concluir que o funcional u — / N F (u)dx é finito, e portanto, estd bem
R
definido em E.
Além disso, como V™~ € N/ 2(]RN ), usando desigualdade de Holder e a imersdo continua
E — L(RY), temos que

LV @dx <[V galule <571V ol < o (16)

para qualquer u € E. Entdo, o funcional / : E — R dado por

1

N
5 ]RNV (x)u dx—/ F(u)dx, (1.7)

1
I{u) = 5l = N

estd bem definido. Além do mais, temos que I € C!(E, R) (veja Apéndice D) com

I'(u)p = /RN(VquDnLV(x)ugD)dx—/RNf(u)(pdx, paratodo u,¢ € E.

Consequentemente, os pontos criticos do funcional / sdo exatamente as solugdes fracas do
problema (P).

Lembremos agora uma condicao de compacidade bem conhecida. Seja £ um espago de
Banach e / : E — R um funcional de classe C'. Suponha que existam ¢ € R e (u,) C R tais
que

I(up) —c e ||[I'(up)]|g — O,

entdo dizemos que (u,) é uma sequéncia Palais-Smale no nivel ¢ para I, ou de forma
abreviada, (u,) é uma sequéncia (PS). para I. Agora dizemos que [ satisfaz a condi¢do

Palais-Smale no nivel ¢, quanto toda sequéncia (PS). para I possui subsequéncia convergente.

Lema 1.2. Se (u,) C E é uma sequéncia (PS). para I, entdo (u,) ¢é limitada em E.
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Demonstragiio. Como I(u,) — c e I'(u,) — 0, podemos usar (f>) e (1.6) para obter
1 /
C‘*'On(l)H”n“E = I(un) 91 (”n)
1
= H”n”E 2 x)udx — /RNF(M,,)dx—a/RNVuidx

—5/ V(x) 2dx—|—9/ S (uy)updx

1
= ]un||E / x)uldx — / F(uy) dx——/ Vildx
2 RN

1
—5 Vi) uldx + 9/ 2dx+9/ f (un)updx
= Shalp =3 [ v - gl g [ V@l

+/IRN (Ef(un)un—F(un)> dx

I 1 1 1
> (5-4) it (5-5) [,V ks
I 1 1 1\ [V
(3-3) lanli— (3-5) 2l

o Ve,
- (3-4) (“T .

onde 0,(1) denota uma quantidade que se aproxima de zero quando n — . A desigualdade

vV

acima implica que (u,) é limitada em E, pois vale (V3). O
Para obter compacidade é importante considerar o problema limite associado a (P),

nomeadamente o problema autdonomo
—Au+VIiu=f(u), em RV, (P.)

O funcional I. : E — R associado a (P) é dado por

1
Lo(u) == E/RN (|Vu\2—|—V;ru2) a’x—/RNF(u)dx,

em que as solugdes fracas de (P.) sdo os pontos criticos do funcional I.. Se u € E é ponto
critico de L. necessariamente I, (u)u = 0. Portanto, seja N, a variedade de Nehari de I, ou
seja

No :={u e E\{0} : I,(u)u = 0}
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e considere o problema de minimizacao relacionado

w = Inf L.(u).
¢ ueEN. (u)

A proposi¢do a seguir descreve o comportamento assintético de toda solugdo positiva do
problema (P.). Dessa forma, podemos observar que u decai para zero exponencialmente no
infinito.

Proposicéo 1.1. O problema (P.) tem uma solug@o positiva e radialmente simétricau € E
tal que I () = cw. Além disso, se a fungdo f for impar, para qualquer 0 < § < /V.I, existe
uma constante C = C(6) > 0, tal que

u(x) < Ce®M paratodo x € RV. (1.8)

Demonstracao. Veja Berestycki-Lions [7], Teorema 1.

O proximo resultado € técnico e pode ser encontrado em [1], Lema 3.1.

Lema 1.3. Sejam © C R" um conjunto aberto, s > 2 e (g,) C L* () NL* (€) uma sequéncia
limitada em L? () tal que g,(x) — 0 q.t.p. em Q.

(i) Se f satisfaz (f}), entdo
[ IF(a+w) = F(gn) = Fw) = on(1),

para cada w € L""1(Q)NLITH(Q).

(ii) Se f satisfaz (f1) — (f3), entdo
/Q|f(gn+w)—f(gn)—f(w)]rzon(l), paratodo 1 <r <2

ewe L2(Q)NL*Y (Q).

Demonstraciio. Vamos provar o item (i). Dado w € LT™(Q) NLI™(Q), pelo Teorema
Fundamental do Calculo

N&+W—F@g5£<iﬂ&+m0m.

dt

Como F € a primitiva de f, entdo

1
F(gn+w) — Fgn) = /0 Flan+tw)wt,
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portanto, de (1.2),

1
Flgutw)=F(gl < [ |f(gutow)llwlas

1
< [ (Blga+ il +Cslg+ 0wl wl) s

Como ¢ € [0, 1], entdo |g, +tw| < |gn|+ |w|. Portanto,

1
|F(gn+w) = F(ga)] < /0(5(!gn|+|wl>q\w\+C(s(!gn|+lwl>"\w\)dt
< 298]gu|?|w|+298|w|?! +27C5gn | W] +21C5|w[T.

Tomando 8 = 298 e C5, = 2"1Cs, obtemos
IF(gn+w) = F(gn)] < (81]gnl?|w|+ 81 [w|7*" +Cs,[gal"|w|+Cs, [w|™* ).
Pela desigualdade triangular e (1.5), temos que

[F(8nt+w) —F(gn) =F(w)| < |F(gn+w)—F(gn)|+|F(w)|

< (8ilgnl?w|+ 81|w|?T +C, |gn|M[w| + Cs, [w|T)
Cs

n+1|w|n+l'

5
ol
g+1

Dado € > 0, usando a desigualdade de Young na expressdo acima, segue que

F(gutw) — Flga) ~FO)| < €lgal + Cewi®! + 31wl + €lgy[ 1 +Celu| ™
oyt

w4
n+1

C n+1
+Cs, |w| +q+1

o)
= glg T + <C8+61 +—) lw|9T! 4 gg,| T
q+1
T CORNIRNL B FWLES
t 61 n+1 °

Considere a fun¢io G, dada por

Gs,n(x) = maX{|F(gn +W) _F<gn) _F(W)| - 8’8n|n+1(x) - £|gn|q+1(x)70}
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que satisfaz
Gen(x) =0, qtpem Q.

Da defini¢do de G¢ »(x) temos que

0
0= Genlr) < elgnlt™! 4 (Cet it o7 ) it el

C
(e Ca 520 i el el

Logo,
0 < Gen(x) < Gw|T - Culw|T! € L1(Q).

ja que w € L7 (Q) N L' (Q). Portanto, pelo Teorema de Convergéncia Dominada de
Lebesgue, temos

/ Gen(x)dx — 0.
Q

Mais uma vez, pela defini¢do de Gg , segue que
[F(gn+w) —F(gn) — F(w)| < €[gal®*" + €] +Cs|Ge.nl.

Lembrando que |g,|;2+ (@) < C temos

[ 1F(ga+w) = Flga) = F(0)| < Cs | |Geal +Ce
Assim, obtemos da seguinte desigualdade

lim sup A |F(gn+w)—F(g,) —F(w)| <Ce.

n—soo

Para € — 0 temos que

lim sup QIF(gn+W)—F(gn)—F(W)|<0,

n—eo

que implica em
[ IF (a4 w) = F(g0) = Fow)] = on(D).

Provaremos agora o item (ii).
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Pelo Teorema do Valor Médio existe 0 < & < 1, tal que

f(gnt+w)—fgn)l = |f'(gn+Ew)w]
C(p)|Ign+EwPw|
C(p)[lgnl + & wl]P " |w]
< Cllgal+ wllP~"|wl.

IN

Assim, fixadosR >0ep c H ! (RN ), obtemos pela desigualdade de Holder, pela imersao de
Sobolev e pela limitagdo de (g,), que

[ 1fentw) = flen)lods| < € [ [lg+ wllr ! wlloldx
[x[>R |x|>R

1
- =)
< Cllgalr + Il ol | [ ol
|x|>R
-
-1 -1 —1 1 P+
< 27 lanlld + vl ol | [t o]

m
< Clollmgay | [ vl

Novamente pela desigualdade de Holder e pela imersdao de Sobolev, temos que

/x|>Rf (w)pdx

< ) [ wPloldx
|x|>R
< cw| [ w1 x| gl
|x|>R
_P_
+1 p+1
< Clollmgasy | [ Ini*1as]
|x|>R

Como para cada € > 0 existe R > 0 tal que

/ lw|Pdx < g,
|x|>R

entdo, para todo ¢ € H! (RN ), usando as desigualdades acima, obtemos que
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/X>R (flgn+w)— f(gn) — f(W)) @dx

< /|x|>R|f(gn+W)—f(gn)||90|dx
Fw)|gldx

|x|>R
1

m
ol | [ e

T
p
+Clll g [ / |W|p+1dx]
|x|>R
Cel| || g1 mm)-

IN

IN

Afirmamos que

f(8n+w)—f(gn) = f(w), em L*(Bg(0)) = L’(B), (1.9)

1
onde 5 := &

p
Admitindo a nossa afirmag¢ao acima, obtemos que

/x<R<f(gn+W)_f(gn)_f(w))(pdx < (@l 1 (gn+w) = fgn) — FW)]l1s(s)
< Cell@llgiry):

Resta-nos verificar (1.9). De fato, temos que g, +w — w em H' (]RN), assim, g, +w —w
em L! (RVY), para 1 < g < 2*. Logo,

loc

gn— 0, em LI(Bg(0)),

(gn+w)(x) —gn(x) = w(x), q.tp x € Br(0).
Dai, segue que

(gn+w)(x) —gn(x) = w(x), q.t.p x € Bg(0). (1.10)

Também,
(g +w) ()], w(x)| < g(x), geLl (RY),

n(x)| < h(x), he L], (RY).

loc

Assim,
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p+1 p+l
|f(gn+w)—f(gn)—fW)| 7 < C(p)(Ign+w[P+|gnl” +|w|F) 7
+1
< 2% C(lgn+ w4 [gal”t 4 w]PH)
< Cg(x)" ™+ Ch(x)PT.

Se 1 < p<2*—1entio g,h € L"T1(Bg(0)), dai, g"*!,n?™! € L'(Bg(0)). Com isso, e
usando (1.10), podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtendo
que

f(gn+w)—f(gn) = f(w), em L*(B),

1
onde s := & O que conclui a prova o lema. [

Para provar que o funcional 7 satisfaz alguma condi¢do de compacidade precisaremos
da seguinte versao de um resultado devido a Struwe [36] (ver também [5]), referido como
Lema de Concentracdo e Compacidade de Lions. Esse lema € crucial para demonstrar a

convergéncia forte de uma sequéncia Palais-Smale.

Lema 1.4. (Splitting Lema) Seja (u,) C E, tal que
H(uy) — ¢, I'(uy) —0

e u, — ug fracamente em E. Entdo I'(up) = 0 € temos

a) u, — ug fortemente em £, ou
b) existe k € N, (y/) € RN com [y/| — oo, j = 1,..., k, e solucdes ndo triviais u',...,u*

do problema (P.), tal que

I(un) = I(uo) + Y La(u) (1.11)

— 0.
E

k
D WA
j=1

Demonstrac¢io. Em primeiro lugar, mostraremos que I’ (up) = 0. Da imersdo compacta de
Eem[I?

loc> 1 < p < 2%, como (u,) é uma sequéncia limitada, existem uma subsequéncia de

(u,), que ainda denotada por (u,) e ug € E tais que
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(
Uy, — ug, em E

up — ug, em LY (RN), para 1< p<?2*

loc

un(x) = up(x), q.t.p. em RY

[ Vi (x) = Vug(x), q.t.p. em RV,

Como Ci(RY) é denso em E, fixamos ¢ € g’ (RY) e consideramos K = supp@, assim

Futa(0)9(x) = Fluo(x) (), q.t.p. xEK

e, por (1.2), vale que
[/ (un()) 9(x)| < 8Jun(x)| + Colun(x)|" < h(x) € L'(K), q.1.p. xEK.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim [ fn(0)p)dr= [ fluol)o@ds, vpeGEY).  (L12)

n—oo JRN

Por outro lado, da convergéncia fraca de u,, — up em E, temos

lim [ (Vu,Vo+V(x)u,@)dx = /N(VMOV(P +V(x)uop)dx. (1.13)
R

n—oo JRN

Assim, de (1.12) e (1.13), segue que

lim 7' (u,) @ = I'(up) @, Vo € C6°(]RN).

n—oo

Mas, por hipétese, lim I'(u,)@ = 0. Logo,
n—soo
I'(up)p =0, Yo € C7(RY). (1.14)

Passo 1. Suponha agora que a sequéncia (u,) ndo converge forte para ug.Definindo

u,ll = Up — Up. Assim, temos que u,ll — 0 em E. Mostraremos que

@1) [uyllz = llunllz — lluol|Z +0n(1),
(b.1) Lo(u}) = ¢ —I(up),
(c.1) I (u}) —o0.

De fato,
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(a.1) Como u,, — ug em E, entdo

(it o) — (1o, uo) = ||uo||%-

Assim,

lugllZ = Nl —uol|z = {un — uo, n — o)
= lutnllZ = 2utn,u0) + o]l
2 2 2

= |luallz =2lluollg + lluollz + 0n(1)

= |luallz — lluollz +0n(1).

(b.1) Notamos primeiro que, desde que ug € Lz(]RN ) € up — up em LIZOC(RN ), entdo

/ VS uupdx = / Voju%dx+0n(l).
RN RN
Pela igualdade acima, obtemos

Vi (u, — uo)zdx =

- V2 — 2V uug + VI ud)dx

f!
/RN (Viu? —Viud)dx+o0,(1),
assim, notamos também que

/RN(v:(un—u0)2—V(x)(u3—u3))dx _ /RN(v; 2 VR V() +V(x)ud)dx+ oa(1)

_ /RN<V;_V(x))(ug—ug)dx+on<1>. (1.15)

Portanto, desde que lim V(x) = Vj,' , para cada € > 0, existe R > 0, tal que

x| oo
VI —V(x)| <&, em RN\Bg(0).

Seja Bg := Bg(0), podemos usar a limitagdo de (u,) e a desigualdade de Holder, para obter
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/RN(V;,r —V)(ui—u(z))dx

/ (VE=V) (2 —ud)dx+ (V= V) (u2 — uf)dx
B RN\Bg

R
< [ E Vi - alave [ V= Vi - udldx
Br RN\BR
< /|V§—V||u%—u%|dx—|—8/ |u? — uf|dx
Br RN\BR
< ClH”n_uO”L2(BR)+C28:On(l). (1.16)

Além disso, temos que

|
(i) =)+ 1) = 5 [ (Vi P+ )= [ F(u)dx

1
(|Vun|2+V+(x)u%)dx+—/ V_(x)u%dx—I—/ F(u,)dx
2 RN RN

=5 |y
—1—1/ (|Vu |2+V+(x)u2)dx—l/ V(x)uzdx—/ F(up)dx
2 RN 0 0 2 RN 0 RN 0
1
= o | (V(tn—u0)|* = [Viu|* + [ Vuo|*)dx
2 JRN
1

5 RN(VJ (un —u0)> =V (x) (u — ) dlx
— [ (Pt = 0) = F () + F o))
Finalmente, como u,, — ug em E, pelo Lema de Brezis-Lieb ([38], Lema 1.32),
[ (V= 0) 2 = Vit 2+ [Vito P = 0, (1)
portanto, segue da convergéncia fraca, de (1.15) e o Lema 1.3(i) que
Lo ()Y — I(uap) + I (up) = %/RN(V; —V(x)) (2 — ud)dx+ 0,(1). (1.17)
Da equagio (1.17) e (1.16) temos que Lo (1)) — I(u,) +1(ug) = 0,(1). Assim,
Lo () = 1 (1) —1(1t0) + 05 (1)
passando o limite quando n — oo, obtemos

Lo(uh) — ¢ — I(ug)
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como queriamos.

(c.1) Agora mostraremos que

I (u)) =0, quando n — oo, (1.18)

De fato, usando que u}l ‘= up — ug, o Lema 1.4(a) e o Lema 1.3 (i1), temos que para toda

funcdo h € E,
I (), )

(

(I, (uo + up), 1)

_ / (VuoVh + V2 ugh+ Vil VA + Vi ulh) dx — / o+ ubyhdx
RN RN

on(l) =

= /R | (VugVh+VSugh) dx — / S (uo)hdx + / (Vup Vi+ VS uyh) dx
_/]RN hdx+/ fugp hdx+/ hdx /R f(u0+u Yhdx
= (L.(uo),h) + +/ fuo) + f(up) — fuo+up)) hdx

= (L(uo),h) + h) + / fuo) + f(un — uo) — f(un)) hdx
= <I;<uo),h>+<l’( 2),h) +on(1)

Agora usando o fato que (u,) é¢ uma sequéncia (PS), de I. e (1.14), obtemos
(L (ty) 1) = (L (un), ) — (Lo (10) ) = 04 (1).

Portanto, obtemos que (1) é uma sequéncia (PS). de L. Portanto, I, (u}) — 0.

Como estamos supondo que u,ll — 0 em E, vamos definir

0 := limsup sup |u) [dx.
n—eo  yeRN JBi(y)

Vanishing. Se 6 = 0, segue do Lema de Lions (A.2, Apéndice A) que
u. =0, em L'(RV), para 2 <t < 2"

Desde que I7,(u}) — 0, e como () é uma sequéncia limitada, entdo I, (u!)u! — 0 quando

n — oo, isto €,

Iéo(u,ll)u,ll = ||u,11||% — /]RNf(u,ll)u,lldx — 0, quando n — oo.
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Segue que

Japl = [ fudr+on(t)=C [ ",

como 2 < 1+ 1 < 2* e fazendo n — oo na desigualdade acima temos que ||u}[|% — 0, 0 que
implica que u,l, — 0 em E, o que é uma contradi¢do.

Non-vanishing. Supondo agora que § > 0, entdo existe uma sequéncia (y,lq) c RY tal

0
/ |u) [Pdx > =
Bi(y}) 2

Definimos uma nova sequéncia (v.) C E por v} := u! (- +yl). Como (u}) é limitada entdo

que

(v}l) também o €, passando a uma subsequéncia, existe u; € E tal que

1 1
v,—u, em E

vix) = ul(x), qtp. em RV,

Fazendo uma mudanca de varidvel temos

0
[ iPax= [ deeshPax= [ P 2,
Bi(v}) B1(0) B1(0) 2

além disso, a convergéncia fraca e a imersdo de Sobolev implicam que v} — u! em L?(B;(0))

[ lipas>?
B (0) 2

de onde segue que u' £0. Como u,ll — Oem E, segue que (y,ll) € uma sequéncia ilimitada.

e, portanto,

Portanto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que |y,11| — oo, Agora vamos mostrar
que I, (u') = 0. De fato, tome ¢ € C(R"Y). Sendo |y}| — e, entdo podemos encontrar ng
tal que ¢, := ¢ (x—y!) em C(RY) para todo n > ng, além disso, ||¢,||z = ||¢||z. Como

consequéncia de 1.18, temos que

~

8\

V) 9)]+on(1)

v (x+32)), ()| +0n(1)
1

|

8\

v (%), 0 (x =) +0a(1)
Vs On) | + 0 (1) = 04(1).

o~ — o~~~
~N
N /N /N /N

g g%

Passo 2: Agora definimos u? := ul —u!(- —yl). Como feito para (1), podemos verificar

1SS0
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@2) [l = llunlZ — lluollz — llu' |E +on(1),
(b.2) Lo(u?) — ¢ —I(ug) — Lo(u'),
(c2) IL(u?) = 0.
De fato, para o item (a.2), temos que
gz = Nty —u' = Yu)llE = (ot — 1 (- = yn), 1y — ' (- =)

= gl — 2,1 (- = yu)) + ' (- = y2) I

2 2 2
= lunllZ — lluollz — llue' I +on(1).

Agora para (b.2), temos que

)~ Tl + 1) = S1IE— [ Fld)ax
— bl [ P gl - [ R
- /R (F() = F () = F (i)

e, utilizando a mesma ideia do Lema 1.3(i), podemos mostrar que que

N Fwh) = F(ut) = F(u2)ldx 0,

e portanto o resultado segue.
Para a demonstrac@o de (c.2), utilizaremos os mesmos argumentos da verificacdo de que
I/

o)

(ul) = 0. Se ||u?|| — 0, concluimos a demonstragio. Caso contrério (u2) — 0 e ndo
converge forte, podemos repetir 0 mesmo argumento anterior.
Agora procedemos por iteracdo. Observe que se u € um ponto critico nao trivial de I e u

¢ uma solugdo de energia minima do problema (P.), entdo temos por (f>) que

) = 1@ = [ (Sr@n-F@) de=p >0,

e portanto segue de (b.2) acima que a iteracdo deve terminar em algum indice k € N. Isto
conclui a prova. 0
Apresentamos a seguir o resultado de compacidade que serd utilizado na prova de nosso

teorema principal.

Corolario 1.1. O funcional 7 satisfaz (PS). para qualquer 0 < ¢ < Ceo.
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Demonstrac¢do. Seja (u,) C E tal que
I(up) = ¢ < coo € I'(up) — 0.

Pelo Lema 1.2 temos que (u,) € limitada em E e portanto, indo para uma subsequéncia se

necessario, u, — ug em E. Do Lema 1.4 temos I'(uo) = (. Assim, concluimos a partir de

(f2) que

Iug) = I(uo)—%ll(uo)uo

_ /RN Gf(uo)uo —F(u0)> dx > 0.

Se u,, + up em E, podemos usar o Lema 1.4 novamente para obter k € N e solu¢des nao

triviais u', ..., u* de (P..) satisfazendo
k .
nli_r&l(%) =c=1(up)+ Z Lo(t) > kCoo > Coo,

J=1

o que contradiz a hipétese. Por isso u, — ug fortemente em E e o coroldrio estd provado. O

1.2 Solucao positiva de energia minima

Dedicamos esta se¢ao a prova do Teorema 1.1, onde mostraremos a existéncia de uma
solugdo positiva de energia minima para o problema (P).

Como afirmado anteriormente, estamos procurando pontos criticos do funcional /. Assim,
se u € E € um ponto critico de / com u # 0, entdo / ’(u) = 0. Dessa forma, necessariamente,

u pertence ao conjunto

N :={uecE\{0}:I'(u)u =0},

onde N\ é denominado variedade de Nehari. O intuito é minimizar o funcional I sobre esse

conjunto, em outras palavras, obter u € N tal que
c1:= inf I(u).
ueN ( )
Primeiramente, usando a condi¢@o (f2), vamos mostrar que existe C > 0, tal que

F(s) >C|s|®, paratodo seR. (1.19)
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De fato, por (f2)
0 < O6F(s) <sf(s), paratodo s#0 e 6 > 2.

Caso 1. Considerando s > R > 0, obtemos
50 s f(e
—dtg/ &dn s>R>0,
R R F(t)
calculando os valores das integrais

91m]; < lnF(t)); < 6 (In(s) — In(R)) < (InF(s) —InF(R)).

Das propriedades da funcdo logaritmo, temos que

o () < () = (3)" < ()

assim, aplicando a funcio exponencial de ambos os lados da desigualdade

R
F(S)ZSO%:CSO, emque s >R >0.

Caso 2. Caso s < R < 0. De modo andlogo ao caso anterior,

/SRngZ/SR%dt.

b a
Sabendo que / fx)dx=— / f(x)dx, entdo
a b

R @ R 1(r) S0 s 1)
—/s 7dt2— S mdt@[{;é/lemdt

concluindo que
F(s)>Cs? emque s <R<O.

Portanto, mostramos que
F(s)>C|s|®, paratodo seR.

A seguir apresentamos algumas propriedades de ¢; e A/. O lema que demonstraremos

abaixo diz que toda u € E\ {0} pode ser projetada na variedade de Nehari de maneira tinica.
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Lema 1.5. Para qualquer u € E\ {0}, existe um unico 7, > 0 tal que t,u € N e 0 maximo da
funcdo ¢ — I(tu) parat > 0 é alcancado em 1 = 1,,.

Demonstracao. Dividiremos a prova deste lema em duas partes, apresentando primeiramente

a existéncia e, em seguida, a unicidade. Lembre-se de que

1 1
I(u) = §||u|],2€ - E/RN V™ (x)utdx — RNF(u)dx.
Existéncia: dado u € E\{0} fixado, considere a fung¢do

g:[0,0) — R
t — g(t)=1I(tu).

Por (1.19) e 6 € (2,2%), temos que

g(t) < S lull3 - V_(x)uzdx—Cte/ 1|8 dx (1.20)
2 R RN

para ¢ > 0. Concluimos que g(¢) — —oo quando ¢t — —+eo. Por outro lado de (1.5), temos que

2 2
TR VR q+1/ o+ gy n+1/ n+1
g(t) > 7 ||ullz 5 RNV (x)u~dx — et - |u|9 dx — Cet o |lu|" dx
> ﬁ I—M ul|Z — et [ |uli dx — Cet ™ [ Ju| T dx
Z 3 S E " € o

desde que 2 < g+ 1 < n+ 1, para r > 0 suficientemente pequeno, segue-se que g(¢) > 0.
Sendo g continua, entdo g atinge um maximo, isto €, existe ¢, > 0 tal que

I(t,u) = g(t,) = maxI(tu).
>0
Consequentemente, g’(¢,) = 0, implicando que t,u € N
Unicidade: mostraremos que ¢, é inico. Como t,u € N, entido I’ (tyu)t,u = 0. Isto é,

(t)? /R (VuP +V (@)uP)dx— /R Fltan)tudx =0

0 que equivale a

/RN(|VM2| +V (x)u?)dx = f(tu—u)uzdx.

RN t,u
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Dessa forma,

2 2 a2 2 f(tuu)u?
Jalf= [ (VP4 V@)= [ voars [ B g aa
RN RN RN  tyl
Suponha agora que exista s, > 0 tal que s,u € N, ou seja, I' (s,u)s,u = 0. Entdo, de maneira
andloga obtemos
f(suu)u?

2 _ 2 + 2 _ - 2
Jull = [ (VP +ve @i = [ voodavs [ LB

Subtraindo (1.21) e (1.22), chegamos em

/ ( flta  f (suu)uz) Y
"

tyu Sy

Supondo, sem perda de generalidade que z,, > s,,, € como pela hipétese (f3), f(¢)/t é crescente

em (0, 4o0), entdo concluimos que

/ (f(tuu)u2 B f(suu)u?
RN

tyu Syl

)a’x>0,

o que € uma contradi¢do. Portanto, segue que t, = s,,. [
O lema abaixo fornece condi¢Oes sob as quais / satisfaz as hipdteses geométricas do

Teorema do Passo da Montanha, mais especificamente,

Lema 1.6. Assuma que as condigdes (f1) — (f2) sdo validas. Entdo, existem p,r > 0 tais
que

(i) I(u) > p, paratodo ||u|| =r,
(ii) Existe e € E tal que I(e) <0, se ||e|| > r.

Demonstracdo. (i) Note que, de (f1) e (1.6), obtemos que

I0) = %Hu”%—%/RNV_(x)uzdx—/RNF(u)dx

Lo 1 2 +1 n+1
> Sl =V Iyl =€y [ it e = [l

Da imersdo continua H' (RY) < L'(RY), com 2 <t < 2, temos que
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1 Lo Soonatl & +1
I(u) = 5||”H125—§||V njallullz = Cillul & = Calull

1 IV=lln/2 ~ 1 = 1
= z(l‘T/ w2 = G 1 = Gl 2.

IV~ lln/2

Como | 1 — > 0 pela hipétese (V3 ), tomando ||u||z = r suficientemente pequeno

existe p > 0 tal que
I(u) >p >0, com |u|g=r

(i) De (1.19) e considerando ¢ > 0, obtemos
oo — (2 6 G
I(tu)<—||u||E——/ V- (x)uldx —Ci / u|®dx.
RV RN

Portanto, desde que 6 > 2, concluimos que I(fu) — —oo, quando t — +oo0. Assim, existe
to > 0 tal que I(tou) < 0. Fazendo e = fou temos que I(e) < 0 com |e||g > r. O

Dessa forma, usando (f3) e os mesmos argumentos apresentados na prova de [38, Te-
orema 4.2], podemos provar que c; € positiva e que coincide com o nivel do Passo da
Montanha de / e tem a seguinte caracterizacao

= inf I(y(t)) = inf I(tu) > 0, 1.23
¢1 = inf max I(y(r)) = inf = maxl(tu) (123)

onde I':={ye C([|0,1],E) : y(0) = 0,1(y(1)) < 0}.
A seguir, provaremos a relacdo entre ¢j € Ce.

Proposicao 1.2. Suponha que V satisfaz (V3). Entdo

0<c) < Coo.
Demonstracio. Seja u € N.. dado pela Proposig¢do 1.1, entdo

/ f(@)adx = / (|Va]> + V.ia*)dx. (1.24)
RN RN

Por outro lado, considere #; > 0 tal que t;u € N. Afirmamos que f; < 1. De fato, usando a

condig¢do (V3) e substituindo na igualdade (1.24), obtemos
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[ Seydx = £ / (Va2 +V (x)z)dx (1.25)
RN
2 [ (vaP+viwax =2 [ pwds

o

implicando que
VT 2 7).
/]RN f(tgu)tzudx < t5 /]RN f(@)udx.

ﬁz

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima nas integrais por — e, em seguida,
u

divindo por > chegamos na seguinte equivaléncia

Stz ;fuzu u? 4 3/ f(ﬁgi'ﬁz f(fu_ﬁ)ﬁzdx_ f(u )—2dx<0
u RN  tZu RN fhu RN U

/RN (%?—@)ﬁzdx<o.

Esta desigualdade e (f3) implicam que ;7 < 1.
Segue de (1.23), (1.25) e do Lema 1.5 que

RN

1sto €,

1
—I(t7) = t2 —(IVul? 2 _ .
1 < rtn>a(§(1(tu) =1(tzu) = /N > (| ul~+Vvx)u )dx /NF (tgu)dx

_ /R ) (% f(tuﬁ)tuﬁ—F(tuﬁ)) dx.

De (f3), temos que £ : (0,00) — R definida por

| N _

h(t) = / (- Fleiyia— F(tu)) dx
RN \ 2
¢ estritamente crescente. Portanto, concluimos que
I, _._ _
c1 < h(tz) <h(l)= / (—f(u)u—F(u)) dx = Coo
RN \ 2

e a proposi¢ao estd provada. [
Agora estamos prontos para provar nosso primeiro resultado, que garante a existéncia de

solucdo positiva de energia minima para o nosso problema.
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Demonstracio do Teorema 1.1: Uma vez que [ satisfaz a geometria do Teorema do

Passo da Montanha, existe uma sequéncia (u,) C E, tal que
I(uy) = ¢ e I'(uy) — 0.

Pela Preposic¢do 1.2 e o Coroldrio 1.1 existe u € E tal que a sequéncia (u,) converge forte-
mente para a fun¢io u. Como I € C!, entdo I(u,) — I(u). Pela unicidade do limite temos
que

I(u)=cy = uig{“/l(u).

Portanto, I(u) = c; > 0 e I'(u) = 0. Claramente, u # 0 e podemos concluir que « é uma
solugdo de energia minima de (P).

Para mostrar que u# € ndo negativa, notamos primeiro que, como estamos interessados
em solugdes positivas, pela observacdo 1.1, podemos supor que f(s) = 0, para todo s < 0.
Considerando u~ uma fungdo teste, temos que I’ (u)u~ = 0. Note que

I'(wu™ = /RN(VuVu_-I-V(x)uu_)dx—/RNf(u)u_dx.

+

Sabendo que u =u" —u~, obtemos

P = /RN((—VM)VM—i—V(x)(—u)u)dx—/ F—uyudx

RN
_ _/RN (IVu [P+ V(@) (u)?) dx.

Desde que I'(u)u~ = 0, entdo
_/ (Va2 +V(x) (u)?) dx = 0.
RN
Como V(x) = V*(x) — V™ (x), podemos reescrever a igualdade acima da seguinte maneira

_/]RN (IVu P+ V) (u)?) dx = - RNV_(x)(u_)zdx

portanto, pela desigualdade (1.6) obtemos

.
W= [ v e < I [ e pa
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Consequentemente,

IV ln/2 IV ln/2 V= ln/2

—112 -2 + 2. _ —112
Ju < g2 [V Px+ g2 [ v o P o -

No entanto, uma vez que ||V || vy < S, a desigualdade acima ndo pode ocorrer. Logo,

IV-lvn Y,
(1—T/ |7 =0,

dai segue que u~ = 0. Portanto,
u=u">0.

A regularidade eliptica e o principio do maximo forte, onde consideramos L(u) = —Au +
V(x)u > 0, implicam que u > 0 em RY. De fato, como u ndo € constante (caso contrario, a

constante seria zero, o que nao pode ocorrer), entdo u € estritamente positiva. [

Observacdo 1.2. Seja u; € E a solucdo dada pelo Teorema 1.1. Em vista da Proposi¢ao
1.2, podemos argumentar como em [21, Teorema 3.1] para concluir que u; tem o mesmo
decaimento da solucdo i do problema limite, ou seja, para qualquer 0 < 0 < /V,I, existe
C=C(6) >0tal que

ui (x) < Ce %M paratodo x € R. (1.26)

1.3 Solucao que muda de sinal

Nesta se¢do, vamos demonstrar a existéncia de uma solugdo nodal para o problema (P).
Comecamos apresentando o conjunto fechado

Ne={ucE:u"20,u 20, I'uNu"=0=0(u")u"}.
De fato, considere uma sequéncia (u,) C Ny tal que u, — u. Entdo,
L0V PVl P = [ pG s
Como uf — ut, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que

/N(|wi|2+V(x>yuiyz)dx: /Nf(ui)uidx.
R R
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Logo, I (ui) * = 0. Além disso, devemos ter u™ # 0, caso contrério, se u™ = 0 teriamos
1(F) — I(uF) = 0, 0 que é absurdo, uma vez que I(u:) > c. Dessa forma, concluimos que
N é um conjunto fechado.

Note que qualquer solugdo de (P) que pertenga a Ny muda de sinal e [ é limitado
inferiormente em ANy. A prova da limitagdo inferior segue de forma andloga as contas
feitas no Lema 1.2, supondo apenas por contradicdo que o funcional / ndo seja limitado

inferiormente.

Lema 1.7. Existe p > 0, tal que

|uF||g > p, paratodo uc Ni. (1.27)

Demonstracao. Para toda u € N1 obtemos

+12 +y, +
A
RN
e, usando o crescimento da f, temos que
i 3 < [ (8l + Colugs 7
R
Por outro lado, como 2 < g+ 1 < n+1 e por (f), existe € > 0 tal que
8[ul 1!+ Cslu|" < Seful® + Cslu|",

assim,
+112 +2 + 1
il < [ Sl Pax+ [ Colu | a

Pela imersio continua de H' (RN ) L (RN ) para 2 <t < 2%, segue que
s |17 < e g |IE +Cllu |1+,

0 que implica em
+1
(1—eK)luy |7 < Clluy ||

isto &, ||u; ||}~ > (1 —&K)/C. Portanto, concluimos que ||, ||z > p. O

Considere o seguinte problema de minimizacao

¢y = inf I(u).

uENi
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O lema a seguir serd de fundamental importancia para mostrarmos a seguinte relacio 0 <

) < €1+ Ceo.

Lema 1.8. Seja F € C*(R, R, ) uma fungo convexa e par, tal que F(0) =0 e f(s) = F'(s) >
0 para todo s € [0,00). Entéo, para todo u,v > 0,

[F(u—=v) =F(u) = F)| <2(f )y +f(v)u). (1.28)

Demonstracao. Vamos considerar dois casos: v < u e u < v. Primeiramente, se 0 < v < u,

pela convexidade de F', temos

F(v)—F(0) < F(u)—F(O).
v—0 - u—>0

Tomando o limsup e usando que F(0) = 0 obtemos

lim sup F(v) . F(u)—F(0)

u—0 v N u—0 u—0

Isto €,
F(v) <vf(u). (1.29)

Por outro lado, como F € C?, entdo f'=F” >0, 0que implica dizer que f é ndo decrescente.
Definindo a func¢ao
g:[0,1] — RT
t — gt)=F(u—1tv)

temos

1 1 1
P -l = | [ ¢0al< [1g0la= [ i-m-la

1
< /0 £l —1v)[|(—v)|dr.

Como u —tv > 0, temos que f(u—1tv) > 0, e assim

1
\F(u—v)— F(u)| §v/0 Flu—v)dr. (1.30)

Por outro lado, como u > u —tv entdo f(u—tv) < f(u). Logo,



Solugdo Positiva e Nodal para uma Equacdo de Schrodinger nao Linear com Potencial
34 Indefinido

1 1
/ Flu—tv)d < / Flw)dt = f(u). (1.31)
0 0
Pela desigualdade triangular, (1.29), (1.30) e (1.31) segue que

|[F(u—v) = F(u) = F(v)]

IN

[F(u—v) = F(u)| +|F(v)]
< vf () +vf(u) =2vf(w).

Agora, se 0 < u < v, de maneira andloga ao caso anterior, obtemos

F(u) <uf(v).

Repetindo os mesmos argumentos, considerando v —fu < v e f ndo decrescente segue que
[F(v—u) = Fv)| <uf(v).
Assim,
[F(v—u) = Fv) = F()| <[F(v—u) = F)|+[F(u)] < uf(v) +uf(v) =2uf(v).
Por hipétese, F é uma fungio par, entdo F(u —v) = F(v — u). Consequentemente,
[F(u—=v) = F(u) = F(v)| <2uf(v).

Portanto,
[F(u—v)—=F(u)—F)|] <2(f(u)v+ f(v)u).
]

Em nosso préximo resultado estabelecemos a relacdo entre ¢ e os demais niveis de

energia ¢j € ¢.. Como f ndo € homogénea, os calculos sdo mais elaborados.

Proposicio 1.3. Suponha que V satisfaz (V;) e (V3). Entio

0< <+ Coo. (1.32)

Demonstracdo. Seja 7 uma solug¢do de energia minima do problema (P.) dada pela Pro-
posi¢do 1.1 e defina u,(x) := u(x — x,), onde x, := (0,...,0,n). Agora, considere | uma
solugdo positiva de energia minima de (P) dado pelo Teorema 1.1. Para qualquer o, >0 e

u, = otuy — Pu consideramos as fungdes
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W (a,Bon) = /R IV (0t — Bitn)* |2+ V (x) s — Big)* 2

— [ (e = B,y (e — B,

Como u; é uma solugdo de energia minima de (P), entdo I’ (u)u; = 0, ou seja,

/RN (‘Vu%‘ +V(x)u%) dx = /RNf(ul)”ldx-

Note que

[ (V2P V) /22 e [ flan/2) /22
:%/RN(WWZW(;CW%) dx—/RNf(ul/Z)(ul/2)dx

Substituindo (1.33) na igualdade acima e usando a condicao (f3), temos que
L (¥ 2PV /2 dx= [ /2 /2dx
=5 [ fmds= [ fn/2)/2)dx
[ (2 o

Analogamente,

/ (IV(2u1) >+ V (x) (2uy)? /f2u1 (2u1)d
_ (f(ul) (2u1)>( )2dx < 0.
RN

Ui 2u

Afirmagdo 1. Para n suficientemente grande existe

L (V2P V@) @0/27) dx = [ f0/2) @0/ 2)dx > 0

/R (V@) 4V (3)(20,)) /R 1(2,) (21,)dx < 0.

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)
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Provamos apenas (1.36), uma vez que a outra desigualdade pode ser provada de forma

andloga. Primeiro, observe que

L (V@2 P4V @f2P) dr [ f/2)@/2dx=p+dy (138
R R

onde

ni= /RN(|v(gn/z)|2+V;(u,,/2)2)dx—/RNf(ﬁn/z)(ﬁn/z)dx

1
Jy = 1 RN(V(x) — V. atdx.

Segue-se de (f3) que 1 > 0. Assim, basta verificar que J,, — 0 quando n — . Dado € > 0
podemos usar (V) para obter R > 0 tal que |V (x) — V.J| < € para |x| > R. Por isso,

< ¢ / 1, 2dx
RN\Bg(g)

= S/RN i dx = el = ellml3.  (1.39)

Lo V@ -vias
RN\Bg o)

Lembramos agora que, como u € radialmente simétrica, pelo Lema Radial (veja [35]) existe
C >0 tal que
ja(x)| < Clx|" N2 @]y 2@y, qtp. x €RY.

Desde que |x — x,| > |x,| — |x| > n— R em Bg(0), pela desigualdade de Holder, temos

IN

)(N—2)/N

/BR(O)( ) Jidx 1V (x) ||LN/2(BR(0)) BR(O)(M(X Xn))” dx

VAN

2
V(x) -V Clc — x| N2 (]| 2, 2 o
[V (x) °°||LN/2(BR(0)) 52(0) [x — x| (2|15 1 2dx
R

(N=2)/N
< (/ |x_xn|_(N_l)(N_z)/zNHﬁHV;deX)
Bg(0)

ENGELE T
< a(;g) 1250

A estimativa acima e (1.39) implica que J,, — 0 quando n — oo. Isso prova (1.36) e estabelece
a afirmacao.
Desde que u(x) — 0 como |x| — oo, segue de (1.34)-(1.37) que existe ny > 0, tal que

ht(1/2,B8,n) >0
nt(2,8,n) <O,
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paran >nge fB € [1/2,2]. Agora, para todo o € [1/2,2], temos

h (a,1/2,n) >0
h(e,2,n) <O,

Portanto, podemos aplicar uma variante do Teorema do Valor Médio devido a Miranda [30],
para obter o, B* € [1/2,2] tal que h+ (a*, B*,n) = 0, para qualquer n > ny. Entdo,

ouy — B*ue Ny, para n> ny.
Tendo em vista a defini¢do de ¢,

cr=inf 1) < inf (0w —Pu,) < sup (0w — Py
ueNy 1<a,p<2 1<a,B<2

basta mostrar que

sup I(au; — Buy) < ¢j + Ceo,
3<a,B<2

para algum n > ng, pois  sup I(oauy — Bu,) =I(ouy — B uy).
3<0,B<2
Para fazer isso, calculamos

I(ouy — Buy) = 3 / (IV(aur))* +|V(Ban)|? dx+2/ ((our)? + (Bay)?) dx
- ocﬁ/RN Vu1Vﬁn—|—V(x)u1ﬁn)dx—/RN (0tur — Bty )dx

+ / F(auy)dx
RN

Como u; é uma solugao positiva de (P), temos que

/ (Vity Vit +V ()11 )dx — / (1 Yiindx > 0,
RN RN

€ portanto,

(e — Biy) _{ au1)+/RNF(au1)dx}+%/RN(|V([3ﬁn)\2+v(x)(ﬁﬁn)2) dx
_ /R Flau — B, )dx + /]R V(BT /R F(Bi)dx
— (o) + I (B %/RN (V) V) (B dx—Jopn  (1.40)
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onde

Japn = /RN (F(0tuy — Bitn) — F(ctuy) — F(Biiy)) d.
Afirmacdo 2. Para algum n > ngp, temos

1

5 fon (V(x) = VD) (Biin)*dx — J g < O. (1.41)

Se isso for verdade podemos usar (1.40) para concluir que
I(om1 — ﬁﬁn) < [((Xu1> —I—Ioo(ﬁﬂn).
Como I.(Bu,) = I.(Bu) obtemos

sup I(au; —Pu,) < sup I(ou; —Pu,) < supl(owu;)+ sup L.(Bu) = ¢] + Cw,
1<a.p<2 a>0,8>0 a>0 B=>0

0 que conclui a prova da proposicao.
Resta provar a Afirmacdo 2. Comecamos por notar que, tendo em conta (‘73) temos

1

2
3 L @ =) (Bar = P [ (V(etm) i) ()2

2 JRN
< —Cz/ e Tl (x)2dx.
RN

Como |x + x| < |x| 4 [xn| = |x| + 1, entdio el > g=0=0n  Agsim de (1.8) segue que

1

~ | (V(x) = V) (Ban)dx < —Cze”"/ e ME(x)2dx = —C3e " < 0. (1.42)
2 RN RN

Por outro lado, segue do Lema 1.8 e (1.2) que

< /]RNf(aul)ﬁn+f(ﬁﬁn)u1dx

< Gy (/Nuj’ﬁndx+/Nu?ﬁndx+/Nu1ﬁgdx+/Nuﬁ,’}dx) .
R R R R
Definindo Ay, := B, (441 (0) podemos usar a desigualdade de Holder, para obter
Lo\ /et 1/(g+1)
/ ult,dx ( / u?+ dx> ( / ﬁ%“dx)
An Ay Ay
L\ /) 1/(g+1)
( / ul™ dx) ( / ﬁzﬂdx) )
RN A,

‘Joc,B,n

IN

IN
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sendo 7, (x) = u(x — x,) e usando (1.8) podemos escrever

1/(g+1)
/ u(fﬁndx < Cjs (/ e_‘s(qﬂ)x_x"'dx) .
Ay An

Desde que |x, — x| > |x,| — |x| = n— |x|, temos

1/(g+1)
/ u?ﬁndx < C5e_5" (/ e‘s(‘”])x'dx)
A, Ay

n/(g+1) 1/(g+1)
= Cge " ( / edlatr N 1dr> . (1.43)
0
Recordamos agora que, para qualquer valor fixo ¢ > 0, temos que
/ N dr = eP(r),
RN

onde

A _(Nzl)erz_F(N—1)(N—2)rN73+.._+(_1)N+1(N—1)!.
t

P(r) =
(r) t t3 tN

Portanto, tomando ¢ := d(g+ 1), obtemos que
n/(q+1)
T N=1 g — 97P(n/(g+1)) = C7¢" +C
(n/(q 7 85
0

onde C; e Cg depende apenas de 8. Com isto,

) 1/(a+D)
</ /(q+1)e5(4+1)’r’v1dr> — (Cre" 4 Cy)V /@)
0

< 21/(q+1)(C71/(q+1)eq”f‘*1 +C81/(q+1)) — K"+ 4 k)
A estimativa acima e (1.43) fornecem

n/(g+1) 1/(g+1)
/ ulitydx Cge O™ (/ 66(q+1)rrN1dr>
Ay 0

_ C6e—6n(Klen5/(q+l) +K2)
Co (e—5n65n/(q+l) +e—5n>

IA

IN

IN

Croe " at). (1.44)
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Analogamente, temos

NG 1/(g+1)
/ ul,dx < ( / ul™ dx) ( / (t(x— xn))"“dx)
RN\A, RV\A, RN

< cpe (@), (1.45)

Portanto, (1.44) e (1.45) implicam que
_on( -4
/ Wi < Cpae” (1), (1.46)
RN
Desde que ¢ < 1 podemos proceder como acima para obter Cys > 0, tal que

. i —n ~6n(g%)
max Uy updx, uuldx, uu, dx p < Cise a1/,
RN RN RN

A estimativa acima, (1.46), (1.43) e (1.42), implicam que

1

_on( -1
3 Jon (V(x) —V:,_) (ﬁﬁn)zdx_Ja.ﬁ,n < —Cze "+ Ciee 8n<q+1)'
R B,

Jique y < +/V.Iq/(g+ 1), podemos escolher 0 < § < 1/V.I suficientemente perto de +/ V&
de tal maneira que ¥ < 8¢/(g+ 1). Segue para esta escolha e para a expressdo acima que

(1.41) € satisfeito para n grande o suficiente. Isso conclui a prova da Afirmacao 2. 0

Proposicio 1.4. Existe uma sequéncia (u,) em N satisfazendo
I() = c2 e I'(uy) — 0. (1.47)

Demonstra¢io. Desde que I € limitado inferiormente em N, podemos aplicar o Principio

Variacional de Ekeland para obter uma sequéncia (u,) C N satisfazendo

1
ca <1I(un) §02+;

1
I(v)ZI(un)—;Hv—unHE, paratodo ve Ni. (1.48)
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Como I(u,) é convergente, temos que (u,) é limitada em E. Para cada ¢ € E fixoen € N,

introduziremos as fungdes h,jf :R® — R dada por

hE(t,s,1) = /RN \V (tp +10+su +lu, )5 2dx
+ /RNV(X)Kun + 1@+ sut +lu, )| 2dx
/RNf((un + 1@+ sut + 1w, ) ) (uy + 1@+ sut + lu, ) Edx.
Considerando a fun¢io { dada por

(R - E
(t,s,1) — C(t,s,]) = uy,+tQ+sun) +lu,

e o funcional

I = [ (G PV Phdr— [ fla ) ds

de classe C'. Temos que A (t,s,1) = J o { também ¢ de classe C'.
Note que /:5(0,0,0) =0, (dhF/31)(0,0,0) =0 e (dh, /ds)(0,0,0) = 0. De fato, desde
que

B (0.0,0) = [ (Vi PV (ol Pdx— [ sk
RN RN

e (u,) C Ny temos que /;-(0,0,0) = 0. Agora, vamos mostrar que (34, /31)(0,0,0) = 0.
Temos que

(Oh} /a1)(0,0,0) = 2 /R VU Vg dx+2 /R Vufuyd

= [ fh s [l dx
RN RN

Analogamente, para (dh, /ds)(0,0,0) = 0, temos que
(dh, /ds)(0,0,0) = 2/N|Vu;|Vu,J{dx+2/ V(x)u, u'dx
R

— Nf' Y, u; dx — /f Y dx
R
= 0.

Além disso, lembrando que I’ (s, )u;” = 0 obtemos



Solugdo Positiva e Nodal para uma Equacdo de Schrodinger nao Linear com Potencial
42 Indefinido

oht
ds

0.00) = 2 [ (Vi P+ V() (o))
RN
= [ = £ ()
= [ D) = £ ) )
= = L) ) = ) )
Aplicando a condicao (]?3) na expressao acima temos que
(F (s Yty = f () = Clayy | ().
Portanto,
oh;:

ds
Afirmagao 1. Existe C; > 0, tal que

(0,0,0) < —C/RN | dx. (1.49)

/N 1" dx > ¢y > 0.
R

Para provar a afirmagéo, primeiro notamos que (u,) é limitada em E. Além disso, para
qualquer dado & > 0, podemos usar (1.2), I'(u, )u;” = 0 e (1.6), para obter C5 > 0 tal que

.
Q—lf¥ﬂ>Wﬂ@S6/\ﬁWWu+%/\@W“w.
RN RN

Argumentando por contradi¢cdo, supomos que a menos de subsequéncia, / . \u,‘,HGde — 0.
Jaque (uy) élimitadaem Ee2 <qg+1<n+1<o0+1, podemos usar aR interpolagdo para
concluir que o lado direito da expressdo acima vai para zero, contradizendo (1.27). O mesmo
pode ser feito para u,, e, portanto, a afirmagao € vélida.
Segue de (1.49) e a afirmacdo acima que

oht

—52-(0,0,0) <0.

Da mesma forma, temos que
oh,
3 (0,0,0) <O0.
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Portanto, pelo Teorema da Fung¢do Implicita, podemos obter 8, > 0 e duas funcdes de classe
Cl, sp i (=84, 8,) — R tais que 5,(0) =1,(0) =0, e

BE(t,5,(),1n(1)) =0, 1 € (=6,,8,). (1.50)
Isso mostra que
Up +1Q +5,()u, L, (t)u, € Ny, paratodo t € (—6,,8,).
Afirmacao 2. Existe C; > 0 tal que
[5,(0)] < G2, [1,(0)] < Ca.

Na verdade, ao usar (1.50) temos

Jor _ (9h5/20(0,0,0)
sn(0) = (9hy /9s)(0,0,0)

2 [ (VoL o)dx— [ (F(wh ! + £lu)pd
__JrN RN .

) @2 = £l i

Assim, de (1.50) e a limitagdo de (u,) em E segue que |s/,(0)| < C, para algum C; > 0. Um
argumento semelhante pode ser aplicado para a sequéncia (I (0)).
Agora, de (1.48), temos

1
Iy + 1@ + 50 ()t + 1 (1)t ) —1(ttn) > _;H”P“f’sn(t)“;""ln(t)”rTHEa (1.51)

para todo t € (—6,,8,).
Afirmagdo 3. Temos que
G

1
Iun)p = —- |0z —— (1.52)

Se isso for verdade, segue que
Cy
r <=
1)l < =2,
passando o limite quando n — oo, segue a prova.
Resta provar a Afirmacio 3. Seja w, :=t@ +s,(t)u; + 1,(t)u;, e observe que, desde

I'(up)uz =I'(uFu =0, temos que

Ly +wn) —1(uy) = I'(up)wy, +r(t,n) =tI'(u,) @ +r(t,n), (1.53)
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onde r(t,n) = o(||t@ +s,(t)u +1,(t)u, |g) quando t — 0. Essa expressio e (1.51) implicam

que
r(t,n) 1 1 || sn(2) I(t) _
Vi N s _ + ‘
)+ 2 gl — |+ |
Logo, pela limita¢do de (u,) e a Afirmagdo 2, temos que
r(t,n 1 C
Fano+ " > Ll - S, (1.54)
t n n

para qualquer # > 0. Usando novamente a Afirmacdo 2, concluimos que

r(t,n) r(t,n) Nt@+su(@uy +a(Ouy £ _

t 2@ + 50 ()t + L (t) 1t || t

o(1),

quando ¢ — 0. Tomando t — 0" em (1.54) temos (1.52) e portanto a proposicio estd provada.
O

Com base nas duas proposicdes anteriores, estamos prontos para demonstrar nosso
segundo resultado, o qual assegura a existéncia de solucdo nodal.

Demonstracio do Teorema 1.2: Seja (u,) C N a sequéncia dada pela Proposicéo 1.4.
Sabendo que (u,) é limitada em E, entdo, a menos de subsequéncia, u,, — ug fracamente em

E com I'(ug) = 0. Tendo em vista o Lema 1.4, temos u,, — uq fortemente em E ou existem

ul,...,u* solugdes ndo triviais de (P.) satisfazendo o Lema 1.4(b). Como
k .
I(uy) — I(uo) + Z Lo(u’)
j=1
e
I(u,) — c2,

pela unicidade do limite temos

¢ =1(up) + Zloo(uj).

J=1

Desde que I(up) > 0, se tivéssemos k > 2 entdo
€2 > 2Co0 > CootC1.

No entanto, sabemos que 0 < ¢) < ¢ + €. Além do mais, como ¢] < ¢ devemos ter k < 1.

Suponha que up = 0. Neste caso, como ¢> > 0, temos que k = 1 e portanto
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et — ' (- = ya) [l = 0.

Uma vez que |y.| — o e (u,) C N4, da convergéncia acima e (1.27) implicam que (u')* €
N Por isso,

14 Coo > 2 = Lo(u') = Lo(u!) ) + Lo (') ™) > 2¢e0

contradizendo ¢ < ce. Entdo ug # 0. Podemos usar ¢; < ¢] 4 ¢ novamente para concluir

que k = 0, isto é, u, — ug fortemente em E. De fato, se u,, - ug entao ul % 0. Logo,
2 > 1(ug) + Lo (') > €1 + Coo

o que contradiz a desigualdade ¢, < ¢| + cw. Dessa forma, (u,) converge fortemente para ug.
Segue de (1.27) que up € N5 é uma solugdo nodal de (P), assim

I(uo) =Cy € I,(uo) =0.






Capitulo 2

Um Problema Indefinido em R" Nio

Periodico e Assintoticamente Linear

O objetivo desse capitulo é mostrar a existéncia de uma solug¢do nao trivial para o

problema
—Au+V(x)u= f(u), em RY (P)

com potencial continuo nio periddico V que muda de sinal, com limite assint6tico Voo > 0 no
infinito e uma funcdo f assintoticamente linear no infinito.
Consideraremos o problema eliptico (P) com N >3, u € E:=H ! (RN ) e V um potencial

satisfazendo as seguintes condicoes:
(V1) Ve C(RY,R) e —Vy < V(x) < Vi, onde Vy, Vo > 0;

(Va) lim V(x) =V.;

|x| =0

(V3) 0¢ o(L) einfo(L) <0, onde 6(L) é o espectro do operador L = —A+V;
(Va) V(x) <Voo—Cre "™ onde C; > 0e 0 < y < /Ve.

As condi¢des que impomos sobre a ndo linearidade f sdo:

(fi) feEC]R,R) e lir%@ =0;
(f2) | |lirri |f|§>| =m> Vs, |f‘§7)| < m, paratodo s € R\ {0};

(f3) Se F(s):= /Osf(t)dt e 0(s):= %f(s)s—F(s), para todo s € R\ {0},

F(s)>0, O(s)>0 e limQ(s) = +oo;

§—r00
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(f4) Existem C, >0e 1 < p; < pptaisque p1,pp <2*—1le
£ ()] < Co|slr 4 [s]727F)

parak € {0,1,2,3} es € R;
(f5) A fungdo s +— f(s)/s é crescente em s € (0, +o0).

Observagdo 2.1. A condigdo (f4) pode ser considerada apenas para k € {0,1}, como em
[23].
ms>

Exemplo 2.1. Se considerarmos f(s) = —.,
s

f satisfaz as hipéteses (f1) — (fs)-

s € R, com m > V., € possivel mostrar que

De fato, usando a hipétese da nao linearidade, segue que

3 1 2
lim f(s) = lim m_z = lim n 0,
s—0 s s—0 1+ 2 s 5501 + 52

o que implica que a condicdo (f]) é satisfeita. Também temos que

If(s)l ms | 1 P01
_ = m —_— =
o TSl et T2 | ) T T 57
© 3 3 2
PO _|ms” | L omls® 1 s
|s| L+s2] |s|  |[1+s2| |s] 11+ 52|
2
pois |1|+—|2| < 1,Vs € R\{0}. Assim, a condi¢do (f>) também & valida. Para mostrar (f3),
S

definimos F(s) e Q(s) como

s 3
/f 1)dt = /01'1 dr = 2(s —log(s+1))

e 0(s) = %ﬂ s)s—F
- %( == )s——s —log(s*+ 1))
= %(m“) g —log(s*+1))
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passando Q(s) ao limite quando s — oo, temos

§—>00 §—ro0 2 1 +S2 2

im 016) = tim |5 s’ )~ 56 tog(s+ 1) =

verificando a condig@o (f3). Agora vamos verificar que o exemplo, satisfaz a condigao (fz).
De fato, para k = 0, temos dois casos a considerar:

Se s > 1, entdo

I’I’lS3

| = < C(|s|P1 P2y
= mlsl < (sl fs)

Se s < 1 e tomando p; € (1,min{2* —1,2}), obtemos

ms>

5| < s < (s + o).

61|

Quando k =1 e considerando s > 1, temos

, 352 45 352 4 5%
6l = | < )
3m

5 +m| < [3mtm| = [4m] < (s + [s]P27).
S

Da mesma forma, se s < 1, temos

(352 + 5%

FE)l = |m )
(14+s2)2 |~ [1+s2
52 2 s2
— ‘1+s2(3m+ms )| < ’1+S2(3m+m)‘
< 52 . 31
- 1+s2| 14525
1 1
< CJs’| |- SC(|s|p‘+|s|p2)‘—':C(|s|p‘_1+|s|p2_1).
N )

De forma andloga, quando k = 2,3, tem-se
FA ()] < C(|s] 2+ 5|72 72)

P s) < Clsl? = + 1572 7).
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Agora, para mostrar que f(s)/s é crescente para s € (0,+o0) devemos ter f(s)s — f(s) > 0.
Ou seja,
m(3s? +s%) ms>  m(3s3+5)(145%) —ms®  ms>(1+5°)

— = - >0,
(14 52)2 Tt (1+52) 1+ 52

F()s = £(s) =

para s € (0,+o0). Portanto, as condi¢des (f;) — (f5) s@o satisfeitas.
Exemplo 2.2. O potencial
—Vo, se |x] <R

V(x) =14 Vo <V(x) < Vi, se R< |x| <2R
Voo s€ |x| > 2R,

Ai(1)

R2

onde V= > 0 é uma constante e A; (1) é o primeiro autovalor do operador (—A, H} (B1(0))).
O resultado principal deste capitulo € o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Sob as hipéteses (V1) — (Va) e (f1) — (fs), o problema (P) tem uma solugio
fraca ndo trivial u € H'(RY).

Agora, iremos abordar alguns pontos relacionados as hipéteses do problema. A condi¢do

(V1) é importante para obter a equivaléncia das normas || - || e || - |

v.., além de ser utilizada na
demonstragdo da geometria de Linking. Ja (V;) € aplicada em vdrias ocasides, por exemplo,
no problema de autovalor e convergéncias que provam a limitacdo da sequéncia de Cerami. A
hipétese (V3) desempenha um papel fundamental neste capitulo, pois nos diz que o espectro
do operador L = —A+V tem infimo negativo. Por fim, (V4) é usada para obter uma estimativa
que fornece uma comparacao entre os niveis de energia ¢ € C.

As hipéteses (f1),(f2) e (f3) s@o utilizadas na prova da limitagdo da sequéncia de
Cerami. Além do mais, usamos (f>) na demonstracao da geometria de Linking, assegurando
a aplicagdo do Teorema da Convergéncia Dominada e (f3) na prova do resultado principal
deste capitulo. Empregamos (f4) na demonstra¢do de uma lema auxiliar, e por dltimo, a
hipétese (f5) € utilizada uma tinica vez no trabalho para concluir o méximo do funcional
I(tup) é atingindo quando ¢ = 1.

Neste capitulo, apresentaremos na Secdo 2.1 a estrutura variacional do funcional /
associado ao problema (P). A Secdo 2.2 tem como objetivo demonstrar a limitacao da
sequéncia de Cerami. Por ultimo, na Secdo 2.3 nos dedicamos a provar a existéncia de
solugdo fraca ndo trivial para o problema (P), utilizando a geometria de Linking e o Lema de

Concentracdo e Compacidade de Lions.
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2.1 [Estrutura variacional

Para obter a formulagao fraca do problema,
—Au+V(x)u= f(u), em RV, (P)

considere uma sequéncia (v,,) C C;’(RY). Multiplicando (v,,) em ambos os lados de (P) e

integrando, obtemos

—/ Auvmdx+/ V(x)uvmdx:/ f(u)vpdx.
RN RN RN

Pela férmula de Green ([17], Teorema 3, Apéndice C), segue que
/ Vqumdx—i—/ V(x)uvydx = / fw)vpmdx, Yy, € Cy.
RN RN RN

Sabendo que H{ (RY) ¢ denso em CJ(RY), existe uma sequéncia (v,,) C C’(RY) tal que
v — v € H} (RY). Portanto,

/ [Vqu—i—V(x)uv]dxz/ fu)vdx,
RN RN
que representa a formulacdo fraca do problema (P). Dizemos que u € H ! (RN ) é solugdo
fraca do problema (P) quando vale a igualdade acima.
Seja E = H'(RY), o funcional energia I : E — R associado & equagdo (P) é dado por

_ 1 2 2
I(u) = E/RN (IVul? +V (x)u )dx—/RNF(u)dx,
com u € E. E bem conhecido que pelas hipéteses (V5) e (V3) que o problema de autovalor
—Au+V(x)u=Au, ueL*R") (2.1)

tem uma sequéncia de autovalores A} < A, < --- < A < 0. Pois, dada uma fungido mensuravel

localmente limitada V(x) tal que 1|ir|ninf V(x) > 0, pelo Teorema 30 de [16], tomando € = 1,
X|—>o0

por exemplo, o espectro do operador —A 4V (x) em (—oo, V., — 1) consiste num nimero
finito de autovalores de multiplicidade finita. Lembrando que a multiplicidade do autovalor

corresponde a dimensdo do autoespago associado a A. Denotamos por ¢; a autofungio
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correspondendo ao autovalor A;, i € {1,2,---,k}, em H'(R"). Considerando
E™ :=span{@;, i=1,2,--- .k} e E':= (E_)L7
em que E~ representa o espaco gerado por todas as combinagdes lineares de ¢y,---, ¢y e E*

corresponde aos elementos que sdo ortogonais a £, onde vemos que E = ET @ E~. Seja
V € L, pelo Teorema A.11, o espectro essencial do operador —A+V € o intervalo [Ve, +0),
e isto implica que dimE ™~ < o, uma vez que cada A; tem multiplicidade finita.

Podemos provar que dimE~ < oo da seguinte forma. Suponha que dimE~ = . Dado

¢ < Ve, podemos escolher uma sequéncia de autofungdes { @in;n € N}, tal que
Oin € ker(—A+V(x) = A0); ||@in|la=1 e /N QinQimdx = 0,Ym,n € N com m # n.
R

Assim, como dimE ™~ = o, temos que { ¢;;;n € N} sdo linearmente independente. Por outro

lado, para cada g € E~, existe um nimero finito de ndmeros reais cy, - - - , ¢, tal que
k
8= Z CnQin.
n=1

Portanto, ¢;, € H'(RY) e

L (VeP+vedar = [ (~Ag+Ve)gdx

k k
= /]RN (n;lcmlm(Pim) (,1;1 Cn‘Pin) dx

k
= Z Cmcnlm/ (Pim(Pindx
RN

mn=1
L 2 L 2 2
= < = .
nEZIAncn < §n§:1cn & /RNg dx

Pelo Lema A.4, temos que dimE~ < oo, O que € uma contradi¢ao.
Tendo feitas essas consideragdes, toda funcdo u € E pode ser escrita como u = u" +u~
unicamente, onde u™ € ET e u~ € E~. Assim, usando os argumentos do Lema 1.2 em [15],

podemos introduzir um novo produto interno (-,-) em E, a saber,

/N(Vu-Vv+V(x)uv)dx, seu,v€E™,
R

(u,v) = —/N(Vu~Vv+V(x)uv)dx, seu,v e E™,
R
0, ssucETeveE™.
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£, anorma usual em E = H'(RV).

tal que a norma correspondente || - || é equivalente a || - |

Além disso, o funcional / pode ser escrito como

1 I, _
) = Sl 2= S 2= [ Pl

para toda funciio u = ™ +u~ € E. Chamamos a atenciio ao fato de que, como A; # 0 para
todoi € {1,2,--- ,k}, segue de (2.1) e da definicdo de ¢; que

/ ut(x)v (x)dx =0 (2.2)
RN
para toda funcio u™ € ET e v~ € E™. De fato, paratodo ut € ET e v~ € E~ temos
/ (Vu™ Vv~ +uv7)dx =0,
RN
pois ET = (E7)*. Por [15], Lema 1.2, seut € ET e v~ € E™, tem-se

2= v = /N(|V(u++v_)|2+v(x)(u++V_)2)dx
= (\Vu+]2+V(x)(u+)2)dx+2/ (Vu" Vv~ +V(x)uv™)dx
RN RN
+ [ 9y PV 0

e i1sso implica que
/ (VU V@t )dx =0, 2.3)
R

Da equacdo (2.1), temos que

—AQ;+V(x)p; = Lipi & /N(V(p,-VuJr +V(x)Qiu")dx = 7L,~/N Qutdx,Yut € ET.
R R

Pela igualdade (2.3), para A; # 0 temos / . @;u"dx =0 e assim, por linearidade, / . utv dx=
R R

0,u” € E*,v~ € E~. Logo, concluimos que

/]RN ut (x)v~ (x)dx = 0.

Lembremos a defini¢do de sequéncia de Cerami. Seja E um espago de Banache /: E — R

um funcional de classe C!. Dizemos que (u,) C E é uma sequéncia de Cerami no nivel ¢
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para I, ou seja, (u,,) é uma sequéncia (Ce). quando existe ¢ € R tais que
I(un) = ¢ e |II'(un) (1 + [Jun]]) — O.

Além disso, dizemos que [ satisfaz a condicdo de Cerami no nivel ¢, quando toda sequéncia

(Ce). para I, possui subsequéncia convergente, isto &, u,, — uem E.

2.2 Limitacao das sequéncias de Cerami

Nesta secdo, nosso objetivo € limitar a sequéncia de Cerami, uma vez que esse resultado
¢ necessario para demonstrar o Teorema 2.1. Assim, supondo por contradi¢do que ||u,|| — o
utilizaremos o Lema 2.1 para concluir que nenhum dos dois casos podem ocorrer.
Uma consequéncia das hipéteses (f1) e (f2) € que, dado € > 0 e 2 < p < 2%, existe
Ce > 0, tal que
F(s)| < els2+Celsl? e |£(s)] < els|+Celsl?™ (2.4)

para todo s € R. De fato, pelas hipdteses (f1) e (f2), dado € > 0, existem R,§ > 0 com
R > 6 tal que

t t
lir%@ =0= @‘ <e=|f(r)| <e€lt|, sempreque |t| < (2.5)
r—
t t
tl;m% =m= ‘@‘ <m=|f(t)| < mlt|, sempreque & < |t| <R.
Assim, temos
|f()| < €|t|+mlt|, sempre que |¢| > R. (2.6)
. 1 |¢[p—1
Para os valores de ¢ tais que |¢| > R, vale |t| = Wj]t\ < ppz Portanto, (2.6) se torna
|f(2)] §8|t|+l%|t]”_l, sempre que [t| > R. (2.7)

Por outro lado, para valores de t em que 0 < |t| < R, obtemos

1f ()] < mlt| =

m _ m _
MPJM” I< WMP ! sempre que & <|rf| <R. (2.8)

Segue de (2.5), (2.7) e (2.8) que

£(0)] < elel + (o

m _
P + F) t|P~1, paratodo r € R. (2.9)
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Chamando C; := <Iﬁ + W> e, em seguida, integrando a desigualdade (2.9), obtemos
S
Fo) = | s
N
< | Ul

s € C
< / (elt]| + Celt]P~V)dt = §|s|2—|— —£|s|P, paratodo s € R.
0 P
Lema 2.1. Se (v,) é uma sequéncia limitada em E, entdo (v,) satisfaz um dos seguintes

Casos:

(/) vanishing: para todo r > 0, limsup sup Va|?dx =0
n—oo  yeRN JB(y,r)
ou

(ii) nonvanishing: existem 7,7 > 0 e uma sequéncia (y,) C R" tais que

lim sup va|?dx > 7.
n—soo  JB(yp,r

Demonstracdo. Mostraremos que se o item (i) ndo for satisfeito, entdo obrigatoriamente

teremos que o item (ii) é verificado. De fato, suponha que exista r > 0, tal que

limsup sup v, |dx # 0.
n—oo RN JB(y,r)

Logo pela definicdo de limite, temos que

sup v |dx > M.
yERN B(y7r)

Portanto existe uma sequéncia (y,) C RY, tal que
1 2
M—--< / V| “dx.
h B(yn,r)
Tomando 11 = M /2 e o lim sup, obtemos que

N < limsup v |*dx.
n—soo  JB(yp,r)
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Lema 2.2. Seja (u,) C E uma sequéncia tal que
I(uy) = ¢ >0 e |[I'(up)||g (14 ||un]|) — 0, quando n — +oo.

Entdo (u,) possui uma subsequéncia limitada.

Demonstracdo. Suponha por contradi¢io que ||u,|| — oo. Considere v, = ||u—n|| e note que
Up

|lva|| = 1. A sequéncia (v,) é limitada, porém mostraremos que os itens (i) e (ii), do Lema
2.1, ndo serdo vélidos. Primeiramente, suponha que (i) vale para a sequéncia (v,). Escreva
f(s) =ms+ (f(s) —ms) = ms+ fu(s). Pela equivaléncia das normas, existem constantes
C1,Cy > 0 tais que

[wll < Cilwllgr vy < Cof[w||, para toda fungdo w € E. (2.10)

Seja (y,) C R a sequéncia dada pela hipétese (ii). Como a sequéncia (u,) é de Cerami e
considerando ¢, (x) = @(x —y,) para qualquer ¢ € C’(RY), temos de (2.10)

1 () @al < 11 () |+ | @all < CullI (utn) ||+ | @ull 2 = CullT (utn) ||+ | @] — O

Como ||u,|| — o, a medida do conjunto ,, := {x € R"; |u,(x)| # 0} é positiva. Portanto,

1 - f(”n)
n 1 = I/ n)W¥n — ;J{_ nyWn) — nd
on(1) Tl () n =V =V, @0) = [ Tun| 9
_ + _ _ . foo<un)
— v ) /R s — [ 5T g @.11)
= <v+—v_,(pn>—/ mvngondx—/ fw(un)vn(pndx.
n n RN Q, Un

Considere v, (x) = vy (x+y,) € iy (x) = un(x+y,). Note que (V,) € limitada em E. De fato,
de (2.10) segue que

[Pall < Cil[Pnll g1 mvy = Cillvall g vy < Colval| = Ca.
Logo, a menos de subsequéncia,

5y — 7, em E, o1
~ ~ 2 N )
v, =V, em Lj, . (R™).
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Ol
I

< m. De (2.12), existe uma funcio & € L'(K) tal que |v,(x)| < h(x) q.t.p. em K.

Seja K = supp(¢). Pela hipétese (f2),

Ol
]

Assim, lembrando que f..(s) = f(s) —ms, obtemos

¢ uma fungdo limitada em R\ {0} com

S ln)|

||

Jootn)

~ n
Un

[7all@] < 2mh(x)p € L'(K). (2.13)
Observamos que v # 0, pois, por (ii) do Lema 2.1 e (2.12),

/ 72dx = limsup / ﬁ%dx = limsup vﬁdx >1n>0.
(0,r) 0,r)

n—soo n—soo  JB(yn,r)

S0

Pela hipétese (f1), —— — 0 se |s| — oo. Logo, de (2.13) e do Teorema da Convergéncia
N

Dominada de Lebesgue, segue que

fw(un)vn(pndx:/%ﬁn)ﬁn(l)dx: M L 0dx — 0. (2.14)
K n

RN Uy K Vn””n“

Assim, de (2.11), (2.12), (2.14) e do Teorema da Mudancga de Varidvel, tem-se que

I
On(l) - ”l/thI(un)(Pn
B + - - _ foo(ttn)
= (vi —v,,®n) /Rvanq)ndx - —H”n“ Qudx

- / (Vv;V<pn+v(x)v,j<pn)dx+/ (Vv V@udx +V (x)v, @) dx
RN RN
—/ mv, @u,dx — 0,(1)

= / (VviVo(x—yn)+V (x)v, @(x—yn) dx—i—/ Vv, Vo(x—y,)dx
+/ xX)v, @(x —y,)dx — / MYy Qudx — 0p(1)

= / (Vi Vo +V(x+y,)5 @ dx—i—/ (Vi, Vo +V(x+y,)¥, ¢)dx

/ e 2.15)

Caso 1: (y,) € uma sequéncia limitada. Por (2.10),

] C 1

il = = G, tnllin vy = -l

¢, Inllan vy =
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que tende para infinito, quando n — oo. Segue de (2.12) que

0% [5()| = lim [7, ()] = tim 2o em @

~ )
n—soo n—soo ||”nH

com u(Q) >0e Q C B(0,r). Visto que ||i,|| — oo, temos i, (x) — oo q.t.p. em Q. Assim, a

hipétese (f3) e o Lema de Fatou nos fornecem

liminf (%f(un)un —F(un)> dx = liminf o (1f(ﬁn)ﬁn —F(ﬁn)) dx

n—oo JRN n—oo 2
> liminf — f i)ty — F (i) | dx
n—e  JO

Todavia, isso contradiz o fato de

lf(un)un — F(uy) ) dx=1(uy) — lI'(un)un =c+op(l).
/RN (2 ) 2

Logo, (ii) ndo é verdade neste caso.
Caso 2: |y,| — oo. Neste caso, a hipdtese (V,) garante que V (x+y,) converge para Ve q.t.p.
em RN, quando n — oo. De (2.15),

on(1) = /K(Vﬁ:{VQD—F(Vm+0n(1))\7:[(p)dx+/K(Vﬁ;V(p—l—(Voo—}-on(l))ﬁ;(p)dx

_ / L 2.16)
K

Assim, o argumento segue andlogo ao caso em que (y,) € limitada. Portanto, o Caso 2
também ndo vale, implicando que a hipétese (i) ndo é valida para a sequéncia (v,,).

Por outro lado, suponha que a hipétese (i) € satisfeita para a sequéncia (v,). Como a
sequéncia (u,) é de Cerami, ||I'(u,)||%+||un||* — O quando n — co. Tsto &, ||I' (uy)||% |1, ||* +

1 () || %+ |, ||* — 0. Assim, I’ (uy)u, — O e I'(u,)u;” — 0. Portanto,

u 1
n(1 =T n f = I n ;J{
— T ((u:{—u;,v:) —/RNf(un)v;fdx) (2.17)

= Il - (f(u”)w)dx

RN \ Uy "
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e
u, 1
n(1 = I/ n Lt = I/ n ;
onll) (u )”I/th2 ”b}n(H )(M v (2.18)
— 2= Un) |, o~
— an || /]RN ( in VnVy, ) dx.

Subtraindo a equagdo (2.18) de (2.17), temos

on(t) = I+ = [ (L hntoi =) ) ax
= = [, (2t - ) s

Up
o f(un) +_ - )
= 1 /]RN< . va(vy — v, ) | dx.
Assim,
/ (f(un)v”(vi_v;)> dx — 1. (2.19)
RN Up

Por imersdo, existe uma constante iy > 0, tal que

IWI1* = polwll 72y (2.20)

1
paratodow € E. Dado 0 < € < 7 Ho, pela hipétese (f}), existe 0 > 0, tal que

/()]

sl

<&, sempre que 0# |s| < 9.

Para cada n € N, considere o conjunto Q,, = {x € R"; |u,(x)| < 8}. Entido, de (2.20) e da
desigualdade de Holder,

/Qn (%’1)%@; —v,;)) dx

8/ |vn||v;f—v;|dx
Q,

< & (Il 1V ) + IVl V7 Nz
< ZSHVnH[Z;(RN

2¢e £
< Clwlt= <1,

Uo

De (2.19), concluimos que

n—oo

liminf [ (f(””)vn(v,j - vn)> dx >0, (2.21)
RN\ G,
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Ja que a funcdo ’]‘CLR ¢ limitada, pela desigualdade de Holder com expoente p/2 > 1,
obtemos
S (un) + - / S (un) + -
— — dx < — — d
Lo (Chonts =) )ax < [, |7y i s
+ _ —
< C g, [Vl vy — v, |dx
= C/ 1|y, dx
RM\ &,

~ p=2 2
< C.U(RN\Qn) r ”vn‘|£p(RN)'

A afirmagdo (i) e o Lema de Lions garantem que |[vy|[z»@yy — 0. Portanto, a menos de

subsequéncia, de (2.21), obtemos
n(RV\ Q) — oo. (2.22)

Agora, consideramos dois subconjuntos disjuntos de R \ Q,. Pela hipétese (f3), existe
R > 0 tal que, se |s| > R,

1
Ef(s)s—F(s) > 1.

Sem perda de generalidade, assumimos 0 < § < R. Para cada n € N, seja A, := {x €
RY; |u,(x)| > R} e assim

cton(l) = I(u,)— %I’(un)un

= [ (30— as
> /A (%f(un)un —F(un)) dx > [L(An),

o que implica que a sequéncia (1 (A,)) é limitada. Considere também B, := {x € R";§ <
|un(x)| < R}. Como B, = (R¥\ Q,) \ A, temos

H(RY\ Q) = w(A,) + p(By).
Segue de (2.22) e da limitagdo da sequéncia (i (A,)) que

W(By) — oo. (2.23)
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Como o intervalo [8,R]| é compacto e as fung¢des f e F sdo continuas, temos pela hipétese

(f3) que & := inf (1 f(s)s— F(s)> > 0. Assim, de (2.23),
s€[8.R) \ 2

i

/RN <%f(un)un —F(un)) dx > /n (%f(un)un —F(un)> dx

> 3/ ldx
B,
OU(By) — oo.

Isso novamente contradiz o fato de
1 1,
Lo (G )it = F ) ) dx = 1) = 310ty = ¢+ 0n(D).

Logo, (i) também ndo vale para a sequéncia (v, ). Concluimos que, a menos de subsequéncia,
(uy,) € limitada. O

2.3 Um ponto critico nao trivial

A seguir verificaremos que o funcional I satisfaz a geometria do Teorema de Linking sob

a condicdo de Cerami e demonstraremos nosso resultado principal.

Teorema 2.2. (Teorema de Linking sob a condi¢io (Ce).) Seja E = E* @ E~ um espaco de
Banach com dim E~ < «. Sejam R > p > 0 e u € ET um elemento fixo tal que ||u|| = p.

Defina o seguinte

M:= {w=tu+v : |w|<R,t>0,v  €E },
My:= {w=tu+v :v €E ||w]|=R,t>0o0u|w| <R, =0},
Npi= {weE*":|w|=p}.

Seja I € C1(E,R) tal que

b:=1infl > a := max]/.
Np My

Entdo, ¢ > b e existe uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o funcional /, onde

c:= ;rellﬁgleaﬁl(y(w)), I''={yeCM,E): y|u,=1d}.
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Primeiramente, considere o seguinte problema limite
—Aw+Veow = f(w), em RY (Ps)

e o funcional energia associado a equagio (P.) dado por

_ 1 2 2 . 1 2
Im(w)—i/RN(Ww] +Vew )dx—/RNF(w)dx.— EHWHVw—/RNF(W)dx

paraw € E e || - ||v., equivalente a norma || - ||. Seja up € E uma solugdo radial, continua
e positiva da equagdo (P) tal que Io(up) = ceo = M}IGIL I.(w) > 0. Desde que Voo < m, a
existéncia de ug é provado em [7, Teorema 1].

Para simplificar a notacio, dados w € E e y € RY, escreveremos w (- —y) (ou w™ (- —y))

nos referindo & projecdo em E (respectivamente, em E ) da funcio transladada w(- —y).

Observagdo 2.2. Sejam w e v fungdes em L?(RY), Entio,
/N w(x —y)v(x)dx — 0, quando |y| — eo.
R
De fato, como w,v € 1> (RN ), dado € > 0, existe R > 0 tal que

/ w?(x)dx < € e / Vv (x)dx < €. (2.24)
B(0) B(0)

De (2.24) e da desigualdade de Holder,

/ | < < / BRGCS y)dx>é ( / " vz(x)dx)
< ( /R . wz(z)dz) ’ ( / 0 vz(x)dx) ’
< &2 fwl . (2.25)

Escolhendo agora y € R com |y| suficientemente grande de tal forma que Bg(y) NBg(0) =0,
isto &, Br(y) C Bg(0), obtemos de (2.24)
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[\
N\
o;\
=
=
=
[\®]
—~
=
|
<
=
=
~~
D=
VR
m\
=
=
<
[\S]
—~
[
=
=
~~
D —

/BR(O) w(x —y)v(x)dx

IN IN
TN TN

1
< 8§“vHL2(RN)' (226)

Assim, de (2.25) e (2.26), segue que

/RN w(x —y)v(x)dx

/ w(x —y)v(x)dx+ w(x —y)v(x)dx
Br(0)

By (0)
< / w(x —y)v(x)dx| + / w(x —y)v(x)dx
Bg(0) %(0)
1
< ex([vll 2@y + Wl 2 my) (2.27)

para |y| suficientemente grande. Como € > 0 foi tomado arbitrariamente, o lema estéd provado.
Para R >0 ey € RY, considere

M={w=tu(-—y)+v7; |w[|<R,t>0,v  €E"}

Mo={w=tuf(-—y)+v ;v  €E",||w|=R,t>00ulw| <R, =0}

Lema 2.3. Existem R >0 ey € R, com R e |y| suficientemente grandes, tais que

I|m, <O0.
Demonstracao. O subconjunto M € igual a uma unido disjunta de M; e M, onde

M, = {W:tu(J)r('_y)—i_Vi; v €E, HWH <R, t:()}

M, = {W:ll/l(_)‘—<'—y)—|—v_; v eE—?HWH =R, t> 0}
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Como M| C E, temos que I(w) < 0 para qualquer w € M;. De fato, como w € E™, temos
que
1
1) = WPl P [ Fonax <o,

Agora, vamos mostrar que I(w) < 0 dados R > 0e w € M, com ||w|| = R. Escrevendo
= [wllu(w) = [Iwll(A (w)ug (- —y) +v(w)),

obtemos

Iw) = Il(HWHu(W)) |
= 5||||W||)»(W)u3(-—y)llz—5||||W||V‘(W)||2—/RNF(IIWIIM(W))dx

= SRR g (=P = Sl I = [ P (Il

R
— lW wllur (- — — v (w — —F(RM(W)>M w)ax
= S { A I = Iy ol -2 | T g |

Para simplificar a notagdo, escrevemos A, u e v~ ao invés de A (w), u(w) e v (w), respectiva-

F 1 F
mente. Além disso, temos que lim ﬂ =—-me ﬁ

s 5 ) < %, para todo s # 0. De fato, pela

regra de L’Hopital e pela hipdtese (f>) temos que

tim £ _ gy L)

s—oo  §2 s—o0 g 2"

Novamente de (f>), segue que |f(s)|/|s| <m = |f(s)| < m|s|. Logo,

F
(ZS) /f )di
s
< dt
< |S|2/Os| O
m
— | mlt|ar 2"
< 52 o mlt| 2|S|2m\s] >
Entao,
F(Ru)

2 M 5 1 /N
< —ueL (RY),
Rup | S €L E®Y

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

, F(Ru) mY\ 5,
I%gr; - < (Ru)? — 5) udx=0 (2.28)
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para todo u € E tal que ||u|| = 1. Como M, estd contido em um subespaco de dimensdo finita
de E, w = ||w||u € M, com ||u|| = 1, entdo o limite (2.28) € uniforme em u (veja Apéndice

B). Além disso, lembrando que

/RN ug (x—y)v~dx =0,

sesue que
1) = SIlE{ AN = v I [ s on() ]
= I { R =P = I [ () Ve onl1)}
= Sl {2l o P a2 /RN<uo+>2<x—y>dx
—m [ (7)ol )}
< S22 g -m [ R roenf. @29

Pela hipétese (V}), V (x) < Vi para todo x € RY, segue que

lug (- =)I* = /RN(IVu(T(x—y)lz+V(X)(uo+>2(x—y))dx

< [ (9 )P Ve 2= 9))
= =yl
< luo(- )17 (230)

Agora, como /. ¢ invariante por translagdo, entdo up e up(- —y) sdo pontos criticos do
funcional de I.. Portanto, I, (uo(- — y))uo(- —y) = 0, isto é,

Juo(- =3I = [ o= )uof ) @3
RN
De (2.30) e (2.31),

o (- =)IP< [ F ol =)ol =y 232

Substituindo (2.32) em (2.29) e, em seguida, somando e substituindo a integral m / y u% (x—
R

y)dx, obtemos
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{22 1 =9I [ 20| +nl)
Il {22 | [ o= unte—ias—m [ (20| +n(1)
{

= S| [ oo [ s

~
z
IA
21
=
)

IN
2
=

o [ i) = G P lax |+ ou() )
= S22 [ sz - m [ idea:
+m/RN[u3(x—y) - (ug)z(x—y)]dx] +or(1) } (2.33)

Neste momento, estimamos as seguintes integrais:

f(uo(z))uo(z)dz—m/ ud(z)dz (2.34)
RN RN
e
[ =) = Pyl 2.39)
Como ug € radial e continua, a fungdo Fluo()) assume seu maximo, digamos em xq € RV,
uopl-

Assim, ja que, pela hipdtese (f2),|f(s)/s| < m para todo s # 0,

[ Sz -m [ dea: = [ (P ) g

(M

uo(xo)

IN

) ol <

f(uo(x0))

2 .
>0.E t 1 , te v> 0 tal
MO(XO) ) ||MOHL2(RN) m outras palavras, existe Yy al que

onde Y= % (m —
/ f(uo(z))uo(z)dz—m/ u(z)(z)dz < —7. (2.36)
RN RN

Para (2.35), como / ug (x—y)uy (x—y)dx = 0, temos
RN
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[ = = i Pe=yldx = [l =)+ (=) = (=) b
= 2 =3) + (=) = (=)l
= / (u(;)z(x—y)dx. (2.37)
RN

Afirmacao 1: A integral / N (uy )?(x —y)dx — 0 quando |y| — co. Na verdade, uma vez que
R

{@1, -+ ,@,} é uma base de autofungdes do subespaco E~, A observacédo 2.2 e a hipdtese
(V1) garantem que, dado € > 0, para cada i € {1,--- ,n}, existe M; > 0 tal que se |y| > M;,
entdo

(up(x —y), ;) = / Vup(x —y)Vi(x) dx+2/ V(x)up(x —y)@i(x)dx < €.
De fato, tomando M = max{Mj,--- ,M,}, segue que, paratodoi € {1,--- ,n},

(up(x—y), @) < € se |y| >M. (2.38)

Como u, (- —y) € E~ é uma combinagdo linear dos vetores ¢y, -, ¢,, digamos

—y) =Y &) ei(x
i=1
Segue de (2.38) que existe M > 0 tal que, se se |y| > M, entiio
lug - =W)IP = {uo(- =¥)sug (- =)
= <uo(-—y),Z§i(y)<P( )

= Zét (Pl( ))
< 8nmax{!§1( ) 18I} (2.39)

Afirmacao 2: Existe uma constante C > 0, que ndo depende de y, tal que

max{|;(y)|,-+,|& ()|} <C paratodo y € RV (2.40)
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De fato, como dim E~ < oo, pela equivaléncia de normas em espacos de dimensao finita,

existe D > 0, que ndo depende de y, tal que

IIZé )t = D (max{|& ()], 160}

Portanto,

luoll, > llug (- = )7, = ||Za 0|3 (2.41)
> D(max{!&(yw,---,rén@)r})z-

luov..

Isso prova a Afirmacdo 2, se tomarmos C = > 0.

D
Agora, substituindo (2.40) em (2.39), obtemos que
lug (- = )|I* < enC

para [y| > M. Como as normas || - ||y, e || - || sdo equivalentes em E, segue que ||uy (- —
¥)|lv.. = 0 quando |y| — oo. Assim, temos que

JulwoPnax = o [ Vel P

< L [ RNVm(ug)z(x—y)dx—l—/RNV(ua)z(x—y)dx

Voo
|
= - llug (=)l =0, quando [y = =, (242)
concluindo a demonstracao da Afirmacao 1. [

Substituindo (2.36), (2.37) e (2.42) em (2.33), obtemos
1) = SP{R] [ rouo@dz—m [ ez
[ Gy = )] +or(1)}
< |w\| {A% [~y+op(1)] +or(1)} (2.43)

para |y| e R suficientemente grandes. Para concluir a demonstragio do lema vamos analisar

0s casos para os valores de A.
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Como w = ||w||(Aug (- —y) +v~) e, pela hipétese (f3), F é uma funcdo ndo negativa,

temos

1) = S IwPG =)= ) = [ Fonds
< SO =3I~ v 1P, (2.44)
Como || Auf (-—y)+v||* =1, segue que
A2 (=) P+ P = 1.

Entdo, a equacdo (2.44) se torna

I(w)

IN

1 _
S WP A2l (=) = v 1%)
1 _
= SIWIPAZlug (=) 17+ A2 g (- =2) 17 = A2 g (- =3l = v71%)
1
= SIWIPEA ug (- =) = 1)-

Pela equivaléncia das normas e invariincia por translacdo da norma || - ||y, existe C > 0, que

ndo depende de y, tal que 2||ug (- —W)|I* < Clluo(- —y)|I7. = Clluo||?. . Assim, para

1 1
< ;
Clluoll, ~ 2lug (- =)

A2 <

temos I(w) < 0, e o lema estd provado para tais valores de A. Se, por outro lado, A% >

_— = N . B
Clluoll?. ko > 0, escolhemos y € R™ com |y| suficientemente grande para que —Yy+

oy (1) < —%/. Logo, a desigualdade (2.43) se torna
1
1w) < 3wl [-222 + ox(1)] .

Como —A? < —kg, escolhendo R suficientemente grande para que —ko%/ +ogr(1) <0, obte-
mos . .
1w) < 51wl [-A22 4 or(1)] < 5w [~ko2 +or(1)] <0,

e o lema esta provado para os valores de A tais que A% > k. Isso conclui a demonstragdo do

lema. L]
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A fim de obter a compacidade de uma sequéncia de Cerami para o funcional, usaremos
uma versao do Lema de Concentracdo e Compacidade de Lions. Note que toda sequéncia
(Ce), para I é também uma sequéncia (PS), para I. Assim, o lema a seguir é semelhante ao
Splitting anterior (Lema 1.4), porém aplicando a defini¢do de sequéncia de Cerami ao invés

de sequéncia Palais-Smale. Dessa forma, omitiremos a demonstracdo deste caso.

Lema 2.4. (Splitting Lema) Seja (u,) uma sequéncia limitada em E, tal que
L(un) — c e |[I'(un) ||+ (1 + [Jun]]) — 0.

Entdo, a menos de subsequéncia, existe uma solucéo ug de (P) e temos

a) u, — ug fortemente em E, ou

b) existe k € N, (y/) € R com |y/| — o, j=1,..., k, e solu¢des nio triviais ul, .
do problema (P.), tal que
k .
I(un) = I(ug) + Y Lo(ut/) (2.45)
=1
e
k . .
Uy — Uy — Zuf(-—yjl) — 0.
= E

Considerando que ¢ representa o nivel minimax do Linking do funcional associado a (P)
€ C 0 nivel minimax do Passo da Monhanha do funcional associado a (P.), 0 lema a seguir
nos fornece uma comparacao entre os niveis de energia dos funcionais / e I... Este resultado
juntamente com o Lema 2.4 nos possibilita mostrar que toda sequéncia de Cerami para /

possui uma subsequéncia que converge forte.

Lema 2.5. Vale que
¢ < Coo = Inf{Lo(w); w e HY(RY)\ {0}, IL(w) = 0}.

Para provar este resultado precisaremos de alguns lemas auxiliares. Os dois primeiros
podem ser encontrados em [14], Lemas 3.3 e 3.5. Apresentamos a prova de cada um deles.

Lema 2.6. Existe u € (1,2] com a seguinte propriedade: para qualquer C3 > 1, existe uma
constante C4 > 0 tal que a desigualdade

[F(u+v) = F(u) = F(v) = fu)v = f(v)u| < Caluv]”
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¢ verdadeira para todo u,v € R com |u|, |v| < C;.
1
Demonstracdo. Seja p:=pje u:= min{i(p—k 1),2}. Observe que (f4) implica que

‘f(k)(u)‘ < Clu|’* se 0 < |u| < C3. Consideremos o caso em que u,v > 0. Assim,

Fu+v) = F(u) = F(r) = £y — (0
= | s =) =1 0= f(s))ds

([ [0 =1 6) = 1 s))drds

u v r
_ / / / (" (s+1) — f"(t)drdrds
0o JOo JO
u Vv r s+t
= / / // " (w)dwdtdrds
o Jo Jo Jt
— fu v pr s+t
c//// wP3 dwdt drds
0 JO JO Jt

- u v opr

C / / / (s+1)7"2 — P~ drdrds
o Jo Jo

- u v

Cz/ / [(s—i—r)p_1 —rp_l—sp_l]drds
0 Jo

u
C3/ [(s4v)P —vP —vsP~ 1 —sP]ds
0

IN

IN

IN

IN

< |Cal(u+v)PH —uPtt — Pl Py — P

< Cyluv|.

em que Cy := max{gj},j =1,---,4. Isso conclui a demonstracao do lema. [

Lema 2.7. Se up > uy > 0, existe C > 0 tal que, para todo x1,x; € RV,

/ e Mil—xil g—talv—x| gy < Com il
RN
Demonstraciao. Como

ta [x1 — x| + (2 — 1) [x — x2
<y (e —xq |+ x —x2|) + (U2 — py) [x — x2|

=l |x —x1|+ 2 [x — x2],

passando a integral e aplicando exponencial de ambos os lados da desigualdade, temos
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/ e Hilx—xi| ,—talx—x2| g < / el —x| ,— (=) k—x| 4y — cp—ti |)C1—)€2\7
RN RN

e o lema segue. O

Notamos que o conjunto M definido no Teorema 2.2 € fechado, limitado e esta contido
em um espac¢o de dimensao finita, ou seja, no espago Rug (-—y)@®E". Portanto, M é um
conjunto compacto, o que implica que, para todo y € RY, existe wy =V, + tyuar ((—y)eM
satisfazendo

— I(v™ +
max/(w) =1(vy +tug (- =),

ja que I é um funcional continuo.

O resultado a seguir mostra que os valores #, sdo limitados uniformemente em y por

constantes positivas se |y| é suficientemente grande.

Lema 2.8. Existem A,B € R, que ndo dependem de y, tais que 0 < A <r, < B para |y|

suficientemente grande.

Demonstraciao. Como wy = v, + tyug (- —y) € M e o niimero R > 0 dado pelo Lema 2.3,
que nao depende de y, tem-se

2 —112 2 2
R > |wyl* = vy P +5llug (- =)
> tillug (- =P+ llug (=7 =55 llug (- = )17
= 15 ([luoC- =»)1* = llug (- = »)II)-

Como foi provado em (2.42), podemos tomar |y| suficientemente grande para que ||u, (- —

C
Y| < EHUOH\Z/OQ’ onde C > 0 nio depende de y e satisfaz ||ug(- —y)||* > C||uo||5,. Assim,

R2

v

2ol a5 —)1P)
C
i (Clhal, ~ 5l

5C
THMOHVOQ,

v

2 < 2R?
YT Clluolly,
ainda a ser escolhido, existe C¢ > 0 tal que, se u € E™ com ||u|| = p > 0, entdo

isto €, temos := B%. Por outro lado, por (2.4) com 2 < p < 2%, para € > 0

1 1
) =l = [ Fdr > 2p>—elulfgy ~ Cellullyy  246)
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Pelas imersdes de Sobolev e pela equivaléncia das normas, existem constantes Cs,Cg > 0

que tornam (2.46) em

1 1
1) > 39 - eCslul ~ Gl = ( 5 - eCs ) > Copr. @47)

1
Seja € > 0 tal que D := 5~ €Cs > 0. Escolhendo p > 0 suficientemente pequeno de modo

2 L2 D \ 72
que Dgp” —Cgp? > 0,ist0 é,0 < p < o , obtemos
6

I(u) > Dgp2 —Cep? :=po>0 (2.48)

para todo u € E™ com ||u|| = p, onde py ndo depende de y. Assim, tomamos #y > 0, que nio
depende y, suficientemente pequeno de modo que |[7oug (- —y)|| < p < R para concluir que
I(toug (- —y)) > po > 0. Consequentemente,

I(vy_ +ryug(. —y)) = gleaﬁl(w) > I(toug(- —y)) > po,

isto €,
2

t 1
Y1, Tt 2 —112 - +
Ll (=)=l 2= [ POy -+t (=)

=1(vy +tyug (-—y)) > po-

Logo, como F € uma fun¢do ndo negativa,

2
2
2 (= »I> = po.
Isto mostra que
2
Clluolfy,,

onde C > 0 nio depende de |y| e satisfaz ||lug (- —y)||* < C||uol[,.. O lema estd provado. [J
A seguir, vamos provar o Lema 2.5.
Demonstracao do Lema 2.5: Por simplicidade, vamos denotar uq ,(x) := up(x —y) e C
denotard constantes positivas, que ndo sdo necessariamente as mesmas. Pela defini¢cao dos

funcionais / e I.., temos
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2
t 1
— 2 -2 —
105 10y = 2 g, P31y | —/RNF(vy Tty () dx
tyz 2 AT
< Loyl = [ Flouoy)dr— g, |
RN
+/ F(tyuo.y) F(v*—l—tyuary)> dx (2.49)
< tyu()7y 2/ u%,y( )dx

+ RN (F(V; _tyua,y) +F(tyuo,y) —F(v; —Hyuay)> ax,

uma vez que F € ndo negativa. Vamos estimar a ultima integral na desigualdade acima.

Chamando Wy =V =Lyl |, qUEremos estimar

/R (F(vy —tytg,) + Fltyuoy) — F(vy + 1))

/R (F(vy —tyttgy) + Fltytoy) — F(vy —tyiig, + by, + tyef ) )dx

::Iy.

/RN (F(wy )+ F(tyuo,y(x)) — F (wy +tyu (x))) dx

Para isso, temos

T, < [ MO+ Fltung) = FOrs + )l
= [ MO+ t00) = F(w5) = Flay0,)

= Je |F(wy +tyuoy) —F(wy ) — F(tyuo,y) — f(wy )tyuo,

— f(tyuoy)wy + f(wy )tyuoy + f(tyuo y)wy |dx
/ |[F(wy) + F(tyuo,y) — F(wy +tyuoy) = f(wy Ytyttoy — ftytoy)wy, | dx

bty [ 1RO Mot [t wy 2.50)

2 - B2 Além i - -
Uma vez que wy = v, —tyuy € M e, portanto, [jwy [|© < R". Além disso, wy pode ser escrito

como combinagdo hnear das autofungdes @y, , @, pois v, , g, €E". Como dimE™~ < oo,

podemos repetir as estimativas em (2.41) com wy" no lugar de u, ye usando o Lema 2.8 para
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mostrar que existe uma constante C > 0, que ndo depende de y, tal que

wy ()] = vy (%) = tyug , ()]
k k

= Lm0 -6 ) GHei)

=

—
~.
s

k

Y (Mi(y) = B&G(y)) 9i(x)

< Y Imi(y) = B&GO) [ 9i(x)]

k
k
k

IN

~.
—

ey

~.

< Zl ()| + = B&))@i(x)]|

< ; (max{[n;(y)|} + Bmax{|5;(y)[})|@i(x)]
k

= CY loi( \<CZsup!<pl x)|:=D, (2.51)
i=1 i=1 RN

para todo x € RY. Sem perda de generalidade, podemos supor que D > 1 também satisfaz
|uo,y(x)| < D para todo x € RN ja que U,y € L=(RY). Entdo aplicamos o Lema 2.6 ¢ a
hipétese (f») para obter uma constante C > 0, tal que

T, < /R | [F Oy +tyu0y) = F(wy) = F(tyuoy) — f(wy Jtyuo, — ftyuo,y)wy | dx
+ty/R f(wy Huoyydx+/ (tyuo,y)|[wy |dx
< /R Clwy ¥ttt dx+ m, /R Iy oy ldx+m /R oy [Iwy ldx
= Ct! /RN\wy\“!uo,y\“dermty/RN\wyHuo,y|dx+mty/RN\wyHuo,y\dx

— u — U u _
e /R Iy [ o P dx+- 2t /R Iy oyl (2.52)

onde u > 1 é dado pelo Lema 2.6. Agora, tomando & = A; < 0 < V., no Teorema A.12,

vemos que qualquer autofuncdo ¢;, i = 1,--- ,k, satisfaz

lpi(x)| < Ce*‘s‘x‘, paratodo xeRY,
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para algum \/V., < 6 < v/ V. — A. Assim, da primeira desigualdade em (2.51), tem-se para
|y| suficientemente grande

lwy ()] < Ce %M paratodo xeRM.

Como ug é uma solugdo radial positiva do problema (P. ), dada por Berestycki e Lions em
[7], temos que |up(x)| < Ce VV=I"l, para todo x € RY. Segue do Lema 2.7 que

/]R wy [, ldx < € /R . ¢ Ol e=VV=h gy < Co VY=, (2.53)
Analogamente, pelo Lema 2.7, temos
/RN [wy [ |ug y M dx < C/RN e Sl g VYl iyl gy < ComBVV=Dl < Com V=D (2.54)
pois u > 1. As estimativas (2.53) e (2.54) aplicada em (2.52) implicam que
T, < CeVV=DI, (2.55)

onde a constante C > 0 ndo depende de y ja que f,, € uniformemente limitada pelo Lema 2.8.

Agora, vamos estimar a integral

Pela hipétese (V4), segue que

& 2 & 2
2 Jew (V(x) — Vo) uoﬁy(x)dx = 5 /RN (V(x+y) — Veo) ugy(x)dx
< —Ce M (2.56)

para |y| suficientemente grande, onde C > 0 ndo depende de y. Assim, segue de (2.55) e

(2.56) que (2.49) pode ser escrito como
I(vy, + tyuay) < Loo(tyuo,y) — Ce W 4 Ce™VV=D1,
Portanto, pela hipétese (V4), 0 < ¥ < v/Ve, Obtemos

I(vy +tyuay) < I}lzaéiloo(luo),
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para |y| suficientemente grande. A hipétese (f5) garante que 0 maximo max L(tup) € atingido
t>

exatamente quando ¢t = 1, uma vez que uq € ponto critico ndo trivial do problema (P). De

fato,

dt
= ful- / F(tu)udx
]RN

= t/RNf(u)udx—/RNf(tu)udx

_ I/RN {f(u)—@] udx
[ ] g,

Pela hipétese (f5), temos que f(u)/u é estritamente crescente em (0, 4o0). Dessa forma, se

ilw(m) — 4 [w_/RNF(tu)dx}

t > 1 entdo tu > u. O que implica em

d
implica que — I (fu) > 0. Portanto, I.(u) = max I (u).
dt >0

Como ug é uma solugdo de energia minima para (P ), segue da defini¢do do valor ¢ > 0

que
T + _ _
c < rvgleaﬁl(w) =1(vy +tyug,) < r}l;gclw(tuo) = Io(Up) = Cooy
e o lema esta provado. [

Por fim, apresentaremos a prova do resultado principal deste capitulo.
Demonstracio do Teorema 2.1: Como vimos anteriormente, para R > 0 e y € R" temos

M = {w=tuf(-—y)+v7; |w|| <R, t>0,v  €E"},
My = {w=tuf(-—y)+v ;v €E ,|lw|=R,t>0o0ul|w| <R, =0} e
Ny, = {weE":|w|=p >0}
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Mostraremos que inf/ > max/. Pelo Lema 2.3, temos que /|y, < 0, e isso implica que

nﬁxl < 0. Portanto, € suficiente mostrar que igjlfl > 0. De (2.48) temos que I(w) > 0 se
0 p
w € ET com ||w|| = p > 0. Entdo inf > 0 e, dessa forma, inf7 > max .

Np Ny My

Assim, pelo Teorema 2.2, existe uma sequéncia de Cerami (u,) para o funcional 7 no
nivel ¢ > 0. A menos de subsequéncia, (u,) é limitada pelo Lema 2.2. Portanto, u, — u
para algum u € H 1(RN ). Pelo Lema 2.5, ¢ < ¢ € segue pelo Lema de Concentracdo e
Compacidade de Lions (Splitting Lema) que, de fato, a menos de subsequéncia, u, — u
fortemente em H'! (RV).

De fato, temos que I’ (1) = 0, consequentemente

1) = 1(u) — %I'(u)u -/

R

) <%f(u)u —F(u)) dx >0,

pela hipétese (f3). Entdo, se a convergéncia forte u, — u ndo valesse, o Splitting forneceria
k > 1 solugdes ndo triviais, wy, -+, wy do problema (P.) tais que

k
c+o,(1) =1(uy) =1(u) + Zlm(wi) +0,(1) > koo +0n(1).
i=1
Isso significa que ¢ > ¢, contradizendo o Lema 2.5. Portanto, u,, — u e ja que I € um
funcional de classe C' , I(u) = ¢ > 0 com I'(u) = 0 e, portanto, u € H' (R") é uma solucio

fraca nio trivial do problema (P). A prova do teorema esta concluida. [l



Apéndice A
Resultados Importantes

Neste apéndice enunciaremos os principais lemas e teoremas utilizados no decorrer deste
trabalho. Para isso, lembraremos algumas defini¢des e resultados importantes de Teoria
da Medida, Andlise Funcional e Equacdes Diferenciais Parcais, além da teoria espectral
para operadores auto-adjuntos, espectro, autovalores e autofuncdes de um operador linear.
Destaca-se que os resultados aqui apresentados neste apéndice ndo serdo demonstrados.

A.1 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema A.l. Seja Q C RY um conjunto mensuravel e (f,) uma sequéncia de fungdes
integrdveis que converge q.t.p. em € para uma funcdo mensurdvel f de valor real. Se existe

uma func¢do integravel g tal que
1fu] < g, qtp. em Q. VneN,

entdo f € integrdvel e vale que

/ fdx=lim | fdx.
Q Q

n—oo

Demonstracao. Veja [2], Teorema 5.6 [
Além do mais, relembremos outros conceitos de Teoria da Medida utilizados no trabalho.

Lema A.1. (Lema de Fatou) Seja (f;,):_; é uma sequéncia em M (X,X), entdo

/liminffndu < liminf/ fndu,
X n—eo Jx

n—soo
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em que M (X,X) corresponde ao conjunto das fungdes mensurédveis nio negativas em X que

possuem integral finita.

Demonstracao. Veja [2], Lema 4.8. [

Teorema A.2. (Teorema de Vainberg) Seja (f,,) uma sequéncia em L”(Q) e seja f € LP(Q)
tal que || fu — f||zr(@) — 0. Entdo, existe uma subequéncia (f;, ) e uma fungdo h € L”(Q);
tal que

a) fu(x) = f(x) q.t.p. em Q;

b) fu.(x) < h(x) q.t.p. em Q.

Demonstracao. Veja [9], Teorema 4.9.

A.2 Lema de Lions

Lema A.2. Sejar>0e2 <q < 2" Seu, élimitadaem H' (R") e se

sup |uy|?dx — 0, quando n — oo,
yeRN /B ()

entdo u, — 0, em LP(RN), para2 < p < 2%,

Demonstracao. Veja [38], Lema 1.21.

A.3 Espacos L?

Nesta secdo, definiremos os espacos L? e enunciaremos uma desigualdade bastante
utilizada ao longo do trabalho, a desigualdade de Holder. Esta secdo teve como base as

seguintes bibliografias [2, 8].

Definicao A.1. Seja (X,X, 1) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de todas as

funcdes mensuraveis de X em K, tais que

1/p
Uli= ([ 1rPax) <

serd denotado por LP(X,X, u).
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Defini¢do A.2. Dado 1 < p < +oo, dizemos que p’ € R, tal que

é o expoente conjugado de p. Além disso, p’ = +oo quando p = 1.

1 1

Teorema A.3. (Desigualdade de Holder) Sejam p,q > 1 tais que —+ — = 1e (Q,X, 1) um
p p

espaco de medida. Se f € L (Q) e g € LF (Q), entdo fg € L'(Q) e

[ 178ldx < 17 luri@yllglr o

Lema A.3. (Desigualdade de Young) Sejam p e p’ nimeros reais satisfazendo 1 < p < oo e

1
—+ — = 1. Entdo para todos A e B ndo negativos e para todo 6 > 0, vale a desigualdade

p p

AB < §AP +CsB” .

Definicao A.3. Seja L”(X,X, 1) o conjunto de todas as fungdes mensurdveis que sao li-
mitadas y-quase sempre, isto €, existem um conjunto N € ¥ e um nimero real K tais que
U(N)=0¢e|f(x)| <K paratodox ¢ N. Se f € L(X,X, ) definimos

Sp(N) =sup{[f(x)[ : x &N} e |[[flleo =inf{S;(N): N €X e u(N)=0}.

Isto é, L”(X) ={f: X —» R;f é mensurdvel e ||f]|cw < co}.

Definicdio A.4. Dizemos que uma fungio f : X C RY — R é localmente integrivel em X
quando f ¢ integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C X, ou seja,

/K\fydx < oo,

~ . 2 . 7 P
O espaco das fungdes localmente integraveis é denotado por L;  .(X).

A.4 Espaco de Sobolev

Nesta secao, abordaremos a definicdo do Espaco de Sobolev e suas imersdes, as quais
sdo fortemente utilizadas no decorrer do trabalho. Os conceitos aqui apresentados podem ser

encontrados nas seguintes bibliografias [9, 17].



82 Resultados Importantes

Definiciio A.5. Dado um aberto Q € RY, uma fungio u € L}, (Q) e um multi-indice o,

dizemos que v € L}, (Q) é a a-ésima derivada fraca de u se

/Q u(x)D%(x)dx = (= 1)l /Q V()@ (x)dx, Yo € CT(Q).

Definiciio A.6. Seja Q@ C RY um aberto, 1 < p < o e k € NU{0}. Definimos o espaco de
Sobolev

WhP(Q) = {u € LP(Q) : D% € LP(Q), para todo multi-indice o com || < kV,

como sendo o espago das fungdes u € LP(Q) cuja derivada fraca também estd em L”(Q).
Teorema A.4. O espaco W5P(Q) é um espago de Banach para 1 < p < oo,

Observagcdo A.1. Quando p =2, denotaremos W*?(Q) := H*(Q), em particular, para k = 1
temos

HY(Q) =W Q)= {uELZ(Q) : g—;t € L*(Q) para i = 1,...,n},

que € um espago de Banach com a norma

1/2
ety = [,V + ufhar)

Defini¢do A.7. Se 1 < p < n, o ndmero p* abaixo é conhecido como expoente critico de

Sobolev
« __ hp
p = .
n—p

Definicao A.8. Sejam X e Y dois espacos normados com X C Y. Dizemos que X estd imerso

continuamente em Y se existe C > 0 tal que
|x|ly < Cllx||x,Vx € X.

Denotamos X — Y. Equivalentemente, ¢ 0 mesmo que dizer que a aplicacdo identidade

i : X — Y dada por i(x) = x, é continua.

Definicao A.9. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados com X < Y. Dizemos que a
imersdo de X em Y é compacta se a aplicacdo identidade i : X — Y for compacta. Nesse caso
dizemos que X estd imerso compactamente em Y e escrevemos :X — <> Y. Analogamente,

se toda sequéncia (u,,) C X limitada possui subsequéncia convergente em Y.

Teorema A.S. (Imersdes continuas) Seja Q C RY um aberto, entdo:
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i) H'(RN) — LP(RY), paratodo 2 < p < we N =1,2;
i) H'(RY) < LP(RM), paratodo 2 < p <2* e N > 3.

Teorema A.6. (Imersdes compactas ) Seja Q C RY um aberto limitado, entdo:
i) H'(RN) < LP(RV), paratodo 1 < p <eeN =1,2;

i) H'(RY) << LP(RN), paratodo 1 < p <2*e N > 3.

A.5 Principio Variacional de Ekeland

O resultado a seguir pode ser encontrado em [38] no Teorema 2.4 ou em [19].

Teorema A.7. Seja (X,d) um espago métrico completo e I : X — (—oo, +o0] um funcional
semicontinuo inferiormente. Suponhamos que / seja limitado inferiormente e sejam € >
0,A >0eveEX,tais que

I(v) < inf I(u) +§

ueX

existe ue € X de modo que:
) I(ug) <I(v);
i) d(viue) <
i) d(vu -
yre) = 2,

i) I(ug) <I(w)+eAd(ug,w), paraw € X e w # ue.

A.6 Principio do Maximo Forte

Essa secdo esta baseada na bibliografia [17].

Definicdio A.10. Considere Q um subconjunto aberto e limitado do RY. Dizemos que um
operador diferencial parcial L € uniformemente eliptico se existe uma constante 6 > 0, tal

que
n

Y a'(0)&E; > 6(x)|Ef

=

paratodox € Qe & € RV,
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Seja L um operador uniformemente eliptico na forma nio divergente

n n
ij i
Lu=— Z a' vy, + Zb Uy, +cu
i,j=1 i=1
com coeficientes a/,b' e ¢ continuos e, sem perda de generalidade, assuma que a"/ = a’".
Com essas hipéteses, enunciemos uma versdo do Principio do Maximo Forte considerando o

termo de ordem zero sendo nao negativo.

Teorema A.8. Assuma que u € C2(Q)NC)Q e ¢ > 0 em Q. Suponha também que Q seja

conexo, entao:

1) se Lu < 0em Q e u atinge madximo ndo negativo sobre 2, em um ponto interior, entao

u é constante em Q;

ii) similarmente, se Lu > 0 em € e u atinge minimo ndo positivo sobre {2, em um ponto

interior, entdo u € constante em Q.

A.7 Teoria Espectral

Nesta secao, apresentamos conceitos e teoremas fundamentais relacionados a teoria
espectral, sobretudo ao espectro de um operador auto-adjunto de Schodinger, encontrado em
[37].

Definicao A.11. Seja L : D(L) C H — H um operador linear cujo dominio D(L) é um
subespago denso de H. O operador adjunto L* : D(L*) C H — H é definido como:

. v € H e existe um elemento w € H
veD(L") <~
tal que (Lu,v) = (u,v) paratodo u € D(L).

L*v=w paratodo v &€ D(L")

onde w é o (dnico, pela densidade de D(L) em H) elemento associado a v na defini¢do de
D(L"). O operador L é considerado auto-adjunto <= L = L" no sentido de que D(L) = D(L")
e L*v =Ly paratodo v € D(L").

Defini¢io A.12. Dado V € L™(R"), definimos o operador de Schrédinger S : D(S) C
L*(RY) — L*(RY) gerado pelo potencial V por

D(S) = H*(RY) e Su= —Au+Vu para uc H*(R").
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Teorema A.9. Para V € L™ (R"), o operador de Schrodinger S : D(S) € L*(RY) — L*(RY)

gerado pelo potencial V' € auto-adjunto.

Demonstracao. Veja [37], Teorema 3.8. [

Definicdo A.13. Seja L: D(L) C H — H um operador auto-adjunto. Seu conjunto resolvente
é
p(L)y={A €R;L—AI:D(L) — H ¢éum isomorfismo}

€ seu espectro o conjunto
o(L) =R\p(L).

Os elementos de p (L) sdo chamados valores regulares de L. O espectro pontual é dado pelo
conjunto

op(L) = {A € Riker(L—AI) #{0}}
e seus elementos s@o chamados autovalores de L. O espectro discreto de L é o conjunto
04(L) = {A € 0,(L);dim ker(L—AI) <o e A ¢éum ponto isolado de &,(L)}.

e seu complemento em ¢ (L) é chamado espectro essencial,

o.(L) = o (L)\oy(L).

Observacdo A.2. Para qualquer V € L™(RY) considerando

A:inf{/ (|Vu)* +V (x)u?)dx; ue H'(RY) e / uzdx:l},
RN RN

esse nimero A caracteriza o infimo do espectro de S. Além do mais, A > —||V|[ = (gv). De

fato,
/ (|Vu|2+V(x)u2)dx2/ V (x)uldx > _||V||Lw(Rn)/ uldx.
RN RN RN

Teorema A.10. Seja V € L™(R"). Entio,
i) o(S) C A=)
i) A€ o(s).

Demonstracao. Veja [37], Teorema 3.10 [

Observagdo A.3. Conforme o teorema acima, o espectro do operador S nunca estd vazio e,
em particular, A = inf 5 (S).
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Lema A4. SejaV € L”(RY). Para € > 0, seja X um subespaco de H'(R") tal que

/ IVul> +V (x)uldx < (1—8)/ u*dx paratodo ue€X.
RV RV

Entao, dimX < oo.

Demonstracao. Veja [37], Lema 3.14. O
O teorema a seguir € relativo ao espectro essencial do operador S.

Teorema A.11. Seja V € L™(R"), entdo 6,(S) C [/, +o0). Em particular, se V satisfaz

Voo := lim V(x),
R—+oo

temos O, (S) C [Veo, +o0).

Demonstracao. veja [37], Teorema 3.15. U
Note que pelo teorema a seguir, abaixo do espectro essencial de S as autofun¢des decaem
exponencialmente.

Teorema A.12. Seja V € L™(RY) e considere & < V... Para qualquer u € (0,/Veo — &),
existe uma constante C, dependendo apenas de & e y, tal que

lu(x)| < C|lul|we™ P, paratodo x € RY,
desde que u € ker(S — Au), para algum A < &.

Demonstracao. Veja [37], Teorema 3.19. [



Apéndice B
Convergeéencia Uniforme

A convergéncia a seguir serd usada fortemente no Lema 2.3. Considere dB; a fronteira

de B, onde B € a bola aberta de raio um em um espacgo de dimensdo finita gerado pelas
funcoes uaL( —3),01, -, On.

lim / m_ F(Ru) wdx = 0,
R—oo JRN \ 2 (Ru)2

uniformemente para u € dBj.

Lema B.1. Vale que

Demonstracio. De fato, para cada R = k € N, considere J; : dB; — R o funcional dado por

F(k
Ji(u) = /R . (% — (k(u;tz) ) u?dx. A continuidade da fungdo F mostra que J; é um funcional

continuo para cada k fixo. A hipétese (f>) e a equivaléncia das normas || - || e || - ||z mostram

que existe uma constante C > 0 tal que

o< (3110 etz

para todo u € dB;. A continuidade do funcional J; no conjunto compacto dB; garante
que, para cada k fixo, o funcional J; assume seu maximo em u; € dB;. Considere (uy) a

sequéncia desses maximos. Como ||u|| = 1 para cada k e o espaco gerado pelas fun¢des

uar (+=v),01, -, ¢ é de dimensdo finita, existe # € dBj tal que, a menos de subsequéncia,
U, — u (B. 1)
fortemente na norma || - ||. Para toda u € dB; e para cada k, temos 0 < J;(u) < Ji(u), isto é,

0< /]RN (% — %) uldx < /RN (% — Izk(:::)kz)) u,%dx (B.2)
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para toda u e para cada k. Tomando o limite k — oo, primeiramente, note que
ue(x) = @(x), qtp.em RV,

Assim, se 7(x) # 0, segue que |kii(x)| — o0 quando k — 0. Portanto, a hipStese (f>) garante

(g__jggggg) u(x)? = 0 (B.3)

quando k — oo, pois 0 primeiro termo converge para zero e u é limitado. Se u(x) = 0, entdo

que

o primeiro termo € limitado e também temos (B.3). Pela convergéncia forte em (B.1), existe

uma fungdo h € L! (RM) tal que, a menos de subsequéncia,

@_M u xz muzx m_.x 1 N
0= (13- DY o <m0 <) e LE). (84)

Finalmente, por (B.3) e (B.4), o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

, m  F(kug)\ ,
1 —— =0.
e /RN (2 (kuug)? ) rdx =0

Logo, fazendo k — o0 em (B.2), temos

. m I (ku) 2
1 IR —
k%lmoo /RN (2 (ku)2 ) wdx=0

uniformemente em u € 0dB;. O

que




Apéndice C
Teorema de Linking

Neste apéndice, apresentaremos algumas defini¢des e resultados necessarios para de-

monstrar o Teorema de Linking. Para isso, usamos como referéncia as bibliografias [11, 38].

Definicao C.1. Uma retracdo de um espaco topoldgico X em um subespago Y é uma aplicagdo
continua R : X — Y, tal que R(y) =y, paratodoy € Y.

Denotando BY := {x € R";|x| < 1} a bola unitdriaem RY e $¥ ! := {x e RY; |x| = 1}

a esfera unitaria, temos
Teorema C.1. Nio existe retracio continua de BY em SV~!.

Teorema C.2. Seja X um espaco de Banach, M um espaco métrico, My um subespago
fechado de M e 'y C C(Mp,X ). Defina

I'.= {}/E C(M,X) : '}’|M0 S ro}.
Se ¢ € C'(X,R) saisfaz

+oo > ¢ := inf sup @(y(u)) > a:=sup sup ¢(y(u))
Yeluem % ueMy

entdo, para todo € € (0,(c—a)/2),6 >0e y €T, tais que
sup(poy) < c+e,
M

existe u € X, tal que
a) c-2e < o(u) <c+2e,

b) dist(u,y(M)) < 28,
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o) (1+ul)ll@"(w)llx- < 8e/s.

Teorema C.3. Sob as hipéteses do teorema anterior, existe uma sequéncia (u,) C X satisfa-
zendo
Q(un) = e (L+ul)ll¢(w)]x-— 0.

Em particular, se ¢ satisfaz a condi¢do (Ce), entdo ¢ é um valor critico de ¢.
Demonstracio. Pelo Teorema A.2, para cada € € (0,(c — 1)/2) existe u € X, tal que
c—2e<@u) <c+2e e (14 |ul])]¢ (u)lx- <8e/5.

Para cada n € N considere € = (¢ — a) /2n. Entao, existe u, € X, tal que

c—da

c—da
c— <Q(uy) <c+——
n

n

S(C—a).

(T [len DI () 1 < =

Assim, quando n — +oo, temos

Q(un) = e (1+ [lun|)[|¢ (ua) x> — 0.
[l

Teorema C.4. (Teorema de Linking sob a condi¢do (Ce).) Seja X =Y @ Z um espago de
Banach com dimY < c. Seja p > r > 0 e seja z € Z tal que ||z|| = r. Defina

M = {u=y+2Az:|lul <p,A>0,yeY}:
My = {u=y+Az:yeY[lul=p e A=0ou [u <peA=0}
N = {uecZ:|ul|=r}

b.—l[I\l]f(P>Cl.—1’I]}2)X(p.

Se ¢ satisfaz a condi¢do (Ce). com

c:= ;/rellﬁrbtrle%((p(y(u)) e ''={yeC(M,X) :vY|m, =id},

entdo ¢ € um valor critico de @.
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Demonstracao. Para aplicar o Teorema C.3, devemos verificar que ¢ > b. Assim, vamos
provar que para todo y € I', (M) NN # (. Denote por P a projecdo de X sobre Y tal que
PZ =0 e por R aretragdo de Y &R, \{z} sobre My. Se y(M) NN = 0, entdo a aplicacdo

r-M — M
u = RPY(u)+|[(I = P)y(u)llr~"2)

¢ uma retracéo de M sobre M. De fato, para u =y + Az € My segue que

r(u) = RPY(u)+|(I—P)y()|r'2)
= R(PY(y+A2) + (I - P)Y(y+A2)[Ir ')
= R(P(y+A2)+|ly+Az—Py+Az)|r '2)
= RO+ |y+Az—ylr'2)
= ROy+Alzlr ') =y+Az=u,

o que € uma contradi¢do, pois M é homeomorfico a uma bola de dimensao finita (Teorema
C.1). Logo, y(M) NN # 0. Assim, existe v € Y(M) NN tal que para todo y € I,

max(@oy) = ¢(y(u)) = ¢(v) = info =b

Assim,

— inf > b,
c ;relrruneﬁfp(ﬂu)) >

Pelo Teorema C.3, existe uma sequéncia de Cerami em que ¢ € um valor critico de ¢. [






Apéndice D
Diferenciabilidade do Funcional 1

O objetivo desse apéndice € mostrar que o funcional /, definido no Capitulo 1, é de classe
C!. Para isso, revisemos alguns conceitos de diferenciabilidade, que podem ser encontrados
nas bibliografias [19, 38].

Definicao D.1. Dado um espaco de Banach X e um funcional 7 : X — R, dizemos que /
possui Derivada de Gateaux no ponto u € X quando existir um funcional linear Ty € X', tal

que
liml(u +1v) —I(u) — Tyv
t—0 t

=0, paratodo v e X.

Quando existe, Ty € dita a Derivada de Gateaux de /, que € tunica e vamos denotd-la por
DI (u).

Definic¢do D.2. Dado um espaco de Banach X e um funcional 7 : X — R, dizemos que /
possui Derivada de Fréchet no ponto u# € X quando existir um funcional linear 7 € X', tal

que

lim Hu+v)—I(u)—Tv

—0.
[[v]|—0 V]|

Quando existe, T € dita a Derivada de Fréchet de I, que € unica e vamos denota-la por [ '(u)

Definicsio D.3. Se A é um conjunto aberto em X, dizemos que I é de classe C! em A ou que
Iec! (A,R) quando a derivada de Fréchet de I existir em todo ponto u € A e a aplicagdo
I' : A — X' é continua.

Observacdo D.1. Todo funcional Fréchet diferencidvel também é Gateaux diferencidvel.

Proposicio D.1. Se I possui derivada de Gateaux continua em A, entdo A € C! (A,R).
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Agora mostraremos que o funcional / : H ! (]RN ) — R dado por

I(u) :%/RN(|VM|2—|—V(X)uz)dx—/R F(u)dx

N

é de classe C! , isto é, a derivada de Gateaux existe e é continua. Para isso, considere os

seguintes funcionais auxiliares

Ji(u) = %/RN(|VM|2—|—V(x)u2)dx e J(u)= RNF(u)a’x,

onde I(u) = Jy(u) — Jo(u). Para esse fim, provaremos que os funcionais J; e J; sdo de classe
C.

Proposiciio D.2. O funcional I(u) : H'(RY) — R definido por

I(u) = %/RN(|VM|2+V(x)u2)dx—/R F(u)dx

N

é de classe C! e possui derivada dada por
I'(u)yy = /N(Vqu+ V(x)uv)dx — /Nf(u)vdx, Vv e H'(RY).
R R

Demonstracdo. Dividiremos a prova em casos. Primeiramente, mostremos que o funcional

Jp definido por
1
1 (1) :—/ (Va2 +V (x)u?)dx
2 JRN

é de classe C' e possui derivada dada por
Ji(u)yy = /RN(VMVV—FV(X)MV)dX, Vv e HY(RY).

Assim, vamos calcular a Derivada de Gateaux DJ;. Sejam u,v € H' (RY) e € R, temos

Jl(u+tv)—J1(u) 1
t 2t
1[¢?

= [3/RN(|VV|2+V(x)v2)dx—|—t/RN(Vqu+V(x)uv)dx] :

{/RN(WM‘HVF+V(x)|u+tv|2)dx—/RN(|VM|2+V(X)M2)dx]

Portanto, a derivada de Gateaux DJ; (u) existe, e ¢ dada por

DIy () = lim 2L =N [ (T V()

t—0 t
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Além do mais, segue que
DTy (u)v| = [(w,v) £ ] < lul[[[V]],

onde a norma em E é equivalente a norma em H ! (RN ). Mostraremos agora que o operador
DJ, é continuo. Seja (u,) C H'(RY) tal que u, — u em H'(R") quando n — co. Assim,
para cada v € H'(RY) com ||v|| < 1, temos que

|1 (un) —DJy(u)||g= = sup |DJy(up)v—DJy(u)v|
Iv[[<1
= sup V(un—u)Vvdx+/ V(x)(up — u)vdx
<1 ]/RY RY

—  sup |DJ (uy — )y
vl<1

< sup [y —ull[v]| = un — ) =0
vl<1

quando n — o. Logo, concluimos que o operador DJ; € continuo, portanto, o funcional J; é

de classe C!. Agora, verificaremos que o funcional J», dado por
Jo(u) = /RN f(u)vdx
é de classe C' e possui derivada dada por
Jh(u)yy = /RN f(u)vdx, Yv e H'(RN).
Para isso, calculemos a Derivada de Gateaux de DJ,. Sejax € Re ¢ € [0, 1] defina

g:00,1] — R
g(s) = Flu(x)+srv(x))

em que g(0) = F(u(x)), g(1) = F(u(x) +tv(x)) e g'(s) = f(u(x) +stv(x))tv(x). Como g é
continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio existe A € [0, 1]
tal que

(1) —¢(0) F(u(x) +tv(x)) — F(u(x))
t t

= flu(x) + A (x)rv(x))v(x).
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Da condig¢do de crescimento da funcéo f e sabendo que (a+b)? < 2P(a” + b?), obtemos
[f () + A ()v(x)| < 298 (Ju(x)|? + [v(x)[) +27Cs (|u(x) T + v (x)[7).

Logo,

F(u(x) +1v(x)) = F (u(x))

t

= () + A (x)rv(x))v(x)]
[8]u(x) + A (x)ev(x) |7+ Cslu(x) + A (x)ev(x)[T] [v(x))|
< 298 (Ju(x)|? 4 [v(x)[1) +27Cs (|u(x) [T + v (x) )] [v(x)]
= 295(Ju)|* + v ) v (x) |+ 2" Cs (Ju()[ + () [T) [y (x)].

IN

Da desigualdade de Holder e a continuidade das imersdes de H' (RY) — LP(RY), com
p € [2,27], temos que 298 (Ju(x) |7 + [v(x)|7) [v(x) | +2"Cs (Jue(x)|" + [v(x) ) [v(x)] € L' (RT).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

D(u+tv)—J
Dhuy = lim 2 =5
t—0 t

F(u(x) +1v(x)) — F(u(x)) ,

= lim X

t—0 JRN t

= lim | f(u(x)+A(x)tv(x))v(x)dx

t—0 JRN

= [ Su)vdx,

e assim, existe a derivada de Gateaux de J,, que é dada por
J5(u v—/ flu x)dx, v e H'(RV).

Mostraremos que o operador DJ; € continuo. Considere uma sequéncia (u,) C H ! (RV) tal
que u, — u em H'(RY). Como a imersio H!(RY) < L*(R") é continua, entdo u, — u
em L*(RY). Do Teorema de Vainberg, existe uma subsequéncia de (u,) ¢ uma funcio
g € L*(RY), tal que

wy(x) — u(x), q.tp.em RY

ua(x)| < g(x), q.tp.em RY,
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Como f € continua, temos que

flup(x)) = f(u(x)), q.t.p.em RN,

Flua(0))v(x) = Fu((x), aLp. em RV,

Novamente, pelo crescimento da fun¢do f obtemos
1 (tn (x))v(x)| < 8utn ()| ]v(x)] + Cun (x)[ v (x)| € L' (RY).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/szf<u”)de_> /RNf(u)vdx,

ou seja, para todo € > 0, existe ng € N, tal que

‘/RNf(un)vdx—/RNf(u)vdx

Sejave H'(RY) e ||v|| < 1, temos que

< €,Yn > ny.

|DJ2(un) — DJ2(u)|| < €,¥n > ny.

Dessa forma, DJ,(u,) — DJ,(u). Concluimos que o funcional J; é continuo, portanto, é de
classe C'.

Como definido anteriormente, I(u) = Jy(u) — J»(u), assim, como I possui Derivada
de Gateaux e € continua, provamos que / é um funcional de classe C!, como queriamos

provar. [






Bibliografia

[1] Alves, C. O., Carrido, P. C., and Medeiros, E. S. (2004). Multiplicity of solutions for a
class of quasilinear problem in exterior domains with Neumann conditions. Abstr. Appl.
Anal., 3:251-268.

[2] Bartle, R. G. (1996). The elements of integration. John Wiley & Sons.

[3] Bartsch, T. and Qiang Wang, Z. (1995). Existence and multiplicity results for some
superlinear elliptic problems on R". Comm. Partial Differential Equations, 20(9-10):1725—
1741.

[4] Bartsch, T. and Wang, Z. Q. (1996). On the existence of sign changing solutions for
semilinear Dirichlet problems. Topol. Methods Nonlinear Anal., 7(1):115-131.

[5] Benci, V. and Cerami, G. (1987). Positive solutions of some nonlinear elliptic problems
in exterior domains. Arch. Rat. Mech. Anal., 99(4):283-300.

[6] Benci, V. and Cerami, G. (1990). Existence of positive solutions of the equation
—Su+a(x)u=u™2N=2) in R J. Funct. Anal., 88(1):90-117.

[7] Berestycki, H. and Lions, P. L. (1983). Nonlinear scalar field equations. I: Existence of a
ground state. Arch. Rational Mech. Anal., 82(4):313-345.

[8] Botelho, G., Pellegrino, D., and Teixeira, E. (2015). Fundamentos de andlise funcional.
SBM.

[9] Brezis, H. (2011). Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations,
volume 2. Springer, Nova York.

[10] Cao, D. (1993). Multiple solutions for a Neumann problem in an exterior domain.
Commu. Partial Differential Equations, 18(3-4):687-700.

[11] Cardoso, M. B. (2020). Equacdes elipticas assintoticamente lineares com potencial que
muda de sinal.

[12] Cerami, G. (1978). An existence criterion for the critical points on unbounded manifolds.
Istit. Lombardo Accad. Sci. Lett. Rend. A, 112(2):332-336.

[13] Chen, J. and Li, S. (2003). Existence and multiplicity of nontrivial solutions for an
elliptic equation on R" with indefinite linear part. Manuscripta Math., 111(2):221-239.

[14] Clapp, M. and Maia, L. A. (2016). A positive bound state for an asymptotically linear
or superlinear Schrodinger equation. J. Differential Equations, 260(4):3173-3192.



100 Bibliografia

[15] Costa, D. G. and Tehrani, H. (2003). Existence and multiplicity results for a class
of Schrodinger equations with indefinite nonlinearities. Adv. Differential Equations,
8(11):1319-1340.

[16] Egorov, Y. V. and Kondratiev, V. A. (1996). On spectral theory of elliptic operators,
volume 89. Birkhduser.

[17] Evans, L. C. (2010). Partial differential equations, volume 19. American Mathematical
Society.

[18] Evéquoz, G. and Weth, T. (2012). Entire solutions to nonlinear scalar field equations
with indefinite linear part. Adv. Nonlinear Stud., 12(2):281-314.

[19] Figueiredo, G. (2015). Uma introdugdo a teoria dos pontos criticos.

[20] Furtado, M. F., Maia, L. A., and Medeiros, E. S. (2008). Positive and nodal solutions
for a nonlinear Schrodinger equation with indefinite potential. Adv. Nonlinear Stud.,
8(2):353-373.

[21] Gongbao, L. and Shusen, Y. (1989). Eigenvalue problems for quasilinear elliptic
equations on R". Comm. Partial Differential Equations, 14(8-9):1291-1314.

[22] Jeanjean, L. and Tanaka, K. (2002). A positive solution for an asymptotically linear
elliptic problem on R" autonomous at infinity. ESAIM: Control Optim. Calc. Var., 7:597—
614.

[23] Khatib, A. and Maia, L. A. (2018). A positive bound state for an asymptotically linear
or superlinear Schrodinger equation in exterior domains. Communications on Pure &
Applied Analysis, 17(6).

[24] Kryszewski, W. and Szulkin, A. (1998). Generalized linking theorem with an application
to a semilinear Schrodinger equation. Adv. Differential Equations, 3(3):441-472.

[25] Li, G. and Wang, C. (2011). The existence of a nontrivial solution to a nonlinear elliptic
problem of linking type without the Ambrosetti-Rabinowitz condition. Ann. Acad. Sci.
Fenn. Math., 36(2):461-480.

[26] Lions, P. L. (1984a). The concentration-compactness principle in the calculus of
variations. the locally compact case. I. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,
1(4):223-283.

[27] Lions, P. L. (1984b). The concentration-compactness principle in the calculus of
variations. the locally compact case. Il. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,
1(2):109-145.

[28] Liu, Z., Su, J., and Weth, T. (2006). Compactness results for Schrodinger equations
with asymptotically linear terms. J. Differential Equations, 231(2):501-512.

[29] Maia, L. A., Junior, J. O., and Ruviaro, R. (2017). A non-periodic and asymptotically
linear indefinite variational problem in R". Indiana University Mathematics Journal,
66:31-54.



Bibliografia 101

[30] Miranda, C. (1940). Un’osservazione su un teorema di brouwer. Boll. Un. Mat. Ital.,
2(3):5-7.

[31] Pankov, A. (2005). Periodic nonlinear Schrodinger equation with application to photonic
crystals. Milan J. Math, 73:259-287.

[32] Rabinowitz, P. H. (1978). Some critical point theorems and applications to semilinear
elliptic partial differential equations. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa CL Sci., 5(1):215-223.

[33] Rabinowitz, P. H. (1992). On a class of nonlinear Schrodinger equations. Z. Angew.
Math. Phys., 43(2):270-291.

[34] Sirakov, B. (2000). Existence and multiplicity of solutions of semilinear elliptic
equations in RN, Calc. Var. Partial Differential Equations, 11(2):119-142.

[35] Strauss, W. A. (1977). Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm. Math.
Phys., 55:149-162.

[36] Struwe, M. (1984). A global compactness result for elliptic boundary value problems
involving limiting nonlinearities. Math. Z., 187(4):511-517.

[37] Stuart, C. (1998). An introduction to elliptic equations em R". Nonlinear Funct. Anal.
Applic. Differential Equations, pages 237-285.

[38] Willem, M. (1996). Minimax theorems. Springer Science & Business Media, Boston.






	Sumário
	Introdução
	1 Solução Positiva e Nodal para uma Equação de Schrödinger não Linear com Potencial Indefinido 
	1.1 Estrutura variacional
	1.2 Solução positiva de energia mínima
	1.3 Solução que muda de sinal

	2 Um Problema Indefinido em RN Não Periódico e Assintoticamente Linear
	2.1 Estrutura variacional
	2.2 Limitação das sequências de Cerami
	2.3 Um ponto crítico não trivial

	Apêndice A Resultados Importantes
	A.1 Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
	A.2 Lema de Lions
	A.3 Espaços Lp
	A.4 Espaço de Sobolev
	A.5 Princípio Variacional de Ekeland
	A.6 Princípio do Máximo Forte
	A.7 Teoria Espectral

	Apêndice B Convergência Uniforme
	Apêndice C Teorema de Linking
	Apêndice D Diferenciabilidade do Funcional I
	Bibliografia

