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“A arte de fazer matemdtica
consiste em achar aquele caso
especial no qual haja todos os
germes de uma generalizacdo.”

— David Hilbert
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Resumo

A presente dissertacao tem o objetivo de apresentar o anel dos inteiros algébri-
cos de um corpo nimerico quadratico via Teoria de Ideais em paralelo com um tema
da area de Geometria dos Numeros denominado Redes Complexas a fim de cons-
truir um grupo abeliano finito conhecido como Grupo das Classes. Em seguida, sao
discutidos conceitos de Analise (Séries de Dirichlet e Produtos de Euler), a Fungao
Zeta de Riemann, L—Funcoes, Caracteres de Dirichlet e o processo de como dedu-
zir e se evidenciar o objetivo principal da férmula do nimero das classes de ideais
de Dirichlet. Por fim, é detalhado um artigo de Zhu Minhui e Wang Tingting que
envolvem conceitos de Equacoes Diofantinas e Numeros de Lehmer para explorar
propriedades do nimero das classes de ideais de Q(v/22™ — k9).

Palavras-chave: Anel dos Inteiros Algébricos de Q(v/—n); Grupo das classes;
Redes Complexas; Féormula do nimero de classes.



Abstract

The present dissertation aims to present the ring of algebraic integers of a
square numeric field via Ideals Theory in parallel with a theme in the area of Geo-
metry of Numbers called Complex Lattices in order to set up a finite abelian group
known as Class Group. Then are discussed concepts of Analysis (Dirichlet Series and
Euler Products), the Riemann Zeta Function, L—Functions, Dirichlet’s Characters
and the process of how to deduce and evidence Dirichlet’s formula’s main objective
of the number of ideal classes. Finally, an article by Zhu Minhui and Wang Ting-
ting [7] which involves concepts of Diofantine Equations and Lehmer’s Numbers is
detailed to explore the properties of the number of ideal class from Q(v/22™ — k9).

Keywords: Ring of Algebraic Integers of Q(1/22™ — k4); Class Group; Complex
Lattices; Class Number Formula.
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Introducao

O estudo da Teoria de Anéis surge a partir dos estudos da teoria dos inteiros
algébricos e anéis de polinimomios introduzido pelo alemao Jilius Wilhelm Richard
Dedekind (1831-1916) em seu conceito base, e por volta de 1920, através da ma-
tematica alema Amalie Emmy Noether, foi publicado no trabalho Ideal Theory in
Rings os fundamentos axiomaticos para essa teoria. Antes, em seu contexto histo-
rico, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) j& contibuia com a anédlise
matematica nos conceitos de funcoes, aplicando funcoes analiticas ao calculo de
problemas aritméticos e estabelecendo critérios de convergéncia para as séries.

Nos capitulos 1 e 2 da presente dissertacao, nos fundamentamos nas notas de
Tom Weston [19] a qual o mesmo, em 2004, escreveu "Lectures On the Dirichlet
Class Number Formula for Imaginary Quadratic Fields” baseado em notas de aula
realizadas no "Ross Program” de verao nos E.U.A.

No primeiro capitulo é apresentado duas ideias principais: Propriedades dos
ideais do anel dos inteiros algébricos do corpo quadratico imaginédrio e Redes com-
plexas. O topico que envolve a teoria de anéis e corpos traz maneiras de se identificar
o anel O_,, por meio do inteiro positivo livre de quadrados n que caracteriza o corpo
quadratico Q(v/—n) e, como estamos analisando tal anel, os ideais produzidos junto
a soma, multiplicacdo, normas e divisibilidade (Ideais Fraciondrios), possuem pro-
priedades por serem dominios Dedeking que proporcionam uma fatoracao tinica em
ideais primos de O_,,. Na segunda etapa deste primeiro capitulo, estudamos Redes
Complexas que basicamente sao subconjuntos de C, exibindo de maneira suscinta
propriedades de equivaléncias e, um elemento em especifico chamado j-invariante
concebido por um algoritmo descrito em [19] onde o mesmo se encontra em uma
regiao do plano complexo conhecido pelo Dominio Fundamental e todos os conceitos
se vinculam ao conceito de MC (multiplicacdo complexa), assim redes equivalentes
sao caracterizadas e, que ao final do capitulo, o vinculo entre redes e ideais de O_,
por meio da similiradade formando um conjunto finito conhecido como o grupo das
Classes de Ideais.

No segundo capitulo apresentamos métodos analiticos que buscam concluir que

a fun¢do (—Dedekind do corpo Q(v/—n) possui um pélo simples no ponto igual a 1
com residuo Z—Z. Iniciamos com conceitos da Analise Complexa tais como a conver-

géncia de séries de Dirichlet para niimeros reais, e a sua relagdo com a funcao ((s)



de Riemann quando s > 1 junto a férmula do produto de Euler. Feito esses aponta-
mentos, entramos na area da Teoria dos Numeros mostrando algumas propriedades
bésicas do simbolo de Jacobi/Legendre relacionando com o caracter quadratico de
Dirichlet; diante a essas explicagoes, o real motivo que traz o vinculo dessas duas de-
finigoes é o discriminante A_,, do corpo Q(v/—n), que fora introduzido no primeiro
capitulo, atrelado a fun¢oes denominadas L—funcoes de Dirichlet.

Por fim, no terceiro capitulo é exposto um artigo, com autoria de Zhu Minhui
e Wang Tingting [7] intitulado " The divisibility of the class number of the imaginary
quadratic field Q(v/22™ — k%)” onde m, d € Z~g, k é um inteiro {mpar maior que 1 e
22m < k4 que propoe caracterizar valores, por meio do nimero da classe de formas
primitivas bindrias quadréticas com discriminante A_; embasada na L—funcao e a
(—Dedekind, mediante aos parametros tal qual determinam o corpo e determinar cri-
térios de divisiblidade de h(22™—k?). Sao detalhados o conjunto solucao de Equagoes
Diofantinas do tipo X2 4+ DY? = kZ onde D, k > 1 inteiros com mdc(2D, k) =1 e
X, Y, Z € Ncom mde(X, Y) =1 e sequéncias definidas como "nimeros de Lehmer”
a partir dos pares de Lehmer (u, v) onde (1 + v)? e p1 - v coprimos e #/y ndo é uma
raiz da unidade tal que p, v sao inteiros algébricos.

O objetivo principal da dissertacao é mostrar um dos métodos no meio aca-
démico para se encontrar propriedades de divisibilidade pontuais para o nimero de
classes ideais h(—n) de um corpo quadrético imaginario. Os resultados no terceiro
capitulo, sdo fundamentados no artigo de Z. Minhui e W. Tingting [7] que se utiliza
dos artigos [5], [12], [17] e [20] como referéncias e, para o primeiro capitulo toda
teoria de ideais de O_,, e redes complexas se baseiam em [6], [4], [3], [15], [8], [9],
[14], [10], [16], [18] e [19], e como complemento fundamental para o estudo final,
utilizamos para compreensao do segundo capitulo, as referéncias [1], [3], [11], [2] ,
9], [13], [16], [19] e [21].



Capitulo 1

Corpos Numéricos e o Anel dos
Inteiros Algébricos

A base para iniciarmos o estudo das Secoes 1.1, 1.2 e 1.3 sao encontradas em
(14, Cap. 1-3|, [9, Cap. 1-2 e 4], [8, Cap. 1-3], [10, Cap. 3-5 e 7|, [6, Cap. 12] e
[15, Cap. 1-2] onde é apresentada uma exposi¢ao mais detalhada da teoria de anéis,
anéis Noetherianos, dominios Dedekind, Z—mddulos, ideais fracionarios e corpos.

1.1 Corpos Quadraticos Imaginarios

Definicao 1.1.1. Seja n € Z, um corpo quadrdtico ¢ um subcorpo do corpo dos

nimeros complexos da forma Q(v/n) = {x +yv/n; x,y € Q} e Q C Q(v/n), em
outras palavras, € uma extensao de dimensao 2 vista como um espaco vetorial sobre
o corpo dos racionais Q.

Teorema 1.1.1. Seja F um corpo quadrdtico, entao existe um unico inteiro livre de

quadrados n tal que F = Q(y/n).

Demonstracao. Considere F = Q(«) e suponha que « seja raiz de um polinémio
monico irredutivel f(s) € Q[s]. Assim temos:

b—VA

—at+vVA -
g ou o = 3

o =

com A =b? —4c € Q. Logo Q(a) = Q(vVA).
Seja

entao



Capitulo 1. Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos 4

Por fim, escreva pg = k?n, com n sendo um inteiro livre de quadrados. Portanto

O

Quando n < 0, dizemos que Q(y/n) é um corpo quadrdtico imdgindrio; e
partir daqui, iremos denotar este corpo como sendo Q(v/—n).

1.2 Anel dos Inteiros Algébricos

Fixado n um inteiro positivo livre de quadrados, € intuitivo pen-
sar que o anel dos inteiros algébricos do corpo Q(y/—n) seja o subanel
Zlv/—n] = {a + by/—n;a,b € Z}, mas nao é tao simples assim. Para deta-
lharmos tal anel, é necesséario de inicio, entendermos o polindémino irredutivel (de
grau 2) a partir da(s) sua(s) rafz(es) que estejam em Q(v/—n). A partir desse ponto,
denotaremos o polindomio irredutivel de « por irrg(a). Assim para a, 8 € Q(v/—n)
defina essas trés funcoes:

Definigao 1.2.1. A func¢dio conjugado de Q(v/—n) € um homomorfismo de anéis:

onde

Defini¢ao 1.2.2. A funcdo trago de Q(v/—n) é um homomorfismo aditivo tal que:
Tr:Q(H/—n) — Q

« — Tr(a)=a+a@
0 que nada mais é que:
Trx+yv—-n)=(x+yv—-n)+(x—yv—-n)=2-2x.
Defini¢ao 1.2.3. A fun¢io norma de Q(v/—n) é um homomorfismo multiplicativo

tal que:
N:QW)* — QX

« — N(a) =a-

Ql

0 que nada mais € que:

NE+yv-n)=(+yvV-n) (x—yv-n)=2>+n -y
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Observagao 1.2.1.
e Como Tr(a), N(a) € Q, segue que

Tr(a), N(a) € Q.

e Seja a € Q(v/—n) e escreva a = = + yy/—n. Observe que:
o —Tr(a) a+N(a) =0,

ou seja,

irrg(a) = s* — Tr(a) - s + N(a) € Q(s).

Defini¢ao 1.2.4. Seja o € Q(+/—n). Dizemos que o é um inteiro algébrico se
irrg(a) € Z[s]. Segue da observagdo acima que « € inteiro algébrico se, e somente
se,

Tr(a), N(a) € Z.
Vamos denotar por O_,, o conjunto dos inteiros algébricos de Q(v/—n), e o
conjunto O_,, forma um anel.
O proximo resultado apresenta uma descricao detalhada desse anel.
Teorema 1.2.1. O anel dos inteiros algébricos O_,, é descrito como

Z+—n-7 sen=1,2 (mod 4)

o_, =
Z+<@)-Z sen=3 (mod 4)

Demonstragcao. Primeiramente, observe que

irrg(v/—n) = s> +n € Z[s]

14++/— 1
irrg <¥)—32—s+ ZHEZ[S].

Ou seja,
Z[V—n] € O_,
CO_,cason=3 (mod4).

[

Agora tome a« = a + by/—n € O_,,, logo

Tr(a) =2a€Z
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N(a)=a*+nb* € Z.

Assim,
4a* + 4nb* € Z = n(2b)* € Z.

Como n é livre de quadrados, necessariamente 2b € Z. Escreva 2a = u e
2b = v, desse modo

A +nb*€Z = v +n*=0 (mod 4).

Sen =1, 2 (mod 4) entao
0=u?+nv’=u?+0% v? +20v* (mod 4)
—
u, v sao pares, pois s2 =0, 1 (mod 4)

portanto a, b € Z e

Se n =3 (mod 4) entao
0=u’+n*=u?+30" (mod4) = u=v (mod?2),

ou seja, u e v possuem a mesma paridade.

Escreva

u v u—v I++v—n
¥EgEVIE Ty T
como u —v =0 (mod 2) temos que
1++—n
2

an{

} — Onzz{@}.

Observagao 1.2.2.

E facil ver que {1, v—n} e {1, %T"} sao bases de Q(y/—n) sobre Q; de
acordo com o teorema acima, também sao bases de O_,, dependendo do valor de n
modulo 4. Nesse sentido, denominamos essas bases de bases integrais de Q(v/—n).
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Defini¢ao 1.2.5. Temos dois automorfismos em Q(v/—n) dados por

B QW) — QWER) | & QW) — QW)

(0% — a a — 0%

Vamos denotar por B_, a base
{1, vV/—n} sen=1,2 (mod 4);

{1, 1+‘2/j”} sen=3 (mod 4);

B_, =

portanto B_,, é base integral de Q(1/—n).

FEscrevendo B_,, = {1, B_,}, entdo defina A_, como o discriminante de

Q(v/—n) onde:

2

ar(l)  d02(1)
51 (ﬁ—n) 52 (ﬁ—n)

Teorema 1.2.2. O discriminante de Q(v/—n) € dado por:

A_,, = det

—n  sen=3 (mod 4);
A, =
—4n  sen=1,2 (mod 4).

Demonstrag¢ao. Como visto acima

2

= ( —2\/—n)2 =—4nsen=1,2 (mod 4)

[

€
1 1\
A—n: ‘(1+\/jn 1_\/jn> = ( —\/—n)zz—n sen=3 (mod 4)
2 2

Definigao 1.2.6. Sejam x1, x5 € O_,:
o 1y | xy (lé-se xy divide x5) se existe x3 € O_,, tal que xo = 1 - T3;
e se x| 1 entao x1 é chamado de unidade;

e 11 ¢ chamado irredutivel se x1 nao € uma unidade e para r; = o - x3, OU
Ty ou x3 € uma unidade.
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Propriedade 1.2.1. Para x1, o € O_,, temos:
(i) Se x| xo em O_,, entio N(x1) | N(x2) em Z.
(ii) Seja x1 € O_,, uma unidade, se e sé se N(x1) = 1.
(iii) Se N'(x1) € primo em Z entao xy € irredutivel em O_,,.
Demonstragao. (i) Temos por hipdtese xo = 123, assim N (z3) = N (z1) N (23),

portanto N (z1) | N (z2).

(i1) Por defini¢io de unidade, z; | 1, e usando o resultado do item (z), N'(z;) | 1
em Z, logo N(z1) = 1. Como a norma

N(a+by/—n) = a* +nb* € NU {0},

segue que N (z1) = 1.
Reciprocamente, temos que N (z1) = 1 implica em z; - 77 = 1, logo x1 | 1.

(#i) Utilizando os dois itens anteriores; toda fatoragdo de x; a qual ndo possui
elemento unitdrio implica numa fatoracao de N (z;) sem elemento unitério,
assim, se N (z1) é um elemento primo entao z; é irredutivel em O_,,.

]

Teorema 1.2.3. O conjunto U_,, das unidades de O_,, € dado por:

{£1, +i} sen =1;
U_, =19 {&1, ££ €2} sen=3 onde & = 1+‘2/?3;
{£1} caso contrario.

Demonstracao. Dado a = a + by/—n uma unidade de O_,, temos

N(a) =a* +nb* = 1.

Primeiramente, para n = 1,2 (mod 4) e n # 1, pelas condigoes a, b € Z e
a’ + nb* = 1, implica que a = +1 e b = 0, logo as unidades sao U_,, = {+1}.

Quando n = 1, onde O_, = Z + /=1 -7 logo a*> + * = 1, assim as
possibilidades, para o par (a, b) € {(£1, 0), (0, £1)}, o que se traduz nas unidades
de Z[v/—1], ou seja, U_y = {£1, £i}.

Agora, para n = 3 (mod 4) e n # 3 as condigoes dao que 2a, 2b € Z, assim
(2a)? + n(2b)? = 4(a* + nb*) = 4, logo s6 pode ocorrer com a = +1 e b = 0, nesse
caso U_,, = {£1}.
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Para o caso n = 3, temos

a’? +3b* =4 = (a, b) € {(£2, 0), (£1, £1)}.

Mais ainda, O_3=1-Z+ (#) -7, e como existem seis possibilidades para

o par (a, b), temos que:

v fas (B ()

1.3 Ideais de O_,

Antes de prosseguir nesta secao, é necessario entender que o anel O_,, pode
ser visto como um dominio de Dedekind, em outras palavras, um dominio que
satisfaz as seguintes propriedades:

e (O_, é noetheriano;
e todo ideal primo nao-nulo de O_,, é maximal;
e O_, é integralmente fechado em Q(v/—n).

Para mais detalhes ver [15, Cap. 1] e [9, Cap. 1 e 2]. Sendo assim, iniciamos
com:

Definigao 1.3.1. Seja I C O_,,, um conjunto nao-vazio. Dizemos que I € um ideal

de O_,, se:
(i) a, el = axpel,
i) NeO_,efel = N-pel.

Definicao 1.3.2. Dados aq, ..., a, € O_,, o conjunto
I={a1- a1+ ..4+a - ap,..,a. € O_,}

¢ um ideal do anel dos inteiros algébricos O_,, chamado de ideal gerado por
aq, ..., q. e denotado por I = (ay,...,qa.). No caso de I = (a) onde o € O_,,
dizemos que I € um ideal principal.

Lema 1.3.1. Todo ideal de O_,, é gerado por no mdzximo dois elementos.

Demonstragao. Seja {1, f_,} uma base integral de O_,, e I um ideal deste anel.
Tome a # 0 tal que a = a + bp_,, € I, logo:
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@ —Tr(a) - a+N(a) =0 (raiz de irrg(«))
e em particular,

N(a)=Tr(a)-a—a*cINZ.

Portanto, Iy = ZNZ é ideal nao-nulo de Z, assim Iy = (m) para algum m € Z
(todo ideal de Z é principal). Agora defina

L ={reZ;s+rp_, €I, para algum s € Z}.

Como
a=a+b6_,€l = bel,

e por notar que I; também é um ideal de Z, logo I; = (t), e por defini¢ao de I,
existe ug € Z tal que ug +t5_, € I. Agora, temos que

a=a+bb_, = bel, — b=1-1,

assim
a—l(ug+tf_p) = (a+b6_,) — l(ug+t6_,) = a—lug
—
a—lugelnNZ=1 = a—luyg= Im.
Portanto,

a=I(up+tp_p) + Im
—

IT=m-Z+ (up+tB_pn) - ZZm-O_,+ (up+1tp_y)  O_,.

Exemplo 1.3.1.

O ideal (29, 13 — /=5) C O_5 ¢ principal gerado por 3 + 21/—5.
Para verificar isso, vale mostrar que acontecem:

o (3+2v-5) C (29, 13— V=5);

e (29, 13— /=5) C (34 2/-5).

Para o primeiro caso é necessario obter 3+ 24/—>5 como uma combinagao linear
dos fatores 29 e 13 — /=5, a saber (tratar como elementos e nao ideais por meio
dos parénteses):

34+2vV-5=29-1+ (13 —+v/=5)-(-2).
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No segundo caso, note que, por defini¢ao, o ideal (3 + 24/—5) é o conjunto
formado de multiplos do elemento 3 + 24/—5, logo este elemento divide ambos 29 e

13 — 24/=5, de fato:
29 = (3 +2V=5) - (3 —2v/-5),
13 —2v/=5 = (3+2V=5) - (1 — v/=5).

Definigao 1.3.3. Sejam I, J ideais de O_,, e escreva I = (x1, 1), J = (22, yo).
Defina:
(1) I+ J - (xla T2, Y1, y?)a

(ii) I-J= (ffl “Y1, X1 Y2, T2 0 Y1, T2 y2)'
Veja que I + J e I - J sao também ideais de O_,,.

Observagao 1.3.1.

Segue diretamente da definicao acima que I -J C 1N J.

Exemplo 1.3.2.

Para o corpo Q(1/—5), temos que o seu anel de inteiros algébricos é Z[v/—5],
a qual nao é um dominio de fatoragao unica. Tomando 2, 3, 1 + /=5, 1 — /=5 €
Z]\/—5], que sdo elementos irredutiveis e nao associados, temos:

2-3=(14++v=5)(1-+v-5) =6.

Note que através de ideais primos ( detalhamos adiante) em Z[v/—5] podemos
"consertar” a fatoracao tnica, a saber:

I=(2,1+V-5),

J=(3,14+v-5),
K = (3, 1v/-5).

Assim,
I=2,1+vV=-5)=(2,2-[1-vV=5,2-[1++vV=5]) = (2, 1 —+V-5)
enta I-J = (2,14v/=5)-(3, 1 +/=5)
= (6,2-[14v=5],3-[1+v/=5], [l + V=52
(1++/-5)- (1++v=5, 2,3, 1++/-5)
= (1+V=5-(1)
= (14 v-5);
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, 14+v=5)-(3,1—-+v~-5)
3-[14++/-5],3-[1—-+/-5], 6)
(3, 14++/=5,1—+/-5,2)
(1)

I

(3
9,
(3)
(3)
(3)

logo,

Definicao 1.3.4. Seja I C O_,,, defina o ideal
I={a;acl}
onde @ € o conjugado de .

Definigao 1.3.5. Seja I um ideal de O_,,, defina a norma do ideal [ como

N (1) = [o-n/i].

Observagao 1.3.2.

Ja vimos que, no Teorema 1.2.1 e no Lema 1.3.1 acima, O_,, = Z + B_,Z ¢
Z =mZ+ (ug + tp_,)7Z. Segue da teoria de anéis que

N(I) = [9-n/1] = |det(a;)]
onde

m = an -1+ a2 Bop;
Uy +tB_y, = a9 -1+ ax-f_,.
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Como

m 0
det(aij) = o ¢

‘—mt = N(I) = |mt|.

Segue da definigao que se I = («/), um ideal principal, entao N (1) = NM(a) € N.

Uma propriedade fundamental de normas de um ideal em O_,,, porém extre-
mamente técnica e que iremos omitir sua demonstracao, ¢ apresentada a seguir:

Lema 1.3.2. Sejam I, J ideais de O_,,. Entao
NI -J)=N(I)-N(J).

Demonstragao. Ver [4, Teo 9.3.2, pg 229].

Lema 1.3.3. Ezxiste d € N tal que

com d = N (x) para algum x € 1.

Demonstracao. Escreva I = (a, f3), logo

I-1=(a@, BB, af, apB).

Como a-a=N(a)€Z,B-B=N(B) €Zeaf+aB =aB +aB, segue que

af+aBfeQnoO_,=7.

Seja entdo d =mdc(aa, B8, af +ap) € N, assim:
d=r-aa+s-pB+tlaf+ap) com r, s, teZ
deste modo, quer dizer que d € I - I, portanto

(dycI-1.

Por outro lado, temos que
aa=d-u, BB=d-v, aB+aB=d-w

com u, v, w € Z. Observe que ambos:



Capitulo 1. Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos 14

sao raizes do polinémio f(s) = s* — ws + uv € Z[s], o que implica em:

%ﬁzéeOn e %:Aeon
==
af=dde(d) e af =X e (d)
=
I-1C(d).

]

Mostramos agora uma importante particularidade dos ideais do anel dos intei-
ros algébricos em que, para I um ideal qualquer de O_,,, dizemos que Z é um tdeal
fraciondrio de O_, se existe um nimero algébrico nao-nulo v € O_,, tal que

1
IT=-1CO_,;
Y
ou seja, significa que os elementos de um ideal fracionario tem o elemento v como um
denominador comum. Por defini¢ao, O_,, é finitamente gerado, entao paray € O_,*
e I = (a1, ag), temos que:

T— l(ah (g) = (ﬂ’ %) :
v Yo
o que verifica também que se para Z e J ideais fracionarios de O_,,, com denomi-
nadores em comum 7 e 7 respectivamente, entao v - 1 é um denominador comum
para Z + J e Z-J. Assim, podemos garantir que sempre havera um inteiro algé-
brico multiplicando um ideal fracionario resultando em um ideal comum de O_,,
em outras palavras:

v-IT=1CO_;

dessa forma, o elemento inverso e neutro pertencem também ao anel O_,, ja que é
possivel escrever
1-Z7=1cO_,.

Em consequéncia direta do Lema 1.3.2, é véalido também para ideais fraciona-
rios que:

Lema 1.3.4. Sejam Z, J ideais fraciondrios de O_,. Entao

N(IZ-T)=N(ID) -N(T).
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Demonstracao. Para T e J ideais fracionarios de O_,,, existem ideais I, J e elemen-
tos nao-nulos v, n de O_, tais que:

IT=1I e j:%J onde Ij:,y—lan,

R

assim

A partir daqui, por estarmos considerando o anel dos inteiros algébricos O_,,
chamaremos, a menos que seja explicitado/conveniente, somente de ideais os ideais
fracionarios deste anel.

Definig¢ao 1.3.6. Seja Z um ideal proprio de O_,,. Dizemos que L ¢ um tdeal primo
se, sempre que vy € L entdo oux € L ouy € L para quaisquer x, y € O_,.

Lema 1.3.5. Sejam Z, 7, ¢ ideais de O_,, com @ um ideal primo. Entao seZ-J C p
entao oul C p ou J C p.

Demonstragio. Vamos supor que Z ¢ . Sejam x € Z qualquer e y € J qualquer.
Por hipétese, xy € @, logo devemos ter que y € @, pois p é primo. Portanto J C g.

]

Definicao 1.3.7. Sejam Z, J ideais de O_,,. Dizemos que I divide [J se existir um
ideal IC de O_,, tal que
J=171-K.

Segue entao que se Z divide J temos J C Z.

Proposicao 1.3.1. Sejam Z, Jideais de O_,,. Entdao:
(i) J CT < 7T divide J;
(ii) Se @ ¢é ideal primo e o divide ZJ entao ou o divide I ou p divide J .

Demonstracao. O item (ii) segue do item () associado ao Lema 1.3.5 acima. Vamos
primeiramente supor que J C Z e que Z = («) ideal principal.

Observe que K = {a™18; 8 € J} é ideal de O_,,, pois
f=oaltalque A\ € O_, = a 'f=)ecO_,,

assim temos que o - K = J logo ZK = J.
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Em geral, ZJ C ZZ = (d) pelo Lema 1.3.3, logo, existe um ideal K tal que

IIK =1J

TI(IK) =1I1J

dIK = dJ
IK=d"' - (dIK)=d "' - (dJ)=JT

(K =ZT

Ll

]

Proposicao 1.3.2. SeZ C O_,, € um ideal primo, entao existe um unico primo p € N
tal que I | (p).

Demonstragio. Como I -T = (d), logo I |(d); por d € Z, a partir da sua decompo-
sicao em numeros primos, temos, em termos de ideais:

(d) = (p1) - - - (Pr)-

Por hipétese Z é um ideal primo, logo Z | (p;), onde i = 1, ..., k. Além disso,
se ¢ € T é primo, com g # p; entdao 1 = mdc(p;, ¢) € Z, um absurdo pois Z # O_,

]

Proposicao 1.3.3. Todo ideal primo o C O_, contém um unico elemento primo
p € N. Assim a fatoragao prima de um ideal principal (p) em O_,, € da forma:

*p=2,
(2, 1+ \/—n)2 sen =1 (mod 4);
(2, \/—n)2 sen =2 (mod 4);

(2) sen =3 (mod 8);

(2, B_p) - (2, E) sen =7 (mod 8);

com {1, f_,} a base integral de O_,, ou

\

°®p>2,
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onde <‘Tf> denota o simbolo de Legendre maodulo p, dado por:

—1 seP acZtal que a* = —n (mod p),
(—_n> =< 1 seda€Ztal quea* =—-n (mod p),
0 sepl|—n.

Demonstragao. Vamos supor que (%) =1:

Caso p nao divide —n entao p também nao divide a, deste modo, para ideais
o1 = (p,a++/—n) e ps = (p,a—+/—n) de O_,, suponha que vale p; = po, assim

(a++-—n)+ (a —v—n) =2a € gy,

mas note que se 2a € Z e p1 NZ = (p), e isso resulta que p | 2a, um absurdo;
portanto

o1 F 92

Para provar que (p) = g1 - p2 segue que:
o1 92 = (p, a+v=n)-(p,a—+/-n)
= (P’ p-la+v-n],p-la—v-n], a®+n)
= (1) at v @ - V)

= (p)-Z, poisa’*=n (mod p).

Como mdc(2a, p) = 1, existem z1, o € Z tais que x1-2a+x2-p = 1, 0 mesmo
que:

l=a1-(a+vV-n)+z-(a—vV/—n)+x9-p = 1€ = IT=0_,,

portanto o - ga = (p).

Agora suponha que (‘Tf) =—1:

Seja p um ideal primo de O_,, tal que p divide (p). Se (p) # @ existe algum
€ p\ (p). Como
N(p) |N((p)) = N(p) | p"

Temos que () C p e pela Proposicao 1.3.1 p divide (), logo
N(p) [IN((2)) = p | N((z)).



Capitulo 1. Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos 18

Escreva © = a + bf3_,, com {1, 5_,} base de O_,, entao

[ a®+nb? sen=1,2 (mod 4);
N(x)—{a2+ab+1j‘7” sen=3 (mod 4).

Vamos supor que p nao divide b; nesse caso, como p divide N (), teremos, em
ambos os casos modulo 4, que

(ab 12 =-n (modp) ou (2ab~'+1)>=-n (mod p),

ou seja, (%) = 1, um absurdo. Portanto

plb = pla = plz = p=(p).

Vamos supor (%") =0, ou seja, p | —n.
Seja p = (p, v/—n), entao

—n
0= (0. V) (V) = 0, o/ =) = ) (v ).
Note que o mdc(p, ’7”) =1, assim, para a, b € Z:

tapsr- e (nvEn ) = (hvEn ) =0

logo (p) = ¢°.

Para o caso em que p=2en =1 (mod 4):
Seja p = (2, 1 + v/—n); observe que
1—vV-—n=2-(1++v=-n),
ou seja, podemos escrever p = (2, 1 —y/—n), assim
= (2, 1+v-n)-(2,1--n)
= (4,2-1++v-n],2-[L—v=n], 1+n)
= (2)-(2, 14+ +v-n, 1 —/—n, &2).

Note que

| 4 4 —
n—dk—3 — #:%—1
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para algum k € Z, assim ¢é possivel obter:

1=2k)+(-1)-(2k—1) € <2,1+\/—_n,1—\/—_n, 1;”)

(2, 1+ +v—n, 1—7—7, H") = (1),

2
portanto (2) = (2, 1 + v/—n)%

Supondo p =2 en =2 (mod 4):
Dado p = (2, v/—n), temos:

o' =2, vV-n)-(2,V-n)=(4,2-vV-n, —n) = (2)- (2, M%”)

Por hipétese, n = 2 (mod 4), ou seja 5* = 2m — 1 para algum m € Z, assim
é possivel obter:

1= (2vn ) = (2vER ) -,
portanto (2) = (2, v/—n)%
Considerando p = 2 e n = 3 (mod 8), usamos o mesmo argumento ja provado

no primeiro caso quando p > 2 e (%) = —1, a saber:

Para o um ideal primo de O_,, tal que p divide (2); caso p # (2), existe algum
z € e\ (2). Como

N(p) IN((2)) = N(p) |4
Temos que (x) C p e, pela Proposigao 1.3.1 p divide (z) logo

N(p) [N((z)) = 2| N((x)).

Seja x = a + bf_,, com {1, f_,,} base de O_,, e n =3 (mod 4), entdo

1
N(z) =a*+ab+ Zn

Supondo 2 1 b; nesse caso, por 2 | N (z), teremos que

(2ab™' +1)*> = —n  (mod p),



Capitulo 1. Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos 20

ou seja, (%") = 1, absurdo. Portanto

2/b = 2]a = 2|z = p=(2).

Para o dltimo caso em que p=2en =7 (mod 8):

Afirmamos que

(1) () -

O que pode se notar é que para um ideal Z C O_,, temos:

1
(2. 1) - (2, 1= - (4,1—1—\/_—71,1—\/_—71, Z”)

= (2) ' (27 5—71’ mv H%)

- (2)-T

concluindo que Z = O_,, desde que f_, + f_, = 1. Observe que se caso

L))

temos
I1++v—n 1—+/—n I++v—n
1= (Y ) 4 (X" ) e g V"
2 2 2
o que é impossivel, pois se fosse, teriamos:

@- (218,

um absurdo; logo

L))

provando a proposicao.

]

Antes de provarmos o resultado da fatoragdo de ideais em O_,, uma con-
sequéncia importante envolvendo ideais primos se faz necessaria:
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Lema 1.3.6. Sejam p, Qp, Q1 ideais primos de O_,, com o # Qy e o # Q1. Se
p-Qo=p- Qi entao Qy = Q.

Demonstragao. Como Q; é primo e Q; | p- Qy, segue da Proposigao 1.3.1 que Q; | p
ou Q; | Qp. Como p e Qp também sdo primos e Q; # p, segue que Q1 = Qy.
O

Definicao 1.3.8. Seja Z um ideal prépriot de O_,, dizemos que:
e T ¢ wrredutivel se para todo ideal J, I C O_,:
J-K=T = J=ZouK=1.
e 7 ¢ maximal se para todo ideal J C O_,:
ICcd = J=ZouJ=0_,.
Proposicao 1.3.4. Para todo ideal do anel O_,,, as sentencas sao equivalentes:
(i) Ideais primos;
(i) Ideais irredutiveis;

(1i) Ideais mazximais.

Demonstracao. Sejam Z, J, K ideais de O_,,.

Se Z é um ideal primo tal que Z = J - K, entao por definigdo Z | J-K. Suponha
que, sem perda de generalidade, Z | J. Mais ainda, temos também que J | Z, assim
pela Proposicao 1.3.1:

I1CcJeJgcCl
ou seja Z = J, portanto o ideal Z é irredutivel.
Se 7 é um ideal irredutivel com Z C J. Pela Proposicao 1.3.1:
JI|ZT < IKtalqueZ =7 K,

assimZ = J ouZ = K, entao, pela hipétese Z deve ser o préprio anel O_,,. Portanto
7 ¢é maximal.

louseja, T C O_, e # O_,.
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Se Z é um ideal maximal, sabemos que ©-=/z é um corpo. Como todo corpo é

um dominio de integridade, implica diretamente que ©-=/z é um dominio de integri-
dade, logo Z é um ideal primo.

]

Teorema 1.3.1. (Fatoracao Unica de Ideais) Todo ideal nao-nulo T C O_,, possui
uma fatoracdao unica em ideais primos, ou seja,

k
1= H 45
=1

onde @1, ..., Pk sao ideais primos.
Demonstracao. Unicidade: Sejam g;, Q,, ideais primos de O_,, nao necessaria-
mente distintos onde 1 < j <le 1l <k <m, tais que
P11 =Q1 O,
entao, sem perda de generalidade, suponha que
Q- 9nCpu.

Como p; e 9y, sao primos, segue que p; = Qi. Podemos entao assumir p; = 9
e pelo Lema 1.3.6, segue que

P2 1= Q2 Q.

Indutivamente obtemos | = m e p; = Q; para 1 < j <1 =m.

FExisténcia: Pelo fato de O_,, ser noetheriano e que todo ideal maximal é primo,
suponha & um conjunto de ideais de O_,, que nao se escrevem como um produto de
ideais primos. Como O_,, é noetheriano, S possui algum ideal maximal Z, assim:

ZCop.
Por 7 estar em S, implica que Z # g, logo vai existir algum J € S tal que:

IT=p-J.
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Isso nos resulta que Z C 7, mais ainda Z = J; mas pelo Lema 1.3.5 temos que
O_, = p, o que nao pode ocorrer. Sendo assim, J nao pertence ao conjunto S, e
por Z ser maximal temos que Z se fatora em ideais primos g e J, uma contradigao;
portanto S = (), assim todo ideal de O_,, se fatora em ideais primos.

O
Teorema 1.3.2. Seja Z um ideal de O_,,, entao:
T-T=(N(Q@)).

Demonstragao. Se T = (1), entao o resultado segue. Suponha Z diferente do ideal
trivial, assim pela fatoracao em ideais primos, seja

T = plalﬁbl .. prar@br Q- QSCSRldl .. .tht’

onde @1, ..., p, ideais primos distintos tais que
p-p=(), Nlp)=N®) =p ¢ p#5;
0s Q1, ..., 9, ideais primos distintos tais que
Q=0=(q) e N(Q) =%
0s Ri, ..., R; ideais primos distintos tais que

R=R, R*=(r) e N(R)=r;

com p, q, s primos racionais. Pela funcao de conjugacao em ideais de O_,, é facil
verque Z-J =717, assim

T=op) 5o, Ot - QR M R

7.7 = @1a1+b1 . maﬁ-bl . prar+br . Ear+br Q12C1 . Qs2cs . R12d1 .. ‘Rtht
= ()" () (@) (g) ()™ ()

_ a1+b ar+b 2¢ 2c d d
= (MM p T g ).

Mais ainda, pela fungao norma ser multiplicativa, temos que

N(I) = Np)" N @)™ - N(p)" N (©r)" N(Qu)* -+
N(Q)*N(Ri)™ -+ N(Re)™

= Py PPt e,
Portanto, _
7-I=WN(@2)



Capitulo 1. Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos 24

Exemplo 1.3.3.
Fatorando o ideal principal (—55 4 187/=5) em ideais primos de Z[/—5].

Calculando sua norma:

N (=55 + 187v/=5) = 177870 =2 -3 - 5- 7% - 117, (1.1)

Temos entao que (—55 4 187y/—5) estd contido em um ideal de norma 2, um
ideal de norma 3, um ideal de norma 5 e:

e um ideal de norma 7% ou dois idais de norma 7;
e um ideal de norma 112 ou dois idais de norma 11.

Pela Proposicao 1.3.3, temos:

(2) = (2, 1+ v/=5)%

(3)=(3, 1+v=5)-(3, 1 =v-5);

(5) = (5, vV=5)% (1.2)
(7) =(7,3+v/=5)- (7, 3= V=b);

(11) é ideal primo entao N ((11)) = 112

Pela ideia da Proposigao 1.3.3, um fato importante é que N'(Z) € Z. Deno-
tando Zy, Z3, Z5 e Z; ideais tendo norma 2, 3, 5 e 7 respectivamente, segue que:

((N(L) =2 = (2) C Iy;
N(Is) =3 = (3) € Iy

| N(Ir) =7 = (T) C Ts.

Pela equagao (1.2) s6 existe um ideal de norma 2, ou seja, Zy = (2, 1++/=5), e
apenas um ideal de norma 5, ou seja, Zs = (5,1/—=5). Outro fato é que, existem dois
ideais de norma 3 e dois ideais de norma 7, assim, a partir da fatoracao na equagao
(1.1), um dos ideais de norma 3 aparece na fatoragao do ideal (—55 + 187y/=5), e
como na equagao (1.1) aparece 7%, pode acontecer dois ideais com norma 7 estarem
nessa fatoragao.
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Citados esses ideais de norma 7, se os dois dividem (—55 4 187y/—5), e como
o produtos deles é (7), entao:

(=55 + 187V —=5) C (7) = dx € ZV/ -5 tal que 7o = =55 + 187/ =5,  (1.3)
o que nao acontece. Logo, somente um deles aparece na fatoragao.

Temos entao as possibilidades usando:

(3, 1++v=5), (3,1—+=5),
(7, 3+ +/=5), (7,3 —+/=5).

Aqui, nos deparamos com um processo bem trabalhoso quanto as contas devido
a esses dois ideais que procuramos possuirem dois geradores; pelo Exemplo 1.3.2,
nos serve de auxilio, pois no fim, tais multiplicacoes de ideais com dois geradores se
tornam um ideal principal. Como Z = (2, 1 + v/—5) com

(2, 1+ v=5)- T3 | (—55 + 187v/=5),

mais ainda, somente (1++/—5) ou (1 —+/—5) podem conter (—55+ 187y/—5), entao
pelo Exemplo 1.3.2; s6 podemos ter que Z3 = (3, 1 — v/=5).

O mesmo raciocinio se vale pra encontrar Z;. Fazendo alguns calculos, que
serao omitidos, chegamos em: (2, 1+ +/—5) - Z7 pode ser (3 —+/—5) ou (3 ++/—5).
Ao usar os processos da equagao (1.3), temos que:

e para o ideal (3 —/=5):
(3—vV=5)-x = (3—vV=5)-(a+bvV—=5) = (3a+5b)+(3b—a)vV/—5 = —55+187v/—5
—

3a + 5b = —55 253
{ hn_ g7 — V=" €L = 3-V-5{-55+187V5.

e para o ideal (3 +/=5):
(3—v=5)-z = (3—v=5)-(a+bv/—=5) = (3a—5b)+(a+3b)v/—5 = —55+187v/—5

—
3a — 5b = —5H5 a = 5Hd
{ o+ 3 — 187 - { b— 44 — x =55+ 44V -5 € Z[V-5]

—

3+ /=5 | =55 + 187y/—5.
Assim Z; = (3 4+ +/—5), portanto a fatoragao se d4 por:

(=55 +187v=5) = (2, 1 +v/=5) - (3, 1 —v/=5) - (3 + vV/=5)* - (11).
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1.4 O grupo Cl(—n)

Tome um conjunto formado por todos os ideais fracionarios do corpo Q(v/—n)
e denote-o por I_,,. Afirmamos que:
Lema 1.4.1. O conjunto I_,, forma um grupo abeliano sob a multiplicacao em O_,,.
Demonstracao. Seja K € 1_, um ideal fracionario, logo existe v € O_, nao-nulo
tal que vIC é ideal de O_,,. A multiplicacao entre os ideais de O_,, é claramente
comutativa e associativa. Para verificar a existéncia do elemento neutro (identidade)
basta ver que é o préprio O_,, = (1). Resta ent@o encontrar o elemento inverso: pelos

resultados provados no Lema 1.3.3 e na Proposigao 1.3.1 garante que existe um ideal
T tal que yKZ é principal. Tome o ideal fracionério J = %Z, logo:

KT = %/cz = (1),

assim J é um inverso de C em I_,, portanto o mesmo forma um grupo abeliano com
a multiplicagao.

m
Feito isso, é possivel obter um conjunto de I_,, e entao definir o P_,, como

sendo o subgrupo formado pelos ideais principais fracionarios, logo caracterizamos
o grupo de classes ideais Cl(—n) do corpo numérico Q(y/—n) o grupo quociente:

Cl(—n) =Tn/p_,.
Assim entende-se que os elementos desse grupo, dita classe tdeal, sao classes
laterais de P_,,, e para garantir que essa classe de ideais existe, observe que:

Lema 1.4.2. Seja C uma classe ideal entdo existe um ideal na classe C.

Demonstragao. Para Z um ideal fraciondrio em C, existe um v € Q(y/—n)* tal que
~vZ é um ideal de O_,,. Desde que (y) € P_,,, temos que 7Z € C.

O

Logo, por meio dessa relacao podemos definir:

Defini¢ao 1.4.1. Seja Z um ideal qualquer de O_,,, denote por Cz a classe do ideal
Z; alternativamente podemos escrever apenas C tal que para todo T € C.

Definicao 1.4.2. Sejam Z, J ideais de O_,,. Se existem v, n € O_,, tal que

(V-ZT=(m-J,

entao Z e J sao ditos similares (denote T ~ T ).
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Proposicao 1.4.1. Todo ideal principal de O_,, € similar a O_,,.

Demonstragao. Seja T = () ideal principal de O_,, logo
I=()-0., = I~0_,.

[]

Esta ultima propriedade nos mostra em termos de classe ideal que para todo
ideal principal () de O_,, entao (a) € Cy.

Proposigao 1.4.2. O produto de ideais similares é também similiar.

Demonstracao. Sejam Iy, Iy, J1, Jo ideais de O_,, tais que Z; ~ J; e Iy ~ Jo,
entao por defini¢ao existem 7y, 72, 71, 72 € O_,, onde:

(M) -Zi=(m) N

(72) - Ta = (n2) - Jo;

ao multiplicar as equacoes acima, temos:

(1) Zi- (2) - Zo = (m) - () - T

-
(M) i o= (m-m) Ji - To.
Como 71 - v, n1 - M2 € O,, € tomando vy - y2 = ¥3 € 11 - N2 = 13, obtemos:
(13) - Lo - Lo = (m3) J1 - T,

logo, por defini¢ao de similaridade:

Ly Iy~ - T
]

E possivel entao definir o produto de duas classes de ideais, a qual nao depende
da escolha dos ideais em O_,, vide Proposicao 1.4 tomando Z € C e J € C ideais de
O_,, e assim:

c.cYc;.cr=0rs

Definicao 1.4.3. Defina a classe inversa em Cl(—n) dada pela conjugagao de uma
classe ideal C. Por meio do Teorema 1.3.2 sabemos que I -T = (N(Z)), entao

Cz-C7 =Cy,

assim.:

crY T, Tecy.
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Como a similaridade possui uma relagao de equivaléncia diante das classes ide-
ais, tal classe C~! satisfaz as propriedades de multiplicacao de ideais por similaridade,
assim o resultado principal desta secao evidencia que:

Lema 1.4.3. O conjunto Cl(—n) é um grupo abeliano com a operagdo definida acima.

Demonstragio. Dados T € C, J € C, K € C* temos:

Elemento Neutro:

Como ja visto, Z - O_,, = Z, entao:
C-Co,=C-Ci=C1=Cr=C
logo C; € o elemento neutro.

Comutatividade:

Note que para ideais Z e J no anel O_,,, temos que
7-J=0J9-T
assim:
C-C=Cr-Cyj=Cr;=Cr7=Cs-Cs=C-C.

Associatividade:

Pela multiplicagao entre classes ideais nao depender da escolha dos ideais, por
definicao, sabemos que:

(C-C)-C"=(Cz-Cq) Cx =Cizy) - Cx = Czgyk

Como a multiplicagao entre ideais de O_,, é associtiva, segue da equagao acima
que: 3
Cz.gyk =Crgx) =Cz-Cyx)y=Cz-(Cs-Cc)=C-(C-C").

Inverso:

A partir da Definicao 1.4.3, o elemento inverso é facilmente encontrado, a
saber:

cC-C'= Cr- Cf = CI-T = C(/\/(Z)) =(C;.

Portanto, provadas essas propriedades, Cl(—n) é um grupo abeliano sob a
multiplicagao de classes ideais.

]

O préximo objetivo é concluir/compreender a cardinalidade/finitude do grupo
de classes ideais Cl(—n) que é chamado de nimero de classes denotado por h(—n).
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1.5 Redes Complexas

Nesta secao traremos a relacao direta entre os ideais do anel O_,, com os con-
ceitos e propriedades das redes complexas, tendo como objetivo principal apresentar
a finitude do grupos das classes de ideais via classes de redes equivalentes.

Definigao 1.5.1. Um conjunto A C C ¢é dito uma rede complexa se existem ele-
mentos nao nulos a, B € A tais que:

A ={mia+ myf; my, my € Z} e zm(g) £ 0.

Usaremos a notacao da rede complexa A como A = (a, ). Quando

B ) > 0, dizemos que o par « e 3 é uma base normalizada de A.

«

m (
Se a*, 5* é outra base de A, segue que

o = aa + bj

b =ca+dp (1.4)

. [(a b . , . (.
e a matriz (C d) tem que ser invertivel, ou seja, é necessario de ad — bc = +1.

Com isso, provamos o seguinte lema:

Lema 1.5.1. Seja A uma rede complexa com «,  uma base normalizada de A e
inteiros a, b, ¢, d tais que ad — bc = +1. FEntdo toda base da rede A € da forma
ac + bB, ca+ df. Serda uma base normalizada se e so se ad — bc = 1.

Demonstracao. Basta mostrar que o par o*, 5* visto na equagao (1.4) é base nor-
malizada se, e somente se, ad — bc = 1. Para o dltimo resultado, considere j = g e
tome x, y a parte real e imaginaria de j respectivamente. Assim:

5 ca+df
a* ac + bf
c+dj
a + bj
(c+dj)(a + bj)
(a+ bj)(a + bj)
ac + adj + bcj + bdjj
0+ B
(ac + adz + bex + bd|j|?) + (ad — be)yi
|a + bj[?

logo
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c+dj ad —bc .
— . . 1.
m (a n bj) PR im(j) (1.5)

Portanto im (ﬁ) >0 <= ad — bc = 1, j& que im(j) > 0 por definicao.

o*

1.5.1 Redes equivalentes

Definicao 1.5.2. Duas redes complexas A, A* sao ditas equivalentes se existir um
0 € C* tal que A* =6 - A, ou seja

A={a, B) ~ N <= A" = (ba, Ip) .

Defini¢ao 1.5.3. Seja A = (a, ) uma rede compleza com «, 5 base normalizada,
defina 0o J—congunto de A como

J(A) & {ﬁ—*, a*, B* uma base normalizada de A}.
a

Pelo Lema 1.5.1 e tomando j = g tem-se que o par a* = aa+pbe * = ac+d,
com ad — bc = 1 é também base normalizada de A. Assim podemos escrever

e entao concluir que:

3(/\):{2:6;:;; comad—bc:l}. (1.6)

Lema 1.5.2. Sejam A, A* redes complexas e j* € C com im(j*) > 0, entdo:
(i) A~ (1, j") <=j" € J(A),
(i1)) A ~ AN <= J(A) =J(A*) <= J(A) NJ(A*) #0.

Demonstra¢ao. (i) Vamos supor que A ~ (1, j*), logo existe um x € C* onde o
par k, j* - k € uma base normalizada de A, logo podemos escrever:

Reciprocamente, se j* € J(A) entdo existem «, [ tais que j* = g e A= (a, B).
Como
A={a -1, a-B),

segue que A ~ (1, j*).
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(77) Suponha que A = (a, B) ~ A* = (a*, ), logo existe kK € C* tal que

{ooms = 20 —am -

Por nogoes de conjuntos, se J(A) = J(A*), a intersegao deles sera diferente do
vazio. Agora, seja j € J(A) NF(A*), logo pelo item (i):

A~ (1) ~ A%

O

Através do lema acima, surge uma maneira de encontrar redes equivalentes
por meio dos nimeros complexos j € J(A) e j* € J(A*) sem relacionar as redes, mas
sim seus Jg—conjuntos; isso se resume, com os resultados do Lema 1.5.2, a:

p_B_ .

A= ~af ) =N === = " 1.7
(o, 8) ~ (@, ) =L (17)
Note que em particular, tomando m € Z,

a=d=1 a=d=0

b=0 e b=1

c=m c=-—1

temos respectivamente:
j+m, =t e J(A).

Lema 1.5.3. Seja A uma rede compleza, entao para todo elemento j € J(A), o con-
Junto:

{im(5"); )" € J(A), im(j*) > im(j)}

¢ finito.

Demonstracao. Pelas equagoes (1.5) e (1.6) temos que

e fetdpy 1 .
o) = (a+bi) B

logo
im()*) > im()) <= la+bj| <1,

e o resultado segue do fato de existirem um numero finito de inteiros a, b tais que
—l<a+b <1

]
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O conjunto {im(j); j € J(A)} é infinito, mas o Lema 1.5.3 nos diz que esse
conjunto possui um méaximo. Basta tomar qualquer j; € J(A) e observar que existe
somente uma quantidade finita de j € J(A) tais que im(j) > im(j;). Sejaj € J(A)
um elemento com parte imaginaria maxima, entdo nesse caso devemos ter |j| > 1,
caso contrario, teriamos, com j = x + 1,

1 T — Yyl - Yoo .
_ - _ — € J(A
J x2+y2 x2+y2+$2+y27/ ‘j( )
e
im(—j_l) -9 >y =1im(j).
x? 4+ y?

Observe também que se j € J(A), é sempre possivel escrever re(j) = x4 6 com
x€Zell] <12 Assimj—ax € J(A) possui a mesma parte imagindria, mas com
parte real menor possivel.

1.5.2 j-invariantes

O dominio fundamental é uma regiao definido por ® C C onde:

1
D = {z € C;im(z) >0, |re(2)| < 3 |z > 1}

U {z € C;im(z) > 0,0 <re(z) < %, |z] = 1}

Note que esta regiao ® possui muitos detalhes em seus limitantes e isso torna
as excegoes em [18, pg. 86] equivalentes sob a ac¢do do grupo SLy(Z) a um tunico
ponto j. Assim a interpretagao desses pontos sobre 3 sao:
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Figura 1.1: Dominio Fundamental sobre SLs(Z)

Fonte: Elaborada pelo autor.
|

Qe >

1 ) +1

: o(——.___‘_____—_/ |)| |
: i g1 :

i )= —) !

< 0 7

L o

Lema 1.5.4. Para uma rede complexa A, entao
JA)ND = {ja},
onde jp € dita a j-invariante da rede A.

Demonstracao. Existéncia: Como vimos, o conjunto J(A) N é ndo vazio, ja que
se )| = 1 ere(j) < 0, entao basta tomar —j~! € J(A) com im(j) = im(—j~ 1),
re(—i ) >0e| i =1

Unicidade: Vamos agora provar que essa intersecao contém exatamente um
elemento. Suponha que existam, sem perda de generalidade, dois elementos jg e j;
tais que im(jo) > im(j;). Por hipdtese, existem inteiros a, b, ¢, d com ad — be = 1
tal que

_C + d]l
Jo a + b]l
e entao 1
im(jo) = TENAE ~im(j1) = la+0bjs| < 1.

Entretanto, como j; € © entao im(j;) > */75, assim para j; = x+y‘/7§i devemos
ter y > 1, logo
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3
12]a+bj1]2:(a+bx)2+< %) _yb4>b2

Portanto

<
S

3
1> bj1| > — - |b| > — - b.
> o i 2 20 bl 2 5

Como b € Z, segue que

la 4 bj1| < 1 somente quando b = {—1, 0, 1}.
e Para b =0 temos a = £1, como ad — bc = 1 devemos ter que a = d, logo
jo=11 ¢

Desde que ® nao possua elementos distintos de um inteiro nao-nulo, conclui-se
que

jo =1 (1.8)
e Para b =1 temos [a+ji| <1le|a+ji|> ‘/7?:
Tomando j; = x + iy entdo a +j = (x + a) + iy assim:
(z+a)P+y* <1l = a=0 = c=—1
logo
—1+dj;

o=~ = i d (1.9)
1

Para j; = z 4+ 1w tal que 22 + w? > 1, [z] < 1 ew i

.1 —Zz 4+ w
22 + w? 22 + w?

temos: o que nos da
. ,1’ . 22 -+ ’UJ2

- U
= 22 + w?
Caso 22 + w? > 1, temos que |re(—j; )| < 1 e 0 <im(—j; ") < \/75, entao
it eD,
Caso 22 + w? = 1, temos que |re(—j; )| < 1 e im(—j; ") = \/73, entao
—j1 €D.

Portanto da equagao (1.9), utilizando-se do mesmo argumento para concluir a

equagao (1.8), implica que
. .1
Jo= =)
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e Para b = —1, recai sob os mesmos passos do item b = 1, e o resultado segue.

O

Como resultado deste tltimo lema, é possivel concluir que a caracterizacao de
uma rede complexa (1, j5) a partir de um tnico elemento do dominio fundamental é
equivalente a uma outra rede complexa qualquer. Logo, um algoritmo ¢é determinado
para se encontrar essa j-invariante, assim:

Proposigao 1.5.1. Seja A uma rede e fizado j € J(A). Entdo jy pode ser obtido
através do algoritmo:

(1) Escolhajy=j ek =0.

(2) Seja jg+1 = ik +m para um tunico m € Z tal que

N | —

1 .
—3 <re(jp +m) <
(3) Sejri1 €D, entdo jp = jrr1. Caso contrdrio, tome j o = —ﬁ
(4) Se jrio € D, entdo ja = jryo. Caso contrdrio, entdo retorne ao passo (2),

substituindo k por k + 2.

Demonstragao. Ver [19, pg. 13].

1.5.3 Multiplicagao Complexa (MC)

Os ideais de corpos quadraticos imaginédrios podem ser interpretados como re-
des no plano complexo possuindo uma propriedade chamada de multiplicacao com-
plexa, a saber:

Defini¢ao 1.5.4. Dado p € C\ Z, € dito que A é uma rede complexa com multipli-
cacao complexa por p se pA C A, ou seja, quando pA é uma subrede de A. Nesse
caso dizemos que A é rede com MC,.

Lema 1.5.5. Seja A uma rede complexa com MC,, entao

X +vX?2-4Y
2
com X,Y €7 tal que X*> —4Y < 0. Mais ainda, caso X par:

X2
=y (F-7);

p:
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e para X impar:

-(1+\/M),

DO | —

p =
com X? —4Y =1 (mod 4).
Demonstracdao. Para esta primeira parte da prova, temos que dados «, § uma base

de A, é fato que p-a, p- B € A (por ter MC,). Assim, existem inteiros ndo nulos
s, t, u, v tais que:

{v

manipulando as duas equagoes acima, obtemos:

= 8.
= a-s+p0-t P Stat

O{'U‘f—/B"U p = ’U"—%'U/

™ Q2
|

B _p—s_ u

«a t p—v
—
PP —(s+v)-p+ (sv—ut)=0

logo, basta tomar X = s+ v e Y = sv — ut e encontrar as raizes desta funcao
) s
quadratica, e o resultado segue.

Observe que se
pa = aa+ (b, pf = aa* + b
entao se verifica uma propriedade de que
{((p+c)a, (p+0)B)

é também uma subrede de («, ) = A para todo ¢ € Z; assim:

Supondo X = 2k,

2%+ 2/ (X) -y 2
p= 2(2) — k+ (g) _Y, VkeZ

Supondo X = 2l + 1 tal que [ € Z,

X2 —4Y =4 + 41 +1 — 4Y;
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note que X =1 (mod 4), assim X? — 4Y = 4m + 1 para todo m € Z, entao

z
2 T

2041 £ v4dm +1 1+£v4dm +1
p: = —_—

Pela propriedade de multiplicacao complexa citada no inicio da demonstracao,
o resultado se vale em ambos os casos, portanto o lema esta provado.

O

Lembrando que para o anel O_,,, sua base integral é {1, 5_,} com
fopn=+-—nsen=1,2 (mod 4)
ou

Bop = %j” se n =3 (mod 4).

Nos restringimos a estudar redes com [3_,, nesses casos especificos; sendo assim,
vamos supor que f_, =+/—nen =1, 2 (mod 4) e que A tenha MCjs . Nesse caso,

vV—n-ACA. (1.10)

Se A* ~ A = («, (), entdo existe p € C* tal que A* = (pa, pf3). Observe que
B—n : A* - <ﬂ—n yyes B—n : Pﬁ) = <p(/8—na)7 P(ﬁ—nﬁ» .

Por B_,, - «, B, - B € A (pela equacao (1.10)), segue que /—n - A* C A* ou
seja, A* é também MCjp_ .

Como toda rede complexa é equivalente a uma tnica rede (1, j) com j € D,
encontrar redes com multiplicacao complexa [5_,, equivale a encontrar j € ® tais que

Considerando 5_,, = y/—n, nesse caso v/—n-(1, j) C (1, j) implica que existem
a, b, c, d € 7 tais que
V—n = —a+ b
vV—n-j=c+d

logo,

V—n=c.

. a+vn d+n d-
J:a ; 77,:>CL n+ a

b b
Como ¢ € Z, temos que d = a, concluindo que

a’>+n
C:
b

. (1.11)
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Para o caso f_,, = ryon V{n, note que para encontrarmos a j—invariante (que é
tunica), devemos considerar também que

V—n=—a+bj

entao:
BfnJ:c"i_dJ
—
L++v-n\ [(a++/—n a++—n
=c+d| ———
2 b b
—
B a+\/—n~|—a\/—n—n_da+ds/—n
N 2b b
a—2da—n a+1-—2d
= % V™

Como ¢ € Z, devemos ter a + 1 — 2d = 0, concluindo assim que a é impar,

disso: )
n—+a

20

= _ (1.12)

Porn =3 (mod 4) e a = 2d — 1, pela equagao (1.12), para algum k € Z temos

que:
Ak + 3+ (4d® —4d + 1)

2b

2k +d*—d)+2
b )

resultando em que b é par; portanto:

Teorema 1.5.1. Sejaj € ® en =1, 2 (mod 4). Toda rede com MC. /—; € equivalente

a uma Unica rede (1, ) onde j = %j" tal que:

(1) a,b € Z;

(2) 0<b<2\/%

(3) —b < 2a < b;

(4) a>+n>b (e a>0 se a®>+n=>b%)
(5) b a®+n.
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Demonstragao. Os casos (1) e (5) foram vistos acima na equagao (1.11). Como
%T” € 9, segue que

a 1
< =
bl — 2
e
a++v—n > 1
|2
ou seja,
a? n S
b—2+b—2_1,

e isso resulta os casos (3) e (4).
Observe que, por 2a > b, entao a? < %. Assim,
5 _ o v’ 30?
b*<a*+n<—+n — n>—,
4 4
o que nos da o item (2).

]

Teorema 1.5.2. Seja j € © en = 1,2 (mod 4). Toda rede com MC\iy= €
2

equivalente a uma unica rede (1, j) onde j = @ tal que:

(1) a impar e b par;

(2) 0 <b<2,/%

(3) —b < 2a < b

(4) a*+n>b (ea>0sea®+n=>0);
(5) 2b| a®+ n.

Demonstracao. Pelas contas desenvolvidas que resultam na equagao (1.12) e utili-
zando raciocinio similar ao Teorema 1.5.1, os casos (1) a (5) estao provados.

]

Através desses dois tltimos resultados, Weston aborda o grupo das classes como

um subconjunto de C formado por elementos da forma %j” Como ja fora definido

Cl(—n), resta dar uma conclusao sob o tamanho desse grupo, e a resposta para esse
questionamento é a compatibilidade entre ideais de O_,, e redes equivalentes com

MC\/TH ou MCH\/Tn.
2
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Teorema 1.5.3. O grupo das classes Cl(—n) € finito.

Demonstragao. A finitude é dada pela quantidade restrita de pares de inteiros (a, b)
satifazendo as condigbes (1) — (5) dos Teoremas 1.5.1 e 1.5.2 para algum inteiro
positivo livre de quadrados n.

]

Assim, a representacdo da quantidade de redes equivalentes com MC ,—
ou MC\yy= ¢ dada por |Cl(—n)| denominada o nimero de classes (denotada

2
h(—n)); uma exemplificacao é:

Exemplo 1.5.1.

Para determinar a ordem do grupo Cl(—26) usamos o Teorema 1.5.1. Por
(2) temos que 1 < b < 24/26/3 = 5,89, logo 1 < b < 5. Calculando
as possiblidades para a mediante o item (3) e, com uma certa demanda de
tempo para se verificar os itens (/) e (5), concluimos que os pares vélidos sdo:
(0, 1), (0, 2), (1, 3), (-1, 3), (2, 5), (=2, 5). Assim, os elementos j’s associados aos
pares formam o conjunto

s VI 1V 14V 24V 2+ V%0
o2 3 ’ 3 ’ 5 ’ 5 ’

Logo, h(—26) = 6.

Observagao 1.5.1.

Segundo o Teorema 1.5.1, as redes complexas equivalentes com MC' 5, a
partir da j-invariante relacionada aos pares (a, b), sdo respectivamente:

(1, V=26), (2, V=26), (3, 1 + V—26),
(3, —14++v/=26), (5, 2+v/—26), (5, =2+ V/—26).

Portanto, a relacao entre os ideais do grupo das classes com o conjunto de
redes equivalentes com multiplicacao complexa 3_,, é dado por:

Proposigao 1.5.2. Seja Z C O_,,, quando considerado como um subconjunto de C, o
ideal € uma rede compleza com MCg_, . Mais ainda, m, a +by/—n € uma base de T
se:

e m € o menor inteiro positivo de L;
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e a+by—n €L com o coeficiente positivo minimo de \/—n.

Em particular, se n =3 (mod 4) entdo b € 1Z.

Demonstracao. Como o ideal Z C O_,,, entao o mesmo ¢é fechado para a multiplica-
cao por f_,, € O_,, logo T possui MCg_, .

Queremos provar que Z é uma rede, entao basta mostrar que:

Z={mz+ (a+bvV—n)y; z,y € L}.

Para a primeira inclusao de Z C {mz + (a + b\/—n)y; =, y € Z}; supondo
¢+ dy/—n € L, é possivel escolher y € Z tal que 0 < d — by < b onde

(c+dv—n)—(a+by/—n) y=(c—ay)+ (d—by) -vV—neT

Tomando b como um elemento minimal, segue que d = by; assim, em particular
(c+dvV—n)—(a+b/—n)-y=c—ay €T,
¢ um inteiro divisivel por m, entao existe um x € Z tal que ¢ — ay = max portanto

ctdv—n=mz+ (a+b/—n)yel

Para a outra inclusao, pela definicao de ideais, toda combinacao linear de m e
a + by/—n pertence a Z.

O caso particular segue devido a paridade de b, ou seja, por n = 3 (mod 4):

o_, = {a + bV —n; 2a, 2b € Z, 2a =2b (mod 2)} .

]

E através da similaridade de ideais que podemos obter uma correspondéncia,
ja que estamos tratando de redes e multiplicacoes complexas, com a equivaléncia de
redes, ou seja, classes de redes complexas se conectam com classes de ideais.

Lema 1.5.6. Temos que L e J sao similiares se e somente se sao redes equivalentes.
Em particular:
I~J < jzr = jj,

onde jz e jz denotam aj—invariante das redes (vistas como ideais) T e J rescpecti-
vamente.
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Demonstracao. Para a primeira implicagao, seja Z ~ J, pela definicao existem
v, n € O_,, nao-nulos onde

M-I=m-J = I=

=13

'j,

que é a definicao de Z e J serem equivalentes.

Por outro lado, caso Z e J, vistos como redes, sao equivalentes, logo por
definicao existe um v € C* tal que Z = v - J. Fixado um elemento nao nulo x € 7,
temos que v -x € Z, e se ainda, Z e J sejam vistos como ideais de O_,,, segue que

vz
— € Q(v—n).
Assim, conseguimos encontrar um inteiro a tal que a - v € O_,,, logo
I=()J <= (a)-T=(a-7)-T,

onde a, a-v € O_,; portanto Z ~ 7.

O caso particular segue diretamente da equacao (1.7), assim

I~ —= I~J <= jz=j7.
m

Corolério 1.5.1. Se para uma rede complexa qualquer com MCs ,, a qual sua j-
wmwvariante € dada pelas condi¢oes dos Teoremas 1.5.1 e 1.5.2, entao:

<b, a+ \/—_n> c O_,.

Demonstragao. Ver [19, pg. 40].
0

Ao detalhar o Exemplo 1.5.1, nota-se uma grande quantidade de passos até se
determinar os pares (a, b) que satifazem os itens (1) - (5) do Teorema 1.5.1, e é de
se esperar que a medida que n cresca, a dificuldade ird ser diretamente proporcional.
Nisso, Weston em suas notas, apresenta h(—n), a principio, vinculada a uma funcao
especifica (definida e detalhada no segundo capitulo relacionando simbolos de Jacobi
e séries numéricas), e a maneira em que esta fun¢ao assume distintos valores dado
n, uma “constante” se mostra candidata a "corrigir” uma equagao se relacionando
com a quantidade de redes com MCj_, em consequéncia do conjunto finito Cl(—n),
demonstrado no Teorema 1.5.3.

A seguir, observamos uma tabela de verificagao onde a medida que os valores
do inteiro positivo livre de quadrados n (com n = 1, 2 (mod 4)) aumentam consi-
deravelmente, h(—n) é "notavelmente préximo a um nimero inteiro” (Weston [19,

pg. 19]):
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Figura 1.2: Tabela de amostragem paran =1, 2 (mod 4)

Fonte: Tom Weston, editada pelo autor.

—n h(—n)
2 1,00
6 2,00
10 2,00
13 2,00
14 4,00
17 4,00
21 4,00
22 2,00
26 6,00
29 6,00
30 4,00

15701 132,00

2905509 | 2187,92

1.5.4 Pontos de rede de um valor absoluto limitado

Seja A = («, B) uma rede complexa e P o paralelogramo de vértices na origem,
a, f e a+ [, onde denota-se por A a area de P. Ao fixarmos t > 0, podemos estimar
quantos pontos de A possuem norma de no maximo ¢, o que significa ter:

By = {Z € Clz| < t}7
e assim encontar a quantidade de pontos (ou tamanho) de A N B;.

A ideia do lema a seguir, é tomar um paralelogramo P e outros paralelogramos
com vértices A € A, onde Py denota a translagao de P por qualquer A (que sao todos
congruentes a P), cobrindo a drea de B; e encontrar a quantidade aproximada de
7-t? /A translagoes, consequentemente 7-t? /A pontos A‘s estimando tal erro limitado
a area de By, assim:

Lema 1.5.7. Existe uma constante L dependendo somente de A tal que

t2
‘ <zt

#AN B —

Demonstracao. Defina

Qi) = #{A€A; P\ C B},
Qx2(t) = #{Ne AN B},

Qs(t) = #{Ae A PyanNB # 2}
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A partir das propriedades desses pontos definidos, alguns resultados intuitivos
podem ser certamente deduzidos:

e 0s \'s estao em B, caso P, esteja em By
e P, intersecta B; caso os \’s estejam em By;
assim:

Q1(t) < Qa(t) < Qs(t).

Para uma exemplificacao dessas representacoes, considere a rede (2, 1+ +/—5)
e tome o parametro ¢ = 6, assim:

Hustramos Q1(6) = 18, Q2(6) = 29 e Q3(6) = 42 dado por:

Figura 1.3: (2, 1 ++/—5) N Bg

Fonte: Tom Weston, editada pelo autor.

Feito isso, ainda que seja possivel se estimar uma cota para Q(t) e Qs(t),
facamos alguns apontamentos importantes:
7t
A

(i) devido a 4rea de B; ser dada por 7 - t? a qual permite ter no méximo

translagoes disjuntas de P, entao

T t?

Qu(t) < 1

(ii) devido as translagoes de P que intersectam B, cubram todo B, entao

42
T < Q)
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"Nada pode se afirmar em relacao a QQ(t)” (Weston, [19, pg. 21]), assim utili-
zaremos da diagonal maior d do paralelogramo P para solucionar tal inconsistencia
de Q2(1).

- (t+d)?
(iii) VAe ANB, = PyC Birg = Q1(t) < Qa(t+d) < %;
(iv) Se PN B;_q # & entao Py C By, logo

7 (t—d)?

n < Qs(t —d) < Qu(t).

A partir de (iii) e (iv),

T t?

< —(2d+d*) < Lt

| =

‘Q2(t) -

com L = %(2d + d?).
m
A prova desse lema sera primordial para o entendimento do resultado princi-

pal do segundo capitulo, conectando os ideais e as redes complexas (estudo algé-
brico/geométrico) com as séries de Dirichlet (estudo analitico).



Capitulo 2

Formula do Numero das Classes

2.1 Conceitos Analiticos

Vamos introduzir as séries de Dirichlet para entender convergéncias de
certas séries bem como produtos de Euler e encontrar seus limitantes para, ao fi-
nal deste capitulo, compreender os caminhos para a férmula principal da dissertagao.

Definicao 2.1.1. Uma série real de Dirichlet é definida como uma fung¢ao do tipo

S
m=1

tais que s € R e a,, uma sequéncia de niumeros reais.

Proposigao 2.1.1. Se existem b,t € R+q tais que, para todo M > 1

M

>

m=1

< bM?

entao a série de Dirichlet -
f(s) = Z Ay m”°
m=1
converge para s >t com f(s) sendo uma fun¢do continua.

Demonstracao. Convergéncia:

Denotando
M

QlM = Zama

m=1

46
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por hipétese temos que |2y,| é limitada. Seja um inteiro M > 1 e fixado s > t,
podemos rearranjar termos a quais se vale:

M+R M+R—-1

Y amm T =Ayn - (M AR = Ay - M4 D Wy (m™* = (m+1)7")
m=M m=M
—
M+R M+R—-1
> apm < b ((M +RTTH (M=) ) m (= (m+ 1)—S)> .
m=M m=M

Observe que o termo m™* — (m + 1)~* nos mostra que:

Tomando g(z) = x~%, note que a fungao g(z) é continua no intervalo [m, m+1]
e derivdavel em (m, m+1), pelo Teorema do Valor Médio temos que existe um nimero
¢, onde 0 < ¢ < 1 tal que

gm+1)=gm)+g(m+c-1)-1
(m+1)7"=m™+(=s)(m+e) 7" = m™ = (m+1)"" = s(m+c)"""

feito isso, obtemos:

M+R M+R—1
D awm™| < b ((M +R)TT (M =1 s Y mt—s—1>
m=M m=M

< b ((M + R4+ (M -1 +s- i mt‘s‘l) :

m=M

Substituindo o somatério pela integral, temos:

< b <(M + R (M —-1)" +s- /001 mfsl)

M—

E amm°
m=M

< o (Or R Or- = 20— )

s—1

25 —t
< b- <(M+ R + SS_ (M — 1)“) :
Como s > t, fazendo M + R — oc:
o 2 o
3" am | < b(s—tt) (M — 1) (2.1)
S —_—
m=M
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assim, para M — oo, da equagao (2.1):

oo

E amm”=°

m=1

— 0

que se traduz na convergéncia de > > a,m”°.

Continuidade:

Pela desigualdade triangular e da equagao (2.1), para M > 1:

M M M
OENIOE= kw>—§jammﬂ”+-§jammﬂ:_§:ammﬂ
¥ m=1 m=1 m=1
+ Zamm_s — f(s)
T:o:1 [ee) M M
= Z apm”™ " | + Z Aym™ | + Zamm‘r—zamm_s
m=M-+1 m=M-+1 m=1 m=1
b@r—t) L, b2s—0) oINS N
S T MU T M e = ) anm

Dado € > 0 e fixando um s tal que t < 5§ < s, podemos encontrar um M grande
o suficiente onde para todo r > § temos:

b(2r —t) Y b(2r —t)
r—t r—t

W
M <
3

Note que § evita o caso em que ﬁ — 00. Assim para todo r > §:

M M
E Am™~ " — E amm”°|.
m=1 m=1

7~ )l < 5+

Por Z%zl a,,m~" ser uma funcao continua de r, portanto é possivel obter um
dcom0<d<s—§tal que

M M
E Amm™~ " — E amm™°
m=1 m=1

para todo r com |r — s| < .

€
3

Assim, existe um r onde obtemos |f(r) — f(s)]| < e.
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2.1.1 A fungao ((s)
Definigao 2.1.2. Uma func¢ao f(s) complexa definida para s > t, tal que
lim f(s) =00 e lim(s—1t)f(s)=.A#0,
s—tt s—tt
¢ dita ter um pdolo simples em s =t, e A € dito ser o residuo de f(s) em s =t.

Assim, a partir da definigdo de f(s) é possivel se encontrar uma outra fungao,
chamada "funcao Zeta de Riemann”, quando a,, = 1 para todo m € N, sendo:

)L S
m=1

Um resultado sobre a fungao Zeta de Riemann é que esta funcao possui um
polo simples em s = 1 com residuo 1.

2.1.2 Produto de Euler

O resultado principal deste topico é garantir que

¢ =J[-»)" (2.2)

p

onde s > 1 e o produtorio se dé sobre todos os niimeros primos p, assim:
Definigao 2.1.3. Seja {a,,} uma sequéncia de nimeros reais, entao:
e {a,} ¢ dita multiplicativa se a;; = a; - a; sempre que o mdc(i, j) = 1;

o {a,} € dita completamente multiplicativa se a;; = a; -a; para todo i, j.

Proposigao 2.1.2. (i) Se existe uma constante b > 0 em que Z%:l || < DM
com M € Z~g e {an} sendo multiplicativa entao, para s > 1:

Z Apm™° = H (Z pi p_i5> :
m=1 =1

p

(i1) Se ainda, a,, é completamente multiplicativa e |a,| < p, entdo, para s > 1
temos:
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Demonstragcao. Primeiramente, fixamos s > 1. Assumindo que a,, > 0 a partir das
hipdteses e utilizando a Proposi¢ao 2.1.1 a série > a,,m~* converge. Para [ > 1

vamos denotar o conjunto
Po={m € Z-o; pr | m com 1<k <s}

onde p € 0 k-ésimo niimero primo, assim

E Q%

mEPl

é convergente pois é sub sequéncia de M, donde ) a,,m™° é convergente.

Como todo elemento de P, pode ser escrito unicamente na forma pi!
pela hipotese de a,, ser uma sequéncia multiplicativa, segue:

. s f— ; ... ; . il ... il -5
E A+ M = E i ap;z (pl by )

meP; i1y, 87220
—1%18 —18
— a i - cee @ q ¢
E it D1 il D,

11,y 9720

l 0o
—1is

[I{> a2

j=1 \i=0

Ao denotar

Zam'm_s:pl

meP;

o0

—S8
E G -m " =0p
m

segue que ao fazer | — oo tem-se

pr—>D.

]
7

s . .. [ —3 -~ .
Logo os produtérios parciais [[;_, (Z i D; ’5> irdo convergir para
- J

(9

. —1S
IT{ 2 i)
p i=1

o que demonstra o item (7).

i
...pl’e
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Caso a,, seja completamente multiplicativa e a,; < p’ (retiramos o valor abso-
luto pelo mesmo motivo de convergéncia absoluta), temos que ay, - p;* < 1logo

(I—ap, -p;°)" = 1+apj-p;S+a§j-p;23+---

= ltay, p;° +ap p;=+
portanto
oo
Z mm™* = H (1-a, -p_s)_l :
m=1 p
demonstrando o item (i

O

Uma consequéncia da proposicao acima é que a fungao zeta, para s > 1, ja que
{@m}men = 1, é descrita pelo produto de Euler como:

C(s) = im’s = H (1 —p_s)_l.

m=1 p

n

2.2 A relagdo entre (=) e x_,(m)

Iniciamos esta secdo com a seguinte definicdo: para a, m numeros inteiros
positivos tais que o mdc(a, m) = 1, dizemos que a é um residuo quadrdtico médulo
m se existe x € Z tal que > = a (mod m), caso nao exista, a é dito um residuo

nao quadrdtico.

2.2.1 O simbolo de Legendre

Seja a um inteiro positivo e p um primo impar, o simbolo de Legendre é
caracterizado por:

a —1 se a nao é um residuo quadratico médulo p;
(—) =< 1 sea éum residuo quadratico médulo p;
p 0 sep|a.

Vamos estender esses resultados definindo:

1 sen=1,7 (mod38);
>
(i) - { I seaz0 : (2) =< —1 sen=3,5 (mod 8); (2.3)
1 -1 sea<0 2

0 se2|-—-n.
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Assim, algumas propriedades do simbolo de Legendre se fazem necessarias para
relaciond-lo com o resultado desta secao.

Propriedade 2.2.1. Para a, b € 7 nao divisiveis por p, ¢ primos positivos impares
distintos, temos:

(1) Critério de Euler: (%) =4"% (mod p);

b b
(ii) Fungao completamente multiplicativa: (a_) = (2) (—) :

w (5) -

w (3 -{ 4, iiﬁiéEﬁiiiﬂf s

o ()1t
w (2)={7 zzzi?: e 1.

(vii) Lei da Reciprociade Quadrdtica: (g) : (%) = (—1)’12;1“12;1.

O item (viz) pode ser reescrito, em especial, como:

1, 7 (mod 8);
3,5 (mod 8).

_(Q) sep=q¢=3 (mod 4);
p

(q) .
= caso contrario.
p

Para mais detalhes e demonstracoes dessas propriedades, basta consultar as
referéncias [2, Cap. 5] e [9, Cap. 5 Sec. 16]; em consequéncia de todos os resultados,
a partir daqui, vamos considerar a = —n onde n é um inteiro positivo livre de
quadrados.

A seguir, apresentamos uma generalizacao do simbolo de Legendre onde, para
—n relativamente primo com o inteiro positivo impar m, sendo:

k

m:pr"

i=1

com p; primos distintos e e¢; € N para todo i € [1, k], podemos definir o simbolo
de Jacobt como:
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-GG -G
m b1 D2 Pr '
Note que os simbolos a direita sao de Legendre, assim o simbolo de Jacobi

satisfaz a propriedade de ser uma funcao completamente multiplicativa, ou seja,
caso my - mo seja relativamente primo com m temos que

) =G ()

Definidos os simbolos e suas principais propriedades, ao analisar as séries de
Dirichlet nos deparamos com sequéncias de ntimeros reais da forma a,, que, em um
caso especial (das L—fungoes que iremos ver adiante), se faz necessario relacionar o
simbolo de Legendre/Jacobi quando esta sequéncia é vista como uma fungao de —n
sendo residuo (ou nao) quadratico médulo m.

2.2.2 O caracter de Dirichlet

Nesta subsecao é apresentado os caracteres de Dirichlet de maneira suscinta e
direcionada ao tema de estudo, para sua exposi¢ao mais detalhada ver Apostol [1,
Cap. 6] e Otto Endler [9, Cap. 5 Sec. 16].

O caracter (quadrdtico) de Dirichlet de um corpo Q(v/—n) é um homo-
morfismo
X-n:Za_nz — {—1,0, 1}

definido para m € Zq por:

0 se mde(m, [A_y) > 1;
(1" () sen=1 (mod 4);
Xon(m+ A, [Z) = (Anj) _ @) sen=3 (mod 4)
(—1)% . (%/2) sen=2 (mod 8);
(‘U* : (nﬂﬂ) sen=6 (mod8).

As propriedades a seguir sao consequéncias da definicao e do Teorema 1.2.2.

Propriedade 2.2.2. (i) x_, € periodico mddulo |A_,|, ou seja,
A,

mo

mi=my (mod |A]) — (A) :(

) (ver Shurman [16, pg 9]);
my
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(ii) O cardcter de Dirichlet € uma fung¢ao impar, ou seja, x_n(—1) = —1, e isso
ocorre pelo fato de considerarmos um corpo quadrdtico imagindrio (ver Bore-

vich e Shafarevich [3, pg 348]).

Lema 2.2.1. Para qualquer inteiro b > 1:
b-Lan o
> () -
m
m=b
Demonstragao. Pela primeira propriedade de x_, ser peridédico |A_,|, vamos deno-
tar por
-n
S = — .
> ()
m  (mod 4n)

Note que por meio da aplicacao da Lei de Reciprocidade Quadréatica em con-
junto ao Teorema Chinés dos Resto é possivel escolher um mgy € 4nZ* tal que

(%) — 1, logo:
@) 26

m

Como o simbolo de Legendre é multiplicativo e por m - mg € 4nZ*, temos:

ey ()

m  (mod 4n)

- = ()

m  (mod 4n)

= S

provando o lema.

2.3 L—Funcoes de Dirichlet

A partir daqui, utilizando das propriedades em decorréncia do simbolo do Le-

A_p : —-ny.
— > unicamente por (7), quando

gendre, iremos considerar o simbolo de Jacobi
for conveniente, o fator A_,, serd expressado.

Definicao 2.3.1. Uma L—funcao de Dirichlet do corpo numérico Q(\/—n) €
definida, para s > 1 onde s € R, como:

e

i
3
=
U
<~
8
R
|
£
N——
3
5
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Proposigao 2.3.1. A funcdio L_, (s), quando s > 0, converge para uma fun¢ao con-
tinua. Para s > 1 existe um produto de Euler dado por:

oD ()

p

Demonstracao. Segue da Proposigao 2.1.1 e do item (i7) da Proposi¢ao 2.1.2.

2.4 Normas limitadas dos ideais de O_,

Algumas notacoes e propriedades serao muito importantes nessa presente se¢ao
para se conectar os resultados obtidos nas Segoes 1.3 1.4 e 1.5 junto as convergéncias
das séries de Dirichlet.

Lema 2.4.1. O numero de ideais de O_,, com norma m € finito.

Demonstragao. Seja Z um ideal de O_,,, pelo Teorema 1.3.2 temos que N (Z) C Z.
Portanto pela fatoracao de ideais:

N(@) =@ - o™

e como Z | (N(Z)) segue que Z = 191" -+ 0,992 com 0 < a;, b; < e;, ou seja,
existe um numero finito de ideais em Z.

O

Proposicao 2.4.1. Seja a,, € N o numero de ideais com norma m, entao:
(1) {am}men € multiplicativa.

(ii) Seja p um nimero primo:

I
=

Il
=

IS
=
[l
—_
_l’_
VN
|
<4
N——
[l
o
V)
Q
| ‘| ‘|
B‘: Tls Fs
[l
|
\.P—‘
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(i1i) Para s > 1,

( (I-p=)7% se (%Z) =1

S =4 (=p s (2H) =
=1

Demonstragao. (i) Pela definigao de a,,, temos pela fatoracao em poténcias de pri-
mos distintos que

k .
m = pr’,
i=1

mais ainda, através do Teorema 1.3.1, para Z um ideal de O_,,
S
7 = H pTeT.
r=1

Note que

assim i
i=1
Logo {am }men ¢ multiplicativa, provando o (7) .
(ii) Note que o discriminante, dado n um inteiro positivo livre de quadrados:
ouA_,=-n ould_, =—4n;

e pela Proposicao 1.3.3, temos dois casos:

e para p > 2, o resultado segue diretamente pela norma dos ideais primos.
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e para p = 2, observe que:

Caso 2 | A_, entdo —n = 2 (mod 4), logo existe um tnico ideal de norma 2,
a saber (2, v/—n)%.

Caso 2+ A_,, note que n = 7 (mod 8) implica em n = 3 (mod 4), ou seja,
verifica-se do primeiro item da Proposigao 1.3.3, que os ideais primos (2, 1+ +/—n)?

e (2, _)(2, f_,) sdo determinados por (%*”) = 1, enquanto o ideal (2) é

determinado por (%‘”) = —1; 0 que prova o item (7).

(iii) e Caso <—_n) =1:
p
Sejam @1, @9 ideais primos de O_,, tal que
(p) =p1-p2=(p, at+vV-n) (p, a —vV-n);
como N (p1) = N(g2) = p, entao para ideais que possuem norma p’ sao da forma
@’f . pé_k para 0 < k < 1.

Logo, por indugao a, = ¢ + 1. Fixado um inteiro m e s > 0, temos entao que
a série

D+Dm™ = > mT Yy iem
i=0 =0 =0
1 —s —2s —3s
= —1_m_s+(m +2m2+3m3+---)
1 —s -5 -5
= —1—m*8+[m -(1—|—2m + 3m —I—)}
]' —5 . . —is | .
- 1—m‘s+m . ;(ZJrl)m ’
disso, podemos evidenciar a série:
(1—m™)- i(z’ +1)m™" = L
1—m—s’

=0

portanto

Zapi P — (1—p )2
i=0
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e Caso (—_n) =0:
b

Seja o um ideal primo de O_,, tal que p* = (p,/—n)?, assim N (p) = p, entao
existe apenas um ideal o’ com norma p’, assim a, = 1 logo

o —1-p)h
=0

e Caso (—_n) =—-1:
b
2

Seja p primo, com (p) = p um ideal primo de O_,, entao N (p) = p*.

Para algum inteiro j positivo, se ¢ for par, com a, multiplicativa, por indugao:

ap = a,-a, <= #ap = 1 pois N(p)=7p?
Ayt = Qp2 - Qe <= FHax, = 1 pois N(@2> =p
Ap2i = Qpi * Qpi <> #apzj =1 pOiS N(p]) = p2j

ou seja,

Zp—is _ Zp—2js N (1 _ p—23)—1;
=0

=0

Se ¢ for impar, com a, multiplicativa, por inducao e usando o resultado anterior
do caso par, concluimos que ay;:

Qp = Qp < #a, = 0 pois N(p) = p?
aps = Qp2 * Gy =  #ap = 0 pois N(p?) = p'
Ap2j+1 = Api * Qpj * Ap < #CLPZJH = 0 pois N(@]) = p2j

ou seja, nao existe nenhum ideal p que tenha norma p%*!, logo a série é nula.
Portanto o item (7ii) esta provado.

]

Para se entender tais convergeéncias das séries de Dirichlet, sao usados conceitos
de redes complexas e a finitude das classes de ideais e assim, encontrar uma cota
. def K ~ ~ .o~
para somas do tipo Ax = >, ar com K > 1; seguem entao, notagoes/definicoes
que serao importantes e essenciais para a compreensao da férmula do ntmero de
classes.
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Seja ay, (C) o nimero de ideais com norma k dentro da classe C € Cl(—n),

defina entao
ay = Z a; (C);

ceci(—n)

observe que a; € N de acordo com o Lema 2.4.1 e o Teorema 1.5.3, assim definimos:

o« Ak (€) < S a4 (0
e #U_,, denotado por w;

Segue assim a ideia de se limitar Ax através das cotas de Ak (C) para cada
classe C € Cl(—n); a principio, estimaremos a partir da classe C; de ideais principais.

Supondo que N(Z) = k, podemos determinar o nimero de ideais de classe C;
com norma k desconsiderando a repeticao de seus elementos associados !, ou seja,
caso Z = () = (ag) com oy, ag € O_,, ambos se dividem um ao outro e, como
todo elemento de O_,, possui w associados, temos

b
Qg (C1> = Eku

onde by, é a quantidade de elementos (devido a classe C;) em O_,, com norma k.

. def K p ; .
Agora, ao analisar a soma Bx = > ,_, by, é possivel se estimar uma cota por

meio de uma bola de raio K no espago complexo a qual a mesma estd sob uma rede
complexa O_,, de base (1, f_,), assim

Bx = {acO_,; N(a) < K}

= {ae(’)_n; |a|§\/?}.

Note que N () = |a|? pois Z € C; e, como ainda a drea do paralelogramo de
vértices 0, 1, f_,, 1 + B_,, é:

vn osen=1,2 (mod 4);
A= (2.4)

*/TE sen=3 (mod 4);

pelo Lema 1.5.7, existe uma constante C' positiva tal que para todo K > 1, temos
que:

K
BK—% <C-VK.

Mas como queremos encontrar tal cota para Ag(Cy), basta fazer uma mani-
plulacao algébrica para entao obter que:

lsejam quaisquer z, y € O_,,, existe um elemento invertivel w € O_,, tal que r = w - y.
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T K

1 Lﬁg;a
Ak (Cy) = " 215:1 by = |Ak(C1) — wA < C) VK,

com C] > 0.

Determinamos assim, uma estimativa para a soma sobre ideais de classe C; e
o mesmo vale para qualquer classe de ideais, a saber:

Proposigao 2.4.2. Seja C uma classe de ideais qualquer do corpo Q(+/—n). FEriste
uma constante C* tal que

K
AK(C)—Z}—A <c* VK.

Demonstracao. Antes de iniciar a prova, sem perda de generalidade, usamos dos
Teoremas 1.5.1 e 1.5.2, tomando =" y—" como a j—invariante da classe Cle

J=(b,a+v-n)eC

Seja Z um ideal numa classe C, entao para algum o € O_,,:
C-C'=C+=7T J=(a)= (a)CJ,

o que de fato permite construir uma bijecao entre esses conjuntos de ideais de O_,
por meio de suas normas e classes como sendo:

. B 7' ideal principal de O_,,;
{ZeC, NT)=k} — {J|I/eN(I/):k-./\/'(j) }
7 — =17

(2.5)

Seja b(J) o nimero de elementos do ideal J com norma k - N(J), pela
equagao (2.5) obtemos que:

a, (C) = : (2.6)

Note que o fato de w estar na equacao (2.6), é porque recai novamente em
ideais principais e os mesmos possuem elementos associados que geram o mesmo
ideal, entao é necessario retirar essas repeticoes de elementos de J com norma

k-N(T).

Usando o mesmo raciocinio sobre By, entao
Bi(J) = it bul(J)
= #{a€ 0 N(a) < K-N(J)}

= #{ac0 ol < VE-N)}
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Como estamos sob a rede complexa <b, a+ \/—n>, por (2.4) a area do
paralelogramo é by/n e, pelo Lema 1.5.7, existe uma constante C'; onde:

Bi(J) - ”Kb%j <Oy N -VE.

Manipulando algebricamente, de modo analogo ao argumento anterior, temos
que a area a partir do paralelogramo gerado por (1,5_,) é A = Ab[‘g) e — note que
N(T) = b ou 2b (ver Weston [19, pg 44]) — através da soma de A (C), implica em:

T K

‘AK(C)—— < C¢-vVK paratodo K >1 com CC:C NI

w

w A

Para finalizar, basta tomar C* como a maior das constantes Cg passando por
todas as classes C de ideais de O_,, (a qual ¢ finita).

]

Corolario 2.4.1. Existe uma constante C' tal que para todo K > 1

AK—MK‘ <C-VK,
wA
onde h denota a quantidade de classes ideais h(—n).

Demonstracao. Seja A ja definido, a partir dos argumentos e do resultado da pro-
posicao acima, basta realizar a soma sobre todas as classes de ideais de O_,, em Ag.
Note que se faz necessaria a inclusao do termo h para contabilizar a quantidade de
classes de ideais (finita) que ocorre no somatdério no qual é controlada pela constante
para manter a desigualdade valida.

]

2.5 Funcao (-Dedekind

Definigao 2.5.1. A Fung¢do Zeta Dedekind do corpo quadrdtico Q(v/—n) € des-
crita para s € R como:

Cals) 2 Y N(@)
ICcO_,

Note que esta funcao se da sob ideais de O_,,, o que nos permite manipular
a fatoragao unica e, através da interpretacao deste somatério pelas propriedades
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da funcdo zeta de Riemann na equagao (2.2), é possivel reescrevé-la como uma
multiplicagao de ideais primos onde:

Cals)= [ =M™ "
pCO_p

Assim, a funcao zeta Dedekind pode ser reinterpretada como uma série de
Dirichlet — seja a,, definido no inicio da Secao 2.4 como a quantidade de ideais em
O_, com norma igual a m — dada por:

()=

Proposicao 2.5.1. Para s > 1, a funcdo zeta Dedekind converge e assume uma forma
em produto de Fuler dada por:

Cals)= I a=p7 [ a-p" I a-p2>"

(5)= ()= ()=
com p primo; mais ainda, possui um polo simples em s =1 com residuo Z—Z.
Demonstracao. Pelo Corolario 2.4.1:
hm K hr K
Ak — z <C VK = Ag< 7T +C-VK
wA wA
hr K
— AK < T +C-K (27)
wA

h
— |Ag| < (—”+0) K
wA
Assim, pela ultima desigualdade acima, valem as condigoes da Proposicao 2.1.1
implicando que para s > 1 a fungao (_,(s) é convergente.

Para provar que (_,(s) pode ser escrita por um produto de Euler, basta usar
as Proposigoes 2.1.2 e 2.4.1, ou seja:

H(ZP> = [Tla-p a2 a-p)

p
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Ao calcular o residuo em s = 1, definimos primeiro a série:
(o)
hm s
10 =3 (w35 )
k=1
fazendo sua parcial do termo que acompanha k~* temos:

(o2

k=1

AK—MK‘SO-\/E,
wA

logo pela Proposigao 2.1.1, f(s) converge para s > % Assim, para s > 1 temos que:

hm

s):Zak/{_5:Zakk_s Z AT s +Z—ks— )+—C()

e devido sua parcial convergir pela equagao (2.7), obtemos:

lim ¢, (s) = f(1) + — lim ((s) = +o0,

s—1t wA so1+

ou seja, o limite de (_,, (s) existe, entdo:

lim (s —1)(_,(s) = lim(s—l)f()—i—h—w lim (s — 1) ((s)

s—1t s—1t wA s=1+
hm .
= (=7 + T gim (s~ 1))
B hw
 wA

2.6 A formula para h(—n)

A seguir, apresentamos a formula do niumero de classes de Dirichlet a partir
da fatoracao da funcao (-Dedekind e a relacao com x_,.

Proposicao 2.6.1. Para s > 1, temos que
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Demonstragao. Pela Proposi¢ao 2.3.1 podemos reescrever L_,(s) mediante os casos
do simbolo de Legendre e, por Zhao [21] com p;, ps € p3 niimeros primos, temos:

La(s)= [ @=py JT 1 IT 4p)™
()= )= (@)=

Como estamos sob produtos de Euler com s > 1, multiplicando a funcao zeta
de Riemann na equagao acima, obtemos:

Mas veja que pela Proposicao 1.3.3, podemos relacionar os nimeros primos
que ocorrem na equagao (2.8) advindo das normas dos ideais de O_,, onde:

° <_Tj1>:1 = dgp1, ;1 C O_, tal que @1'@1:(]71)

onde @, e @ ambos ideais primos. Tomando a norma, temos:

N(p1-¢1) = N(p1) - N(61) = N((p1)) = pr - 1 = i
—
N(p1) = N(61) = p1.
. (*f) =0 = 3p, CO_, talque = (p»)

com @y sendo um ideal primo onde:
N(gp2) = pa.

J (%) =—-1 = dp3 CO_, talque gp3= (p3)

com @3 sendo um ideal primo, assim:
N(ps) = N((ps)) = ps - 5 = pi-

Portanto, reescrevendo o produtério de Euler em termos das normas dos ideais,
conlui-se que ¢ (s) - L_, (s) se torna:
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Note que todo ideal primo do anel O_,, aparece uma tnica vez pois recai em
um dos casos da Proposicao 1.3.3; dessa forma, pelo Teorema 1.3.1 e a Proposi¢ao
2.5.1, obtemos:

C(s)-Loa(s)= [ O=Np)™) "= > NOD)™

PCO_n ICcO_,

Logo,

Teorema 2.6.1. Seja h(—n) o nimero das classes de Q(v/—n) e

2 sen#1,3;
w_,=4¢ 4 sen=1;
6 sen=3;

a quantidade de elementos do conjunto das unidades de O_,,, temos que:
h(—n)-m
Vo w_y,

2-h(—n)-m
Vi w oy

Demonstra¢ao. Como L_,(s) é continua para s > 0, temos

sen=1,2 (mod 4);

sen=3 (mod 4).

L_,(1) = lim L_,(s)

s—1t

= lim Cn (5)
s—1+t C(S)

(s=1)-¢

= lim (s)
s»1t (s —=1)-((s)

(
limg_ 1+ (3 - 1) G (S)
limg ,1+(s —1)-C(s)

h(—n)-m
A-w_,
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Logo, para finalizar a prova, mediante a n médulo 4, o valor de A é determinado
pela equagao (2.4); e o resultado segue.

[
Uma outra maneira interessante de encontrar h(—n) é apresentada por Bo-

revich e Shafarevich [3] por um teorema a qual traz o vinculo explicito com os
caracteres quadraticos de Dirichlet através de métodos analiticos:

Teorema 2.6.2. Para um corpo quadratico imagindrio com A_, < —4 e carater x_,,
temos que o niumero de classes de ideais € dada por:

hen) =g 3 xalm). (29)

2= X-n(2) 0O<m<IB_nlf2

Demonstragao. Ver [3, pg 346].

Exemplo 2.6.1.

Seja o corpo Q(v/—39), seu carater quadrético estd em Z/39z, assim:

0 sem=3,6,9, 1215, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39;
Yos(m) =4 1 sem=1,2 4,538 10,11, 16, 20, 22, 25, 32:
1 sem =T, 14, 17, 19, 23, 28, 31, 34, 35, 37, 38.

Pela equagao (2.9), temos:

h(=39) = ) x_3s(m) = (8 — 4) = 4.

Ao confrontar o resultado dos Teoremas 2.6.1 e 2.6.2, conclui-se que:
L_n(1) > 0;

uma outra maneira de comprovar este resultado, é via métodos analiticos em Daniel
[13, Cap. 7], onde:

e se F um corpo quadratico real,
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e se F um corpo quadratico imaginario,
|A_n|—1
s
L_n(1) = AR > m xa(m). (2.10)
-n m=1

Observagao 2.6.1.

O Exemplo 2.6.1 se verifica também pela equacdo (2.10), ou seja, dai a

necessidade de se calcular todos os caracteres quadraticos para se obter o valor de
L_,(1) bem como, se utilizar alternativamente, do Teorema 2.6.1.

Note que para um corpo quadratico Q(1/—p) tal que p = 3 (mod 4), ao aplicar
o Teorema 2.6.2 obtemos:

(i) Ap=—p;
(i) x-o(r) = (3):
1  sep=7 (mod8);
(iil) x—p(2) =

—1 sep=3 (mod 8).

Assim, segundo Borevich e Shafarevich [3], o nimero de classes em O_, resulta
em:

R—R sep=7 (mod8);
h(=p)

R—R

sep=3 (mod 8);

onde R denota o numero de residuos quadraticos e R o numero de residuos
nao-quadréticos sob o intervalo aberto (0, 7/2).

Surge entao, estudos que visam explorar as propriedades da féormula do nu-

mero das classes mediante seus valores relacionado ao inteiro livre de quadrados
caracterizando o corpo quadratico considerado.
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Resultados

Antes de detalhar o artigo principal de estudo de Wang e Tingting [7], se faz
necessario adotar algumas notacoes relacionando conceitos abordados nos capitulos
1 e 2 a fim de nao causar indefinicoes e, além disso, sao apresentadas caracteristicas
do discriminante de um corpo quadratico imagindrio para determinar o nimero de
classes, alguns resultados de Equacoes Diofantinas e parametros dos pares de Lehmer
que servem de "limitantes” para a conclusao desta dissertacao.

e O numero de classes de ideais h(—n) do corpo quadratico imaginario Q(v/—n)
sera denotado por:

h(—n) sen=3 (mod 4);
h(—4n) caso contrério.

o) ={

e Seja D um inteiro positivo, existem inteiros positivos n e f, Unicos tal que
D™ n. 2 (3.1)

onde n é um inteiro livre de quadrados.

e Para o corpo quadrético imagindrio Q(v/—D) temos que:
—D = a® — k%, (3.2)

onde a, k, d € N, mdc(a, k) =1, k > 1, 6 € {1, 4} e a® < k%

O estudo apresentado é uma generalizacao do resultado de Yasuhiro Kishi
[12] a qual demonstra a divisibilidade do nimero de classes do corpo imagindrio
Q(v2?m — 39) por d. Ambos artigos ([7] e [12]) se utilizam de métodos de reso-
lugao por Equagoes Diofantinas nao lineares, as quais sao detalhados em artigos
posteriormente citados.

68
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3.1 Resultados Principais
Da teoria das formas binarias quadraticas, a relacao entre o discriminante de
um corpo imaginario quadratico no Teorema 1.2.2 é definida por:

Definicao 3.1.1. Um discriminante A_,, € dito um discriminante fundamental
se nao possui como divisor um primo impar ao quadrado ou A_, =8, 12 (mod 16).

Lema 3.1.1. Paran >3 en =3 (mod 4) temos que

h(—=4n) sen=7 (mod 8);
h(—n) =

1
gh(—4n) sen=3 (mod 8).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.6.1, desde de que n > 7, temos

h(—dn) — %ﬁmnu) (3.3)

h(—n) = gL_n(l) (3.4)

Na equacao (3.3), a L—fungao se caracteriza por meio do discriminante cujo
o simbolo de Legendre é (%“”); desde que n = 3 (mod 4), pela Definigao 3.1.1 o
discriminante —n é fundamental enquanto —4n nao é, logo por Hua [11, Teo. 11.2],
a L—funcao possui uma propriedade onde:

Loan(1) = (1 - (_7”) %) L_o(1). (3.5)

Como visto na equagao (2.3), sabemos que:
—n\ [ 1 sen=7 (mod8);
(7) N { —1 sen=3 (mod 8). (3.6)
Substituindo (3.6) em (3.5), obtemos

%L_n(l) sen="7 (mod 8);
Lon(1) = (3.7)

%L_n(l) sen=3 (mod 8).

Portanto, por pelos resultados obtidos em (3.4), (3.3) e (3.7), o lema esta
provado.

]
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Corolario 3.1.1.
1
—h(—4n) sen >3 en=3 (mod 8);
h(—n) =4 3

h(—4n)  caso contrdrio.

Lema 3.1.2. Seja D e k inteiros positivos tais que D, k > 1 e mde(2D, k) = 1. Se
a equacao

X2+ D -Y?=k% talque X,Y,Z€N, mde(X,Y)=1 e Z>0 (3.8)

possui solugoes (X, Y, Z), entao toda solu¢ao (X,Y, Z) em (3.8) pode ser expres-
sada como

Z=27-t teN

X+Y - v—D=¢- (X1 + €Y \/—D)t onde €, €a € {1, —1}
com X1, Y1, Z1 € N satisfazendo

X2+ D-Yi?=k% tal que mde(X,, Y1) =1 e Z|h(4D).

Demonstracdo. Para provar este resultado usamos um caso especial dado por Heu-
berger e Le [5, Teo. 6.2] tomando o par (Dq, D2) = (1, —D).

Podemos assumir entdo que a solugao (X, Y, Z) em (3.8) estd numa classe de
solugoes do conjunto S; (para mais detalhes ver o artigo [5]) e, seja (X, Y1, Z)
denotando uma solucao para S; tal que Xy, Y; > 0 e Z; < Z para todas solugoes de
(X,Y, Z) € S, o lema esta provado.

O
Lema 3.1.3. Para z, y, m, n € N, a equac¢ao
™ —y" =1 onde min(z,y, m,n)>1
possui apenas uma unica solug¢ao (x, y, m, n) = (3, 2, 2, 3).
Lema 3.1.4. Paray, m,n € N en > 2, a equacao
222 _ 3y = 1 (3.9)

nao possui solucao.
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Demonstragao. Fazendo uma simples manipulacao, temos a diferenca de quadrados:
(2mH 1) - (@ - 1) =3y

assim, desde que o mdc(2™! + 1, 2™ — 1) = 1, temos da equacio (3.9) duas
possibilidades:

i) 2"l 41 =qa"e 2™ —1=23b" com y =ab, a, b € N;

it) 2" 1 =b" e 2™ — 1 =3a" com y = ab, a, b € N.

Mas note que no item 7), obtemos a™ — 2™ = 1 e pelo Lema 3.1.3 implica
que a unica solucao possivel é:

(a,2,m, m+1)=(3, 2,2, 3),
mas por hipétese n > 2, logo este caso é descartado.

Agora, para o item i), tem-se 2™ — p" = 1 e utilizando do Lema 3.1.3
conclui-se que nao possui solugao, pois claramente

(2,b,m+1,n)=(2,2,2,3)#(3,2,2,3) = (x, y, m, n).
Portanto a equagao (3.9) nao possui solugao.

]

Defini¢ao 3.1.2. Sejam pu, v inteiros algébricos. Definimos (p, v) como um par de
Lehmer se (u+ v)% p-v € Z sejam coprimos com *Jv nao sendo uma raiz da
unidade.

Considerando:
a=(p+v)? c=p-v

para € € {1, —1}, temos

(v5e08). o=} (v o)

M:

N =
DN | —

onde b = a — 4c.
Propriedade 3.1.1.
e Dizemos que o par (a, b) sdo os pardmetros do par de Lehmer (u, v);
e A equivaléncia entre dois pares de Lehmer (p1, v1) e (ug, v2) ocorre quando:

M1 14 . .
— =—c¢c 1, 1,1, —};
M2 Vy { }
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e Sejam (ay, by) e (ag, be) parametros dos pares de Lehmer (i1, v1) e (12, v2)
respectivamente, afirmamos que

(CLQ, bQ) = (6 cay, bl)

Defini¢ao 3.1.3. Fizado um par de Lehmer (u, v) e r € N, definimos a sequéncia
de numeros de Lehmer de (p, v) por:

p v ser € impar;
W—v
Liy(p, v) = (3.10)
Iur — .
m SET € par.

Observagao 3.1.1.

Sejam (p1, v1) e (p2, v2) pares de Lehmer equivalentes, pela relagao dos para-
metros citados conclui-se que

Lhr(ﬂl, Vl) = iLhT(MQu V?)-

Definicao 3.1.4. Seja p um numero primo, p € dito um divisor primitivo do ni-
mero de Lehmer Lh,(u, v) sempre que:

e p ‘ Lh?"(:u’a V);'
e pta-b-...- Lh._1(p, v).

Caso um numero de Lehmer Lh,.(p, ) ndo possuir divisor primo, o par (u, v)
é dito r—defeituoso.

Lema 3.1.5. Seja r satisfazendo 6 < r < 30 e r # 8,10, 12. A menos de equi-
valéncia, para a > 0 todos os parametros (a, b) dos pares r—defeituosos sao dados
por:

o =T (a,b)= (1, —7), (1, —19), (3, —5), (5, —7), (13, —3), (14, —22).
e r=09; (a, b) = (5, —3), (7, —=1), (7, =5).

e r=13; (a, b) = (1, —7).

o r=14; (a, b) = (3, —13), (5, —3), (7, —1), (7, —5), (19, —1), (22, —14).
e r =15; (a, b) = (7, —1), (10, —2)

o r=18; (a, b) = (1, =7), (3, =5), (5, =7)

o 1 =24; (a, b) = (3, =5), (5, —3)

o r =26; (a, b) = (7, —1).
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o r=30; (a,b) = (1, —7), (2, —10).

Demonstragao. Ver [17, Teo. 4.5 pg. 17].

Lema 3.1.6. Para r > 30, entdo nenhum par de Lehmer é r—defeituoso.

Demonstragao. Ver [20, Teo. 1 pg. 02].

O

Teorema 3.1.1. Seja o corpo quadrdtico imagindrio Q(vVa? — 0k?). Se a = 2™ e
0 =1, entao
oud|de2’™ —ki=5 (mod 8);

0 (mod 4/3) caso: oud=3 ek = 2t

h(—n) = 3
0 (mod d) caso contrdrio.

Demonstracao. Por hipdtese, a = 2™ e § = 1, e a partir da caracterizacao do inteiro
livre de quadrado, desde que o mdc(2™, k) =1 e k > 1, implica claramente que k é
um inteiro positivo impar. Por meio das equagoes (3.1) e (3.2) relacionando com a
equacao (3.8), encontramos da equacao diofantina

X?24+n-Y2=k% talque X,Y,Z€N, mde(X,Y)=1 e Z>0
que:

—D = —nf? —nf?=a®— 0k?
—22m _nf? = —(1)k?

X? — (—=nY?) = k% com solucao (X, Y, Z) = (2™, f, d).

LE

Pelo Lema 3.1.2, temos

d=7,-t, teN (3.11)

2" f o/ =€ - (X1 +ey- Y- \/—n)t tal que €, e € {1, —1} (3.12)
com inteiros positivos X1, Y, Z; satisfazendo
X2 +n-Y12=k% talque mde(X;,Y))=1 e Z|h(—4n). (3.13)

Como k é impar, das defini¢coes em (3.1) e (3.2), verificamos que existe um
V3 € Z~q, tal que para v, 7o € Z( satisfaz a seguinte implicagao:
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D impar
22 k= nf?=-D = 2y —(27n+1) = 233+l = —nf? = n impar ;
f impar

mais ainda, das condigbes estabelecidas em (3.13), conclui-se que para gi, g2 € Z~o:
X2+ (200 +1) - V1% = (202 +1)7,
ocasionando em dois casos: ou X; é par e Y] é impar ou X; é impar e Y] é par;

portanto a multiplicacao X; - Y] é um nimero par.

A partir daqui, iremos adotar algumas notacoes a fim de analisar minusciosa-
mente o fator (X1 + €Y7 \/—n)t em (3.12).

Sejam:
e N — termo qualquer a qual acompanha /—n;

e [/ — termo que representa as poténcias quaisquer de Xj;

G — termo que representa as poténcias quaisquer de Y7;
e H — termo qualquer a qual acompanha —n e que nao acompanha /—n.

Pelo binomio de Newton e seus coeficientes determinados pelo triangulo de
Pascal, se t for par, entao:

;

t= - E+2EGN +GH
t=4 — E+4EGN +6EGH +4EGN +GH

t=6 — E+6EGN +15EGH +20EGN + 15EGH +6EGN +GH

Note que pela equacao (3.12), desde que f seja impar, os coeficientes que
acompanham o fator (v/—n), pela equagao (3.12), deveriam ser impar, o que nao
acontece; concluimos assim que t deve ser um numero impar.

Ao expandir o bindémio da equagao (3.12)

Qe o

1=0

encontramos:
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(t)Xlt N G) X, (Vv =n) N (;) X2 (Vi)

€1 - 0
H/_/ ~ ~\~ -~ ~\~ -~
estrutura 2™ estrutura f estrutura 2™

t ; t—2i t i t—2i+1
X2 (e, YiA/— X2 (. Vi/—n
(t - 2@‘) (e L (t — 2+ 1) VT (N
estrutura f estrutura 2

() (Jen

[ J/ J/

estrutura 2™ estrutura f

Observe que sao nas posicoes impares que o termo 2™ se estrutura, e pelo fato
de t ser um nimero impar, o termo inferior do coeficiente binomial é par, assim os
fatores €5 e (v/—n) desaparecem devido as suas poténcias pares; ao analisar o que
estrutura f, vemos uma necessidade de isolarmos o termo (v/—n) como fator comum
em relagao aos outros termos que o compoem devido as poténcias impares.

Note que pela propriedade dos termos binomiais, para 0 < 2i < ¢ :

(122~ ()

assim, por uma mudanca de limitantes e, ao evidenciar as variaveis X; e Y7, temos
(t — 1)-ésimos termos tal que 0 < i < %; através dessas manipulagoes algébricas:

GV ,
"= Xy Y ( )Xl”il (—nY:?)' (3.14)

’ 21
=0

(t—1)/2
t ; i
f=eaeYi > <2z‘+ 1)X1t‘2"1 (—nY7?) (3.15)
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Como f é fmpar, pela equacao (3.15) concluimos que Y; é impar e X; é par.
Mais ainda, desde que
(t—1)/2

3 (e iy

1=0

seja fmpar, da equagao (3.14), evidenciamos que X; = 2™ e

(t-1)/2

> (;) 2m(=2=1) (_py;2)' = 41 (3.16)

=0

Sejam
p=2"+Yv—n, v=-=-2"4+Y\/-n; (3.17)

temos os seguintes resultados:

pt+v = 2Yiv—n;
pw—v = 2””;; (3.18)
v o= —k7

Note que em (3.18), obtemos:
(14 V) = —AnYi2, puev = —k

e como consequéncia, garantimos que (u + )% e p - v sao inteiros coprimos.

Da equagao (3.17) temos também que o quociente #/v satisfaz uma equacao do
segundo grau da forma:

K20 (1)) + 2(27™ — nYi?) (W) + K2 = 0. (3.19)
De fato, seja F/(s) = k%1(s5)2+2(22™ —nY,?)(s)+k?*, temos que o discriminante

deste polinomio quadratico é:

A = 4 (22m _ nY'12)2 - k2Z1:|
= 4]y’ - (22 ay?)]
= —16-22"nY;%

assim, as raizes de F'(s) se dao por:

22 —nYy?) 242"V (<22 YY) L 2:2"Yivon
°T 2k - 2 A

Como

g 24 Yiy/—n (=22 4aYi?) 227V —n
v —2m+Yi/—n o 22 4nY? 22m 4 nYy;?
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logo #/v é raiz de F(s).
Pork>1e
mdc(k?, 2(22™ — nY;?)) = 1 = mdc(2?™ + nY7, 2(2*™ — nY:?)),

concluimos de (3.19) que #/v ndo é uma raiz da unidade, logo (i, v) é um par de
Lehmer com parametros (—4nY;?, 22m+2),

Pela defini¢do de nimeros de Lehmer em (3.10), podemos encontrar tais ni-
meros a partir de (3.16) e (3.17) que

Lht(,uv V) = :|:1,

e por definicao, isso implica que estes niimeros de Lehmer nao possuem divisor primo.
Portanto, pelo limitante citado no Lema 3.1.6 vemos que ¢t < 30 e, por t ser impar,
do Lema 3.1.5, a menos de equivaléncia, t € {1, 3, 5}, logo:

el=5
Da equagao (3.16):
24 10 - 22"y + 5 - (nY1?)? = £1; (3.20)
desde que nY;? seja fmpar, da equacdo (3.20) temos uma contradicdo pelo fato de

24 102"y ? +5-n*Y* =5# £1  (mod 8).

o t=3
Da equagao (3.16) e, desde que 22 =1 (mod 3):
2% 3nY,? =1, (3.21)
pelo fato de X; = 2*™ e associando as equagoes (3.13) e (3.21), temos:
22t _ 3A = 1. (3.22)

Desde que k > 1, pelo Lema 3.1.4 vemos da equagao (3.22) que Z; = 1. Assim,
pela equagao (3.11) obtemos:

Q=3 7, =1 ¢ k= é(z?m+2 _). (3.23)
Pelos valores encontrados, relacionando em (3.11), temos que t =1 e
d= 7, (3.24)
exceto o caso da equacao (3.23).
Portanto, por (3.13) e (3.24):
d | h(—4n) (3.25)

exceto quando se vale (3.23).

Mais ainda, pelo Corolario 3.1.1 concluimos das equagoes (3.23) e (3.25) que
o Teorema 3.1.1 esta provado.
[



Referéncias

1]

2]

[10]
[11]

[12]

[13]
[14]
[15]

T. M. Apostol. Introduction to analytic number theory. Springer Science Busi-
ness Media, New York, 1998.

J. P. de O. Santos. Introducao a Teoria dos Numeros. IMPA, Rio de Janeiro,
1998.

Z. 1. Borevich e I. R. Shafarevich. Number Theory. Academic press, London,
1966.

S. Alaca e K. S. Williams. Introductory Algebraic Number Theory. Cambridge
University Press, New York, 2004.

C. Heuberger e M. H. Le. On the generalized Ramanujan-Nagell equation x? +
D = p?. Number Theory, pages 312-331, 1999.

K. Ireland e M. Rosen. A classical introduction to modern number theory.
Springer Science Business Media, 1990.

Z. Minhui e W. Tingting. The divisibility of the class number of the imaginary
quadratic field Q(v/22™ — k™). Glasgow Math, pages 149-154, 2012.

A. Garcia e Y. Lequain. FElementos de dlgebra. IMPA, 2018.

O. Endler. Teoria dos nimeros algébricos. IMPA, Rio de Janeiro, 2014.
A. Gongalves. Introducao a dlgebra. IMPA, Rio de Janeiro, 2017.

L. K. Hua. Introduction to number theory. Springer-Verlag, Berlin, 1982.

Y. Kishi. Note on the divisibility of the class number of certain imaginary
quadratic fields. Glasgow Math, page 207-208, 2010.

D. Marcus. Number fields. Springer-Verlag, 1977.
C. P. Milies. Anéis e Modulos. Livraria da Fisica, 2018.
R. A. Mollin. Algebraic Number Theory. CRC Press, Canada, 1999.

78



[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

J. Shurman. The ideal class number formula for an imaginary quadratic field.

Redacao fornecida para um curso de Verao de Teoria dos numeros na Faculdade
Reed, 2021.

P. M. Voutier. Primitive divisors of Lucas and Lehmer sequences. Math. Comp,
pages 869-888, 1995.

T. Weston. Algebraic number theory. Lecture Note given at Harvard, 1999.

T. Weston. Lectures on the dirichlet class number formula for imaginary qua-
dratic fields. 2004.

G. Hanrot Y. Bilu and P. M. Voutier (with an appendix by M. Mignotte).
Ezistence of primitive divisors of Lucas and Lehmer numbers. Journal Reine
Angew, page 75-122, 2001.

R. Zhao. The Class Number Formula for Quadratic Fields and Related Results.
2016.



	Introdução
	Corpos Numéricos e o Anel dos Inteiros Algébricos
	Corpos Quadráticos Imaginários
	Anel dos Inteiros Algébricos
	Ideais de O-n
	O grupo Cl(-n)
	Redes Complexas
	Redes equivalentes
	j-invariantes
	Multiplicação Complexa (MC)
	Pontos de rede de um valor absoluto limitado


	Fórmula do Número das Classes
	Conceitos Analíticos
	A função (s)
	Produto de Euler

	A relação entre (-nm ) e -n(m)
	O símbolo de Legendre
	O caracter de Dirichlet

	L-Funções de Dirichlet
	Normas limitadas dos ideais de O-n
	Função -Dedekind
	A fórmula para h(-n)

	Resultados
	Resultados Principais

	Referências

