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Resumo

Sejam K uma extensao finita de Q,, o corpo nos nimeros p-adicos, e Ok o anel de
inteiros de K. Seja

f:alm‘li+---+a5m§l

com ay,...,as € Og. Defina I'i;(d) como sendo o menor inteiro positivo tal que f =0
tem solugao nao trivial em K sempre que s > ') (d), independentemente da escolha dos
coeficientes de f. Em 2021, Duncan e Leep estudaram formas de grau 2m com m > 3

impar sobre extensoes quadraticas ramificadas de Q2 e mostraram que

5d  para K e {Qa(v£2),Qa(VEL0},

Ik (d) = { d+1 para K € {Qa(v—1),Q:(v/=5)}.

Neste trabalho, estudamos o caso em que K é uma extensao quadratica de Q3 e d =3m
com (3,m)=1em >2. Obtemos que I'i(d) < 3d+1 quando d é impar e I (d) < 14d+1
quando d é par. Obtemos também uma estimativa para I'j(d) com K extensao quadratica
de Q) e d=pm com (p,m)=1e m >2. Como aplicagdo, determinamos limitantes para
['%(15) e I (6) com K/Q, quadrética.

Palavras-chave: Formas diagonais, extensoes quadraticas, corpos p-adicos.



Abstract

Let K be a finite extension of ), the field of the p-adic numbers, and Ok the ring
of integers of K. Let

f:alm‘li+---+a5m§l

with ay,...,as € Og. Let ') (d) denote the smallest positive integer such that f =0 has
nontrivial solution in K whenever s > I'}(d), regardless of the choice of coefficients from
K. In 2021, Duncan and Leep studied forms of degree 2m, m > 3 odd over the ramified

quadratic extensions of Qo and showed that

3d  for K €{Qao(VE2),Qa(VE10},

In this thesis, we study the case where K is a quadratic extension of Q3 and d = 3m
with (3,m) =1 and m > 2. We obtain I (d) <3d+1 for d odd and I'j¢(d) < 14d+1 for
d even. We also obtain an estimate for I'jc(d) for K a quadratic extension of Q, and
d = pm with (p,m) =1 and m > 2. As an application, we determine bounds for I'}-(15)
and I'%(6) with K/Q, quadratic.

Keywords: Diagonal forms, quadratic extensions, p-adic fields.
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Introducao

Em 1933, Tsen [30] mostrou que se f é uma forma (polindbmio homogéneo) em s
variaveis e grau d com coeficientes no corpo K de fungées em uma variavel sobre um
corpo algebricamente fechado, entdao f =0 tem solugao nao trivial em K quando s > d.
Pouco depois, em 1935, Chevalley [3] mostrou que corpos finitos satisfazem a mesma
propriedade.

As técnicas usadas na prova do resultado de Tsen podem ser estendidas para mostrar
que se K é um corpo de fungoes em ¢ variaveis sobre um corpo finito, entao toda forma
de grau d em mais de d'*! varidveis tem zero ndo trivial em K (veja [10]). Com a
terminologia introduzida em 1951 por Lang em sua tese de doutorado [16], corpos que
satisfazem a condi¢do acima sdo chamados Cjy;. Em 1952, Lang [17] mostrou que
Fq((X)), o corpo das séries meromérficas sobre [Fy, é Co.

Na década de 1930, Emil Artin conjecturou que se K é um corpo p-adico (uma
extensao finita de Q,), entdo K é Cy. A conjectura permaneceu em aberto até 1966,

quando Terjanian [27] mostrou que a forma

9%y, 26w, v) = f(x)+ f(y) + f(2) +4(f(t) + f(0) + f(v))

onde

flx)= xi‘ -I—m% +x§ — (x%x% —l—x%x% +x§m%) +z120m3(T1 + T2 + 73)

é uma forma de grau 4 em 18 > 42 + 1 varidveis que ndo possui zero nio trivial em
Q2. Depois disso, outros contraexemplos surgiram (veja, por exemplo, em [10]), mas
nenhum deles é uma forma diagonal. Assim, ao impor a diagonalidade sobre a forma f, a
conjectura de Artin ainda é um problema em aberto e tem intrigado muitos matematicos
mundo afora. E a essa versdo da conjectura que nos referimos quando mencionamos a

conjectura de Artin.



Introducao 2

Sejam K uma extensao finita de Q, e

f= alxil+---+asx‘§
com a; € K para i =1,...,s. Defina I';;(d) como sendo o menor inteiro positivo tal
que f =0 tem solu¢ao nao trivial em K sempre que s > I'}(d). Com essa notagao, a
conjectura de Artin afirma que I} (d) < d®+41. A conjectura foi provada ser verdadeira
para varios casos particulares e, em alguns desses casos, limitantes melhores que o
conjecturado foram determinados.

Para K = Q), a conjectura foi estabelecida para todo grau d por Davenport e Lewis
[4]. Eles também mostraram que esse limitante é o melhor possivel quando d+1 é primo.
Além disso, eles introduziram o método de contracao de varidveis que desde entdo tem
sido 1til para estudar a solubilidade de formas diagonais nao s6 em Q,, mas também em
suas extensoes finitas e, inclusive, é uma das ferramentas do nosso trabalho. Quando d é

fmpar, o trabalho de Tietévainen [29] estabelece que

I, (d) 1
: Q
limsup L =
ldfoo dlogd log?2’

indicando um limitante assintoticamente da ordem dlogyd para Fpr (d) e, portanto,
limitantes bem menores que o da conjectura sao esperados quando d é impar. Valores
exatos para I'g, (d) sdo conhecidos para d <64 (veja [13] e [1] para mais detalhes).
Quando K é uma extensao finita arbitraria de ), em 1923, Siegel [25] mostrou que
I'%(2) =5 e em 1957, Lewis [19] mostrou que % (3) = 7. Dois anos depois, Gray, entao

aluno de Lewis, [9] generalizou seu resultado para d = p primo impar, obtendo

Ik (p) <plp—1)+1

e, exceto no caso em que K é uma extensao finita de Q5, mostrou que I'i(5) = 16.
Quando p nao é um divisor de d, o Lema de Hensel [11] em conjunto com o resultado
de Chevalley [3] prova que I (d) < d*+1 e o limitante conjecturado é atendido. A
dificuldade surge quando p é um divisor de d. Até os dias atuais, o resultado geral que
chegou mais perto da conjectura foi obtido em 2020 por Skinner [26]. Ele mostrou, para

d e K arbitrarios, que
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8d°+1 sep=2,
3d+1 sep>2.

[k (d) < {

Ao especificar a ramificagdo da extensao K/Q), resultados importantes na direcao
da conjectura de Artin foram obtidos. Em 2018, Leep e Vieira [18] mostraram que a
conjectura ¢ verdadeira para K uma extensao finita nao ramificada de Q, com p > 3.
Em 2022, Miranda, Godinho e Knapp [5] garantiram a conjectura para K/Qy quadratica
nao ramificada quando d nao é poténcia de 2. No outro extremo, para K totalmente
ramificada, ha resultados interessantes quando K/Qg é quadratica. Knapp [14] mostrou

em 2019 que

I%(6) =9 para K € {Q2(v/£2),Q2(v/£10)} e

7 <T%(6) <9 para K € {Qo(v/—1),Q2(v -5},

conjecturando que I (6) = 7 para os ultimos dois casos. Em 2021, Duncan e Leep [6, 7]
mostraram que a conjectura de Knapp é verdadeira e estenderam esse resultado para

d =2m com m > 3 impar, obtendo que

3d  para K € {Qa(VE2),Qo(VEI0},
d+1 para K € {Qa(v~-1),Qa(v=5)}.

[ (d) =

Motivados, em especial, pelo trabalho de Duncan e Leep, nesta tese, nos dedicamos
a formas de grau 3m com (m,3) =1 e m > 2 em extensoes quadraticas de Q3. Nossos

resultados se resumem nos seguintes teoremas:

Teorema 1. Sejam K/Qs uma extensio quadrdtica e d =3m com m > 1 impar e
(3,m)=1. Entdo

EdJ +1 se K= QS(\@)’
Ti(d) < 3d+1  se K =Qs3(v/=3),
L%dJ +1 se K € nao ramificada.
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Teorema 2. Sejam K/Q3 uma extensao quadrdtica e d =3m com m par e (3.m) = 1.

Entao

6d+1 se K =Qs3(V3),
Id) <{ Fd+1  se K =Q3(v/-3),
14d+1 se K € nao ramificada.

Esta tese esta dividida da seguinte forma: comegamos com um capitulo com as
principais caracteristicas dos corpos locais, dando uma atencao especial aqueles que
sao extensoes totalmente ramificadas ou nao ramificadas de Q,. Terminamos com uma
caracterizacao das extensoes quadraticas. O leitor que ja tem familiaridade com a teoria
pode omitir esse capitulo. A quem interessar aprender mais sobre corpos locais e extensoes
de Qp, sugerimos os livros de Greenberg [10], Cassels [2] e Gouvéa [8].

No Capitulo 2, apresentamos as ferramentas para a obtencao dos nossos resultados.
Explicamos como reduzir o problema da solubilidade de formas sobre o corpo K ao
estudo de congruéncias médulo poténcias do uniformizador 7 e detalhamos o método de
contragao de variaveis usado para resolver as tais congruéncias.

Os capitulos 3 e 4 sdo dedicados as provas dos teoremas 1 e 2. Comegamos com o
caso K/Qs totalmente ramificada no capitulo 3 e o caso K/Qs nao ramificada é tratado
no capitulo 4. A diferenca fundamental entre os dois casos é a estrutura do corpo de
residuos, por isso a separacao se faz necessaria.

No capitulo 5, damos os primeiros passos na direcao de estender os resultados obtidos
nos capitulos anteriores, estudando o caso K/Q, quadrética d =pm com (m,p) = 1.
Como aplicagdo, obtemos que os limitantes para I';(15) e I';(6) conhecidos no caso
K =Q, valem também para quase toda K/Q, quadrética, restando apenas um caso em

aberto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Corpos locais

Um anel A é chamado anel de valora¢do discreta ou anel local se A é dominio de
ideais principais e tem um tnico ideal primo nao nulo p(A). O corpo A/p(A) é chamado
corpo de residuos de A. Como p(A) é o tnico ideal maximal de A (lembre-se que em
um dominio de ideais principais os ideais primos nao nulos sao precisamente os ideais
maximais), o conjunto das unidades de A é A\ p(A). As unidades formam um grupo
multiplicativo denotado por A* ou U(A). Uma vez que A é dominio de ideais principais,
p(A) é da forma (7), onde m é um elemento irredutivel chamado uniformizador de A.
Como p(A) é o tinico ideal primo nao nulo, segue que quaisquer dois uniformizadores séo
associados, ou seja, se m e ' sdo uniformizadores, entdo 7 = 7'u onde u € A*.

Os ideais nao nulos de A sdo da forma (7"), onde 7 é um uniformizador. Dai, se
x # 0 é elemento de A, existem tnicos n € N, u € A* tais que z = 7"u. O nimero n é
chamado valoragdo de z, denotada por v(x) e ndo depende da escolha do uniformizador
.

Seja K o corpo de fragoes de A. Entao K™ é o grupo multiplicativo dos elementos

nao nulos de K. Se z =a/b€ K™, entdo podemos escrever
="y (1.1.1)

com u € A* e v(z) =v(a) —v(b). Isso define uma fung¢ao v sobre K* com imagem no

grupo aditivo Z que satisfaz as condi¢des abaixo:

a) v(zy) =v(z)+v(y) (v é homomorfismo de grupos)
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b) v(z+y) = min(v(z),v(y))

para quaisquer z,y € K*. Por convencao, tomamos v(0) = +00 e v passa a ser uma
funcdo de K em ZU {+oo}.

No geral, uma funcao v : K — RU{+o00} com as propriedades a) e b) acima, é
chamada uma valoragio. Quando v(K™) é discreto, v é dita uma valoragdio discreta.

Se A é anel de valoracao discreta e v é definida como em (1.1.1), observe que
A={zxe K :v(z) >0} ep(A)={r e K :v(z)>0}.

Assim, o conhecimento da funcao v determina o anel A. Dal vem o nome anel de
valoragdo discreta e dizemos que v € a valoracdo associada a A.

Uma valoragdo v em um corpo K define um valor absoluto nao-arquimediano |- | em
K fazendo

0 sex=0

a’®)  se x £0,
|| =

onde a € (0,1). Escolhas diferentes para « levam a valores absolutos equivalentes.
O conjunto V(K) = {v(z) : x € K*} CR é um subgrupo aditivo de R chamado grupo
de valores de K. Quando a valoragao v é discreta, V(K) é discreto e dizemos que o valor

absoluto |-| é discreto.

Exemplo 1.1.1. Fize um primo p € Z. Para cada n € Z, n# 0, seja vy(n) o dnico
inteiro ndo negativo satisfazendo n=p*™u com ptu. Além disso, tome vp(0) = +o0.
Para x =a/be Q*, fazemos vy(x) = vp(a) —vp(b). Isso define uma valoragio discreta
vy : Q — ZU {400}, chamada valoracio p-ddica. A partir de vy, definimos o valor
absoluto p-ddico de x € Q™ por

|$|p:p_vp(m) € |0|p:0-

O walor absoluto |-|, assim definido é nao-arquimediano e discreto sobre Q.

Reciprocamente, se |-| é um valor absoluto ndo-arquimediano discreto definido em
um corpo K, escolha uma constante ¢ € (0,1) e considere a fungao v: K — RU{+o0}
definida por || = "™ para 2 € K* e v(0) = +00. v assim definida é uma valoracio

discreta em K. O conjunto

Og={xeK:|z|<1}={zr e K :v(x)>0}
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¢ um anel de valoragao discreta que tem v como valoragao associada e K é o corpo de

fracoes de Ok . Além disso, o conjunto
pg={r €K :|z|<l}={ze K :v(x)>0}
é o ideal primo néao nulo de O e

k= OK/]JK

é o corpo de residuos de O.

Concluimos portanto que todo corpo munido com um valor absoluto nao-arquimediano
discreto é o corpo de fracdes de um anel de valoragao discreta. Frequentemente, nos
referimos a um uniformizador de Ok como uniformizador de K e ao corpo de residuos

de Ok como corpo de residuos de K.

Exemplo 1.1.2. Se K =Q e ||, € o valor absoluto p-ddico, o anel de valoragcdo de
Q € Zy)={a/beQ : ptb} com ideal primo pZy) ={a/b€Q : ptbepla} ep é um
uniformizador de Z,y. O corpo de residuos de Q é

Ly | DLy ~ L pZ ~ T

Veremos a sequir que o fato do corpo de residuos de Q ser finito é uma propriedade

especial dos chamados corpos locais.

Agora, se K é um corpo munido de um valor absoluto |-|, entdo existe um tnico
corpo K D K que completa K, ou seja, K tem um valor absoluto || - || que estende o valor
absoluto de K, K é denso em K e K ¢ um corpo completo em relacio a || - ||. Quando

|| é discreto e nao-arquimediano, || - || também o é.

Defini¢ao 1.1.3. Um corpo K é chamado corpo local se K é localmente compacto com

respeito a um valor absoluto néo trivial |-| em K, ou seja, o conjunto
{reK :|z|<c}

¢ compacto para todo ¢ > 0.

Essa condi¢ao da a K varias propriedades interessantes. Por exemplo, todo corpo local
K é completo (toda sequéncia de Cauchy em K é convergente). A proposigao a seguir

determina que corpos locais munidos de um valor absoluto nao trivial e ndo-arquimediano,
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sao precisamente os corpos completos, com valor absoluto discreto e com corpo de residuos

finito. Uma prova pode ser encontrada em [20], Capitulo 25, Proposi¢ao F1.

Proposicao 1.1.4. Se K é um corpo local com respeito a um valor absoluto ndao trivial

e nao-arquimediano |-|, entdo
a) K é completo com respeito a |- |
b) |-| € discreto
c) O corpo de residuos de K é finito.

Reciprocamente, se |-| é um valor absoluto nao trivial e ndo-arquimediano em um corpo

K satisfazendo a),b) e c), entao K € corpo local.

Exemplo 1.1.5. Q munido do valor absoluto p-ddico nao é completo. O completamento
de Q em relagio a ||, € chamado corpo dos nimeros p-ddicos e denotado por Q. O
anel de valoragdo de Q, € denotado por Z, e chamado anel dos inteiros p-ddicos, cujo
ideal mazximal é pZy, e o corpo de residuos € Zy/pZy ~Fy. Pela proposi¢ao anterior, Q,

¢ um corpo local.

Observacao 1.1.6. Uma propriedade especial dos corpos K completos com respeito a
um valor absoluto nao-arquimediano é que uma série Zan em K ¢é convergente quando
limy, 00| an | = 0. Isso acontece porque a propriedade nado-arquimediana garante que a
sequéncia das somas parciais da série seja de Cauchy (e, portanto, convergente em K)
quando |a, | tende a zero. Isso é 1itil para obtermos um importante resultado em corpos

locais exibido na proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.1.7. Sejam K wum corpo local com uniformizador m e R um conjunto de
representantes de k = Ok /(7). Entao, todo elemento a € Ok pode ser escrito de forma

unica como

a= Z anpm"

n>0

com ay, € R. Além disso, toda série da forma Z a7 com a, € R converge a um
n>0
elemento de O .

Demonstragio. Seja a € O. Entdo existe um tinico ag € R tal que a — ag € (7), ou seja,

a=ag+bim, com by € Og. Da mesma forma, b; pode ser escrito de forma tinica como
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by =ay+bom® comas € R e by € Ok e logo a=ag + ay7 + bom2. Repetindo esse processo

recursivamente, obtemos para cada n € N,

a=ag+arm+- 4 apm + by m !
n .
com a; € R parai=0,...,n e bp+1 € Ok. Isso define uma soma parcial S, = Zamz tal
=0

que

|a—Sn| _ ‘bn+17rn+l‘ < ’Wn—i—l‘
., . n+ly - ;. n
ja que |bp+1| < 1. Como nhﬁnolo| 7| =0, segue da Obervacao 1.1.6 que a série Z ap T

n>0
converge para a. Isso mostra a primeira afirmacao da proposicao.

Agora, se Z ap7" é uma série com a; € R, uma vez que
n>0

lim |ap7"|= lim |7|" =0

e | -] é ndo-arquimediano, usamos a Observagao 1.1.6 mais uma vez e Z apT'" converge
n>0
para a € K.

Como a; € OF para todo i, temos |a;| =1 e |a;7'| < 1 para i > 0. Dai, para cada
neN,
| Sp|=las+arm+---+apm"| < max{|a,,-7ri|}:1,

0<i<n

Como S,, converge para a, existe ng € N tal que |a— S, | <1 para n > ng. Assim,
la|=|a— Spy+ Sng | <max{|a—Sy,|,|n, |} <1

Isso mostra que a € O e conclui a prova. O

1.2 Extensoes finitas de Q,

Seja K /FE uma extensao de corpos de grau n. Dado « € K, considere
flz)=2°+as 1251+ 4ag € Elz]
o polinémio minimal de o sobre F. Defina a norma de o em E como sendo

Ngyp(a) = (=1)"ag
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onde 7 = [K : E(a)]. Isso determina uma fun¢do Ng/p : K — E chamada norma de K
em E. Essa funcao tem varias defini¢oes equivalentes e propriedades interessantes que
nao vamos abordar aqui. No nosso estudo, ela é usada para estender o valor absoluto de

FE para K no teorema abaixo.

Teorema 1.2.1. Seja E um corpo completo com respeito a um valor absoluto |-|. Se

K/E ¢é uma extensao de grau n, podemos estender |-| a um inico valor absoluto em K

la| = /| Ng/e(a)l,

com respeito ao qual K é completo.

fazendo, para o € K,

Demonstragio. Veja [20], Capitulo 23, Teorema 4. O

Se K/E é uma extensao finita e E é corpo local, K é, naturalmente, munido de
um valor absoluto nao-arquimediano discreto pelo teorema anterior. Dai, Ok é anel
de valoracao discreta com ideal primo px e o corpo de residuos de K é uma extensao
do corpo de residuos de E. E facil ver que essa extensdo tem grau menor ou igual a
[K : E] (basta notar que uma combinacao linear nao trivial de elementos de K sobre E
determina uma combinagao linear nao trivial de elementos de Ok /pg sobre Op/pg).
Assim, extensoes de corpos locais sdo também corpos locais. O teorema abaixo nos diz

que todo corpo local de caracteristica zero ¢ uma extensao finita de Q.

Teorema 1.2.2. Seja K um corpo local com um valor absoluto |-| ndo-arquimediano. Se
K tem caracteristica zero, entao K é uma extensdo finita de Q, onde p € a caracteristica
do corpo de residuos de K e |-| é equivalente a unica extensao do valor absoluto p-ddico

|-|p em K.
Demonstragio. Veja [20], Capitulo 25, Teorema 1. O

Extensoes finitas de Q,, sao chamadas corpos p-ddicos e ¢ sobre eles que nossos objetos
de estudo serao definidos. A partir de agora vamos explorar algumas das propriedades
dos corpos p-adicos que serao uteis nos capitulos seguintes.

Se K/Qp é uma extensao de grau n, podemos usar o Teorema 1.2.1 para estender o
valor absoluto p-adico a K. Dado a € K, como NK/Qp(a) € Q) existe um tnico v € Z
tal que [ Nk q,(a)lp =p~". Dai,

| = {/[ Nijg, (@) lp = Yp =p~n
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Isso nos leva a definir a valoragao p-ddica em K: para x € K, x # 0, definimos vy (z)
como o tnico racional satisfazendo |z | =p~ @) ¢ vp(0) = 00. v, assim definida é uma
valoracao discreta. Observe que v,(K ™) = V(K) é um subgrupo de %Z. Dali, existe um
inteiro positivo e que divide n tal que v,(K™) = %Z. O nimero e assim determinado é

um invariante da extensao K/Q, e recebe um nome na defini¢ao abaixo.

Definicdo 1.2.3. Seja K/Q), uma extensao de grau n. Definimos o indice de ramificagao
de K sobre Q, como sendo o tnico inteiro positivo e = e(K/Q,) dividindo n tal que
up(K*) = {Z.

Os uniformizadores de K sao, precisamente, os elementos com valoragao p-ddica 1/e.
De fato, seja € K um uniformizador. Entdo px = (7). Se aw € K* é tal que vp(ar) =1 >0,
entdo a € px e logo, 7 divide a. Dai, vp(m) < vp(a) = 2. Como v,(K ™) = L1Z, segue
que vp(m) = 1/e. Reciprocamente, como elementos com mesma valoragao sao associados
(se vp(a) = vp(b), entdo vy(a/b) =0, ou seja, a/b € Of) segue que se o € K ¢é tal que
vp(a) =1/e, entdo a também é um uniformizador.

Pelo Teorema 1.2.2, k = O /(m) é uma extensao finita de F,, e definimos um outro

invariante de X com base nessa extensao.

Definicdo 1.2.4. O grau da extensao k/F), é chamado grau de residuos de K e é denotado

por f = f(K/Qp).

Sempre que nao houver risco de confusao, vamos escrever apenas e e f para denotar o
indice de ramificacdo e o grau de residuos, respectivamente. O teorema abaixo relaciona

os invariantes e e f com o grau da extensao K/Q,.
Teorema 1.2.5. Seja K/Q, uma extensdo de grau n. Entaon=ef.

Demonstragio. Seja m um uniformizador de K. Como k = Og/(m) ~F s, podemos

pf
escolher 8= {ai,...,as} C Ok tal que f={ai,...,as} C k ¢ uma base de k sobre F,
onde T € k é a imagem de x € O pela proje¢ao natural x — =+ ().

Primeiramente, mostremos que 3 ¢ [.i. sobre Q,. De fato, se 8 é um conjunto [.d.,

em particular, existem \; € Z;, com pelo menos um deles em Z; tais que
atA+---+aphy =0.

Moédulo 7, isso determina uma combinacao linear nao trivial dos @;’s sobre I, o que

contradiz a independéncia linear 3 sobre F).
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Vamos agora mostrar que
B ={am :1<i<f,0<j<e—1}
¢ uma base de K sobre Q) e isso ¢ suficiente para obter n = ef e concluir a prova do
teorema.

e 3" é 1. sobre Qp.

Se e =1, ' = B e nada temos a fazer. Suponha que e > 1. Similarmente ao que
fizemos para 3, se 8’ é um conjunto [.d. sobre Qy, entdo existem \;j € Z, com pelo

menos um deles em Z, tais que
Z)\ij@iﬂj =0. (1.2.1)
0,7

Modulo 7, temos

> Nig@i=0=Xp=0,Vie{l,...,f}
i

ja que 8 é base de k sobre F. Dai, \jp € (p) = (7). Dividindo a equagao (1.2.1)

por 7, obtemos
0= Z)\Z‘jaﬂr‘j_l = Z()\Zmr_l)ai + Z)\“ai + Z Z /\ijaiﬂj_l.
2,7 7 7 i j>2

Como e > 1, N ! € (7). Dai, médulo 7, temos
inlai =0
i

e, de novo, pela independéncia linear de 3 sobre F,, temos A1 =0 em Fp, ou seja,
Ai1 € (p) para todo i € {1,..., f}.

Repetindo o argumento acima e — 1 vezes, obtemos \;; € (p) para todo i e j, o que

contradiz o que assumimos em (1.2.1).

o 3" gera K sobre Q,.

Seja z € Ok. Entao, para T € k, existem A1g,...,Arg € Zj tais que

[ f
T = Z)\ioﬁi == Z)\ioai +bi
=1 =1
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com by € Ok. Fazendo o mesmo para by, obtemos

/ / /
b = Z Ail@; +bom = & = Z Aio@; + T Z Ai1a; + b27T2
=1 i=1 =1

f
= Zai(/\io +7T>\i1) + b271'2
i=1
com by € Ok. Repetindo esse processo, obtemos
T = Z a; Z Aija;m?
=1 =

Agora note que, para cada i fixo,

00 e—1 2e—1
Z)\Z‘jﬂ'j = Z)\ijﬂ'j-i-ﬂe Z )\ijﬂ'j_e-i-
Jj=0 Jj=0 J=e
00 (k+1)e—1
_ Zﬂ_ke Z )\Z]ﬂ_j ke
k=0 j=ke

Fazendo a mudanca de indices j' = j — ke, temos

ZAW Zp 5 A

k=0 ]l_O
e—1 y
Como A;(jr_ge) € Zp, temos Z Aij—ke)™ = bi € Ok pela Proposi¢io 1.1.7. Dal,
7'=0
Zp ZA _key™ =Y D bix
k=0 j5/=0 k=0

é uma série convergente pela Proposicao 1.1.7. Assim, podemos trocar a ordem dos

somatorios e temos
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com y;jr € Zy. Assim,

fooox . .
T = Zai Z )\ijaﬂj = Zam]yij.
i=1  j=0 i,
Isso mostra que 3 gera Ok . Por fim, se v € K \ O, existe n € N tal que zp™ € O.
A combinagdo linear de 8’ sobre Z, que gera zp™ determina uma combinagao linear

sobre Q, que gera x.
Isso conclui a prova do teorema. O

Definicao 1.2.6. Seja K/Q, uma extensdo de grau n com indice de ramificacao e.
Dizemos que K é ramificada se e > 1 e nao ramificada se e =1. Se e =n, K é dita

totalmente ramificada.

Sabemos da teoria de corpos que se K/Q, é uma extensdo finita, entao existe o« € K
tal que K = Qp(«v). Identificar o elemento « a ser adjuntado pode nos ajudar a entender
mais sobre como sdo os elementos dessas extensdes. Veremos que quando K é nao
ramificada ou totalmente ramificada, podemos obter mais informacoes sobre qual o € K
escolher.

Vamos comecgar com as extensoes totalmente ramificadas.

Proposicao 1.2.7. Seja K/Q, uma extensdo finita totalmente ramificada. Entio K =

Qp(m) onde m é um uniformizador. Além disso, w € raiz do polinémio
flz) = 2" +ap_12" "+ arx +ag € Zy[7]

que satisfaz as condigoes do critério de Eisenstein, ou seja, p|a; para 0 <i<mn e
pQJ(ao. Reciprocamente, se uma extensio K/Q, € obtida adjuntando uma raiz = de um
polinomio de Eisenstein de grau n sobre Q, entio K ¢é totalmente ramificada e ™ é um

uniformizador.

Demonstragio. Sejam m um uniformizador de K e r=[K : Qp(7)]. Como K é totalmente
1
ramificada, temos || =p 7. Seja f(z) = 2° +as_ 1251 +--- +ag o polindmio minimal

de m sobre ). Pelo Teorema 1.2.1, temos:

pn =7 = (=)ray| = Va0l = laol.
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/
Como ag € Qp, |ag| é uma poténcia inteira de p, digamos p” . Dal,

/

~

_ 1 r /
—=—=5s5=-nr
n S

p

r
s

S|=

e como s | n devemos ter s =n, |ag| =p ' e K =Qy(n).

Agora, para mostrar que f(z) satisfaz o critério de Eisenstein, sejam w1 = 7,79, ..., 7, €
Q, (o fecho algébrico de Q,) as raizes de f(z). Como f(x) = irrg,(m;) para todo
i €{1,...,n}, segue que N q,(mi) = N/, () e, portanto, |m;| = |7 | <1 para todo i.
Como f(z) = (x—m1)---(x —my), os coeficientes de f sdo somas de produtos dos 7;’s
e logo, devemos ter |a;| <1 para 1 >4 < n. Concluimos, portanto, que a; € Z, para
0<i<ne

* laol=p" = plag e p*tao,
e |aij|<1=pla; paral>i<n.

Isso mostra que f(z) satisfaz as condigoes do critério de Eisenstein.
Reciprocamente, seja m raiz de um polinomio f(x) € Z[z] de grau n satisfazendo o

critério de Eisenstein. Entao f é irredutivel e dai K = Q) (7) tem grau n.

Agora, se ag é o termo independente de f,

(7l ={/lao] = {/p~t = wvp(n) =4
= Ly, (K*)

= v(K*)=1Z

e K/Q, é totalmente ramificada. O

No caso particular em que p{n, podemos ir mais longe e determinar o polindémio de

Eisenstein em questao.

Observagao 1.2.8. Explorando um pouco das propriedades analiticas de @), pode-se

mostrar que se a € Zy, e |z |, <1 (ou seja, x € pZ,), a série

Bla,z) = i (O‘>x"

n=0 n
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1) — 1
onde (a) = afa—1) '(a nt+l) ¢ convergente em ), e podemos definir
n n.

(14+2)* :=B(,2)

(veja [8], Secao 5.9 para mais detalhes). Com isso, podemos computar poténcias inteiras

p-adicas dos elementos de 1+ pZ,,. Isso vai ser importante na prova da proposicao abaixo.

Proposicao 1.2.9. Seja K/Q, uma extensdo totalmente ramificada de grau n e suponha
que p{n. Entio K pode ser obtida adjuntando a Q, uma raiz de um polinémio da forma

" —pu ondeuezg.

Demonstracio. Como K ¢é totalmente ramificada, pela Proposicao 1.2.7, K = Q,(f),
onde (3 é tal que vy(5) =1/n e é raiz de

f(z)=a"+ap_12" 1+ +ag

com vp(ag) =1 e vp(a;) > 1 parai=1,...,n—1. Podemos escrever —ag = pu com u € Z,
e temos
B —pu=p"+ag=—B""tap_1— — Bai.
Como p|a; parai=1,....n—1 e f € Ok, podemos escrever 3" —pu = fpa com
a € Og. Dali,
up(B" —pu) = vp(B) +vp(p) +vpla) = %"" 1

_1_
18" —pu| <p nt

=
= g—ﬁ—l‘§p7%<1
= g—}ﬁel%—pr.

Como % € Zy, (pois p{n por hipétese), pela Observagao 1.2.8, temos

1
pu”
(5) =rem
Assim, 33’ € K ¢ tal que

(55')" = 5" 55 =
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Como ' € Zy, temos K = Q,(8) = Q,(B5"). Isso conclui a prova. ]

Observacao 1.2.10. Extensoes satisfazendo as hipdteses da proposi¢ao anterior sao

chamadas monotonamente ramificadas.

No caso de extensoes nao ramificadas, conseguimos uma descricao mais simples. De
fato, para cada n inteiro positivo, existe uma tnica extensao nao ramificada de Q, de
grau n, a saber, o corpo de decomposicao do polindémio x¢ —x onde ¢ = p". Para mostrar

isso, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Teorema 1.2.11 (Hensel). Sejam K uma extensao finita de Q, e m um uniformizador.

Seja f(x) =ap+arx+---+anx" € Okz]. Suponha que exista a; € Ok tal que
fla1)=0 (mod 7) e f'(a1) #0 (mod 7)

onde f' é a derivada formal de f. Entdo existe a € O tal que a = a1 (mod 7) e
f(@) =0.

Demonstragio. Vamos usar indugao para construir uma sequéncia de Cauchy (ap)n>1
em Ok de modo que o limite da sequéncia a € Ok satisfaca as condi¢oes do teorema.

Mais especificamente, queremos (ay,)p>1 em O tal que, para cada n,
(i) f(an)=0 (mod 7™),
(il) apt1 =y (mod 7).

Por hipdtese, a1 é o primeiro termo da sequéncia. Suponha ja determinados o
para i <n. Em particular, existe ay, € Ok tal que f(a,) =0 (mod ™) e ay, = ap—1
(mod W”fl). Vamos encontrar t € O tal que a1 = ay, +t7"" seja o préximo termo da
sequeéncia.

Uma vez determinado ¢, por construgao, a,4+1 ja satisfaz a condigao (ii). Para a

condigao (i), primeiro observe que dados z,y € Ok, podemos escrever

flx+y) = flx)+ f(@)y+c(z,y)y’

(para ver isso, basta computar f(x+y) usando a expansao binomial e agrupar os termos

de forma conveniente). Dal temos:
flant1) = flan+t7") = flon)+ f/(an)tﬁn +c(an,t7rn)t27r2n

= flan)+ f(apn)7™t  (mod x"*1).
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Como as duas parcelas da soma acima sao divisiveis por 7", ay, 41 satisfaz a condicao

(i) quando

flom)

7TTL

+ f'(ap)t=0 (mod 7) = tE—M (mod ).

[ (am)m™
E facil ver que existe t € Ok satisfazendo a equacdo acima, uma vez que

oi=a;1 (mod7) = o;=a; (mod ) paratodoi<n

= fllan)=f'(a1) Z0 (mod 7).

Isso mostra que a sequéncia (ay,)p>1, como querfamos, pode ser construida.

1
Agora, dado € > 0, existe ng € N tal que e < e. Dai, por (ii),

1
apt1 = (mod ) = |apt1 — oy | S]%<€'

para todo n >n, e (ap)p>1 € uma sequéncia de Cauchy, cujo limite a é tal que f(a) =0
pela continuidade de f e a € Ok, pois cada «; € O

Por fim, « =« (mod 7) por construgao e isso conclui a prova do teorema. O]

O Teorema 1.2.11 é uma das varias versoes do conhecido Lema de Hensel que foi
provado originalmente por Hensel [11] em 1908 e desde entdo tem sido uma ferramenta
para varios resultados importantes na Teoria dos Numeros. No capitulo seguinte, vamos

ver uma versao diferente que sera usada na prova dos resultados dessa tese.

Corolario 1.2.12. Seja K uma extensdo finita de Q, com grau de residuos f. Entdo

Ok contém o grupo ciclico das raizes (pf —1)-ésimas da unidade.

Demonstragio. Seja 0 #a € k= O /(w). Como k™ é um grupo ciclico de ordem ¢—1

com q = pf, a ordem de @& divide ¢ —1 e logo, @ ¢ raiz de
f(z) =271 -1 € klx]. (1.2.2)
Escolha o € O tal que a; =@ (mod 7). Entao:

fla)=0 (modn)e f/(a1)=(g—1)al?£0 (mod r).
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pois ¢ — 1, a; & (m). Pelo Teorema 1.2.11, existe o € Ok tal que f(a) =0, ou seja,
a9t = 1. Percorrendo todos os elementos @ € k, obtemos pf — 1 elementos distintos em

Ok (pois sao diferentes modulo 7) satisfazendo (1.2.2). Isso mostra o corolario. O

Proposicao 1.2.13. Para cada n ha exatamente uma extensao nao-ramificada de grau

n que € obtida adjuntando a Q, uma raiz primitiva (p" —1)-ésima da unidade.

Demonstracao. Seja [ um gerador do grupo multiplicativo IFqX comqg=p"e

f@)=a"+a, 12" - Fag € Fplz]

o polindémio minimal de 3 sobre F,. Para cada i, escolha a; € Z), tal que a; =@; (mod p)
e escreva f(r) = 2" +an_12" " 4+ a5 € Zy[r]. E claro que f é irredutivel sobre Q,,
pois uma fatoragio de f em @, determina uma fatoragdo de f moédulo p.

Seja « € @p uma raiz de f. Entao K = Qp(«) é uma extensao de grau n de Q. Se 7
é o uniformizador de K, entdo a reducao de a médulo 7 é uma raiz f médulo 7. Dai,
Ok /(m) :Fp] =n e K é nao ramificada. Falta mostrar que podemos escolher a como
sendo uma raiz primitiva (p" — 1)-ésima da unidade.

Pelo corolério anterior, K contém todas as raizes (p" — 1)-ésimas da unidade. Dai, se

¢ é raiz primitiva (p" — 1)-ésima da unidade, entao

Qp CQp(¢) C K.

Como ¢ é um gerador de IFQX, o corpo de residuos de Q,(¢) sobre Q, deve conter IF,.
Assim, n = [K : Qp] > [Qp(C) : Qp] > n. Isso mostra que K = Q,((). O

Vamos fechar essa secdo com um importante resultado que determina uma forma de
obter uma extensao qualquer de grau n através de uma torre de extensoes, uma nao
ramificada e uma totalmente ramificada. Para entender a prova, precisamos estender
a nogao de extensao totalmente ramificada para K/F uma extensao de corpos locais
qualquer (fizemos apenas no caso £ =Q,). E a nogao é andloga: K/FE ¢ dita totalmente

ramificada se o corpo de residuos de K ¢ igual o corpo de residuos de E.

Teorema 1.2.14. Seja K/Q, uma extensdo de grau n, indice de ramificagio e e grau de

residuos f.

a) Se Ko € a unica extensio de Q, ndo ramificada de grau f, entao Q, C Ko C K e
K /Ky é totalmente ramificada de grau e.
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b) K = Ko(m) onde m é um uniformizador de K sobre Kjy.

Demonstragio. a) Pelo Corolério 1.2.12, K contém as raizes (p/ — 1)-ésimas da unidade.
Em particular, K contém Ky = Q,(/), a tnica extensdo ndo ramificada de grau f de Q.
Dai, Q, C Ko C K e [Ko:Qp] = f. Isso implica que [K : Ko] =e e K/Kj é totalmente
ramificada ja que K e Ky possuem corpos de residuos iguais.

b) Sejam m um uniformizador de K e p(z) = 2%+ ag_1297 1 + -+ ag € Ko[z] o
polinémio minimal de 7 sobre K. Seguindo os mesmos passos que demos na prova da

primeira parte da Proposigao 1.2.7, mostramos que d =e e K = Ky|r]. ]

Observagao 1.2.15. K\ conforme o teorema acima é chamado subcorpo mazimal nao

ramificado de K e de fato, ¢ o maior subcorpo de K nao ramificado sobre Q).

Usando o teorema anterior e o Lema de Krasner ([8], Teorema 6.8.2) é possivel mostrar
que dado n um inteiro positivo, hd uma quantidade finita de extensoes de QQ, de grau n
e, de fato, determinar todas elas em fungao dos polindmios geradores (cujas raizes geram

a extensao K'). Para mais detalhes, veja [8].

1.3 Caracterizacao das extensoes quadraticas

O objetivo dos préximos capitulos serd estudar formas diagonais sobre extensoes
quadraticas de Q, com p impar. Os resultados da se¢ao anterior nos permitem uma
caracterizagao completa dessas extensoes.

Seja p um primo impar. Considere a composicao das projecoes canonicas

mod xX\2
o1z —dD g (mod (F; )7) V()2

Como ¢ é sobrejetiva (pois é composicao de fungoes sobrejetivas), pelo Teorema dos

Isomorfismos de Grupos, temos
Z) [kerp =T /(F))%.

E facil ver que (Z;)2 C ker . Por outro lado, dado b € ker ¢, existe b € (IE";)2 tal que
b=b (mod p). Dai, existe o € F); raiz de f(z) = 2% —b médulo p. Como

fla1)=0 (mod p) e f'(a1) =221 Z0 (mod p),

pelo Teorema 1.2.11, existe a € Z, tal que o? =b. Assim, b€ (Z;;)2 e kerp = (Z;)?
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Agora, como IF; é grupo ciclico de ordem par, x € ]F; é quadrado se, e somente se, é
uma poténcia par de um gerador e, portanto, F’ / (IF;)2 ~ 7./27Z. Com isso, concluimos
que

2
Ly [(Zy)" ~17/2Z

e qualquer u € Z; tal que v (mod p) ndo é residuo quadratico e é um representante para
a a classe nao trivial de Z/27Z.

Vamos usar a discussao acima para determinar os quadrados em Q;(.

Lema 1.3.1. Seja p # 2 um primo. O grupo quociente @;/(Q;;)Q tem ordem 4 e dado
u € Z; tal que u (mod p) ndo € residuo quadrdtico, o conjunto {1,p,u,up} € um sistema

completo de representantes de Q;/(Q;)Q.

Demonstragio. Sabemos que todo x € Q, pode ser escrito de forma tnica como p"u com

neZeuc Z;;. Isso determina um isomorfismo

¢:Q, — Z, x Z definido por ¢(p"u) = (u,n).

X

b )2 se, e somente se, n é par e u € (ZX)2. Dai,

E facil ver que z € (Q P

2 2
(Q;) ~ (Z;) x 27.
Assim,

Q /(@) = (2 /(Z3)?) x 2/2Z ~ Z,/2L x L./ 2L.

Dado u € Z; que nao ¢é residuo quadratico modulo p, um conjunto de representantes
para o termo do meio da expressao acima é {(1,0),(1,1),(u,0),(u,1)}, o que, em Q;,

determina um conjunto da forma {1,p,u,up}, como querfamos. O]

Sejam p um primo fmpar e K/Q), de grau 2. Entao K = Qp(\/a) onde d € Q, ndo é
um quadrado em Q) (isso é verdade para qualquer corpo de caracteristica zero, nao sé
para Q). Pelo Lema 1.3.1, se d ndo é um quadrado, ele assume uma das seguintes trés
formas:

pa?, ua® ou pua?

onde u,x € Z; e u nao é residuo quadratico médulo p. Assim, uma vez escolhida a

unidade u, as extensoes quadrédticas de Q,, serao

Qp(v/p), @z?(\/a) e Qp(v/pu).



1.3 Caracterizacao das extensoes quadraticas 22

Vamos agora determinar a ramificagao das extensoes quadraticas de Q,. Primei-
ramente, como n =2, temos e =1 ou e =2, ou seja, K/Q, ou é nao ramificada ou é
totalmente ramificada. Da Proposicao 1.2.13, exatamente uma delas é nao ramificada.

Quando e =2, temos p1e pois p é impar. Dai, as extensoes totalmente ramificadas
quadraticas de Q, sao, na verdade, monotonamente ramificadas e podemos aplicar a
Proposigao 1.2.9 para determind-las: sdo da forma Qp(v/a) onde « é a raiz de 22 —pu,
com u € Z;, ou seja, K = Qp(y/pu). Se u é quadrado em Z,, entdao K = Q,(1/p) e se u
nao é quadrado em Z,, entdao podemos supor que u (mod p) nao é residuo quadratico e
K =Qp(vpu).

Assim, a terceira extensao, Qp(v/u) com u (mod p) ndo residuo quadratico, é, neces-

sariamente, a extensao nao ramificada de Q.

Exemplo 1.3.2. Fize p=3. Entio —1 € Z3 nao ¢é residuo quadrdtico médulo 3. Assim,
existem exatas trés extensoes quadrdaticas de Qs, a saber, as totalmente ramificadas @3(\/§)

e Q3(v/=3) e a ndo ramificada Q3(v/—1). Pela Proposicio 1.2.13, Q3(v/—1) ~ Q3(&)

onde & é uma raiz 8-ésima primitiva da unidade.

Observacao 1.3.3. Quando p = 2, usando uma versao do Lema de Hensel um pouco
diferente da apresentada no Teorema 1.2.11, mostra-se de forma analoga ao que fizemos
no caso p fmpar que u € Z5 é quadrado em Zs se, e somente se, © =1 (mod 23). Dai,
75 )(Z5)? ~ 787 ¢ QF /(QF)? ~ (Z/27)% é um grupo com oito elementos gerado por
trés classes, representadas, por exemplo, por 1, 5, e 2. Assim, existem sete extensoes

quadraticas de QQo, a saber,

Qa2(v=1), Qa(VE2), Q2(VED), e Q2(VE10).

Para mais detalhes, veja [8], Se¢ao 4.6.



Capitulo 2
Resultados auxiliares

Seja K/Q, uma extensao de grau n, com anel de valoracdo O, uniformizador T,

indice de ramificagao e e corpo de residuos k ~ ;. Considere a forma diagonal
f=aizd+ - +asu? (2.0.1)

com coeficientes a; € Ok e escreva d =p"m com (p,m) = 1.
Nosso trabalho se resume a estudar a solubilidade de f =0 em K sob condigoes
pré-estabelecidas. Nesse capitulo, vamos explorar importantes resultados ja conhecidos

na literatura que servirao como ferramentas para os resultados subsequentes.

2.1 O Lema de Hensel

O primeiro resultado é uma versao do Lema de Hensel diferente da que vimos no
Teorema 1.2.11 e mais especifica para o nosso trabalho. Ele pode ser obtido como
corolario do teorema a seguir.

Teorema 2.1.1. Sejam p um nimero primo, d=p m com (p,m)=1 e b,c€ O, onde

K ¢ uma extensao finita de Qp, com indice de ramificacio e. Defina

1 se T =0;

= {erLeT—i—l seT > 1.
p—1

Suponha que a congruéncia cx’=b (mod 7r5) tem uma solugao a € Ok para algum § > .

5—}—1) (5—67’)‘

Entio a congruéncia cz® =b (mod 7 tem uma solugao t onde t =a (mod 7

Consequentemente, a equagdo cx® =b tem solugao em O .
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Demonstragio. Veja [18], Teorema 2.3. O

Definicao 2.1.2. Sejam f = alxil+---+asx§l, com a; € Ok e t um inteiro positivo.

Dizemos que uma solucdo (b1,...,bs) com by,...bs € O para f=0 (mod 7') é ndo-

singular, se a;b; #0 (mod 7) para algum i € {1,...,s}.

Suponha que (by,...,bs) seja uma solu¢do nao-singular para f =0 (mod 77). Sem
perda de generalidade, podemos supor a1b; 0 (mod 7). Tome ¢ = —(aghl + - - - + asb?).
Entdo b € O é solugio de a12? = ¢ (mod 7). Pelo Teorema 2.1.1, existe b € Ok tal
que ab? = ¢ em Ok. Dali, (b,ba,...,bs) é solugdo para f =0 em Og. Isso mostra o

corolario abaixo.

Corolario 2.1.3 (Lema de Hensel). Sejam f = ajzd+---+asa?, a; € O com d ey
definidos como no Teorema 2.1.1. Se f =0 (mod 77) tem uma solugao nao-singular,

entao f =0 tem solugdo nao trivial em K.

Isso reduz nosso estudo a solubilidade de congruéncias modulo poténcias do uniformi-

zador 7.

2.2 m-normalizacao

Como queremos resolver uma congruéncia médulo 77, é de grande utilidade sermos
capazes de estimar quantos dos coeficientes de f nao sao divisiveis por #7. O processo
de m-normalizagao, introduzido por Davenport e Lewis em [4], nos permite obter essa
informacao.

O método consiste em agrupar as formas diagonais

d d
f=a1x{+ - +asx
com a; € Ok, em classes de equivaléncia, destacando um representante especial que
possui a estimativa sobre os coeficientes que procuramos.
Dizemos que duas formas f e g sao equivalentes se existe uma mudanca de variaveis

x; = l;z}, com I; € O que transforma f em um miltiplo de g, ou seja,

f(lizy,...,lsxs) = Lg(xy,...,x5)

com L € Og. Naturalmente, se f =0 tem solugao nao trivial em O, o mesmo acontece
com ¢ = 0 para toda forma ¢ equivalente a f. E ficil ver que essa é uma relagio de

equivaléncia.
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Vamos agora determinar um representante conveniente. Sejam x uma varidvel de
uma forma diagonal f e a € Ok o coeficiente de x. Vimos no Capitulo 1 que a pode ser
escrito unicamente como a = 7" u com u € O e r >0 (essa ¢ uma propriedade de anéis
de valoracdo discreta). Se r > d, entdo existem ¢ € Z e 0 <1’ < d tais que r = dq+1'.

Fazendo a mudanca de varidveis y = 7%z obtemos

/

! /
d dq+r xd = un” (qu)d —un" yd.

ar® = ur"z? = ur

Como essa substituicdo transforma f numa forma equivalente via a relacdo que

definimos acima, vamos escolher um representante para a classe de f cujos coeficientes
sejam todos da forma a; = 7"u;, 0 <r <deu; € O.

Seja m; o nimero de varidveis de um tal representante g cujo coeficiente é da forma

7y com u € O. Entao mg+---+mg—1 = s e podemos escrever
— d—1
g=go+mgr+ - +7T" "ga—1

onde g; é uma forma diagonal de grau d e m; varidveis, com coeficientes em Q. Vamos
nos referir a ¢ como o nivel das variaveis de g;. Se ¢ € Ok é o coeficiente de f que

acompanha uma variavel x no nivel 7, pela Proposicao 1.1.7 podemos escrever
c=n'(co+c1m+com® +---)

com ¢; € R, o conjunto de representantes de Ok /(). ¢p é chamado 0-coeficiente de x e
cada cj € o 7 -coeficiente de x.
Podemos fazer uma mudanca de variaveis que permuta ciclicamente as g;’s da seguinte
forma:
, 1
g = ;g(wxl,..., TTmgs Tmg+1s- - -5 Ls)-
Essa mudanga leva as variaveis do nivel 0 ao nivel d —1 e todas as outras variaveis
passam a pertencer ao nivel anterior ao que pertenciam. O lema a seguir nos garante
que podemos executar uma certa quantidade de mudancas desse tipo a fim de obter uma

forma na qual os m;’s satisfazem um sistema de desigualdades especial.

Lema 2.2.1. Seja f = ale—l—---%—asxg com a; € O. Entdo existe g equivalente a f tal

que

g=go+mgr+mlg+ 1 gs
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onde g; € uma forma diagonal de grau d em m; varidveis e coeficientes em Oy, com

mo,...,mq4_1 satisfazendo
s
mo—l—---+mj_12%, j=1,....d.

Demonstragio. Veja [21], Teorema 2.3. O

Uma forma ¢ satisfazendo o lema anterior é dita w-normalizada.

2.3 Contracao de variaveis

Sejam K/Q, uma extensao finita e f = alm‘er e +asx§l com a; € Og. Uma vez que
nosso objetivo é determinar a solubilidade de f =0 em K, pelo Lema 2.2.1, podemos
assumir f w-normalizada.

Em [4], Davenport e Lewis introduziram uma operagao sobre as variaveis de f chamada
contragao que consiste em substituir uma subforma de f por um tnico termo envolvendo
uma variavel em algum nivel acima das varidveis substituidas.

Suponha que xj,,...,xj, sao varidveis de f num nivel [ e que existam b1,...,0; € O
tais que

ajlbcli+~-~+ajtbf =)

com b € Of e j > l. Naturalmente, devemos ter b; € O para algum 7. A mudanca de
varidveis xj, = b;y transforma a subforma ajlsc;ll + - +ajtx;-it no termo n/by?. Descar-
tamos, entao, as varidveis x;,,...,2;, e incluimos o termo & byd em f de modo a obter
uma nova forma g cuja variavel y esta no nivel j. Observe que y determina os z;,’s pela
igualdade xj, = b;y. Ao realizar esse processo, dizemos que y ¢ o resultado da contracao
de zj,,...,2j,. Se y participa de uma nova contragao, entao uma nova mudanca de
variaveis do tipo y = brz com b, € O vai acontecer. Suponha que, apdés determinar
um valor para z, queiramos tragar o caminho de volta de z a xj,. Nesse caso, obtemos
xj; = bjy = bjbyz. Assim, se ap6s uma sequéncia de contracoes, for atribuido um valor a
variavel resultante, esse valor e os coeficientes usados nos sucessores das variaveis iniciais
xj, em cada uma das etapas determinam o valor de ;.

As varidveis de fy e variaveis resultantes de contragoes envolvendo varidveis de fy sao
chamadas primdrias. As demais varidveis sao chamadas secunddrias.

Suponha que, apds uma série de contragoes, obtemos uma variavel w priméaria num

nivel j >~ definido no Lema 2.1.1. Se g é a forma que resultou dessas mudancas, fazendo
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w =1 e atribuindo 0 a todas as demais variaveis de g, é claro que isso determina uma
solugdo para g =0 (mod 77). Ao tragar o caminho de volta as variaveis de f, obtemos
uma solucao para f =0 (mod 77). Se formos capazes de garantir que os coeficientes
usados nas etapas de contracoes de pelo menos uma varidvel do nivel 0 sejam todos
unitarios, entdao o valor determinado a essa variavel ¢ uma unidade e a solucao obtida é
nao-singular. Pelo Corolario 2.1.3, isso é suficiente para garantir que f =0 tenha solucao
nao trivial em K.

Assim, a partir de agora, nossa estratégia é garantir que uma varidvel primaria no
nivel v ou maior seja criada. Além disso, precisamos que essa variavel determine uma

solucao nao-singular. O lema abaixo resume os casos em que isso vai acontecer.

Lema 2.3.1. Sejam K/Q, uma extensao finita, f uma forma diagonal w-normalizada
com coeficientes em Ok e vy definido no Teorema 2.1.1. Suponha que uma varidvel
primdria no nivel v ou maior foi obtida apos uma série de contracoes satisfazendo uma

das condicoes abairo:
(i) todos os coeficientes nao nulos usados nas etapas de contragoes sao unitdrios;
(7i) todas as etapas de contragoes envolveram apenas varidveis primdrias;
(7ii) apenas uma contragdo foi realizada.

Entao, f =0 (mod 77) tem solug¢io nao-singular e, portanto, f =0 tem uma solug¢ao

nao trivial em K.

Para determinar quando uma variavel no nivel v pode ser criada, vamos precisar
estudar intimeros casos de acordo com o valor dos m;’s. O lema abaixo nos ajuda a
reduzir o nimero de casos a serem estudados em algumas situagoes que vamos nos deparar

no capitulo seguinte.

Lema 2.3.2. Sejam K/Q),, uma extensdo finita com O/(n) ~F, e f uma forma diagonal
sobre Ok de grau d impar. Suponha f mw-normalizada. Se f possui |ylogyq|+1 varidveis
no mesmo nivel, entdo elas podem ser usadas numa contraciao a uma varidvel pelo menos

Y niveis acima.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que as variaveis estao no
nivel 0. Quando d é impar, —1 é d-ésima poténcia mddulo 77 para todo . Considere as

20 possiveis somas dos coeficientes de fy:

0,ai,a;+taj,...,a1+- -+ amg-
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Suponha que mgy > vlogyq. Entao 2™ > ¢7. Se uma das somas acima é 0 médulo
77, entdo fazendo x; = 1 para as varidveis correspondentes aos coeficientes da soma e
x; =0 para as demais variaveis, obtemos uma solugao para fo =0 (mod 77). Se todas
as somas sao nao nulas médulo 77, como O/(77) tem ¢” elementos, duas delas precisam

ser iguais médulo 7. Removendo os elementos repetidos, essa igualdade determina dois

conjuntos disjuntos de coeficientes, digamos, ai,...,a, € ar41,...,q;, cujas somas sao
iguais moédulo 77, Tomando z; =1 para i € {1,...,r}, z;=n parai € {r+1,...,l} onde
n?=—1 e x; =0 para i > [ obtemos uma solugio (z1,...,Zm,) para fo =0 (mod 7).

Isso mostra que mqg > |vlogyq| + 1 varidveis no nivel 0 permitem obter uma varidvel

primaria no nivel v ou maior. O

2.4 Formas diagonais sobre corpos finitos

O tipo de contracao de varidveis mais béasico é o que gera uma variavel no nivel
imediatamente acima ao das variaveis contraidas. Pelo que vimos na secao anterior,
determinar contracoes desse tipo significa garantir que uma certa equacao diagonal tenha
solu¢do nao trivial médulo 7. Como O /(w) é um corpo finito, nos deparamos com
equacoes sobre corpos finitos. Vamos relembrar os principais fatos sobre esses tipos de
COrpos.

Seja [F, o corpo finito de ordem ¢ —p/ onde p é um primo e f >1. Sabemos que
F, =F4\ {0} é um grupo multiplicativo ciclico com ¢ —1 elementos.

Escreva § = (d,qg—1). O fato de ]FZ ser ciclico, nos d4 a seguinte caracterizacao das

d-ésimas poténcias em .

Teorema 2.4.1. Seja o € F. Entao 2% =« tem solu¢io em [, se, e somente se,

oD/ = 1. Se existe uma solucao, entao existem exatamente § solucoes.
Demonstracio. Veja [12], Proposigao 7.2.1. ]

Dado d € N, defina yg(d) como sendo o menor inteiro positivo tal que toda forma

diagonal
f= alxil+--~+as:v‘si
com ay,...,as € Fy, tem um zero ndo trivial em F, sempre que s > v,(d).

Pelo Teorema 2.4.1, temos (FZ)d = (IF;)‘S. Dai, a12¢ + - -+ asz? = 0 tem solucdo nao
é

trivial em [, se, e somente se, alx(ls +FasTy =

portanto, v, (d) = v,(9).

0 tem solucao nao trivial em [y e,
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Corolério 2.4.2. 7,(§) =2 se, e somente se, § = 1.

Demonstragcio. Quando 0 =1, f é linear e duas variaveis sao suficientes para garantir
uma solucao ndo trivial para f =0 em F,. Dai, 7;(1) = 2. Reciprocamente, se 7, (J) = 2,

entdao dados a1, as € ]F;, existem 1, x9 € IE‘; tais que

1)
a X1
alles+a2xg:0:>_a7: <x) .
1 2

Dai, todo elemento de IF; ¢ 90-ésima poténcia, e pelo Teorema 2.4.1, § = 1. m

A seguir, vamos reunir uma série de resultados sobre estimativas para 7;; (d) que serao
uteis quando formos executar as contragoes de variaveis nos capitulos 4 e 5. Comecamos
com dois resultados gerais. O primeiro deles é o classico teorema mostrado por Chevalley
[3]. Depois, o de Tietaviinen [28], que reduz o limitante de Chevalley quase pela metade

quando f é uma forma diagonal, exceto em alguns casos.

Teorema 2.4.3 (Chevalley). Sejam fi,..., fr polindmios homogéneos de graus dy, ..., dy,
respectivamente, sobre F, em s varidveis. Se s > Yi_;d;, entdo o sistema f; =0,i=

1,...,r tem solugao ndo trivial em F,.
Demonstragao. Veja [12], Capitulo 10, Teorema 1. O

Teorema 2.4.4 (Tietéviinen). Seja g uma poténcia de primo qualquer e d um inteiro
positivo tal que d # p—1 no caso em que q=p. Entdo a equagio Y5 cimf =0 tem

solugcdo nao trivial em F, sempre que s > %.

Demonstragio. Veja [24], Teorema 5.2.1. O]

Em particular, o Teorema de Chevalley nos da que 7;(5) <0d0+1 e o de Tietaviinen
que 7;(0) < %42 quando (6,q) # (p—1,p).

Suponha agora d impar. Entao 0| (¢—1)/2 e (¢—1)/6 é um nimero par. Dal,
(—1)(‘7_1)/5 =1e —1 é d-ésima poténcia em F, pelo Teorema 2.4.1. O lema a seguir é

uma consequéncia direta do Lema 2.3.2.
Lema 2.4.5. Seja f = alm‘f+~--—|—asxg com a; € F;. Se d é impar entdao a equagdo f =0
tem solugao nao trivial em Fy quando 2° > g.

Observe que

2°>q & s> logyq e s> [logaq|+1.

Dai, o lema anterior nos da que v;(d) < |logaq| +1 quando d é fmpar. Note que esse

limitante nao depende de d.
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Teorema 2.4.6 (Tietéviinen). Seja f = a1zl +-- +aszd com a; € Fy. Se2<4| el
entdo f =0 tem solu¢cdo nao trivial em Fy quando s > [2logy 6 —logylogy 6] + 1.

Demonstragdo. Veja [24], Teorema 4.4.7. O

Teorema 2.4.7 (Tietéviinen). Seja f = ajzd+---+aszd com a; € F, coms>3. Sed ¢

impar e ¢ > s td(d — 1)5, entdo f =0 tem solugdo nao trivial em F,,.
Demonstragio. Veja [24], Teorema 4.4.4. O

Alguns casos particulares para § vao ser necessarios nos capitulos 4 e 5. O lema

abaixo pode ser encontrado em [24], Apéndice A.
Lema 2.4.8. Suponha que ¢ | %.

a) Se §=2,3 ou 4, entdo v,(0) = 3.

b) Se § =5 ou 6, entdo v,(J) = 4.

Por fim, se § = ¢—1, entao 2 =00ulem F, e a equacao f =0 (mod ) se resume
a uma soma de elementos de F,. Dai, podemos aplicar o resultado de Olson [23] sobre

problemas de soma-zero sobre grupos abelianos finitos.

Lema 2.4.9 (Olson). Se d = q—1 e ¢ =p?, entio Y, (0) <2p—1.



Capitulo 3

Formas de grau 3m sobre K/Q;

quadratica ramificada

Na Segéo 1.3 vimos que se K/Qs é quadratica totalmente ramificada, entdao K =
Q3(Vv3) ou K = Q3(v/=3). Temos Ok /() ~F3 e R ={—1,0,1} é um conjunto de
representantes para O /(7). Além disso, 3 = 2.

Seja f uma forma diagonal sobre Ok de grau d = 3m com (3.m) =1. Quando m =1,
Lewis [18] mostrou que sete varidveis sao suficientes para que f =0 tenha solu¢do nao
trivial em K, onde K ¢ uma extensao finita qualquer de Q,. Em nosso trabalho vamos
supor m > 2.

Suponha f m-normalizada. Na notacao do Teorema 2.1.1, temos p=3,e=2e 7= 1.
Pelo Lema 2.3.1, f =0 tem solucao nao trivial em K quando uma varidvel primaria pode

ser obtida no nivel

v = {6 1J +er+1=4.

Vimos na Secdo 2.3 que uma etapa de contragao de variaveis depende da existéncia

de solucao primitiva para uma equacao do tipo
d d_ J
cari{+--+cari =0 (mod /)

com ¢; € Ok (uma solucao (by,...,bs) é dita primitiva quando b; 0 (mod 7) para algum
i€ {l,...,s}). Usando a descri¢gao dos elementos de Ok dada pela Proposicao 1.1.7,
vamos determinar as d-ésimas poténcias em O /(n?) e isso vai nos permitir encontrar
contragdes mais eficientes em alguns casos, ou seja, contragoes onde temos certo controle

do coeficiente da varidvel resultante. Uma vez determinadas essas contragoes, vamos
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estudar como combiné-las em cada possibilidade para os coeficientes da forma f. Nosso
objetivo é determinar o menor niimero de variaveis possivel, para o qual conseguimos
contragdes que geram uma variavel primaria no nivel 4 em qualquer configuracao possivel
dos coeficientes de f.

Precisamos estudar os casos m par e m impar separadamente pois as d-ésimas
poténcias sao diferentes em cada caso. A principal diferenca estd no fato de —1 ser
d-ésima poténcia em Oj quando d é impar e isso nem sempre acontece quando d é par.
Na Segdo 2.4, vimos como os limitantes para 7,(0) sdo significantemente menores quando
0 é impar. Dali, é de se esperar que menos varidveis sejam necessarias para garantir
solucao nao trivial para f =0 nesse caso.

Vamos assumir que as variaveis resultantes das contracoes estejam no nivel mais baixo
possivel, ou seja, se uma contracao garante uma variavel num certo nivel [ ou acima,
vamos supor que ela estd exatamente no nivel [. Se formos capazes de garantir uma
variavel primaria no nivel necessario dessa forma, entao claro que é mais facil conseguir

isso se alguma contracao produzir uma variavel num nivel mais alto.

3.1 Caso m impar

Lema 3.1.1. Seja d = 3m, m impar e (3,m) =1. Se K =Q3(V/3), as d-ésimas poténcias
em O /(7) sdo da forma a+br® com a,b € {0,1,~1} ea#0. Se K = Q3(v/—3), entdo

1 e —1 sdo as unicas d-ésimas poténcias em O /(7).

Demonstragao. Seja x € Of. Pela Proposicao 1.1.7, temos
r=a+br+er’+dr®  (mod 1)

onde a,b,c,d € R =1{0,1,—1}, a # 0. Dai, médulo 7%,

23 ((a+b7r)+7r2(c+d7r))3

(a+0bm)3 +3(a+br)*m*(c+dn) +3(a+bm)n* (c+dr)? + 7 (c+dr)?

(a+b1)® = a3+ 3a2br + 3ab?7% + b373

= o+ 3a%br + 373,
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Como a € {1,—1}, temos a®> =a e a®> = 1. Além disso, 3 = +72 e logo 3br = +br>.
Assim,

a (mod 1)  se m=+/—=3

3 3 3_
r°=atbnr +b7T =
{a+267r35a—b7r3 (mod 74)  se m=/3.

Agora, se m =+/—3, entao

2= (a— b7r3)m =a"™ —ma™ o1 = a — mbr® (mod 7T4).

Como (3,m)=1,m==1 (mod 72) elogo 2% = a+br® (mod 7). Comobe {0,1,—1}

podemos assumir 2% = a+br® (mod 74). O

Observagao 3.1.2. Como O /(7) ~F3 e d é impar, temos 6 = (3m,2) = 1. Pelo Lema
2.4.2, duas variaveis quaisquer num mesmo nivel podem ser contraidas a uma nova
variavel um nivel acima. Quando K = Qg(\/g), a natureza das d-ésimas poténcias em
Oxk/ (7?4) nos permite conseguir uma contracao especial que vai nos poupar um nivel a

ser alcancado.

Proposicao 3.1.3. Sejam K/Qsz uma extensao quadrdtica totalmente ramificada e f
uma forma diagonal de grau d sobre Ok . Entao, duas varidveis de f no nivel | podem
ser contraidas a uma varidvel pelo menos um nivel acima. Além disso, se K = @3(\/3),

podemos escolher a contracao de modo que se a nova varidvel estiver no nivel
e [+1, podemos escolher o seu 7T2—coeﬁciente;
o [+2, podemos escolher o seu m-coeficiente;
e [+3, podemos escolher o seu 0-coeficiente.

Em particular, se a nova varidvel estiver no nivel [+ 3, podemos escolher se queremos

subi-la mais um nivel.

Nota. Lembre-se da definicdo de n'-coeficiente na Secao 2.2.
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Demonstragcdo. A primeira afirmagao segue da Observacao 3.1.2. Sejam z7 e x9 duas
variaveis de f com coeficientes oy e a9, respectivamente. Sem perda de generalidade,

podemos assumir que x1 e x2 estdo no nivel 0. Pela Proposicao 1.1.7, podemos escrever
_ 2 3 4
a; = aj+mbi+m7c;+m°d;  (mod 7%)

com aj,b;,ci,d;i € {0,1,—1}, a; #0 para i = 1,2.

Suponha, primeiramente, que aj # az. Entdo a1 +ag =0. Sejam «, 3 € Oy tais que

ad=1+7% (mod nt)
Bl=1—7% (mod 7%).
Os elementos « e [ existem pelo Lema 3.1.1.
Fazendo x1 = x9 =y, temos
alxii + agxg =
(a1 +7by + 721 +7dy) + (ag + why + ey + wody) |

W(bl +b2)—|—7T2(01 +CQ)+7T3(d1 -l—dg)} yd

— o

(b1 +bg) +7(c1 +ca) + 7 (dr +da)) |y (mod 7t).

Fazendo x1 =y, x5 = ay, temos

alxil + agxg =

(a+ by + ey +70dy) + (ag + wby + ey + W) (14 7°)| o

d

d

(
= {(al + by + 720 +7r3d1) + (ag + bo +72eg +1dy +7r3a2)} y
{ﬂ(bl —f-bz) +7T2(61 +02) +7T3(d1 +ds —f-ag)} Y

7((by+b2) +7(cr + o) + 72 (dy +da+a))| y?  (mod 7).
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Fazendo x1 =y, 92 = Py, temos

alx‘f + agxg =

(a1 + by + 72 —|—7T3d1) + (ag + by + 7o —|—7r3d2)(1 — 7r3)} y?

(
= [(al + by +7w2e; + 7T3d1) + (ag +mhe + 72co +m3dy — 7T3a2)} yd
[71'(61 + bz) +72(C1 +CQ) —|—7T3(d1 +dy — ag)} yd

(b1 +bg) + (1 +ca) + 72 (dy +dz — az)) | y?  (mod 7).

Agora, como dy,ds € {0,1,—1} e as € {—1,1}, temos
{d1 +dy—ag,dy +do,dy +da+az} ={0,1,—1}.

Dai, sendo ¢ o nivel da variavel resultante, cada tipo de contragao fornece um valor

3=i_coeficiente e podemos escolher a mais conveniente em cada

diferente para o seu 7
caso. Em particular, se i = 3, podemos escolher a contracao que anula o O-coeficiente da
variavel resultante, fazendo com que, assim, ela esteja no nivel 4 ou acima.

Se a = as, entdo a; —ap = 0 e basta tomar o = —1+ 7>, 3= —1—x>. A prova é

analoga. O]

Observe que as contragoes da proposigao anterior satisfazem a condicao (i) do Lema
2.3.1. Assim, obter uma varidvel primaria no nivel v =4 através dessas contragoes garante

solucao nao trivial para f =0 em K.

Observacao 3.1.4. Mesmo que a Proposicao 3.1.3 trate do caso em que realizamos
uma unica contracdo, a mesma conclusao pode ser obtida quando a nova variavel é
resultado de mais de uma etapa de contragoes, contando que ela esteja no nivel indicado.
Por exemplo, se w é uma varidvel no nivel [+ 3, resultado de uma série de contragoes
envolvendo variaveis no nivel [/, uma vez determinados os coeficientes das variaveis usadas
na segunda etapa em diante, podemos mudar, se for conveniente, a contragao usada na
primeira etapa de modo a mudar o O-coeficiente de w permitindo que esta alcance um
nivel acima. Qual contragao escolher vai depender dos coeficientes das variaveis usadas

nas etapas seguintes.

3.1.1 Teorema para K = Q3(v/3)

O lema a seguir é corolario da Proposicao 3.1.3 especifico para K = @3(\/3)
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Lema 3.1.5. Sejam K = @3(\/5) e f uma forma de diagonal sobre Ok de grau d e s
varidveis. Se, apos contragoes, uma das condi¢oes abairo € satisfeita, entdo f =0 tem

solugdo nao trivial em K.
a) Hd uma varidvel primdria no nivel 3.
b) Hd duas varidveis no nivel 2, uma delas primdria.
¢) Ha duas varidveis no nivel 1, uma delas primdria, e uma varidvel no nivel 2.
d) Hd quatro varidveis no nivel 1, duas delas primdrias.
e) Hd oito varidveis no nivel 0.

Demonstracao. Basta observar que, em cada uma das condigoes acima, somos capazes

de obter uma variavel primaria no nivel 4 usando as contragoes da Proposicao 3.1.3.

a) Segue imediatamente da Proposigao 3.1.3 e da Observagao 3.1.4.

b) As duas variaveis do nivel 2 podem ser contraidas a uma variavel primaria no nivel

3 e o resultado segue do item a).

¢) As duas variaveis do nivel 1 podem ser contraidas a uma varidvel primaria no nivel

2 e o resultado segue do item b).

d) Podemos formar dois pares, cada um contendo uma variavel priméaria, que podem

ser contraidos a duas varidveis primdrias no nivel 2 e o resultado segue do item b).

e) Oito variaveis do nivel 0 podem ser contraidas a quatro varidveis no nivel 1 e o

resultado segue do item d).

Agora estamos prontos para provar nosso primeiro teoremal!

Teorema 3.1.6. Se K = Q3(v/3) e d=3m com m > 1 impar e (3,m) =1, entio

Ti(d) < |5d] +1.
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Demonstragio. Sejam [ = alm‘f+-~-+asx§l com a; € O e s = BdJ +1. Como f é

m-normalizada, temos

mo > 3,

mo-+mq > 6,

mo+m1+meo > 8,
mo+mi+mo+mg>1le
mo+m1+mo+ms3+my > 13.

Pela definigdo de T'%(d), basta mostrarmos que f =0 tem solugdao nao trivial em K.

Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.
e Se mp > 8, o resultado segue do Lema 3.1.5 e).

e Se mg=7 ou 6, entdo m; +my > 1. Dai, m; > 1 ou mo > 1. Sete variaveis no
nivel 0 podem ser contraidas a trés variaveis primarias no nivel 1. Se m; > 1, o
resultado segue do Lema 3.1.5 d). Se mj = 0, entéo hé trés varidveis no nivel 1 e
duas delas podem ser contraidas a uma variavel primaria no nivel 2. Como mgo > 1,

o resultado segue do Lema 3.1.5 b).

e Se mg=>5 ou 4, entdo m1; > 1 e m1 +meo > 3. Cinco variaveis no nivel 0 podem ser
contraidas a duas variaveis primarias no nivel 1. Se m; > 2, o resultado segue do
Lema 3.1.5 d). Se m; =1, entdo mg > 2 e o resultado segue do Lema 3.1.5 ¢).

e Se mg=3, entao my >3 e my+mg > 5.

Suponha primeiro, que mg > 1. Trés variaveis no nivel 0 podem ser contraidas a
uma variavel primaria no nivel 1. Essa variavel pode ser contraida com alguma
secundaria do nivel 1 para obtermos uma nova variavel no nivel 2 e o resultado
segue do Lema 3.1.5 b).

Suponha agora mg = 0. Temos as seguintes informagoes:

3+m1 >6=mg >3,
34 my+0>8=my > 5,

3+mi+0+m3>11=m3>11—-m; —3=8—m;.
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Podemos fazer uma mudanca de variaveis que transforma f em uma outra forma
/ 13 . ’ ~ ’ !/
f" onde as variaveis do nivel 0 de f estao no nivel d—1 em [’ e todas as outras

variaveis estdo um nivel abaixo, de modo que

1
f = ;f(m:l,...,meo,xm0+1,...,x3)

. / ’ .z . , . / - s .
Seja m; o numero de variaveis no nivel ¢ em f'. E facil ver que

m6:m125,
m'1:m2:0,

my=msz > 11—m3 =8—my.

Se mg > 8, entdo f =0 (e, portanto, f = 0) tem solucio nao trivial pelo Lema
3.15 e).

Se m( =7 ou 6, como m4 > 1, o resultado segue analogo ao caso mg =7 ou 6.

/ ~ / . s . ’ ,
Se mgy =5, entao my > 3. Cinco varidveis no nivel 0 podem ser contraidas a duas

variaveis primérias no nivel 1 e o resultado segue do Lema 3.1.5 ¢), ja que mgy > 1.

]

3.1.2 Teorema para K = Q3(v/—3)

O lema a seguir é corolario da Proposi¢ao 3.1.3 especifico para K = Q3(v/—3). A

prova ¢ analoga a do Lema 3.1.5.

Lema 3.1.7. Sejam K = Q3(vV/—3) e f uma forma diagonal sobre Ok de grau d e s
varidveis. Se, apos contragoes, uma das condigoes abaizo é satisfeita, f =0 tem solugdo

nao trivial em K.
a) Hd duas varidveis no nivel 3, uma delas primdria.
b) Hd duas varidveis no nivel 2, uma delas primdria, e uma varidvel no nivel 3.
¢) Ha quatro varidveis no nivel 2, duas delas primdrias.

d) Hd duas varidveis no nivel 1, uma delas primdria, e uma varidvel em cada um dos

niveis 2 e 3.
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Lema 3.1.8. Se hd sete variaveis no nivel 0, entdo f =0 tem solugdo nao trivial.

Demonstracao. Fazendo v =4 e ¢ = 3 na prova do Lema 2.3.2, obtemos uma variavel

primaria no nivel 4 quando mg > |4logy 3| +1=71. O

Teorema 3.1.9. Se K = Q3(v—3) e d=3m com m > 1 impar e (3,m) =1, entao
I (d) <3d+1.

Demonstragdo. Sejam f = alxil—k---—kasxg com a; € Og e s=3d+1. Como f é 7-

normalizada, temos

m0247
mo+m1 2 77
mo+mi+mg >10 ¢

mo+mi1+mo+ms3 > 13.
Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.

e Se mg > 7, o resultado segue do Lema 3.1.8.

e Se my =6, entdo m; > 1 e my; +mg > 4. Seis variaveis no nivel 0 podem ser
contraidas a trés variaveis no nivel 1. Se m; > 4, entao ha sete variaveis no nivel
1. Por uma mudanca de variaveis como a que fizemos na prova do Teorema 3.1.6,
podemos obter uma forma f’ com sete varidveis no nivel 0. Pelo Lema 3.1.8,
f'=0 (e, portanto, f = 0) tem solucdo ndo trivial. Suponha que m; = 3. Entdo
podemos formar trés pares, cada um contendo uma variavel primaria, que podem
ser contraidas a trés varidveis primérias no nivel 2. Como mg > 1, o resultado segue
do Lema 3.1.7 ¢). Agora, se m1 € {1,2}, hd pelo menos quatro varidveis no nivel
1, duas delas primarias. Isso implica duas primérias no nivel 2. Como mo > 2, 0

resultado segue do Lema 3.1.7 ¢).

e Se mg=>5 ou 4, entdo my > 2, mi;+mo > 5 e my+mso+msg > 8. Cinco variaveis no
nivel 0 podem ser contraidas a duas variaveis no nivel 1. Dai, ha pelo menos quatro
variaveis no nivel 1, duas delas primarias. Isso implica duas primarias no nivel 2.
Se my > 2, o resultado segue do Lema 3.1.7 ¢). Se ma =1 e mg > 1, o resultado
segue do Lema 3.1.7 b). Se ma =1 e m3 =0, entdao m; > 7 e o resultado segue do

Lema 3.1.8 através de uma mudanca de variaveis, como fizemos no caso mgy = 6.
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Por fim, se mg =0 e m3 > 1, o resultado segue do Lema 3.1.7 b) e se mg =mg =0,

entao mj1 > 8 e o resultado segue do Lema 3.1.8.

3.2 Caso m par

Vamos seguir as mesmas etapas da secao anterior: descrever as d-ésimas poténcias e
os tipos de contragoes que podemos performar para, depois, estudar caso a caso como
combinar essas contracoes usando o menor nimero de variaveis possivel para chegar ao
nivel 4. Como observamos no inicio do capitulo, quando m é par, —1 nao é d-ésima

poténcia e os tipos de contragoes sao mais restritos.

Lema 3.2.1. Seja d =3m, com m par e (3,m)=1. Se K = Q3(v/3), as d-ésimas
poténcias em O /(nh) sdo da forma 1+br® com be {0,1,—1}. Se K = Q3(v/—3), entdo

1 € a dnica d-ésima poténcia em Oy [(74).

Demonstracao. A prova é praticamente a mesma do Lema 3.1.1. Dado x € Ok, temos

d =v=-3

2 =atbrd+ond = 3a 5 (mo 7T4) e ’
a+2br° =a—br (mod 71)  se m=+/3.

Agora, se m = /=3, entdo z? = (%)™

entao

a™ =1 (mod 74) pois m é par. Se m = /3,

2= (a—br®)" = a™ —ma™ r® =1 —mabr®  (mod 7).

Como (3,m) =1, m==+1 (mod 72) e logo % =1+ abr®. Como a,b e {0,1,—1}

podemos assumir 29 = 1+br% (mod 74). O
Observagao 3.2.2. Como Ok /(m) ~TF3 e d é par, temos 6 = (3m,2) = 2.

Proposigao 3.2.3. Sejam K/Qs uma extensio quadrdtica totalmente ramificada e f
uma forma diagonal de grau d sobre O . Entdo duas varidveis de f no nivel I com
0-coeficientes distintos podem ser contraidas a uma varidvel pelo menos um nivel acima
e trés varidveis quaisquer no nivel | podem ser contraidas a uma varidvel pelo menos um
nivel acima. Além disso, se K = Qg(\/g), podemos escolher a contracdo de modo que se

a nova varidvel estiver no nivel
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e [+1, podemos escolher o seu 7r2—coeﬁciente;
o [+2, podemos escolher o seu m-coeficiente;
e [+3, podemos escolher o seu 0-coeficiente.

Em particular, se K = Qg(\/g) e a varidvel resultante estiver no nivel [+ 3, podemos

escolher se queremos subi-la mais um nivel.

Demonstragio. Os coeficientes de f modulo 7 estao em {1,—1}. Dai, duas varidveis com
O-coeficientes distintos podem ser contraidas a uma variavel um nivel acima fazendo a
mudanga x1 = xy =y e trés variaveis com 0-coeficientes iguais podem ser contraidas a
uma variavel um nivel acima fazendo a mudanca x1 = r9 = 3 =y.

Suponha K = Qg(\/g). Sejam x1, xo e x3 variaveis de f com coeficientes aq, as e as,
respectivamente. Sem perda de generalidade, podemos assumir que x1, 9 € x3 estdao no

nivel 0. Pela Proposicao 1.1.7, podemos escrever
a; = a; +h; + m2e; + 7od; (mod 7r4)

com aj,b;,ci,d; € {0,1,—1}, a; #0 para i =1,2,3.

Suponha, primeiramente, que entre os a;’s, dois deles sdo distintos. Sem perda de
generalidade, podemos supor a; # ag. Entao a; + a2 =0 e ja vimos na Proposicao 3.1.3
que podemos contrair x; e xo de trés formas diferentes, cada uma delas fornecendo um
m3-coeficiente diferente para a varidvel resultante.

Suponha agora que a; = as = az. Entdo aj +az2+a3=+3=0 (mod 7T2).

Sejam «, § € O tais que

=147 (mod %)
Bl=1—7% (mod 7%).

Os elementos « e § existem pela Proposicao 3.2.3. Vamos analisar os efeitos das diferentes
mudancas de varidveis em O /(7?).
Fazendo x1 = x9 = 23 =y, temos
o128 + ard + a3xd = (o) +ag + a3)y?
= {ﬂ(bl +bo —|—bg) +7T2(Cl +co+c3t 1) +7T3(d1 +do —|—d3)} yd

= [W((bl —i—bz-i—bg) +7T(01 +02+03:l:1)+7T2(d1 —|—d2+d3))} yd.
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Fazendo x1 =29 =y e 3 = ay, temos

o128 + nrd + a3rd = () + ag + aas)y?

= [71’(1)1—i—bz—i—bg)+7T2(C1-|—02+03:|:l)+ﬂ3(d1+d2+d3+a3)} yd

= {w((bl—i—bg—l—bg)—i—ﬂ(cl+02—|—03j:1)+7r2(d1+d2—|—d3+a3))} yd.

Fazendo z1 = x2 =y e x3 = Sy, temos

o128 + nrd + a3rd = (1 + az + aas)y?

= |:7T(b1+b2+b3>+7T2(Cl—|—C2+C3:|:1)+7T3(d1+d2+d3—a3):| yd

= {w((ln +by+b3) +7(c1+ca+ez 1)+ 72 (dy +da+ ds —as))} Y’

Assim como na Proposi¢ao 3.1.3, como ag € {—1,1}, cada tipo de contracao acima

3=i_coeficiente da nova varidvel quando ela estd no

fornece um valor diferente para o 7
nivel ¢ e podemos escolher a mais conveniente em cada caso. Em particular, se ¢ = 3,
podemos escolher a contracao que anula o O-coeficiente da variavel resultante, fazendo

com que, assim, ela esteja no nivel 4 ou acima. O

Como na Proposigao 3.1.3, as contragdes acima satisfazem a condigao (i) do Lema
2.3.1 e obter uma variavel priméaria no nivel v = 4 através desse tipo de contracao, garante
uma solucao nao trivial para f =0 em K. Além disso, aqui vale também a Observacao

3.1.4: obtemos a mesma conclusao se a nova variavel é resultado de multiplas contragoes.

3.2.1 Lemas importantes de contracoes

Usando as contracoes de forma analoga ao que fizemos no caso m impar, acabamos
precisando de varidveis demais para garantir uma variavel primaria no nivel 4, uma vez
que as contracoes da Proposicao 3.2.3, usam trés variaveis em vez de duas como na
Proposicao 3.1.3. Para evitar isso, vamos explorar mais da descri¢cao dos coeficientes de
f.

Observe que, médulo 72, nossas contracoes consistem apenas em somar os coeficientes
em pares ou trios. Veremos nos lemas a seguir que, a depender dos 0 e w-coeficientes das
variaveis, vamos ser capazes de escolher os pares e/ou trios mais convenientes a fim de

obter contragdes mais eficientes.

Lema 3.2.4. Trés varidveis no nivel I, uma delas primdria, podem ser contraidas a uma

varidvel primdria no nivel [+ 1.
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Demonstragao. Seja xq a variavel primaria e fixe seu 0-coeficiente. Se as outras duas tém
O-coeficientes iguais ao de xg, entao elas formam um trio que pode ser contraido a uma
variavel no nivel [+ 1. Caso contrario, o 0-coeficiente de uma delas é diferente do de g
e elas formam um par que podem ser contraidos a uma variavel no nivel [+ 1. Como

ambas as contracoes usam xg, a variavel resultante é primaria. O

Lema 3.2.5. Entre cinco variaveis no nivel [ com o mesmo 0-coeficiente, hd trés delas

que podem ser contraidas a uma varidvel no nivel |+ 2.

Demonstragdo. Se ha trés varidveis com m-coeficientes iguais, elas formam um trio que
pode ser contraido a uma variavel no nivel [+ 2. Caso contrario, ha pelo menos trés
varidaveis, cada uma com um 7w-coeficiente distinto. As trés varidveis correspondentes

formam um trio que pode ser contraido a uma variavel no nivel [ + 2. n

Lema 3.2.6. Entre 5+ 37 varidveis no nivel | com o mesmo 0-coeficiente, hd 5+ 35 — 2

que podem ser contraidas a j+ 1 varidveis no nivel [4+2, onde j > 0.

Demonstragdo. Separe cinco variaveis. Pelo Lema 3.2.5, trés delas podem ser contraidas
a uma varidvel no nivel [+ 2. Sobram 5435 —3 =5+3(j —1). Repita esse processo j
vezes. Sobram cinco varidveis no nivel [. Aplique o lema anterior nas cinco que restaram.

Obtemos no final j+ 1 variaveis no nivel [ +2 e sobram duas no nivel [. O]

Observacao 3.2.7. Nas demonstracoes abaixo vamos diferenciar as variaveis da seguinte
forma: sabemos que os 0-coeficientes das variaveis de f sao 1 ou —1. Vamos denotar por
x; varidveis com um mesmo 0-coeficiente e y; varidveis com o outro. Nao hé necessidade
de diferenciar os 0-coeficientes no geral. Mas vale a pena destacar os m-coeficientes. Vamos

chamar a; o m-coeficiente de z; e bj o m-coeficiente de y;. Naturalmente, a;,b; € {—1,0,1}.

Lema 3.2.8. Quatro varidveis no nivel | podem participar de contracoes que fornecem

um dos resultados abaizo, a depender dos seus w-coeficientes.
a) uma varidvel no nivel [+ 2,
b) uma varidvel no nivel l+1 com o 0-coeficiente que quisermos ou

¢) duas varidveis no nivel [ +1 com m-coeficientes iguais mas que ndo podemos

escolher.

Demonstracao. Vamos estudar as possibilidades para os 0 e m-coeficientes.

Caso 1. As quatro tém o mesmo 0-coeficiente.
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Quatro variaveis com mesmo 0-coeficiente s6 podem ser contraidas de uma forma:
através de um trio. Se ha um trio com 7-coeficientes iguais ou com um de cada, a variavel
correspondente esta no nivel [+ 2.

Suponha que hé dois pares, cada um com um m-coeficiente diferente. Entao, podemos
escolher o trio que gera uma variavel no nivel [ 4+ 1 com o 0-coeficiente que quisermos.
De fato, sejam x1,x2,r3,24 as variaveis em questdo. De acordo com as notagoes da

Observagao 3.2.7, temos as seguintes possibilidades:

(i) Sea; =a2 =0, az =a4 #0, o trio z1x2x3 gera uma variavel com 0O-coeficiente igual

a asg e o trio r1xr3x4 gera uma variavel com O-coeficiente igual a —asz, ambas no

nivel [+ 1.
(ii) Se a1 =ag #0, a3 = a4 = —ay, o trio x1x3w4 gera uma variavel com 0-coeficiente
igual a aj e o trio x1x3r4 gera uma variavel com 0-coeficiente igual a az = —ay,

ambas no nivel [+ 1.

Caso 2. Trés delas tém um 0-coeficiente e uma delas tem o outro.

Se as trés com o mesmo 0-coeficiente compartilham também do mesmo 7-coeficiente
ou cada uma tem um m-coeficiente diferente, a variavel resultante da contracao dessas
trés esta no nivel [+ 2.

Suponha que duas delas tenham um 7-coeficiente e a terceira tenha outro. Podemos
escolher qual das variaveis ira formar um par com a variavel de 0-coeficiente diferente.
Sejam x1,x9,r3 as variaveis com um mesmo 0-coeficiente e y; a variavel com o outro. De

acordo com as notagoes da Observacao 3.2.7, temos as seguintes possibilidades:

(i) ag=ag=1eaz=—1

Se by =0, entdao o par x1y; gera uma variavel com 0-coeficiente igual a 1 e o par

xr3y1 gera uma variavel com 0-coeficiente igual a —1, ambas no nivel [+ 1.

Se by =1 ou by = —1, formamos o par z3y; ou x1y], respectivamente. Ambos

fornecem uma varidvel no nivel [+ 2.

(ii) a1 =a2=0e a3 #0.

Se by =0 ou by = —ag, formamos o par x1y; ou x3y1, respectivamente, e obtemos
uma variavel no nivel [+ 2. Se b; = as, entdo o par x1y; gera uma variavel com
0-coeficiente igual a a3 e o par x3y; gera uma variavel com O-coeficiente igual a

—ag, ambas no nivel [+ 1.
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(iii)

alzaz%oea;gzo.

Se by =0 ou by = —ay, formamos o par x3y; ou x1yi, respectivamente, e obtemos
uma variavel no nivel [ +2. Se by = a1, entao o par x1y; gera uma variavel com
O-coeficiente igual a —aj e o par z3y; gera uma variavel com 0-coeficiente igual a

a1, ambas no nivel [+ 1.

Em qualquer caso, conseguimos uma variavel no nivel [+ 2 ou uma no nivel [+ 1 com

o 0-coeficiente que quisermos.

Caso 3. Duas delas tém um 0-coeficiente e as outras duas tém o outro.

Se ha um par com 0-coeficientes diferentes que também tenham 7-coeficientes opostos

ou ambos nulos, entao esse par gera uma variavel no nivel [+ 2.

Suponha que o caso anterior ndo acontece. Sejam x1,xo as variaveis com um mesmo

0-coeficiente e y1,y2 as variaveis com o outro. De acordo com as notagoes da Observacao

3.2.7, temos as seguintes possibilidades:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Se a; =ag =0 e by # be # 0, podemos formar dois pares que geram variaveis no
nivel [ 4+1 com O-coeficientes diferentes e logo, podemos obter uma variavel no

nivel [+ 2.

Se a1 = a2 =0 e by = by # 0 podemos formar dois pares que geram variaveis no
nivel [+ 1 com 0-coeficientes iguais que dependem de b;. Logo, conseguimos duas
variaveis no nivel /41 mas sem controle sobre seus m-coeficientes, exceto pelo fato

de sabermos que sao iguais.

Se a; =0, ag #0 e by = by = ag, entdo o par x1y; gera uma variavel com 0-coeficiente
igual a ag e roys gera uma variavel com 0-coeficiente igual a —ag e podemos obter

uma variavel no nivel [+ 2.

Por ltimo, se a; = ag = by = by # 0, podemos formar dois pares que geram variaveis

no nivel /41 com 0-coeficientes iguais que nao podem ser escolhidos.

Isso cobre todos os casos e prova o resultado. O

Lema 3.2.9. Cinco varidveis no nivel | podem ser contraidas a uma varidvel no nivel

[+2.

Demonstragao. Vamos estudar as possibilidades para os 0 e 7-coeficientes.

Caso 1. As cinco tém o mesmo 0-coeficiente. O resultado segue do Lema 3.2.5.
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Caso 2. Quatro delas tém um 0-coeficiente e uma delas o outro.

Podemos formar um par e um trio nesse caso. Se, entre as quatro com mesmo 0-
coeficiente, ha um trio com m-coeficientes iguais ou com um de cada, a variavel resultante
da contracao dessas trés esta no nivel [+ 2.

Se ha dois pares, cada um com um 7-coeficiente diferente, podemos escolher qual das
variaveis ira formar um par com a variavel de 0-coeficiente diferente. Sejam x1,x2,23, 14
as variaveis com um mesmo 0-coeficiente e y; a varidvel com o outro. De acordo com as

notagoes da Observagao 3.2.7, temos as seguintes possibilidades:

(i) ag=ay=1leaz=a4=—1

Se b =0, entdao o par x1y; gera uma variavel com 0-coeficiente igual a 1 e o
trio woxsry gera uma variavel com 0-coeficiente igual a —1. As duas variaveis
resultantes estao no nivel [+ 1 e podem ser contraidas a uma nova variavel no

nivel [+ 2.

Se by =1 ou by = —1, formamos o par xsy; ou x1yi, respectivamente. Ambos

fornecem uma varidvel no nivel [+ 2.

(ii) ag=as=0eazg=a4 #0.

Se b; = 0, formamos o par x1y; e obtemos uma variavel no nivel [ 4+ 2. Se by = as,
entdo o par x1y; gera uma variavel com 0-coeficiente igual a a3 e o trio xoxszy
gera uma variavel com 0-coeficiente igual a —a3. As duas varidveis resultantes

estdo no nivel [+ 1 e podem ser contraidas a uma nova variavel no nivel [+ 2.

Caso 3. Trés delas tém um 0O-coeficiente e duas dela o outro.

Nesse caso, podemos formar dois pares ou um trio.

Se as trés com o mesmo 0-coeficiente compartilham também do mesmo w-coeficiente
ou cada uma tem um m-coeficiente diferente, a variavel resultante da contracao dessas
trés esta no nivel [+ 2.

Se duas delas tém um 7-coeficiente e a terceira um outro, podemos escolher qual
delas ird formar um par com uma das variaveis de O-coeficiente diferente. Sejam z1,x2,x3
as variaveis com um mesmo O-coeficiente e y1,y2 as variaveis com o outro. De acordo

com as notagdes da Observagao 3.2.7, temos as possibilidades:

(i) a1 =a2=0, a3 #0.

Se uma das y;’s tem 7w-coeficiente igual a 0, podemos formar um par com 7.
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(iii)

Se uma das y;’s tem 7w-coeficiente igual a —as, podemos formar um par com x3.

Se as duas tém m-coeficiente igual a az, podemos formar dois pares, x1y; e T3y

por exemplo, que geram variaveis no nivel [+ 1 com O-coeficientes diferentes e

podem ser contraidas mais uma vez.

ay=az#0eaz=0.

Basicamente a mesma coisa:

Se uma das y;’s tem 7w-coeficiente igual a 0, podemos formar um par com xs.

Se uma das v;’s tem m-coeficiente igual a —aj, podemos formar um par com z.
7 9

Se as duas tém m-coeficiente igual a a1, podemos formar dois pares, 1y € £3ys

9 )

por exemplo, que geram variaveis no nivel [+ 1 com O-coeficientes diferentes e

podem ser contraidas mais uma vez.

a1 =az#0 e a3 = —aj.

Se uma das y;’s tem w-coeficiente igual a a1, podemos formar um par com zs.

Se uma das y;’s tem 7w-coeficiente igual a —a;, podemos formar um par com x.

Se as duas tém m-coeficiente igual a 0, podemos formar dois pares, x1y; e z3y2,
por exemplo, que geram variaveis no nivel [+ 1 com O-coeficientes diferentes e

podem ser contraidas mais uma vez.

Isso cobre todos os casos e prova o lema. O

Corolario 3.2.10 (Dos Lemas 3.2.8 e 3.2.9). Clinco varidveis nos niveis | e [+ 1 podem

ser contraidas a uma varidvel no nivel [+ 2.

Demonstragao. Temos os seguintes casos:

Se as cinco estao no nivel [, o resultado segue do Lema 3.2.9.

Se quatro delas estao no nivel [, entao pelo Lema 3.2.8, podemos obter uma variavel
no nivel /42 ou uma variavel no nivel [+ 1 com 0-coeficiente diferente da que ja
estd no nivel [+ 1 ou duas variaveis no nivel [ 4+ 1 que podem formar um par ou
um trio com a que ja esta no nivel [+ 1. Em qualquer caso, obtemos uma variavel

no nivel [+ 2.

Se trés delas estao no nivel [, entdao elas podem ser contraidas ao nivel [+ 1, onde

jé ha duas variaveis, e o resultado segue do Lema 3.2.4.
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e Se ha menos de trés delas no nivel [, entao ha trés ou mais no nivel [+1, e o

resultado segue do Lema 3.2.4.

3.2.2 Teorema para K = Q3(v/—3)

Lembre-se que, pelo Lema 2.3.1, f =0 tem solugao nao trivial em K quando uma
variavel primaria no nivel v =4 puder ser criada. Pelo Coroléario 3.2.10, é suficiente
garantirmos cinco varidveis nos niveis 2 e 3 com uma quantidade suficiente delas sendo
primérias. Os lemas abaixo estudam casos em que isso ¢ possivel.

Vamos dividir as varidveis em dois grupos de acordo com o 0-coeficiente delas. Nao
ha necessidade de especificar qual grupo tem um 0-coeficiente dado. Nossa estratégia
serd usar o Lema 3.2.6 para garantir o maximo de varidveis priméarias no nivel 2 e entao

usar as variaveis que sobrarem no nivel 0 em contragoes até o nivel 1 quando for possivel.
Lema 3.2.11. Se mg > 18, entdo f =0 tem solucao nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos estudar os casos de acordo com o niimero de variaveis com cada
0-coeficiente.
Caso 1. Se todas ou 17 delas tém um mesmo 0-coeficiente, podemos obter cinco variaveis

no nivel 2 pelo Lema 3.2.6, e o resultado segue.

Caso 2. Se ha 16, 15 ou 14 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter quatro
variaveis no nivel 2 e sobram seis variaveis no nivel 0 pelo Lema 3.2.6. Cinco delas podem
ser contraidas a mais uma variavel no nivel 2 usando o Lema 3.2.9 e a conclusao ¢ a

mesma do Caso 1.

Caso 3. Se ha 13, 12 ou 11 delas com um mesmo 0-coeficiente, entao hé pelo menos cinco
variaveis com o outro O-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis,
obtemos 341 = 4 variaveis no nivel 2 e sobram seis variaveis no nivel 0. A conclusao é a

mesma do Caso 2.

Caso 4. Se ha dez ou nove delas com um mesmo 0-coeficiente, entdo ha pelo menos oito
variaveis com o outro O-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis,
obtemos 2+ 2 = 4 variaveis no nivel 2 e sobram seis variaveis no nivel 0. A conclusao é a

mesma do Caso 2. O

Lema 3.2.12. Se mg=17 e my > 2, entao f =0 tem solu¢ao nao trivial em K.
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Demonstragcdo. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.
Caso 1. Se todas elas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter cinco variaveis no nivel

2 pelo Lema 3.2.6 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha 16, 15 ou 14 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter quatro
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram cinco variaveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a mais uma variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.9. A conclusao é a mesma do
Caso 1.

Caso 3. Se ha 13 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés variaveis no nivel
2 pelo Lema 3.2.6 e sobram oito variaveis no nivel 0. Cinco delas podem ser contraidas ao
nivel 2 e as trés que restaram podem ser contraidas ao nivel 1. Como mj > 2, podemos
aplicar o Lema 3.2.4 e obter mais uma varidvel no nivel 2. Terminamos com cinco

varidveis no nivel 2 e a conclusao ¢ a mesma do Caso 1.

Caso 4. Se ha 12 ou 11 delas com um mesmo 0-coeficiente, entao hé pelo menos cinco
variaveis com o outro O-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis,
obtemos 3+ 1 =4 varidveis no nivel 2 e sobram cinco variaveis no nivel 0. A conclusao é

a mesma do Caso 2.

Caso 5. Se ha dez delas com um mesmo 0-coeficiente, entao hé sete variaveis com o outro
0-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos 2+1 =3

variaveis no nivel 2 e sobram oito varidveis no nivel 0. A conclusdo é a mesma do Caso 3.

Caso 6. Se ha nove delas com um mesmo 0-coeficiente, entao ha oito variaveis com
o outro 0O-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos
2+ 2 =4 variaveis no nivel 2 e sobram cinco varidaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma
do Caso 2. n

Lema 3.2.13. Se mg =16 e m; > 3, entdo f =0 tem solucio nao trivial em K.

Demonstragao. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.
Caso 1. Se todas, 15 ou 14 delas tém o mesmo 0O-coeficiente, podemos obter quatro
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro no nivel 0. Aplicando o Lema 3.2.8

e usando que m; > 1, podemos obter mais uma variavel no nivel 2 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha 13 ou 12 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés variaveis
no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram sete varidaveis no nivel 0, quatro com um mesmo
0-coeficiente e trés com o outro. Podemos formar trés pares que podem ser contraidos ao

nivel 1. Como m; > 3, podemos formar dois trios, cada um deles contendo pelo menos
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uma variavel primaria. Pelo Lema 3.2.4, obtemos mais duas variaveis no nivel 2 e o

resultado segue.

Caso 3. Se ha 11 delas com um mesmo 0-coeficiente e cinco delas com o outro, aplicando
o Lema 3.2.6 aos dois grupos de varidveis, obtemos 3+ 1 = 4 variaveis no nivel 2 e sobram

quatro variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 1.

Caso 4. Se ha dez ou nove delas com um mesmo 0-coeficiente, entdo ha pelo menos seis
variaveis com o outro O-coeficiente. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis,
obtemos 2+ 1 = 3 variaveis no nivel 2 e sobram sete variaveis no nivel 0. A conclusao ¢ a

mesma do Caso 2.

Caso 5. Se ha oito delas com um mesmo O-coeficiente e oito com o outro, aplicando o
Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos 2+ 2 = 4 variaveis no nivel 2 e sobram

quatro variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 1. n
Lema 3.2.14. Se mg=15 e my > 4, entao f =0 tem solucdo nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.

Caso 1. Se todas ou 14 delas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter quatro variaveis
no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram trés variaveis no nivel 0 que podem ser contraidas a
uma variavel no nivel 1. Como mj > 2, podemos usar o Lema 3.2.4 para garantir mais

uma no nivel 2 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha 13, 12 ou 11 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram seis variaveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a duas variaveis no nivel 1. Como mj > 4, podemos formar dois trios contendo
pelo menos uma variavel primaria e isso nos da duas variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.4.

O resultado segue.

Caso 3. Se ha dez, nove ou oito delas com um mesmo 0-coeficiente, entao hé pelo menos
cinco varidveis com o outro. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de varidveis, obtemos
2+ 1 = 3 variaveis no nivel 2 e sobram seis varidveis no nivel 0. A conclusdo é a mesma
do Caso 2. O

Quando mg = 14, conseguimos no maximo quatro variaveis no nivel 2 e em alguns
casos nao sobram variaveis suficientes no nivel 0 para obtermos uma primaria no nivel 1
e assim podermos usar condigoes sobre mq. Dai, precisamos acrescentar condi¢des sobre

m2

Lema 3.2.15. Se mg =14, m1 > 2 e mg > 1, entao f =0 tem solugcdo nao trivial em K.
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Demonstragcdo. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.
Caso 1. Se todas elas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter quatro variaveis no
nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram duas variaveis no nivel 0 que nao podem ser contraidas.

Como mgo > 1, o resultado segue do Corolario 3.2.10.

Caso 2. Se ha 13, 12 ou 11 delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram cinco variaveis no nivel 0 que podem ser

contraidas a mais uma varidvel no nivel 2. A conclusao é a mesma do Caso 1.

Caso 3. Se ha dez delas com um mesmo 0-coeficiente e quatro delas com o outro, podemos
obter duas variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram oito variaveis no nivel 0 que
podem ser contraidas a mais uma variavel no nivel 2 e uma no nivel 1. Como m; > 2,

podemos usar o Lema 3.2.4 para garantir mais uma no nivel 2 e a conclusao é a mesma

do Caso 2.

Caso 4. Se ha nove ou oito delas com um mesmo 0-coeficiente, entao hé pelo menos cinco
variaveis com o outro. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos
2+ 1 = 3 variaveis no nivel 2 e sobram cinco variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma
do Caso 2.

Caso 5. Se ha sete delas com um mesmo 0-coeficiente e sete com o outro, aplicando o
Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos 1+ 1 = 2 variaveis no nivel 2 e sobram

oito variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 3. ]
Lema 3.2.16. Se mg =13, m1 >3 e mg > 1, entdo f =0 tem solugdo nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.

Caso 1. Se todas, 12 ou 11 delas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés variaveis
no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro varidveis no nivel 0 que podem ser contraidas
ao nivel 1 e como m; > 2, terminamos com pelo menos quatro variaveis no nivel 2. Como

msg > 1, o resultado segue do Corolario 3.2.10.

Caso 2. Se ha dez ou nove delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram sete variaveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a trés variaveis no nivel 1. Como m; > 3, podemos formar dois trios, cada um
contendo uma variavel primaria e isso nos da duas varidveis no nivel 2. Como mg > 1, 0

resultado segue.

Caso 3. Se ha oito delas com um mesmo 0O-coeficiente e cinco delas com o outro, aplicando
o Lema 3.2.6 aos dois grupos de varidveis, obtemos 2+ 1 = 3 variaveis no nivel 2 e sobram

quatro variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 1.
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Caso 4. Se ha sete delas com um mesmo 0-coeficiente e seis delas com o outro, aplicando
o Lema 3.2.6 aos dois grupos de varidveis, obtemos 1+ 1 = 2 variaveis no nivel 2 e sobram

sete varidveis no nivel 0. A conclusio é a mesma do Caso 2. O
Lema 3.2.17. Se mg =12, m1 >4 e mgo > 1, entdo f =0 tem solugdo ndo trivial em K.

Demonstracao. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.

Caso 1. Se todas ou 11 delas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés variaveis no
nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro variaveis no nivel 0 que podem ser contraidas ao
nivel 1. Como mj > 2, terminamos com pelo menos quatro variaveis no nivel 2, e como

mg > 1, o resultado segue do Corolario 3.2.10.

Caso 2. Se ha dez, nove ou oito delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram seis variaveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a duas variaveis no nivel 1. Como m; > 4, podemos formar dois trios, cada
um contendo uma variavel primaria, e isso nos da mais duas variaveis no nivel 2. Como

mg > 1, o resultado segue do Corolario 3.2.10.

Caso 3. Se ha sete ou seis delas com um mesmo 0-coeficiente, entdo ha pelo menos cinco
variaveis com o outro. Aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de varidveis, obtemos

141 = 2 varidveis no nivel 2 e sobram seis varidveis no nivel 0. A conclusao é a mesma
do Caso 2. O]

Lema 3.2.18. Se mg =11, m; >4 e ma > 6, entdo f =0 tem solugdo nao trivial em K.

Demonstragcao. Vamos seguir as linhas do Lema 3.2.11.

Caso 1. Se todas elas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés varidveis no nivel 2
pelo Lema 3.2.6 e sobram duas variaveis no nivel 0 que nao podem ser contraidas ao nivel
1. Como my > 6, podemos formar trés trios, cada um contendo uma variavel primaria e

pelo Lema 3.2.4, podemos obter trés variaveis no nivel > 3 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha dez, nove ou oito delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram cinco variaveis no nivel 0 que podem ser

contraidas a mais uma varidvel no nivel 2. A conclusao é a mesma do Caso 1.

Caso 3. Se hé sete delas com um mesmo 0-coeficiente e quatro delas com o outro, podemos
obter uma variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram oito variaveis no nivel 0 que
podem ser contraidas a mais uma variavel no nivel 2 e uma no nivel 1. Como m; > 2,

obtemos mais uma no nivel 2 e a conclusdo é a mesma do Caso 1.
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Caso 4. Se ha seis delas com um mesmo 0-coeficiente e cinco com o outro, aplicando o
Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos 1+ 1 = 2 varidveis no nivel 2 e sobram

cinco varidveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 2. O

Observacao 3.2.19. Apesar dos lemas acima serem enunciados com condigoes sobre
my, ¢ claro que uma mudancga de varidveis ciclica permite que encontremos solucao nao
trivial para f =0 se as condi¢oes estao sobre qualquer nivel, por exemplo, o Lema 3.2.11
nos diz que se f possui um nivel com pelo menos 18 variaveis, entao ha solucdo nao

trivial. Usamos isso na prova do teorema abaixo.

Teorema 3.2.20. Se K = Q3(v/—3) e d=3m com m par e (3,m) =1, entdo

Ii(d) < 2d+1.

Demonstracao. Seja f = alxil+---+asx§ com a; € O e s = %CH— 1. Como f é -

normalizada, temos

moy > 117
mo+mqp > 21 e

mo+mi1 +msg > 32.

Vamos mostrar que f =0 tem solugdao nao trivial em K. Os lemas anteriores ja

resolveram todos 0s casos:

e Se mg > 18, o resultado segue do Lema 3.2.11.

e Se mg=17,16 ou 15, entdo m; > 4 e o resultado segue dos Lemas 3.2.12, 3.2.13

ou 3.2.14, respectivamente.
e Se mg =14, entdo m; > 7 e mi; +mg > 18.

o Se my > 18, o resultado segue do Lema 3.2.11.

o Se mp < 17, entao mg > 1 e o resultado segue do Lema 3.2.15.
e Se mg =13, entdo m; > 8 e m; +mgy > 19.

o Se mp > 18, o resultado segue do Lema 3.2.11.

o Se mp < 17, entao mg > 1 e o resultado segue do Lema 3.2.16.
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e Se mg =12, entao my; > 9 e my +msg > 20.

o Se mjp > 18, o resultado segue do Lema 3.2.11.

o Se mp < 17, entao mg > 1 e o resultado segue do Lema 3.2.17.
e Se mg =11, entdo m1 > 10 e m1 +ms9 > 21.

o Se mjp > 18, o resultado segue do Lema 3.2.11.

o Se m; =17 ou 16, mo > 4 e o resultado segue dos Lemas 3.2.12, 3.2.13

respectivamente.

o Se mp < 15, entao mg > 6 e o resultado segue do Lema 3.2.18.

3.2.3 Teorema para K = Q3(v/3)

Como no caso m impar, quando K = @3(\/3), basta alcancarmos o nivel 3 com as
contragoes da Proposicao 3.2.3, pela Observagao 3.1.4. Pelo Lema 3.2.4, é suficiente
garantirmos trés variaveis no nivel 2, uma delas primaria. Os lemas abaixo estudam

casos em que isso é possivel.

Lema 3.2.21. Se mg > 11, entdo f =0 tem solugdo nao trivial em K.

Demonstragdo. Esse é, essencialmente, o Lema 3.2.18.
Caso 1. Se todas elas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter trés varidveis no nivel 2

pelo Lema 3.2.6 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha dez, nove ou oito delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram cinco variaveis no nivel 0 que podem ser

contraidas a mais uma varidvel no nivel 2. A conclusao é a mesma do Caso 1.

Caso 3. Se ha sete delas com um mesmo 0O-coeficiente e quatro delas com o outro, podemos
obter uma variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram oito variaveis no nivel 0, quatro
com cada 0-coeficiente, que podem ser contraidas a quatro variaveis no nivel 1. Aplicando
o Lema 3.2.8, podemos obter uma ou duas variavel no nivel 2 que podem ser contraidas

com a variavel que ja esta no nivel 2 e o resultado segue.

Caso 4. Se ha seis delas com um mesmo 0-coeficiente e cinco variaveis com o outro,
aplicando o Lema 3.2.6 aos dois grupos de variaveis, obtemos 1+ 1 = 2 variaveis no nivel

2 e sobram cinco variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso 2. O
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Lema 3.2.22. Se mg=10 e my > 1, entao f =0 tem solu¢ao nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.

Caso 1. Se todas, nove ou oito delas tém o mesmo O-coeficiente, podemos obter duas
variaveis no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro no nivel 0. Aplicando o Lema 3.2.8

e usando que my > 1, podemos obter mais uma variavel no nivel 2 e o resultado segue.

Caso 2. Se ha sete ou seis delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter uma variavel
no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram sete variaveis no nivel 0, quatro com um 0-coeficiente
e trés com o outro, que podem ser contraidas a trés variaveis no nivel 1. Como m; > 1,
podemos aplicar o Lema 3.2.8 para obter uma ou duas variavel no nivel 2 que podem ser

contraidas com a variavel que ja esta no nivel 2 e o resultado segue.

Caso 3. Se hé cinco delas com cada 0-coeficiente, podemos obter duas variaveis no nivel
2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro variaveis no nivel 0. A conclusao é a mesma do Caso
1. O

Lema 3.2.23. Se mg=9 e m; > 2, entdo f =0 tem solugdo nao trivial em K.

Demonstragcdo. Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.

Caso 1. Se todas ou oito delas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas varidveis
no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram trés no nivel 0 que podem ser contraidas a uma
variavel no nivel 1. Como my > 2, podemos obter mais uma varidvel no nivel 2 e o

resultado segue pelo Lema 3.2.4.

Caso 2. Se ha sete, seis ou cinco delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter uma
variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram seis variaveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a duas variaveis no nivel 1. Como m; > 2, podemos aplicar o Lema 3.2.8 para
obter uma ou duas variaveis no nivel 2 que podem ser contraidas com a variavel que ja

estd no nivel 2 e o resultado segue. [l
Lema 3.2.24. Se mg=8 emg > 1, entdo f =0 tem solugcdo nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.

Caso 1. Se todas elas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter duas variaveis no nivel 2
pelo Lema 3.2.6 e sobram duas no nivel 0 que nao podem ser contraidas. Como mg > 1,

o resultado segue do Lema 3.2.4.
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Caso 2. Se ha sete, seis ou cinco delas com um mesmo 0-coeficiente, podemos obter uma
variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram cinco variaveis no nivel 0 que podem ser

contraidas a mais uma no nivel 2. A conclusao é a mesma do Caso 1. O
Lema 3.2.25. Semg="7, m;1 >1 emg>1, entio f =0 tem solucao nao trivial em K.

Demonstracao. Vamos estudar os casos de acordo com o valor de my.

Caso 1. Se todas, seis ou cinco delas tém o mesmo 0-coeficiente, podemos obter uma
variavel no nivel 2 pelo Lema 3.2.6 e sobram quatro no nivel 0 que podem ser contraidas
a uma ou duas variaveis no nivel 1 que podem ser contraidas com a variavel que ja esta
no nivel 1, uma vez que m; > 1. Terminamos com duas variaveis no nivel 2 e como

mg > 1, o resultado segue do Lema 3.2.4.

Caso 2. Se ha quatro delas com um mesmo 0-coeficiente e trés com o outro, podemos
formar trés pares que podem ser contraidos ao nivel 1. Como my,ms > 1, terminamos com

quatro variaveis no nivel 1 e uma no nivel 2. O resultado segue do Corolario 3.2.10. [

Teorema 3.2.26. Se K = Q3(V/3) e d=3m com m par e (3,m) =1, entdo
Ik (d) <6d+1.

Demonstragdao. Seja f = alx‘f—k--- +asxgl com a; € Og e s=6d+1. Como f é 7-

normalizada, temos
mo > 7,
mo+m1 >13 e
mo +mq +mg > 19.

Vamos mostrar que f =0 tem solugao nao trivial em K. Os lemas anteriores ja

resolveram todos os casos:

e Se mg > 11, o resultado segue do Lema 3.2.21.

e Se mp =10 ou 9, entdao mj > 3 e o resultado segue dos Lemas 3.2.22 ou 3.2.23,

respectivamente.
e Suponha mg = 8. Entdo m; >5 e my+mo > 11.

o Se my > 11, o resultado segue do Lema 3.2.21.

o Se m1 < 10, entao mo > 1 e o resultado segue do Lema 3.2.24.
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e Por fim, se mg =17, entdo my; > 6 e my +mo > 12.

o Se my > 11, o resultado segue do Lema 3.2.21.

o Se mp <10, entdo mo > 1 e o resultado segue do Lema 3.2.25.



Capitulo 4

Formas de grau 3m sobre K/Q;

quadratica nao ramificada

Quando K ¢é quadrética ndo ramificada, temos Ok /(7) ~Fg e m = 3. Seja f uma
forma diagonal sobre O de grau d = 3m com m > 2 e (3,m) = 1. Podemos supor f
m-normalizada. Na notacao do Teorema 2.1.1, temos p=3,e=1 e 7 =1. Pelo Lema
2.3.1, f =0 tem solugao nao trivial em K quando uma variavel primaria pode ser obtida

no nivel

¥ = {eJ +er+1=2.
p—1

Aqui também vamos assumir o "pior caso possivel'. ou seja, se uma contracdo garante
bl )

uma variavel num certo nivel [ ou acima, vamos supor que ela esta no nivel [.

4.1 Caso m impar

Como 6 = (3m,8) =1, pelo Lema 2.4.2, duas varidveis quaisquer num mesmo nivel

podem ser contraidas a uma nova variavel pelo menos um nivel acima.

Teorema 4.1.1. Se K/Qs ¢ quadrdtica nao ramificada e d =3m comm impar e (3,m) =1,

entao
Ti(d) < |3d] +1.

Demonstracao. Seja f = alxil—{—---%—asa:? com a; € Og e s = {%dJ +1. Como f é n-
normalizada, temos mg > 2 e mg+m; > 4. Vamos mostrar que uma variavel priméaria

no nivel 2 pode ser criada.
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Pelo Lema 2.4.2, duas variaveis no nivel 0 podem ser contraidas a uma variavel
primaria no nivel 1.

Se mg > 4, entao duas varidveis primarias podem ser obtidas no nivel 1 que, por sua
vez, podem ser usadas numa contragao para obter uma variavel no nivel 2.

Se mg € {2,3}, entdo m; > 1. Duas ou trés varidveis no nivel 0 garantem uma varidvel
primaria no nivel 1. Como mj > 1, hd duas variaveis no nivel 1 que podem ser contraidas
a uma nova variavel primaria num nivel 2.

Isso conclui a prova. O

4.2 Caso m par

Quando m é par, temos 6 = (d,q—1) = (3m,8) =2, 4 ou 8. Para lidar com os diferentes
casos para ¢, vamos precisar da definicdo do seguinte invariante.

Dado d € N, defina [,(d) como sendo o menor inteiro positivo tal que
mﬁl 4+ ZL‘? =0

tem solucao nao trivial em F, sempre que s > l,(d). Pelo Teorema 2.4.1, temos l,(d) = {4(9)

e, como essa equacao define um tipo particular de forma diagonal, temos 2 <1,(6) < 'y(’; (0).

Em [18], Leep e Vieira mostraram que I, satisfaz as seguintes propriedades:
Lema 4.2.1 (Leep, Vieira). Seja q = p/.

a) 1<1,(0)<p

b) Se j>2 éum divisor deg—1 e 6 | q%.l, entdo 1y4(6) <j.

c) Se q € impar, entdo l4(0) =20 | %.

Demonstragio. Veja [18], Lemas 3.6 e 3.8. O

Observagao 4.2.2. O conjunto (F)/ (IF;)5 é um grupo ciclico de ¢ elementos gerado
por h(]F;)5 onde h € Iy \ (IFZ;)‘S. Dai, se f é uma forma diagonal sobre F, de grau 6 | ¢ —1
e a € F, é um coeficiente de f, entdao a € hi(IFZ)‘S para algum i € {0,...,6 —1}. Dali,

a=h para algum b € IF;. Fazendo a mudancga de variaveis y = bx, obtemos
az’ = Wi xd = hiya.

Fazendo uma mudanca desse tipo em todos os coeficientes de f, obtemos uma forma

g de grau ¢ e com coeficientes em {hi : 0<i<d—1}. Claro que uma solugao nao trivial
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para g = 0 determina uma solucao nao trivial para f =0 e vice versa. Assim, podemos

assumir que os coeficientes de f estdo entre os § representantes de (IF,)/ (IF;)‘;.

Lema 4.2.3. Seja q :pf. Entado

Se 01951 entdo

Demonstracio. Seja f = alx‘ls +-- -—i—asx‘; sobre IF;. Pela Observagao 4.2.2, podemos supor
que os coeficientes de f estdao entre os 0 representantes de (IF,)/ (]F;)é. Pelo Principio da
casa dos pombos, se s > §(l,(6) —1) +1, pelo menos I,(0) dos coeficientes de f sdo iguais
e isso define uma solucao nao trivial para f =0 em [, pela definicao de [j,.

Agora, se 0t %, entdao —1 ¢é elemento de alguma das 6 — 1 classes nao nulas de
F;/(FZ)(S e, pelo Principio da casa dos pombos, entre %(lq((S) —1)+1 variaveis, hé ,(0)
delas com coeficientes iguais ou duas delas, digamos, z; e x; cujos coeficientes sao tais

que a; = —a; (mod 7). Ambos os casos determinam uma solugao para f=0em F,. O

Para simplificar a notagao, vamos escrever l;(6) =1 e 7, (d) =~" de agora em diante.

Observacao 4.2.4. O lema anterior pode ser expresso de forma geral no contexto de
contracao de variaveis como o seguinte.

a) Se § | 451, entdo [ =2 e entre 6+2(j — 1) + 1 varidveis no mesmo nivel, hé j grupos
com duas varidveis com coeficientes iguais que podem ser contraidas a j variaveis
num nivel acima e sobram, no minimo, § — 1 variaveis nao utilizadas.

b) Agora, se 5{%, entdo entre g(l —1)+1(j — 1)+ 1 varidveis no mesmo nivel, hé j
grupos com [ varidveis com coeficientes iguais ou com duas varidveis x;,z; cujos
coeficientes sao tais que a; = —a; (mod ), que podem ser contraidas a j variaveis

num nivel acima e sobram, no minimo, g(l —1) —1+1 varidveis ndo utilizadas.

Vamos usar essas informagoes para obter o ultimo caso do limitante para ' (d) que

buscamos.

Teorema 4.2.5. Se K/Q3 € quadrdtica ndo ramificada e d=3m com m par e (3,m) =1,

entao
a) I'(d) <4d+1 se 6 =2 ou 4.
b) Tk (d) <14d+1 se 6 =8.

Demonstragdo. Vamos mostrar que uma variavel primaria no nivel 2 pode ser obtida.
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a)

Seja f = alxil+--~+asxgl com a; € Og e s=4d+1. Como [ é m-normalizada,

temos mg > 5 e mo+mj > 9. Quando § =2 ou 4, temos [ = 2 pelo Lema 4.2.1 ¢)
e 7" =3 pelo Lema 2.4.8.

Suponha § = 2. Se mg > 7, entdo podemos obter trés variaveis primarias no nivel
1 pela Observagao 4.2.4 a), o que nos dd uma varidvel primaria no nivel 2. Se
mg =6 ou 5, entao duas variaveis podem ser obtidas no nivel 1 pela Observacao
4.2.4 a). Como my > 3, podemos usar uma das secundarias do nivel 1 num trio e
obter uma variavel no nivel 2. Isso conclui a prova nesse caso.

Suponha agora d =4. Se mg > 7, podemos obter duas varidveis primarias no nivel
1 pela Observagao 4.2.4 a) e sobram § — 1 = 3 varidveis no nivel 0 que podem ser
contraidas a mais uma no nivel 1 pelo Lema 2.4.8. Terminamos com trés variaveis
no nivel 1 que, por sua vez, podem ser contraidas ao nivel 2. Se mg =6 ou 5,
podemos obter uma varidavel no nivel 1 pela Observagdo 4.2.4 a) e sobram no
minimo trés variaveis no nivel 0 que podem ser contraidas a mais uma no nivel
1 pelo Lema 2.4.8. Terminamos com duas variaveis no nivel 1. Como mj > 3,
podemos usar uma das secundarias do nivel 1 num trio e obter uma variavel no

nivel 2.

Seja f = alx‘liqL fe +asa:g com a; € Og e s =14d+1. Como f é m-normalizada,

temos mg > 15 e mg+mj > 29. Quando 6 =8, temos [ = 3 pelo Lema 4.2.1 itens a)
e c) e v* <5 pelo Lema 2.4.9. Se mg > 18, entdo podemos obter quatro varidveis
no nivel 1 e sobram ¢ — 1 = 7 varidveis no nivel 0 pela Observacao 4.2.4 b). Cinco
delas podem ser contraidas a mais uma no nivel 1 e o resultado segue aplicando
o Lema 2.4.9 as variaveis no nivel 1. Se mg = 17,16 ou 15, entao trés variaveis
podem ser obtidas no nivel 1 pela Observacao 4.2.4 b) e sobram seis variaveis no
nivel 0 que podem ser contraidas a mais uma no nivel 1. Terminamos com quatro

variaveis no nivel 1. Como my > 12, o resultado segue.

Isso conclui a prova do teorema. O

Observagao 4.2.6. O Teorema 4.2.5 foi o primeiro resultado onde enxergamos a depen-

déncia entre I'(d) e os invariantes v* e [. Observe que usamos as contragoes dadas pela

Observacao 4.2.4 e, quando as varidveis restantes ultrapassam ¥, conseguimos mais uma

varidvel. Ao estudar o caso d =pm em K/Q), quadratica, essa estratégia se faz necessaria

e a detalharemos no capitulo seguinte.



Capitulo 5

Formas de grau pm sobre K/Q,

quadratica

5.1 Caso K nao ramificada

Se K ¢é quadrdtica ndo ramificada, temos O /(7) = F 2. Seja f uma forma diagonal
sobre O de grau d =pm com (p,m) = 1. Na notagdo do Teorema 2.1.1, temos e = 1
e 7=1. Pelo Lema 2.3.1, f =0 tem solucao nao trivial em K quando uma variavel

primaria pode ser obtida no nivel

e
y=|——|+er+1=2.
p—1

. _ 2 : . ~ _ * ok

Seja § = (d,p” —1). Para simplificar a notagao, vamos escrever l(d) =1 e 7, () ="
Para alcangar o nivel 2, primeiro, determinamos qual o menor ntimero de variaveis
necessario para realizar uma tnica contragao. Depois, determinamos qual o jeito mais
eficiente de obter essa quantidade de varidveis no nivel 1 a partir de variaveis no nivel 0,
ou seja, precisaremos realizar multiplas contragoes e queremos as contragoes que usam a
menor quantidade de variaveis quando realizadas em sequéncia. Em resumo, queremos

responder as duas perguntas abaixo:

1. Qual o menor niimero de variaveis num mesmo nivel que garante uma variavel um

nivel acima?
2. Qual a forma mais eficiente de conseguir esse nimero de variaveis no nivel 17

Os resultados da Secao 2.4 respondem & Pergunta 1. Precisamos de pelo menos v*

varidveis num mesmo nivel. Como nao conseguimos controlar quantas das varidveis serao,



5.1 Caso K nao ramificada 63

de fato, usadas na contracao, precisamos que pelo menos v* — 1 delas sejam primarias
caso queiramos que a variavel resultante seja primaéria.

Para a Pergunta 2, seja w = {%J . Suponha que queiramos obter j variaveis
no nivel 1. Vamos comecar aplicando a Observagao 4.2.4 a) para obter j —w varidveis.
Para isso, usamos 6(l — 1) +1(j —w — 1) + 1 varidveis e sobram, no minimo, §({ —1) — 1 no
nivel 0. Vamos chamar essas contragoes de contragoes Tipo 1. As variaveis que sobraram,
separamos em w grupos de tamanho 7* e cada grupo pode ser contraido a mais uma
varidvel no nivel 1. Sobram no méximo v* — 1 varidveis que nao podem mais ser usadas
em contragoes. Vamos chamar essa segunda forma de realizar contragoes de contragoes
Tipo 2.

Para obter as v* — 1 varidveis primdrias necessdrias no nivel 1 usando o processo
descrito acima, precisamos de pelo menos §(I — 1) — 1 varidveis no nivel 0 se w > ~v* — 1.

Se w < % — 2, precisamos de

(I-1D)+I(y"—w—-2)+1 (5.1.1)
no nivel 0. Isso nos da o resultado abaixo.

Teorema 5.1.1. Sejam K/Q, uma extensdo quadrdtica nao ramificada e d =pm com

(p,m)=1. Seja w = L%J . Entao

Gl-1D)+I(y " —w—=2))d+1 sew<~y"—2,
(0(l—1)—2)d+1 sew>~"—1.

[k (d) < {

5.1.1 Caso § | %!

Quando 0 | %1, pelo Lema 4.2.1 ¢), temos [ =2 e § + 1 varidveis no nivel 0 garantem
que duas delas possam ser contraidas a uma varidavel primaria no nivel 1. Dai, as
estimativas para '} (d) no teorema anterior sdo expressoes mais simples. Por exemplo,
para 0 < 4, temos os valores exatos para 7" e podemos usd-las para obter os resultados
abaixo.

Suponha primeiro que (d,q—1) = 1. Entao, médulo 7, as equagdes que determinam
as contragoes de varidveis sao lineares e 4* = 2. O resultado abaixo estende o caso K/Qs

nao ramificada e d impar e a demonstragao é exatamente a mesma do Teorema 4.1.1.

Lema 5.1.2. Se § =1, entao
Ti(d) < |3d] +1.
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Quando § = 2 ou 4, temos v* = 3 pelo Lema 2.4.8. De novo, o resultado abaixo

estende o Teorema 4.2.5 a).

Lema 5.1.3. Se 6§ =2 ou 4 entdo
[ (d) <4d+1.

Quando ¢ = 3, temos v* = 3 pelo Lema 2.4.8.

Lema 5.1.4. Se § =3, entdo
I (d) <4d+1.

Demonstracao. Seja f = ala:il+--- +asx§ com a; € Og e s=4d+1. Como f é -

normalizada, temos mg > 5 e mg+mq > 9.

Vamos mostrar que uma variavel priméria no nivel 2 pode ser criada. Pelo Lema
2.4.8, basta obtermos trés variaveis no nivel 1 com pelo menos duas delas primaérias.

Se mg > 8, trés variaveis podem ser obtidas no nivel 1 e o resultado segue.

Se mg =7 ou 6, entao conseguimos duas variaveis no nivel 1. Como mg+mi > 9,
temos m1 > 2 e o resultado segue.

Se my = 5, conseguimos uma variavel no nivel 1 ao contrair um par de variaveis com
coeficientes iguais ou inversos moédulo 7. Sobram trés no nivel 0 que podem ser contraidas
a mais uma no nivel 1 aplicando o Lema 2.4.8. Dai, obtemos duas variaveis primarias no
nivel 1 e mp > 4.

Isso conclui a prova. O

Quando § > 5, temos w > 1. Como exemplo de como usar o limitante (5.1.1), temos

o lema abaixo.

Lema 5.1.5. Se § > 5, entdo
[ (d) < (6+2(v*—3))d+1.

Demonstragio. Seja f = ajzd+ -+ asax? com a; € O e s = (6+2(7" —3))d+1. Como

f é m-normalizada, temos

1
mo > =5+2(’Y*—3)+g$m0Z5+2(’Y*—3)+1 e

alw

2 2
mo+my > 5:25+4(7*—3)+g:>m0+m1 > 925 +4(7* —3) + 1.
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Vamos mostrar que uma variavel priméria no nivel 2 pode ser criada. Para isso,
precisamos de v* varidveis no nivel 1, pelo menos v* — 1 delas primadrias.

Se mo>0+2(y"—3)+3=0+2(y"—2)+1, pela Observacao 4.2.4 a), podemos
obter v* — 1 varidveis no nivel 1, sobram 0 — 1 varidveis no nivel 0. Como ¢ > 5, temos
5;—3 < —1 e podemos aplicar o Teorema 2.4.4 para obter mais uma variavel primaria no
nivel 1, terminando assim com ~* varidveis no nivel 1.

Semop=0+2(y"—3)+2=090+2(y"—2), pelo Lema 4.2.4 a), podemos obter v* — 2
variaveis no nivel 1, sobram ¢ varidveis no nivel 0. De novo, podemos obter mais uma
varidavel priméria no nivel 1 a partir das que sobraram no nivel 0, totalizando v* —1

varidveis no nivel 1. Agora, como mg+mj > 2§ +4(7y* —3) + 1, temos
mp>20+4(y" =3)+1—(0+2(v"=3)+2)=d+2(v"-3)—1>4

pois § > 5 por hipdtese e v* > 3 pelo Lema 2.4.2. Dai, podemos usar uma das secundarias
do nivel 1 para completar as v* varidveis necessdrias.
Por fim, se mg =0+ 2(7*—3) + 1, o resultado segue andlogo ao caso anterior. Isso

conclui a prova. O

Pelo Lema 2.3.2, temos que mg > |2logyq| +1 = |4logyp| + 1 garante uma varidvel

primaria no nivel 2, fornecendo um forma diferente de chegar ao nivel 2.

Lema 5.1.6. Sejam K/Q, quadrdtica ndo ramificada e d =pm com (p,m)=1. Se
d| %, entdo
Ik (d) < [4logypd+1.

Observe que como p < d, temos |4logy p| < [4logsd|. Em particular, quando m > p?,
temos d > pt e I (d) < |loggd]d+1.

Claro que, quando d é grande, um limitante da forma C'd+1 com C' uma constante
absoluta é mais interessante do que um com C que depende de d. Assim, uma vez fixos

0 e 7", o Lema 5.1.5 é mais interessante que o Lema 5.1.6 para d suficientemente grande.

5.2 Caso K totalmente ramificada

Se K ¢é totalmente ramificada, temos O /(7) ~ F,. Seja f uma forma diagonal sobre
Ok de grau d = pm com (p,m)=1. Na notacao do Teorema 2.1.1, temos e =2 e 7 = 1.

Pelo Lema 2.3.1, f =0 tem solucao nao trivial em K quando uma varidvel primaria pode
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ser obtida no nivel

v = {6 1J +er+1=3.

O caso § =1 é, essencialmente, o Teorema 3.1.6.

Lema 5.2.1. Se ) =1, entao
Ti(d) < |5d] +1.

Para o caso 0 > 1, vamos usar o mesmo raciocinio da se¢ao anterior: pelo Teorema

5.1.1, precisamos de M =§(l— 1) +1(y" —w —1) + 1 varidveis no nivel 1 para garantir
S(1-1)—1 J
v* '
Com essas varidveis no nivel 1, vamos executar v* contracoes. As contracoes do

uma variavel primaria no nivel 3, onde w = {

Tipo 1 produzem ~* —w varidveis e cada uma das contracoes usam [ varidveis com
coeficientes iguais e todas elas recebem o coeficiente 1 na mudancga de variaveis que define
a contracao. Isso quer dizer que basta que uma delas seja priméria para garantir que a
variavel resultante seja primaria.

As contragoes do Tipo 2 produzem as w varidveis restantes e como nao conseguimos
controlar os coeficientes da mudanca de varidveis nesse caso, podemos ter apenas uma
variavel secundaria em cada contragao.

Isso quer dizer que nao precisamos de tantas varidveis primarias! Mas manipular
essas quantidades no caso geral nao é facil. Vamos enunciar o resultado considerando o
nimero de variaveis que precisamos no nivel zero sem a ajuda das variaveis secundarias
nos niveis acima. Em casos particulares onde temos os valores de [ e v*, podemos fazer

as reducoes cabiveis.

Teorema 5.2.2. Se 0 | q—1, entdo
Ig(d) <(O0(l-1)+1(M—-w-1))d+1

onde M= —-1)+l(v"—w—1))+1 ew= L%J
Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.1, precisamos de M =6(I—1)+1(v" —w—1)+1 va-

riaveis no nivel 1, para garantir uma variavel primaria no nivel 3. Dai, precisamos de
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d(l—1)+1(M —w—1)+1 no nivel 0. Em resumo, temos

uma variavel no nivel 3

)
~* varidveis no nivel 2
i)
M=0(—-1)+1(y*—w—1)+1 varidveis no nivel 1
f

d(l—1)+I(M —w—1)+1 varidveis no nivel 0.

Isso mostra o resultado. O

5.3 Exemplo: formas de grau particular

Valores exatos para I'j(d) sdo conhecidos quando K = Q, para vérios d € N. Por
exemplo, I'g (15) =61 e I'y, (6) = 37 (veja [14] e [4], respectivamente). Usando nossos
resultados e alguns fatos ja provados antes por outros autores, vamos comparar 'z (15)
e Ik (6) quando K ¢é extensao quadratica de Q, com os valores citados acima. Exceto
para uma extensao especifica em cada caso, conseguimos alcangar o mesmo limitante

determinado para K = Q.

5.3.1 Formas de grau 15

Seja f uma forma diagonal de grau 15 sobre K/Q, quadratica.
Primeiro, suponha p = 3.
Se K/Qs é nao ramificada, entao, pelo Teorema 4.1.1,
[5(15) < |3-15|+1=22+1=23.
Se K = Q3(\/§), entao, pelo Teorema 3.1.6
T5c(15) < [5-15) +1=387+1=38.

Por fim, se K = Q3(v/—3), entao pelo Teorema 3.1.9

% (15) < 3-15+1 = 46.
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Suponha agora p = 5.
Se K/Qs é nao ramificada, temos Ok ~Fo5 e § = (15,24) = 3. Pelo Lema 5.1.4, temos

% (15) <4-15+1=61.

Se K/Qs5 é totalmente ramificada, temos Ox ~F5 e § = (15,4) = 1. Pelo Lema 5.2.1,
temos
T5(15) < [§-15) +1 =38,

Para p # 3,5, temos (15,p) =1 e 7 = 0 na notacao do Teorema 2.1.1. Dai, basta obter
uma variavel primaria no nivel 1 através de contracoes pelo Lema 2.3.1. Observe que
d=(15,q—1)=1,3,50u 15.

Se 0 =1 entao, médulo 7, f é linear e basta que mg > 2 pelo Lema 2.4.2. Se 6§ = 3,
basta que mg > 3 pelo Lema 2.4.8 e se § =5, basta que mg > 4 pelo Lema 2.4.8. Isso
mostra que

154+1=16 sed=1,
[(15) << 2-15+1=31 sed=3,
3-15+1=46 se d=>5.

Por fim, seja 6 = 15. Vamos mostrar que, exceto possivelmente para K/Qi; nao
ramificada, mg > 5 é suficiente para garantir uma variavel primaria no nivel 1.
Cinco variaveis sao suficientes para garantir solugdo nao trivial de f =0 (mod ),

sempre que ¢ < 2° =32 pelo Lema 2.4.5 e
g>5"1.15-1457 = 3.143 > 243

pelo Teorema 2.4.7. Dai, basta que estudemos os nimeros da forma g = p ou p? entre 32
e 243. Além disso, como 15 | %, temos ¢ =1 (mod 30). Os inteiros satisfazendo essas
condigbes sao:

61,121, 151, 181, 211 e 241.

Observe que nessa lista, apenas o 121 nao é primo. Em [14], Knapp apresentou um
argumento computacional que mostra que cinco variaveis sao suficientes para que f =0
em [F), tenha solu¢ao nao trivial para uma lista de p primos que inclui os primos que
precisamos verificar. Isso resolve nosso problema para todos os casos restantes, exceto
para ¢ = 121 = 112. Nesse dltimo caso, o melhor limitante que temos é dado pelo Teorema
2.4.6: 7,(15) < [2logy 15— logylogy 15] +1 = 7.

Em resumo, obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 5.3.1. Seja K/Q, uma exstensao quadrdtica com O [(m) # F12. Entdo
% (15) <4-15+1 =61

Se Ok /(m) =F,;2, entdao I'(15) <6-154+1=91.

Agora, seguindo as ideias de Norton em [22], podemos exibir um exemplo que
nos dé4 um limitante inferior para I'j(15). Observe que 2-15+1 =31 é primo. Se
K/Qs3; é totalmente ramificada, entdo Ok /() ~ F3;. Para T; = (x;,vi,2i,ti), defina
f(@) = 2} +2y}° +421° + 8t1°. E facil ver que a equacio f(7;) =0 (mod 31) nio tem

solugao nao trivial. Dai,
14
F=> 7'f(m)
1=0

¢ uma forma diagonal em 60 varidaveis que ndao tem zero nao trivial em K.

De fato, observe que se (b,,...,by,) é uma solucdo nao trivial de F =0 com, di-
gamos, b, # 0, entdo b, = 7%u com u € O e, como F é um polindémio homogéneo,
(b, /7, ... by, /) também é uma solugdo de F =0 com b;/7" =u € Of. Assim, se
existe uma solugao nao trivial em K, entao existe uma solucao primitiva, ou seja, com
alguma entrada coprima com .

Agora, suponha que F =0 (mod 7T15) tenha uma solucao nao trivial. Entao, em
particular, f(Zo) =0 (mod 7). Como esta tltima congruéncia nao tem solugao nao trivial

moédulo 7, devemos ter xg =yg = 20 =tp =0 (mod 7). Com essa informagao, temos

14 14
F o= Y af@)=rd 7 f(@)=0 (mod ')
i=1 i=1

14
= Y 7 f(@)=0 (mod )
i=1

Repetindo o mesmo argumento, obtemos z; = y; = z; = t; =0 (mod 7) para i =
0,...,14. Assim, toda solucio de F =0 (mod 7'°) em K deve ser nula médulo ,
impossivel. Isso mostra que a tnica solugdo de F =0 em K é a trivial e I';(15) = 61

quando K/Qs; é quadrética totalmente ramificada.

Observagao 5.3.2. Fica a pergunta se cinco variaveis sao suficientes para garantir uma
solugdo nao trivial para f =0 em F;;2. Os métodos computacionais usados por Knapp
usam fortemente o fato de F) ~ Z/pZ quando p é primo e portanto nao se aplicam ao

Nnosso caso.
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5.3.2 Formas de grau 6

Seja f uma forma diagonal de grau 6 sobre K/Q, quadrética.

Se p =2, os trabalhos de Knapp [15] e Duncan e Leep [7] determinam que '} (6) =9
ou 7 quando K ¢é totalmente ramificada, a depender da extensao.

Quando K é nao ramificada, por Knapp [15] e Bruno [5] temos 19 < I'(6) < 29.

Seja p = 3.

Se K/Qs é nao ramificada, como § = (6,8) = 2, temos pelo Teorema 4.2.5,

5 (6) <4-64+1=24+1=25.
Se K = Q3(v/3), entéo, pelo Teorema 3.2.26
% (6) <6-6+1=236+1=3T.
Por fim, se K = Q3(v/—3), entdo pelo Teorema 3.2.20
. 31
Dje(6) < T 6+1=62+1=63.

Para p # 2,3, temos (6,p) =1 e 7 =0 na notagao do Teorema 2.1.1. Dai, basta obter
uma variavel primaria no nivel 1 através de contragoes pelo Lema 2.3.1. Observe que
d=(6,g—1)=1,2,3 ou 6.

Se 6 = 1 entdao, mdédulo 7, f é linear e basta que mg > 2 pelo Lema 2.4.2. Se § =2 ou
3, basta que mgy > 3 pelo Teorema 2.4.4 e pelo Lema 2.4.8, respectivamente. Se d =6 e
J| q%, basta que mg > 4 pelo Lema 2.4.8. Caso contrario, precisamos que mg > 7 pelo

Teorema 2.4.3. Isso mostra que

6+1="7 se d =1,
I'%(6) << 2:6+1=13 sed=2ou3,
6-6+1=37 sed=06.

Em resumo, obtemos o teorema abaixo.

Teorema 5.3.3. Seja K/Q, uma exstensao quadrdtica com K # Q3z(v/—3). Entdo
[5(6) < 6%+1=37.

31
Se K =Q3(v—3), entio T'}(6) < G 15+1=63.
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Analogamente ao que fizemos no caso d = 15, uma vez que 6+ 1 =7 é primo, temos

29 =0ou 1 em F7 e é facil ver que a forma

6
F=> 7'f(m)
1=0
=) — .0 6 6 6 6 6 4 . cs .
onde f(T;) = x; +x;, +x;, +x;, +x; +x; ¢ uma forma diagonal em 36 varidveis que

nao tem zero nao trivial em K/Q7 quadratica totalmente ramificada.

Observagao 5.3.4. O fato de o limitante de I (6) nao ter alcangado o da conjectura
de Artin quando K = Q3(v/—3) ilustra bem as restri¢oes que encontramos ao realizar as
contracgoes de variaveis no Teorema 3.2.20. Como 1 é a tnica 6-ésima poténcia médulo

7#, ndo conseguimos realizar contracoes tao eficientes.



Consideracoes finais

A conjectura de Artin para formas diagonais tem motivado o trabalho de muitos
matematicos nas ultimas décadas. Além da expectativa de provar a conjectura no caso
geral, hd também a busca por limitantes superiores para 'y (d) que se aproximem (e,
idealmente, alcancem) o seu valor exato. Como vimos na introdugao, em varios casos
particulares, esse problema ja foi resolvido. Mas iniimeros outros casos ainda podem ser
abordados. Sao muitas possibilidades! Neste trabalho, escolhemos trabalhar com formas
diagonais sobre extensoes quadraticas de @, p > 2, inspirados nos trabalhos recentes

sobre extensoes quadraticas de Q2. Nosso objetivo era determinar um limitante da forma
Ik (d) < Cd+1

onde C' é uma constante absoluta. Um resultado desse tipo fornece um limitante melhor

que o conjecturado por Artin sempre que d > C.

O método de contracoes de variaveis é o padrao para trabalhar com problemas desse
tipo. Ele funciona bem quando temos informagoes suficientes sobre o corpo de residuos
para garantir contracoes eficientes. Por exemplo, no Capitulo 3, conhecer as d-ésimas
poténcias em Ok /(7?) quando m é fmpar nos permitiu um limitante melhor para uma
das extensoes totalmente ramificadas. Quando m é par, a analise dos w-coeficientes foi
fundamental para conseguirmos um limitante nao tao longe do obtido no caso m impar,
apesar de ser maior (o que é esperado, uma vez que o fato de —1 ser d-ésima poténcia
no caso m impar torna as contragbes mais eficientes). Mas essa abordagem deixa de
ser vidvel quando os representantes de O /(m) sdo muitos. Isso ilustra bem a limitagao
do método quando generalizamos o grau da extensao e/ou o grau das formas diagonais
estudadas. Nesse aspecto, é necessario que novas estratégias sejam desenvolvidas para
lidarmos com problemas mais gerais. Precisamos de ideias que nos permitam encontrar
contragoes eficientes, mesmo quando o grau da forma ou da extensao (e, logo, o nivel

a ser alcangado com as contragdes) exigirem varidveis demais com as contragoes que
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j& conhecemos. Leep e Vieira em [18], ja lidaram com um problema do tipo, quando
obtiveram um resultado valido para extensoes de qualquer grau finito, desde que o indice

de ramificagao seja 1.

Os resultados que obtemos nos capitulos 3 e 4 fornecem limitantes melhores ou iguais
ao conjecturado por Artin, exceto no caso d =6 e K = Q3(v/—3). No Capitulo 5, nos
deparamos com a relagdo de dependéncia entre ' (d) e §, e observamos como, por
exemplo, o caso d = 3m com m impar e K/Q3 nao ramificada quadratica do Teorema
4.1.1 6 um caso particular de d = pm com (d,p? —1) = 1 e K/Q, nio ramificada quadrética
no Lema 5.1.2. J4 o caso d =3m com m par e (d,8) =2 ou 4 e K/Q3 nao ramificada
quadrética (item a) do Teorema 4.2.5) é um caso particular de d = pm com (d,p? —1) =2
ou 4 e K/Q, nao ramificada quadratica no Lema 5.1.3. Isso nao é suspeito. O valor
de ¢ (juntamente com o conhecimento de 7, (5) e de [4(5)) e o niimero de niveis a subir
sdo fatores determinantes na performance das contragoes. Dois niveis sdo suficientes
precisamente quando e =7 =1 e p > 3 (ou seja, quando d =pm e K/Q, é finita nao
ramificada). Melhorias podem ser obtidas aqui, se soubermos mais sobre as variantes

envolvidas.

Muitas perguntas permanecem em aberto. As primeiras que queremos responder sao:

e Quais ideias precisamos ter para resolver o caso excepcional onde nosso resultado

nao superou o limitante conjectura por Artin?

« Se mantermos as extensoes quadraticas ramificadas de Q3 e o grau qualquer, sera
se vale a conjectura? (isso, junto com o resultado de Leep e Vieira, resolveria a

conjectura para extensoes quadraticas de Qs, o que seria bem legal!)

e O nosso resultado do Capitulo 5 nao exibe uma relacao direta com a conjectura de
Artin. Quais os casos particulares onde esse resultado supera a conjectura? Serd se

conseguimos uma versao onde a conjectura é superada sempre?

Uma coisa é certa: tem muita coisa a ser feita. Nossa trajetoria esta apenas come-

¢ando!
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