== Universidade de Brasilia

Grupos tais que todo subgrupo tem
defeito subnormal até 2

Millena Andrade da Silva
Orientador: Dr. Igor dos Santos Lima

Departamento de Matemaética

Universidade de Brasilia

Dissertacdo apresentada como requisito parcial para obtengdo do grau de

Mestre em Matemdtica

Brasilia, 10 de Julho de 2023






Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus por me ajudar a chegar onde cheguei.

Agradeco a minha familia por todo o apoio e incentivo. Ao meu pai, Raimundo, que
sempre colocou minha educacdo como prioridade. A minha mée, Eliana, que é a mulher
mais forte e determinada que conhe¢o, meu maior exemplo. Aos meus irmaos, Hugo e Yago,
que cresceram comigo e foram muito importantes para a minha escolha de curso. As minhas
irmas, Kyria e Kérita, que mesmo longe sempre significaram suporte e conforto. Aos meus
avés, Elias e Maria, que ajudaram na minha criagio e sempre me incentivaram a estudar. A
minha madrasta, Leildes e a Dona Chica, por me mostrarem que lacos de coragdo as vezes
sdo mais fortes que de sangue.

Ao meu namorado, Bruno, por todo o carinho, apoio e cuidado comigo durante o
mestrado.

As minhas melhores amigas, Isabela, Julia, Yasmin e Micaelly, por todos esses mais de
10 anos de amizade.

Aos amigos que fiz no mestrado, em especial Henrylla, Jadde, Marcio, Marina, Daniel,
Saulo e Talita. Vocés tornaram o mestrado muito mais leve. Agradeco principalmente a
Henrylla, que se tornou minha maior amiga e confidente.

Aos muitos amigos que a matemética me deu e que sempre acreditaram em mim, ainda
que eu nao acreditasse. Em especial meus afilhados, Anita e Jeferson, que viram meus
maiores momentos de angustia no curso e minha amiga Aryel, que passou boa parte desses
momentos comigo.

Aos amigos de estudo e aos meus irmdos de orientacao.

Ao meu orientador Igor dos Santos Lima por toda a confianca em mim todos esses anos
de orientacdo, durante o PIBIC e o mestrado.

Aos professores Anderson Luiz Pedrosa Porto, Emerson Ferreira de Melo e Alex Car-
razedo Dantas por terem aceitado fazer parte da minha banca e pelas contribui¢des para a
versao final desta dissertagao.

Por fim, agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.






Resumo

Neste trabalho estudamos os grupos em que todo subgrupo tem defeito subnormal até 2.
Dividimos nossa investigacao no estudo dos grupos de defeito 1 e de defeito 2. Para os grupos
de defeito 1, ditos grupos de Dedekind, nosso principal objetivo é demonstrar o Teorema
de Dedekind-Baer que nos dard uma classificacdo dos grupos de Dedekind ndo abelianos.
Para os grupos de defeito 2, apresentamos as classes .,.<7 ¢ .7 e estudamos as relagdes de
continéncia entre as mesmas. Com base em Heineken e Mahdavianary, mostraremos ainda
que os grupos nessas classes sdao nilpotentes com classe de nilpoténcia menor ou igual a 3.

Palavras-chave: Comutadores; defeito; subnormalidade; nilpoténcia; grupos dedekindia-
nos.






Abstract

In this work we study groups in which every subgroup has subnormal defect less than or equal
to 2. We divide our investigation into the study of groups with defect 1 and 2. For groups
with defect 1, called Dedekind groups, our main objective is to prove the Dedekind-Baer
Theorem that gives us a classification of non-abelian Dedekind groups. For groups with
defect 2, we present the classes ., .« and .7 and study the relations between them. Based
in Mahdavianary and Heineken, we also show that groups in these classes are nilpotent with
nilpotency class less than or equal to 3.

Keywords: Commutators; defect; subnormality; nilpotency; dedekindian groups.
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Introducao

Um subgrupo H de G é chamado de n-subnormal se existe uma cadeia ascendente de
subgrupos
H=G,dGyp14---4G1 4G =G (%)

de tamanho m > 0. O tamanho da menor série (x) de H a G é chamado de defeito subnormal
de H em G. Escreveremos simplesmente "grupos de defeito n" quando quisermos mencionar
grupos tais que todo subgrupo tem defeito subnormal no méximo n. A importancia da andlise
da subnormalidade consiste, sobretudo, no fato de podermos simplificar o estudo da estrutura
de um grupo em termos de estruturas mais simples ou até mesmo classificar determinados
grupos.

Os subgrupos de defeito 1 s@o aqueles em que todos os seus subgrupos sao normais. A
esses grupos damos o nome de grupos de Dedekind, assim nomeados gragas ao matemético
alemao R. Dedekind, que investigou tais grupos em 1897. O grupo dos quatérnios é um
exemplo cldssico de um grupo nao abeliano com essa propriedade e, em homenagem ao
matemdatico William Rowan Hamilton que descobriu os quatérnios, chamamos os grupos
nao abelianos tais que todo subgrupo € normal de grupos hamiltonianos. Os grupos de
Dedekind sdo nilpotentes, com classe de nilpoténcia no méximo 2. Um importante resultado
sobre tais grupos € com respeito a sua classificacdo. O primeiro passo nesta dire¢ao foi
dado por R. Dedekind, que determinou todos os grupos dedekindianos finitos [7]. Depois,
em 1933, R. Baer estendeu o resultado para grupos infinitos [2]. Juntos conseguiram dar a

seguinte classificagdo para os grupos de Dedekind:

Teorema A. Todos os subgrupos de G sdo normais se, e somente se, G € abeliano ou G é o
produto direto de g com um 2-grupo abeliano elementar € um grupo A em que todos os seus
elementos tém ordem impar, ou seja, G = Q X A X E, onde Q = Qg, A € um grupo abeliano
tal que todos os elementos possuem ordem impar e E é um 2-grupo abeliano elementar.

Os grupos metahamiltonianos (uma generalizacdo dos grupos hamiltonianos) sao grupos
ndo abelianos tais que todos os seus subgrupos nao abelianos sdo normais. Em [1], Ane

Zhang investigam as propriedades dos p-grupos metahamiltonianos finitos e tais propriedades
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sdo utilizadas neste mesmo artigo ao fazerem uma classificacdo dos p-grupos metahamiltoni-
anos. Outras generalizagdes de grupos de Dedekind podem ser vistas em Cappitt [4] e Kappe
[18].

Em defeitos maiores, o estudo da subnormalidade se mescla com o estudo dos grupos
Engel.

Um elemento x é chamado de Engel a direita se, para todo g € G, existe um inteiro ndo

negativo n, dependendo de g e x, tal que

gl =1[..[[x.g].8],--..8] = 1.
———

n—parcelas

Se n pode ser escolhido de maneira independente de g, dizemos que x € n-Engel a direita.
Um elemento x € chamado de Engel a esquerda se, para todo g € G, existe um inteiro

ndo negativo n, dependendo de g e x, tal que

gnx] =1[...[[g,x],x],...,x] = L.
N
n—parcelas
Se n pode ser escolhido independentemente de g, dizemos que x € n-Engel a esquerda.

Se um grupo G € tal que todos os seus elementos sdo n-Engel a esquerda e a direita,
dizemos que G € um grupo n-Engel.

Denota-se por L(G) e R(G) o conjunto dos elementos Engel a direita e Engel a esquerda de
um grupo G, respectivamente. Temos que G = L(G) se, e somente se, G = R(G), entretanto
se o conjunto dos elementos Engel a direita (esquerda) formam um subconjunto préprio de G,
ndo necessariamente temos a igualdade entre os conjuntos. Mais sobre a historia dos grupos
Engel pode ser visto em [3].

Um outro conceito frequentemente presente no estudo da subnormalidade é o conceito
de grupo de Baer, que s@o os grupos tais que todo subgrupo ciclico € subnormal. Se o grupo
€ tal que todo subgrupo ciclico tem defeito no maximo n, entdo dizemos que G € um grupo
n-Baer. Para n = 1, os grupos 1-Baer sdo precisamente os grupos de Dedekind. E também
fato que se G é um grupo n-Baer, entdo G é um grupo (n+ 1)-Engel.

Em grupos finitos, temos a seguinte equivaléncia: G é nilpotente; Todo subgrupo de G
€ subnormal; G € um grupo de Baer; G é um grupo Engel. Essas equivaléncias ndo sdo
verdadeiras para grupos infinitos. Temos, por exemplo, que se G € nilpotente, entdo todos os
seus subgrupos siao subnormais, porém a reciproca deste fato ndo € verdadeira, como mostra
o grupo construido por Heineken e Mohamed em [15]. Tal grupo tem todos os subgrupos

(préprios) subnormais e nilpotentes, mas o grupo ndo é nilpotente. Apesar de, em geral, ndo
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termos a equivaléncia entre os conceitos, as relacdes entre eles sdo fortemente abordadas no
estudo da subnormalidade. Um grande passo nessa direcdo € o estudo de Roseblade em [36]
que mostra que se 41, € a classe de grupos tais que os subgrupos possuem defeito subnormal

no méaximo d e 1. sdo os grupos nilpotentes de classe no maximo ¢, entdo existe uma funcao
U :No—Ng, talque U; C ‘ﬁm(d), Vd>0.

Em outras palavras, este resultado nos diz que se G € um grupo tal que todo subgrupo tem
defeito d, entdo a classe de nilpoténcia € limitada por uma fun¢do dependendo apenas de d.

No caso dos grupos de defeito 2, relacionamos ao estudo das seguintes classes:

1. A classe dos grupos tais que todo subgrupo ciclico é 2 subnormal, denotada por 7.
2. A classe dos grupos tais que todo subgrupo abeliano é 2 subnormal, denotada por 7.
3. A classe dos grupos tal que todo subgrupo € 2 subnormal, denotada por .7

A classe dos grupos em .7 sdo justamente os grupos 2-Baer. Tais grupos sao 3-Engel e
foram inicialmente estudados por Heineken, que no ano de 1971 em [14] mostrou o seguinte

teorema envolvendo nilpoténcia e grupos em .7 :
Teorema B. Assuma que G € .7 tem um elemento de ordem infinita. Entao:
1. G ¢é 2-Engel;

2. 1(G) = (1B(G)’ =1.

Nesse mesmo artigo, Heineken mostra que se ndo tivermos a hipétese do elemento de
ordem infinita no grupo G, entdo a classe de nilpoténcia de G € menor ou igual a 4 e, mais
tarde, em 1973, Mahdavianary [25] completa a demonstracao de que grupos em .7 tém
classe de nilpoténcia menor ou igual a 4, fazendo o caso em que G € um grupo de tor¢ao.
Também em 1973, Cappitt [5] utiliza da hipdtese de existéncia de elementos de ordem infinita
no grupo para dar uma cota para a nilpoténcia.

Podemos ver que . C o C .7 e do fato provado por Mahdavianary sobre a nilpoténcia
dos grupos em .7, conseguimos estabelecer entdo a mesma cota para as outras classes, assim
se G é um grupo tal que todo subgrupo é 2-subnormal, entdo sua classe de nilpoténcia é
menor ou igual a 3.

Em [22], Mahdavianary mostra que temos uma equivaléncia entre as classes <7 ¢ .7 sob
algumas hipéteses e garante que as classes <7, 7 e .% ndo sdo equivalentes em casos gerais.

Tal resultado € dado pelo seguinte teorema:
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Teorema C.

1. Seja G um grupo de tor¢do sem elementos de ordem par ou um grupo com um elemento
de ordem infinita. Entdo G € .7 implica que G € <.

2. Existe um 2-grupo em .7 que ndo estd em /. Dai .7 nem sempre implica em <7
3. Existe um grupo em &7 que ndo estd em .. Dai &/ nem sempre implica em .7

Por fim, o leitor interessado em saber mais informagdes sobre as relacdes entre elementos
Engel, subnormalidade e nilpoténcia poderd consultar o trabalho de Casolo [6] de 2010,
onde hd um compilado de resultados importantes sobre esses assuntos, desde trabalhos mais
antigos até resultados mais recentes.

Falaremos agora sobre a organizagdo desta dissertagao:

No Capitulo 1, abordamos os conceitos fundamentais da Teoria de Grupos e algumas
ferramentas bdsicas que serdao necessdrias para o desenvolvimento do trabalho. Definimos e
damos propriedades de comutadores, subgrupo comutador, subnormalidade e nilpoténcia.
Usamos como base para a constru¢do desse capitulo as referéncias Robinson [33], Rotman
[37] e Hall [12].

No Capitulo 2, falamos dos grupos tais que todos os subgrupos possuem defeito 1.
Apresentamos os grupos de Dedekind, dando propriedades e resultados sobre 0os mesmos.
Por fim, trazemos a prova do Teorema A, cuja demonstracio serd dividida em lemas para
um melhor entendimento do leitor. As principais referéncias utilizadas sdo Robinson [33]
e Hall [12]. Exibimos nesse capitulo a demonstracdo usual do Teorema de Dedekind-Baer,
porém recomendamos como leitura o artigo de Porto, Guimaraes, Bessa [30] que apresenta
uma nova prova para este teorema.

No Capitulo 3, focamos nos grupos com subgrupos de defeito subnormal 2. Nosso
principal objetivo nesse capitulo serd estudar a relagdo entre as classes de grupos .7, o/ e
7 . Num primeiro momento, falaremos sobre grupos Engel como ferramenta fundamental
no estudo da subnormalidade e provaremos o Teorema B, que relaciona o estudo de grupos
Engel, com o estudo da classe .7 e sua nilpoténcia, generalizando ao final este resultado para
as demais classes. Ao final do capitulo, traremos vérios lemas e resultados técnicos que nos
permitirdo demonstrar o Teorema C e garantir a ndo equivaléncia das classes ., & ¢ 7.

No Capitulo 4, damos as Consideracdes Finais. Apresentamos alguns resultados adicio-
nais. Exibimos também motivagdes e propostas para trabalhos futuros.

Por fim, no Apéndice A, colocamos algumas consideragdes sobre o0 GAP - Groups,
Algorithms and Programming, que utilizamos durante a demonstracdo do Teorema C para
gerar o contra-exemplo dado no item 3 de tal teorema.



Introducio S

Os comutadores da forma

[x,ny] = Hxanfl ,))]7}7]

que estamos utilizando neste trabalho sdo ditos normados a esquerda, os mesmos sio
vistos com mais frequéncia na literatura. Alguns autores, como Heineken em [13], utilizam

comutadores normados a direita [,y,x], definidos da seguinte maneira:

[Oyrx] =x ¢ [n+1y7x] - [yv [ny7x]]'

Alguns dos resultados aqui apresentadas, em especial os presentes em Heineken [13] e
[14], possuem demonstracdes feitas originalmente usando comutadores normados a direita.
Com interesse em fazer uma padronizacao, fizemos as demonstragdes usando sempre comuta-
dores normados a esquerda. A mudanca ndo € direta e exigiu, em alguns casos, mudangas nos
enunciados de resultados auxiliares e nas demonstragdes. No decorrer do texto, deixaremos

explicito quais demonstracdes foram adaptadas dessa forma.






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, estudamos alguns resultados da Teoria de Grupos que serao utilizados no
decorrer deste trabalho. Assumimos que o leitor tem dominio sobre conceitos basicos da
teoria, tais como Teorema de Lagrange, propriedade de subgrupos normais, Teoremas do
Isomorfismo e Teorema da correspondéncia. O leitor mais familiarizado com defini¢des,
propriedades e caracteriza¢Oes envolvendo os conceitos de comutadores, nilpoténcia e sub-
normalidade, poderd iniciar sua leitura a partir do Capitulo 2. O objeto central deste trabalho,
mencionado na Introducao, envolve operacdes com comutadores, portanto comegamos as
preliminares por este topico. Baseamos a construcdo deste capitulo principalmente nas
referéncias dos autores Robinson [33], Rose [35] e Rotman [37]. Alguns resultados mais
basicos da teoria de grupos serdo apenas enunciados. Outros, mais dificeis de se encontrar,
serdo demonstrados a fim de facilitar a leitura ou colocaremos a referéncia para que o leitor

tenha acesso a demonstragao.

1.1 Comutadores
Dados um grupo G e elementos x,y € G, definimos o conjugado de x por y como:
=y xy

e o comutador de x e y como:
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Dados elementos x1,x»,...,x, € G, podemos definir, de forma mais geral, o comutador de

peso n destes elementos da seguinte forma:

[x17x27 e 7xn] = [[xla-xZ? v 7xn71]7xn]-

Observacao 1.1.1. Com relacdo ao comutador de dois elementos x e y em um grupo G, é

possivel notar que:

(i) [x,y] =1 se, e somente se, x e y comutam e dai, G é abeliano se, e somente se, [x,y] =1

para todos elementos x e y de G.
(ii) Pey] ™" = [y,
Por convengdo, para dois elementos x e y em G, temos:
1. [x] :=x.

2. [xnyl =[x, y,...,y]
——

n parcelas

Dados um grupo G e elementos x,y,z € G, com frequéncia utilizaremos

b,y 7= (] 7Y

como uma forma de simplificar a notacao.
A proposi¢do a seguir nos dard uma série de propriedades de comutadores que serdo
amplamente utilizadas no decorrer do trabalho. Algumas demonstracdes nao serdo feitas por

serem andlogas a outros itens ja demonstrados.

Proposicao 1.1.2 (Propriedades de comutadores). Sejam x,y,z elementos de um grupo G.
Entao
(i) xy = yx[x,y];
(ii) [xy,z] =[x,z [y 2] = [x,2][x, 2, ¥] [, s
(iii) [x,yz] = [x,2][x,y]° = [x,2][x, y][x, v, 2]

(v) [x,y]* =[x y°;

—1

v) [yl = Al

—1

(vi) ey~ =D
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(vii) y* = y[y,x];

(viii) Y = [y, [,x]];

(ix) Se [x,y] =1, entdo [x,y ] =1.;
(x) (Identidade de Jacobi) [x,y,7"][z,x,y"|[y,z,x"] = 1.
(xi) (Hall-Witt) [x,y 1,2 [y, z 1, x¥ [z, x Ly =1

Demonstracdo. (i) xy = (yxx 'y~ 1)xy = yx[x,y].

(ii)
[X7Z] [x,z,y] [y,z] = [X7Z] [x,z]_ly_l[x,z]y[y,z] :y_l[xvz]y[y’z] = [x,z]y[y,z]
= y b=y v e gy ey =y I e g
= |,z

(iii) Similar ao item (i).

(iv)
oy = 2 Nz Dy Nz Dx(zz yz = (68) 7HF) T ndy?
= [
(v)
o =x( i =y ey = [y,

(vi) Similar ao item (v).

(vii)
Y =x =y Ik lye = yy,al.

(viii) Similar ao item (vii), basta aplicar a propriedade duas vezes e observar que [y,y| = 1.
(ix) Se [x,y] =1, entdo

oy T = (P ) =1
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(x) Note que

1x_1yz_1y_1xyx_lzx,

1

oy, =y"

2,2,y =1

zflxy’ xilzxzflyz

bz, =27y T vy

Tomando u = xyx_lzx, v=2zxz lyzew = yzy lxy, temos
-1 1 ) -1
oy, Z ] =wu, [z,x,y]=u"ve [y ,xX]=v w

Logo

1

e,y 2z % 5z = w i Tt = 1L

(xi) Ver [33,5.1.5].
0

Dados dois subconjuntos H e K nao vazios de um grupo G. Definimos o subgrupo
comutador de H e K como:

[H,K] := ([h,k] | h € He k € K).

Note que como [H,K] é subgrupo, entio se [h,k] € [H,K], [k,h] = [h,k]"' também
devera pertencer. Dessa forma, podemos escrever o subgrupo [H, K] como sendo gerado por
elementos da forma [k, k], onde k € K e h € H. Logo, [H,K| = [K,H].

Se tivermos H = K = G, chamaremos G’ = |G, G] de subgrupo comutador de G. Pelo
fato de G ser abeliano se, e somente se, [x,y] = 1 para todos x,y em G, temos que G ¢
abeliano se, e somente se G' = 1.

De forma semelhante ao caso em que tinhamos comutador de dois elementos, dados
subconjuntos X, X>,X3,...,X, ndo vazios de G podemos definir indutivamente:

[X]:= (X),
[X17X27X37 .. 7Xn] = [[X17X27X37 e aXn71]7Xn]'

A proposigdo a seguir € um resultado elementar da Teoria de Grupos. Como referéncia o
leitor pode consultar Rotman [37, Teorema 2.23].

Proposic¢io 1.1.3. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G, entdo G/N ¢é abeliano
se, e somente se, G’ < N.
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Observacio 1.1.4. Note que o grupo G/G’ é abeliano, basta ver que, para quaisquer dois
elementos x,y € G, temos

xyG' = yx[x,y|G' = yxG'.

Mais ainda, esse é o maior quociente abeliano de G. Chamamos o grupo G/G’ de abeliani-

zacao de G.

Definicdo 1.1.5. Um grupo G é dito ser metabeliano se existe um subgrupo normal abeliano
N de G tal que G/N ¢ abeliano.

Apresentaremos agora uma caracterizacao dos grupos metabelianos que serd constante-

mente usada durante este trabalho.
Lema 1.1.6. G é metabeliano se, e somente se, G’ é abeliano.

Demonstragdo. Suponha G’ abeliano. Sabemos que G/G’ € um grupo abeliano. Logo, por
definicdo, G € metabeliano. Em contrapartida, se G é metabeliano, entao existe um subgrupo
normal N abeliano tal que G/N é abeliano. Da Proposicdo 1.1.3, temos que G’ < N e como

N é abeliano, G’ também sera. OJ

A partir da definicao de subgrupo comutador, podemos construir indutivamente a seguinte

série em G
G =g
GV =6 =[6", G
G" =[GV, g1,
dai temos

G>G>G"=GY>60% >...>60 > .

Tal série é chamada de Série Derivada de G ¢ nela temos que todos os fatores sdo
abelianos.

Observacao 1.1.7. Observe que G" =1 se, e somente se, G é metabeliano.

Definicdo 1.1.8. Um subgrupo H de um grupo G ¢é dito ser um subgrupo caracteristico se
o(H) C H, para todo o € Aut(G).

Em particular, se H € um subgrupo caracteristico de G, entdo H também serd normal em

G, ja que a conjugagdo por um elemento também € um automorfismo de G.
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Proposicao 1.1.9. Sejam G um grupo, H,K < G e x,y elementos de G. Se & : G — H é um

homomorfismo de grupos, entio:
(i) o(fx,y]) = [oe(x), a(y)].
(i) o([H,K]) = [a(H), o (K)].

o) a@aly) = [a), a@)].

Demonstragio. (i) a([x,y]) = a(x 'y lxy) = a(x)

(ii) Basta ver que por (i) temos a[h, k] = [a(h),c(k)], sempre que h € H e k € K.
]

Observe que se os subgrupos H e K dados no item (ii) da proposi¢cdo acima fossem
caracteristicos e tivéssemos a € Aut(G), entdo

a([H,K]) = [e(H), «(K)] € [H,K]
daf o subgrupo comutador de H e K, [H, K| também seria caracteristico. Tal fato nos leva ao
seguinte coroldrio.

Corolario 1.1.10. (i) Se H e K sao subgrupos caracteristicos (normais) de um grupo G,
entdo [H, K| também é um subgrupo caracteristico de G.

(ii) O subgrupo comutador G’ de um grupo G é um subgrupo caracteristico.

A préxima proposi¢ao nos diz que para encontrar o subgrupo comutador de um grupo
basta observar os comutadores de seus geradores e conjugados. Em algumas demonstragoes,

quando se fizer necessdria a aplicac@o deste fato, utilizaremos de forma direta, sem citar.

Proposicdo 1.1.11. Se G é tal que G = (X), entdo
G =[xy |x,yeXegel).

Um importante resultado envolvendo comutador de subgrupos € o Lema dos Trés Sub-

grupos cuja demonstracdo pode ser encontrada em Robinson [33, 5.1.10].

Teorema 1.1.12 (Lema dos Trés Subgrupos). Sejam H,K,L subgrupos de um grupo G
e N um subgrupo normal de G. Se dois entre os subgrupos [H,K,L|,[K,L,H] e [L,H,K]

estiverem contidos em N, entdo o terceiro também estara.
Outro resultado envolvendo comutadores de subgrupos € o seguinte:

Proposicdo 1.1.13. Sejam G um grupo e N < G, entdo [N,G] < N se, e somente se, N < G.
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1.2 Subgrupos especiais e demais conceitos iniciais

Apresentaremos alguns subgrupos utilizados no trabalho e daremos alguns outros resultados
e definicdes que se fardo necesséarios nos proximos capitulos para um maior entendimento do

leitor.
Definicdo 1.2.1. Sejam G um grupo, x um elemento de G e H um subgrupo de G. Definimos:

(i) aclasse de conjugaciao de x em G como sendo o conjunto:
x%:={¢"'xglg € G}
(ii) o centralizador de x em G por:
Co(x) ={g€G|gx=1xg}
(iii) o centralizador de H em G por:

Co(H)={g€G|gh=hg, he H};

(iv) o normalizador de H em G como sendo:

Ng(H)={g€G|gH=Hg}.

Proposicao 1.2.2. Seja G um grupo, entao

Z(G) = () Ca(x).

xeG

Observacao 1.2.3. Observe que se g € Cg(H), entdo gh = hg, para todo h € G, logo
g € Ng(H) e portanto Cg(H) < Ng(H). Note também que H < Ng(H) < G e que H é

normal em G se, e somente se, Ng(H) = G.

Exibiremos agora um teorema que relaciona os conceitos de normalizador e centralizador,

sua demonstrac¢ao pode ser encontrada em Rose [35, Teorema 5.26].

Teorema 1.2.4 (Teorema do Normalizador-Centralizador). Sejam G um grupo e H < G.
Entdo Cg(H)<Ng(H) e Ng(H)/Cg(H) é isomorfo a um subgrupo de Aut (H).

Proposicao 1.2.5. Se G é um grupo ciclico, entdo Aut(G) é abeliano.
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Definicao 1.2.6. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos o fecho normal de
H em G como o menor subgrupo normal de G que contém H. Denotamos tal subgrupo por

HY e 0 mesmo pode ser obtido da seguinte forma:

HY:=(n¥|heH,geG)= () N.
H<N<G

Definicao 1.2.7. Um subgrupo M de G ¢ dito ser maximal se M # G e sempre que H < G é
talque M <H < G,entio H =M ou H = G.

Outras definicdes imprescindiveis para este trabalho sdo as defini¢des de grupo finita-

mente gerado e grupo de tor¢do.

Defini¢ao 1.2.8. Um grupo G ¢ dito finitamente gerado se existe um subconjunto finito X
de G tal que G = (X).

Proposicao 1.2.9. Se G ¢ um grupo finitamente gerado e H é um subgrupo de G com indice

finito, entdo H ¢ finitamente gerado.
Demonstragdo. Ver Robinson [33, 1.6.11]. L]

Definicdo 1.2.10. O expoente de um grupo G é o menor m natural tal que g” = 1, para todo
geai.

Definicao 1.2.11. Dado um grupo G, chamamos o conjunto dos elementos de ordem finita
de G de tor¢ao de G, este conjunto € dado por

Tor(G) ={g € G|o(g) < }.

Se G é tal que todos os seu elementos possuem ordem finita, ou seja, se G = Tor(G), entdo
dizemos que G é um grupo de torcao.

Em geral, Tor(G) ndo é um subgrupo de G, como exemplificado a seguir.

Exemplo 1.2.12. No grupo diedral de ordem infinita
D.=(ab|d®=b>=1)

os elementos a e b estdo em Tor(G), porém o elemento ab tem ordem infinita, entdo Tor(G)

nao pode ser subgrupo.

Daremos entéo uma condigdo suficiente para que Tor(G) < G e relacionaremos o conceito

de grupo de tor¢do e grupo finitamente gerado.
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Proposicao 1.2.13. Se G é um grupo abeliano, entdao Tor(G) < G.

Proposicao 1.2.14. Se G € abeliano, finitamente gerado por elementos de ordem finita, entdo

G € de torcao.

Demonstracdo. Seja G = (x1,xp,...,x,) onde o(x;) = m; paracada 1 <i<n. Sea € G,

entdo, como G € abeliano, a pode ser escrito da seguinte forma:

R S U ) in
a—xlxz...xn,

onde cada i; € um inteiro positivo. Dai temos que

amlmz...mn — (xgl)mlmg...mn (xéz)mlmz...mn . (le)mlmzmmn — 1

Assim, a deverd ter ordem finita e pela arbitrariedade de a segue que G € de tor¢ao. [l

O teorema a seguir também relaciona grupos de tor¢do com grupos finitamente gerados.

sua demonstrag¢io pode ser encontrada em Robinson [33, 4.2.9].
Teorema 1.2.15. Se G é um grupo abeliano de torcao, finitamente gerado, entdo G € finito.

Teorema 1.2.16 (Lema de Bézout). Dados dois inteiros nao nulos m e n, existem inteiros r e
q tais que

rm~+gn = mdc(m,n).

1.3 Subnormalidade e Nilpoténcia

Abordaremos agora as defini¢des principais do nosso trabalho, as de subnormalidade, defeito

e nilpoténcia.

Definicdo 1.3.1. Um subgrupo H de G é chamado de n-subnormal se existe uma cadeia
ascendente de subgrupos

H=G,dGyp-14---4G1 4G =G (%)

de tamanho m > 0. Considerando todas as cadeias de subgrupos de H a G, existe pelo menos
uma de menor tamanho d. O tamanho da menor série (x) de H a G é chamado de defeito
subnormal de H em G.

Exemplo 1.3.2.
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(i) A classe de grupos tal que todo subgrupo tem defeito O contém apenas o grupo trivial,
pois o unico subgrupo em um grupo G com defeito 0 € o proprio G. Assim, se todos

os subgrupos de G possuem defeito 0, entdo G deve ser trivial.

(ii) Grupos de defeito 1 sdo os grupos tais que todo subgrupo € normal. Abordaremos tais
grupos de forma mais ampla no Capitulo 2 deste trabalho.

Considere H < G a série de fechos normais (H"),,cN definida recursivamente por

HG,O — G HG71 — HG e HG7H+1 — HHG‘n.

Y

Temos que H € subnormal em G se, e somente se H Gd < H para algum inteiro positivo
d. Além disso, d € o defeito de H em G. Mostraremos no Capitulo 3 o caso em que os
subgrupos possuem defeito 2.

Um grupo G € dito nilpotente se possui uma série central, isto €, uma série de subgrupos
1=G60<G1 <G <--- <G, =G

tais que cada G; (1 <i < n), é normal em G e cada fator

G; G
]—HSZ(—),OSan—l.
Gj Gj

Exemplo 1.3.3.
(i) Grupos abelianos sao nilpotentes.
(ii) p-grupos finitos sdo nilpotentes.
(iii) Para todo n > 3, §,, ndo é nilpotente.
(iv) Ds € um grupo infinito nao nilpotente.
Uma propriedade importante sobre grupos nilpotentes € a seguinte:
Teorema 1.3.4. Seja G # 1 um grupo nilpotente, entdo Z(G) # 1.

Demonstracdo. De fato, se tivéssemos G # 1 um grupo nilpotente e Z(G) = 1, entdo to-
mando uma série central em G,

0 que implicaria em
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Analogamente, tomando indutivamente G, G3, ..., chegariamos em
1=Go=G1=Gy=---=G;=...
e a série ndo alcangaria G. Um absurdo, dado que G € nilpotente. [l

O tamanho da série central de menor comprimento € dito ser a classe de nilpoténcia de

G, denotamos por cl(G). Por convengéo, se G = 1 dizemos que G é nilpotente de classe 0.

Exemplo 1.3.5.

(i) Grupos abelianos sdo grupos tais que a classe de nilpoténcia é 1.

(ii) Seja p um primo. Os grupos ndo abelianos de ordem p’ sdo grupos nilpotentes de
classe 2.

(iii) Os 2-grupos semidiedral e diedral dados por:

Dy = (x,y|x* =y*=1,x =x"1), paran >3,
respectivamente, sdo grupos de ordem 2" e classe de nilpoténcia n — 1.
Proposicao 1.3.6. Sejam G um grupo nilpotente e H < G. Entao:
1) H é nilpotente.
ii) Se H < G, entdo G/H é nilpotente.
iii) O produto direto de uma quantidade finita de grupos nilpotentes € nilpotente.
Observacao 1.3.7. O produto direto de uma quantidade infinita de grupos nilpotentes pode

ndo ser nilpotente, como € o exemplo do seguinte grupo:

[Py =DyxDpx---xDyx....

n=1
Temos que cada parcela do produto € nilpotente, por serem 2-grupos, porém o produto nao €.
Basta observar que para todo inteiro positivo n podemos tomar um subgrupo de classe de

nilpoténcia n. Portanto a classe de nilpoténcia de G = H D»>» ndo pode ser limitada.
n=1
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Vamos definir agora as séries centrais inferior e superior de G.

Seja G um grupo, definamos recursivamente os seguintes subgrupos de G:

nG) = G,
Ywt1(G) = [1(G),G], neN.

Temos a seguinte série em G

G=1(G)2n(G) =z 2%G) =

Esta série é chamada Série Central Inferior.

De semelhante modo, consideremos Zy(G) = 1 e definamos, para cada n € N, Z,(G)
( G ) Z4(G)
Z = )
Z,-1(G) Zy—1(G)

1=2y(G)<Z(G) <+ <Z(G) < -

como:

Temos a série

em G e tal série ¢ chamada de Série Central Superior.
Tais séries sdo importantes séries centrais de G. Durante o desenvolver deste trabalho,
utilizaremos com frequéncia a série central inferior dos grupos apresentados. Apresentaremos

agora algumas relagdes entre estas séries e a classe de nilpoténcia de G.

Proposicao 1.3.8. Seja 1 = Gy < Gy < --- < G, = G uma série central em um grupo
nilpotente G. As seguintes afirmagdes sdo validas:

(i) %(G) < Gu—it1. Entdo %,41(G) = 1.
(ii)) G; <Z;(G). Entdo Z,(G) =G.
(iii) Se cl(G) = c, entdo ambas as séries centrais superior e inferior possuem comprimento
igual a c¢. Além disso, ¢ é o menor inteiro positivo tal que %.41(G) =1 e Z.(G) = G.
Demonstracdo. Ver Robinson [33, 5.1.9]. ]

Geralmente em um grupo G ndo temos que a série central inferior atinge 1, nem que a
série central superior atinge G, mas tal fato deve acontecer se G € nilpotente. Mais ainda, em
observancia das defini¢des das séries centrais superior e inferior de G e da proposi¢do anterior,
podemos ver que G € nilpotente se, e somente se, existe ¢ tal que 7.1 = 1 ¢ Z.(G) = G.

Proposi¢io 1.3.9. Seja G um grupo. Temos que G' < Z(G) se, e somente se, G é um grupo

nilpotente de classe 2.
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Demonstragdo. Basta notar que G' < Z(G) se, e somente se tivermos

1(G) =[r(G).Gl=[G.G]=1.

Teorema 1.3.10. Para qualquer grupo G, temos que

[%(G),7(G)] < 14,(G),
com inteiros i, j > 1.

Demonstracdo. Faremos a demonstragdo por indugio sobre i.

Para i = 1 e um j qualquer,

1(6), %(G)] =[G, 1,(G)] = n+j(G),

por definicao.

Suponhamos agora i > 2 e que vale

[%:-1(G), 7i(G)] < ¥i-14(G).

Logo,

[%-1(G),%j(G), G] < [%-1+4(G), Gl = 714;(G)

[%(G), G, %i-1(G)] < [¥j+1(G), ¥i-1(G)] = [%-1(G), ¥j1(G)] < 114(G),

dai, do Lema dos Trés Subgrupos, Teorema 1.1.12, segue que

[%(G), 1i(G)] = [G,%-1(G), ¥j(G)] < i+ (G).
[l

Para grupos finitos, existe uma caracterizacdo dos grupos nilpotentes. Novamente,
assumiremos familiaridade do leitor com conceitos da Teoria de Grupos, em especial, com

conceitos da Teoria de Sylow.

Teorema 1.3.11. Seja G um grupo finito. Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
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(i) G é nilpotente;
(ii) todo subgrupo de G é subnormal;
(iii) se H < G, entdo H < Ng(H);
(iv) todo subgrupo maximal de G € normal;

(v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.
Demonstragcdo. Ver Robinson [33, 5.2.4]. O

Observacao 1.3.12. No demonstracdo dada em Robinson [33, 5.2.4] (referente ao Teorema
1.3.11), a0 mostrar que (i) implica em (i), o autor constréi uma série subnormal para H < G

utilizando a série central superior da seguinte forma:
H=HZy<]HZ <---4HZ,=G.

Ao construir tal série, ndo € usada a hipétese de G ser finito. Assim, para o caso infinito,
temos que se G € nilpotente, entdo todos 0s seus subgrupos sdo subnormais. A reciproca
deste fato nao € verdadeira, como mostra o grupo construido por Heineken ¢ Mohamed em
[15]. O grupo construido € tal que todo subgrupo € subnormal e nilpotente, mas o grupo ndo

0é.

Definicao 1.3.13. Um grupo G é dito ser localmente nilpotente se todos os seus subgrupos

finitamente gerados sdo nilpotentes.

Observacao 1.3.14. Note que se G € nilpotente, entdo seus subgrupos serdo também nilpo-
tentes. Em particular, seus subgrupos finitamente gerados serdo nilpotentes. Dessa forma,
um grupo G ser nilpotente implica em ser localmente nilpotente. Entretanto a reciproca nao

vale, como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.15. O grupo
G= HDzn =Dy XDgX--+ XDy Xx...
n=1

nao € nilpotente, porém € localmente nilpotente. De fato, tome uma quantidade finita de
geradores e considere o respectivo subgrupo gerado por esses geradores. Esse subgrupo
€ subgrupo de um produto direto de uma quantidade finita de grupos diedrais de ordem
poténcia de 2, que € nilpotente. Logo, tal subgrupo € necessariamente nilpotente. Assim,

cada subgrupo finitamente gerado € nilpotente, mas o grupo ndo o é.
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Usaremos neste trabalho o seguinte resultado sobre grupos localmente nilpotentes

Lema 1.3.16. Seja G um grupo localmente nilpotente, entao os elementos de ordem finita

em G formam um subgrupo caracteristico de G.
Demonstragcdo. Ver Robinson [33, 12.1.1]. O

Sabemos que, dados x e y em um grupo G, a relag@o (xy)" = x"y" € valida se G for
abeliano, porém, utilizando a relagdo dada no item (i) da Proposicao 1.1.2, podemos reorga-
nizar os elementos, considerando os comutadores. A Formula de Hall-Petresco, também
conhecida como Férmula de Compilaciao de Hall, nos oferece um substituto valido em um

grupo qualquer considerando-se os comutadores, como visto abaixo.

Teorema 1.3.17 (Férmula de Hall-Petresco). [9, Apéndice A] Sejam G um grupo e x,y € G,

entdo existem elementos c;(x,y) € %((x,y)) tais que

R ONOINO)

7 C3 "'Ck






Capitulo 2
Grupos de defeito 1

Nossa inten¢@o neste capitulo € estudar os grupos de defeito 1, ou seja, os grupos em que
todo subgrupo € normal. Veremos as principais caracteristicas destes grupos e, ao final,
faremos a demonstracdo do Teorema A, conhecido como Teorema de Dedekind-Baer, que
nos dard uma caracterizacdo dos grupos de Dedekind. Sua demonstragdo serd dividida em
lemas e proposicdes com o objetivo de facilitar o entendimento. As principais referéncias
utilizadas aqui foram Robinson [33, p.143-145] e Porto [30].

2.1 Grupos de Dedekind

Definicdo 2.1.1. Um grupo G é dito de Dedekind ou dedekindiano se todos os seus

subgrupos sao normais.

Um exemplo de uma classe de grupos dedekindianos sdo os grupos abelianos. Exis-
tem também grupos dedekindianos nao abelianos, tais grupos recebem uma nomenclatura

diferente.
Definicao 2.1.2. Um grupo de Dedekind nao abeliano é chamado hamiltoniano.
Exemplo 2.1.3. (i) O grupo dos quatérnios, dado por:

4 2_ 2 ~1
Qg = (x,y\ X = 1ay =X ,Xy:X >
¢ um grupo de Dedekind ndo abeliano, ou seja, hamiltoniano. Basta notar que os
subgrupos nao triviais de Qg sao: <x2>, que € normal pois € o centro de Qg; € 0s

subgrupos ciclicos (x), (y), e (xy), que sdo normais por terem indice 2 em Qg.
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(ii) O quatérnio Generalizado, dado por:

O = ()| ¥ =12 =2

ndo é um grupo de Dedekind se n > 4, pois, neste caso, (y) ndo é normal em Qy».

Mais a frente, na se¢do 2.2, veremos que existe uma classificacao para os grupos hamilto-

nianos e que em cada grupo hamiltoniano existird uma copia de Qg.

Observacao 2.1.4. i) Note que se G é um grupo de Dedekind e H < G, entdo H e G/H
também sdo grupos de Dedekind. De fato, se K < H, entdo K também serd um
subgrupo de G e como K 4 G, temos K I H. O quociente segue do Teorema da

Correspondéncia.

i1) Se H e K sdo grupos de Dedekind, entdo H x G nao necessariamente é um grupo de
Dedekind. Um exemplo é o grupo Qg X Qg. Temos que D = {(g,¢)| g € Os} é um
subgrupo de Qg x Qg que ndo é normal em Qg x Qg. Esse resultado também pode ser
visto como consequéncia de que Qg X C4 ndo € um grupo de Dedekind. De fato, o
subgrupo H = ((x,a) | x € Qg, a € Cy4, x* =1, a* = 1) ndo é normal em Qg x Cy, ji
que (x,a)”!) = (x~',a) & H. Esse exemplo serd muito importante para um melhor
entendimento do item ii) do Lema 2.2.5.

A proposicao a seguir nos diz que para verificar que um grupo é de Dedekind basta

observar a normalidade de seus subgrupos ciclicos.

Proposicao 2.1.5. Se todo subgrupo ciclico em um grupo G € normal, entdo G € um grupo
de Dedekind.

Demonstragdo. Sejam 1 # H < G e x € H um elemento nao trivial de H. Note que, como
(x) é normal em G,
x¥e{x)<H, Vgea.

Assim, H < G e da arbitrariedade de H, temos que G € um grupo de Dedekind. U

Como em um grupo de Dedekind todos os subgrupos sdo normais, em particular, todos
os subgrupos ciclicos sdo normais. Desta forma, poderiamos reescrever a proposicao anterior
da seguinte forma: G é um grupo de Dedekind se, e somente se, todos os seus subgrupos
ciclicos sdo normais.

Apresentaremos agora um importante resultado com relacao a nilpoténcia dos grupos de
Dedekind.
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Proposicao 2.1.6. Todo grupo de Dedekind é nilpotente de classe no maximo 2.

Demonstragcdo. Se G € abeliano, entdo G € nilpotente de classe 1. Seja G um grupo de
Dedekind ndo abeliano (hamiltoniano). Tome x € G, entdo (x) < G, dai Ng((x)) = G. Pelo

Teorema do Normalizador-Centralizador, Teorema 1.2.4, temos que

Ng((x)) ~
Cs({x))

Como (x) é ciclico, da Proposicdo 1.2.5 temos que Aut((x)) é abeliano, entdo do fato que

H < Aut((x)).

G _ No({x)
Co((x))  Co((x)’
G | . o«
segue que m € abeliano, dessa forma, para todo x € G, temos da Proposicdo 1.1.3 que
G\U\X

G’ < Cg({x)), o que nos diz que

G' < () Co(x) = () Co(x) = Z(G).

xeG xeG
Portanto, G’ < Z(G) e G é nilpotente de classe 2, pela Proposi¢do 1.3.9. [l
A seguir temos um resultado sobre os elementos de ordem 2 em um grupo de Dedekind.
Proposicao 2.1.7. Seja G um grupo dedekindiano. Se g € G e o(g) =2, entdo g € Z(G).

Demonstragdo. De fato, se G € abeliano, entdo o resultado € direto. Suponhamos entdo G
nao abeliano. Tome g € G, como G ¢ tal que todos os seus subgrupos sdo normais, temos
g" € (g), paratodo h € G. Dai, se 0(g) =2, (g) = {1,g}, entio g" = 1ough =g.

Se g" =1, entdo g=1¢e g€ Z(G). Por outro lado, se g" = g para cada h € G, entio
gh = hg, o que nos diz que g € Z(G). N

2.2 O Teorema de Dedekind-Baer

Daremos agora alguns lemas técnicos e resultados que serdo utilizados na demonstrac¢ao do

Teorema de Dedekind-Baer.

Lema 2.2.1. Seja G = (x,y) um grupo tal que [x,y] € Z(G). Entdo, parar > 2, r € N, séo

validos:

D Wyl = oy = oyl
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. (%)

i) (xy)" =x"y[y,x]\2/.
Demonstracdo. Note primeiramente que, como [x,y] € Z({x,y)), temos [x,y
todo k € (x,y).

¥ = [x,)] para
i) Mostraremos que [x",y] = [x,y]" utilizando induc@o sobre r.

Para r = 2,
b, y] = fex,y] = [y e, y] = [yl ] = [x,y]%

Suponhamos agora r > 2 e que a igualdade seja valida para » — 1. Entdo, como
[x,y] € Z(G),

|

1 [x

) = P y) = ey V= byl = oyl
A segunda igualdade segue de forma andloga.

i1) A demonstragdo serd feita utilizando indugdo sobre r > 2, r € N.

Para r = 2, temos:

1

2720 (8) = 220,0G) = 22000 = 2y dy = 20 )y = ()2

Suponhamos agora que a igualdade € valida para algum r > 2. Entdo
r r
(xy) 1 = (xy) (xy) = X"y [y, 4] (2)xy =x"y"xy[y, ] (2) : (2.1)

Observe que
V= ) Ly

e substituindo na equacgdo (2.1) obtemos:

()™ = ¥y [yl ] (5
= 2y (2)
— LTy [y ] ()
_ Iy [dr{l) +’]
— Ly r(rt1)
_ xr—l—lyr—O—l[y’x](Hz_])
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como desejado.
O

Recordemos que em um grupo nilpotente de classe no méximo 2, temos G' < Z(G),
assim podemos reescrever o Lema 2.2.1 tomando como hipétese G nilpotente de classe no
maximo 2.

Lembremos que o grupo dos quatérnios Qg € um exemplo de grupo hamiltoniano. Vere-
mos a seguir que todo grupo hamiltoniano deve possuir uma cépia de Qs.

Teorema 2.2.2. Seja G um grupo hamiltoniano, entdo G possui um subgrupo isomorfo a Qg.

Demonstragdo. Suponha que todo subgrupo de G € normal e G € ndo abeliano. Sejam x
e y dois elementos ndo comutativos de G e ¢ = [x,y]. Como (x) <G e (y) <G, temos que
c=x"'y lxyy=x"¥=yy e (x) N (y) e portanto x" = ¢ = y*, com r,s & {0, 1} inteiros.
Escrevendo Q = (x,y), vemos que ¢ € Z(Q), pois ¢ comuta com elementos de (x) e de (y).
Além disso, como [x,y]", [x,y]’ € (c), temos que Q' = (¢) < Z(Q) e portanto Q é nilpotente

de classe 2. Desta maneira, estamos sob as hipéteses do Lema 2.2.1 e segue que

" =[xy =K,y =[cy =1,

o que implica que ¢ tem ordem finita e como ¢ = x" = y*, deduzimos que x e y t€ém ordens
finitas. Logo Q/Q’ € abeliano e finitamente gerado por elementos de ordem finita, entdo da
Proposi¢io 1.2.14 temos que Q/Q’ é de tor¢do e do Teorema 1.2.15 segue que Q/Q’ é finito.
Como Q/ Q' é finito e Q' também o é, devemos ter que Q & finito.

Sejam o(x) = m e o(y) = n. Suponha que escolhemos x e y de forma que m + n sejam
os menores possiveis tal que ¢ = [x,y] # 1. Considere p um primo divisor de m. Como

o(x?) < o(x), segue pela minimalidade de m +n que [x”,y] = 1 e como consequéncia
c? = yP =[xy =1,

isto €, ¢ tem ordem p. Note que tomamos um primo p qualquer que divide m e obtivemos
que a ordem de ¢ é p. Dessa forma, ndo podemos ter mais de um primo divisor de m. Logo,

m € uma poténcia de p. Tomando agora um primo ¢ divisor de n, também obtemos
cf=lxy? =y =1
e podemos concluir que n € um poténcia de g. Como

c? =cl1=1,
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devemos ter p = g. Consideraremos entdo m e n poténcias de p.

Como ¢ é uma poténcia de x e de y, existem inteiros k,/,ry, s tais que P == ylpxl e
mdc(k,p) =1=mdc(l,p), consequentemente, mdc(k,o(x)) = mdc(l,0(y)) = 1. Pelo Lema
de Bézout, Teorema 1.2.16, existem inteiros k', g,1’ e z, tais que:

kk' +o(x)g=1ell' +o(y)z=1.

Logo, kk' = 1(mod o(x)) e II' = 1(mod o(y)).

Note que, pelo Lema 2.2.1, temos [xl/, ykl] = [x,y] L

. Além disso,

k/
/ r /__ r r
Ck — <xkp1) — (xkk lx)pl —xP 1,

dai
(xl/)lfrl — (xprl )ll — Ck/l/ — I:xl/,ykl] (2.2)
e
617 = = (2.3)
Visando simplificar a notagcdo, denotaremos X = xl/, y/ = yk/ ec = ck/l/, entao
() = (P =1,
o que nos diz que o(c’) = p e, por esse motivo,
L= ()P = (()")P = ()" 2.4)

r1+l S1+1

equeo(y)=p
J4 sabemos da equacio (2.4) que ((x')?"")? = 1. Suponha entdo que o(x') < p1*!, assim,
107

Mostraremos agora que o(x') = p

" ~
=c = ()"’ =1, mas como o(c) = p, entdo p|I'k’, um absurdo,
s1+1

da equagdo (2.2), temos ¢
pois pt1' e ptk', portanto o(x') = p" 1. De semelhante forma, se tivéssemos o(y') < p
entiio utilizando a equagio (2.3) chegariamos no mesmo absurdo em que p|l'k’, dai temos
o(y')=p"*.

Faremos a seguinte substituicio x = x’,y =y’ e ¢ = ¢’ a fim de simplificar notacdo e pela
forma que x e y foram tomados, vamos supor, sem perda de generalidade, que r; > s;.

Tomando y; =x " "'y € Q, temos

1751 S1

beoyi] = bex 7 = beylbex TP =y =c £ 1
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entretanto, pela minimalidade de m + n, devemos ter o(y;) > o(y) = p* i+l Logo y’fx1 #1le,
pelo Lema 2.2.1,

psl 151 51 o 51 e (pSl)
N S I G U A

Y

portanto

: 51 —1(P!
W= ey )

=ty ()

]Prl —l (p; )

= [y
PL(p’1-1)

_ (Cp’1’51> :

prLp’1-1)
= C 2 ,

, s s St(pSt— 1
basta lembrar que ¢ = x” ' =y” ' = [x,y] e que (1’21) — IM

Mostraremos que p deve ser 2. De fato, se p fosse um nimero impar, teriamos que p”!

seria também um nimero impar, dai p*!' — 1 deveria ser par, mas como o(c) = p e p divide
r S

p(pt—1)
2

pois caso contrario

, S1 . .
, terifamos yf = 1, um absurdo. Portanto, p deve ser par. Além disso, r; =1,

Pt = - )
————— continuaria sendo um multiplo de p e novamente teriamos

yfsl = 1. Com isso podemos concluir que p =2er; = 1.
Sendo r1 > sy, obtemos s; = 1, daf o(x) = 0(y) =2> =4 e x e y sdo tais que

t=lec=[xy =x*=y"
Além disso,
2 = [x, ] =x ¥
o que implica que x* = x e dai x ' = x”. Portanto Q = (x,y) é isomorfo a Qg, como

desejdvamos.
O

Observacao 2.2.3. Na demonstracdo dada no Teorema 2.2.2, tomamos dois elementos que
nao comutavam e chegamos a conclusao de que eles deveriam ter ordem poténcia de 2.
Assim, se G € hamiltoniano, entdo quaisquer dois elementos de G que nao comutam devem

ter ordem poténcia de 2. Note entdo que se g € um elemento de ordem impar em um grupo
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hamiltoniano, ele deverd comutar com qualquer outro elemento em G. Dessa forma, em um

grupo hamiltoniano todo elemento de ordem impar est4 no centro.

O lema a seguir € usado na demonstracao do Lema 2.2.5 e nos informa quanto a classe

de conjugac¢do de um elemento y de ordem 4 em um grupo hamiltoniano.

Lema 2.2.4. Seja G um grupo hamiltoniano e y um elemento em G de ordem 4. Entdo
Y={y '

Demonstra¢do. Como G € hamiltoniano, devemos ter yG C (y) e assim, para qualquer g
arbitrario em G, temos que y¢ € {1, y, y*,y°}.

Se y¢ =1, entdo y = 1, um absurdo. Como y2 tem ordem 2, temos que y2 € Z(G) (veja
Proposicéo 2.1.7) e dai se y* = yz, entdoy = yz, uma contradi¢do. Sabemos que y € y© e que
yG deve ter mais de um elemento, pois se ndo tivesse, concluirfamos que y € Z(G), o que é

um absurdo. Portanto y3 = y_1 € yG e yG = {y,y_l}, como desejadvamos. 0

Lema 2.2.5. Sejam G um grupo hamiltoniano e x,y € G, com (x,y | x* = 1,x> =y? x| =

Xy = Qg. Entdo sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

i) G=Cg(03)0s.
ii) G é um grupo de tor¢do e C;(Qs) ndo tem elementos de ordem 4.

Demonstragdo. 1) Suponha que G é um grupo hamiltoniano. Observe que pelo Teorema
2.2.2, temos um subgrupo Qg = (x,y) em G. Considere C;(Qg) o centralizador de
Qg em G e tome g € G\ C;(Qg)0s. Entdo ou g ndo comuta com x ou g ndo comuta
com y. Pela defini¢do de Qg, podemos supor, sem perda de generalidade, que g nao
comuta com y, ou seja, y¥ # y. Como a ordem de y é 4, temos pelo Lema 2.2.4 que
y¢ = {y,y '} e de y¥ # y devemos ter y¥ = y~!. Note que y> =x% = [x,Y], logo

ygx = gy8x = gy’x = gyyix = gyx’x = gy’ = gyx[x,y] = g,

portanto gx comuta com y. Note que gx ¢ Cs(Qg), caso contrdrio, teriamos que
g=gwx e Ci(Qg)0s, um absurdo. Em particular, gx ndo pode comutar com x e daf
2% = x~ 1. Assim,

x(gy) = (gxx g )xgxy = gux®y = gxxly
= gobax ! = goxdx ! = gayx
= (gxy)x.
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Por outro lado,
y(gxy) = y(gx)y = (gx)yy = (gxy)y,

dai obtemos que gxy € C;(Qg), e, portanto, gxyy x~! = g € C5(Q3)0s, 0 que é uma

contradi¢do. Logo ndo existe elemento em G \ C;(Qs)Qs e, portanto, G = C;(Qg)Qs.

Sabemos que Qg € um grupo finito e, portanto, um grupo de torcao. Como visto acima,
G = C;(Qsg)0s3. Observe que se g € Cg(Qs), entdo [x,gy|] = [x,y] # 1. Dai temos

c=[x,gy] = [x,]

e, como [x,gy| = (gy)*gy e (gy) é normal em G, temos ¢ € (gy), o que nos diz que
existe m € Z\ {0,1} tal que ¢ = (gy)". Como sabemos, ¢ tem ordem finita, dai
obtemos que gy também devera ter ordem finita. Note que gy tem ordem finita e y
também tem ordem finita, sejam k a ordem de y e [ a ordem de gy. Como g € C(Qs),
temos

)kl kl Kkl _ Kkl

1=(gy)" =g g,

ou seja, g também tem ordem finita. Da arbitrariedade de g, temos que C(Qg) também
é um grupo de tor¢do. A partir disso, como os elementos em Qg e em C(Qg) possuem
ordem finita e todo elemento em C(Qg) comuta com qualquer elemento em Qg, entio
Cs(Qg) Qg também serd um grupo de tor¢do, pois se g € Cg(Qg) tem ordemme h € Qg
tem ordem n, temos que (gh)™" = g™"h™" =1 e assim o produto de g por & tem ordem
finita. Logo G = Cg(Qg)Qs é um grupo de torgdo.

Mostraremos agora que Cg(Qg) ndo possui elementos de ordem 4. Suponha por

contradi¢do que exista g € C;(Qg) tal que o(g) = 4. Entao

gy #1e(gy) =1,

1

)¢ = {gx,gx" '} e portanto (gy)* = (gy) .

o que implica, pelo Lema 2.2.4, que (gx

Dai

[gv,x] = (gy) ' (gy) = (gy) =g 2y =g

Por outro lado,

gy, x] = [r,e] ™ =[] =7
Logo, g2y2 = y2, dai g2 = 1, uma contradi¢@o. Portanto, C;(Qg) ndo possui elementos
de ordem 4.

O
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Lema 2.2.6. Seja G = C;(Qg)Qs um grupo hamiltoniano, entdo se g € Cg(Qg) é um ele-

mento ndo trivial de ordem poténcia de 2, entdo o(g) = 2.

Demonstracdo. Como consequéncia do Lema 2.2.5, C;(Qg) ndo possui elementos de ordem
4. Suponhamos entdo que exista g € Cs(Qg) tal que o(g) = 2¥, com k > 2. Entdo, como
g € C;(Qs), temos que gzkf2 # 1 também estd em C;(Qg). Porém, note que

2

2k—2)2 _ 2k:1

(g

Y

. 2, _—
ou seja, g2 ¢ um elemento em Cg(Q3) de ordem 4, uma contradi¢do. Portanto, g tem
ordem 2. [

Agora temos as ferramentas necessarias para demonstrar o principal resultado deste

capitulo, o Teorema de Dedekind-Baer, que nos da a classificagdo dos grupos hamiltonianos.

Teorema A (Dedekind, Baer). Todos os subgrupos de G sdo normais se, € somente se, G
¢ abeliano ou G = Qg X A X E, onde E é um 2-grupo abeliano elementar e A € um grupo

abeliano em que todos os seus elementos tém ordem impar.

Demonstragdo. Suponhamos G hamiltoniano. Entdo, do Teorema 2.2.2 e do Lema 2.2.5,
temos que G possui um subgrupo Qg = (x,y) e G = C5(03)0s.

Além disso, da Observacio 2.2.3, segue que os elementos de ordem impar estdo no centro
de G. Note que o conjunto formado por todos os elementos de ordem impar em Cg(Qg)
formam um subgrupo, basta lembrar que se temos a ¢ b em C(Qs) de ordem fmpar, entdo o
produto entre eles e seus inversos também terdo ordem impar, pelo fato de a e b comutarem.
Assim, denotando por A este conjunto, temos A < Z(G).

Consideraremos agora os elementos de ordem par em Cg(Qs).

O Lema 2.2.6 nos diz que os elementos ndo triviais de ordem poténcia de 2 em Cg(Qg)
tém ordem igual a 2. Da Proposicao 2.1.7 obtemos que estes elementos estao no centro de
G. Denotaremos por E; o conjunto formado por todos os elementos de ordem poténcia de 2
em Cg(Qs). Temos entdo que E; C Z(G). Mostraremos que E; é um subgrupo de G e além
disso, E; é um 2-grupo abeliano elementar. De fato, 1 € E| e E| é ndo-vazio. Sejam g; e
g> elementos ndo triviais em Ej, entdo o(g;) = 0(g2) = 2. Como g; e g» comutam, glggl
também tem ordem 2, dai g, g, leE 1 € Ej realmente forma um subgrupo de G. Como E
€ um grupo abeliano tal que todos os seus elementos possuem ordem 2, E € um 2-grupo
abeliano elementar.

Afirmamos que Cg(Qg) = Ej X A. De fato, suponha h € C;(Qs). Seo(h) =2, h € Ej, e se
o(h) é impar, entdo h € A, consequentemente temos i € E1A. Suponhamos entdo h € C;(Qs)

tal que o(h) = 2*m, com m ifmpar e k > 1. Temos necessariamente que o(h) = 2m, caso
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contrdrio, P2 im # 1 seria um elemento de ordem 4, o que ndo pode acontecer tendo em vista
o Lema2.2.5. Como mdc(2,m) = 1, existem inteiros r, g tais que 2g+rm = 1, dai h = h"™h*4.
Note que (K™)* =1 e (h*1)™ = 1, dai K™ € E; e h*! € A. Portanto, h = h"™h*! € E|A e,
da arbitrariedade de h, C(Qg) = E1A. Finalmente, como ANE| = {1}, A,E; <Cg(Qs) ¢
Cs(Qg) = E1A, temos que C(Qg) = Ej X A.

Note que o= Qg € o tnico elemento nao trivial de Qg que estd também em E;. Como
E € 2-abeliano elementar, podemos escrever £ = <x2> x E, onde E também é um grupo
2-abeliano elementar. Assim, Qg N (E xA) ={1}e

G = 0sC(Q3) = Qs(E1 x A) = Qs((x*) X E x A) = Qg X E X A,

como desejado.

Reciprocamente, se G € abeliano, entdo G € dedekindiano e o teorema vale. Consideremos
entdo G = Oy X A X E, onde A é um grupo abeliano tal que todos os elementos possuem
ordem impar, ou seja, um grupo abeliano de ordem impar e £ é um 2-grupo abeliano
elementar. Devemos mostrar que G € hamiltoniano. Note que G = Qg X A X E € ndo abeliano,
pois Qg ndo o é. Pela Proposi¢do 2.1.5, basta mostrar que para cada g € G temos (g) <G.

Sejam h, g € G tal que g = kab,e h =kia;by onde k € O3, ac A, b€ E. Como G é um
produto direto, temos

g" = (kab)l1abr = phigtiphr = gk gp,

Analisaremos em casos. Se o(k) =2, entdo k € Z(Qg) e g" = kab = g e (g)<G. Se o(k) = 4,

como Qg é hamiltoniano, pelo Lema 2.2.4 temos que kX' € {k,k'}, dai g" = kab = g ou

g" =k lab, ou seja, g° = {g,k 'ab}. Dessa forma, basta mostrar que kK~ 'ab € (g).
Sabemos que o(a) é impar pois a € A, denote o(a) = m e tome n = 2m+ 1. Note que

que n = 3(mod 4), dai 4jn+1 e k"' = 1, 0 que implica que

K=k
Como n = 1(mod m), temos que m|n— 1 e dai @' = 1, 0 que nos diz que
a'=a

Como o(b) =2 e n é impar temos

b" =b.
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Logo,
g" = (kab)" = K"a"b" =k 'ab
e assim kK~ 'ab é uma poténcia de g, consequentemente, k~lab e (g). Daf segue que (g) <G,

como desejdvamos. Da arbitrariedade do elemento g tomado, segue da Proposicdo 2.1.5 que
G ¢é hamiltoniano. O

Exemplo 2.2.7. Como consequéncia do Teorema A, temos que:

(i) O grupo
G:ngCpxg‘zxczx---xC%,

n parcelas

onde p € um primo, é¢ hamiltoniano.

(ii) Os p-grupos G hamiltonianos sdo exatamente os 2-grupos da forma G = Qg X E, onde
E é um 2-grupo abeliano elementar.



Capitulo 3
Grupos de defeito 2

Neste capitulo, teremos como referéncia principal o artigo de Mahdavianary [22] e, como
complemento, os artigos: Heineken [13] e [14]; MacDonald [21]; Mahdavianary [25];
Robinson [34, Capitulo 7] e Stadelmann [38]. Nosso objetivo € estudar grupos tais que
todo subgrupo é subnormal de defeito no maximo 2 e as relacdes entre as classes .77, &7
e . que serdo definidas posteriormente. Utilizaremos a notagdo dada por Mahdavianary
para representar tais classes. Iniciaremos nosso capitulo falando sobre elementos Engel, que

desempenham papel importante na classificagcdo de .7, &7 e ..

3.1 Elementos Engel

Nesta se¢do, a principal ferramenta utilizada nas demonstrag¢des dos resultados € a Proposi¢ao
1.1.2, que apresenta propriedades de comutadores. Em geral, aplicaremos os resultados dessa
proposi¢do sem mencionar os itens utilizados, a menos que se faca necessdrio.

Um elemento x é chamado de Engel a direita se, para todo g € G, existir um inteiro ndo

negativo n, dependendo de g e x, tal que

[xngl=1.

Se n pode ser escolhido independentemente de g, dizemos que x é n-Engel a direita.
Um elemento x é Engel a esquerda se, para todo g € G, existir um inteiro nao negativo

n, dependendo de g e x, tal que
[gnx] = 1.

Se n pode ser escolhido independentemente de g, dizemos que x € n-Engel a esquerda.
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Se um grupo G € tal que todos os seus elementos sdo n-Engel a esquerda e a direita,
dizemos que G é um grupo n-Engel. Note que, se x e y sdo dois elementos n-Engel a direita,
temos que [x,,y] = 1 e [y,,x] = 1. Dessa forma, se todos os elementos de G forem n-Engel
a direita, aconteceria [x,, y| = 1 para quaisquer x e y em G e cada elemento seria n-Engel a
direita e a esquerda em G. Logo, G seria um grupo n-Engel. Por este motivo, para provar
que certo grupo € n-Engel, basta mostrar que todos os seus elementos sdo n-Engel a direita
(esquerda).

Observe que os grupos 0-Engel sdo grupos com [x,gy] = x = 1 para quaisquer x,y € G, ou
seja, sd0 grupos com apenas um elemento e os grupos 1-Engel sdo os grupos tais que [x,; y] =
[x,y] = 1, ou seja sdo os grupos abelianos. Neste trabalho, estaremos mais interessados em
grupos 2-Engel e 3-Engel. Os grupos e elementos 2-Engel sdo bem conhecidos e amplamente
estudados. O teorema a seguir € uma juncao dos estudos de Kappe [19] e Levi [20] e nos
da informacodes sobre elementos 2-Engel. Sua demonstragdao de forma mais geral pode ser

encontrada em Robinson [34, Teorema 7.13].

Teorema 3.1.1 (Levi [20], Kappe [19]). Seja a um elemento 2-Engel a direita e sejam x,y e

z elementos de um grupo G. Entao:
(i) aé 2-Engel a esquerda.
(ii) a% é abeliano e seus elementos sdo 2-Engel a direita (e, portanto, a esquerda).
(iii) [a,x,y] = [a,y,x] .
(iv) |a,[x,y] = [a,x,y]%.
) la,x,y,2* =1.
(vi) la,[x,y],z] = 1.

O corolario a seguir, provado por Kappe em [19], nos diz que os elementos 2-Engel a

direita de um grupo G compdem um subgrupo caracteristico.

Coroléario 3.1.2. O conjunto dos elementos 2-Engel a direita em um grupo G formam um

subgrupo de G.

Demonstragdo. Sejam x e y elementos 2-Engel a direita em um grupo G e g um elemento

arbitrdrio de G. Entdo aplicando algumas propriedades de comutadores e os itens do Teorema
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3.1.1, temos

xy,8,8] =

[x,g, [g y- ]])yw

além disso,

><

g, ]

g,2),8 1

(8,2, glg. A"

[[8.1], [g.x]][g,x, 8] ¢™))*

g =

[

[
= |

( —1
Temos que [[g,x], [g,x]] = 1 e como [x,g,g] = 1, entdio [[x,g] ', g] = [g,x,8] = | e podemos
concluir que [x_l,g,g] = 1. Portanto os elementos 2-Engel em um grupo formam um
subgrupo. Mostraremos agora que tal subgrupo € caracteristico.

De fato, sejam a € Aut(G), x € G um elemento 2-Engel e g um elemento em G. Entdo

[a(x),8,8] = alfx,a” ' (g),a ' (g)]) = a(1) = 1. 3.1)

Concluimos que os elementos 2-Engel em G formam um subgrupo caracteristico de
G. O]

Por razdo dos elementos 2-Engel a direita formarem um subgrupo em G temos impor-
tantes ferramentas para obter resultados. Na demonstragao do Teorema B, por exemplo,
utilizamos o fato de que o produto de 2 elementos 2-Engel a direita ainda é um elemento

2-Engel a direita.
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Observacao 3.1.3. Note que o argumento dado na equagdo (3.1) pode ser generalizado para

um elemento n-Engel, ja que se x € n-Engel, entao

[a(x),g,....8) = a(lx,a ' (g),....a ' (g)]) = a(l) =1,
——

n

para todo g € G, ou seja, o subconjunto dos elementos n-Engel € invariante para automorfis-
mos.

Observe que se G ¢ um grupo nilpotente de classe n, entdo [x,, g| = 1, para quaisquer
elementos x,y € G. Ou seja, se G € nilpotente, entdo G € um grupo n-Engel. Porém nao é
verdade que grupos Engel sao nilpotentes. Vamos dar entdo uma condic¢ao suficiente para

que G seja um grupo Engel.
Proposicao 3.1.4. Se G € localmente nilpotente, entdo G é Engel.

Demonstragdo. Tome x,y € G. Como H = (x,y) é finitamente gerado, temos que H é
nilpotente. Seja ¢ a classe de nilpoténcia de H, entdo [x,.y] = 1. Ou seja, quaisquer
elementos x,y € G, conseguimos um c¢ (dependendo de x e y) tal que [x,.y] = 1. Portanto G ¢é
Engel. 0

Observacao 3.1.5. Note que para cada elemento x, o valor ¢ tal que [x,.g] = 1 pode variar

[}

para cada g tomado, como no caso do grupo H Don, de forma que ndo consigamos tomar ¢
n=1
de forma independente, ou seja, ndo € possivel tomar um c fixo tal que x seja um elemento

n-Engel.

Um outro resultado relacionando grupos Engel e grupos localmente nilpotentes € o

seguinte:
Teorema 3.1.6. Se G ¢ um grupo 3-Engel, entdo G € localmente nilpotente.
Demonstragdo. Ver o Teorema 2, demonstrado na sec¢do 3 de Heineiken [13]. [

Apresentaremos agora um resultado sobre grupos 3-Engel que serd utilizado na demons-
tracdo do Teorema B na préxima secao, tal teorema usa comutadores normados a direita.
Como queriamos padronizar os resultados deste trabalho, adaptamos o Lema 1 em Heineken
[13] para uma versao de autoria propria, normada a esquerda, dada no Lema 3.1.7 a seguir.
O leitor mais interessado, podera consultar o resultado originais na referéncia supracitada

para fins de comparagao.

Lema 3.1.7. Se G é 3-Engel, entdo [x, [y, x], [y,x]] = 1.
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Demonstragdo. Observe primeiramente que

[x7 [yax]v [yax“ = [xa [Y7x]7x_yx] = [xa [y7x]7x] [xa [y7x],x—y]x. (3.2)

Como G € 3-Engel, 1 = [[[y,x],x],x]. Utilizando o item (i) da Proposicao 1.1.2, temos

[[xa [yax]]ax] =1, 3.3)

logo basta mostrar que [x, [y,x],x ¥ = 1.
Note que, como G € 3-Engel, segue dos itens da Proposi¢do 1.1.2 que para quaisquer
dois elementos a,b € G,

I = [Hb_17a]7a]7a]
= [l a,a),q]
= [la™"alad)q]
= [a™"\a"d]
_p—1
= [« ,d,a)",
dai
1= [a_bfl,a,a]. (3.4)
Tomemos na equagio (3.4) a substitui¢do: a =x > e b =y, temos a v = ((x_y)_l)f1 =X
e entdo
I =[x,x7,x7].
Dessa maneira,
1 = [x7x7?]

= Hxvxil] [x’ [yax“ [x> [y,xfol]’xfy]
= [[x,[y,x]] [xv[%x]vx_l]’x_y]' (3.5)

Como visto na equagdo (3.4), [x, [y,x],x] = 1. Utilizando novamente o item (i) da Proposi¢ao
1.1.2, temos que [x, [y,x],x '] = 1 e da equacio (3.5) segue que

1 =[x, [yx],x7].
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Portanto, substituindo as equagdes (3.3) e (3.4) em (3.2), temos

b, vy xd, s x]] = [, [y x]x] e [ x ], x 72 =10 = 1

3.2 Grupos de Defeito 2

Estudaremos aqui as relagdes entre as seguintes classes de grupos:

(i) Grupos tais que todo subgrupo ciclico € 2-subnormal. Denotamos essa classe de grupos

por 7.

(i) Grupos tais que todo subgrupo abeliano € 2-subnormal. Denotamos essa classe de
grupos por <.

(iii) Grupos tais que todo subgrupo € 2-subnormal. Denotamos essa classe de grupos por

.

Como todo subgrupo ciclico € abeliano e todo subgrupo abeliano € um subgrupo, podemos
notar que . C &/ C 7.

O grupo diedral D4 = (x,y | x* =y* =1, ¥’ =x~!) é um exemplo de grupo que pertence
as trés classes, porém ndo temos a equivaléncia entre elas. O Teorema C, um dos teoremas
principais deste capitulo, nos mostra uma rela¢éo entre duas dessas (.7 e /), e nos garante
que ndo sdo equivalentes.

Em geral, (x) ndo é normal em seu fecho (por exemplo, o subgrupo ((12)) de S3 ndo é
normal em seu fecho, que € o proprio S3), entretanto essa condi¢ao € necessdria e suficiente

para caracterizar a classe 7, como mostra a proposi¢do a seguir.
Proposicio 3.2.1. G € .7 se, e somente se, (x) < (x)°, para todo x € G.

Demonstragéo. Suponha que (x) < (x)°, para todo x € G. Entdo, como (x)° < G, temos a

seguinte série 2-subnormal para G
() AW4G

e podemos concluir que G € ..
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Suponha agora que G € 7. Como (x) é ciclicoe G € 7, existe H < G tal que (x) <
H < G. Sabemos que

x¢= (V| N<H
N<G
(x)<N
Como (x) < H, temos que (x) < (x). O

Assim como na Proposi¢do 3.2.1, em geral ndo temos que H I H G Ja que, como Vvisto,
nao vale para subgrupos ciclicos, entretanto essa condi¢do € necessdria e suficiente para

caracterizar a classe .%/, como mostra a proposicao a seguir.
Proposicio 3.2.2. G €. se, e somente se, H <\ HY, para todo H < G.

Demonstracdo. E andlogo 3 demonstracdo da Proposicdo 3.2.1, basta notar que

H°= (O N.
NG
H<N
m

Os resultados a seguir serdo fundamentais para darmos uma outra caracterizacdo das

classes . e &7 utilizando comutadores.
Lema 3.2.3. G € 7 se, e somente se, [x,y,y] € (y), para todos x,y € G.

Demonstragdo. Suponha G € .7, entdo existe um subgrupo H < G tal que
(y) SH LG.

Da Proposigdo 1.1.13, temos que [H,G| < H, dai, como y € H, temos que [x,y] € H. Por
outro lado, usando novamente a Proposic¢do 1.1.13, temos que [(y),H] < (y), daf como
[x,y] € H, devemos ter [[x,y],y] € (y).

Suponha agora que [x,y,y] € (y), para cada x,y € G. Para mostrar que G € .7, basta
mostrar que (y) <! (y)9, para todo y € G, ou seja, que y" € (y), para todo x € G. Observe
que

[ A [ (A A M (A R

= [ 07

—1
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Como [[y,x],y] e (y), conjugando por y ™2 ainda estard em (y), assim

2

2
) = ([090077) " € - (3.6)
Do item (viii) da Proposi¢do 1.1.2 e da equacgdo (3.6), temos

Y =

¥ =y, ] € ()

e pela arbitrariedade dos elementos x e y tomados, G € 7.

Corolario 3.2.4. Se G € .7, entdo G é 3-Engel.

Demonstragcdo. Basta notar que, como [x,y,y] € (y), temos [x,y,y,y] = 1, ja que (y) é abeli-

ano. O]

Observe que, pela caracterizagdo dada no Lema 3.2.3, temos que se G é 2-Engel, entdo
G € 7. Mais a frente mostraremos que, caso exista um elemento em G de ordem infinita,

G € . serd equivalente a dizer que G é 2-Engel.

Lema 3.2.5. Seja C uma classe de grupos fechada para subgrupos. Se H < G e H € C, entdo

H é 2-subnormal em G se, e somente se,
v,x,y] € {x,y),Yx,y e H,v € G.

Demonstragdo. Assuma que todo subgrupo de G que pertence a C € 2-subnormal. Entao
para quaisquer x,y € G, com (x,y) € C, temos que (x,y) < (x,y)°. Tomando v € G, temos
que y" =y Como xVx € (x,y)%, y"I € (x,y).

Por outro lado, pelo item (vii) da Proposicao 1.1.2

o] —

YW =y, ] = yv,x,y]) ! (3.7)

e como y" e (x,y),
-1
[v,x,y] = (y[v”‘]) y € (xy).

Como C € fechado para subgrupos, o resultado segue.
Suponha agora que [v,x,y] € (x,y), para todo x,y € H, v € G. Para provar que todo

subgrupo H de G com a propriedade C € 2-subnormal, temos que mostrar que H <H G para

ey

todo H € C. Primeiramente mostraremos que y'* e y*" estdo em H, para cada x,y € H,
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v € G. Note que utilizando a equacdo (3.7),
Y =yt € (ny) <H. (3.8)

Por outro lado,

y[x’v] = ] ey = v i oy vl

= xilxvflelvxyxflvflxvxflx
—_—— ——

1]t 1]
()

e substituindo qu por y; e x ! por x1 na equacao (3.9). temos que

(f‘ _l)mw = e (x,y),

pois y[lv’xl] ¢ como dado na equagdo (3.8). Entao

el — ((y“)[v’xl])x € (x,y) <H.

Finalmente para mostrar que H <H G devemos mostrar que
y* € H\Nx,yeH,veQ.

Basta notar que
yXV :yxxflxv _ ()ﬂ)[x,V] c H,

assim H < H GeHEé 2-subnormal, para todo H € G com H € C, como desejado. O

O resultado a seguir € uma versdo sucinta do Lema 3.2.3. Serd utilizado posteriormente

durante a demostracao do Teorema B.
Corolario 3.2.6. Seja G um grupo. Entdo
(i) G € . se, e somente se, [v,x,y] € (x,y), para todo x,y,v € G;
(ii) G € < se, e somente se, [v,x,y] € (x,y), para todo x,y,v € G, com [x,y] = 1.

Demonstracdo. Em i) basta tomar C do Lema 3.2.3 como a classe de todos os grupos. Em

ii) basta tomar C como a classe de todos os grupos abelianos e o resultado seguira. 0
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O resultado a seguir mostra que a classe de nilpoténcia de grupos em .7 é no maximo
igual a 3. Estes resultados implicardo que grupos nessa classe sdo metabelianos, fato que
serd utilizado na demonstracido do Teorema C.

O Teorema B abaixo pode ser encontrado em Heineken [14, Teorema 1], contudo, como
citado anteriormente, a prova original é feita com comutadores normado a direita e com

notacdo o, ou seja, com comutadores da forma

lai,|az,. .., [an—2,[an—1,a4]]] = a1 0 (azo (azo...0ay)),

que ndo sao tdo utilizados atualmente. A notacao para os comutadores dada por o € pouco
usual, assim faremos adaptagcdes nas provas de Heineken usando comutadores do tipo
normado a esquerda que sdo da forma [[[a},a2],a3],...],a,]. Sendo assim, foram realizadas

algumas adaptagdes nos enunciados e nas demonstracdes dadas.
Teorema B. Assuma que G € .7 tem um elemento de ordem infinita. Entao

(i) G ¢é2-Engel;

(i) u(G) = (1(G))* = 1.

Demonstragdo. (i) Note primeiramente que como G € .7, G € 3-Engel. Além disso, temos

[g,u,u] € (u),

assim, tomando u € G um elemento de ordem infinita em G e g € G, podemos escrever
lg,u,u] = u*. Como G é 3-Engel, o Lema 3.1.7 nos diz que se G € .7, entdo

1= [u, [g:u]v[g7u]]7

dai temos

U= [, [g, ], [&,u)] = [[g, 0, ™" g, ] = [, g, u]] = [[g,u] ] (3.10)

Fazendo uma indugdo sobre k e notando que [g, u, u] € (i), é possivel ver que [[g, u], u"] =
lg,u, u]k, podemos reescrever a equagdo acima da seguinte forma
-1 —1

1= [lg,u, o] = ([[gou,u" ) = gt = () = u,

Como u tem ordem infinita, devemos ter k = 0O, dai

lg,u,u] = u* =1, para quaisquer u € G de ordem infinitae g € G. (3.11)
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Mostraremos agora que [u,g,g] = 1, para g € G e u € G de ordem infinita. Note pri-
meiramente que se g for um elemento de ordem infinita o resultado segue do caso anterior.
Suponhamos entdo que g tem ordem finita. Pelo Teorema 3.1.6, temos que os grupos 3-Engel
sdo localmente nilpotentes e, do Lema 1.3.16, em um grupo localmente nilpotente, o conjunto
dos elementos de ordem finita € um subgrupo caracteristico. Dessa maneira, se g tem ordem
finita, entdo gu devera ter ordem infinita, pois se gu tivesse ordem finita, u = g_l gu teria

também ordem finita, o que ndo acontece. Assim gu tem ordem infinita, logo

1 = [g,8u,gul =g gul,gu] = [[g,ullg,8]" gu] = [[g,u], gu]
= (g u,ullg,u,gl" = [g,ugl"

e por esse motivo temos [g,u,g] = 1. Como [g,u, g] = 1, temos

[[l/l,g],g] = [[g,u]_l,g] =1.

Podemos entdo concluir que [u, g,g] = 1, para todo g € G e u € G de ordem infinita.

Mostramos no Coroldrio 3.1.2 que todos os elementos x de um grupo G satisfazendo
[x,z,z] = 1, para qualquer z € G formam um subgrupo caracteristico de G, ou seja, que
os elementos de um grupo que sao 2-Engel a direita formam um subgrupo caracteristico.
Queremos mostrar que todos os elementos de G pertencem a este conjunto. Da equacao
(3.11) ja temos que todos os elementos de ordem infinita pertencem. Se v € um elemento de
ordem finita e ¥ € um elemento de ordem infinita, entdo uv € um elemento de ordem infinita

e u~! também é. Assim,

' g8 =[uv,g8=1VYgseG (3.12)

e entdo como o conjunto dos elementos 2-Engel a direita formam um subgrupo, temos que o

produto de dois elementos 2-Engel também sera 2-Engel, assim

[vaug] = [M_I(MV),g,g] =1.

(11) Pelo item anterior, G € 2-Engel. Utilizaremos os itens do Teorema 3.1.1 para auxiliar

na demonstragdo. Para quaisquer a, x,y, z, temos que
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1Y lax 2 Y ax, 2] = Dz o] 2 by [asd], 271 = [z s [as 4]

Y gy e Y a2 Y a0 7 = [[las40],4]

= [a7'x7y7z]'

Da arbitrariedade dos elementos tomados e como ¥ (G) é gerado por comutadores da
forma [a, x,y,z], segue que Y4(G) = 1, ou seja, G € nilpotente de classe 3.
Mostraremos agora que (13(G))> = 1. Sejam x,y,z € G. Considere a seguinte identidade

by 2P e Al Ty = 1 (3.13)
Pelo Teorema 3.1.1, se G € 2-Engel, entdo, para quaisquer x,y,z € G, temos
by d = oz e b 2] = [y 2

Deste fato e da Proposi¢do 1.1.2, temos que

[x’yile]y = ([xv@yil]y)il = ([ya [xaz]])il = [x,z,y]
= [x7y7z]_17
[’%Z—l,x]z = ([y’xvz_l]z)_] = [Zv [y’x]]_l = [y,x,z] = [yvzax]_l = [x’ [y7ZH
= [y
e
[Zax_1>y]x = ([Zvyvx_l]x)_l = [x7 [Z7y]]_1 = [xvzay]_z
= [y
Dai
L=y Ll e a1 = oy oy dP oy d? = [y,
e, novamente, como ¥3(G) é gerado por comutadores triplos, o resultado segue. [

Observacao 3.2.7. O Teorema B dado acima nos mostra que quando G € .7 tem um elemento
de ordem infinita (em outras palavras, quando G nao € de tor¢do), temos 74(G) = 1, o que
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implica que G € nilpotente de classe menor ou igual a 3. O Teorema 1 em Mahdavianary
[25] diz que quando G € .7 € um grupo de tor¢do, entdo G também € um grupo cuja classe
de nilpoténcia é de no maximo 3. Portanto qualquer grupo G € .7 tem classe de nilpoténcia
menor ou igual a 3. Tal fato sobre grupos com tor¢ao ndo serd provado neste texto, contudo

pode ser encontrado em Mahdavianary [25] e € mencionado em Garrison-Kappe [11].

Observacao 3.2.8. Em geral, as classes .«7,.7 e . ndo sdo iguais, como veremos mais a
frente no Teorema C. Pelas defini¢cdes destas classes, tem-se sempre que . C &7 C T e
deste fato € possivel concluir que todos os grupos em . e ./ também sdo nilpotentes de
classe menor ou igual a 3. De fato, seja G € ., entdo todos os seus subgrupos tem defeito
< 2, em particular cada um dos seus subgrupos abelianos tem defeito < 2, assim G € &7,
por outro lado, se G € o7, entdo todos os seus subgrupos abelianos tem defeito < 2, em
particular cada um dos seus subgrupos ciclicos tem defeito < 2, assim G € .7. Portanto se
G e .Y, tem-se que G € .7, logo pela Observagdo 3.2.7, G € nilpotente de classe menor ou
igual a 3 e por conseguinte 14(G) = 1 se G € .. Como citado anteriormente, Roseblade em
[36] mostra se um grupo G € tal que todos os seus subgrupos possuem defeito subnormal no
maximo d, entdo existe uma fungio u; dependendo de d que limita a classe de nilpoténcia
de G. Podemos relacionar tal funcdo com os resultados aqui apresentados ao ver que para
d=1ed=2,temos t;(1) =2 e u;(2) = 3. Maiores detalhes sobre essa observagdo podem
ser encontrados em Garrison-Kappe [11] e em Roseblade [36].

O lema a seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada no artigo de Hogan e Kappe
[16], € técnico e serd usado na demonstragdo do Teorema B.

Lema 3.2.9. Se G é um grupo metabeliano, entdo para quaisquer g1,82 € G e qualquer
inteiro k, temos

1,851 = 1 [gl,igz](?)- (3.14)

1<i<k

Observacio 3.2.10. Note que no Lema 3.2.9, se tivermos em G a relac¢do [g1,2 g2] = 1, entdo
poderemos reescrever a igualdade (3.14) como segue

[81,85] = [glygz]k-
Analogamente, se tivermos [g2,2 1] = 1, entdo também vale
[glf,gz] = [ghgz]k-

Reescreveremos entdo o Lema 3.2.9 da seguinte forma:
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Lema 3.2.11. Em um grupo 2-Engel metabeliano, para quaisquer g1,g» € G e quaisquer
m,n € Z, temos
(87, 82) = [g1,82™".

O teorema a seguir de Mahdavianary (Teorema I de [22]) mostra uma relacdo entre
as contingéncias entre as classes de grupos .7 e &7 sob algumas hipéteses e também dois
exemplos quem mostram que . C &7 e &7 C 7. Note que os exemplos dados nos itens (ii)
e (iii) sdo de grupos 3-gerados, ja que para grupos 2-gerados o proprio Mahdavianary em
[24] mostra que, restrito a grupos 2-gerados, temos . = &/ = 7.

Teorema C.

(i) Seja G um grupo de tor¢do sem elementos de ordem par ou um grupo com um elemento
de ordem infinita. Entdo G € .7 implica que G € &7

(ii) Existe um 2-grupo em .7 que ndo estd em .2/ Dai .7 nem sempre implica em .27

(iii) Existe um grupo em &/ que ndo estd em .. Dai &/ nem sempre implica em .%.

Demonstracdo. (i) Assuma que G € 7. Pela Observacédo 3.2.7, temos que ¥ (G) = 1.
Pelo item (7i) do Coroldrio 3.2.6 € suficiente mostrar que para cada subgrupo abeliano
2-gerado (x,y) e para cada z € G temos que [z,x,y] € (x,y). Considere H = (x,y).
Note primeiramente que G” = [15(G), 12(G)] < %(G) = 1, assim G é metabeliano, dai
para quaisquer x,y,z € G,

2y = [zl y ] =2l by~ = [ 2yl (2] by~ ')
—_——
en(G)
=[xz

Analogamente, [y,x,2’| = [y,x,7] e [z,y,X] = [z,y,x]. Desse fato, podemos utilizar a
Identidade de Jacobi na Proposic¢do 1.1.2 e obter

1 = [xzy]yx2]zy,x]
= [,z y],x,2[z,,x],

mas como H ¢ abeliano, [x,y] = 1, dai [x,z,y][z,y,x] = 1 ¢ [z,y,x] = [x,z,y] . Como G
é metabeliano, temos que 75(G) é abeliano e lembrando que ([x,z] ')’ € 1(G), segue
que
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Zyx] = Pozy =] = (e )
= k(g Y =[xy =yl

ou seja,

[z,3:x] = [z,x,y].
Do Lema 3.2.3, como G € .7, temos que [z,xy,xy| € (xy). Note que
1 =mn(G) =[n(G).dl,

em outras palavras, 13(G) € Z(G), dai m® = m, para todo m € 13(G), g € G e por esse

motivo, temos
[[a7b]7Cd] - [[a7b]7d][[a7b]7c]d - [[a’b]ad”[avb]ac]'

Tal fato serd utilizado juntamente com a afirmacio de que G é metabeliano a fim de

mostrar que

(2, xy,x9] = [2,5,Y][z,3,%][2, 3, x] [z, %, x].

De fato,
[z = [[z,00],x9] = [[z, 0], ] [[z, %], 4]
= [[z¥]lz,x] [z,x,5],3] [z, ][z, %] [z, %, ], 4]
S~—— S~——
€Z(G) €Z(G)

= [[Z,y][Z,X],y] [[z,y][z,x],x]
= [z, lz,x], 3] [z, y], %] [[2, %], ]
= [,z x,¥][z,y,%][z,%,x].

Novamente pelo Lema 3.2.3, temos que [z,x,x] € (x) < (x,y) e [z,y,¥] € (y) < (x,),
daf [z,x,x], [z,y,y] < (x,y). Dado que [z,y,x] = [z,x,y] € [z,xy,xy] € (xy) < (x,y), vale

2,2,9)% = [z,x9, %[z, %,x] 2,0 " € (x,y) = H.

Analisaremos agora os casos:
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(it)

Caso 1: Se G tem um elemento de ordem infinita, temos que (13(G))® = 1 como
]3

consequéncia do Teorema B. Portanto, 1 = [z,x,y]> = [z,x,]*[z,x,Y], 0 que nos diz

que
2,9 = [z,x,5]* € H,

dai [z,x,y]EHe G € .
Caso 2: Se G é um grupo de torcdo sem elementos de ordem par, entdo existe k € Z

tal que [z,x,y]**! = 1, dai

1= [z,,9)% = [z,x,5]%[z,x,y],

o que nos diz que
2%, = (([z:x,0]9)) 7"

Como [z,x,y)* € H, [z,x,y] = (([z,x,y]*)¥) ! também devera pertencer e o resultado
segue como desejado.

Considere o grupo D definido da seguinte forma: D = (a,b,c;[x1,x2,x2] = 1, onde
x1,x2 € {a,b,c},[a,c,b] = [a,c] = 1,[b,c,a] = [a,b,c] = b* [a,b]* = [b,c]* = a® =
L= =1,%(D)=1).

Para determinar uma caracterizacdo precisa do grupo D, vamos usar o GAP [10].
Aos interessados, recomendamos a leitura do Apéndice A para um detalhamento das

funcdes utilizadas.

Pelo Apéndice A, temos que |D| = 128, e D = SmallGroup([128,523]), isto &,
D= ((C;x(Cg:Cy)):Cy):Co,

onde "Xx" denota produto direto e ":" denota produto semidireto.

Como (D2)2 = D4 = 1, utilizando a férmula de Hall-Petresco temos que para todo
x,y € D, existem elementos ¢; = ¢;(x,y) € %(G) tais que

(xy)* = x4y4cgc§C4 = xty* (3.15)

Mostraremos agora que todo subgrupo ciclico de D € 2-subnormal. Pelo Lema 3.2.3,
basta mostrar que para quaisquer g, € D, temos que [g,h,h] € (h). Sejah = a"b"e d,
e g =d'b/c*dy, comi, j,k,m,n,linteiros e dy,d» € (D). Entdio pelo fato que 4 (D)=
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1, D é metabeliano e y3(D) € Z(D), assim
lg,h,h] = [a'b/*dy,a™ b dy,a"b T d).

Para facilitar notacio, escreveremos a”'b"c/ = x e a'b/cf = y e obtemos

[g7h7h] = [.yd27Xd17Xdl] = [[yd27Xd1]ad1] [yd27Xd17x]d1 = [[de,Xdl],dl] [yd27Xd17x]
—_——
€p(D)?
= [[vda2,xdy],x]. (3.16)
Note que
ydy,xd] = [ydy,dy] [yda,x]" = [ydy,dy] [yd2,X]

= [, di]lda,dr][y,x][d2, x| = [y,d1][y,x][d2,x]

e que voltando a equacdo (3.16), obtemos

g, h] = [lyda,xdi],x] = [y, dillda, ][y, x], %] = [y, di]ld, 0], [[, 4], 4]
en(D)
= [y,x,x] = [db/cF,amb" ! ab T (3.17)

Expandiremos [a'b/c*,a"b"c/ ,a™b"¢/] a fim de mostrar que [g, 4, 4] é uma poténcia
de b. Como y3(D) € Z(D), os comutadores triplos "somem"do comutador, além disso,
lembrando que (D) = 1 e tomando agora x = a"b"¢/ na equagio (3.17) com a

intencdo de simplificar as contas, temos

lg,h,h] = [[a"bjck,cf][aibjck,b"][aibjck,am],x]
= [ld, 1B, I Nla b7 b b (b a™ [k e ]
(67, a’, "] [, b"[b,a™] , ],
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dai

167,/ 1[d 6", 6" (b a™],a"|[[b7, o (a7 [, B[, a™), b
(167, /1", b"][*, b a™ ¢ ]

= v, ¢/, a"[d,b", ’"][c",b",a’"][ am,a"| b, cf,b”][ai,b”,b”]

[k 0™ b [b,a™, b (b, fﬂmmﬂ[HMWW%ﬂ

[g,h,]’l] =

Como pelas relagdes em D temos [g1,g2,82] = 1, para quaisquer g; € De g5 € {a,b,c},

estamos sob as hipoteses do Lema 3.2.11, entdo

lg,h,h] = [b,c,al™a,b,al™[c,b,a]""™[b,c,b]"/™b,a,b]/™
[a,b,c]™ [e,b,c]" [b,a,c]™.

Lembrando que [x,y] = 1 implica em [x~',y] = [x,y"!] = 1, segue que
lg,h,h] = [b,c,a)™[c,b,al*[a,b,c]™ [b,a,c]™ . (3.18)

Das relagdes em D, temos que [a,b,c] = [b,c,a] = b*. Mostraremos que também
acontece [c,b,a] = [b,a,c] = b*. De fato, lembre-se do item (vi) da Proposi¢do 1.1.2 e

que como [a,b,c] = [b,c,a] = b* € y3(D), temos
le,b,a] = [a, [, 5] " X ([b,c,a] P = [b,c,a] " = b*. (3.19)

Analogamente,
[b,a,c] = ([a,b,c]>N~" = [a,b,c] ' = b*. (3.20)

Dessa forma, ao aplicar equacdes (3.19) e (3.20) na equacdo (3.18) e recordando que
% (D)? = 1, conseguimos

[g&,h.h) = ([a,b,c""™)a,b,c]""[a,b,c]"™
_ [a b C]knm-i-inf
= [a.b, g

b4n(km+if)
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(iii)

ou seja, [g,h,h] = b** ") Como no grupo D temos p(D)> =1¢e a*> = =

utilizando a equacdo (3.15), temos
h4 — (ambncfd2)4 — a4mb4nc4fd§1 — b4n7

daf, [g, h, h] = ¥k +if) — pdkm+if) < () Assim, utilizando o Lema 3.2.3, segue que
De 7.

Mostraremos agora que existe um subgrupo abeliano em D que ndo é 2-subnormal.
Como [a,c] = 1 e a® = ¢* = 1, temos que H = (a,¢) é um subgrupo abeliano elementar
de D e |H| = 4. Utilizando o item (ii) do Coroldrio 3.2.6 podemos ver que para mostrar

que H = {1,a,b,ac} ndo é 2-subnormal basta verificar que [b,c,a| & H.

Da apresentacio do grupo, temos que [a, b, c] = [b,c,a] = b* ¢ [b,c,a] # 1. Observe que
[b*,b] = 1, porém [a,b] # 1, [c,b] # 1. Assim, b* ndo pode ser a nem c. Mostraremos
agora que b* # ac. De fato, se tivéssemos b* = ac = ca, entdo ¢ = b*a e dai,

[b,c,a] = [[b,b4a],a] = [[b,d] [b,b4]“,a] = [b,a,a] =1,

o que ndo pode acontecer, j que [b,c,a] # 1. Logo ndo temos b* = [b,c,al em H e

assim H ndo é 2-subnormal. Portanto D ¢ .7, como desejavamos mostrar.

Cappitt, em [5], nos d4 o seguinte grupo
G=(x,y,z [uv,v] =1, parau,v € G,y = [2,)], 2> = [y,2]> = [z,0,4], [z,2]> = 1),
que € um grupo 2-Engel. Como para quaisquer g,/ € G, temos

[g,h,h] =1 € (h),

segue que G € .7 do Lema 3.2.3. Agora, observe que G/G’ ¢ isomorfo a Z x C3 x Co
e assim o grupo G tem elementos de ordem infinita. Pois caso contrério, se G fosse
tal que todo elemento tivesse ordem finita, sua abelianizacdo, G/G’, seria um grupo
abeliano, finitamente gerado, pelo fato de G ser finitamente gerado, e de torcao, dai
G/ G’ seria finito, um absurdo. Logo, G tem um elemento de ordem infinita e estamos
sob as hipédteses do item (i) deste teorema, portanto G € .7, contudo, Stadelmann
prova em [38] que o subgrupo H = (x3z,x9z) ndo € 2-subnormal em G, ou seja, prova
que G nio estd na classe .. Logo podemos concluir que %7 ndo implica em .7

[
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Temos entdo provado que as classes ., .27 e .7 ndo sdo equivalentes.



Capitulo 4
Consideracoes Finais

Neste trabalho classificamos os grupos de defeito 1. Vimos que os grupos abelianos per-
tencem a essa classe de grupos e mostramos que os grupos nao abelianos (hamiltonianos)
devem ser da forma G = Qg X A x E, onde Qg, onde A € um grupo abeliano tal que todos os
elementos possuem ordem impar e £ € um 2-grupo abeliano elementar.

Para grupos de defeito 2, com base no Capitulo 3, definimos as seguintes classes (no caso
n=2 %=9,9h=9,5=5):

In:= Grupos tais que todo subgrupo ciclico é n-subnormal.

oy,:= Grupos tais que todo subgrupo abeliano é n-subnormal.

“n:= Grupos tais que todo subgrupo é n-subnormal.

Note que .7, C @7, C .%, e no caso n = 0, temos que o grupo trivial.

No caso n = 1, temos equivaléncia entre essas classes (Grupos de Dedekind). No caso
n =2, vimos que elas ndo sdo equivalentes, mas temos que <% = .7, restrito a grupos
de torcdo sem elementos de ordem par ou grupos com um elemento de ordem infinita.
Mahdavianary em [26] mostrou que restrito a p-grupos 2-gerados, p > 3, temos a equivaléncia

entre as classes .7, 275 e .%. Isso motiva a seguinte questio:

Pergunta 1. Quais condicdes sdo necessarias ou suficientes para que essas classes (restritas)

sejam equivalentes no caso n > 2?

Podemos também considerar outras classes de grupos. Mahdavianary em [23] acrescenta
ao seu estudo duas novas classes .4 e €, que sdo os grupos tais que todos os normalizadores
s30 normais e os grupos tais que todo comutador normaliza todos os subgrupos, respecti-
vamente. Neste artigo o autor classifica todos os 2-grupos 2-gerados com as propriedades
N,.T, € e .. Ainda nessa direcdo de considerar o estudo de outras classes de grupo, pode-
mos analisar grupos tais que todo centralizador € subnormal. Delizia, Moravec e Nicotera

estudaram tais grupos, focando, em particular, em grupos tais que todo centralizador tem
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defeito subnormal no maximo 2 e em [8] mostraram que um grupo sem involugdes satisfaz
essa propriedade se, e somente se, é 3-Engel.

Neste trabalho estudamos grupos de defeito no maximo 2, porém existem estudos sobre
defeitos maiores, como € o caso do artigo de Traustason [39]. Nesse artigo, Traustason
estuda grupos tais que todo subgrupo tem defeito subnormal no méximo 3, relacionando com

o estudo de grupos 3-Engel. Um dos resultados apresentados nesse trabalho € o seguinte:

Teorema. Seja G um grupo que livre de tor¢cdo ou de expoente p, onde p € um primo
diferente de 7. Entdo G € subnormal de defeito no maximo 3 se, e somente se, G € nilpotente

de classe no maximo 3.

Por fim, faremos alguns comentérios envolvendo grupos profinitos (grupos topoldgicos
Hausdorff, compactos e totalmente desconexos, ver Ribes e Zalesskii [32]). Se G € um grupo
profinito e H é um subgrupo fechado de G, chamamos H de subnormal apenas se existe uma
cadeia como da Defini¢do 1.3.1 de n-subnormalidade, com cada G; (i =0, 1,...,m) fechado.
Assim, o conceito de defeito subnormal para grupos profinitos € equivalente, desde que as
cadeias sejam de subgrupos fechados. A partir dessa definicao, somos levados a seguinte

pergunta:

Pergunta 2. Os resultados de subnormalidade mencionados neste trabalho sdo validos para

grupos profinitos?

Note que no caso profinito, estamos analisando a subnormalidade somente de subgrupos
fechados. Ainda sob este contexto, vale citar o Teorema de Roseblade em [36], que nos
diz que a classe de nilpoténcia de grupos tais que todo subgrupo tem defeito no maximo d
€ limitada por uma fun¢ao dependendo apenas de d. Este fato nos motiva para a seguinte

pergunta:
Pergunta 3. Existe uma versao profinita do Teorema de Roseblade?

Algumas generalizagdes de grupos de Dedekind tém sido estudadas no caso profinito,
veja por exemplo Porto e Lima [31], Porto [28], Porto e Bessa [29]. Uma generalizacao
dos grupos hamiltonianos sdo os grupos metahamiltonianos. Em grupos metahamiltonianos
infinitos, os subgrupos abelianos sdo fechados na topologia profinita. Por este motivo, uma
outra ideia de seguimento deste trabalho seria estudar o defeito subnormal para grupos

profinitos metahamiltonianos.
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Apéndice A

GAP - Groups, Algorithms and

Programming

O que é 0 GAP?

O GAP [10] é a sigla para Groups, Algorithms and Programming e € um sistema desenvolvido
com a intencdo de programar e computar estruturas algébricas. Além de grupos, é possivel

utilizar o GAP para outras estruturas, tais como semigrupos e algebras.

Funcoes utilizadas no trabalho

Comentaremos a seguir algumas funcdes utilizadas no Capitulo 3. Nossas principais refe-
réncias sdo os manuais de N. R. Rocco (UnB) [27], Prof. Igor Lima (UnB) [17] e o manual
contido no GAP.

* FreeGroup(n): Retorna um grupo livre com n geradores.
* LowerCentralSeries(g): Retorna a série central inferior do grupo g.
* Comm(a,b): Retorna o comutador dos elementos a e b.

* StructureDescription(g): Retorna a descri¢do da estrutura do grupo g conforme a
biblioteca do GAP.

* Size(g): Retorna o tamanho do grupo g.

* IdSmallGroup(g): Retorna a identificacdo padrao do grupo g no GAP conforme a
biblioteca do GAP.
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Ao utilizar tais fungdes com o grupo D dado no Teorema B do Capitulo 3, obtivemos que
o grupo D é o grupo
D = SmallGroup([128,523]),

onde o nimero na primeira entrada representa a ordem de D e na segunda entrada representa
a numeragdo dele na biblioteca do GAP. Além disso, foi possivel utilizar as funcdes do GAP
e obter que

D= ((Cyx(Cg:C3)):Cy): Cr,

non

onde a notacdo " x" representa produto direto, ":" representa produto semidireto e "C,, "representa
o grupo ciclico de ordem n.
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