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"It can be of no practical use to know that = is irracional,
but if we can know,
it surely would be intolerable not to know."

E. C. Titchmarsh (1899-1963)



Resumo

Em 1993, Pollington [24] demonstrou que dados n natural e 6 real, existe (o,7) €
U, x U, tal que f(o,7) = 0, onde f(z,y) = = + y; isto é, todo nimero real pode ser
escrito como soma de dois U,-ntmeros, para todo n natural. Neste trabalho de tese,
consideramos substituir f(z,y) por familias mais gerais de polindomios em duas variaveis

a coeficientes inteiros.

Palavras-chave: Numeros transcendentes, Classificacao de Mahler, U-niimeros.



Abstract

In 1993, Pollington [24] proved that for any positive integer n and for any real
number 6, there exists (o,7) € U, x U, such that f(o,7) = 0, where f(z,y) = = + v,
that is, every real number can be written as a sum of two U,-numbers, for any integer
n > 1. In this thesis, we shall replace f(x,y) by some more general families of two variable

polynomials with integer coefficients.

Keywords: Transcendental numbers, Mahler’s classification, U-numbers.
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Notacao

Sejam f e g fungoes de uma variavel real x, escrevemos

f<g (f>9)

f=0(g)

se existe uma constante ¢ positiva e absoluta tal que

/()] < eg(z),

para todo x em consideracao. A constante ¢ é chamada constante implicita. Escrevemos

f<yg

ou
[ =0x(g)

se a constante ¢ depende do parametro .

Por
f=olg),

entende-se que

im@:
me@ .

Usaremos ainda as seguintes notagoes:

N o conjunto dos naturais

Z o conjunto dos inteiros

Q o conjunto dos racionais

C o conjunto dos complexos

Q o corpo dos niimeros algébricos

i



€]
|A]

o maior divisor comum de a e b

o maior inteiro que nao excede x

o anel dos polinémios com coeficientes inteiros

nimeros algébricos

o polinémio minimal com coeficientes inteiros do algébrico «
o grau do algébrico «

a altura do algébrico «

nimeros complexos

a norma do nimero complexo &

a cardinalidade do conjunto A

a medida de Lebesgue na reta

il



Introducao

Um ntimero complexo « é dito algébrico se é raiz de um polindémio nao nulo com coe-
ficientes inteiros. Em caso contrério, é chamado transcendente. A palavra transcendente,
cunhada ao que tudo indica por Leibnitz, significa, segundo Euler, que esses nimeros
transcendem o poder das operagoes algébricas.

Mesmo sendo uma definicao do século XVIII, a teoria dos nimeros transcendentes
nasceu com Liouville em seu famoso trabalho de 1844 (ver [16]) no qual obteve-se, pela
primeira vez, uma classe, trés-étendue, como foi descrito no titulo do artigo, de niimeros
que nao satisfazem nenhuma equacao algébrica nao nula com coeficientes inteiros. No
entanto, alguns problemas isolados relativos a natureza aritmética de certos nimeros
foram obtidos bem antes desta data. Por exemplo, Euler em 1744 provou a irracionalidade
de e e, em 1761, Lambert estabeleceu a irracionalidade de 7.

Para construir sua classe, Liouville estabeleceu que ntimeros algébricos nao sao "bem
aproximados" por nimeros racionais e, entao, explicitou uma classe de nimeros exata-
mente com a propriedade oposta. Estes ntimeros sao hoje conhecidos como nimeros de
Liouwille: um nimero real 6 é chamado Liouville se para todo natural r correspondem

inteiros p, e q,, com ¢q, > 1, tais que

0<10—p/q| <q "

O conjunto dos numeros de Liouville é comumente denotado por L. O primeiro exemplo
neste conjunto (e, consequentemente, de um nimero transcendente) é a entdo conhecida
constante de Liouville definida pela série convergente ¢ := io: 10~ = 0.11000100.. . . (isto
=1

é, 0 1 nas casas decimais de posigoes fatoriais e 0 em casoncontrério).

Em 1874, Cantor introduziu o conceito de enumerabilidade tendo como consequéncia
a observacao que "quase todos" os niimeros sao transcendentes. Na linguagem de Cantor,
o conjunto dos ntmeros algébricos Q é enumeravel enquanto que os nimeros reais nao

Sao0.



Classificacao de Mahler

Neste inicio, estavamos apenas interessados na aproximacao de um nimero real £ por
racionais p/q. Para este fim, comparamos a diferenca | — p/q| com a maneira mais natu-
ral de medir o tamanho de p/q; isto é, com max{|p|, |¢|}. Com o intuito de considerarmos
aproximagoes por algébricos mais gerais, precisamos agora definir uma nogao de tamanho
de um algébrico a a qual, se possivel, coincida com a medida anterior quando nos res-
tringimos aos racionais. Muitas defini¢oes foram propostas mas para os nossos propositos
usaremos apenas uma delas que é usualmente conhecida por altura.

Como Z[X] ¢ um dominio de fatoragao tunica,* existe um tnico polinémio irredutivel
P(X) € Z|X] com coeficiente lider maior que zero tal que a ¢ uma de suas raizes, este ¢
conhecido como polindmio minimal de o sobre os inteiros e o denotamos por P, z(X). O
grau do algébrico o é o grau de P, z(X) e seré representado por d(a). A altura de um
polinémio complexo P(X), denotada por H(P), é o maximo do valor absoluto de seus
coeficientes. A altura de um ntimero algébrico «, denotada por H(«a), é a altura de seu
polinémio minimal P, z(X). Resultados sobre a altura usados ao longo do texto foram
condensados na tltima secao do Capitulo 1.

Como j4a vimos, admitir boas aproximacoes por racionais implica necessariamente em
transcendéncia; seguindo esse mesmo principio, veremos que um numero complexo & é
transcendente se, e somente se, admite infinitas "boas aproximacoes" por algébricos. De-
terminar com exatidao essas aproximacoes, em termos dos graus e alturas dos aproxi-
mantes, é precisamente o contetido de uma classificacao para os niimeros transcendentes
dada pelo matematico alemao Kurt Mahler [17] em 1932. A primeira classificacao dessa
natureza foi idealizada por Maillet [18] em 1906, e outras foram descritas por Perna [23] e
Morduchai-Boltovskoj [20] mas a dada por Mahler é, de longe, a mais interessante e sera
o objeto de nosso estudo a partir de agora.

E importante salientar que ao invés de considerar aproximacoes por nimeros algé-
bricos, Mahler focou nos menores valores de |P(£)| quando P(X) percorre todos os po-
linémios com coeficientes inteiros satisfazendo P(£) # 0, enquanto que aproximagoes por
algébricos foram apenas consideradas por J. F. Koksma [13| cerca de 7 anos ap6s os traba-
lhos de Mahler. Contudo, estes dois pontos de vistas nos dao classificagoes equivalentes,

isso se deve em razao da seguinte conexao: se |P(£)| ¢ "pequeno” entao & deve estar pro-

*Devido a um resultado de Gauss, vide ([10], Capitulo 2, Segao 3)



ximo de uma das raizes de P(X) e vice-versa. Detalhes sobre a classificacdo de Koksma
bem com as relagoes entre elas sera o assunto da primeira se¢ao do Capitulo 1.
Seja & um numero complexo qualquer. Para cada par de inteiros positivos n e h,

definimos

Po(h) :={P(X) € Z|X]; OP<n e H(P)<h}. (1)

Sendo este tltimo um conjunto finito, consideramos
2,(5, h) == min{|P(&)[; P(X) € Pu(h), P(£) # 0} (2)
e o expoente w, (&, h) dado pela equagao
0, (€, h) = hen(Eh), (3)

Para avaliarmos o comportamento dos valores de todos os polindémios com grau, no

méximo, n em &, definimos

wn (&) == limsupw, (&, h)

h—> 00

e, para obtermos informacoes sobre a totalidade deles, tomamos

w(§) := limsup w, ().

n——oo

Por fim, fixamos v(£) como o menor inteiro positivo n para o qual w,(§) = co; escrevemos
v(€) = 0o se wy,(§) < 0o, para todo n natural. O inteiro v(§) é conhecido como o grau de
€.

Com isso, podemos dividir o conjunto dos ntimeros complexos, de acordo com Mahler,

em quatro classes disjuntas:

A-nimero  w(§) =0, v(€) = oo;
S-nimero 0 < w(§) < oo, v(€) = oo;
T-ntmero  w(§) = oo, V(&) = oo;
U-nimero  w(&) = oo, v(€) < oc.

A classe dos A-niimeros é precisamente o conjunto dos algébricos, assim £ é um nimero
transcendente se, e somente se, w(§) > 0. O que da precisao a frase ja mencionada: &
¢é transcendente se, e somente se, admite infinitas "boas aproximagoes" por algébricos.
Observe que a notagao A-ntmero foi propositalmente escolhida para denotar os algébricos.

A escolha das letras seguintes nao parece ter uma razao evidente. Acredita-se que Mahler



escolheu a letra S em homenagem a seu orientador C. L. Siegel e as letras T' e U, sem
nenhum significado especial, foram escolhidas por serem as duas seguintes do alfabeto.

Um U-ntmero se caracteriza por apresentar bons aproximantes algébricos com graus
relativamente baixos. Levando em conta esse comportamento, subdividiremos esta classe
de acordo com o menor grau dos melhores aproximantes. De forma precisa: para cada n
natural, denotamos por U,, o conjunto dos U-nimeros de grau n. Recordamos que o grau
de £ é o valor da funcdo v(§) supramencionada.

Nao é dificil checar que o conjunto IL. dos niimeros de Liouville coincide com o conjunto
U N R, em particular, a classe dos U-nimeros é nao vazia. Em 1953, LeVeque [15]
demonstrou a existéncia de U,-nimeros, para todo n > 1; na verdade, ele exibiu um

elemento explicito em cada classe, a saber:

1
\"/§+€eUn (n=1,2,...),

onde ¢ é a Constante de Liouville.

Por muitos anos, a existéncia de T-ntmeros foi uma questao em aberto mas, em
1968, uma resposta afirmativa foi obtida por Schmidt [26] porém, diferente do caso dos
U,,-ntimeros, exemplos explicitos de elementos nessa familia ainda nao é conhecido. Uma
construgao mais compacta e acessivel para a existéncia de T-ntimeros pode ser encontrada
em ([4], Capitulo 8).

No que diz respeito aos S-ntmeros temos que quase todos os nimeros sao S-nimeros
([4], Capitulo 8, Segdo 5). Aqui "quase todos" é interpretado no sentido da medida
de Lebesgue linear ou planar no caso dos niimeros reais ou complexos respectivamente.
Assim, podemos esperar que qualquer niimero definido de maneira "natural" tais como
e, T e e™ (Constante de Gelfond') sdo S-ntimeros. Em 1929, Popken [25] estabeleceu
que a constante e ¢ de fato um S-nimero. Os famosos teoremas de Baker sobre formas
lineares em logaritmos atestam que 7 é um S-ntimero ou um 7-ntmero porém a ultima
possibilidade ainda nao foi excluida. Quanto a Constante de Gelfond, a possibilidade dela
ser um nimero de Liouville ainda nao foi refutada.

Uma das propriedades mais importantes da Classificacao de Mahler que a faz ocupar
um lugar de destaque no estudo dos ntmeros transcendentes, reside no fato de nimeros

algebricamente dependentes pertencem a mesma classe ([4], Capitulo 8, Se¢ao 3). De

TA transcendéncia da constante foi demonstrada pelo matematico Alexander Gelfond em 1929.



imediato, os nimeros e + £ e m 4+ £ sao transcendentes. No cenario atual da Teoria dos
Numeros Transcendentes, a natureza aritmética dos niimeros e + 7 e e - m é desconhecida
mas como ¢é sabido que a Constante de Euler ¢ um S-ntimero bastaria entao estabelecer

que 7 ¢ um T-ntmero para garantirmos que ambos sao transcendentes.

Nossos resultados

Nesta secao a Classificagao de Mahler esta restrita a reta real assim todos os A-,
S-, T- e U-ntimeros aqui considerados sao reais. Iniciamos com uma afirmagao de facil
justificativa: todo ntmero real pode ser escrito como soma de dois transcendentes. Ora,
no caso em que 6 é algébrico, basta escrever § =t + (6 — t), para algum ¢ transcendente.
Quando @ ¢é transcendente, tomamos 6 = 0/2 + /2. Esse resultado nao é de modo algum
interessante, pois o conjunto dos ntmeros transcendentes tem medida total em R.

Por outro lado, sabemos que o conjunto dos niimeros de Liouville tem medida nula
na reta e, em 1962, Erdos [9] demonstrou um resultado surpreendente: para todo 6
real, existem numeros de Liouville o e 7 tais que P(o,7) = 0, onde P(X,Y) = X 4+ Y
isto é, todo real pode ser escrito como soma de dois numeros de Liouville. Podemos
pensar assim que, mesmo sendo um conjunto "invisivel", os nimeros de Liouville estao
estrategicamente posicionados na reta real. Burger [6] estendeu o resultado de Erdés ao
substituir o polinomio P(X,Y’) por uma familia mais vasta e interessante de fungoes, as
quais ele denominou de fungoes localmente injetivas.

Em 1990, Alniacik 2] provou que todo ntimero real, com a possivel excessao dos niime-
ros de Liouville, podem ser representados como soma de dois Us-ntimeros. A questao sobre
a existéncia de tais representagoes surgiu em Stroyls [27] em sua tese de doutoramento.
O método adotado por Alniacik depende de propriedades da expansao em fragoes conti-
nuas e se mostrou bastante intrincado. Contudo, trés anos apos os resultados envolvendo
Us-numeros, Pollington [24], adaptando o método usado por Schmidt para estabelecer
a existéncia de T-niimeros, apresentou um demonstracao mais simples de um resultado
mais geral, este consiste em: todo ntmero real pode ser expresso como soma de dois
U,-ntmeros, para cada n natural.

De maneira equivalente, dados n natural e # um real, existe (o, 7) € U, x U, tal que

P(o,7) =0,



onde P(X,Y) = X +Y. Essa tese, motivada pelo trabalho de Burger [6] com relagao
ao resultado de Erdos, visa estender o Teorema de Pollington para uma classe maior de
polinomios. Nesta direcao, obtemos os trés seguintes teoremas que juntos compoem os

principais resultados deste trabalho.

Teorema A. Sejam n um natural, § um S-nimero ou um T-nimero e P(X,Y) um
polinémio em duas varidveis com coeficientes inteiros tal que existe (xg,vo) € R? satisfa-

zendo P(xg,yo) =6, com

oprP oP

a—X(ﬂUo, Yo) # 0 € a—Y(ﬂfo,yo) # 0.

Entao existe uma quantidade nao enumerdvel de pares (o, 1) € U, x U, tais que P(o,T) =

6.

Observamos que as classes dos A- e U-ntimeros nao foram contempladas no Teorema
A. Mas, como estes conjuntos tem medida de Lebesgue zero, concluimos que quase todo
ntmero real em P(R?) possui uma representagao polinomial por U,-niimeros através de
P(X,Y), para todo n > 1.

Agora, reduziremos as classes dos polindmios com o intuito de estabelecermos um
resultado semelhante ao anterior para as classes dos A- e U-nimeros. Primeiro, vamos
nos concentrar nos numeros algébricos (isto é, A-nameros). Para isso, denotamos por § a
familia de polinomios da forma P(X)Q(Y) e P(X) + Q(Y), onde P e @ sdo polindémios

com coeficientes inteiros.

Teorema B. Sejam n um natural, @ um algébrico e P(X,Y) um polinomio em § tal que

existe (zo,y0) € R? satisfazendo P(xo,yo) = 0, com

oP

oP
8_X<x0’ Z/o) # 0 € a—Y(ﬂfo,yo) # 0.

Entao existe uma quantidade nao enumerdvel de pares (o, 1) € U, x U, tais que P(o,T) =

6.

Para representarmos os U-ntimeros, restringiremos a familia § para o conjunto ® de
polinémios da forma X9Q(Y) e X% + Q(Y), onde @ ¢ um polindémio com coeficientes

inteiros e d um natural qualquer. Neste caso, obtemos:

Teorema C. Sejam n um natural, 6 um U-nimero e P(X,Y) um polindomio em ® tal

que existe (xg,y0) € R? satisfazendo P(zg,yo) = 0, com

oP oP

a_X(an Yo) # 0 € a_Y(:CO’yO) # 0.



Entao eziste uma quantidade nao enumerdvel de pares (o,7) € U, x U, tais que P(o,T) =

6.

O corpo principal desta tese é dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
os pré-requisitos para ler esse texto, estes compreendem uma nova abordagem para a
Classificacao de Mahler devida a Koksma e uma se¢ao onde reunimos algumas proposigoes
envolvendo a altura de algébricos. Aproveitamos também para apresentar um resultado
sobre a existéncia de certos inteiros algébricos satisfazendo igualdades envolvendo seus
graus.

A demonstrac¢ao do Teorema A sera o objetivo do Capitulo 2, nele desenvolveremos as
principais ideias e métodos desta tese fazendo deste capitulo o mais importante. No Ca-
pitulo 3, utilizaremos grande parte da prova do Teorema A juntamente com os resultados
sobre inteiros algébricos do Capitulo 1 para apresentarmos as demonstragoes dos teoremas
B e C. Uma se¢ao com algumas consequéncias e comentarios dos teoremas supracitados

foi colocada na parte final de cada um dos dois dltimos capitulos.



Capitulo 1

Preliminares

Reunimos neste capitulo os pré-requisitos necessarios para apresentarmos os nossos re-
sultados destacados na Introdugao. Esses compreendem algumas proposi¢oes envolvendo
a altura de algébricos, uma classificacao equivalente a Classificagao de Mahler bem como
uma secao dedicada a construcao de inteiros algébricos satisfazendo certas igualdades

envolvendo seus graus.

1.1 Classificagcao de Koksma

Sete anos depois de Mahler classificar os nimeros transcendentes em S-, T- e U-
numeros, Koksma apresentou uma nova classificagao que, como veremos adiante, mostrou-
se equivalente a de Mahler. Seja & um numero complexo qualquer. Para cada par de

inteiros positivos n e h, definimos
An(h) :={a€Q; d(a)<n e H(a)<h}. (1.1)
Sendo este tltimo um conjunto finito, consideramos
(¢ h) = min{J¢ — al; a € Au(R), a €} (1:2)
e o expoente w’ (£, h) dado pela equagao
Qr (€, h) = (&=L (1.3)

Para avaliarmos a proximidade de £ a todos os algébricos com grau menor do que ou

igual a n, definimos

wy,(€) == limsup w, (£, h),

h— o0

8



e, para obtermos informacoes sobre a totalidade deles, tomamos
w*(§) = limsupw;, (£).
n—-—ao0
Aproveitamos e definimos v*(§) o menor inteiro positivo n para o qual w?(§) = oo, es-
crevemos v*(§) = oo se w;(§) < oo, para todo n natural. Com isso, podemos dividir o

conjunto dos niimeros complexos, de acordo com Koksma, em quatro classes disjuntas:

A*f-nimero  w*(§) = 0;

S*-nimero 0 < w*(§) < oo;
T*-nimero w*(§) =00, v*(§) =00
U*-ntmero  w*(§) =00, v*(§) < o0

Observamos que essa classificacao foi idealizada no plano complexo todavia poderiamos
nos restringir apenas a reta real e levarmos em conta somente aproximagoes por algébricos

reais. Para isso, considerariamos o conjunto
Al (h) :={a€eQnNR; d(a)<n e H(a)<h}.

Para & real, definirfamos

(&, h) :=min{|¢ —af; a€ A (h), a#}
e, de modo anéloga as anteriores, w" (&, h), w"(§) e w* (§).

Proposicao 1.1. Para todo n natural e todo nimero real £ diferente de um algébrico de

grau menor do que ou igual a n, temos a igualdade w; (&) = wi(£).

Notemos que a desigualdade w(£) > w?"(£) é uma consequéncia direta das defini¢oes,
no entanto, a desigualdade contraria nao é nenhum pouco evidente; por esse motivo,
recomendamos ao leitor consultar ([5], Capitulo 3, Lema 3.1)

Naturalmente somos levados a interpelar sobre as possiveis relagoes entre as classes
definidas por Mahler e Koksma, bem como comparagoes entre as fungoes w(£) e w,(&).

Koksma, ao introduzir sua classificagao, mostrou sem muita dificuldade que

W:L(g) < Wn(g)a (1'4)

para todo n natural e £ niimero complexo. Desigualdades contrarias, contudo, apresen-

taram certo grau de dificuldade. Apenas em 1961 tais resultados foram obtidos por E.



Wirsing [28], estabelecendo varias desigualdades. Dentre elas, destacamos: sejam n um

natural e £ um complexo que nao é um algébrico de grau, no méximo, n; entao

wn (&) + %

wp(€) = (1.5)

De posse das duas ultimas desigualdades, obtemos:

Teorema 1.2. Eziste uma correspondéncia exata entre as duas classificacoes no sen-
tido de que qualquer S-nimero (respectivamente, T-nimero, U-nimero) é um S*-nimero

(respectivamente, T*-nimero, U*-nimero).

Ainda por (1.4) e (1.5), v e v* definem a mesma fun¢ao assim, definindo o conjunto

U de maneira analoga ao conjunto U,,, obtemos
Proposicao 1.3. Vale a igualdade U,, = U}, para todo n natural.

Todos os nossos resultados terao no seu enunciado a nomenclatura associada a classifi-
cacao de Mahler mas em suas demonstragoes usaremos a versao de Koksma. Essa escolha,
quase sempre adotada e permitida pelo Teorema 1.2 e Proposicao 1.3, se deve ao fato de
existir uma série de resultados sobre a distancia entre algébricos distintos, tais como os

famosos Teorema de Giiting (Teorema 1.14) e Teorema de Schmidt (4], Capitulo 7).

1.2 Um resultado em teoria dos corpos

Esta secao, que destoa das demais em relagao ao tipo de ferramentas utilizadas, tem por
objetivo apresentar um resultado (Proposigao 1.9 e o seu Corolario) sobre a existéncia de
inteiros algébricos satisfazendo certas igualdades envolvendo os seus graus. De modo que
este resultado serd utilizado somente no tltimo capitulo deste trabalho, recomendamos
ao leitor passar para a préxima secao e retornar somente apos a leitura dos primeiros
paragrafos do Capitulo 3, o qual dard uma boa motivacao ao que foi feito por aqui. Os
resultados desta se¢ao sdo adaptagoes de algumas demonstragoes contidas em [8].

Essencialmente, utilizaremos nesta parte da tese o conceito de discriminante de corpos
de ntmeros. Iniciaremos entao por sua definicao e algumas de suas propriedades. Um
corpo de niumeros de grau m é uma extensao K de Q com [K : Q] = m. Um elemento em
K é dito integral ou um inteiro algébrico se é uma raiz de um polinémio moénico em Z[X].

Chamamos de Ok o conjunto de todos os inteiros algébricos do corpo K, este é conhecido
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como o fecho integral de K. Sabemos que O, junto das operagoes herdadas do corpo de
ntmeros, ¢ um Z-moédulo livre de dimensao m.
Consideramos Homg (K, C) = {0y, ..., 0, } 0 conjunto dos Q-homomorfismo de K em

C. O discriminante de uma base {61, ...,60,,} da extensdo K/Q ¢ definido por
d(6y,...,0m) = [det(c;(6,))]>.

No caso especial de uma base do tipo {1,60,...,6™ 1} isto ¢, 6 ¢ um elemento primitivo
de K/Q, escrevemos
d(@) :==d(1,0,...,0m"),

entao

2

16, 62 ... gy
16, 62 - gy

d) =det | 7 7 S
1 6, 62 --- gm!

onde 0; = 0;(6). Agora, pelas propriedades das matrizes de Vandermonde, obtemos

a(e) = [T - 6;* (1.6)

i<j
Para uma Z-base {a, ..., o, } de Ok definimos o discriminante do corpo de nimeros

K como sendo

dg :==d(ayg, ..., ap).

O valor do determinante acima nao depende da escolha da base integral garantindo, assim,
a boa definicao.

No caso em que K = Q(«), com «a € Ok, a Igualdade (1.6) nos fornece
d(a) = Disc(P, z(X)), (1.7)
onde Disc denota o discriminate de polindémios. Além disso, chegamos a relacgao
dr | Disc(P, z(X)), (1.8)
pela proposicao:

Proposigao 1.4 ([|22], Pagina 15, Proposicao 2.12). Sejam Z[a] C Ok vistos como grupos

aditivos entao o indice (O : Z|al) € finito e satisfaz
d(a) = (Ok : Z[a])? - d.
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Anotamos abaixo alguns resultados relativos ao discriminante de corpos de niimeros.

Proposigao 1.5 ([|21], Pagina 159, Proposigao 4.25). Se L € o compdsito dos corpos de

numeros Ky e Ko entao dp e dg, - dg, possuem os mesmos divisores primos.
Escrevemos K para denotar o fecho normal do corpo de ntimeros K.
Corolario 1.6 (|21], Pagina 159, Corolario 2). Os divisores primos de d e di coincidem.

Corpos com discriminantes coprimos possuem certa independéncia algébrica como

mostra a seguinte proposicao.

Proposigao 1.7 ([21], Pagina 159, Teorema 4.26). Sejam K e L corpos de nimeros tais
que (dx,dp) =1, entdo:

(a) [K-L:Q=[K:Q]-[L:Q];
(b) LN K =Q.

Na demonstragao do lema abaixo, precisaremos da seguinte informacao cuja prova
pode ser encontrada em (|11], pagina 406), a saber, seja P(X) = X" 4+ aX + b polinémio
em Z[X] entao

Disc(P(X))

I
—~
|
—_
~—

Tz (" 4+ (=) (n—1)" ). (1.9)

Lema 1.8. Sejam n um nimero natural e K um corpo de nimeros. Eziste um inteiro

algébrico real vy de grau n, dependendo apenas de dy, tal que

(doey), dg) = 1.

Demonstrac¢ao. Sejam ¢ um numero primo tal que g nao é divisor de dg e ¢ := H p.

pldg
pin
Consideramos agora o polindbmio

P(X):=X"4+cX —q.

Pelo Critério de Eisenstein, vemos que P(X) é irredutivel e, como P(0) < 0, P(X) possui
pelo menos uma raiz real v de grau n. Por (1.9), temos (Disc(P(X)),dx) = 1 mas, por

(1.8), vale dgy) | Disc (P(X)) e, portanto, (dg(),dr) = 1. O
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Observamos que no nosso lema podemos assumir que —v nao é um conjugado algébrico
de ~. Isso se deve ao fato dos polindmios com coeficientes inteiros da forma X" + aX + b,
com n € N, ab # 0, ndo possuirem zeros reais simétricos & origem.

Estamos prontos agora para enunciar e demonstrar o resultado principal desta secao.

Proposicao 1.9. Sejam d e n nimeros naturais e a« um algébrico nao nulo . Existe um

inteiro algébrico real vy de grau n, dependendo apenas de d e dg(a), satisfazendo:

(a) [Q(a,7?) : Q] =n-0(a);
(b) a+~%ea- -~ sio elementos primitivos da extensio Q(a,v)/Q.

Demonstragao. Seja ¢ uma 2d-ésima raiz primitiva da unidade. Escolhendo K := Q («, ()
no Lema 1.8, existe um inteiro algébrico real v de grau n, dependendo apenas de dg, tal
que

(dg(y), dg) = 1. (1.10)

Nestas condigoes, 7¢ é um elemento primitivo da extensao Q(7)/Q. De fato, consideramos

™ € Homg(,e)(Q(), ©),

entao 74 =7 (v?) , logo 7(7)* = 7* e, portanto,

(@)d =1 (1.11)

Pelo Corolario 1.6, temos ainda

(d@7 dK) =1,

assim, pelo Item (b) da Proposi¢ao 1.7, segue-se que

QN NK =Q. (1.12)

Em particular, Q(v) ndo contém nenhuma raiz complexa 2d-ésima da unidade conseguinte,

juntamente com a Relac¢ao (1.11) e a observacao feita apos o Lema 1.8, concluimos que

() =,

o que implica: Q(v) = Q(74). Pela Proposi¢ao 1.5 e (1.10), temos (d@(y),d@(a)) =1
assim, pelo Item (a) da Proposi¢ao 1.7, ganhamos a primeira parte do nosso resultado.

Concentramo-nos agora na segunda parte.
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Suponhamos, por contradi¢io, que a-y% nio é elemento primitivo da extensao Q(a, v)/Q,
isto &, Q(a-v?) € Q(a, 7). Entao existem o e 7 elementos distintos de Homg(Q(a, ), C)
tais que o = 7 sobre o corpo Q(a - 4%), assim, denotando por {a;}1<i<a(a) € {7;}1<j<n 08
conjugados algébricos de « e v respectivamente, existem 1 < k, [ < Jd(a) el <7, s <mn,

com (k,r) # (I, s), tais que

ap -y =y (1.13)
e, portanto,
d
Gk _ (1) . (1.14)
aq r

Pela Proposic¢ao 1.5, o Corolério que a segue e (1.10), temos ainda

(o damy) =1

logo, pelo Item (b) da Proposigao 1.7, chegamos & Q(«) N Q(y) = Q que, por sua vez,

d
juntamente com (1.14), implicam: (;’—T> € Q. Agora, como 7, e v, sdo conjugados,

Nas ((1—)3 =1, (1.15)

2d _
donde segue-se que <l> = 1 mas, como j& vimos, Q() ndo contém nenhuma raiz
Yr

obtemos

complexa 2d-ésima da unidade, logo Z—j € {—1,1}. Agora, pela observagio feita apods
o Lema 1.9, chegamos a igualdade v, = 75 que, através de (1.13), nos da oy = «.
Uma contradigao! Usando o operador trago no lugar do operador norma em (1.15), a
demonstracdo que o +v? é um elemento primitivo de Q(a,)/Q procede-se de maneira

anéloga. [
Da proposicao, obtemos:

Corolario 1.10. Sejam d e n nimeros naturais e a um algébrico. FExiste um inteiro

algébrico real v de grau n, dependendo apenas de d e dgay, tal que
Ia+7y)=n-9a) e I(a 7" =n-0(a).

Finalizamos este capitulo registrando um resultado devido a Alniagik sobre elementos

primitivos em corpos de ntimeros que utilizaremos no Capitulo 3.
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Proposigao 1.11 ([1], Pagina 41, Lema 5). Sejam «y, ..., nimeros algébricos. Para
A(X) :==ap+ X + -+ ap X* polinémio, temos que A(r) é um elemento primitivo da
ertensao

Q(Oém cee ,Oék:)/Q,

para todo racional r, com a possivel exce¢cao de um numero finito de pontos.

1.3 Sobre a altura de algébricos

Escrevemos aqui alguns resultados relativos a altura de algébricos. Nosso primeiro

lema consiste em uma cota superior para a cardinalidade do conjunto A, (h) definido em

(1.1).

Lema 1.12. Sejam n e h inteiros positivos. A quantidade de algébricos de grau e altura

n+1

no mdximo n e h respectivamente é menor do que ou igual a n(2h + 1), Isto €,

|A,(h)] < n(2h + 1)"

Demonstragao. Seja P, (h) o subconjunto dos polindomios com coeficientes inteiros definido
em (1). Entao
|P.(h)] = {P(X)€ZX]; P(X)=a,X"+ -+ ap com |ag| < h, k=0,...,n}|
< (2h+1)"
Como cada um dos polinoémios em P,(h) tem no maximo n zeros e todo elemento «
em A,(h) é raiz de algum polindomio nao nulo em P, (h) (de fato, basta considerarmos

P,7(X)), temos que o total de nimeros algébricos em 4,,(h) é limitado superiormente

por n(2h + 1)"1. O

O préximo resultado explora a relagao entre o médulo de um ntimero algébrico com o

seu grau e altura.

Lema 1.13. Seja v um algébrico nao nulo de grau n, entao

1

7] > m

Demonstragao. Se |y| > 1 a desigualdade vale trivialmente assim podemos assumir, sem

perda de generalidade, que |y| < 1. Escrevemos
P s(X)=a+auX+- - +a,X",
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entdo, como o polinémio minimal é por defini¢ao irreditivel e P, z(y) = 0, temos

1<lao] = |ary+ -+ any"|

IN

(] + -4 ") H(v)

< (n-|y)H(y).

Dai
VN 2
=)
[
Quanto a distancia entre algébricos, temos o conhecido resultado:
Teorema 1.14 (Giiting). Sejam « e § nimeros algébricos de grau, no mdximo n e
L=1Q(,8): Qa)] e m:=[Q(xf): Q(B)]
Se a # [ entao
| = B| >, H(a)" H(B)™™.
Demonstragao. Vide ([4], pagina 92). O

O proximo resultado devido a Igen [12], fornece uma desigualdade a altura de nimeros

algébricos.

Proposicao 1.15. Sejam aq,...,«, elementos de um corpo de nimeros K de grau d,
n um algébrico e F(Y, X1,...,X,) um polinémio com coeficientes inteiros tal que o grau
com relagdo a varidvel Y €, no minimo, 1. Assumindo que F(n,aq,...,a,) = 0, temos

que o grau de n € menor do que ou igual a gd e

H(ﬁ) S 329d+(ll+---+ln)deH(a1)lld o H(Oén)l"d

Y

onde H é o mdrimo dos valores absolutos dos coeficientes de F', Iy, é o grau de F na

variavel Xg, para k =1,...,n, e g € o grau de F' com respeito a Y.
Como consequéncia, obtemos:

Corolario 1.16. Sejam « e ( algébricos de grau no mdzimo d e P(X,Y) um polinémio

em duas varidveis com coeficientes inteiros, entao
H (P(a, ) < H ()" - H (5)*",

onde a constante implicita depende apenas de d e do polindomio P e ly e ly sao os graus

de P nas varidveis X eY, respectivamente.

16



Demonstra¢ao. Na Proposi¢ao 1.15, tome n = 2, (ay,a0) = (o, f), K = Q(a, B), n =
P(Oz,ﬁ) (& F(Y, Xl,X2> =Y — P(Xl,XQ).
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Capitulo 2

Representacao por U-nimeros

Este capitulo ¢ dividido em duas se¢oes, a primeira ¢ dedicada a demonstragao do
principal resultado desta tese, o Teorema A, e a segunda para algumas de suas aplica-
coes. Boa parte do desenvolvimento da nossa demonstracao serd novamente utilizado no
Capitulo 3, quando trataremos alguns casos nao contemplados neste capitulo.

Todas as nossas construgoes serao feitas no ambiente da reta real assim usaremos
a Classificagao de Mahler bem como a de Koksma restritas a este espago. Neste caso,
como observado no Capitulo 1 (ver Proposigao 1.1), podemos considerar, no contexto da

classificacao de Koksma, apenas algébricos reais.

2.1 Resultado principal

Iniciamos enunciando e provando um lema essencial & nossa demonstracao. Anotamos

aqui que A denota a medida de Lebesgue na reta.

Lema 2.1. Sejam v um algébrico nao nulo, ¢ > 3 e § constantes positivas. Para todo
numero primo q suficientemente grande, cada subconjunto I da reta escrito como uniao

de, no mdzimo, cq'/® intervalos e satisfazendo
ANZ) > (2.1)

contém > s~ q intervalos disjuntos da forma

p P B
“y—q ' =v+q7, (2.2)
q q

com (p,q) = 1. Em particular, se ¢ > (10(c +1)|y|/8)3/* entio a constante implicita pode
tomar o valor §/(10]~]).
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Demonstracao. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que v > 1. De fato, em
caso contrério, escolhemos um inteiro n cumprindo n -y > 1 e ¢ suficientemente grande

tal que ¢ nao divide n. Sejam

Sq = {gv; PEZ (pq) = 1}

e Sy o conjunto dos elementos de S, tais que os intervalos da forma (2.2) estdo inteiramente

contidos em 7.

. A~ . . . . . 1 P
Como a distancia entre dois algébricos consecutivos da forma gy e ’%7 é igual a %,

todo intervalo contido em Z com comprimento maior que ou igual a 577 contém, no minimo,
trés elementos de S, e, portanto, existe §’y € 9, satisfazendo
q qa q q

mas v > 1 logo

{1—)7 gL Byt q‘l} CT.
q q

4 . ., . o~ L. 1., .
Além disso, por hipétese, Z é a uniao de, no maximo, cq3 intervalos, assim

\ AI)
q
q 1/3
> Ly - 1
> 5 (Z) — cq
MNT _ _
> q(#—cq 2/3—611)
(2.1) 5 - -
> q(5——cq 2/3—611)
v
>>c,5;y q,

para todo ¢ suficientemente grande. Agora, se ¢ > (10(c + 1)|y|/6)/? entdo

) 9 )
— —eqg P > — — g2 > —.
5~ q 5 (c+1)q 0
Completando a demonstragao. O]

Passamos agora a demonstracao do nosso resultado principal.

Teorema A. Sejam n um natural, 6 um S-nimero ou um T-nimero e P(X,Y) um
polinémio em duas varidveis com coeficientes inteiros tal que existe (xg,vo) € R? satisfa-
zendo P(xg,yo) =6, com

oP oP

a_X(an Yo) # 0 € a_Y(:CO’yO) # 0.
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Entao eziste uma quantidade nao enumerdvel de pares (o,7) € U, x U, tais que P(o,T) =

6.

Demonstracao. No decorrer da prova, todas as constantes, implicitas e explicitas, depen-
dem apenas de n, § e do polinémio P. Como P(z,y0) = 0 e 3% (20, %0) - 55 (z0,y0) # 0,
pelo Teorema da Funcgao Implicita, existem intervalos I e J compactos, e uma funcao

g : I — J com as seguintes propriedades:
* (z0,y0) € I X J;
e g ¢ um difeomorfismo de classe C'*°;

e P(x,g(x)) =0, para todo = € I.

Escolhemos uma sequéncia {vx}ren de ntimeros algébricos reais de grau n.* Para um
inteiro positivo [ e uma constante positiva ¢, ambos dependendo apenas de # e do polino-
mio P, construiremos uma sequéncia de intervalos Iy, I1, Io, ... satisfazendo as seguintes

propriedades:

e, para cada k= 1,2, ...,
(i) Existem um primo g e um inteiro pg, com (pg, qx) = 1, tais que
Pk —ik Pk _
L= = —¢" =w+aq"
qk dk

Além disso, podemos tomar a sequéncia {q}reny de forma estritamente crescente,

com H () < qx;

(i)

I C g(Ix-1), sek & impar;

Iy C g7 (I_1), sek & par,
(iii) Para todo z € Iy

min{ |z — o, |g(x) —a| } > H(a)™9",  se k é par;

min{ |z — a|,|g7(x) —a|} > H(a)™9", se k é impar,

para todos os algébricos o de grau no maximo n—1, com 2 < H(a) < (A (I) /2) Y4,

*Em particular, podemos escolher 7, = {/2, para todo k € N.
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Por um momento, tomamos como estabelecida a sequéncia de intervalos com as pro-
priedades desejadas. Observamos que, pela Propriedade (ii), Iogro € ok € Iogpy1 C Iop g
e, pela Propriedade (i), A (Iy) = 2/¢* — 0, quando k — oo, portanto existem o e T
tais que

{o} =) Lax e {r} =) Tat—1- (2.3)

k>1 k>1

Como o € Iy, e T € Iy;_1, para todo k > 1, temos, via Propriedade (iii), que
min{ o — al, [T —al } > H(a)™",

para todos os algébricos « de grau no maximo n — 1 e, consequentemente, w; (o) <clne
wj(7) < cln, para todo j < n.

Agora, pelo formato dos nossos intervalos, obtemos

—1(2k—1)
2k—1 )

D2k
U_i'Y% <gq

q2k

< Gy, e Vok—1

q2k—1

—1(2k) ’7_ _ P2k—1

para todo k > 1. Como (pax/qor)Vor € I € (Par—1/G2k—1)Y2k-1 € J, temos

Dk | < C]k|’Y/~c|71

Lema 1.13
< gl (m),

para todo k > 1, ainda, como o polinémio p}P,, z(¢xX/pr) ¢ um multiplo inteiro do

polinémio minimal de (px/qx) v € H () < qx, obtemos

Pk n
g < H (q—’yk) <L g, (2.4)
k
logo
_% _(2/@371)1
o — @ng < H (@V%) e ‘7’ — p%_l%k_1 < H (p%_l%k—l) ;
2k 2k Q2k—1 qQ2k—1

quando k — oo, portanto w (o) = 0o e wi(7) = 00, ou seja, o e T sdo U-nameros (isto
¢, U,-nimeros pela Proposi¢ao 1.3). Pela Propriedade (ii), temos g(co) € g(lax) C Iog—1,

para todo k£ > 1. Assim g(o) = 7 e, portanto,
P(o,7) = P(0,9(0)) = 0.

Veremos logo mais que na construgao do intervalo [ temos > ¢, escolhas para py, e

cada uma delas nos fornece um intervalo disjunto dos demais. Com (o, 7) definido por
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(2.3), cada escolha de intervalo resulta em um novo par de solugao obtendo assim, uma
colecao de pares (o, 7) de cardinalidade 2V e, desta forma, ndo enumerével, satisfazendo
as condigoes do teorema.

Passamos agora para a construgao dos intervalos. Partimos pela construcao do inter-
valo I;. Seja J' o conjunto de todos os # € J para os quais existe o € Q, d(a) < n e
H(a) > 2, tal que
g7 (&) — al} < H(a)™™",

min{|z — a/,

Entao
A (Jl) < Z {(N({z € J;|xr—a| < H(a)""})
5

+A({z € Ji g7 (2) — o] < H(a)™"})}

IN

Z Mo — H(@)™", a + H(a)™"])
oy

+A (g ([a—H(a)™ a+ H(a) "] NI))}.
Como g é um difeomorfismo C*, temos, pelo Teorema do Valor Médio,
My ([ = H(a)™", a+ H(@)™™]NI)) <aX(la—H(@) ™, a+ Ha)""]), (2.5)
onde ¢; = max,er |¢'(x)|. Donde, para ¢ > 3, valem

A7) < 2040 ZQ A — H(a) ™, o+ H(a)~"])
d(a)<n
H(a)>2

2(1+c) Y H(a)™ "
acQ
d(a)<n
H(a)>2

21+¢) ) h™ > 1

h>2 acQ
d(a)<n
H(a)=h

IN

IN

Lema 1.12

S Cs Z h—cln—l—n7

h>2

com ¢z = 2(1 + ¢2)3"n. Para a dltima soma, temos ainda

Zh—czmn < / tclntn gy
2

h>2
—cln+n—+1
< 2 ,
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onde usamos que cln > 3n > n + 2. Assim, tomando ¢ suficientemente grande (de fato,

¢ > log(2¢3/A(J)) nos basta), obtemos:
A () < # (2.6)

. . . . . 11
Para ¢; primo (a ser escolhido posteriormente), consideramos o conjunto J de todos

/3

os & € .J para os quais existe & € Q, d(a) < n e 2 < H(a) < q"*", tal que

min{|z — af, |¢7' () — a|} < H(a)" "

Lema 1.12 /

Como Ha €Q;0(a)<n e 2< H(a) < qi/‘gn} < T q”, temos que J” ¢é escrito

/3

como a uniao de, no maximo, < qi intervalos; em particular, J \ J" também admite
tal escrita. Além disso, vale a inclusdo J' C J donde, juntamente com (2.6), implicam:
AT\ JN) > A (J) /2. Podemos entao fazer uso do Lema 2.1 para concluir que, com ¢
suficientemente grande, existem > ¢; inteiros py, (p1,q1) = 1, tais que os intervalos da

forma

b1 1 1 _
=y =g = g
q1 q1

estdo todos contidos em J \ J'. Agora basta escolher um desses intervalos para ser I;.
Suponhamos que, para um k impar, os intervalos Iy, I, ..., I estao definidos satisfa-
zendo as trés condigoes requeridas, passamos entao para a construcao de I, 1. O caso em
que k é par procede-se de maneira analoga.
Consideramos I,; o conjunto de todos os x € I, para os quais existe a € Q, d(a) < n

e H(a) > 2, tal que

min{|z — al, |¢g7'(z) — a|} < H(a)™"".

Pela hipotese indutiva, a Propriedade (iii) ¢ satisfeita para o intervalo I, assim

A1) < Y (e hilr—al < H@) )
O(Cixe)gn
H(a)>qllz/4n

+A ({l‘ € I;

g (z) —a| < H(a)™"})}

IN

Z {)\ ([oz — H(a)_d”, o+ H(a)_d”D
o0 Sn

H(a)>qllz/4n

+A (g ([0 = H()™, a+ H(a)™™] N1))},
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logo, por (2.5), valem

AB) = 2sa) Y A(fa- H@ o+ H@) )

aé@
d(a)<n
H(a)>q)/ "
< 21+4c) Y. H(a)m
acQ
d(a)<n
H(a)>q,’§/4n
< 21+c) > h™ Y 1
k/4n Q
h>qk/ a((f)gn
H(a)=h
Lema 1.12 Celnat
< 3 E : pclntn
h>q:/4n

Para a tltima soma, temos

Z h—cln+n < / t_Cln+ndt
k/dn

q 1
h>q:/4n k

—clk/16
q e

S 4

Assim, tomando ¢ suficientemente grande (¢ > 8(1 + log ¢3)), obtemos

A\ (1,;) < @ (2.7)

Para ¢y.1 primo (escolhido a posteriori), consideramos o conjunto [ IZ dado por todos

os = € I}, para os quais existe a € Q, d(a) <n, e 2 < H(a) < q,if’f, tal que

min{|z — al, |g7'(z) — a|} < H(a)™"".

Como Hoz €Q0a)<ne2<H(a)< q,iff}‘ < q,if’l, temos que I, é escrito como

/3

'} intervalos; em particular I, \ I ,;/ também admite tal

a uniao de, no maximo, < q,i
escrita. Além disso, vale a inclusdo I, C I, donde, juntamente com (2.7), implicam:
A(Ix\ 1) > A(I)) /2. Agora, sendo g um difeomorfismo, da tltima desigualdade, obte-
mos A (g7 (Lx \ 1)) > A (97" (Ix)) , entdo podemos fazer uso do Lema 2.1 para concluir

que, com @41 suficientemente grande, existem > gy inteiros pri1, (Prs1, Grr1) = 1, tais

que os intervalos da forma

Pk+1 —U(k+1) Pk+1 —I(k+1
Ve+1 — qk+(1 ); V41 T qk+(1 :
qk+1 qdk+1

estdo todos contidos em g~ (I \ I ,;’) . Escolhemos um desses intervalos e chamamo-lo de

Tiy1.
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Pela defini¢ao de I,;/, vemos que a Propriedade (iii) ¢ satisfeita para o intervalo Iy,

sob a restri¢ao: « algébrico, d(a) <n e 2 < H(«a) < q,if’f . Resta-nos entao checar os
casos onde
1/3n k+1)/4n
gl < Hio) < gfi0™ (28)

Para lidarmos com os a remanecentes, empregaremos de inicio o Teorema de Giiting
(ver Teorema 1.14); para facilitar a escrita, tomamos Y11 := (Prr1/qkr1)Ver1- Sejam z €
I;11 e @ um algébrico de grau menor do que n tal que sua altura respeita a Desigualdade

(2.8), entao

lz — a > | = Frp1| = |2 = A
S P
T (H G H (@) = gl 29
Y (g H @) " - gl
(2.8)

> H(a)™™ — H(a)™m

Z ]{(a/>—cln7

para [ suficientemente grande (I > 5n?).
Trataremos agora do segundo termo da Propriedade (iii) envolvendo a nossa fungao
implicita. Seja m o grau do polinémio P, escrevemos
P(X,)Y)= Z a; ; XY,
z+§%m

onde a; ; sao todos inteiros, logo

0 = P(xhg(x)) = P(LL’ - ’?kJrl +5/k+17 g(I) — o+ Oé)
= > a{@ =) + e} {(g(@) — @) + )

]

i+j<m
{ ~ T ~i—1r j S _j—s
= Z @i, j {Z (r) (@ = Fs1) ’Vk+1} {Z (8> (9(z) —a) o }
i r<i s<j

itj<m
. ) j ~ r S xi—r  j—s§
= Z Qi j Z AW (= Yr1)" (9(x) — ) V41

i1 7&m 02555
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=3 E:%JC)@>%ﬁMS (¢ = Fenr) (g(2) — ).

r<m i>r
s<m j>s
i+j<m

A ultima igualdade é, nada mais, que a expansao de Taylor no ponto (Y41, ).
Chamando de b, s = b, ;(cv) os tltimos termos entre chaves, obtemos

0= bro(e—3m)" + Y bes(@—50) (9(x) —a)”,

r<m r<m
- 0<s<m

Quando |g(x) — a| > 1, a Propriedade (iii) envolvendo a fungao implicita ¢ imediata, deste
modo, podemos assumir que |g(z) — a| < 1 e, consequentemente, || < 1 (mais precisa-
mente, |a| < 14 sup,;|g(x)]). Com isso, os coeficientes b, s sdo todos uniformemente

limitados com relagao aos algébricos « e, portanto,

0 — Z bro (€ — Y1) | < |g(z) — o
r<m
mas
0 — Z bﬁo (35 — ’S/k_H)T‘ > |9 - b0,0| - Z br,O (I - ’?k-&-l)?q
r<m 0<r<m
> 19— bool = O (a:21").
assim

—U(k+1)

[
10 — boo| < |9(z) — af + g

Através das expressoes para b, s, vemos facilmente que by = P (Y41, @) e, consequente-
mente,

16— P (Gpp1, @) < |g(x) — al + ¢, . (2.10)

Uma vez que « e 7,1 sao algébricos de graus menor que ou igual a n — 1 e n res-
pectivamente, temos OP (Y41, @) < n(n —1). Como # é um S-namero ou um 7-nimero,

existe uma constante positiva 7 tal que
0 — Bl > H(B)™, (2.11)

para todo algébrico 5 de grau, no méximo, n(n — 1). Agora, tomando 5 = P (41, &) na

ultima desigualdade, obtemos
"9 - P(ﬁ/k+17 Oé)| > H(P (5//6-&-17 a))_n7 (212)
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assim, por (2.10) e (2.12), chegamos a

H (P (i1, @) " < Jg(x) — o] + gt

Visto que, por (2.4) e Corolério 1.16, vale H (P (31, @) < (qrs1 H (2))>™ , obtemos
—3nmn3 -
9(2) = ol > (g H(0)) ™" = gl

donde, por um argumento semelhante a (2.9), para [ suficientemente grande (I > 15pmn?),
temos

l9(z) —a] > H ()",

1

para todo a algébrico de grau menor do que n tal que ¢, < H(a) < q(k+1)/4n. O

k+1

Observacao 2.2. Destacamos aqui que o Teorema A € verdadeiro também no caso onde
0 é um A-nimero ou um U-nimero de grau maior que n(n—1). Isso se deve em razao da
sua demonstracao usar a hipdtese relativa as Classes de Mahler somente para justificar
a Desigualdade (2.11) e esta € ainda satisfeita com 6 algébrico, O(0) > n(n — 1), via o
Teorema de Giiting e pela propria defini¢ao quando 6 € um U-nimero de grau maior que

n(n —1).

2.2 Aplicacoes e comentarios

Nesta se¢ao, daremos uma versao do Teorema A para pares de solugoes de U-ntimeros
algebricamente independentes. Para isso, além do nosso resultado principal, precisaremos
do cléassico Teorema de Bézout para curvas planas.

Sejam K um corpo e P(X,Y) um polinémio nao nulo em K[X,Y]. Denotamos por
Vi (P) o conjunto dos pontos em K x K da curva plana afim determinada por P(X,Y),
isto é,

Vi(P) :={(z,y) € K x K; P(z,y) = 0}.

Teorema 2.3 (Bézout). Sejam P(X,Y) e Q(X,Y) dois polinomios em K[X,Y] de graus

n e m respectivamente. Se P e QQ nao tem fator comum em K[X,Y], entdo
Vk(P)NV(Q)| <n-m.

Ou seja, o conjunto de solugoes comuns aos polindomios P e () € finito.
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Demonstragao. Vide ([10], Capitulo 4, Secdo 3). ]
Por meio de um aprimoramento feito em [14] de um argumento de Burger |7], obtemos:

Proposicao 2.4. Sejam n um nudmero natural, 8 um S-nimero ou um T-nimero e
P(X,Y) um polinémio em duas varidveis com coeficientes inteiros tal que existe (xq, yo) €

R? satisfazendo P(xg,yo) =6, com

oP oP

a_X(an Yo) # 0 € a_Y(%JJO) # 0.

Entao existem U,-nimeros o e T algebricamente independentes tais que P(o,T) = 0.

Demonstragao. Pelo Teorema A, existe uma quantidade ndo enumerével de pares (o, 7) €
Un, x U, tais que P(o,7) = . Assumimos, por contradi¢ao, que todos esses pares sao
algebricamente dependentes. Como o conjunto Z [X, Y| é enumerével, existe um polindmio
Q(X,Y) ndo nulo e com coeficientes inteiros, tal que infinitos pares de solugoes (o, 7) s@o
zeros deste polindémio e, portanto, Q(X,Y) e P(X,Y) — 6§ possuem uma infinidade de
Zeros comuns.

Pelo Teorema de Bézout, existe um polinomio irredutivel R(X,Y) em Q[X, Y] tal que
R(X,Y) & um divisor de P(X,Y) — 6 no anel de polinémios Q(A)[X, Y]. Ou seja, existe

T(X,Y) € Q()[X,Y] satisfazendo
P(X,Y) -0 = R(X,Y)T(X,Y).

Como o coeficiente que acompanha o monémio X*Y7 em T é

g+ (P(X,Y)—0
awaw( R(X,Y) )(0,0),

temos que este ¢ um polinomio em Q[f, X, Y] cujo grau com relacio a variavel 6 é igual

aljisto &, T(X,Y) = A(X,Y) +0B(X,Y), para alguns A e B em Q[X,Y] e, portanto,
B(X,Y)R(X,Y) = —1,

contradizendo o fato de R ser irredutivel. O
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Capitulo 3

O Conjunto Produto de U,-ntimeros

Na demonstragao do Teorema A, a construgao indutiva dos intervalos {Ij}ren apre-
senta certas restrigdes quando ¢ é um algébrico (isto é, um A-nimero) ou um U-ntimero
ambos de graus menores que ou iguais a n(n — 1) (ver Observagao 2.2). Mais especifi-
camente, todas as etapas da construcao do intervalo [, a partir de [; nao levam em
conta a natureza aritmética de 6 até o momento em que se faz necessario encontrarmos

estimativas inferiores, similares a Desigualdade (2.12), para a quantidade
|0 — P (7, a)],

onde 7 é um algébrico de grau n e o é um algébrico de grau menor do que n, com H («)
tomando valores em um determinado intervalo. No caso em que 6 é algébrico, abririamos
a possibilidade de

0=P(y,a)

e, no caso em que # é um U-namero, os algébricos da forma P (7, «) poderiam ser bons
aproximantes de 6. Para certos tipos de polindmios, os resultados da Secao 1.2 permitirao
escolhas de v de tal forma a contornar essas possiveis complicagoes ao ponto de ganharmos

os Teoremas B e C.

3.1 Resultados complementares

Relembramos da Introducao que estamos denotando por § a familia de polindémios da

forma P(X)Q(Y) e P(X) + Q(Y), onde P e @ sao polinémios com coeficientes inteiros.
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Teorema B. Sejam n um natural, 0 um algébrico e P(X,Y) um polinomio em § tal que

existe (zo,y0) € R? satisfazendo P(xo,yo) = 0, com

oP oP

a_X(ajOa Yo) # 0 € a—y(ﬂﬁoayo) # 0.

Entao eziste uma quantidade nao enumerdvel de pares (o,7) € U, x U, tais que P(o,7) =

6.

Demonstragcao. Observamos que podemos repetir o argumento da demonstracao do Te-
orema A, com P(X,Y) € §, até o momento onde usamos a hipotese sobre a natureza
aritmética de 6 para obtermos a Estimativa (2.12). Neste ponto, desenvolveremos um
novo argumento para obtermos uma desigualdade substitutiva a (2.12).

Sejam P(X) e Q(Y) polindémios com coeficientes inteiros tais que P(X,Y) é a soma
ou o produto destes dois. Para d := 9P(X), o Corolério 1.10 assegura a existéncia de um

v algébrico real de grau n, tal que

d
8(%) =n-9(0) e 9(0+7%) =n-0(0). (3.1)
Escrevendo
P(X)=ag+a; X + -+ agX?
com ayg, ..., aq inteiros, consideramos os polindmios definidos por
P(vX
P(X) = (g )
_ 2y
= ' a; 7 X
0<i<d
e
Py(X) = 0—-P(X)
= (0 —ao) — Z a7 X!

No caso onde 6 = 0, tomamos P;(X) := P(vX).
Sejam K e K3 os corpos gerados sobre Q pelos coeficientes de Py (X) e Po(X) respec-
tivamente. Como v¢/0 € K, e 6 +~? € K, temos, por (3.1), que

(K1:Q=n-00) e [Ky:Q]=mn-0(0).
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Assim, pela Proposic¢ao 1.11, para todo g, suficientemente grande, valem as igualdades

(5) - o (3)

0 Qk+1
= n-0(0)
e
()=o) - o (2 ()
Qk+1 Q41
= n-0(0)
e, portanto,

P (MO Q) e P (%7) +Q(a)

Ak+1 Qk+1
sao diferentes de 6, para todo « algébrico de grau menor do que n com a possivel exce¢ao
de um numero finito deles.
Escolhendo v;11 = 7, temos 6 # P (2’:—11%“,a> em (2.10) e, assim, podemos fazer

uso do Teorema de Giiting para obtermos

Teo.1.14

’6 - P (;yk-i-la Oé>| > H<9)7n(n71)H (P (’?kﬂ, a))_ae

> H(P(Fra)™”

De posse desta ultima estimativa, para finalizarmos a demonstracao, basta seguirmos

os argumentos utilizados na prova do Teorema A apos a Desigualdade (2.12). O

Para alcancarmos representagoes a classe dos U-ntimeros de graus relativamente bai-
xo0s, restringiremos ainda a familia § ao conjunto ® dos polinémios da forma X4Q(Y) e

X4+ Q(Y), onde Q ¢ um polinémio com coeficientes inteiros e d um natural qualquer.

Teorema C. Sejam n um natural, 6 um U-nimero e P(X,Y) um polindomio em ® tal

que existe (xg,y0) € R? satisfazendo P(zq,yo) = 0, com

oP oP

8_X<x0’ Yo) # 0 e 8—Y($O>yo) # 0.

Entao eziste uma quantidade nao enumerdvel de pares (o,7) € U, x U, tais que P(o,7) =

6.

Demonstrag¢ao. Como destacado na prova do Teorema B, precisamos obter uma desigual-
dade substitutiva a (2.12), quando P(X,Y’) for um polinémio em ®. Suponhamos que 6
¢ um U-namero de grau t. Iniciamos com a seguinte afirmacgao cuja justificativa é uma

consequéncia imediata da definicao de um U;-ntmero.
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Afirmacgao. Se 0 é um U;-nimero entdao para qualquer real positivo s, existe infinitos

algébricos 6 de grau t tal que
60— 0] < H(5)°.
Sejam X? e Q(Y) polindomios tais que P(X,Y) é a soma ou o produto destes dois.

Tomando o = 1 no Corolério 1.10, encontramos um algébrico real v de grau n tal que

9 (%) =n. (3.2)

Novamente, via o Corolario 1.10, existe um algébrico real «' de grau n satisfazendo
0 2 d d 2
/
8(7)—71 e 8(7‘7 —l—v):n, (3.3)

para todo r racional nao nulo .

Para s = [(k + 1), escolheremos 7,1 da seguinte forma: se existirem infinitos aproxi-
mantes 0 na Afirmacdo acima na forma P (rv,«), onde r ¢ um racional e o um algébrico
de grau menor do que n, escolheremos 7,41 como sendo 7/; em caso contrario, tomamos
Ye+1 = 7. Pelas relagdes (3.3), podemos escolher ¢ na Afirmacgao, com H(6) suficiente-

mente grande, tal que
6 # P (ryp, a),

para todo r racional nao nulo e qualquer « algébrico de grau menor do que n.

Pelo Postulado de Bertrand, podemos escolher um primo ¢, satisfazendo

i1 € (H(0),2H(3)). (3.4)

Como § # P (p’““fykﬂ, a) , temos

qk+1

0 =P (s, )| = [0 = P (G, )| = [0 — 6]

Teo.1.14
ST HE) T VH (P (G, ) = HE)
(3.4) 3 i ~I(k+1)
> (@ (PG, ) ") — (B2)

De posse desta tultima estimativa, basta seguirmos os mesmo argumentos utilizados

na demonstracao do Teorema A apos a Desigualdade (2.12). O
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3.2 Aplicacoes e comentarios

Como mencionamos na introdugao, Pollington [24| demonstrou que todo ntmero real
pode ser escrito como soma de dois U,-ntiimeros, para todo n natural. Pelos Teoremas A,

B e C, obtemos de imediato a versao multiplicativa deste resultado.

Corolario 3.1. Sejam n um natural qualquer e 6 um nimero real nao nulo . Entdo existe

uma quantidade nao enumerdvel de pares (o,7) € U, x U, tais que
o-17=20.

A proxima proposicao cuja prova é similar a Proposicao 2.4 nos da um critério de

transcendéncia através da classe dos U-ntmeros.

Proposicao 3.2. Sejam 6 um nimero real nao nulo e n um natural qualquer. Entao, 0
€ um numero transcendente se, e somente se, existem U,-nimeros o e T algebricamente
independentes tais que

o-T=20.

Demonstragao. Para a implicagao, basta tomarmos P(X,Y) = XY e o Coralario 3.1 no
lugar do Teorema A na demonstracao da Proposicao 2.4. Quanto a volta, suponhamos
que exista (o,7) € U,, x U, como no enunciado; entao # algébrico implicaria que (o, 7) é
uma solugao da equacgao polinomial a coeficientes algébricos XY — @ e, consequentemente,

o e T sao algebricamente dependentes. Uma contradicao!

3.2.1 U-ntimeros em curvas planas

Uma curva algébrica real

VR(F>7

onde F(X,Y) é um polindmio irredutivel em duas variaveis a coeficientes inteiros, é dita
racional se existem duas fungdes racionais ¢(t) e 1(t) nao constantes e com coeficientes

racionais tais que
F(e(t),9(t) =0

identicamente em ¢.
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Alniagik [3| estabeleceu que curvas algébricas reais racionais admitem infinitos pontos

cujas coordenadas sao U,-numeros, para todo n natural. O circulo
X24+Y?=0? (a€Q) (3.5)

e a curva hipereliptica

Yi=X?+ X7 (3.6)

com as parametrizacoes dadas por
11—t 2t
t—a| ——, ——
L+1¢2" 1+¢2

t— (2 =1, t(t* — 1))

respectivamente, sao exemplos de tais curvas.

Dizemos que um ponto (z,y) em Vg(F) é regular se

(S Gen) # 0.0,

Pelo Teorema de Bézout, as intersecoes

Ve(F) N Vi (2—)1?) e Ve(F)NVa (g—§>

sao finitas, assim, o conjunto dos pontos regulares sobre uma curva algébrica é também
finito e, portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita, a existéncia de um ponto regular em
Vr(F') implica na existéncia de um ponto (¢, yo) satisfazendo as condi¢oes dos teoremas
A, BeC.

Para a familia de polinémios § da forma P(X)+Q(Y) e P(X)Q(Y)+a, onde P(X) e
Q(Y') s@o polindmios com coeficientes inteiros e ¢ um inteiro nao nulo temos, diretamente

do Teorema B, a seguinte proposigao:

Proposicao 3.3. Sejam n um natural e F € § com pelo menos um ponto regular, entdo
existe uma quantidade nao enumerdvel de pontos em Vir(F) cujas coordenadas sao U, -

numeros.

Destacamos que as curvas dos exemplos (3.5) e (3.6) satisfazem as condigoes da pro-
posicao. Finalizamos essa subsecao nos perguntando se dado m natural, toda curva
plana com certa regularidade possui uma infinidade de pontos cujas coordenadas sao U,,-
ntmeros; melhor dizendo, se a Proposigao 3.3 ¢ valida para todo F' polinomio irredutivel

em Z [X,Y].
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