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RESUMO

Neste trabalho de tese, estudamos duas generalizacoes para problemas propos-
tos por Mahler em 1976 sobre o comportamento aritmético de fungoes analiticas, a saber,
o Problema B e o Problema C. Na primeira generalizagao, investigamos a existéncia de
fungoes inteiras e transcendentes, com coeficientes racionais, tais que tanto a imagem
quanto a imagem inversa do conjunto dos nimeros algébricos por estas fungoes, e por to-
das as suas derivadas, sejam subconjuntos de Q. Na segunda generalizacdo, caracterizamos
quais subconjuntos Q", onde m é um natural maior ou igual a 2, podem ser o conjunto

excepcional de uma funcao f : C™ — C inteira, transcendente e com coeficientes racionais.

Palavras-chave: problemas de Mahler, fungoes transcendentes unidimensionais, func¢oes

transcendentes multidimensionais, conjuntos excepcionais, comportamento aritmético.



ABSTRACT

In this thesis work, we study two generalizations for problems proposed by Mahler in
1976 on the arithmetic behavior of analytic functions, namely, Problem B and Problem
C. In the first generalization, we investigate the existence of entire and transcendental
functions, with rational coefficients, such that both the image and the inverse image of
the set of algebraic numbers by these functions, and by all its derivatives, are subsets of
Q. In the second generalization, we characterize which subsets Q", where m is an integer
number greater than or equal to 2, can be the exceptional set of an entire transcendental

function f : C™ — C with rational coefficients.

Keywords: Mahler’s problems, one-dimensional transcendental functions, multidimensi-

onal transcendental functions, exceptional sets, arithmetic behavior.
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Introducao

Um nimero complexo é dito ser transcendente, se ele nao é raiz de nenhum
polinomio nao nulo com coeficientes racionais. Esta definicao data do século XVIII e é
devida a Leonhard Euler (1707 -1783). No entanto, o primeiro exemplo de um nimero
transcendente veio somente em 1844, em [11], quase 100 anos apés sua definigao. O
responsavel por esta faganha foi Joseph Liouville (1809 - 1882). A ideia de Liouville foi
encontrar uma propriedade que os nimeros algébricos deveriam satisfazer e entao construir
nimeros que nao obedecessem tal propriedade. Ele demonstrou que a distancia de um
nimero real algébrico o de grau n > 2 para um racional p/q (aqui p/q esté escrito em
sua forma irredutivel) é no minimo C'/¢", onde C' é uma constante positiva dependendo
de a. Entao, ele definiu uma classe de niimeros que nao satisfaziam esta propriedade para
nenhum natural n e demonstrou que estes niimeros sao transcendentes. FEsta classe é
conhecida hoje como numeros de Liouville e é denotada por L. O primeiro exemplo de

um numero deste tipo é a constante de Liouville
o)
=Y 10"
n=1

Na verdade, I tem cardinalidade infinita e possui diversas propriedades inte-
ressantes. L é nao enumeravel mas tem medida de Lebesgue nula. Apesar disto, qualquer
nimero real pode ser representado como soma de nimeros de Liouville e qualquer real
nao nulo pode ser escrito como produto de dois elementos de L, conforme provado por P.
Erdos [4]. Asssim, podemos pensar que apesar de L ser um conjunto “invisivel” quando
disposto na reta real, os nimeros de Liouville estao estrategicamente espalhados sobre tal
reta. Como o conjunto dos nimeros transcendentes reais tem medida de Lebesgue total,

existem bem mais nimeros transcendentes que ntmeros de Liouville.

O fato da maioria dos nimeros complexos serem transcendentes (a medida do
conjunto dos niimeros transcendentes é total) nao significa que provar a transcendéncia de
um numero seja tarefa simples. Até hoje nao conseguimos provar se os numeros e+ e e
sao ou nao transcendentes, mesmo sabendo que ao menos um deles seja. Apds os avangos

feitos por Liouville, o préximo fato marcante na Teoria dos Numeros Trasncendentes

10
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ocorreu em 1873, quando Charles Hermite (1822 - 1901) provou em [7] que o ntimero e
de Euler era transcendente. Em 1882, Ferdinand von Lindemann (1852 - 1939) estendeu

o método usado por Hermite para provar em [I0] o seguinte teorema mais geral:

Teorema de Hermite-Lindemann. Se «,...,a,, sao numeros algébricos distintos,

entao e*, ... e sao linearmente independentes sobre o corpo dos nimeros algébricos.

Note que, se o é um algébrico nao nulo, entao escolhendo a; = 0 e ay = a,
obtemos pelo Teorema de Hermite-Lindemann que e® é transcendente. Dai, segue que
7 é um numero transcendente. De fato, se m fosse algébrico, entao pelo que acabamos
de argumentar, ™ = —1 seria transcendente, um aburdo. Assim, Lindemann também
concluiu a impossibilidade da quadratura do circulo, um dos problemas cléssicos da ma-
tematica grega, afinal, a essa época ja se sabia que um nimero real construtivel com régua

e compasso devia ser algébrico e com grau (sobre Q) sendo uma poténcia de 2.

Uma fungao f analitica sobre um dominio 2 C C é dita ser uma fungao
transcendente sobre C(z), se o tnico polinomio P em duas varidveis e com coeficientes
complexos satisfazendo P(z, f(z)) = 0, para todo z € Q, é o polinémio nulo. Como
uma funcgao inteira é transcendente se, e somente se, ela nao é uma funcao polinomial,
temos que as fungoes inteiras sen z, cos z e €* sao transcendentes. Uma vez que a imagem
de um algébrico nao nulo pela funcao transcendente e* resulta sempre em um nidmero
transcendente (o mesmo ocorre com as fungoes transcendentes sen z e cosz), surgiu a

seguinte questao:

Questao. Uma fungao analitica e transcendente quase sempre assume valores transcen-

dentes nos pontos algébricos de seu dominio?

Baseado neste questionamento, varios matematicos, como Straiiss, Weiers-
trass, Stéackel, Faber, Mahler, estudaram desde final do do Século XIX, o comportamento
aritmético de funcoes analiticas e transcendentes. Dentre varios resultados nessa linha de

pesquisa, destacamos um devido a Stéckel, provado em [20].

Teorema de Stackel. Ezriste uma funcao transcendente
f2)==2+>_ fd",
h=2

com coeficientes racionais, que converge em uma vizinhanca da origem e tem a proprie-
dade de que tanto f(z) quanto sua fun¢do inversa, assim como todas as suas derivadas,

assumem valores algébricos em todos os pontos algébricos desta vizinhanca.

Inspirando-se neste teorema, Kurt Mahler (1903 - 1988) em [12] questionou

se este resultado (sem envolver derivadas) poderia ser estendido para fungoes inteiras e
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nomeou esta questao de Problema B.

Problema B. Eziste uma funcao inteira e transcendente f com coeficientes racionais tal
que f(Q) e f~HQ) sdo subconjuntos de Q?

Aqui f~1(Q) denota a imagem inversa de Q pela funcio f. Em 2017, Marques

e Moreira [I6] resolveram o Problema B de Mahler, provando:

Teorema (Cf. Theorem 1 of [16]). Eziste uma quantidade ndo enumerdvel de funcoes

inteiras e transcendentes f(z) com coeficientes racionais tal que

onde f~1(Q) € a imagem inversa de Q por f.

Uma vez que o Teorema de Stéckel (que motivou o questionamento de Mahler)
envolvia derivadas, é natural perguntar se poderiamos estender o teorema anterior para

uma versao envolvendo derivadas, como a seguir:

Problema B com derivadas. Eziste uma func¢do inteira e transcendente f(z) com

coeficientes racionais tal que

[f(j)(@ U (! @)] C Q, para todo j > 07

Aqui fU) denota a derivada de ordem j de f com f© = fe (f (j))f1 (Q) denota
a imagem inversa de Q pela funcao f). No segundo capitulo deste trabalho, faremos uma

construcao indutiva que fornece uma resposta afirmativa a esta questao.

Dada uma funcao analitica f : 2 — C, o conjunto excepcional de f é dado por
Sy ={a TN f(a) €T}

Outro problema deixado em aberto por Mahler [12], questionava sobre quais subconjuntos
de Q poderiam ser o conjunto excepcional de uma funcao analitica e transcendente com

coeficientes racionais, precisamente:

Problema C. Considere p € (0,00]. Existe para qualquer escolha de S C QN B(0, p)
(fechado para conjugagao complexa e tal que 0 € S) uma fungao transcendente e analitica

f € Q[[z]], com raio de convergéncia p, para a qual Sy =S?

Esta indagacao foi motivada por resultados do proprio Mahler, que demonstrou
que todo conjunto S C QN B(0, p), fechado para conjugacdo algébrica em B(0, p) (isto &,
se a € S e f é um conjugado algébrico de a em B(0, p), entao B € S) e tal que 0 € S, era
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o conjunto excepecional de uma fungao analitica e transcendente f € Q][z]], com raio de
convergéncia p. O Problema C para fungoes inteiras (isto é, quando p = oo) foi resolvido
por Marques e Ramirez [I8] em 2016. O ultimo resultado deste trabalho se concentrou
em responder uma versao multidimensional para o Problema C de Mahler para fungoes

inteiras.

Problema C para funcgdes inteiras em C™ . Eziste para cada S C Q" fechado para

conjugagao complexa e com (0,...,0) € S, uma fun¢ao inteira e transcendente tal que

Sy =97

O conjunto excepcional de uma funcao inteira multidimensional f : C™ — C

é definida de maneira analoga ao caso unidimensional, a saber,

Sy ={aeQ"; f(a) € Q}.

Conseguimos fornencer uma resposta afirmativa ao Problema C para fungoes

inteiras em C™, e é sobre este tema que trataremos no terceiro capitulo desta tese.



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo, abordaremos nogoes sobre niimeros transcendentes, fungoes trans-
cendentes e ferramentas de andlise complexa que serao necessarios para o entendimento
das construcoes feitas para a resolucao do Problema B de Mahler com derivadas e do
Problema C para fungoes inteiras em C™, provados no segundo e terceiro capitulo, res-

pectivamente.

1.1 Numeros transcendentes

Definicao 1.1.1. Um niumero complexo o € dito ser algébrico, se ele € raiz de um
polinomio nao nulo com coeficientes racionais, e em tal caso, o menor natural n para o
qual eziste um polinomio de grau n em Q[X] que tem « como raiz, é chamado de grau

de o. Se a nao for algébrico, entao dizemos que ele é transcendente.

Todo nimero racional p/q é um nimero algébrico, afinal ele é raiz do polindémio
nao nulo ¢X — p € Q[X]. Mas nem todo niimero algébrico é racional, por exemplo, v/2 e
a unidade imaginéria ¢ sao nimeros algébricos, pois eles sdo raizes de X2 —2 e X? + 1,
respectivamente. Mais geralmente, {/a, onde n é um natural e ¢ um real, é um nimero

algébrico. Apesar de Q conter estritamente Q, eles tém a mesma cardinalidade.
Proposicao 1.1.2. O conjunto dos nimeros algébricos Q é enumerdvel.

Prova. Ver [14], p. 66].

Como C é nao enumeravel, a proposicao anterior nos revela nao somente que
existem numeros transcendentes, mas que na verdade a maioria dos nimeros sao trans-
cendentes. Isso contrasta com a dificuldade que se tem ao tentar demonstrar que um
dado nimero é ou nao transcedente. Apesar da definicao de niimero transcendente ser do

século XVIII, devido a Euler, somente apés um século surgiram os primeiros exemplos de

14
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nimeros transcendentes. Tal feito se deve ao matemaético franceés Joseph Liouville. Antes
de discurtimos sobre os niimeros de Liouville, destacamos algumas propriedades basicas
(e fundamentais em nosso trabalho) que o conjunto Q possui. Primeiramente, Q é um
subcorpo de C, e disto segue diretamente que Q é denso em C, afinal Q + Qi C Q. Por
tltimo, Q é um corpo algebricamente fechado, isto é, qualquer polinémio com coeficientes
em Q possui uma raiz neste corpo. Ao leitor que deseje uma leitura mais aprofundada

sobre estas propriedades, recomendamos o capitulo 4 de [14] e o capitulo VI de [6].

Retornando a construcao dos primeiros niimeros transcendentes, devido a Liou-
ville, podemos dizer que sua ideia foi relativamente simples, ele observou uma propriedade
que todo numero real algébrico de grau n > 2 deveria satisfazer e definiu uma classe de

nimeros que nao satisfazia essa propriedade para nenhum natural n.

Teorema 1.1.3 (Liouville). Seja o um nimero real algébrico com grau n > 2. Entao,

existe uma constante positiva C = C(«) tal que

¢

n

a—g‘z ,pamtodoz—?EQ.
q

LS

Prova. [14], p.81-82].
Baseado neste teorema, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.1.4. Um niumero real o é chamado um numero de Liouville, se existir
UMma Sequéencia (%) (com infinitos termos) de nimeros racionais com q; > 1 para todo
i) j>1
J1=
j > 1, tal que

1 .

< —, para todo 57 > 1.
j
4

O conjunto dos numeros de Liouville (que veremos a seguir que nao ¢ vazio)

serd denotado por L.

Exemplo 1.1. A constante de Liouville

(= i 107"
n=1

¢ um numero de Liouville. De fato, defina para cada natural n,

Py = Z 10" e g, = 10",
j=1
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Entao, usando que (r + s)! > rl+ s, para quaisquer r,s € N, obtemos,

— Z 10—(n+j+1)!
7=0

Z 107(n+1)!7j
7=0

10~ (D)1

’_&
dn

IN

VANVAN

10—(n)!n
1

qn

Portanto, £ € um numero de Liouville.

Mais geralmente, se b > 2 é um inteiro, entdo o = >~ a,b~™ é um ndmero
de Liouville, onde a,, € {1,...,b— 1}, para todo n > 0. Estes exemplos juntamente com

o proximo teorema fornecem infinitos niimeros transcendentes.
Teorema 1.1.5. Todo numero de Liouville € transcendente.
Prova. Ver [14], p.84].

Em 1962, P. Erdos [4] demonstrou que qualquer ntimero real pode ser escrito
como soma de dois nimeros de Liouville e qualquer real nao nulo pode ser expresso como
produto de dois elementos de L. Note que disto concluimos que L. é nao-enumeravel, pois

do contrario, teriamos que R seria enumeravel, afinal a aplicagao
p:LxL—>R, (z,y)—z+y

é sobrejetora.

O resultado de P. Erdos é surpreendente pois o conjunto dos niimeros de Liou-
ville tem a mesma medida (de Lebesgue) que qualquer conjunto enumeravel, isto é, tem
medida nula (ver [14, p. 85]). Assim, intuitivamente podemos pensar que apesar de LL
ser invisivel quando disposto na reta real, os nimeros de Liouville estao espalhados de

maneira engenhosa sobre tal reta.

Como o conjuntos dos niimeros transcendentes tem medida total, existem bem
mais nimeros transcendentes que nimeros de Liouville. Apds as descobertas de Liouville,
o préximo marco importante na Teoria dos Numeros Transcendentes ocorreu em 1873,
quando Charles Hermite provou a transcendéncia do nimero e de Euler. Em 1882, inspi-
rado nas ideias de Hermite, Ferdinand von Lindemann provou a transcendéncia de 7. Ele
também demonstrou que a transcedéncia de e e 7™ sao casos particulares de um teorema

mais geral.
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Teorema 1.1.6 (Hermite-Lindemann). Sejam v, ..., o, nimeros algébricos distintos.

Entéo, o conjunto {o,...,a,} € linearmente independente sobre Q.
Prova. Ver [14, p. 165-176].
Uma consequéncia direto do teorema anterior é:

Corolario 1.1.7 (Teorema de Lindemann). Se a € um nimero algébrico nao nulo, entdo

«

e® ¢ um numero transcendente.

Prova. Como 0 e « sao dois ntumeros algébricos distintos, temos pelo Teorema de
Hermite-Lindemann que o conjunto {e",e“} é linearmente independente sobre Q. Su-
ponhamos por absurdo que e® fosse algébrico, entao 0 poderia ser escrito como a seguinte

combinacao linear com coeficientes algébricos nao nulos
0=e"-e"—1.¢°,

contrariando a independéncia linear de {e°, e} sobre Q. Portanto, e® é transcendente. [

A partir do Teorema de Lindemann, obtemos que 7 é transcendente. De fato,
se 7 fosse algébrico, entdao pelo Teorema de Lindemann, e™ = —1 seria transcendente, o
que é um absurdo. Assim, Lindemann foi o responsavel por concluir a impossibilidade da
quadratura do circulo, afinal tal probelma equivale ao fato do ntimero 7 ser construtivel
(com régua e compasso), e nessa época, ja se sabia que um nidmero real construtivel

deveria ser algébrico e com grau sendo uma poténcia de 2.

Finalizamos esta secao com outras consequéncias do Teorema de Hermite-
Lindemann. O resultado abaixo, juntamente com o Teorema de Lindemann, podem ser
vistos como motivagoes para umas das questoes norteadoras do estudo do comporta-
mento aritmético de funcoes analiticas e transcendentes, a saber: uma funcao analitica e
transcendente quase sempre assume valores transcendentes nos pontos algébricos de seu

dominio? Discutiremos sobre esse assunto na terceira secao deste capitulo.

Proposicao 1.1.8. Seja a um algébrico nao nulo. Entdo, sena e cosa sao niumeros

transcendentes.

Prova. Uma vez que 0, i e —iav sao algébricos distintos, segue pelo Teorema de Hermite-
Lindemann que o conjunto 3 = {0,e'® e~} ¢ linearmente independente sobre Q. Por
outro lado, se cos a ou sen « fosse algébrico, obteriamos a partir das igualdades
67jo¢ + e—ioz eioe _ e—ioc
cosq = —— sena=————
2 21
que [ seria linearmente dependente sobre Q, um absurdo. Portanto, sena e cosa sao

numeros transcendentes. O
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Outro importante teorema da teoria transcendente dos niimeros que usaremos

para gerar exemplos de conjuntos excepecionais € o seguinte:

Teorema 1.1.9 (Gelfond-Schneider). Sejam o € Q — {0,1} ¢ 3 € Q — Q. Entdio o é

transcendente.

Prova. Ver [14], p. 177 - 190].

1.2 Alguns resultados de Analise Complexa

Nesta secao, estudaremos alguns resultados advindos da Analise Complexa que sao de
fundamental importancia para o estudo do comportamento aritmético de fungoes trans-

cendentes, que comecgaremos a estudar na préxima sec¢ao.

A juncao dos dois primeiros resultados que veremos fornecem uma étima fer-

ramenta para garantir a analiticidade de fungoes definidas por séries.

Teorema 1.2.1 (M-teste de Weierstrass). Seja {u, : X — C},>1 uma sequéncia de
funcoes, onde X € um conjunto nao vazio. Se existir uma sequéncia de constantes posi-
tivas { M, },>1 tal que Z M, < oo e para cada n € N,

n>1

lun ()| < M, para todo x € X,

o0
entao g un () converge uniformemente em X.
n=1

Prova. Ver [3, p. 29].

Teorema 1.2.2. Sejam {f, : G — C},>1 uma sequéncia de func¢oes analiticas, onde
G C C é um dominio (aberto e conexo). Se f, converge uniformemente nas partes
compactas de G para uma funcao f : G — C, entao f € analitica em G e f,E’“) converge

unifomemente nas partes compactas de G para %, para todo k > 1.
Prova. Ver [3, Chapter VII].
Como uma consequéncia direta do teorema acima, temos:
Coroléario 1.2.3. Sejam {f, : G — C} uma sequéncia de fungoes analiticas, onde G C C
o0
€ um dominio. Se Z fn(2) converge uniformemente nas partes compactas de G' para uma
funcao f: G — (C,n;lzt&o f € analitica em G e para todo k > 1,

o0

fPE) =3 W), ¥z € Gl
n=1
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Prova. Ver [3, Chapter VII].

Na resolugao do Problema B de Mahler envolvendo derivadas, por vezes defini-
remos subconjuntos a partir da uniao enuméravel de imagens inversas de uma quantidade
finita de elementos por uma funcao analitica nao constante. Em nossa construcao, usamos
fortemente que tais subconjuntos sao enumeraveis. A garantia deste fato decorre dos dois

proximos resultados:

Teorema 1.2.4 (Principio da identidade para fungdes analiticas). Sejam f: G — C uma

fungao analitica, onde G é um dominio. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f € identicamente nula em G,
(ii) Ewiste um ponto a € G tal que f™(a) =0, para todo n > 0;
(iii) O conjunto G = {z € G; f(z) = 0} tem um ponto de acumulagio que pertence a G.
Prova. Ver [3], p.78]

No préximo resultado, usaremos que todo subconjunto infinito de um conjunto
compacto K, em um espago métrico M, tem um ponto de acumula¢ao em M (ver [9, p.
233)).

Proposicao 1.2.5. Seja Y um subconjunto nao enumerdvel de C. EntaoY tem um ponto

de acumulacdo.

Prova. Temos que Y = U Y,, onde

neL

Y, ={a€Y; n<Re(a) <n+ 1}, para cadan € Z.

Como Y é nao entimeravel segue que existe r € Z tal que Y, é nao enumeravel. Agora,
Y, = U X, onde

neL

X, ={aeY,; n<Im(a) <n-+1}, paracadan € Z.

Uma vez que Y, é nao enumeravel, existe s € Z tal que X, é nao enumeravel. Mas X é

um subconjunto da regiao quadrangular
Qrs ={a€C; r<Re(a)<r+1les<Im(a)<s+1},

que é um subconjunto compacto de C. Portanto X ( e consequentemente Y') tem um

ponto de acumulacao em C. O

Assim, se f : G — C é uma funcao analitica nao constante, onde G é um
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dominio, entao f~'(X) é um conjunto enumerdvel para qualquer subconjunto finito X
de G. Com efeito, suponhamos por absurdo que f~!(X) ¢ nao enimeravel, onde X &
um conjunto finito de G. Entao, existe z € X tal que f~'({z}) é ndo enumerdvel, logo,
pela proposigao anteiror, f~!({z}) possui um ponto de acumulagao em C. Tal ponto de
acumulacdo deve pertencer a f(~Y({z}) (e portanto, a f~'(X)), pois f~*({x}) é fechado
(imagem inversa de um conjunto fechado por uma fungao continua). Desse modo, pelo

principio da identidade, f(z) = z, para todo z € G, um absurdo.

1.3 Funcoes transcendentes e os Problemas B e C de
Mahler

Definicao 1.3.1. Uma funcao f analitica sobre um dominio 2 C C € dita ser uma
funcao algébrica sobre C(z), se existe um polinomio nao nulo P em duas varidveis e
com coeficientes complezos satisfazendo P(z, f(z)) = 0, para todo z € Q. Quando f nao

for algébrica sobre C(z), dizemos que f é uma fungdo transcendente sobre C(z).

Exemplo 1.2. Toda func¢do racional (em particular, toda fun¢do polinomial) € algébrica.

Com efeito, consideremos uma funcao racional f : G — C, dada por

onde g(X) e h(X) sao polinémios com coeficientes complexos, com h(X) nao nulo e
G = {a € C;h(a) # 0}. Defina o polinomio (nao nulo) em duas varidveis P(X,Y) =
MX)Y — g(X) pertencente a C[X,Y]. Temos que P(z, f(z)) = 0, para todo z € G,

confirmando a algebricidade de f.

Responder se uma funcao analitica é ou nao transcendente nem sempre é uma

tarefa facil. No entanto, para funcoes inteiras temos uma caracterizacao bastante util.

Teorema 1.3.2. Uma funcgao inteira € algébrica se, e somente se, ela é uma fung¢ao

polinomial.
Prova. Ver [8, p.14]
Uma outra prova deste resultado pode ser encontrado em [I3, Capitulo 3].

Exemplo 1.3. Seque diretamente do teorema anterior que as fungoes inteiras e*,cos z e

sen z sao transcendentes.

Apo6s os resultados provados por Lindemann no século XIX, pode-se constatar
que a imagem de um numero algébrico nao nulo pelas trés fungoes transcendentes listadas

no Exemplo ¢ um ndimero transcendente. Diante disso, surgiu a seguinte questao:
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Questao. Uma funcao analitica e transcendente quase sempre assume valores transcen-

dentes nos pontos algébricos de seu dominio?

Neste sentido, Straiis em 1886, tentou provar que uma funcao analitica e trans-
cendente em uma vizinhanca da origem, nao podia assumir valores racionais em todos os
pontos racionais do seu dominio. Entretanto, ele foi surpreendido quando Karl Wei-
erstrass (1815 - 1897) apresentou-lhe um contraexemplo neste mesmo ano. Weierstrass
também conjecturou que existiam funcoes inteiras e transcendentes que assumiam valores
algébricos em todos os niimeros algébricos. Tal conjectura foi confirmada por Paul Stackel
(1862 - 1919) que provou o seguinte resultado mais geral [21]: se ¥ é um subconjunto
enumeravel de C e T' é um subconjunto denso de C, entao existe uma fungao inteira e
transcendente f tal que f(X) C T. A conjectura de Weierstrass é obtida quando fazemos
¥ =T = Q. Neste contexto de comportamento aritmético de funcées analiticas e trans-
cendentes, Stéackel tem outros resultados, dos quais destacamos o seguinte, provado em
[20].

Teorema de Stackel. Fxiste uma funcao transcendente
f2)=—=24> fd",
h=2

com coeficientes racionais, que converge em uma vizinhanca da origem e tem a proprie-
dade de que tanto f(z) quanto sua fungao inversa, assim como todas as suas derivadas,

assumem valores algébricos em todos os pontos algébricos desta vizinhanca.

Baseado neste teorema, Kurt Mahler (1903 - 1988) em [12] questionou se este
resultado (sem envolver derivadas) poderia ser estendido para fungdes inteiras e nomeou
esta questao de Problema B. Transcrevemos abaixo exatamente o enunciado do problema

proposto por Mahler em [12]:

Problem B. Does there exist an entire transcendental function
f(z) = Z fn?"
h=0

with rational coefficients fy, such that both f(z) and its inverse function are algebraic in

all algebraic points?

Como pelo Grande Teorema de Picard, uma funcao inteira e transcendente nao
¢ nem injetiva (quem dird admitir inversa), acredita-se que Mahler quando enunciou o
Problema B, na verdade estava se referindo a imagem inversa ao invés de funcao inversa,
como pode parecer em uma primeira leitura. Este entendimento foi adotado por Marques

e Moreira [16], que em 2017 resolveram o Problema B de Mahler, provando:
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Teorema 1.3.3 (Cf. Theorem 1 of [16]). Existe uma quantidade ndo enumerdvel de

fungoes inteiras e transcendentes f(z) com coeficientes racionais tais que

onde f~1(Q) € a imagem inversa de Q por f.

Marques e Moreira também forneceram em [I7] uma generalizagdo para o re-
sultado anterior, substitutindo Q por conjuntos X e Y que sao densos em C e fechados

para conjugacao complexa (além de outras condigdes técnicas).

Uma vez que o Teorema de Stéckel (que motivou o questionamento de Mahler)
envolvia derivadas, é natural perguntar se poderiamos estender o teorema anterior para

uma versao envolvendo derivadas, como a seguir:

Problema B com derivadas. Eziste uma fungdo inteira e transcendente f(z) com

coeficientes racionais tal que

[ FO@ U (F9)”" (@] C Q, para todo j > 07

Aqui fU) denota a derivada de ordem j de f com f© = f e ( f(j))_1 (Q)

denota a imagem inversa de Q pela funcao fU).

No segundo capitulo deste trabalho, faremos uma construcao indutiva que

fornece uma resposta afirmativa para esta questao.

Definicao 1.3.4. Dada uma fun¢ao analitica f : 2 — C, definimos o conjunto excepcional

de f por
Sy ={acTN; f() € Q).

Exemplo 1.4. Considere f,g,h: C — C, dadas por
f(z) =e* + et g(2) = cos(z — a), h(z) =27,

onde o é um numero complero qualquer. Pelo teorema de Hermite-Lindemann, temos
Sy = 0. Com efeito, se z € {0,—1}, entao f(z) € {e + 1,e™* + 1}. Por outro lado,
suponhamos por absurdo que z € Q\ {0,—1} e que f(2) seja algébrico. Em tal caso, os

numeros algébricos 0, z e z + 1 sao distintos e teriamos

—f(2)e® +1-e*+ 1. =0,

1

o que contraria a independéncia linear de €, e* e et sobre Q, dada pelo Teorema de
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Hermate-Lindemann. Seque diretamente da Proposicao que S, = {a}. Por fim, do
Teorema de Gelfond-Schneider, obtemos que Sy = Q.

S6 existem duas opgoes para o conjunto excepcional de uma funcgao inteira e

algébrica, a saber, ou ele é um conjunto finito ou ele é todo Q (ver [I}, p.43-44])

Outro questao deixada em aberto por Mahler [12], a respeito do comporta-
mento aritmético de funcdes analiticas, indagava sobre quais subconjuntos de B(0, p) N Q
podiam ser o conjunto excepcional de uma fungao transcendente, analitica em B(0, p) e
com coeficientes racionais cuja sua série de poténcias tenha raio de convergéncia p, onde

p € (0,00]. Denote por T, o conjunto de todas as séries de poténcias

F2) =Y fn2"

h>0
com coeficientes racionais e com raio de convergencia p.

Problema C. Eziste para cada S C B(0,p) N Q, fechado para conjugagio compleza e
com 0 € S, uma funcdo transcendente representada por uma série de poténcias em T, tal
que Sy = S7

Esta pergunta foi motivada por resultados do proprio Mahler. Ele provou
a existéncia de tais fungoes quando a hipotese de fechamento complexo era substituida
pela condigdo mais forte de fechamento algébrico (isto é, se a € S e [ é um conjugado
algébrico de a pertecente a B(0, p), entao § € S). O Problema C quando p = oo (isto é,
para fungoes inteiras) foi solucionado por Marques e Ramirez [18]. Em 2018, Marques e
Moreira [15], forneceram uma resposta positiva ao Problema C para qualquer p € (0, 00),

respondendo completamente o Problema C de Mabhler.

O dltimo resultado deste trabalho se concentrou em responder uma versao

multidimensional para o Problema C de Mahler no contexto de fungoes inteiras.

Problema C para fungdes inteiras em C™ . Eziste para cada S C Q, fechado
para conjugacdo compleza e com (0,...,0) € S, uma fungao inteira e transcendente com

coeficientes racionais tal que Sy = S7

Conseguimos fornencer uma resposta afirmativa a esta questao, que sera apre-

sentada no terceiro capitulo desta tese.



Capitulo 2

Uma generalizacao do Problema B

de Mahler envolvendo derivadas

No capitulo 3 do seu cléssico livro [12], Kurt Mahler apresenta trés problemas em abertos
sobre o comportamento aritmético de fungoes analiticas e transcendentes, os quais ele
nomeou de Problema A, Problema B e Problema C. Neste capitulo, abordaremos sobre o
Problema B, que foi resolvido completamente por Marques e Moreira em [16]. O Problema

B de Mahler foi motivado por um resultado devido a Stackel, que enunciamos a seguir:

Teorema de Stackel. Fxiste uma funcao transcendente
flz)=—2z+ thzh,
h=2

com coeficientes racionais, que converge em uma vizinhanca da origem e tem a propriedade
de que, tanto f(2), quanto sua inversa e suas derivadas, assumem valores algébricos em

todos 0s pontos algébricos nesta vizinhanca.

Baseado nesse teorema, Mahler questionou se este resultado (sem envolver deri-
vadas) nao poderia ser estendido para fungdes inteiras, e nomeou tal questao de Problema
B. Precisamente, transcrevemos abaixo (ipsis litteris) o enunciado da questao proposta

por Mabhler:

Problem B. Does there exist an entire transcendental function
F2) =Y fu2"
h=0

with rational coefficients f, such that both f(z) and its inverse function are algebraic in

all algebraic points?

24
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Uma tradugao literal poderia nos levar a entender que Mahler estava questio-
nando sobre a existéncia de uma fungao inteira e transcendente com coeficientes racionais
tal que f e sua funcao inversa fossem algébricas em todos os pontos algébricos. No en-
tanto, se assim fosse, a resposta seria negativa, pois pelo Grande Teorema de Picard, uma
funcao inteira e transcendente nao pode ser nem injetora, quem dird admitir inversa, expli-
caremos este fato a seguir. Antes porém, necessitamos relembrar alguns fatos e resultados

de Anélise Complexa, comecando por apresentar o Grande Teorema de Picard.

Grande Teorema de Picard. Seja f uma funcao analitica que tem uma singularidade
essencial em z = b. Entdo, em cada vizinhanca de b, a funcao f assume cada valor

complexo, com uma possivel excecao, um numero infinito de vezes.
Prova. Ver [3, Chapter XII].

Defini¢ao 2.0.1. Considere o conjunto G = {z;|z| > R}, onde R > 0. Seja f : G — C

uma fungao. Dizemos que:

(i) f tem uma singularidade removivel no infinito, se a funcao f(1/z) tem uma

singularidade removivel na origem.

(ii) f tem uma polo de ordem m mo infinito, se a funcao f(1/z) tem um polo de

ordem m na origem.

(11i) f tem uma singularidade essencial no infinito, se a funcao f(1/z) tem uma

singularidade essencial na origem.
A respeito de singularidades no infinito, temos a seguinte caracterizagao.
Proposicao 2.0.2. Seja f uma funcao inteira. Entao:
(a) [ tem uma singularidade removivel em oo se, e somente se, f € constante.
(b) f tem um polo de ordem m em oo se, e somente se, f é um polindmio de grau m.
Prova. Ver [3, Chapter V].

Portanto, se f é uma funcao inteira e transcendente, entao pelo Teorema |1.3.2
ela nao ¢ polinomial, logo, pela Proposi¢ao [2.0.2 a funcdo g(z) = f(1/z) tem uma sin-
gularidade essencial em z = 0. Desse modo, pelo Grande Teorema de Picard, em cada
vizinhanga de 0, a funcdo g (e portanto a funcdo f) assume cada valor complexo, com

uma possivel exce¢ao, um numero infinito de vezes. Em particular, f nao ¢é injetora.

Acredita-se que Mahler, ao enunciar o Problema B, na verdade estava se re-
ferindo a imagem inversa em vez funcao inversa, como pode parecer em uma primeira
leitura. Esse entendimento foi adotado por Marques e Moreira [16], que em 2017, resol-

veram o problema B de Mahler provando o seguinte resultado:
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Teorema 2.0.3 (Cf. Theorem 1 of [16]). Existe uma quantidade ndo enumerdvel de

fungoes inteiras e transcendentes f(z) com coeficientes racionais tais que
f@Q=r1@=0q

onde f~1(Q) € a imagem inversa de Q pela funcdo f.

Como o resultado de Stackel envolvia derivadas, é natural questionar se nao
poderiamos estender o teorema anterior para uma versao envolvendo derivadas, conforme

a seguir:

Problema B com derivadas. Ezistem funcgoes inteiras e transcendentes f com coefici-

entes racionais tais que
FO@ U (f9) @) T, para todo j = 07

Aqui fY) denota a j-ésima derivada de f com f© = fe (f(j))f1 (Q) denota a
imagem inversa de Q pela funciao f9. Conseguimos demonstrar que tal questionamento
também tem uma resposta afirmativa, e este é o resultado principal deste capitulo, que

enunciamos a seguir:

Teorema 2.0.4. Existe uma quantidade nao enumerdvel de fungoes inteiras e transcen-

dentes f com coeficientes racionais tais que

— . 1

Q) cQe () (Q cQ para todo j > 0.

Para demonstrar este resultado, adpatamos as técnicas de interpolacao utili-
zadas por Marques e Moreira [16] na demonstracao do Problema B de Mahler. Para uma
exposicao mais didatica, revisaremos alguns fatos basicos sobre zeros de fungoes analiticas

em uma variavel complexa.

2.1 Zeros de funcoes analiticas em uma variavel com-

plexa

Nesta secao apresentaremos nogoes basicas sobre zeros de fungoes e resultados que sao
de fundamental importancia na construgao que fornece uma resposta positiva para o

Problema B com derivadas.

Definigcao 2.1.1. Sejam G um dominio e f : G — C e uma fun¢ao analitica. Dizemos

que a« € C € um zero de [ se f(a) = 0.
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Observacao 2.1.2. Quando o € um zero de uma funcdao polinomial f, também dizemos

que o € uma raiz de f.

Dada uma funcao polinomial nao constante f, sabemos que um nimero com-

plexo « é raiz de f se, e somente se, existe uma outra fungao polinomial g tal que
f(z) = (2 —a)g(z), para todo z € C.

O préximo teorema pode ser interpretado como uma generalizagao deste resultado para

fungoes analiticas.

Teorema 2.1.3. Sejam D um dominio e f uma func¢dao analitica e nao constante em D.
Sea € D ¢ um zero de f, entao existem um niumero natural m e uma funcdo g analitica

em D com g(a) # 0 tais que
f(z) = (2 —a)™g(2), para todo z € D.

Além disso, essa representacdao de f € unica, isto €, se n € um numero natural e h € uma

fungao analitica em D com h(«) # 0, satisfazendo
f(z) = (z —a)"h(2), para todo z € D,

entao m =n e g(z) = h(z), para todo z € D.
Prova. Ver [5, Chapter 6].

Definicao 2.1.4. Sejam f, D e a conforme enunciado no teorema anterior. Dizemos

que o € um zero de multiplicidade m de f.

Observacao 2.1.5. Note que, se um elemento o do dominio D é um zero de multipli-
cidade m da funcao f, seque diretamente da Defini¢io [2.1.] e da regra do produto para
derivadas que:

m =min{n € N; f™(a) # 0}.

Sob certas hipoteses, é possivel comparar a quantidade de zeros de duas fungoes
analiticas em um dominio no qual ambas estao definidas. E sobre esse tépico que os

proximos dois teoremas abordam.

Teorema de Rouché. Seja U C C um dominio e sejam f, g : U — C fungoes analiticas.
Seja V- C U uma regido fechada e limitada cuja fronteira OV € uma curva suave por partes

fechada e simples e tal que V- — OV € um dominio. Se

|f(z) —g(2)| < |f(2)|, para todo z € OV, (2.1)
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entdo f e g tem o mesmo numero de zeros no interior de V, cada um deles contado tantas
vezes quanto for a sua multiplicidade.

Prova. Ver [19, Chapter 6].

Teorema de Hurwitz. Sejam G um dominio e {f, : G — C},, uma sequéncia de fun¢oes
analiticas em G que converge uniformemente nas partes compactas de G para uma fun¢ao
ndo nula f : G — C. Se existe R > 0 tal que B(a, R) C G e f ndo se anula em nenhum
ponto de OB(a,r), entao para n suficientemente grande, f e f, tem o mesmo nimero de

zeros (contando multiplicidades) em B(a, R).
Prova. Ver [3, Chapter VII].

Nas aplicacoes feitas neste trabalho, trabalharemos com funcoes inteiras e o

conjunto V' sempre serd uma bola fechada. Nas notagoes do Teorema de Rouché, teremos

U=CeV = B(a,R), com R > 0. Desta forma, para aplicar o Teorema de Rouché, nossa

unica preocupagao sera verificar se a desigualdade (2.1)) é satisfeita.

Agora, estamos prontos para demonstrar o resultado principal deste capitulo.

2.2 Demonstracao do Teorema [2.0.4

Denotaremos por A = Q NR. Seja {ay, as, as,...} uma enumeracao de Q tal que
o o =0
® a3, 1,03, ¢ R com ag, 1 = as,, para cada n > 1;
® a3,.1 € R, para cadan > 1.

Construiremos a fungao desejada indutivamente. Iniciamos com fi(z) = 2% e Pi(z) = 1.
Note que fi({a1}) = fi*({a1}) = {0} € Q. Construiremos uma sequéncia de fungoes

analiticas fo(2), f3(2), ... da forma

fn(2) = fn-1(2) + €mz™ T Pp(2) = zm: a; 2",
=2

(i) fm(2), Pn(2) € Alz] — {0}, com a;,, # 0, onde t,, > m+ 1;
(i) P 1()|Pu(z) e Pul0) £ 0
(iii) € € A;

1
L (Pm)merlereg P,

(iv) 0 < |en| < = D;
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(V> Az, ..., Amy1 € Q_ {O}a

onde L(P,,) é o comprimento do polinomio F,,, dado pela soma dos valores absolutos de

seus coeficientes. A funcao desejada terd a forma

f(z) =22+ Z €, 2" P, (2).

n>2

Agora, usando que |P(z)| < L(P)max{1,]|z|}4e¥ para todo P(z) € C[z], obtemos que
para todo z € B(0, R),

= Uy,

n+1 deg P, n+14deg P
|€nzn+1pn(2>’ < maX{17|Z|} L(Pn) max{1,|z|} < (max{l,R})

L(Pn>nn+1+deg P, n

Como u, < (1/2)", para n suficientemente grande, segue pelo teste da comparagao que a

série E u, converge, logo, pelo M-teste de Weierstrass, a série

n=2

f(z) =22+ Z €n2" TP, (2)

n>2

converge uniformemente em cada bola B(0, R) (o que implica na convergéncia uniforme

nas partes compactas de C). Em particular, f é uma funcao inteira.

Suponhamos que tenhamos construido f,, satisfazendo as condigoes (i) a (v).
Agora, construiremos f,,; com as propriedades desejadas. Como f,, é um polinémio de

grau maior que n, o conjunto A,, definido abaixo é finito
An = U (o, aguin}) = {09, )
j=0

Entao, definimos
fn+1(z> = fn(2> + €n+1zn+2pn+l(z)a

onde
S

Poi1(2) = Po(2)(2 —a2) ... (2 — Q3n11) H(Z ) Futnt]

i=1
e €,41 serd escolhido em breve. Note que P,11(z) € A[z]. Com efeito, se yx € R, como yy, é
um zero de frgj)(z)—ai, paraalguns j € [0,...,n]ei € [1,3n+1] e f,(2) € Alz], temos que
Y, ¢ um zero de féj)(z) — @;, e uma vez que {ai,...,as,+1} é fechado para conjugacao
complexa, segue que 7, € A,. Desse modo, P,,1(z) € A[z], afinal, P,(2) € Alz] e o
conjunto de nimeros algébricos {aa, ..., a3,11,%1,--.,Ys} é composto de nimeros reais
e pares de nimeros complexos (néo reais) conjugados. Também, temos P,.1(0) # 0,

pois P,(0) # 0 e ag,...,Q3,41,Y1,---,Ys Sa0 nao nulos. Como A, é um conjunto finito,
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podemos escolher um real positivo 7,1 tal que
n+l<r,i<n+2eA,NIB0,r,41)=0.

Entao, para todos j € [0,n] e i € [1,3n + 1], temos | ‘min |£9(2) — o] > 0. Desse modo,
Z|=Tn+1
podemos escolher €, satisfazendo

min |£(2) — ay|
|2|=rn41

lens1] < =N, Vie[l,3n+1]eVje[0,n]. (2.2)
max max \(z”+2Pn+1(z))(k)| !

0<k<n |z|=rn+1

Logo, para quaisquer j € [0,n] e i € [1,3n + 1], obtemos que para todo w € 0B(0,7,11)

> min |fP(2) -«

|z|=rn+1

|9 (w) = o

(*)
> lennll max mex | (2" Paya(2)) |

2 ’6n+1’ |:(Zn+2pn+1 (Z))(j):| l2=w
= £ (w) — ai — (fP(w) — a)].

Entdo, pelo teorema de Rouché, f )(z) —q; e T(Lj_gl(z) — @; tém o mesmo numero de

zeros (contando multiplicidades) em B(0,r,.1), para quaisquer j € [0,n] e ¢ € [1,3n+ 1].
Note que, se 0 é uma raiz de multiplicidade m > 1 de féj )(z) — «;, entao 0 é uma raiz
de multiplicidade m de féﬂzl(z) — a;. Com efeito, se j = 0, como fi)(z) = fu(z) e
fﬁ?ﬁl(z) = fas1(2) tem os mesmos coeficientes até a ordem 2, sendo o coeficiente de ordem
2 nao nulo, segue que m = 2 e 0 é uma raiz de multiplicidade m = 2 de fﬂl(z) — . Se

j > 1, a multiplicidade m ¢ igual a 1, pois

(09 =) = 1990 = G+ Dlagen

|z=0

que é nao nulo pois 2 < j+1 < n+1eag,...,a,:1 sao nao nulos. Uma vez que os
coeficientes de f,,(z) e fn11(2) coincidem até a ordem n+ 1, temos féj)(O) = féﬁl(O), para
todo j € [0,n + 1], de modo que féj_gl(O) —a; = fr(/)(O) —a;=0e

{(féjﬁl(Z) - ai) [1}] = T(L]—:rll)<0) = fr(LjH)(O) = (j+ 1)0aj1 #0,

|z=0

portanto, 0 é uma raiz de multiplicidade m =1 de féj_zl(z) — ;.

Por outro lado, se A € B(0,r,.1) — {0} é um zero de multiplicidade m > 1
de f,(zj)(z) — oy, entdo A = y; para algum [ € {1,...,s}, de modo que A é um zero de

multiplicidade maior que deg f,, de [z"”PnJrl(z)](j ) afinal j < n. Portanto, A é um zero
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de multiplicidade m de féﬁl(z) — «;. Destes fatos, obtemos que os polinomios f,gﬂ)l(z) —q;
e fT(LJ)(z) — «; (para quaisquer j € [0,n] e i € [1,3n+ 1]) tém exatamente os mesmos zeros
com as respectivas multiplicidades em B(0, r,,41). Em particular, para todos i € [1,3n+1]

e j € [0,n], temos
(£ @) VB0, rg) = (f) 7 (00 N B0, 7). (2:3)

Esse argumento certifica que em nossa construcao nenhuma nova pré-imagem do conjunto
{a1,..., 3,11} por f,ﬁ{ﬁl em B(0,r,41), com j € [0,n], aparecerda além daquelas que ja
existiam pela funcao f,(Lj). Note também que, como f,1; € A[z] tem grau maior que n
e Q ¢é algebricamente fechado, féﬁl({(xl, ce,Qapg1)) € (fr(bj;21>_1 ({a1,...,asps1}), com

j €[0,n], sdo subconjuntos de Q.

Escrevamos

~+
3
+
-

for1(2) =) a;2".
=2

Os coeficientes de f,.1 da ordem 2 até a ordem n + 1 coincidem com os co-
eficientes de f,, e portanto, sao racionais nao nulos. Mostremos que é possivel escolher
ent1 € A satisfazendo (2.2)), (iv) e tal que a,,2 também seja um nimero racional nao

nulo. De fato, seja c,42 0 coeficiente de 2"*2 em f,(z), entao

Qpt2 = Cpyo + €n+1Pn+1<0)-

Como P, 1(0) # 0, podemos escolher p/q € Q — {0} tal que

0 < |cnp2 = p/q| < |Pos1(0)|min{lyy1, Aro, o Asng105 -5 Ao ooy Asngin}-

Definimos €,11 = (p/q — ¢ni2) / Pat1(0), entdo €,41 € A, satisfaz (iv) e (2.2) e além disso,
Ant2 = p/q €Q- {0}

Assim, por construgao, a fungao f(z) = 2% + Zenz”“Pn(z) é uma fungao
n=2
inteira e tem coeficientes racionais. Agora, vamos verificar que
fPQCcQe(f)M@cQ

para todo j > 0. Para isso, provaremos algumas afirmagoes.

Afirmagao 1: Dado ¢ € N, temos:

(A) folaw) = fi(ay), para todo n > i;
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(B) Para j € N, existe m = m(j,7) tal que

f9(a;) = f9(a;) para todo n > m;

n m

(C) f(2) = lim fu(2).

n—oo
Dem. da Afirmacao 1: (A) Se i = 1, ndo hd o que fazer pois fr(ag) = 0, para todo
k € N. Assumamos entao que 2 < i < n, nesse caso «; ¢ um zero dos polinomios

Pii1(z),..., Py(z), e uma vez que,
fn(2) = fi(2) + €412 P (2) + ...+ €,2" T P (2),

segue que f(o;) = fi(o).
(B) Como a multiplicidade de «; em P, tende a infinito quando n tende a infinito, temos

pela regra geral de Leibniz, que existe m = m(j,i) € N tal que

[(z"HPn(Z))(j)} = 0 para todo n > m,

lz=a;

logo, segue (B).
(C) Temos

n—oo

f(z) =22+ lim Zekzk“Pk(z) =22+ lim Z[fk(z) — fi1(2)] = Jim In(2),
—2 k=2

concluindo a prova da Afirmacao 1.

Note que de (A) e de (C) obtemos que f(a;) = fi(a;) € Q para todo i > 1.
Também, como f,, converge uniformemente para f nas partes compactas de C, temos que
féj ) converge uniformemente para fU) nas partes compactas de C, para todo j > 1. Disto
e de (B), temos fY(q;) = lim fT(Lj)(ai) = fg()j,i)(ai) € Q. Portanto, fV(Q) C Q, para
todo 7 > 0.

Observe que, se it < 3n+1et,j <n, entao
(F9) @) N B(0,r2) = (f721) 7 (@s) N B0, 7). (2.4)

Isso segue diretamente de eder; <ruyr.
Afirmagao 2: Sejam i,t inteiros positivos, j um inteiro nao negativo e [ = max{t,i,j},
entao

(fN ") N B(0, 1) = (fl(j))_l(ozi) N B(0,7;) para todo n > 1.

Dem. da Afirmacao 2: Se n = [ o resultado é 6bvio, suponhamos entao n > [ + 1. Nesse
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caso, max{t,i,j} =1 <n—1,donde i <3l +1<3(n—1)+ 1, logo, por (2.4),

(ff”)l (1) N B(0,ry) = (f;fl)l (s) N B(0, )

= (A2) (@) n B,
= (/%) (@) B0, ),

provando a Afirmagao 2.

A Afirmacao 2 implica que
(FN" ) N B0, 1) C (f9) " (a;) N B(0,7,), onde [ = max{t,i,}.

De fato, seja y € ( l(j))_l(ozi) N B(0,r;), entdo, pela Afirmagao 2, segue que £ (y) = o

para todo n > I, e consequentemente, f9)(y) = lim fY(y) = a;. Portanto, y pertence
n—oo

(fONY"Y(y) N B(0,7,). Afirmamos que

(fl(j))_l(ozi) NB(0,7) = (f9) " (a;) N B(0,7¢), onde | = max{t,i,j}. (2.5)

Suponhamos por absurdo que exista w € (f@)~(a;) N B(0,r,) \ () (a;) N B(0,7,),

entdo w estaria a uma distancia positiva  do conjunto finito (fl(]))’l(ai) N B(0,7;). Seja

S = (/9 a) | [U(ﬁsﬂ)—l(ai)] .

n>l

Como fU) ¢ inteira ndo constante (afinal a, # 0 para todo u > 2) e para cada n > [, f,
¢ um polinomio de grau maior que [, que por sua vez é maior ou igual a j, temos que S é

enumeravel. Logo, é possivel escolher 5 < § tal que
B = B(w,B3) C B(0,r;) e SNOB = 0.

Como f,sj )(z) — «; converge uniformemente nas partes compactas de C para a funcao
inteira ndao nula fU)(2) — a; e f9(2) — a; ndo se anula em nenhum ponto de 9B, segue
pelo Teorema de Hurwitz que fU)(2) —a; e ) (2) — o tém o mesmo nuimero de zeros em
B(w, B) para n suficientemente grande. Mas, pela Afirmacao 2, os zeros de fT(L] )(z) —q; e
fl(j)(z) — a; em B(0,r;) coincidem para n > . Logo, como fl(j)(z) — @; nao tem zeros em
B(w, ), segue que para n suficientemente grande, féj)(z) — a; nao tem zeros em B(w, f3),
e consequentemente, f)(z) — a; nio tem zeros em B(w, ). No entanto, w € B(w, )

e fU)(w) — a; = 0, uma contradicdo. Portanto, vale a igualdade (2.5). Disto segue que
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o0

(fUY~1(Q) C Q, para todo j > 0. De fato, basta notar que (f))~1(Q) = U(f(j))_l(ai),
i=1
e usando , obtemos

NNy = | U Ma)nBO.) = | (F) @) N BO,r) C Q.
t=max{%,j } t=max{i,j}

Por construgao, f é uma funcao inteira e nao é polinomial (pois seus coeficientes
de ordem maior ou igual a 2 sdo nao nulos), logo, f é uma funcao transcendente. Também,
note que existe uma quantidade nao enumerdavel de escolhas possiveis para f, pois em
cada passo, temos infinitas possibilidades de escolhas para €,,; e assim também para
Gnio. Desse modo, construimos uma quantidade nao enumerdvel de fungoes inteiras e

transcendentes f, com coeficientes racionais e tais que

[fP@) U (f9)"1(@)] € Q, para todo j > 0.



Capitulo 3

Uma versao multidimensional do
problema C de Mabhler

Kurt Mahler [12] estabeleceu que, dados p € (0,00] e S C B(0,p) N Q fechado para
conjugacao algébrica em B(0, p) (isto é, se & € S e f é um conjugado algébrico de «
em B(0,p), entdo f € §) e com 0 € S, existe uma fungao f transcendente e analitica
em B(0, p) e com coeficientes racionais tal que Sy = S. Baseado neste resultado, em [12],
ele questionou se seria possivel enfraquecer a hipétese de fechamento algébrico para a

condicao (necessaria) de fechamento complexo:

Problema C. Seja p € (0,00] um nimero real. Existe para qualquer escolha de S C
QN B(0,p) (fechado para conjugacdo complexa e tal que 0 € S) uma funcdo transcendente

e analitica f € Q[[z]], com raio de convergéncia p, para a qual Sy = S?

Em 2016, Marques e Ramirez [I8] provaram que a resposta a questao acima
¢ afirmativa para fungoes inteiras, isto é quando p = oco. Na verdade, eles provaram um
resultado mais geral sobre o comportamento da imagem de um conjunto enumeravel A por
algumas funcoes inteiras em termos de uma colecao enumeravel de subconjuntos densos
de C. Enunciaremos este resultado como um lema, pois usaremos na demonstracao de

sua respectiva generalizacao (para o caso multidimensional):

Lema 3.0.1 (Cf. Theorem 1.3 of [18]). Sejam A um subconjunto enumerdvel de C e K
um subconjunto denso de C. Para cada o € A, fixe um subconjunto denso E, C C. Entao,
existe uma quantidade nao enumerdvel de fungoes inteiras e transcendentes [ € K[[z]] tais

que f(a) € Ey, para todo o € A.

Este resultado foi melhorado por Marques e Moreira em [I5], que provaram

que o Problema C de Mahler tem resposta afirmativa para qualquer p € (0, o).

Neste capitulo, consideraremos o Problema C de Mahler no contexto multidi-

35
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menisonal de fungoes inteiras e transcendetes.

3.1 Funcoes algébricas e transcendentes no contexto

multidimensional

A generalizacao dos conceitos de funcgoes algébricas, funcoes transcendentes e conjuntos
excepcionais para fungoes com mais de uma variavel complexa é feita de maneira natural.
Por questao completeza, nesta secao, iniciaremos abordando esses conceitos. Finaliza-
remos esta secao com a caracterizacao de funcoes inteiras e transcendentes no contexto
multidimensional. Ao longo desta secao, m denotara um inteiro nao negativo e dado
um polinomio P(Xy,...,X,,) € C[Xy,...,X], o conjunto de zeros de P em C™ serd
denotado por Z(P).

Defini¢ao 3.1.1. Uma funcao analitica f sobre um dominio Q C C™ (dizemos também
que f € inteira se Q2 = C™) € dita algébrica sobre C(z1, ..., zy,), se ela € a solugao de

uma equacao polinomial
P(ziy.ooyzm, f(21, 000, 2m)) =0, Y(21,..., 2m) € Q,

para algum polinémio ndao nulo P € C[Xq,..., Xm, Xme1]. A funcdo f € dita transcen-

dente se ela nao for algébrica.

Exemplo 3.1. Qualquer funcao polinomial f(z1,...,2y) € uma fungdo algébrica. De
fato, considerando o polinomio ndao nulo P(Xy, ..., Xy, Xims1) = X1 — (X1, ., Xin),
temos

Pz, ooy zms f(21, 00 2m)) =0, YV (21,...,2,) € C™,

Mais geralmente, qualquer func¢do racional (quociente de duas fungdes polinomiais) € uma

funcao algébrica.

Para fornecer exemplos de fungoes inteiras e transcendentes com mais de uma
variavel, demonstraremos que vale para o caso multidimensional a mesma caracterizagao
que temos para fungoes inteiras e algébricas em uma variavel, a saber: uma funcao inteira

¢é algébrica se, e somente se, ¢ uma funcao polinomial.

Teorema 3.1.2. Toda funcgao f: C™ — C inteira e nao polinomial é transcendente.

Prova. Se m =1 o resultado é valido. Suponhamos que o resultado valha para m = n.
Seja f : C"*' — C uma funcao inteira que nao é polinomial e suponhamos por absurdo
que ela satisfaga a seguinte equagao polinomial (ndo nula) de grau ¢

Po(zl, - 7Zn+1) + Pl(Zl, Cey ZnJrl)f(Zl, cey Zn+1) + -4 Pt(zl, ceey Zn+1)ft(21, Cey Zn+1) =0,
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para todo (21, ..., 2,+1) € C". Como f ¢ inteira e nao é polinomial, existe j € [1,n+ 1],
sem perda de generalidade, podemos supor j = 1, de tal modo que f nao pode ser escrita
como um polinémio em z; = z; com coeficientes em Clzs,. .., 2,41]. Assim, podemos

escrever

f(z150 00 20, 20g) = Z Q(il,...,z'n)(znjtl)z?"'Zfi"a

1120,...,in, 20

onde o conjunto X = {(i1,...,%4n) € Ni; Qu,,.,) # 0} € infinito. Como P é um
polindmio nao nulo, digamos que de grau s quando visto como um polinémio no dominio

(Clzna1]) [715 - - - » 2n), podemos escrever

P21,z o) = > Ry (zngn) 24 200,

i1 tin <s
onde existe uma n-upla (ji,...,Jj,) de inteiros ndo negativos tal que j; + -+ j, = s e
R(]laa]n) 7é 0

Como o conjunto I' = U Z(Q;) U Z(Rj, . j,) ¢ enumeravel, podemos escolher

ieX
um numero complexo o nao pertecente a I'. Deste modo, a funcao inteira e nao polinomial

em n variaveis g(z1,...,2,) = f(z1,. .., zn, @) satisfaria a equagao polinomial nao nula
Po(z1, oy 2y @) + P21, 20, @) (2150 20) + o+ P21, o0 20, 0) g (21, - 20) = 0,

para todo (z1,...,2,) € C". Portanto, g seria algébrica, mas isso é um absurdo, pois g é
uma funcao em n varidveis que é inteira e nao é polinomial, de modo que, por hipdtese

indutiva, g é transcendente. Esse absurdo finaliza a demonstracao. O
Exemplo 3.2. As funcoes f, g : C*> — C, dadas por
flw,z) = e e g(w,2) = "7,

sao transcendentes. De fato, como f e g sao fungées inteiras, pelo Teorema[3.1.9 basta
que verifiquemos que f e g ndo sdo polinomiais. Note que f(0,2) = g(1,z) = €*, logo,
se f ou g fosse polinomial, obteriamos que a fun¢ao exponencial (unidimensional) seria

polinomial, o que € um abusrdo, afinal, tal funcdao nao admite zeros em C.

Exemplo 3.3. Consideremos a funcao f: C™ — C, definida por

m
f(z1, ooy Zmet, 2m) = Hcoszi,
i=1

onde m > 2. Afirmamos que f € uma funcao transcendente. Com efeito, note que f nao é

polinomial, pois do contrdrio a fungdao inteira unidimensional g(z) = (0,...,0,2) = cosz
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seria uma fungdo polinomial, o que nao pode ser verdade pois g(z) = cosz é nao nula
e possui infinitos zeros, enquanto que uma funcao polinomial nao nula unidimensional
possui somente uma quantidade finita de zeros. Portanto, f € uma func¢ao inteira e
nao polinomial, de modo que ela é transcendente pelo Teorema [3.1.3  Analogamente,

concluimos que a funcdo inteira g, definida por

¢ uma func¢ao transcendente.

Dado um subconjunto K de C e uma fungao analitica f no polidisco A(0, p) :=
B(0,p1) X -+- X B(0, py,) € C™, para algum p = (p1,...,pm) € (0,00]™, dizemos que
f S K[[zb s 7Zm“ se

k m
f(zla"'azm) = Z Ckh---,k’mzll"'zfn ;

(kl,...,k‘m)GZgLO

com C,,..k, €K, para todo (ky,...,ky) € ZZ, e para todo (z1, ..., zm) € A0, p).

Definicao 3.1.3. O conjunto excepcional Sy de uma func¢ao analitica f : Q2 C C™ — C,
¢ definido por

Spi={(a1,..., ) €QNQ" : flay,...,m) € Q}.

Exemplo 3.4. Considere as funcoes inteiras e transcendentes f : C2 — C e g : C*> — C,
dadas por

flw,z) =€ e g(w,z)=e"".

Entao, pelo teorema de Hermite-Lindemann, temos

Sy={(a,—a):aeQ} e S,=(Qx{0})uU ({0} xQ).

Exemplo 3.5. Se f : C2 — C € uma funcdo polinomial com coeficientes algébricos, entdo
o conjunto excepcional de f € o maior possivel, isto €, Sy = @2.

Exemplo 3.6. Qualquer subconjunto unitdrio {(a,b)} de @2 € o conjunto excepcional de
uma funcao inteira. De fato, basta considerar f : C* — C dada por f(w,z) = eV~ +¢e*70,
Claramente (a,b) € Sy. Seja (z,y) um elemento de Q diferente de (a,b), mostraremos
que (z,y) & Sy. Dividiremos em casos:

Caso 1: x = a.

Nesse caso, y # b e f(z,y) =1+ eV & Q, pelo teorema de Lindemann.
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Caso 2: v #a ey =0b.
Aqui, f(z,y) =1+ e** & Q, pelo teorema de Lindemann.
Caso 3: v #a ey #b.

Neste ultimo caso,

Tl eVt se x—aFy—b
f(:v,y)Z{

2er ¢ se r—a=y—b,

que nao € algébrico pelo teorema de Hermite-Lindemann.

Em todos os trés casos acima, (x,y) ndo pertence a Sy, como desejdvamos.

: . =2, . .
De modo mais geral, qualquer subconjunto finito Q°, é o conjunto excepcional
de uma funcao inteira. Para provar isto, primeiramente observamos que se asq, . . ., a,, Sa0
nimeros algébricos (ndo necessariamente distintos) com pelo menos um deles nao nulo,

entao, segue pelo Teorema de Hermite-Lindemann que

¢ um numero transcendente. Também introduziremos algumas notacoes para facilitar a
escrita. O conjunto dos inteiros maiores que 0 e menores que n + 1 serd denotado por
[1,n]. Denotaremos por 7, o conjunto das fungdes tendo como dominio [1,n] e como

contradominio o conjunto {a,b}. Dada o € T, definimos ¢* : [1,n] — {w, z}, dada por

para todo k € [1,n].

Exemplo 3.7. Qualquer conjunto finito S = {(a1,b1),...,(an,by)} de @2, ¢ o conjunto

excepcional de uma funcgdo inteira. Com efeito, basta considerar f, : C* — C, dada por

folw, z) = Z exp [

o€l

(07(i) — O(i)i)] :

2

Por exemplo, para n = 2, temos

folw, 2) = elw—an)(w—az) 4 o(w-ar)(z=b2) | ,(z=b1)(w—az) 4 o(z=b1)(2=b2)

Claramente, S C Sy, . Por outro lado, dado (z,y) € @2\5’, temos dois casos a considerar:
Caso 1: x # a;, para todo i € [1,n].
Neste caso, o expoente (x — ay)---(x — a,), que aparece no desenvolvimento de f,(x,y)

¢ um algébrico nao nulo, e conforme a observacao anterior a este exemplo, temos que
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fn(w, z) € transcendente.

Caso 2: © = a;, para algum j € [1,n].

Se x = a;, para todo i € [1,n], entdo y # b;, para todo i € [1,n], de modo que o expoente
(y—=b1) -+ (y—by), que aparece na expansdo de f,(x,y) € um algébrico nao nulo, e portanto,

falz,y) € transcendente. Caso, contrdrio, consideremos 0s conjuntos nao vazios
X ={ke[l,n;z=ar}={i1,...,i} e[l,n] — X ={j1,...,Js}-

Note que, se k € X, entao y # by, afinal (x,y) # (ax,by). Deste modo, o expoente
(x—aj) - (x—a;,)(y—"0i,) - (y—bi,), que ocorre no desenvolvimento de f,(x,y) € um

algébrico nao nulo, e consequentemente f,(x,y) € transcendente. Portanto, Sy, = S.

Exemplo 3.8. Consideremos a funcio f : C* — C, definida por f(w,z) = 2¥z. Entao,
pelo teorema de Gelfond-Schneider, temos Sy = (Q X @) U (@ X {0}) .

Exemplo 3.9. Seja g : C* — C a funcao dada por g(w, z) = e¥(e — 1) + z. Entao, pelo

teorema de Hermite-Lindemann, S, = 0.

Apesar dos exemplos acima estarem enunciados em C2, eles podem ser, com

pequenas adaptacoes, generalizados para C™, onde m ¢ um inteiro qualquer maior ou igual

2. Neste sentindo, no Exemplo 3.4 considerando P(Xy,..., X)), ..., Pu(Xy,..., X,,) €

Q[X, ..., X,,], entdo a fungao inteira
flwy, ..., wy,) =exp (H Pr(wy, . .. ,wm)>
k=1

tem conjunto excepcional dado por

S;=Jzmp)nT".

k=1

3.2 O Problema C de Mahler para funcoes de varias
variaveis

No resultado principal deste capitulo, provaremos que qualquer subconjunto S de Q" (sob

simples condigoes) é o conjunto excepcional de uma quantidade nao enumerével de fungoes

inteiras e transcendentes em m varidveis e com coeficientes racionais. Precisamente:

Teorema 3.2.1. Seja m um inteiro positivo. FEntao, qualquer subconjunto S de Q",
fechado para conjugagio complexa e tal que (0,...,0) € S, € o conjunto excepcional de

uma quantidade nao enumardvel de fungoes inteiras e transcendentes f € Q[[z1, ..., zm]|-
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Para demonstrar o teorema acima, provaremos um resultado mais geral, que
mostra como podemos controlar a imagem de um conjunto enumeravel X de C™, por
uma quantidade nao enumueravel de fungoes multidimensionais inteiras e transcendentes
(com coeficientes em um denso de C) em termos de uma cole¢ao { E, },ex de subconjuntos

densos de C, conforme a seguir:

Teorema 3.2.2. Sejam X um subconjunto enumerdvel de C™ e K um subconjunto denso
de C. Para cadau € X, fixre um subconjunto denso E, C C e suponha que, se (0,...,0) €
X, entio Eq,. o0 NK # 0. Entdao, existe uma quantidade ndo enumerdvel de fungoes

inteiras e transcendentes f € K|[z1, ..., zn]] tais que f(u) € E,, para todo u € X.

Este ultimo teorema é uma extensao para o caso multidimensional de um
resultado devido a Marques e Ramirez [18, Theorem 1.3] (caso m = 1). Para provar o
Teorema |3.2.2] precisaremos de um resultado auxiliar, o qual provaremos a seguir. Dados
w=(Upy..., Up),v=(v1,...,0,) € C™ o produto interno usual de u por v em C™ serd
denotado por u - v, isto é,

UV = UV + -+ + UpUp.

Seja S um subconjunto de C™. Definimos o o conjunto ortogonal a S por
St={veC™v-w=0,VYweS}

Dado um subespaco vetorial (sobre C) W de C™, temos que W= é um subespaco vetorial
(sobre C) de C™ e além disso, C™ é soma direta de W com W+, isto é, C™ =W @ W+
(ver [2, p.191-192)).

Lema 3.2.3. Sejam u = (uy,...,uy) e v = (v1,...,0y) pertencentes a C™\ {(0,...,0)}

com u # v, onde m > 2. Entao existe um hiperplano
Hyw ={(z1,. .y 2m) € C™ puz1 + -+ + fmzm — A =0}

tal quew € Hyv & H e X # 0.

Prova. Primeiramente, consideraremos o caso em que o vetor u € Cv = {awv;a € C}.
Assim, existe o € C tal que v = av. Como u ¢ {(0,...,0),v}, temos o ¢ {0, 1}. Logo,

em tal caso, basta considerar H,,, como sendo o hiperplano dado por

(21 — Uty oy Zm — Up) - (U1, .., o) =0,

isto é,
Hyw {(z1,...,2m) €C™ Trzy + - + Uz — A = 0},

onde A = u-v = al|v||* # 0. Obviamente, u € H,,. Também, v € H,_,, pois do contrario,
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terfamos (1 — «)|[v]|* = 0, o que é impossivel pois a # 1 e v # (0, ...,0).

Por outro lado, se u ¢ Cuv, considere o subespaco ortogonal a Cu, a saber,
(Cv)t ={weC™ v -w=0}.

Como C™ = (Cv)® (Cv)*, temos que a dimensao (sobre C) de (Cv)* é igual m—1, a qual
é positiva pois m > 2. Seja f = {va,..., v} € C™ uma base de (Cv)*. Pelo processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, podemos supor, sem perda de generalidade, que
é um conjunto ortogonal, isto é, os vetores de [ sao dois a dois ortogonais. Note que u
nao pode ser ortogonal a todos vetores da base 3. De fato, suponhamos por absurdo que
u-v; = 0, para todo i = 2,...m. Uma vez que {v} U é uma base de C™, existem ntimeros

complexos «, ao, . .., a, tais que
U= QU + QU + ... 4+ QU
Entao, efetuando o produto interno de u por v;, para ¢ = 2, ..., m, obteriamos
O=wu-v;=a(v-v;)+as(ve-v;) + ...+ (V- v;).

Como os elementos de 3 sdo ortogonais dois a dois e § C (Cv)*, a igualdade acima se

resumiria a

0 = afv]%,
donde segue que o; = 0. Assim, o; = 0 para todo i = 2,...,m, contrariando o fato de
u nao pertencer a Cv. Deste modo, podemos considerar b = (b1, ..., b,) € C™ nao nulo,

ortogonal a v e nao ortogonal u. Entao, definimos H,,, como sendo o hiperplano dado por
(21— Uty ooy 20— Up) - (b1, ..., b)) =0,
ou seja,
Hyy:{(z1,...,2m) € C™, bizi + -+ bz — A =0},

onde A = u-b # 0. Claramente u € H, e como (v—u)-b=v-b—u-b=—u-b+# 0, temos

que v € H,,, finalizando a demonstragao. m

Agora, dispomos de todas as ferramentas necessarias para demonstrar o Teo-
rema|3.2.1le o Teorema|3.2.2] Comecaremos demonstrando que o segundo teorema implica

na prova do primeiro, e posteriormente provaremos o segundo.
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Prova de que o Teorema implica no Teorema [3.2.1

Consideremos X = Q" que é enumeravel, e K = Q" 4+ iQ*, que é denso em C, onde
Q* = Q\ {0}. Escrevamos S = {ay,as,...} e Q" \ S = {B1, B2, ...} (um deles pode ser

finito). Entao, definimos

Q, se u€S,
g,= 1 (3.1)
K-7" se wu=/f,, para algum n > 1.

Pelo Teorema [3.2.2] existe um conjunto nao enumeravel I' de fungoes inteiras e transcen-

dentes
flz1, oy 2m) = Z Chyondin 2 2P € K([21, -+ ., 2]

k1>0,.... k>0

tal que f(u) € E,, para todou € Q" .

Para cada f € I', definimos as seguintes fun¢oes inteiras em Q*[[z1, ..., zm]]

(que sao transcendentes, afinal, sdo fungoes inteiras e nao polinomiais)

Zlye-yZm) + J(Z1, s Zm
V(21,00 2m) = e )+ /& ): Z Re(Cpy . o, )24 -+ - 2Fm

2
k1>0,....km>0

Im(ckh_,_,km)zfl e zflm.

0r(z1y0 s 2m) = _if(zl"“’zm); if(Z, - Zm) Z

k120,....km =0

Note que G = {¢y; f €e '} U{py; f € I'} é nao enumerdvel, pois do contrdrio G x G seria

enumeravel e consequentemente a imagem da aplicagao

£ GxG — F(C™0)
(V,0) =  Ytip

que contém I', seria enumeravel, o que é um absurdo. Portanto, para concluir esta de-
monstragao, ¢ suficiente provar que Sy, = S,, = 5, para qualquer f € I', e ¢ isso que
faremos agora. Se u = (uq,...,u,) € S, entdo w = (uy,...,uy,) € S, pois S é fechado
para conjugacdo complexa. Assim, f(u) € E, = Qe f(u) € Ey = Q, e consequentemente,
Yr(u), o5(u) € Q. Quando u = B, para algum n > 1, dividimos em dois casos:

Caso 1: u =, € R™.

Neste caso, temos ¢¢(u), pr(u) € Re f(u) = ¢s(u) +ips(u) € E, = (Q* +1Q*)n", logo,
Yr(u), pr(u) € Q" ", e portanto, sao transcendentes.

Caso 2: u= (3, ¢ R™.
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Nesse caso, como S é fechado para conjugagao complexa, existe um natural m # n, tal

que U = f,,. Assim,

o priw) = ZH 4 Ta]

S(Bn) + S (Bm)

Yp(u) = 5

Como f(f,) € (Q* +1Q*)r", para todo r > 1, segue que existem numeros algébricos nao

nulos 71, 72, A1, Ao tais que

Yy(u) 5 e ¢r(u) 5

Logo, como 7 é transcendente e Q é algebricamente fechado, segue que 1 ;(u), ¢s(u) sio

transcendentes. Portanto, S,, = Sy, = S, como desejavamos. O]

Prova do Teorema [3.2.2

A prova serd por inducao sobre m. O caso m = 1 estd provado pelo Lemma [3.0.1], feito
por Marques e Ramirez [I8]. Para um melhor entendimento, faremos a demonstragao do
caso m = 2, antes da segunda etapa do processo indutivo. Assim, seja X um subconjunto
enumerdvel de C? tal que para cada u € X, nés temos um subconjunto denso E, de C.
Sem perda de generalidade, podemos supor (0,0) € X, e neste caso, E o NK # (0. Seja
ag € E) N K. Considere a seguinte particao de X :

X ={(0,0)} UX; UXy,UX",

onde X; =XN(C*x{0}), Xo=XNH0} xC*) e X* =XN(C"xC).
Nosso objetivo é mostrar que existe uma quantidade nao enumeravel de formas
de construir uma fungao inteira e transcendente f € K[[w, z|], dada por

f(w,2) = ag + wfi(w) + 2f2(2) + [*(w, 2)

tal que:

(i) f*(x,0) = f*(0,2) = 0, para todo z € C;

Eo, — ao
B

(i) f*(a,B) € Eap) — afi(a) = Bfa(B) — ao, ¥ (o, f) € X*.

Eoo —a
(i) fi(a)e % YV (@,0) € X1 e fo(B) € Y (0,8) € Xo;
Observe que de (i), (ii) e (iii) e da definicao de f segue que f(u) € E,, para todo u € X.

Primeiramente, sejam {(aq,0), (a2,0),...} e {(0,51), (0, B2), ...} enumeracoes

de X7 e X5, respectivamente. Como «; e ; sao nao nulos para todo i > 1 e F, é denso
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em C para todo u € X, segue pelo Lema que existe uma quantidade nao enumeravel

de fungoes inteiras e transcendentes f; € K[[w]] e fo € K[[z]] tais que

Ea' — q, E N — 4
(v;,0) 0 e f»(B) € M7 para todo ¢ > 1.

fl <ai) © Q; Bi

Agora, seja {(a1, 1), (ag, f2), ...} uma enumeragao de X*. Construiremos a fungao

fH(w, z) = ZPn(w,z) = Z cijw'z? € K[w, 2],

n>2 i>1,5>1

onde P,(w,z) é um polindmio homogéneo de grau n, composto por monoémios que tem
grau positivo tanto em w quanto em z, e além disso, os coeficientes ¢; ; € K serao escolhidos

convenientemente de modo que sejam satisfeitas as condicoes desejadas.
Nossa primeira condicao é:

1

0 < |ciil < Sjqi = — ; ; ;
el <55 = T TG )

j» bara todos 7> 1,5 > 1.

Denote por L(P) o comprimento do polinomio P(w,z) € Klw, z], dado pela soma dos

valores absolutos de seus coeficientes. Como
| Py (w, 2)| < L(P,) max{1, |wl|, |z]}", para todo (w,z) € C?,

nds temos que para todos n > 2 e (w, z) pertencente a B((0,0), R)

max{1l, R}"

|Pa(w, 2)] < (Jernoa| 4+ + [en—11]) max{1, R}" < o

Portanto, a série Z P, (w, z) converge uniformemente em qualquer uma destas bolas, con-
n>2
sequentemente f* é uma fungao inteira. Além disso, por construgao, f*(z,0) = f*(0,x),

para todo x € C.

Dado um natural n, com o objetivo de construir o polinomio P,, observe que
para cada inteiro j € [1, n], existem infinitas retas (em C?) passando por («;, 3;), e como
(e, B), (n1, Brt1) € & origem sao dois a dois distintos, no maximo duas dessas infinitas

retas passam pela origem ou por (a1, Ont1). Consideremos entao, uma reta
Tnj i 2 = HnjW = An,j

que passa por (aj,[;) mas nao passa (ni1,0n4+1) € nem pela origem, desta ultima
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condicao, segue que A, ; # 0. Entao, definimos
Ap(w, z) = ﬁ(z — fp ;W — Ay ;), para cada n > 1.
j=1
Note que, os polinomios A, satistafazem as seguintes propriedades:
(I) An(ay,B;) =0, para j € [1,n];
(I1) A, (ans1, Bas1) # 0 e A,(0,0) # 0.
Para simplificar a escrita, denotaremos

O; :=ag+ a; fi(ay) + Bif2(5i) e Ny = H (—\ij) para cada i > 1.

J=1

Construiremos recursivamente fung¢oes polinomias f7, f5,... em K|w, z]] da

seguinte forma. Primeiramente escolha 4, € B(0, s2/2) tal que
O1 + 100181 € Ea, 1),
o que ¢ possivel pois E,, 5, ¢ um subconjunto denso de C e a;3; # 0. De fato, basta

Ea1 1) @ ~ .
escolher 6 € <Lﬁl) N B(0, s2/2). Entao, nés definimos
Q11

fro(w, z) = 1 pwz.

Como K é um subconjunto denso de C e A\; # 0, existe d;; € C tal que o coeficiente

11 = 51’0 -+ )\151’1 na fun(;éo

fl*vl(w, z) = fio(w, 2) + 01wz A (w, z) = (61,0 + Mb11)wz + 5171w22 — 5171p1,1w2z

K*—0
pertenca a K*NB(0, s2). Com efeito, basta escolher 6,1 € ()\—10> NB(0, s2(2|A\1])71).
1

Desse modo, definimos

ff(w,z) = fil(wa Z) € PZ(wv Z) = Cl,lwz-

Agora, no segundo passo, como F,, 3,) ¢ denso em C e ayfB24; (g, f2) # 0,

podemos escolher 9y € B(0, s3/3) tal que a funcao

f;}o(w, z) = fi(w,z) + 5270w2zA1(w, z)
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satisfaca Oy + f3 (2, B2) € E(ay,p,)-

Como K ¢é denso em C e Ay # 0, existem €37 € o1 tais que os coeficientes

Cr2 =011+ Aa€a1 € ca1 = —011/41,1 + O20A1 + 02,1 A2 na funcao
for(w, 2) = fo(w, 2)+ (022w + d21w2?) Ax(w, 2) = crywz+crpwz’+ep w2+ Ky (w, 2)

pertencem a K* N B(0, s3). De fato, basta escolher

—011  S3 K* — 61, n  S3 K*+n
B(2L %8 2 0 es,,eB( L 3B 2 77
21 € (M w)ﬂ( X ) 21 € (Aaw N )

onde 1 = 0114111 — 0201 Assim, definimos
folw, z) = fz*,l(w, z) e Py(w, z) = 01,2w22 + 02,12022’ € Klw, z].
Recursivamente, podemos construir a fungao
foow, 2) = fr_1(w,2) + dnow"2A, 1 (w, 2),
onde 6, € B(0, s,+1/n + 1) é escolhido de modo que

@n + f:70(an7 B’ﬂ) 6 E(‘%’mﬁn)’

o que é possivel pela densidade de E,, 5,) em C e pelo fato de A, _; (o, 8,) ser nao nulo.

Agora, pela densidade de K e pelo fato de A, ser nao nulo, podemos escolher

ntimeros complexos d,,; e €,; tais que os coeficientes de ¢, 41-i; € ¢int1—i de whti=izt e

i ,n+1—1

w , respectivamente, na funcgao

foiw,z) = fr 1 (w,z)+ (5n,iw”+1_izi + en,iwiz”“_i) An(w, 2),

—1
pertengam a K* N B(0, s,11), para todo 1 < < [RT—‘ = t,. Entao, definimos

folw, 2) = fr, (w0, 2) e Poyi(w,2) = cpaw"z + ...+ cpwz”.

Note que |¢; j| < Sp+1, para todo par (i,7) tal quei,j >1ei+j=n+1.

Esta construgao implica que a sequéncia de fungoes { f;:}, converge para uma

funcao inteira e transcendente f* € K[[w, z]] quando n — oo de tal modo que

(g, By) = faley, Bi) = fi(ay, Bj)
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para todo n > j > 1. Note que, por construgao, temos f*(z,0) = f*(0,z) = 0 para todo

x € C. Além disso, os coeficientes ¢; ; de f*, com 7,5 > 1, pertencem a K e

O; + f*(as, Bi) = ©; + f (v, Bi) € Ea8,), Para todo i > 1.

Logo, definindo f : C?> — C como sendo a funcao inteira dada por
flw, 2) = ag +wfi(w) + zf2(2) + f*(w, 2),

nos temos que f € K[[w, z]] e f(u) € E,, para todo u € X. Como f é uma funcao inteira
e nao é polinomial, segue pelo Teorema que f é transcendente. Por ultimo, note
que existe uma quantidade nao enumeravel de escolhas das constantes 6, ; e €,;, 0 que
implica em uma quantidade nao enumeravel de maneiras diferentes de definir a funcao f,

completando a demonstragao do caso m = 2.

Agora, provaremos a segunda etapa do processo indutivo. Suponhamos entao
que o teorema valha para todo inteiro positivo j € [1,m — 1], ou seja, se K é um sub-
conjunto denso de C e X é subconjunto de €’ tal que para cada u € X, estd fixado
um subconjunto denso F, C C, entao existe uma quantidade nao enumeravel de funcoes
inteiras e transcendentes f € K[[z1,. .., z;]] de tal modo que f(u) € E,, para todo u € X,

e isto é verdadeiro para qualquer inteiro j € [1,m — 1].

Consideremos entao, X um subconjunto enumeravel de C™, para o qual E, é
um subconjunto denso fixado de C, para cada u € X. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que (0,...,0) € X. Neste caso, por hipétese, nds temos que KN Ey o) # 0.

Com o intuito de aplicar a hipdtese de indugao, consideraremos a seguinte particao de X :

X=[J Xs,

S€Pm
onde P,, denota o conjunto das partes de [1,m] = {1,...,m} e Xg denota o conjunto de
todos z = (21,...,2m) € X C C™ tal que z; # 0 se, e somente se, i € S. Em particular,

temos Xy = {(0,...,0)} e X,y =X N(C\ {0})™

Dados S = {i1,...,ik} € Qm = P \ {0,[1,m]} e z = (21,...,2,) € C™,
denotaremos por zg o elemento (z;,,. .., 2, ) € CF. Aqui, e em toda a demonstragao, com
o proposito de simplificar a exposicao, estaremos assumindo sempre que i; < ... < iy, para
todo S = {i1,...,ix} € Q. Nosso objetivo é mostrar que existe uma quantidade nao

enumeravel de formas de construir uma fungao inteira e transcendente f € K[[z1, ..., zn]],
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dada por
flz1, oo z2m) = a0+ ( Z (H z,) f5<25')) + (21,05 2m),
S€Qm \ies

onde ag € E(g,.0) N K e para todo S = {iy,..., iy} € Qp, temos que fg : CF — C é uma
funcao inteira transcendente tal que

1

fs(us) € ———— - (B, — Og.) = Eg, (3.2)
a’],l . e O{ik
para todo u = (aq,...,q,) € Xg, com
@S,u = ag + Z (H Oél') fT(UT) e C.
TEQ T#S \ieT

Observe que, por hipdtese de inducdo, fs existe para todo S = {iy,..., i}
em @Q,,. De fato, como cada E, ¢ um subconjunto denso de C e «;,, ... q;, sao nimeros

complexos nao nulos, segue que cada Eg, também é um subconjunto denso de C, e entao

por hipétese indutiva, podemos escolher fg satisfazendo (3.2]). Além disso, construiremos

a fungdo f*(z1,...,2m) € K[[21, ..., 2m]] satisfazendo a condicao
ff(u) € (Eu —ap — Z (H ozi) fg(ug)> : (3.3)
S€Qm \i€S
para todo u = (o, ..., m) € Xpm € f*(21,...,2m) = 0 sempre que z; = 0 para algum

i € [1,m], em particular, sempre que z € X \ X1 ). Note que, sob estas condigoes, segue
diretamente que, se S € Q,, e u € Xg, entdo f*(u) =0e f(u) € E,.

Para construir a funcao f* : C™ — C, consideremos {uj,us,...} uma enu-
meragao de Xy ), onde denotaremos u; = @, o). Nossa funcio f* € K[[z1, . . ., zml]

sera dada por

o0
[ (71, 2m) = ZPn(zl,...,zm) = Z Cioorim 24w 2
n=m

i1217---7im21

onde P, é um polinomio homogéneo de grau n, composto por monomios que tém grau
positivo em cada varidvel e os coeficientes ¢;, ;.. € K serao escolhidos convenientemente

de modo que f* satisfaca as propriedades desejadas.
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A primeira condigao é

1
R}

|Ci1,~--,im| < Sty tim T i1t tim—1

( m—1
onde ¢;,, ;. # 0 para infinitas m-uplas de inteiros i; > 1...7, > 1. Esta condicao
garante que f* é uma funcao inteira. Com efeito, denotaremos por L(P) o comprimento
do polinémio P(z1,...,2n,) € Clz1,..., zn], dado pela soma dos valores absolutos de seus

coeficientes. Como

|Po(z1, .-y 2m)| < L(P,) max{l,|z1],...,|2m|}",
temos que para todo n > m e (z1,..., z,) pertencente & bola aberta B((0,...,0), R),
n—1
1, R}"™
Prlons )] < o) gy - max{L Y
(” )n! n!
m—1
onde usamos que P,(z1,...,2,) tem no maximo (:;11) monomios de grau m nos quais
cada variavel aparece com grau positivo. Assim, a série Z P,(z1,...,2y,) converge uni-
n>m

formemente em qualquer uma destas bolas, e consequentemente, f* é uma funcao in-
teira. Note que f*(0, z9,...,2m) = [*(21,0, 23, ..., 2m) = f*(21, 22,...,0) = 0, para todos
21y ..., 2m € C.

Para que obtenhamos que os coeficientes ¢;, ;. pertencam a K de modo que
f* satisfaca a condicao (3.3)), usaremos o Lema [3.2.3| Por tal resultado, dado um natural

n, para cada inteiro positivo j € [1,n], podemos considerar um hiperplano

tal que u; pertenca a m(n, j), u,4+1 ndo pertenca m(n,j) e AV £ 0,
Agora, definimos os polinémios Ag(z1,...,2m) =21 2m €

n

An(21, . 7Zm> = H(/’Lg)lzl + e+ /[(/g}nzm — )\S)L
j=1

para todo n > 1. Pela definicdo de m(n, j), temos que A,(u;) = 0 para todo 1 < j < n.
Também temos que A, (u,11) € A,(0, ..., 0) sdo ndo nulos para todo n > 1. Pela densidade
de E,, em C e pelo fato de todas as coordenadas de u; serem nao nulas, podemos definir
a funcao

ffo(zh SR Zm) = 51,0/10(217 S 7Zm) = 51,021 T Zmy
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de tal modo que ©; + f(u1) € By, e 0 < [d10] < $p/m, onde
@j = Qo + Z (H Oél(j)) fs(uj'ys)
5€Qm \ies

()

e ujs = (] ""’O‘Ez))’ para todo S = {iy,...,it} € Q,, e para todo inteiro j > 1.

Além disso, como K é um subconjunto denso de C e A;(0,...,0) # 0, podemos

goee

Jia(zrs oo zm) = oz, 2m) + 01021 2mAa (21, 2m)

pertenca a K com |0171’,_71| < S;,. Com efeito, basta escolher
010 Sm do—K
01 €B (—’, —) (— )

fik(zb ) Zm) = fil(zlv cee >Zm)> com Pm(zlv cee 7zm) = C1,1,...,1”1 " " * Zm-

Entao, definimos

Para a construgao de f3, iniciamos observando que como E,, ¢ denso em C,
todas as coordenadas de us sdo ndo nulas e A;(uz) # 0, podemos escolher oo com

0 < |92

< Sma1/(m + 1) tal que a fungao
f;o(zl, ey Zm) = fl*(Zl, R ,Zm) + 52702322 tet ZmAl(Zl, e ,Zm)

satisfaca Oy + f3,(uz) € Ey,.

Agora, ordenamos os monomios de grau m + 1 com grau positivo em cada
varidvel pela ordem lexicografica de seus expoentes, isto é, primeiro o monomio 2y . . . 2,122,
e por 1ltimo o monémio 2%z, . .. z,. Pela densidade de K em C e pelo fato de )\él) e )\52)
serem nao nulos, podemos escolher uma constante do; tal que o coeficiente cj, ;. do

-ési omi u a0 lexi i i i 2tz unca
[-ésimo monomio (segundo a ordenagao lexicografica feita acima) z{' - - - zZ™ na fungao
* L J1 j
for(zr, ooy zm) = fo1(21, oy 2m) + 000270 - 20 Aa(21, -0y 2m)

seja um elemento de K com |¢j, . | < Smt1. De fato, basta escolher

—b Sm+1 K-b
by € B —, ) M) (=
24 € ()\2’ |)\2|) ( A2 )7
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onde \y = )\él))\g) e b é o coeficiente de 2" - - - zim em f2.-1. Desse modo, definimos

fo(zrseo2m) = for(z1, - 2m) € Poga(21,- 05 2m) = Z Ciron g2yt 20,

(J15esJm)EBma1

onde Byi1 =401, -,Jm) E N j1+ -+ jn=m+ 1} e L é a cardinalidade de B,, ;.
Portanto, temos que f5(21,...,2y,) é uma funcdo polinomial tal que ¢, ;. € K, para
toda m_upla (jla s 7]m) tal quejh s 7jm Z 1 6j1+' ' +]m S m+1e @2+f2*<u2) € Euz'

Recursivamente, podemos construir uma funcao f (1, ..., zm), dada por
f:;,()(zl? s Zm) = fo (21,0 Zm) F 002t 2a  ZmAn—1(Z1, oo Zm)
onde 6,9 # 0 é escolhido na bola B(0, sp+m—1/(n+m — 1)) de tal modo que
O + fro(un) € B,

o que é possivel pois F,, ¢ um subconjunto denso de C, todas as coordenadas de u,, sao

nao nulas e A,,_1(u,) # 0.

Agora, ordenamos os monomios de grau n + m — 1 com grau positivo em
cada variavel pela ordem lexicografica de seus expoentes, isto é, primeiro o monomio

21 ... Zm—14p € por ultimo o monomio 212z ... z,. Como K é um subconjunto denso de C

e A,(0,...,0) # 0, podemos escolher uma constante d,; tal que o coeficiente ¢;, _j, do
[-ésimo monomio z{' - - - 2/™ na funcao
* L Ji j
Joa(Z1 e oszm) = fo1 (21, 2m) + 0zt o 2 An(21, -5 2m)

pertenca a K com |cj,,. ;.| < Sptm—1. Assim, definimos
Sozrs oo 2m) = o215 2m)

_ § : Vil J
Pm—l—n—l(zla"'vzm) - Clyyerjm @1 7" B

(J15-2dm)EBmin—1
onde Byipno1 ={(j1,-- -, Jm) EN"; j1+--+jm=m+n—1} e M é a cardinalidade de
By +m—1. Portanto, temos que f(21, ..., zy,) é uma funcdo polinomial tal que ¢, ;.. € K,
para toda m-upla (ji,...,75m) tal que j1,...,jm >1leji+ - 4+ jn <m+n—1e¢ além
disso, f(u;) + ©; € E,,, para todo i € [1,n].

Finalmente, esta construgao implica que a sequéncia de fungoes { f;; },, converge
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para a funcao inteira f* € K[[z1, ..., 2,]] quando n — oo de tal modo que
fr(uy) = filug) = f7(uy)

para todon > j > 1. Assim, definindo f : C™ — C como sendo a funcao inteira dada por

f(z1,. 0, 2m) = ag + ( Z (Hz,) fS(ZS)) + (2155 Zm)s

S€Qm \ieS

nos temos que f € K[[z1,...,2n]], f(u) € E, para todo u € X. Como f é uma funcao
inteira e nao é polinomial, segue pelo Teorema [3.1.2| que f é transcendente. Por ultimo,
note que existe uma quantidade nao enumeravel de escolhas das constantes ¢, ;, 0 que
implica em uma quantidade nao emumeravel de maneiras diferentes de definir a funcao

f, concluindo a demonstracao. O]
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