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Resumo

Nos meandros da matematica, encontra-se um fascinante desafio que tem intri-
gado mentes brilhantes ha séculos: as desigualdades e equagoes exponenciais Dio-
fantinas. Estas representam uma esfera de estudo rica e complexa, onde as propri-
edades intrinsecas das poténcias lancam enigmas profundos para serem decifrados.
O que torna estas equacoes tao cativantes é sua capacidade de se entrelacarem com
os principios fundamentais da teoria dos niimeros, abrindo portas para novos ho-
rizontes de compreensao matemaéatica. Motivados pela curiosidade incessante que
caracteriza este campo, lancamo-nos na jornada para explorar as solugoes por tras
dessas desigualdades e equacoes exponenciais. Nosso foco repousa sobre as desi-
gualdades exponenciais Diofantinas do tipo [p* —¢¥| < p*, bem como na intrigante
equagao exponencial Diofantina 7] + T}, ; = F},, construida sobre as sequéncias
de Fibonacci. Para tal investigacao, empregamos o poderoso algoritmo LLL, uma
ferramenta concebida por Lenstra, Lenstra e Lovasz, que desvela padroes ocultos e
revela estruturas subjacentes em espacgos vetoriais, contamos também com a assis-
téncia do sofisticado software de algebra computacional Magma, uma ferramenta
que potencializa nossa capacidade de analise.

Palavras Chaves: desigualdades Diofantinas, Algoritmo LLL, Equacao com
sequencias de Fibonacci.






Abtract

In the intricacies of mathematics lies a fascinating challenge that has intrigued
brilliant minds for centuries: Diophantine exponential inequalities and equations.
These represent a rich and complex sphere of study, where the intrinsic properties
of powers pose deep enigmas to be deciphered. What makes these equations so
captivating is their ability to intertwine with the fundamental principles of number
theory, opening doors to new horizons of mathematical understanding. Motivated
by the relentless curiosity that characterizes this field, we embark on a journey
to explore the solutions behind these exponential inequalities and equations. Our
focus rests on Diophantine exponential inequalities of the form |p” — ¢¥| < p?*, as
well as the intriguing Diophantine exponential equation T} +T7, | = F,,, construc-
ted upon the Fibonacci sequences. For such investigation, we employ the powerful
LLL algorithm, a tool conceived by Lenstra, Lenstra, and Lovasz, which unveils
hidden patterns and reveals underlying structures in vector spaces. We also rely
on the assistance of the sophisticated computational algebra software, Magma, a
tool that enhances our analytical capabilities.

Keywords: Diophantine Inequalities, LLL. Algorithm, Equation with Fibo-
nacci Sequences.
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CONTEUDO



Introducao

Na area da matematica, uma equacao Diofantina é uma expressao na qual vé-
rias variaveis sao restritas a assumir apenas valores inteiros. O termo “Diofantina”
¢ uma homenagem ao matematico helenistico Diofanto de Alexandria, que viveu
no século III e se dedicou ao estudo dessas equagoes, sendo um dos pioneiros no
uso de simbolos na algebra.

Diofanto desempenhou um papel significativo no desenvolvimento da algebra e
influenciou muitos matematicos posteriores a explorarem a teoria dos nimeros. Ele
foi reconhecido por sua contribuicao ao introduzir a notagao abreviada na algebra
grega, simplificando a representagao de quantidades e operagoes.

Embora a maioria dos historiadores situe Diofanto no século III d.C., ha evi-
déncias que sugerem que ele pode ter vivido na mesma época que Herdao. Poucos
detalhes sobre sua vida sao conhecidos, exceto que ele trabalhou em Alexandria.
Algumas informagoes sobre sua vida podem ser encontradas em um epigrama na
Antologia Grega.

Entre as obras de Diofanto, como “Aritmética”, “Sobre Numeros Poligonais”
e “Porisma”, destaca-se “Aritmética’, que é a obra mais extensamente preservada
do autor, consistindo em seis dos treze livros que ele escreveu. Nesta obra, ele
apresenta uma abordagem analitica da teoria dos niimeros e resolve 130 problemas
diversos, incluindo equacoes de primeiro e segundo graus, além de uma equacgao
cubica peculiar. Os problemas algébricos indeterminados que possuem apenas
solucoes racionais sao conhecidos como “problemas diofantinos”, e o termo hoje em
dia refere-se a problemas nos quais as solucoes estao restritas a nimeros inteiros.

O estudo matematico dos problemas propostos por Diofanto é conhecido como
anélise Diofantina. De acordo com Smart [11] questoes comuns abordadas em uma
analise Diofantina tipica incluem:

I. Existe alguma solucao?
II. Ha outras solucoes além das facilmente identificadas?
ITI. O nimero de solucoes é finito ou infinito?

IV. Todas as solugoes sao teoricamente determinaveis?
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V. E possivel calcular todas as solucoes?

Um exemplo de problema Diofantino é: um pai tem 1 ano a menos que o dobro
da idade do filho, e os digitos AB que formam a idade do pai sao invertidos na
idade do filho, ou seja, BA, o que nos leva a equacao 19B — 8A = 1.

Esses tipos de problemas tradicionais muitas vezes permanecem sem solucao
por séculos até que alguns matematicos comecem a entender sua profundidade, em
vez de trata-los apenas como quebra-cabecas.

Apesar de equagoes individuais apresentarem um certo nivel de desafio e terem
sido consideradas ao longo da histéria como meros problemas, a formulacao de
teorias gerais para as equacoes Diofantinas foram realizadas apenas no século XX.

Um campo bastante estudado e investigado atualmente pela Analise Diofan-
tina é o das equacoes e desigualdades Diofantinas exponenciais. Uma inequagao
Diofantina exponencial é uma inequagao na forma

flxy, 2o, .zn) >0 ou  f(zy,22,...,2,) <0,

onde f é uma fungao exponencial das variaveis x1, o, ..., x, e os coeficientes de f
sao inteiros. Em nosso estudo investigaremos as solucoes da inequacao

la®™ — b™2| < %,

onde 0 < § < 1 é um namero real fixo e a, b sdo inteiro positivos.

As desigualdades Diofantinas exponenciais tem aplicacoes em diversas areas,
incluindo criptografia, teoria dos grafos, teoria dos niimeros computacionais e te-
oria dos jogos.

O estudo dessas desigualdades remonta a trabalhos de importantes mateméti-
cos como Fermat, Euler e Legendre. No entanto, foi somente no século XX que
a teoria das desigualdades Diofantinas exponenciais comecou a se desenvolver de
forma mais sistematica, com contribuicoes significativas de pesquisadores como
Baker, Matiyasevich e Schlickewei.

Detalhando um pouco mais sobre as aplicacoes dessas desigualdades, uma das
areas mais importantes é na criptografia de chave piublica, onde sao utilizadas na
construgao de algoritmos de criptografia de base matemética, como o RSA e o
Diffie-Hellman, sua importancia se da pois a seguranca desses algoritmos depende
da dificuldade em resolver certos tipos de desigualdades Diofantinas exponenciais.

As desigualdades também sao frequentemente usadas na andlise de complexi-
dade de algoritmos e na teoria dos nimeros computacionais. No que tange a teoria
dos grafos elas sao usadas para analisar propriedades de grafos exponenciais e em
arvores de busca em largura.

Ja uma equacao Diofantina exponencial é uma equacao onde uma ou mais
varidveis ocorrem como expoentes. Em termos gerais, uma equacao Diofantina
exponencial tem a forma:



CONTEUDO 7

T x
ai' + a3’ + ... +a" =0,

onde ay, as, ..., a,, ¢ b sao constantes inteiras, e xy, x3, ..., T, SA0 variaveis
inteiras desconhecidas.

Uma das aplicagoes mais notaveis para equacgoes Diofantinas exponenciais é na
teoria dos ntimeros, onde sao utilizadas para investigar propriedades dos nime-
ros inteiros e dos nimeros primos, além de, também, desempenharem um papel
importante na criptografia.

Uma fato bem interessante é que essas equacoes tém sido estudadas em con-
textos geométricos e analiticos, fornecendo insights sobre a distribuicao de pontos
em curvas elipticas e superficies abelianas. Elas também tém aplicagoes em fisica
tedrica, particularmente na teoria das cordas e na teoria dos ntimeros em sistemas
fisicos quanticos.

Um exemplo muito interessante dessas equacoes ¢ o problema da soma de
poténcias de Fibonacci estudado por Chaves e Marques [2] onde mostraram que

(F) + (B = Y,
nao tem solugao em inteiros positivos com a condi¢ion > 2 e 3 < k < min{n, log s}.
Outros resultados interessantes a cerca destas equagoes serao apresentados no ca-
pitulo 4. Em nosso estudo abordaremos as solucoes do seguinte caso particular de
equacao:
Ty+Tr., =F,

para inteiros positivos s > 2 e n > 2, onde I, é o n-ésimo ntmero de Fibonacci e

3) g . . . -
T, = F® 6 0 n-ésimo nimero de Tribonacci. Alguns outros exemplos de equacoes
Diofantinas exponenciais sao:

[. Equagao de Fermat: z" + y™ = 2" para n > 2.
II. Equacido de Ramanujan-Nagell: 2" — 7 = 2?2 para n > 2.

III. Equacao de Thue-Mahler: f(z,y) = c onde f é uma forma polinomial com
coeficientes inteiros e ¢ é uma constante inteira.

IV. Equacao de Pell: 22 — Dy? = 1, onde D é livre de quadrados.

Em resumo, as equagoes e desigualdades Diofantinas exponenciais desempe-
nham um papel significativo em vérias areas da matemética e da ciéncia, desa-
fiando os matemaéticos a desenvolverem novas técnicas e métodos para resolver
problemas complexos.

De modo geral, mas nem tao geral, problemas Diofantinos possuem menos
equacoes que variaveis desconhecidas e se resumem a achar inteiros que deverao
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funcionar corretamente para todas as equacoes. Numa linguagem um pouco mais
técnica, elas definem uma curva algébrica, uma superficie algébrica ou um objeto
mais genérico e entao é pedido para se achar os reticulados.

Nesse contexto surge o algoritmo LLL, sigla para Lenstra-Lenstra-Lovasz. Esse
algoritmo busca a reducao de bases para reticulados. Ele foi proposto por Arjen
K. Lenstra, Hendrik W. Lenstra Jr. e Laszl6 Lovasz em 1982.

A histéria do algoritmo LLL remonta aos esfor¢os para resolver problemas
fundamentais na teoria dos niimeros e na criptografia. Inicialmente desenvolvido
como uma técnica para resolver o problema de vetor mais curto (CVP) em reticu-
lados, o algoritmo LLL logo se tornou uma ferramenta essencial em varias areas
da matematica aplicada e da ciéncia da computagao.

As aplicacoes do algoritmo LLL sdo vastas e abrangem véarias disciplinas. Na
criptografia, ¢ utilizado para resolver problemas relacionados com sistemas de
chave publica, como criptoanalise de criptossistemas baseados em reticulados. Na
teoria dos ntimeros, é empregado em problemas relacionados a decomposi¢ao de
inteiros e fatoracao de nimeros.

Além disso, o algoritmo LLL encontra aplicacao em areas como processamento
de sinais, design de cédigos, aprendizado de maquina e otimizagao combinatoéria.
Sua eficAcia em reduzir bases de reticulados de forma polinomial o torna uma
ferramenta valiosa em problemas de otimizacao linear e nao linear.

Em nosso objetivo o LLL tem papel fundamental na reducao dos limites supe-
riores para solugoes de equacoes e desigualdades Diofantinas, no entanto devido
a grandeza e complexidade de aplicacao desses limites superiores no algoritmo,
faz-se necessario o auxilio de uma ferramenta que sera nossa aliada, o Magma.

O Magma é um software de algebra computacional desenvolvido pela Univer-
sidade de Sydney na década de 1980. Desde entao, tornou-se uma ferramenta
essencial para resolver uma variedade de problemas em matemética e ciéncias
afins. Sua historia remonta a John Cannon e outros pesquisadores que buscavam
uma plataforma eficiente para realizar calculos complexos em &lgebra, teoria dos
numeros, geometria algébrica e outras areas da matematica.

O Magma é amplamente utilizado em diversas aplicagoes importantes, como
a resolucao de sistemas de equagoes algébricas, fatoracao de inteiros, criptografia,
andlise de curvas e superficies algébricas, entre outras. Sua flexibilidade e eficién-
cia 0 tornam uma escolha popular entre pesquisadores, educadores e profissionais
que lidam com problemas matematicos complexos. Sua capacidade de lidar com
calculos complexos e realizar anélises detalhadas o torna uma ferramenta valiosa
em muitos campos da matematica e ciéncias relacionadas.

Sua comunidade de usuarios e desenvolvedores é ativa e colaborativa, con-
tribuindo para a melhoria continua do software. Atualizacoes regulares e novos
recursos sao adicionados para atender as necessidades em constante evolucao dos
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USUATiOos.

Neste trabalho usaremos o LLL em conjunto com o Magma e outros resultados
para reduzir e encontrar com efetividade as solugoes das desigualdades e equagoes
Diofantinas exponenciais, esta ultima em particular dada por soma de potencias
de sequencias de Fibonacci.

Iniciaremos a proximo capitulo falando com detalhes sobre o fabuloso algo-
ritmo LLL, no capitulo seguinte, daremos uma breve introdugao sobre o software
Magma apontando os comandos de fundamental importancia para compreender
o desenrolar dos exemplos e demonstragoes, no capitulo subsequente apresentare-
mos breves resultados sobre a teoria de limites para formas lineares em logaritmo
e usaremos estes em conjunto com o conhecimentos dos capitulos anteriores para
solucionar desigualdades Diofantinas exponenciais. Por fim, no ultimo capitulo
apresentaremos um conjunto de resultado preliminares e com estes solucionaremos
uma equacao com soma de potenciais de sequencias de Fibonacci.
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Capitulo 1

Algoritmo LLL

O objetivo principal do algoritmo LLL é a reducao de bases de reticulados
definidos no R™. Esse algoritmo representa um avanco significativo no estudo dos
reticulados, permitindo a traducao de problemas matematicos para o contexto dos
reticulados.

O algoritmo LLL, cujos autores sao Arjen K. Lenstra, Hendrik W. Lenstra
e Laszlo Lovasz, foi proposto no artigo intitulado "Factoring Polynomials with
Rational Coefficients", publicado em 1982.

Uma possivel origem para o algoritmo LLL, conforme Nguyen [9], remonta a
maio de 1980, quando Peter van Emde Boas estava visitando Roma. Durante sua
estadia, ele discutiu um problema especifico com Alberto Marchetti-Spaccamela.

O problema em questao era determinar se era possivel, em tempo polinomial,
verificar se existe um ponto com coeficientes inteiros dentro do triangulo formado
por trés pontos com coordenadas racionais em um plano. A principio, a resposta
parecia simples: para triangulos grandes, a resposta seria afirmativa, e para tri-
angulos pequenos, seria razoavel esperar apenas um pequeno nimero de pontos
inteiros proximos para verificacdo. No entanto, esse raciocinio nao se aplicava a
triangulos extremamente longos e finos.

Embora fosse possivel transformar um triangulo tao delgado em um com uma
forma mais "arredondada", essa transformagao afetava o reticulado associado. Van
Emde Boas e Marchetti-Spaccamela encontraram dificuldades ao lidar com esses
reticulados inclinados. Ao retornar a Amsterda, Van Emde Boas consultou Hen-
drik Lenstra sobre o problema. Lenstra prontamente sugeriu que a reducao de
reticulado desenvolvida por Gauss quase duzentos anos antes poderia resolver esse
problema.

11
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1.1 Espaco Euclidiano R"

Inicialmente vamos definir o espaco onde iremos trabalhar e suas ferramentas
fundamentais.

Consideramos n-uplas dos elementos de um campo R como sendo os vetores
colunas ou vetores linhas

X1

X = ZEZQ e R", X:[xl To ... xn}ER”.

Tn

Usaremos ambas as notacoes ao longo deste escrito, e quando for necesséario deixarei
claro qual delas deve ser considerada para que nao haja erro de interpretacao.
Antes de tudo, vamos primeiro definir algumas operacoes e lemas bésicos sem
apresentar as demonstragbes, mais o leitor pode encontra-las em Bremner [1].

Definicao 1. Dados dois vetores x, y de n-uplas do campo R™ definimos a soma,
multiplicacao por escalar e produto interno respectivamente por

z1 (1 Ti+
Xty = T2 N Z/.Q | + Y2
T arq
ax = a x:2 = Cl.:%'z aeR
T azy,
il Y1 .
X-y= $:2 : y:Q Zzl’z‘yi-
x'n yn i=1

Além disso a norma de um vetor x € R" fica definida como

x| =vx-x=

Com isso apresentados os seguinte lemas,
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Lema 1. Dois vetores X,y € R" sao ditos ortogonais se é somente se x -y = 0.

Lema 2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores x,y € R”
vale a sequinte desigualdade,

Ix-y| < |x]- |yl

Definigcao 2. Dados vetores x,y € R" com 'y # 0, definimos u e v como sendo
respectivamente os componentes paralelo a x e ortogonal a'y dados por

3) 3)
u= 'Yy, V=X "y
y-y y-y

Definicao 3. Os vetores X1,Xa, ..., Xy € R" sdo ditos lineramente independen-
tes se a combinacao linear desses vetores

a1X1 + agXa + ...+ axx =0 (a1, as,...,a; € R)

possui somente a solugcao trivial a, = 0, Vk € N. Caso contrario os vetores sao
ditos lineramente dependentes.

Além disso, denotaremos os vetores canonicos do R™ por ey, eq, ..., €,, que por
definicao possuem a i-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a zero.

1.2 Reticulados

Nessa subsecdao sera apresentado a definicao formal dos reticulado e algumas
de suas propriedades.

Definicao 4. Seja x1,Xa, ..., Xy uma base do R™ para n > 1. O Reticulado com
base x1,X3,...,Xn € dimensao n € o conjunto I de todas as combinacoes lineares
dos vetores bases com coeficientes inteiros, ou seja

L=7x;+Zxg+..+7Zxy= {Z a;xilay, as, ..., a, € Z} .

i=1

As bases xj,Xg,...,X, sa0 ditas geradoras do reticulado. Além disso, para
i =1,2,...,n, escrevemos X; = (Z;1,..., i) € formamos a matrix X = (x;;) de
ordem n X n cujo vetores bases de IL sao as linhas da matriz X. Assim,

| det (X)| = det(L), (1.1)

onde det(L) é dito determinante do reticulado.
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E facil nota que, quando o reticulado possui dimensdo maior ou igual a dois
existem vetores yi1,ya, ..., yn diferentes de x1,Xs, ..., X, que também sao base de
L. Para ver isso considere uma base X e uma matriz C' = (¢;;), n X n com entradas
inteiras e determinante igual a £1 (Matriz Unimodular), definindo entdo

Y =CX
e usando a equacao 1 temos,
|det(Y)| = || det(CX)| = | det(X)] = | det(L)].
Portanto Y é um outra base para .. Assim temos o seguinte corolario
Corolario 3. O determinante do reticulado nao depende da base.
Vejamos um exemplo contendo tudo que foi exposto até aqui.

Exemplo 1. Seja L um reticulado com base definida pelos vetores x4 = (4,5,1),
x2 = (4,8,2) e x3 = (6,2, 6) pertencentes ao R®. A matriz base de L é dada entdo
por

4 5 1
X=14 8 2 det(L) = |det(X)| = 76
6 2 6
Escolhendo uma matriz unimodular qualquer C, por exemplo
2 1 4
C=]-21 -1 det(C) =1
-1 2 2
consequimos calcular uma nova base Y para 1L,
2 1 4 4 5 1
Y=CX=Y=|-21 -1 4 8 2
-1 2 2 6 2 6
36 26 28
Y=| -10 —4 —6 det(L) = |det(Y)| = 76
16 15 15

Com esse exemplo podemos ver o quao facil é comecar com uma base composta
por vetores curtos e, em seguida, produzir outras bases compostas por vetores
muito mais longos. Em nosso contexto, é muito mais interessante e importante
fazer exatamente o oposto: Dada uma base para um reticulado, que em geral
¢ composta por vetores longos, queremos encontrar outra base "reduzida'para
o mesmo reticulado, ou seja, uma base composta por vetores curtos. Este é o
problema fundamental da reducao de base de reticulados. Para entender como
podemos encontrar essa base reduzida, precisamos primeiramente compreender a
ortogonalizacao de Gram-Schmidt.
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1.3 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

O Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt é um método para ortogo-
nalizacao de um conjunto de vetores linearmente independentes em um espaco
definido com produto interno euclidiano, normalmente o espacgo euclidiano R™.

O nome do processo é uma homenagem a Jorge Pedersen Gram e Erhard Sch-
midt, que apesar de nao o terem descoberto foi utilizado por Gram em sua tese de
doutorado e por Schmidt em seus estudos sobre espacos vetoriais.

O método fixa um dos vetores e sequencialmente projeta os outros de maneira
ortogonal ao anterior, ortogonalizando entre si todos os vetores. Vejamos com
mais detalhes: Considere uma base qualquer do R™ dada por x1, ..., X, 0 objetivo
é construir uma base ortogonal z7,...,x) para R", de inicio tomemos o primeiro
vetor x] = X;, agora necessitamos de um vetor =3 que seja ortogonal a x7, isto &,
x5 - 7 = 0, podemos olhar par x5 como sendo xg menos a proje¢ao ortogonal de
Xo sobre Xq, isto é,

Ty = Xg — LT

X1

Figura 1.1: Representacao

i € escolhido de tal maneira que
xy -] =0
(xp — pry) -7 =0
resolvendo esta equagao, temos
Xg -] —pxy-x] =0

* * *
pHx] - x] = Xg - T)

Xg * X]

ILL:
Ty x]

logo o segundo vetor ortogonal ¢ dado por

*
Xz'xl *
$1.

*
To = Xo —
2 2

7 -]
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O terceiro vetor tem deve ser ortogonal a z] e xj simultaneamente, assim deve
satisfazer
* *
Ty x5 =0

desse modo

*

_ 3 * *
Ty = X" — YTy — NI

resolvendo as equacoes temos

Xg - T5
T = * *
Lo+ Lo
X3'l’>{
7’]:—
xy - x]

portanto o terceiro vetor é calculado por

* *
3 X3:Ty , X3 I

*

1-

T3 =X

* * * *
Ty - Ty Ty -2y

Repetindo esse processo de maneira sucessiva conseguimos encontra todos o vetores
ortogonais z7, 75, ..., z). Estabelecemos entao a seguinte definicao,

Definigao 5. Seja x1,...,x, uma base do R". A ortogonalizagao de Gram-
Schmidt (OGS) de xq, ..., Xy € a base x5, ...,x} dada por:

*_
T = X1,
—1
* < * Xi'fLAf . .
xi:Xi_E Py, pig = ——r (1 <j<i<n),

onde os p;; serao chamados de coeficientes da OGS .

Observe que nao estamos exigindo a normalizacao do vetores. Escrevendo
r; = (T, ..., Tipn) definimos a matriz X* = (z7;), onde suas linhas sdo os vetores
da OGS, de maneira similar temos X = (x;;). Vejamos entao alguns exemplos

Exemplo 2. Sejam os vetores x; = (6,9,—5), xa = (4,-2,4), x3 = (2,8,4)
geradores do espaco R, vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt para obter uma base ortogonal do R3. Primeiramente definimos

SL’T =X1= (6797 _5)
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agora temos que,
* *
Ty = X2 — H217y
calculando o coeficiente oy temos

Cxew (4,-24)-(6,9,-5) 7
B = s T (6,9, -5) - (6,9, —5) 71

seque entao que
7
x5 = (4,-2,4) + —(6,9,—5)

71
. 326 79 249
Lo=|—,—=,— | .
2 717 710 71

Agora vamos encontrar x3, temos
* * *
LT3 = X3 — H31Ty — H32T9
calculando os coeficientes

Coxgea (2,8,4)(6,9,-5) 32
Aot = ey T (6,9, -5) - (6,9, —5) 71

326 79 249
2,8,4)- (2=, -5, ==
xgeah (2.8,4) (71’ 71’71) 508
M ey 326 79 249\ (326 79 249Y 1229
7107171 7107171
dai,
. 32 508 (326 79 249
T3 = (27874) - ﬁ(679a _5) - 1229 (Wa _ﬁa W)

*

.1'3:

3198 5412 5904
1229’ 1229’ 1229

portanto a nova base ortogonal é

C_(6.9.-5) 326 79 249 . 3198 5412 5904
T = — To=|——,—o, = To=|— .
! T 2 717 710 71 3 1229 1229’ 1229

Exemplo 3. Agora vamos aplicar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
para obter uma base ortogonal do espagco R com os vetores x; = (—1,5,7,2), X3 =
(4,0,-3,8), x3 = (2,-8,0,1) e x4 = (9,-8,0,1). Primeiramente, definimos:

xy =z =(-1,5,7,2)
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Agora, para i, temos:

* *
Lo = T2 — {211y

Calculando o coeficiente fio;:

L mpert (4,0,-3.8)-(-1,5,7,2) 9
bt = ey T (21,5,7,2) - (=1,5,7,2) 79

Agora, substituimos x] e pi91 para enconlrar T:

9 307 45 174 650
73 =(4,0,-3,8) + 5(~1,5,7,2) = ( )

79779 79779

Para x3, temos:

* * *
Ly = T3 — H31Ty — H32Ly

Calculando os coeficientes sy e pisa:

xs -t (2,-8,0,1)-(=1,5,7,2) 40

Bt = o e T (C1,5,7,2) - (—1,5,7,2) 79
307 45 174 650
2.-8.0,1). (o0 22 202 2
- (2,-8,0,1) (79’79’ 79’79) 452

Mo = 5wy T /307 45 174 650\ (307 45 174 650\ 3475
79°79° 79 79 7979 79 79

Agora, substituimos 7y, 3, |31 € 32 para encontrar T:

40

ot =(2,-8,0,1) — (--) (—1,5,7,2) —

452 (307 45 174 650
79

3475\ 7979 79’79

“3 =\ 34757 695 ° 3475 ' 139

Finalmente, para x, temos:

. (3434 3852 13312 131)

Ty = Ty — Ha1T] — flaaTy — [L43T3
Calculando os coeficientes g1, [tz € fi43:
ry-xy (9,-8,0,1)-(—1,5,7,2) 47

B oy T (C1,5,7,2) - (—1,5,7,2) 719
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307 45 174 650
0,-8,0,1) [ =0, =, ——= 2=
A (9,-8,0,1) <79’79’ 79’79> 3053
P = e ey T /307 45 174 650\ (307 45 174 650\ 6950
79779 79779 79779 79 79

3434 3852 13312 131

% (97_87071) y ) Y Ton

s 3475° 695 3475 ' 139
Has = o T 73431 3352 13312 131\ (3434 3852 13312 131
34757 695 7 34757139 34757 6957 34757139

188261
H45 = 164223
Agora, substituimos x7y, x5, T35, [ia1, fa2 € [43 Para encontrar T :

7 3053 (307 45 174 650)

4
£ =1(9,-8,0,1) + —(—1,5,7,2) — —— [ = = = ==
1= 0800+ 75(=157.2) ~ 5o 707 70 " 790 79

188261 (3434 3852 13312 131)

164223 \ 3475° 695’ 3475 ' 139

662812007 1064929681 3323071291 5114081
1092618507 218523700 * 109261850 ~ 109261850

Portanto, a nova base ortogonal é:

*

.174:

zi = (-1,5,7,2)

307 45 174 650
- (7_97_9_%%)
o (3434 3852 13312 @)
5 \34757 6957 34757 139

. <2154810 302180 2698045 65655 )

&
N

Y47\ 2053177° 2053177 2053177° 2053177

Definicao 6. Sejam os coeficientes da ortogonaliza¢io de Gram-Schmidt (p;;),
definimos M como a matriz triangular inferior:
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E facil ver que se todos os coeficientes da OGS sao nulos entdo vale
X=MX".
A OGS traz diversas propriedades, dentre elas temos o seguinte teorema

Teorema 4 (Teorema de Gram-Shmidt). Seja X1, Xa, ..., X, uma base do R™ e seja
xy,x%, ..., xh sua ortogonaliza¢do de Gram-Shmidt. Seja X (respectivamente X*)
uma matriz n X n em que suas i linhas sdo os vetores x; (respectivamente x}) para
1 <1< n. Entao,

(i) x; -2; =0para 1 <i<j<n

(ii) O espago gerado por (x7, x5, ..., x}) € igual ao espago gerado por (X1,Xa, ..., Xk)
para 1 < k < n.

(11i) O wvetor x} é a projecao de Xy no complemento ortogonal de espago gerado
por (X1,Xsa,...,Xx_1) para 1 < k < n.

() |xf| < |xk| para 1 <k <n.
(v) det(X*) = det(X).

Demonstragao. (i) Vamos aplicar induc¢ao em j. Para j = 1, ndo ha nada a provar.
Suponha que a afirmacgao seja verdadeira para algum j > 1. Paral <i < j+1
temos por definicao

J
* * _ * . _ i *
Ly~ Ljp = Ty <XJ+1 E My+1,k$k>

k=1

usando a bilinearidade do produto escalar

j

_ * * *

=& Xy T E Hj+1,kTi « L
k=1

pela hipotese de indugao

=} Xjp1 — fiy(T] - T7)
i Y
Portanto, z] - x;k =0paral <i1<j<n.

(ii) Se i = 1 temos que X; pertence ao espago gerado por (z7,...,z%) para
1 <i <k, e, portanto,

span(xy,...,Xx) C span(xy,...,z5).
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Para a inclusao reversa, usamos inducao em k. Para k = 1 temos z] = X3 e,
portanto, a afirmacao é 6bvia. Suponha que a afirmacao seja verdadeira para
algum k£ > 1. Usando a Defini¢ao 5, obtemos

k
* * * *
Ty = Xk+1 — E HEk4+1,5T; = Xk+1 +vy, yYE span(:nl, ce >$k)-
i=1
A hipotese de inducdo da span(z],...,z;) C span(Xy,...,Xg), ¢ assim a tltima
equacdo implica z,, € span(xy, ..., Xk+1). Portanto,
* *
span(zy, ..., o) C span(Xy, ..., Xky1).
(iii) Para simplificar a notagao, escrevemos U = span(z1, ..., Ty 1); entdo Ut

é o subespacgo de R" consistindo de todos os vetores y tais que y -z = 0 para todo
vetor x € U. Existe uma decomposicao tinica xy = ), +y onde z}, € U+ e y € U;
aqui, z}, é a projegdo de xj sobre o complemento ortogonal de U. Assim, sendo
Wi = 1 temos

k—1
* *
Xg =2, + E M-
Jj=1
_ * * *x
Pela parte (b), temos U = span(z7,...,x5_ ), € portanto =} = x}.
(iv) Usando a parte (a), vemos que
k—1
* *
Xk = T, + E Hkj T
=1
implica
k—1
2 * |2 2 *|2
xil® = i+ ) iyl
j=1
Como cada termo na soma é nao-negativo, isso prova a afirmacao.

(v) Da defini¢ao 6, X = M X*, onde M = (u;;) ¢ uma matriz triangular inferior
com p; = 1 para 1 <7 <n. Logo, det(M) = 1, e portanto

det(X) = det(M) det(X™) = det(X™).
O

Com o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt em maos estamos prontos
para o topico especial.
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1.4 Reducao de base LLL

Neste capitulo mostraremos como reduzir a base de um reticulado de maneira
a conseguir uma base mais curta e proxima da ortogonalidade.

Da definicao 4 lembramos que um reticulado I de dimensao n é um conjunto
formado por todas as combinacoes lineares de vetores xi,Xa,...,X, € R", e estes
por sua vez sao chamados de base do reticulado. Além disso, a forma matricial
para o reticulado ¢ dada pela matriz X cujas linhas sao os vetores x;,Xa, ..., Xp,

11 T12 ... Tip

To1 T2 ... Top
X =

Tnl Tp2 ... Tpn

O objetivo é, dado um reticulado IL, como podemos reduzir sua base de tal maneira
que ela seja mais curta e préoxima da ortogonalidade?, bem primeiramente vejamos
algumas definicoes e teoremas.

Definicao 7. Uma operacao unimodular de linhas em uma matriz € uma das
sequintes operacoes elementares

o Multiplicar qualquer linha por —1.
e Permuta quaisquer duas linhas.
e Soma um multiplo inteiro de uma linha a qualquer outra linha.

Definicao 8 (Redugao LLL). O parametro de redugao, denotado por o, é um
nimero real tal que 1/4 < a < 1. O wvalor padrao para este parémetro é o = 3/4.

Sejam 1, %o, . .., x, uma base ordenada do reticulado I em R", e x5, 25, ..., x}
a sua ortogonalizacao de Gram-Schmidt. A base x1,xo,...,x, € considerada -
reduzida (ou LLL-reduzida com parametro «) se satisfizer as sequintes con-
digoes:

1. |,uz-j|§%pam1§j<i§n7
2. |of + piiazi|* > alxr |* para 2 <i<n.

A condigao (1) afirma que cada vetor de base x; é "quase ortogonal"ao espago

gerado pelos vetores anteriores, ja que, pelo Teorema 0.4, temos span(zy,...,x;_1) =
* *

span(xy, ...,z ).

A condigdo (2) indica que a troca entre x;_; e x;, seguida pelo recalculo do
GSO, pode gerar um novo vetor mais curto X! = X + ;;_1X;,_;, mas nao consi-

) i ) » 1—1

deravelmente mais curto.
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A condicdo (2) é conhecida como condi¢ao de troca. Observe que
27 + piiaw P > alziy P = (2] + palel])” > alel, P
= [a7* + 2@ |25 | 4+ (ii-1)?[27, ] > afai_y|?
Dado que 7,3, ..., x) sao ortogonais, podemos reescreve-la como:
|25 2+ (ii1)?[2f [ > oy
|27 [* > (o - N?,Fl”leﬂz para 2 <4 < n.

Definicao 9. Definimos o pardmetro auzxiliar 8 da sequinte forma:

4
ﬂ =
4o — 1
de modo que B > % e % =a— }l. Para o valor padrao o = i—i, obtemos = 2.
Proposicao 5. Se x1, 2o, ..., x, formam uma base a-reduzida da reticulado I em
R", e xj,x5,...,2) € a sua ortogonalizacao de Gram-Schmidt, entao:

(a) |Ij|2 < Bz para 1 < j <i<mn,

n(n—1)
4

(b) det(L) < |xq]|z2| ... |z <5 det(LL),

() |z1] < B"F (det(LL))"/",
onde 3 e o pardmetro auziliar definido anteriormente.

Demonstracao. As condigoes 1 e 2 para uma « -reducao implicam que, para 1 <
1 < n tenhamos

1 1
[ = (@ = ) lia* 2 (o= Pl P = Sl

8
Logo |z7_,|* < Blx}|?, e por indugao conseguimos
el < 87 (L<j<i<n). (1.2)

Tomando a definicao dos vetores da OGS

i—1

* *

T, =, + E ﬂij$j7
j=1
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e sendo estes ortogonais temos
i—1
il = | P 4+ gl .
j=1
considerando a defini¢ao 8 junto a desigualdade (2) temos,
r%F<mW+§f%wﬂﬁP=(r+1§?¢~>MW
=Ty i 11 i

usando a formula para soma de sequencia geométrica no obtemos,

1 i
mﬁs(rw~5 B)WW

i -1

aplicando indugao chegamos a

O caso 7 =1 é trivial. Para os outros casos ¢é suficiente mostrar que

1 -8 B -
1+1'5—1§6<1+M6—D)'

Uma vez que 8 > 4/3, multiplicando por 4(f—1) temos uma inequagao equivalente,
simplificando entao

(6-1)3B8—4) =0,
o que é obvio uma vez que 5 > 4/3. Temos agora que
jz|* < B ]

usando (2)

o2 < B3P < A 1< <i<n
o que demonstra a afirmacao (a). Do teorema de Gram-Schmidt nos sabemos que

det(LL) = [x[[xa] - - x| < [xa[xaf - - %,
o que prova o lado esquerdo da desigualdade em (b), de |z;|> < 87|x}|? temos

’X1|2‘X2|2 L |Xn’2 < ﬁO+1+2+...+(n71)|XT‘2|X§|2 L ‘XZ|27
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e portanto

X1 ||Xa| - Xy < ﬁ”(”_l)/‘l x| - - - x| = 5”(n—1)/4 det(L),
111X

ol
o que mostra a desigualdade da direita em (b). Colocando j =1 em (a) temos
o[ < B (1<i<n),

e aplicando o produto sobre : = 1,2, ...,n temos

|X1|2n < 60+1+2+m+(n71)|XT|2|X§’2 L. |X7*1|2 — 5n(n71)/2 det(L)2,
aplicando agora para a 2n — ezima raiz provamos (c). [
Proposicao 6. Sejam 1, s, ..., %, uma base de R™ e 7, x5,...,x} sua ortogo-
nalizacao de Gram-Schmidt. Seja L o reticulado gerado por x1,xs,...,x,. Para

qualquer vetor nao nulo y € L, temos
ly| = minf[z]], |23],. .., [2]}-

Isso €, qualquer vetor nao nulo do reticulado € pelo menos tao longo quanto o vetor
mais curto na ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Demonstracao. Seja y qualquer elemento nao nulo de L:

n
Y= E TiZi,
=1

onde r; € Z para 1l <i <n. Como y # 0, temos r; # 0 para algum 7; seja k o maior
indice tal que r; # 0. Usando a Defini¢ao 5, podemos expressar x1,Zs, ..., T, em

*

termos de x7,x5,...,2):

k n k n
- * *
=D Y Hr = )Y ik,
i=1 7=1 i=1 j=1

Invertendo a ordem da soma, e usando g, = 1, obtemos

i k—1
j=1

i=1 \i=j
para alguns vq, ..., ;-1 € R. Como 7,235, ..., 2 sao ortogonais, obtemos

k—1

Yl =il + ) vl
j=1
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Como rj, é um inteiro nao nulo, temos 77 > 1, e entdo

k-1

[yl > |2 + ) vilagl
j=1

Todos os termos na soma sao nao negativos, e portanto
2 %2 : *|2 * |2
yl” = | [” = min{[z1[, .. 23]}
Tomando a raiz quadrada completamos a prova. O

Teorema 7 (Teorema LLL). Se 1,xs,...,2, € uma a-redu¢io de base de um
reticulado . C R" ey € I qualquer vetor nao nulo, entao

71| < BOH2)y).

Em particular, o primeiro vetor da a-reducio de base nio é maior que S"—D/2

vezes o menor vetor nao nulo de L.

Demonstra¢ao. Sejam x7, x5, ..., x) aortogonalizacao de Gram-Schmidt de z1, zo, . ..

L. Pela definicao de uma base a-reduzida, para 2 < i < n temos

1
271" > (o — gy eio P > (o = 1/4)|2f, 2 = Zlaiy )™

B

Uma vez que x] = x1, isso resulta em
|21 = [27]* < Blag|* < Ba3)* < -0 < BT gl
e, portanto, para 1 <17 < n temos
i ? > 57V
A Proposicao 6 agora mostra que para qualquer vetor nao nulo y € I temos
lyl > min{|a7],..., |25} > 870,
e isso completa a prova. 0
Vejamos agora como funciona na pratica

Exemplo 4. Considere um reticulado I de dimensao 3 gerado pelos vetores x1 =
(4,5,1), xo = (4,8,2) e x3 = (6,2,6). A matriz base desse reticulado, os coefici-
entes e o quadrado do modulo dos vetores da OGS serd denotado respectivamente
pelas matrizes X, (ui;) e (|xF]?). Assim para o reticulado L temos:

45 1 1 0 0 42
X=148 2|, (m)=1]2921 1 o0f, (=P) =] 82/21
6 2 6 20/21 —34/41 1 1444/41
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Consideremos o parametro de redu¢io o = 3/4. Nosso objetivo é reduzir a base do
reticulado de maneira a satisfazer as condigoes (1) e (2) da Definicao 8. Vamos
reduzir os coeficientes da OGS dd direita para a esquerda linha por linha, veja que
\po1] = 29/21 > 1/2, tomamos |21 | = 1 entdo fazemos xo = xo — 1 - 21, dai

4 5 1 1 0 0 42
Xp=103 1|, (u)=1] 8/21 1 01, (zi*) =1 82/21
6 2 6 20/21 —34/41 1 1444/41

observe que agora temos |u21| = 8/21 < 1/2, testamos agora a condigdo de troca
para o pardmetro padrao o = 3/4,

82 3 64 82 _ 1067
> - 42 >
4 441

o oS 20 g
21 = = 51 2 gg (Falso)

devemos entao permutar entao as linhas 2 e 1, dai

0 3 1 1 0 0 10
Xo= |45 1|, (u)=1| 8/5 L0, (=)= 82/21
6 2 6 20/21 —34/41 1 1444/41

veja que |po1| = 8/5 > 1/2. Observe que |us| = 8/5 > 1/2, tomamos [y | = 2
entao fazemos xo = x9 — 2 - x1, dai

0 3 1 1 0 0 10
Xs= |4 -1 =1 |, (uy)=1|-2/5 1 0/, (z;>)=|82/5
6 2 6 6/5 52/41 1 1444/41
testamos agora a condicao de troca
82 3 4 82 59
5 > (4_1 - 2—5> 10 = 5 > 1—0.(Verdadeiro)
Sequimos o processo agora para pse, observe que |uss| = 52/41 > 1/2 tomamos
[us2| =1 entdo fazemos x3 = x5 — 1 - x9, dai
0 3 1 1 0 0 10
20 3 7 8/5 11/41 1 1444 /41
temos entao |use| = 11/41 < 1/2. testamos agora a condi¢ao de troca para o

pardmetro padrao o = 3/4,

1444> 3 121 82 1444 4559
4 1681

il s e '
T g = 11 2 10 (Verdadeiro)
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sequimos o processo para pz, observe |usi| = 8/5 > 1/2, entdo fazemos x3 =
r3 — 211, dai

0 3 1 1 0 0 10
Xs=|4 -1 =1 |, (uy)=1|-2/5 1 0/, (=)= 82/5

2 -3 5 —2/5 11/41 1 1444/41

temos entdo |puga| = 2/5 < 1/2. testamos agora a condi¢io de troca para o pard-
metro padrao a = 3/4,

1444 3 121 82 1444 45 9
Vil (Z - —1681) T 2 —4 (Verdadeiro)
0 3 1 1 0 0 10
Xs= |4 =1 =1 |, (ug)=1-2/5 1 01, () =1]82/5
2 -3 5 “9/5 11/41 1 144441

logo, vemos que as condicoes

1
1. |,u¢j|§§,pam1§j<i§n.
2. \:Cﬂ2 > (o — N?,i71)|37?71’2: para 2 < i < n.

sao satisfeitas, portanto a base 3/4-reduzida do reticulado € representada pela ma-
triz X5. Considerando agora a nova base 3/4 — reduzida 1 = (0,3,1), 29 =
(4,—1,-1),23 = (2,—3,5) e o pardmetro auziliar 5 = 2, temos

1(0,3,1)] < 267D2]y| = 2y|
Vi0 < 2ly|

para qualquer vetor nao nulo y € L. O que de fato acontece pois considerando a
nova base, qualquer vetor'y € da formay = a(0,3,1) 4+ b(4,—1,—1) 4+ ¢(2, -3, 5),
substituindo temos

V10 < 2]a(0,3,1) +b(4,—1,—1) + ¢(2, -3, 5)|

assim e fdcil ver que
V10 <2 (\a]\/ 10 + |b| V18 + ]c]\/38) para qualquer a,b,c € 7

exceto a = b = c = 0 e portanto vale o teorema LLL. Além disso vamos testar a
condi¢ao (¢) da proposicao 20. Do Exemplo 0.1.1 temos det(IL) = 76 e sendo 3
como acima temos

V10 < 2Y2(76)1° = V10 < V2 - V76 = 3,16 < 5,99.
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Observe que para o nosso exemplo usamos um total de 5 passo para encontra
a base 3/4-reduzida, no entanto é perceptivel naturalmente que dependendo da
dimensao do reticulado e dos parametros escolhidos a quantidade de passos pode
aumentar bastante, e nos deparamos com a pergunta: Existe um limite de passos?.
Em vista disto temos o seguinte teorema,

Teorema 8. O numero total de passos no loop do algoritmo LLL é no mdximo

2log B
log

n(n—1)+(n—-1),

onde B <+vn-A2, n éaordem da matriz e X € tal que |x;;| < X para 1l <i,5 <n.

Demonstragcao. Devido a grande quantidade de lemas e teoremas necessarios para
a prova desse teorema, optamos por omitir sua demonstracao, mas caso o leitor
tenha interesse pode consultar Bremner [1, teorema 4.19].

]

Aplicando-o ao nosso exemplo anterior com parametro de redugdo o = 3/4 o
nimero maximo de passos é

+ 2 = 116.

12log V3 - 92
N 3

1 —
0g4

Neste ponto, o leitor pode questionar por que escolhemos o valor o« = 3/4 como
parametro de reducao em vez de outro valor, considerando que esse parametro
pode variar dentro do intervalo 0 < a < 1. E importante observar que no limite
superior do parametro, o teorema & indica que seria necessario um numero infinito
de passos para realizar a reducao, o que nao é viavel, apesar deste garantir a melhor
reducao. Por outro lado, no limite inferior do parametro, apenas alguns poucos
passos seriam necessarios, mas a reducao resultante seria "fraca'". Portanto, o
valor de 3/4 é aquele com o qual alcangamos o resultado mais significativo e viavel
para a reducao, e é por isso que o utilizaremos em todas as reducgoes futuras.

Vejamos mais um exemplo de reducao, no entanto dessa vez, devido a dimensao
do reticulado usaremos o software Magma para calcular essa reducao. No capitulo
2 especificaremos com detalhes os comandos utilizados para essa aplicacao do LLL
via software Magma.
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Exemplo 5. Consideremos o reticuladolLde dimensao 8 gerado pela matriz
8§ -3 -3 -9 1 9 -3 —9]

-7 5 1 1 9 -3 —4 =2
-5 2 1 -3 -4 5 5 4

X = :‘51 8 _g _g _g g _é _2 det(X) = —1067148
-8 -2 3 5 -1 7 7 4
3 -9 3 -7 3 2 -3 2
-4 -2 -8 6 0 4 -9 7

aplicando a redug¢iao LLL conseguimos, com pardmetro o = 3/4, a sequinte base
3/4-reduzida:

2 -1 -2 4 1 -1 =3 -1
-3 1 -1 1 -3 4 2 3
-3 4 0 -3 1 -3 0 O

C = _g :; ? (2) _1 _‘11 ;11 :g det(C') = 1067148,
1 4 3 2 3 -2 0 1
-1 -4 0 0 5 1 1 =2
-4 -3 -1 -3 0 -3 -1 5

O ndmero de passos feito pelo algoritmo € no mdrimo

_ 112log V8- 9?

log —
0og 1

+ 7 = 1267.

Afim de obter um limite inferior para o comprimento dos vetores diferentes de
zero de um reticulado I' considere a seguinte definicao:

Defini¢ao 10. Seja I' um reticulado de dimensdo n e |-| a norma euclidiana no
R™. Definimos
[(T') = min |x|.
0#zel’

Em palavras, 1(T") é a menor norma de um vetor nao nulo dentre todos os vetores
de um reticulado.

Assim, temos o seguinte lema:

Lema 9. Sejam xq, xs, ..., x, uma base reduzida de um reticulado T'. Entao

[(T) > 2~ (=72 |.
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Demonstra¢ao. Suponha que x4, xs, ..., , seja uma base 3/4-reduzida de um re-
ticulado T' e 27, 23, ..., 2% sua OGS. Pela proposi¢ao 5 (a) de uma base reduzida,
sabemos que |z}[? > B707Y|x|? para 1 < i < n, como a base é 3/4-reduzida,
temos [ = 2. Assim,

[ > B0 |y

] > 27V |

Agora, sendo [(I') a menor norma de um vetor ndo nulo em I' pelas propriedades
de OGS temos [(I") > |z | o que completa a prova do lema. O

Como mencionado antes, para nosso objetivo, devido a grandiosidade dos ni-
meros e operacoes envolvidas, faz-se necessario a presenca de um software que
forneca velocidade nos céalculos, e é isto que veremos agora.
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Capitulo 2

Aplicacao do LLL via software
Magma

Para a aplicagao do algoritmo de reducao de base LLL devido a complexidade
dos célculos envolvidos usaremos o software Magma. O Magma é um software de
algebra computacional utilizado em pesquisas matematicas de ensino superior. De
acordo com Steel [12], ele fornece uma ampla variedade de funcionalidades para
realizar calculos simbolicos e manipulagoes algébricas em diversas areas matemati-
cas, incluindo algebra, teoria dos nimeros, geometria algébrica, teoria dos grupos
e muito mais.

O software possui uma linguagem de programacao propria, que permite aos
usuarios criar scripts e programas para automatizar calculos complexos. Essa
linguagem é reconhecida por sua sintaxe clara e é acessivel até mesmo para aqueles
sem experiéncia extensiva em programagao.

O Magma é conhecido por sua facilidade de uso e integragdo com outros softwa-
res de algebra computacional, como GAP e SageMath, que para o nosso caso, nao
serd necessario. Além disso, sua comunidade ativa de usuarios e desenvolvedores
garante suporte continuo, atualizacoes e o desenvolvimento de recursos adicionais.

o Magma ¢ licenciado para uso em ambientes académicos e de pesquisa, tornando-
se uma ferramenta valiosa para estudantes, pesquisadores e matematicos que bus-
cam explorar e aplicar conceitos matematicos em varias disciplinas.

Os comandos que serao utilizados para aplicacao do LLL dada uma matriz B
estao na Figura Nela, o comando

B := RMatrizSpace(Integer Ring(),n,n)![...]
define uma matriz de ordem n x n com entradas definidas em R. O comando

L1 := Lattice(B);
L1;

33
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define a matriz B como como base de um reticulado. J4 o comando
C:=LLL(B: Proof := false);
C;

aplica a reducdo de base LLL com parametro de redugao padrao (o = 3/4) ao
reticulado L1 gerando assim a base reduzida C. Por fim, o comando

C1j;

NQ@ := Norm(C[1));
NQ;

R := SquareRoot(NQ);
R;

define um vetor linha da matriz C' (no exemplo é o primeiro vetor) e calcula a
norma euclidiana apresentando o resultado na ultima linha do cédigo.

E'L? vcardoso@inga: /home/vcardoso = O X

Figura 2.1: Exemplo De Aplicacao.
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Agora, com todas as ferramentas necessarias podemos da inicio a nosso obje-
tivo. Comecaremos primeiramente com as desigualdades Diofantinas exponenciais,
e no capitulo seguinte finalizaremos com uma equagao envolvendo soma de potén-
cias de sequencias de Fibonacci.
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Capitulo 3

Inequacoes Diofantinas
Exponenciais

As desigualdades Diofantinas exponenciais representam um dominio crucial
na teoria dos numeros, instigando a curiosidade e o fascinio de matemaéticos na
busca por solugbes inteiras (ou, de forma mais ampla, racionais) para expressoes
exponenciais que envolvem varidveis inteiras. Especificamente, essas desigualdades
sao expressas pela forma |a®™ — b*2| < @, onde a e b sdo inteiros positivos
predefinidos, e x1 e w9 sao varidveis inteiras. A resolucao dessas desigualdades
frequentemente apresenta desafios consideraveis dado & natureza exponencial das
expressoes envolvidas.

Essas desigualdades possuem amplas aplicacoes em diversas areas da mate-
maética, abrangendo desde a teoria dos niimeros até a criptografia e a otimizagao
combinatéria. Na teoria dos niimeros, por exemplo, a resolucao de desigualda-
des Diofantinas exponenciais desempenha um papel essencial na compreensao da
distribuicao de ntimeros inteiros em sequéncias exponenciais. Por outro lado, na
criptografia, essas desigualdades sao fundamentais para garantir a seguranca de
sistemas criptograficos baseados em reticulados.

Motivados pelo interesse gerado por essas desigualdades, este capitulo é de-
dicado exclusivamente a investigacao e abordagem das solucoes para este tipo
especifico de inequacao por meio do poderoso algoritmo LLL, com o apoio valioso
do software Magma. Assim, adentramos em uma jornada académica que busca
nao apenas compreender, mas também contribuir para o avango do conhecimento
matematico nesta area desafiadora e estimulante.

Antes de qualquer coisa vejamos inicialmente alguns breves resultados sobre
limites para formas lineares em logaritmo que nos serao essenciais.
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3.1 Limites para Formas Lineares em Logaritmo

A teoria das formas lineares em logaritmos é um campo fascinante da matema-
tica que tem suas raizes na teoria dos nimeros e na andlise Diofantina. Esta area
concentra-se no estudo das solugoes inteiras de equagoes lineares em logaritmos,
ou seja, equagoes da forma alogx 4+ blogy = ¢, onde a, b, e ¢ sdo constantes e = e
Y sao variaveis inteiras.

O interesse por essas equacgoes surge de sua importancia em varias areas da
matemaética aplicada, como a teoria da criptografia, a teoria dos nimeros compu-
tacionais e a teoria da informacao.

Ao longo do tempo, matematicos como Lagrange, Legendre, Gauss, Baker e
Birch desenvolveram técnicas poderosas para lidar com estas equacoes e resolve-
ram varios problemas importantes nesta drea. No entanto, ainda existem muitas
questoes em aberto e desafios a serem enfrentados, o que torna a teoria das formas
lineares em logaritmos um campo de pesquisa ativo e em constante evolucao.

Nesta subsecao apresentaremos alguns lemas essenciais para nosso estudo. Op-
tamos por nao citar estes lemas em sua totalidade, uma vez que os aplicamos
exclusivamente a logaritmos de inteiros racionais e coeficientes racionais. Esses
resultados estabelecem limites para formas lineares em logaritmos no cenario real.

Selecionamos resultados que fornecem constantes completamente explicitas, re-
sultando em limites superiores convenientes para as solucoes dos problemas dio-
fantinos que buscamos resolver. E importante ressaltar que, em principio, nossos
métodos para reduzir esses limites sao independentes do tamanho dos proprios
limites.

Para comecar seja pq, pa, ..., p, inteiros racionais tal que 2 < p; < py < ... < py.
Seja também by,....b, € Z e B = maxj<;<n |b;|. No caso real temos o seguinte
resultado.

Lema 10 (Waldschmidt). Seja o valor nao nulo

A=0by-log(py) + -+ -+ by, - log(p,).

Ponha
Vi =mazx(1l,logp;) i=1,..,n;
Q=V,- -V,
Cp = 29" .t log(eVily);
Cy = C - log(eVy,).
Entao

‘A| > e*(Cl-logB+Cz).
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Demonstragao. Demonstragao desse lema foi feita por Waldschmidt [12]. O

Lema 11. Seja a > 0,h > 1,b > (e2/h)", e seja x € R satisfazendo v < a +
b(log x)". Entao
z < (2a"" + 20" log(h"b))".

Demonstracao. Por (z; + 2)Y/" < 2 Uh 4 25 L/h , inferimos que
zh < ot 4 clog (xl/h)
onde ¢ = hb'/" > €2, Definindo 2'/" = (1 + y)clogc; entdo y > 0. Agora,

(1+y)cloge = aY" < a'" + clog(1 + y) + clog ¢ + cloglog ¢

/" + ey + clog e + cloglog e,
logo,
ye(loge — 1) < /" + cloglog c.
Segue-se, pelo fato de ¢ > €2, que
log ¢

V" = clog e + yeloge < clog e + (a*" 4 clogloge) < 2(a'/™ + clogc).

loge —1
O

3.2 Solucionando desigualdades Diofantinas

Sejam entao p, < ... < p; nimeros primos, onde t > 2. Seja S o conjunto de
todos os niimeros inteiros positivos compostos apenas por esses primos, assim

S={pl"..p/ 2 €Z,x; >0} vparai=1,..,t

Seja 0 < 0 < 1 um ndmero real fixo. Nesta dissertacao, estudaremos a seguinte
inequacgao Diofantina:
la® — b™2| < a®™

que, para simplificacao, sera generalizada como:
O<z—y<y (3.1)

onde z,y € S. Para uma solugdo z,y da equacdo (3.1), os finitos z € N para os
quais zz, zy também sdo solugdes da equacdo (3.1) podem ser facilmente encon-
trados. Portanto, podemos assumir que (z,y) = 1. Definimos

X = max ord,, (zy).

1<i<t
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Em outras palavras, a funcao X define a maior poténcia inteira entre os fatores
primos da inequacao. Tijdeman demonstrou que existe um niimero computavel c,
dependente apenas de py, tal que para todos z,y € S com = >y > 3,

y
(logy)°

rT—y>

Ao considerarmos as solugoes da desigualdade (3.1), surge a davida inicial
sobre a existéncia de solugoes muito grandes. No entanto, o teorema a seguir
nos esclarece que ha um limite superior para as solugoes de (3.1) que pode ser
encontrado calculando as constantes Cy e Cs.

Teorema 12 (Limites Superiores). Com a notac¢io acima ponhamos,

1 1 -1 _
Cy = 29720 ¢ max | 1, -logps - - - log py - og(e 108 pi-1)
log py 1—96
2log 2
Cs5 = & + 2C, log(eCylog py).
log p1

Entao as solugoes de (3.1) satisfazem X < Cj.

Demonstracao. Se y < x/2, entdo
y<z=y<zr-y=y<y,

como 0 < § < 1 temos

y1—6 < 1’

o que contradiz y > 1, logo y > x/2. Coloquemos A = log (E) entao dividindo
Y
toda a inequacao (3.1) por y

D<Al 1<y -9
y

e sendo y > x/2
X _(1_5) Xz 7(176)
0<A<—-——-1<y <<J
Y 2

x\ —(1-9)
$O<A<<§

como z = max(z,y) > p¥ no obtemos

0< A< 20y 70%, (3.2)
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Tomemos agora o Lema 10 de formas lineares em logaritmo, com n = t,q = 2.
Sendo B = X e p; > 3 temos V; = logp; para ¢ > 2 e o lema nos permite escreve
a seguinte desigualdade

A > ¢ (log X+log(elogp:))Ca(1—6) logpr
Combinando com a inequagao (3.2) temos
0 < e—(logX+log(elogpt))04(l—5) log p1 <A< 21—5p1*(1*5)x
6—(logX+10g(elogpt))C4(l—5)logp1 < 21—(5p1*(1*6)X
log (ef(logX+log(elogpt))04(176) logpl) < lOg (2176p1—(1—5)X>
—(log X + log(elogp;))Cs(1 —d)logp; < (1 —0)log2 — (1 —§)X logp,
(1-0)Xlogp < (1 —190)log2+ (log X + log(elogp,))Cy(1 —6)logp;

(1 —0)log2+ (log X + log(elog p;))Ca(1 — ) log ps
(1 —0)logpy

X <

o que implica

log 2
X < Cylog(elogp;) + l(;)g + Cylog X.

b1

Usando agora o resultado do Lema 11 com b = Cy, h = 1, a = Cylog (elog p;) +
log 2

e como Cy > €% temos

log p1
2log 2
X < 20, log (elog py) + =22 1+ 20, log(CY)
log p1
2log 2
X < 2Cy (log (¢ log py) + log(Cy)) + 2
log p1
portanto,
2log 2
< 208 + 2C, log(eCylog py).
log p1
m
Exemplo 6. Consideremos a segquinte inequagao
271 — 372| < 20m (3.3)

queremos encontrar um limite superior para suas solucoes. Com a notacao gene-
ralizada temos y = 2*' e x = 32, assim t = 2,p; = 2,ps = 3, escolhemos agora
0 =9/10 temos

1 log(e - log 2)
C, = 2°. 1.—— ) -log3. =2~ o4
: max( ’1og2> %82 T 9710
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C,=2".1,44-1,09-6,3=1,11-10'°
2log 2

Cs = oz 2 +2-1,11-10' log(el, 11 - 10% 1og 3)

Cs = 8,44 - 10"
assim as solugoes da inequacio (5) satisfazem X < 8,44 - 1017,
Exemplo 7. Considere agora uma inequacao tal que t =6 e p; = 2,3,5,7,11,13
para i = {1,...,6}, escolhemos 6 = 1/2 entdo
log(e - log 11)

1
Cy = 2% . max (1,—) -log 3 -logb-log7-logll-logl3- 1-1/2

log 2

C,=2%0.1,44-21,16-3,74 = 1,37 - 10%
~ 2log2
~ log13

5 +2-1,37-10% log(el, 37 - 10%® log 13)

Cs=1,7-10%*
logo, as solugoes da inequacio sao menores que 1,7 - 10%.

Agora que obtivemos um limite superior para as solugdes da Equacao (3.1),
abordaremos como reduzir esse limite. Para o caso em que t = 2, Gauss demons-
trou que é possivel resolver de maneira simples usando apenas fracoes continuas.
Portanto, concentraremos nossa atencao nos casos em que t > 3.

Para esses cenarios, empregaremos o algoritmo de reducao de base LLL para
diminuir o limite superior e encontrar todas as solu¢oes da inequagao (3.1). Supo-
nha que z, y seja uma solucao de (3.1). Definiremos z; = ord;(xz/y) parai =1, ..., t,
e X = maxj<i< |z;|. Seja C' um limite superior para X, por exemplo, C' = Cs.
Escolheremos constantes positivas v € Z, Cy € R, e definiremos

0; = [vCologpi| i=1,..,t

Considere agora o reticulado I' C Z!, gerado pelos vetores coluna da matriz

v 0 0]
Ao | b
0O ... v O
0, ... 0,1 0

Defina A = 2164 + - - - + x,0;. Entao,

vy ... 0 0 Z 1Y

0O ... v O : Ti—17Y
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com essa notacao, temos o seguinte lema tutil.

Lema 13. Suponha que, para uma solug¢ao de (3.1)

t

N

i=1
entao, parat=1,...,t temos

log(2'~9yCy) — log (|\| — 320, |2
(1 - 5) log p;

|ZE1’ <
Demonstracao. Seja
t
A =log <£) = Zx, log p;
Y i=1

entao

t

i=1

t
Z -Ti(h/CO 10821%] —vCo 10%1%’)

i=1

sendo |A| > >2!_, || temos

t
A =G| < Z |24

=1

como |A| — [7CoA| < |A — yChA| temos

t
Al = |7CoA| < Z |

i=1

logo,
A= S00
|A|Z’| Zz:l’x‘>0.
7Co
Da demonstracao do teorema 12 de limites superiores sabemos que
x\ —(1-9)
A< (—)
2
entao .
Al =iy lma| g2\ —(9)
<(3)
7Co 2
logo,

1-6 1/(1-6)
< 2 A1) S( 279Gy |>

RNEDB IS
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(3.4)

(3.5)
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dai desde que p/”! < max(z,y) =  concluimos

log (277 Cp) — log (|A] — 320_, |=:])

|| < T (3.6)
O
Corolario 14. Seja X um ndmero positivo tal que
I(T) > (4 4 (t — 1A X,. (3.7)
entdo a inequacdo (3.1) nao tem solugées para i =1,...,t,
log (—21_6700)
X / - 2] < Xo. (3.8)

(1 - 5) log p;

Demonstracao. Como x # y temos y # 0. Suponha agora que para todo ¢ tenha-
mos |z;| < X, entdo

t—1

(TP <y =+ af + X2 < (t—1)y° X3 + N2
=1

= () < (t—1)¥2X7 + )2

segue agora da demonstracao do teorema 12 que
N >I1(T)? = (t— 1D)y° XS > 47X,
o que nos infere

t
A=) il > 26X, — tX0 = X,
=1

aplicando agora o lema 13 o resultado segue. [

Para encontra um campo viavel de busca de solu¢oes da equagao (3.1) usa-
mos o corolario 14 para ajusta o limite superior C5 e consequentemente reduzir X
da seguinte maneira: Selecionamos Cp, ligeiramente maior que (tC5)". Se Cy for
substancialmente grande, o erro de arredondamento serd insignificante em com-
paracao com Cj, tornando seguro assumir v = 1. O parametro v é empregado
para manter o "erro de arredondamento"|yCylogp; — 6;| relativamente reduzido.
Calculamos os valores dos inteiros 6; com precisao e montamos a matriz base do
reticulado I' gerado pelo vetores colunas. Aplicamos a reducdo LLL nesta matriz
para conseguimos obter um limite inferior para [(I"') usando o lema 9. Podemos
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antecipar que esse limite sera da ordem de (det(I'))?

Consequentemente, podemos prever que

e aproximadamente ytC.

I(D) > (482 + (t — 1)?)V2 X,

sera valido com X, = (', caso contrario, devemos tentar um C mais elevado. Se
a desigualdade acima for confirmada, entao pelo corolario 14,

1-6
log (—2 7CO)
tXo
(1 - 5) log p;

oferece limites para |z;| e, por conseguinte, para X, na ordem de log(Cy/Cs), que
é da ordem de log C5. Assim a reducao do limite superior é, de fato, substancial.
Observe que lema 13 é mais preciso do que o seu corolario e, portanto, mais
apropriado para reduzir & um limite pequeno de Cs.

Agora, procedemos com detalhes.

|lz;| <

Exemplo 8. Considere a sequinte inequacao
0<z—y<y/? (3.9)

para t =3, p1 = 2,p2 = 3,p3 =5 e 6 = 1/2, de outra maneira, iremos encontrar
todas as solugdes de todas as desigualdades do tipo (3.9) formadas por z,y € S =
{2%.3%2.5% s x; € Z,x; > 0 para 1= (1,2,3)}. Inicialmente usando o Teorema
12 temos,

1 log(e - log 3
04:253.37-ma}(<1,—) 10g310g50g(6—0g)

log 2 1—-1/2
C,=1,09-10%
2log 2 - -
Cs = +2-1,09- 10" log(e - 1,09 - 10" log 5)
log 2
Cs =1,04-10%,

ou seja, as solugdes de (3.9) satisfazem X < 1,04 -10%2. Nosso objetivo agora e
reduzir esse limite para encontrar todas as solugcoes. Comecamos fazendo Cy =
10%° ¢ como este valor é grande podemos tomar v = 1, calculamos entio 0s
coeficientes 0;,

6, = 10" . log 2

6y = 10*° . 1log 3
6; = 10" . log 5
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assim a matriz base do reticulado 1" €

1 0 0
0 1 0
1099 . 1og 2 10790 .1log 3 10%%.log5

B/

Para aplicar o LLL via software Magma escrevemos a matriz da sequinte maneira

1 0 10%°.]og?2
B=10 1 10*°.log3
0 0 10°0.1og5

Aplicamos agora o LLL em B usando o software Magma temos os sequintes resul-
tados

g? veardoso@inga: /home/vcardoso = (] X

Figura 3.1: Definicao da matriz e do reticulado.
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EI'?' vcardoso@inga: /home/vcardoso = (] X

Figura 3.2: Aplicacao do LLL, retransposi¢ao da matriz e calculo da norma do 1°
vetor.

Temos assim, que a norma do primeiro vetor satisfaz
lc1| > 2,66 - 10%.

Usando o lema 9 obtemos a sequinte estimativa para a menor norma de um vetor
nao nulo do reticulado T’

I(T) >271.266-10%,
verificamos agora se a desigualdade (3.7) € vdlida para Xo = Cs = 1,04 - 10?2
I(T) > /381,04 - 10%,
o que de fato acontece pois
I(T) >271.2,66-10% > /381,04 - 10%2.

Assim usando o coroldrio 14 obtemos o sequinte limite para as solugoes de (3.9)
(Lembrando que v =1,0 =1/2, Xy =C5)

21/210400
log [ 2
o8 (3-1,04- 1022)

| <
=l < — %) 082
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7| < 2509,

Veja que conseguimos reduzir bastante o campo para as solucoes de (3.9) isso €
possivel pois o coroldrio 14 garante que se o comprimento do menor vetor do
reticulado I' satisfaz (3.7) entdo as solugées da nossa desigualdade satisfazem (3.8).
Vamos repetir este processo. Fazemos agora Cs = 2509 e tomemos Cy = 10°° ainda
com v = 1. Entao temos

1 0 10°°-log2
B=10 1 10°-log3
0 0 10 -logh

aplicando o LLL no Magma

E‘v,g veardoso@inga: /home/vcardoso — m] X

Figura 3.3: Defini¢ao do reticulado, aplicagao do LLL e Norma do primeiro vetor.

consequimos obter que
lcy| > 1,86 - 10"
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assim pelo lema 9 temos a sequinte estimativa para o comprimento do menor vetor
do reticulado

I(T)>2"1-1,86-10".
Pela desigualdade (3.7) devemos ter [(I') > +/38-2509, o que se dd de fato. Assim,

conseguimos reduzir o limite das solugées de (3.9) para

21/21050
g { 372509
(1/2)log?2

em particular temos

Vamos escolher agora Cy = 10%° e tomemos v = 10°, lembremos que agora Cs =
307, dai
1 0 10°-10%-log?2
B=|0 1 10°-10% -log3
0 0 10°-10% -log5
entao

&2 veardoso@inga: /home/vcardoso - (m] X

Figura 3.4: Defini¢ao do reticulado, aplicacdo do LLL e Norma do primeiro vetor.



50 CAPITULO 3. INEQUACOES DIOFANTINAS EXPONENCIAIS

assim temos
lc1| > 4,23 - 10"
pela estimativa
I(T) >2,11- 10",
Pela desigualdade (3.7) devemos ter [(T') > 4,34-107, e vemos que esta € satisfeita.
Assim, com o coroldrio 14 consequimos reduzir o limite das solugoes de (3.9) para
| 21/2 . 105 . 1030
o8 ( 3307
(1/2)log?2

|| < ) = |2;| < 213

em particular,

Facamos mais uma tentativa, dessa vez reduzimos Cy para Cy = 102 e tomemos
v = 10%, lembremos que agora Cs = 213, dai
1 0 10°-10%-log?2
B=1|0 1 10°-10%-log3
0 0 10°-10% -logh

entdo (Observe que na figura mudet a estrutura de contrucao da matriz, uses
a fun¢ao Round para arredondar os resultados para o inteiro mais prozimo.)

nd (Log (2) *10~(25)), 0

410944116

Figura 3.5: Defini¢ao do reticulado, aplicagao do LLL e Norma do primeiro vetor.



3.2. SOLUCIONANDO DESIGUALDADES DIOFANTINAS 51
seque entao que
ley| > 3,63 - 108
e assim a estimativa satisfaz
1,81-10% > 3,01 - 107,

portanto 0s novos limites para as solugoes de (3.9) sao dados por

21/2.10° - 10%
log
3-213
(1/2)log2

|z;| <

A partir de agora poderiamos diminuir mais o valor de Cy, no entanto, precisaria-
mos de um vy mator para garantir o erro de arredondamento continue sob controle,
mas assim a condi¢do de redu¢do (3.7) nao seria satisfeita. Por outro lado se
deizdssemos v com o mesmo valor, para garantir que (3.7) seja satisfeita, a dimi-
nutcao em Cqy seria insignificante e futil diante do trabalho, tornando o processo
invidvel.

Nossa melhor alternativa para refinar o campo de solucoes da nossa desigual-
dade € usar o lema 13 que € mais forte que seu coroldrio 14. Primeiramente
observe que o campo de solucées e tal que |x;| < 148, entdo é razodvel estimar que
para alguma solucao de (3.9) tenhamos

3
5-10% > " |
=1

dai [N\ > 5-10%°, e por (5.6)

log(2'/210°10%°) — log (5 - 10%° — 304)
(1/2)log p;

= |ZE1| < 29, |[E2| < 18, |I’3| < 12.

2| <

Com esse resultado, estabelecemos um limite superior para as varidveis que sao So-
lugées da Equacao (3.9), o que reduz significativamente nosso trabalho. Agora, va-
mos detalhar cada possibilidade de inequacao e suas solucoes por meio do Magma.
Informamos que as possibilidades que resultarem em um conjunto de solucoes vazio
nao serao apresentadas. Além disso, devido a praticidade do Magma, aumentare-
mos o escopo de busca por solugoes.

Aqui, a critério de simplicidade, denotaremos as varidveis xi,To, X3 Por T,Y, 2
respectivamente. As possibilidades de desigualdades sdo:
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1. 0 < 2%3Y — 5% < 5/2,

0 < 2%5% — 3V < 3v/2,

6. 0 < 3¥5° — 2% < 20/2,
Suas respectivas solugoes sao,

0 < 2%3Y — 2757 < 9t/252/2

0 < 2%3Y — 3Y5* < 3¥/25%/2,

0 < 2%5% — 3U5* < 3u/25%/2,

7. 0 < 3Y5% — 2757 < 2%/25%/2,
8. 0 < 3¥5* — 2°3Y < 2%/23¥/2,
9. 0 < 2% — 3V5% < 3v/25%/2,
10. 0 < 3¥ — 257 < 2%/25%/2,

11. 0 < 5% — 293V < 2%/23y/2

Figura 3.6: Solugoes de 1
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Figura 3.8: Solugoes de 3

93
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Figura 3.10: Solugoes de 5
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Figura 3.12: Solugoes de 7

%)
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Figura 3.14: Solucoes de 9
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Figura 3.16: Solucoes de 11

o7
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Portanto, concluimos que a sequinte inequacao
0<z—y<y/? (3.10)

parat =3, p1 =2,po=3,p3=5ed=1/2, onde z,y € S = {27 -3*2 . 5% . z; €
Zyx; > 0,1 = (1,2,3)} com (z,y) = 1 possui um total de 42 solugdes. As quais
satisfazem

ords(zy) <15, ords(zy) <8, ords(zy) <6.

Outro caso interessante foi o apresentado por Weger com o seguinte teorema:
Teorema 15 (Weger). A inequacio Diofantina
O<z—y< yl/ 2

com z,y € S = {2%...13% : x; € Z,x; > 0,i = (1,2,3)} com (z,y) = 1 tem
exatamente 605 solucoes. Dentre elas, 517 satisfazem

ords(zy) <19, ords(xy) <12, ords(zy) <8,

ord;(xy) <7, ordy(ry) <5, ordis(zy) <5.



Capitulo 4

Equacoes com Soma de Poténcias de
Numeros Consecutivos de Fibonacci

As equacoes cujas solugoes pertencem ao conjunto dos ntmeros inteiros sao
conhecidas como equacoes Diofantinas. Ao longo da histéria, muitos estudiosos da
Teoria dos Numeros tém se dedicado a essa area de pesquisa. Entre as equagoes
mais notaveis estao as equacoes de Pell, as equacoes pitagoricas e, possivelmente
a mais famosa delas, a equacdo do Ultimo Teorema de Fermat.

Este capitulo se concentra em uma situacao particular de equacoes Diofanti-
nas: Uma equacao Diofantina exponencial relacionada a renomada sequéncia de
Fibonacci e suas generalizagoes. Para realizar esta analise, faremos uso de métodos
baseados em formas lineares em logaritmos para restringir as variaveis na equagcao,
o Algoritmo LLL para diminuir o limite destas variaveis, juntamente com uma
série de lemas e teoremas apresentados, e o software Magma para automatizar os
calculos extensos.

Vamos entender nosso problema. A sequéncia de Fibonacci constitui uma série
de numeros comumente encontrada em diversas areas da matematica e ciéncias
aplicadas. Ela é definida por uma relacao de recorréncia simples, que pode ser
expressa da seguinte forma:

0 sen =20
F(n)=1<1 sen =1
Fn—1)+F(n—-2) sen>1
Essa defini¢ao resulta em uma sequéncia de nimeros denominada sequéncia de
Fibonacci, denotada como {0,1,1,2,3,5,8,13,21,...}, em que cada termo sub-

sequente é a soma dos dois termos anteriores. De maneira mais simples, vamos
definir a sequéncia de Fibonacci (F},),>0, por

F,=F, 1+ F, o, onden > 2,

99
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com Fy = 0 e Fy; = 1. Assim, considere agora um nimero inteiro k > 2. Defi-
nimos a sequéncia de Fibonacci de ordem k-generalizada pela seguinte relacao de
recorréncia:

F®=F® 4 4+ F®  vn>2

n

onde os k termos iniciais sao determinados por FE’?LZ) = E@{fg) =...= Fo(k) =0

e Fl(k) =1
Observa-se que quando k& = 2, obtemos a sequéncia de Fibonacci, cujos primei-

ros termos sao:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

Se k = 3, os termos sao chamados de nimeros de Tribonacci, denotados por
B1) _ : o .
" =1T,. Veja alguns dos primeiros termos:

0,1,1,2,4,7,13,24,44,81,149,274, . ..

Uma das relagoes intrigantes elaborada com essas sequencias é a seguinte: ao
somarmos os quadrados de ntimeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci, ob-
temos novamente um nimero de Fibonacci, expresso pela identidade

Fs—i_quLl = F2n+1'

Inicialmente, os matemaéticos Chaves e Marques exploraram equacoes do tipo

para sequéncias de Fibonacci k-generalizadas, concluindo que a equagao quadratica

k)\2 (k) \2 _ p(k

(FO)? 4+ (Ffh)* = EY

nao possui solu¢ao em inteiros (n,m,k) com n > 2 e k > 3. Em seguida, eles

alcancaram um resultado parcial para a equagao mais geral

k k k

(ESY + (B =EY

sob a condi¢cao 3 < k < min{n,logs} para garantir a inexisténcia de solugoes.

Luca e Ruiz determinaram que esta tiltima equacao nao tem solucao em inteiros

(n,m,k,s) com k > 3, n > 2e s > 2. Em um estudo adicional, Freitas e
colaboradores provaram a inexisténcia de solucao para a equacao

(F(k))2 + (F(k)

n n+1

)2 — 0

m

em inteiros (n,m, k,l) com 2 <k <len > 2.
O objetivo deste capitulo é apresentar o resultado da equacao investigada por
Kreutz 6] via Algoritmo LLL e Software Magma,

TZ+T§+1=Fm
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para inteiros positivos s > 2 e n > 2.

Antes de enunciar o teorema vamos apresenta alguns resultados preliminares,
como teoremas e lemas, que serao fundamentais para as demonstragoes subse-
quentes. Optamos por limitar o contetido desta subsecao, omitindo algumas das
demonstracoes dos resultados aqui apresentados, a fim de manter o foco em nosso
objetivo principal. Estes resultados veem da tese de doutorado de Kreutz [6], onde
o leitor pode encontrar as demonstracgoes.

4.1 Preliminares
Teorema 16 (Kreutz). Seja (n,m, k,l,s) solugcao da equag¢ao Diofantina

(B + (B2)" = FY)

comon,m>2, k>I12>2 s> 3 inteiros. Entao,
s < 8,11 - 10, (log k)**,
n < 1,49 - 10%k*(log k)®,
s < 1,97 - 10%°kM%(log k)*".

Teorema 17 (Matveev). Seja K um corpo de mimeros de grau D sobre Q, sejam
Y1, - .-,V numeros reais positivos de K, e sejam by, ..., b, nimeros inteiros. Su-
ponha B > max{|bi|,...,|b|}, e considere A :=~" ... .4l —1. Sejam Ay, ..., A,
numeros reais tais que

A; > max{Dh(v;),|logvl, (0.16)}, i=1,...,t.
Entao, assumindo que A # 0, temos
|A| > exp (—1.4-30"% - ¢*° . D*(1 + log D)(1 4+ log B) - A; - -+ Ay) .
Lema 18. Para todo k > 2 temos

an—Z < Fygk) < an—l

para todo n > 1.

Demonstracao. Para n = 1 temos i < Fl(k) =1 < o’ = 1. Vamos provar por
inducao em n > 2 para um k > 2 dado. Observe que para 2 < n < k + 1 temos
por Kreutz |6, lema 1.3|,

F(k) — 2n72

n
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Como a < 2, a desigualdade o2 < £® segue diretamente. Para a outra

desigualdade, observe que como a > 2(1 — 27%), ¢ suficiente provar que 2" (1 —
27k~ > 2772 ou seja, (1—27%)""! > 1. No entanto, vale que (1—z)" > 1—nz,

para todon >1e x > 0, dai

)

N —

kn— k
a—2%1>1—m—nzk>1—§21 3=

onde usamos os fatos que n < k+ 1 e 2871 > k. Suponha entdo que o resultado
seja verdadeiro para todo inteiro menor que n > k + 2, logo

an—k—Q S FT(L’i)k S an—k—l
Somando as desigualdades da hipotese de indugao acima temos

a/n—3 + a/n—4 N an—k—? S FTgk) S an—Q + an—3 NS an—k—

a"*’“*z(a’“*1+a’“*2+---+a+1)<F7§>g n—k= 1(0/“ raf 24 rat )
a"?<FM <a *1,
pois of = aF ' +aF 2+ ... + a + 1, o que completa a demonstracio. O

Lema 19. Se A>3 e @ < A, entao y < 2Alog A.

Demonstragao. Como a fungao f(y) = &
absurdo, que y > 2Alog A. Dali,

Y 2Alog A 2Alog A
logy — log(2Alog A) 2log A

onde usamos o fato de que para A > 3, 2log A < A e, portanto, log(2A41log A) <
log A% = 2log A. Mas isso contradiz a hipotese y/logy < A. O

Proposicao 20. Sejam Xy, X, ..., X, inteiros positivos. Sejam

n—1
Q=> X}
i=1
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T — 1+ E?:l X@'.
2
e assuma que d(A,y)?> > T?* + Q. Se x; € Z sdo tais que |v;| < X; para todo
1 <1< n, entao

- dNy)?—-Q—-T
a0+ 3 ma| > ( 7y)0 Q |
i=1

ouri=...=2,1=0ex, =— {gggJ, onde d(A\,y) € a distincia de y a rede:

d(A,y) = min [z —y|.

Lema 21. (a) Para qualquer vetor nao nulo x € A, temos d(A) > =2, onde
C1 = MaXj1<;<n {Z—%"

(b) Considere y ¢ A e escrevay =Y. yibi, onde {b1,...,b,} € a base reduzida

de A, e seja iy o maior indice tal que ||ly;|| # 0. Entao, para todo © € A

temos |z —y| > ||yi0||%, onde ||-|| € a distdncia para o inteiro mais prozimo.

Lema 22 (Dujella e Petho). Seja M um inteiro positivo e § um convergente da
fragao continua do irracional v tal que ¢ > 6M e seja p um nimero real. Seja
€ = kplg — Mkv|, onde | -| “e a distdncia até o inteiro mais prozimo. Se € > 0,
entdo nao existe solucdo para 0 < my —n+u < A- B™F em inteiros positivos m,

nekcomm<Mek>w.
— — og B

Lema 23 (Kreutz). Seja a a raiz dominante do polindémio caracteristico associado

a FF e B a raiz associada a FD. Considere 0 < «a e a sequinte forma linear

A= fi(B)B™ fula) a1, entio
4 1 5

Al =< <
Al 1,32» *‘1’325 1,32¢

onde t = min{n, s}.

Lema 24. Se A>3 ¢ 1ogy?y < A, entdo y < 16Alog? A.

Demonstra¢ao. Como a fungao f(y) = ﬁ é crescente para y > €2, suponha, por
absurdo, que y > 16A41log* A. Dai,
Y 16Alog* A - 16Alog? A 4
log”y ~— log*(16Alog® A) log?(4%)

onde usamos o fato de que para A > 3, 16log> A < A% e portanto log®(16A4log” A) <
log?(A*) = 4log® A. Mas isso contradiz a hipotese ﬁ < A O
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4.2 Equacao com poténcias de Fibonacci

Considere o n-ésimo ntmero de Fibonacci F}, e o n-ésimo numero de Tribonacci
3 .
Fé ) = T),. Nesse contexto, apresentamos o seguinte teorema:

Teorema 25. Se (s,n,m) € solugcdo para a equagdo
T, + Trfﬂ = Fn
coms>2en >2, entao (s,n,m) = (2,2,5).

A estratégia da demonstragao deste teorema é a seguinte: Faremos uso de
formas lineares em logaritmo em conjunto com o teorema 17 para estabelecer
limites superiores e, em seguida, aplicaremos o algoritmo LLL em conjunto com o
lema 21 para reduzir esses limites e encontra um campo viavel de busca de solugoes.

Demonstracao. Usando diretamente o teorema 16 temos
s < 2,39 -10%%°

n < 9,93-10%,
m < 4,99 - 10?54,

Considere « a raiz dominante do polinémio caracteristico associado a T}, e 3 a raiz
associada a F,,. Naturalmente sabemos que o > . Usando o lema 18 temos

" 2 Fo = (T)" + (Tui)’ (4.1)
> o728 oD = (7231 4 of)
> om=sts — o (1-D)s 5, gn-1)s (4.3)

assim conseguimos m — 1 > (n — 1)s. Por outro lado, como /2 < 8 < a < 2,

(V2)" 2 < "2 < By = (T0)° + (Fu)® (4.4)
< aa" o™ = aa™ (a7 + 1)
<a™.a=a"t <t (4.6)

Obtendo assim msz < ns+ 1. Como resultado, chegamos a seguinte inequacao
envolvendo m, n e s:
(n—1s+1<m<2(ns+2). (4.7)

Agora, pela formula de Binet para sequéncia de Fibonacci K-generalizada escreve-
mos
T, = f3(a)a" " + Es(n)
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Fo = f2(8)B8™ " + Ea(m),

ainda, obtemos do lema 23,

4 1

S13 T

M= (88" o) a7 — 1] < 1o

com t = min{n, s}. Temos A; # 0, e para v, = f2(8), 72 = 3, 13 = f3(@), 14 = @,
by =1,y =m—1, by = —s, e by = —ns, de acordo com o Teorema 17, temos que

|AL] = f2(B)B™ fa(@) Pa™™ — 1

(4.8)

|A1] > exp(—1.02 x 10" log(ns)).

Portanto,
t < 3.68 x 10" log(ns).

Vamos dividir em dois casos: quando n ¢ o minimo e quando s é o minimo.
Se n < s, entao temos:

n < 3.68 x 10" log(ns). (4.9)

Considere agora a expressao linear em logaritmos dada por:

2
1.65%

[Aa| = |fa(B)B™ T2 — 1] < (4.10)

Pelo mesmo raciocinio utilizado anteriormente, concluimos que A; # 0, e por-
tanto podemos aplicar o Teorema 17, com:

71 = f2(B),
Y2 =B,
Y3 = Tnt1,
by =1,
by =m — 1,
by = —s.
Portanto,
|As] > exp(—1.04 x 10"nlog(ns)).
Segue que,

5 < 2.08 x 10"nlog(ns).

Usando o fato de que n < s, segue que

s < 4.16 x 10'%nlog s.
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Assim, pelo lema 19
5 < 3.33 x 10"®nlogn. (4.11)

Utilizando esta inequagao em (4.9), segue que
n < 3.68 x 10 log (3.33 x 10'*n*logn) ,

e pelo lema 19 , temos
n < 5.4 x 10°".

Retornando a inequagao (4.11), temos s < 9x10* e m < 2(ns+2) < 9.73x10%,
Agora nosso objetivo é diminuir esses limites utilizando o algoritmo LLL. Pri-
meiramente, vamos examinar a expressao linear:

I' =log f2(B) + (m — 1) log § — slog f3(a) — nslog a.

SeI' > 0, entdo temos 0 < I' < el —1 < ﬁ Se I' < 0, entao temos que

lel' —1] < % paran > 9 (observe que o caso n < 9 pode ser tratado separadamente).
Assim, para I' < 0, temos 1 — e < |e"' — 1] < L e, portanto, e/l = -+ < 2. Logo,

10

0< I <l —1] < .

Para evitar redundancias desnecessarias, é aconselhével ponderar I' > 0.
Com a notacao na proposicao 20, considere:

2] =|m —1] <9,73-10% = X;

lzo] = [s] <9-10" = X,
23] = |ns| < 4.,86-10% = X;

Agora escolhemos uma constante C' > X3, tal que X = max{|X;|, | Xa|, | X5/}
Tomemos C' := 10*®° . Sendo [z| o inteiro mais proximo de x e «, 3, respecti-
vamente, as raizes dominantes dos polinomios caracteristicos associados a T}, F},
considere agora a matriz

1 0 0
B = 0 1 0
[10210g ]  [1021og fy(a)] [102logal

Com a ajuda do software Magma, computamos a base reduzida pelo LLL:
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Com o vetores {v;,v9,v3} encontrados da base LLIL-reduzida, buscamos os
vetores {b7, b5, b5} da base Gram-Schmidt associados:




68 CAPITULO 4. EQUACOES COM POTENCIAS DE FIBONACCI

E assim calculamos

|Ul| ’U1|
- =1, = <0.37, — < 0.08
|07 |05 |03

Seguindo o lema 21, podemos escolher ¢; := 1.
Agora considere y = (0,0, —[10°®log f»(3)|). Para utilizarmos o lema 21,
precisamos escrever y na base {vy, vg, v3}, por exemplo,

Y = Y1U1 + Y2U2 + Y3Us

e encontrar o maior indice i, com i € {1,2,3}, tal que y; ¢ Z, e entdo calculamos
a distancia até o inteiro mais proximo, denotado por |y;|, obtendo |ys| > 0.062.
Assim, pelo lema 21, temos

d(A,y) > 0.062 - le| > 7.316 x 10%.

Por fim, verificamos a condi¢ao d(A,y)* > T? + Q, para T e QQ como definidos
na proposicao 20 e obtemos

d<A7 y)2 _ Q =T

> 6.5 x 107136,
C X

Tl =

Comparando com (4.8), e usando que n < s, obtemos n < 1126. Dai, s <
2.64 x 10?2 e m < 5.95 x 10,

Repetindo o processo por mais duas vezes (na primeira vez com C := 10% e
na segunda com C' := 10%°) obtemos

n <456, s<93x10* e m <85 x10*.

Usar esse argumento mais vezes nao nos dard melhores limitantes, por isso,
agora atacaremos a forma linear dada em (4.10).
Neste caso, temos Ay = €271 > 0, e portanto

2
1.65°

0<Ty<el2—1<

com
[y = (m —1)log B — slog Ty,11 + log fo(B).

Dividindo por log T},.1, segue que

(m-1logh _ logh(s) _ 2

0<
lOg Tn+1 lOg Tn+1 log 2

-1.657°.
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Usaremos o método de reducao dado pelo lema 22, onde

_ logp
a log Tn—l—l

n

¢ irracional,

= = — B = 1.65.
log Thy1’ log 2 ¢

n

Também, com os limitantes obtidos anteriormente, temos M := 8.5 x 10%4.
Agora considere g, , 0 denominador do r-ésimo convergente da fracao continua
associada a -y,, obtemos:

. 54
min >06M e = max < 9.2 x 10°%.
2<ned56 Gn,80 q 2 2n a6 Gn,80

Ainda, com €, == ||nqn.soll = M||Vngn.s0l, temos

€= min ¢, > 0.0067.
2<n<456

Pelo lema 22, segue que

. log(Aq/e)

< 265.
log B

Portanto, como estamos com n < s, segue que n < 265 e m < 2(ns + 2) <
140454.

Seja agora s < n

Neste caso, s < 3.68 x 10'?1og(ns), e usando que s < n temos

s < 7.36 x 10" logn. (4.12)

Considere agora a forma linear

[As| = |£2(8)8" 7 fs(a)Pa” T (1 + o) — 1] < 1';)2“. (4.13)
Podemos escolher entao As := 11s. Dai, obtemos pelo Teorema 17:
|As| > exp(—1.52 x 10*'slog(ns)),
assim,
n < 5.48 x 10*'slog(ns) (4.14)

e portanto, utilizando s < n em conjunto com (4.12), segue que

n < 8.07 x 10 log® n.
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Logo, pelo lema 24 , n < 1.21 x 107 ¢, de (4.12), s < 7.98 x 10%'. Assim,
obtemos de (4.7) m < 1.94 x 10%. Como feito anteriormente, usaremos agora o
algoritmo LLL com a forma linear:

0 <log fo(B) + (m — 1) log 5 — slog f3(a) — nsloga <

1.325

Considere

|X1| = 1.94 x 10%

|X2| = 7.98 x 10*

|X 3] = 9.66 x 10%®
Escolha C := 10??°. Entao, ap6s os calculos do Magma:

. 10143 — 3. 10138 — 1.4 1099
!P|Z\/695X 0 3.77 x 10 6 x 10 583 % 10-149

10220

Obtendo assim, s < 1233. Como n < 5.48 x 10?'slog(ns), temos n < 4.63 x 10%
e m < 1.15 x 10%°. Repetindo o processo, obtemos s < 567 e dai n < 2.08 x 10%
em < 2.36 x 10%.

Considere agora a forma linear dada por

I' = log f2(B) — log(1 + a®) + (m — 1) log B — slog f3(a) — (n — 1)slog a.

Podemos considerar I' > 0, pois o caso I' < 0 é andlogo. Assim, pela desigualdade

(4.13), temos
3

0<T<e —1=A;< .
¢ 35 1.30m

(4.15)

Assim, considere:
lz1] = |m — 1] £2.36 x 10* = X,

‘.1'2‘ = ’S’ S 567 = X2
23] = [(n — 1)s] < 1.18 x 10% = X;.
Devemos escolher uma constante C' > X3, onde X = max{| X[, |Xs|,|X3|}. Seja,

C =10,
Considere agora a matriz

1 0 0
B= 0 1 0
[(10"1og )] [(10"%og f3(a))] [(10'log )]
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onde [x] é o inteiro mais proximo de x. Agora aplicamos o algoritmo LLL a matriz
acima e atravez do software Magma computamos a base LLL-reduzida:

*10~(100) ;

Figura 4.3

Para os vetores encontrados {vy, v, v3} da base LLL-reduzida, encontramos os
vetores da base de Gram-Schmidt associados {bf, b5, b5}
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e entao obtemos
|v1]

o3| =7l
Pelo lema 21, podemos escolher ¢; := 1. Considere agora y(s) = (0,0, [10'%°(log fo(3)—
log(1 + «®))]). Para aplicarmos o lema 21, precisamos expressar y(s) na base
{v1,v2,v3}, por exemplo,

< 0,01.

y(s) = y1(s)vi + y2(s)ve + ys(s)vs,

para todo 2 < s < 567, e encontrar o maior indice 7, i € {1,2,3} tal que y;(s) ¢ Z,
e entdo, calcular a distdncia até o inteiro mais proximo, denotado por [|y;(s)||. Ao
fazer isso, obtemos

min _|ly;(s)]] > 0.0011926103.

2<5<567

Assim, pelo lema 21, temos

d(A,y) > |lyi(s)]| - Jor] > 0.0011926103 - 1.31 x 10** > 1.56 x 10,
&]

Por fim, verificamos a condi¢ao d(A,y)? > T? + Q, para T e @ conforme definidos
na proposicao 20, e obtemos

VAR Y —Q-T
T[> (’y)c OoT  136x10°™.

Ao comparar com (4.15), temos n < 583, resultando em m < 658794.
Repetindo o processo para a mesma forma linear I', com

|z1] = |m — 1] < 658794 = X,
|za] = |s| < 567 = X5
lzg| = |(n — 1)s| < 329395 = X3
e considerando C := 10%°, obtemos

IT| > 4.1 x 1072,

Comparando com (4.15), temos n < 189, e portanto m < 213574. Podemos repetir
0 processo mais uma vez e obter n < 174. Repetir o processo outras vezes nao
nos dara limitantes melhores. Concluindo neste caso, como s < n, temos também
s < 174, resultando em m < 60556. .

Portanto, em qualquer caso, resta usar o Magma para procurar as solucoes com

2<s5<265, 2<n<265 e (n—1)s+1<m<2(ns+2).

Apos alguns dias de célculo computacional, o Magma retorna como tnica so-
lugdo (s,n,m) = (2,2,5).
m
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