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Resumo

Essa dissertacao estuda uma condig¢ao para que, em p-grupos finitos, o subgrupo comu-
tador coincida com o conjunto de comutadores. Baseado no artigo “Commutators in
finite p-groups with 2-generator derived subgroup”, o foco desse trabalho é mostrar que,
em um p-grupos finito G cujo subgrupo comutador G’ pode ser gerado por 2 elementos,
todo elemento do subgrupo comutador é um comutador. Ademais, existe z € G tal que

G' = {[r,g] | g € G}.

Palavras-Chaves: p-Grupos Finitos, Subgrupo Comutador, Comutadores.



Abstract

This dissertation studies a condition so that, in finite p-groups, the derived subgroup
coincides with the set of commutators. Based on the article “Commutators in finite p-
groups with 2-generator derived subgroup”, the focus of this work is to prove that, in a
finite p-group G whose derived subgroup G’ can be generated by 2 elements, every element
of the derived subgroup is a commutator and, more than that, there exists x € G such
that G' = {[z,g] | g € G}.

Key-Words: Finite p-Groups, Commutator Subgroup, Commutators.
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Introducao

ley |2,y € G}

o conjunto dos comutadores de G. Logo depois da introducao de comutadores na teoria

Sejam G um grupo, G’ o subgrupo comutador e K(G) = {[z,y] = 2~ 'y~

de grupos na véspera do século XX, foi observado que o conjunto K (G) pode ndo ser um
subgrupo, ou seja, o subgrupo comutador G’ = (K(G)) pode ser estritamente maior que
K(G). Um dos primeiros exemplos foi dado por Fite ([8]) em 1902, quando ele construiu
um grupo G de ordem 256 em que G’ tem ordem 16 e K(G) tem 15 comutadores. Entao
é natural perguntar-se: quando que G’ = K(G) e quando que K(G) € G'?

Tal pergunta foi deixada de lado, até que:

“In a group the product of two commutators need not be a commutator, consequently
the commutator group of a given group cannot be defined as the set of all commutators,
but only as the group generated by these. There seems to exist very little in the way of
criteria or investigations on the question when all elements of the commutator group are

commutators.” [21]

Ore fez esse comentario na introdugao de [21] em 1951, desde entao, muitos resultados
foram feitos nessa direcao.

Em 1977, Guralnick obteve na sua tese de doutorado ([11]) avancgos significativos,
mostrando que se (i) |G| < 96 ou (ii) |G’| < 16, entdo G’ = K(G). Assim, o exemplo de
Fite possui o menor G’ possivel, e Guralnick também apresenta um exemplo de um grupo
G de ordem 96 em que G’ # K(G), ou seja, a cota de (i) ndao pode ser melhorada. Em
1982, Guralnick mostra em [12| que, dado G um grupo finito e P um p-Sylow de G, se
P* = PN G’ ¢ abeliano e d(P*) < 2 entao P* C K(G).

Esses sao resultados para grupos finitos em geral, agora mais especificamente para
p-grupos, ainda no artigo [12]|, Guralnick mostra que se G’ é um p-grupo abeliano com

p>3edG) < 3entdao G = K(G). No mesmo artigo ele apresenta contra-exemplos
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com p=2ou3edG) =3 (Exemplos 3.5 e 3.6), mostrando que a condi¢ao falha nesses
casos.

Posteriormente, outro resultado notavel é o de Lieback, O’Brien, Shalev e Tiep ([17])
(The LOST Theorem - o “teorema perdido”), que em 2010 provaram a Conjectura de Ore,
de que todo grupo simples G satisfaz a condi¢ao G’ = K(G). Claramente, isso também ¢
verdade para grupos no outro extremo do expectro, os grupos abelianos. Mas os grupos
abelianos sdo um exemplo trivial em que G' = K(G). Uma familia de grupos mais
interessante que satisfaz essa condicao é encontrada por Rodney, em 1974, que mostra
em [23] que, em um grupo nilpotente G com G’ ciclico, G’ consiste de comutadores.
Tal propriedade nao ocorre se tirarmos a hipoétese de nilpoténcia, como mostrado por
Macdonald em 1963, em [19]. O interessante dessa colegao de resultados é ver que esse
fendmeno ocorre para grupos abelianos, ocorre para os grupos “menos abelianos possiveis”,
os grupos simples, ocorre para algumas familias no meio desse espectro mas para outras
nao, como por exemplo os grupos de Macdonald (|20]) . Uma colegao de resultados tanto
da igualdade quanto da desigualdade podem ser encontrados em [13].

No artigo [6] de De Las Heras e Fernandez-Alcober, que sera estudado nesse trabalho,
os autores generalizam o resultado de Guralnick ja citado acima, mostrando que a hipotese

de G’ abeliano nao é necessaria. Portanto, o principal teorema desse trabalho é o seguinte:

Teorema A. Seja G um p-grupo finito. Se G’ pode ser gerado por 2 elementos, entdo
exsite © € G tal que G' = {[z,g] | g € G} .

A demonstracao desse teorema baseia-se em perceber que G’ é necessariamente power-
ful se G é um p-grupo finito e d(G’) < 2.
Como uma consequéncia imediata do Teorema A, obtemos o resultado abaixo sobre

grupos pro-p com subgrupo comutador 2-gerado.

Teorema B. Seja G um pro-p grupo. Se G' pode ser topologicamente gerado por 2

elementos, entao existe v € G tal que G' = {[z,g] | g € G} .

Esse trabalho esta dividido em trés partes principais.

No Capitulo 1 serao apresentados alguns conceitos e resultados preliminares de grupos,
comutadores, grupos nilpotentes, p-grupos finitos e grupos profinitos, abordando o que
serd necessario para os resultados posteriores. Também demonstraremos nesse capitulo
a Formula de Compilacao de Hall-Petresco, que vale para grupos em geral, nao so p-
grupos. Essa serd muito utilizada nas demonstragoes dos resultados de grupos powerful,
no Capitulo 2, e nas demonstracoes dos resultados principais, no Capitulo 3.

No Capitulo 2 é feito um estudo de grupos powerful, cujos resultados sao feitos em
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[18] por Lubotzki e Mann. As demonstragoes sdo baseadas nos livros [16] de Khukhro

e |5] de Dixon, Sautoy, Mann e Segal. Entretanto, as demonstragoes foram reescritas

utilizando-se a Formula de Compilagao de Hall-Petresco demonstrada no Capitulo 2.
Por fim, utilizaremos os resultados apresentados no Capitulo 2 para, no Capitulo 3,

demonstrarmos os resultados principais de De las Heras e Fernandes-Alcober.



Capitulo

1

Preliminares

Nesse capitulo abordamos a teoria que é a base para o estudo do tema principal.
Veremos entao o basico de comutadores e subgrupos comutadores, grupos nilpotentes,
p-grupos finitos e grupos profinitos. Por serem resultados muito conhecidos em qualquer

estudo introdutorio desses temas, as demonstragoes serao omitidas.

1.1 Definicoes e Resultados Basicos

Essa secao tem como objetivo estabelecer defini¢oes basicas que serao muito utilizadas

ao longo de todo o trabalho.

Definicao 1.1.1. Dado um grupo G' e um subconjunto S de G, o subgrupo de G gerado

por S € a intersegao de todas os subgrupos de G contendo S. Serd denotado por (S).

Em outras palavras, (S) é o menor subgrupo de G que contém S. E mais claro pensar
que (S) contém S, os inversos dos elementos de S, e todos os produtos possiveis entre
eles.

Se existir S C G tal que (S) = G dizemos que S é um conjunto gerador de G, e
d(G) = min{|S| | (S) = G}, ou seja, d(G) é o nimero minimo de elementos necessério
para gerar G. Se d(G) = d, dizemos que G ¢é d-gerado. No caso de grupos finitos, tal

subconjunto S sempre existe.

Definigao 1.1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G, entao:

e Z(G)={2€ G| 29 = g2 Yg € G} € chamado centro de G. E o subgrupo formado

pelos elementos de G que comutam com todos os elementos de G.
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e Co(H)={ce€ G |ch=hcVhe H} é chamado centralizador de H em G. E o

subgrupo formado pelos elementos de G que comutam com todos os elementos de H.

e N¢(H) = {n € G | nH = Hn} ¢ chamado normalizador de G. E o subgrupo

formado pelos elementos de G que normalizam H .

Definicao 1.1.3. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. O subgrupo N € dito
caracteristico em G se N® = N para qualquer ¢ € Aut(G).

Lema 1.1.4. Sejam G um grupo, e N < H subgrupos de G. Se N ¢€ caracteristico em H e
H ¢ caracteristico em G, entao N € caracteristico em G. Além disso, se N € caracteristico

em H e H € normal em G, entao N € normal em G
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1.2 Comutadores e subgrupos comutadores

Essa se¢ao tem como objetivo estabelecer defini¢oes e resultados basicos de comutado-
res que serao utilizados ao longo de todo o trabalho. Muitos resultados serao apresentados
sem demonstragao, para mais detalhes confira o capitulo 1 de [7]. Também veremos exem-
plos de quando o grupo comutador coincide com o conjunto de comutadores e exemplos

de quando nao coincide.
Definicao 1.2.1. O comutador de dois elementos x,y de um grupo G € definido por

1

[z,y] =27y tay = 27 'Y

Definicao 1.2.2. Definimos composicao de comutadores de um subconjunto X induti-
vamente pelo seu peso: os elementos de X sao comutadores de peso 1; se ¢; e ¢y SGo

comutadores de peso 11 € 1o, entdo [c1,ca] € um comutador de peso 1 + 1o de elementos
de X.

Para comutadores de peso maior que 1, normamos a esquerda:

[a?lu X2y, X3y ooy Tn—1, xn] - [[[[xla x2]7 x3]"'7 In—l]a xn]

Definicao 1.2.3. Definimos o subgrupo comutador de dois subgrupos H e K de G por:
H,K] = (k] | he H k€ K),

e de maneira similar definimos [Hy, Ho, ..., H,] = [...[H1, Hs]..., H,| .

No resultado seguinte, coletamos as principais propriedades de comutadores e subgru-

pos comutadores.

Teorema 1.2.4 (|7], Teorema 1.7). Seja G um grupo, x,y,z € G e H,K,L < G. Entdo:
(i) [y, 2] = [z,y]7"

(ii) [z,y]” = [27,y°] para qualquer homomorfismo o : G — G\ {1}

(i) [zy, 2] = [, 2][z, 2, 4lly, 2] e [x, y2] = [z, 2] [z, y][z, y, 2].

(iv) [z,y7 % 2y, 271, ][z, 271, y|* = 1. (Identidade de Witt.)

(v) [H. K] = K. H].
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(vi) K normaliza H se, e somente se, [H, K] < H, e K centraliza H se, e somente

se, [H, K| = 1. Em particular, N € um subgrupo normal de G se, e somente se,
[N.G] < N.

(vii) [H,K]? = [H?,K°| para qualquer homomorfismo o : G — G*. Em particular,
o subgrupo comutador de dois subgrupos caracteristicos (normais) de G é também

caracteristico (normal).
(viii) Se N € um subgrupo normal de G entao [HN/N, KN/N] = [H, K|N/N.
(ix) Se HK € um subgrupo de G e H normaliza L entao [HK, L] = [H, L|[K, L].
Demonstraremos apenas o item (vi), que explica uma ideia essencial nesse trabalho.

Demonstragao. (vi) Temos que K normaliza H se, e somente se, para todos h € H e
k € K existe hy € H tal que h* = hy, equivalentemente, h=*h* = h~'hq, ou seja,
[h,k] € H e portanto [H, K] € H. E K centraliza H se, e somente se, para todos
he€ Heke K, h* = h, equivalentemente, h~'h* = 1, ou seja, [h, k] = 1 e portanto
[H, K] =1.
]

Teorema 1.2.5 (Lema dos trés subgrupos, [16]). Sejam H, K e L subgrupos de G e N
um subgrupo normal de G. Se [H, K, L], [K,L, H| < N, entao [L,H, K| < N.

A proxima definicgdo é a de um subgrupo comutador particularmente especial para

toda a Teoria de Grupos e que serd o personagem principal desse trabalho.

Definicao 1.2.6. Seja G um grupo, definimos o subgrupo comutador de GG, denotado

por G', como sendo

G = ([z,y] | v,y € G).

Também denotamos por G” = [G', G'] o subgrupo comutador de G'.

Veja que, dados a,b € G, ab = ba - a~'b~tab = bala, b]. Logo, o comutador de a e b é
o “preco” que se tem que pagar para trocar a e b de lugar.

Pela propriedade (vii) do Teorema 1.2.4, G’ é caracteristico em G. Entao podemos
olhar para o grupo quociente G /G’ e, nesse grupo, abG' = bala,b]G’ = baG’, ou seja,

G /G’ & abeliano. Por isso G’ é também chamado de abelianizador de G. Além disso:

Proposigao 1.2.7. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se G/N € abeliano,
entao G' < N.
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Em outras palavras, G’ é o “menor” subgrupo normal de GG cujo quociente é abeliano,

no sentido de que G’ esta dentro de qualquer outro subgrupo com a mesma propriedade.

Exemplo 1.2.8. S5 = ((12),(123)). Bntio S, = ((123)) e S3/S, = ((12)S.), que ¢

abeliano.

Entretanto, G’ é o grupo gerado pelos comutadores, mas nao necessariamente um
elemento qualquer de G’ é um comutador, ou seja, G’ nao precisa coincidir com o conjunto

de comutadores de G, como no exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.9. Em sua tese de doutorado Guralnick encontrou os grupos de menor
ordem tais que G' nao coincide com o conjunto de comutadores. Tais grupos tem ordem
96 e sao isomorfos 4 ((Cy x Cy) X Cy) x C3 e (Cy x Cy x Qg) x Cs. Veja [11] ou [10] para

mais detalhes.

Exemplo 1.2.10. Com o objetivo de apresentar exemplos elementares de grupos em que
G’ nao coincide com o conjunto de comutadores, em [20] Macdonald construiu, para cada
n natural, grupo de matrizes n-gerados (n > 3) e provou que para n > 6 esses grupos

possuem, de fato, tal propriedade.
Mas quando que G' = {[z,y] | x,y € G} ocorre?

Exemplo 1.2.11. Como em [11] Guralnick mostrou que um grupo G de ordem 96 € o
grupo de menor ordem que satisfaz {[x,y] | v,y € G} C G, entdo qualquer grupo de
ordem menor que 96 satisfaz G' = {[x,y] | =,y € G}.

Exemplo 1.2.12. Todo grupo abeliano satisfaz essa propriedade, afinal, todo comutador

é trivial e G' = 1.

Exemplo 1.2.13. Temos também o LOST Theorem [17] (Teorema “Perdido” ), em que
Liebeck, O’Brien, Shalev e Tiep (por isso “LOST”) mostraram, em 2010, que em um grupo
simples nao abeliano todo elemento é um comutador, provando assim a conjectura de Ore.
Como em um grupo simples nao abeliano temos G = G, isso significa que G' coincide

com o conjunto dos comutadores.

Definigao 1.2.14. A série central inferior de um grupo G ¢é definida indutivamente
por meio de 11(G) = G € v = [1(G), .

Outra forma de escrever é v;(G) = [G, ..., G], onde G se repete i vezes. Entao a série

central inferior é o mesmo que

.. <[G.G,G<[G,G <G
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Segue de (vil) do Teorema 1.2.4 que 7;(G) é caracteristico em G para todo i. O

proximo resultado é uma propriedade importante dessa série.
Teorema 1.2.15 (|7], Teorema 1.9). Para qualquer grupo G, [vi(G),7;(G)] < 7i1;(G)

Corolario 1.2.16. Seja G um grupo. Entao qualquer comutadorde peso i estd no subgrupo

%i(G).

Teorema 1.2.17 (7], Teorema 1.11). Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de
G. Entao v;(G/N) =~ (G)N/N para todo i > 1.

Lema 1.2.18 (|7], Segao 3.4). Se G € um grupo, N < G, e G/N ¢€ ciclico, entio G' =
(G, N].

O proximo lema apresenta uma das inclusoes mais utilizadas nas contas do capitulo 3,
e sua demonstragao utiliza a Formula de Compilacao de Hall, que ainda sera apresentada
na se¢ao 1.6 desse capitulo, mas seu enunciado diz respeito tao somente a comutadores.

Considere que, dado L um grupo, L™ = (z" | z € L).

Lema 1.2.19. Sejam G um grupo, L e N subgrupos normais de G. Entao, paran € N,

temos:

[L", N] < [L, N"[L, N, L] (1.1)

Demonstracao. Os geradores de [L", N| sdo da forma [z, u], para z € L™ e u € N. Se
x € L™, entao x é um produto de n-ésimas poténcias de elementos de L. Mas veja que,

dados 1y, € L, pela propriedade (iii) do Teorema 1.2.4,

[0 u] = [0, (1Y w, 1[0 u] = (0 wl [l wl [0, w, (Y w151, (15 ]

pertence a [L", N|[L, N, L]. Logo, basta mostrar que elementos da forma [I",u],l € L e
u € N, estao em [L, N|"[L, N, L]. De fato, pela Formula de Compilagao de Hall-Petresco,
(1.6.3):

(1" u] = " = 1" ()™ = (Tt Hu)™q = [1,u)]™q

sendo que ¢ é o produto de comutadores em ~,((l,u)) que aparece na Formula de
Compilac¢ao Hall-Petresco, que seré, para quaisquer [ e u, um elemento de [L, N, L].
O
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1.3 Grupos nilpotentes

O conceito de grupos nilpotentes é importante nesse trabalho pelo fato de ser uma

propriedade nata dos p-grupos. Essa se¢do também se baseia no capitulo 1 de [7].

Defini¢ao 1.3.1. Um grupo G é chamado nilpotente se v.11(G) = 1 para algum c. O

menor ¢ que satisfaz isso € chamado de classe de nilpoténcia de G.

Veja que os grupos nilpotentes de classe 1 sao precisamente os grupos abelianos. Da
definicao de série central inferior, fica claro que quanto maior a classe de nilpoténcia de

um grupo, mais distante um grupo esta de ser abeliano.

Observacao 1.3.2. Seja G um grupo nilpotente e N um subgrupo normal de G, entdo
[N,G] < N. Afinal, se tivéssemos [N,G] = N, como [N, G| < [G, G|, isso implicaria que
N < [G,G] e dai [N,G] < [[G,G],G], entao N < [[G,G],G]. Seguindo assim teriamos
N =1. Logo, se N # 1, temos que [N,G| < N. Entao, se G € nilpotente, a série central

inferior é estritamente decresce enquanto nao estabilizar no {1}:

{1} = 70+1(G> quC(G) ... <]72<G) <]71<G> =G

e 0 mesmo ocorre com outras séries da forma:

{1}<...<[N,G,G]<[N,G]<a N
Em p-grupos, isso implica que |N : [N, G]| > p.

A seguir veremos que a propriedade de ser nilpotente pode ser caracterizada por uma

outra série de G.

Definigao 1.3.3. Seja G um grupo. A série central superior de G € definida recursi-
vamente por Zo(G) =1 e Z;11(G) /) Z:(G) = Z(G/Z;(G)).

Observe que, se H é subgrupo de G, [H,G] < Z;(G) se, e somente se, H < Z;11(G).
Afinal, [H, G| < Z;(G) significa que a imagem dos elementos de H comutam com todos os
elementos de G/Z;(G). Por outro lado, se H < Z;11(G) entao H/Z;(G) < Z(G/Z;(G)),
logo, [H/Z;(G),G/Z;(G)] = Z;(G), entao [H,G| < Z;(G).

Lema 1.3.4 ([7], Lema 1.12). Seja G um grupo nilpotente de classe c. Entao Yei1—i(G) <
Zi(G) para todo 0 < i < c.

Teorema 1.3.5 (|7], Teorema 1.13). Um grupo G € nilpotente de classe c se, e somente
se, Z(G) =G e Z..1 # Q.
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Por isso, a classe de nilpoténcia de um grupo é o comprimento tanto da série central
superior quanto da série central inferior.

A série central superior nao é particularmente importante para esse trabalho, mas
o préoximo resultado sim, e ele é o motivo pelo qual vale a pena introduzi-la. No Teo-
rema 1.4.1 vemos que Z(G) # 1 em qualquer p-grupo finito G néo trivial. Dessa forma,
como cada G/Z;(G) é um p-grupo, Z(G/Z;(G)) = Z;11(G)/Z;(G) nao é trivial enquanto
G/Z;(G) nao for trivial. Logo, a série central superior é estritamente crescente até que,

para algum ¢ € N, Z.(G) = G. Com isso, temos o seguinte corolario:

Corolario 1.3.6 (|7], Corolario 1.14). Qualquer p-grupo finito é nilpotente.
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1.4 p-Grupos finitos

Nessa secao vamos estabelecer resultados envolvendo p-grupos, que serao o nosso prin-
cipal objeto de estudo. Durante quase todo o trabalho estaremos no mundo dos p-grupos
finitos, portanto as propriedades aqui enunciadas serao frequentemente utilizadas. Essa

segao se baseia em [7].

Teorema 1.4.1 (|7], Teorema 1.1). Seja G um p-grupo finito e N um subgrupo normal
nao trivial de G. Entao NNZ(G) # 1. Em particular, o centro de um p-grupo nao trivial

€ nao trivial.

Corolario 1.4.2. Seja G um p-grupo finito. Entao:

(i) Qualquer subgrupo normal de G de ordem p é central em G.

(i) Se G/Z(G) é€ ciclico, entao G € abeliano.

(iii) Todo p-grupo de ordem p? € abeliano.

Teorema 1.4.3 (|7], Teorema 1.3). Seja G um p-grupo finito.

(i) Se H < G entao H < Ng(H).

(ii) Se M ¢é um subgrupo maximal de G entdao M € normal em G e |G : M| = p.
Teorema 1.4.4 (|7|, Teorema 1.4). Seja G um p-grupo finito de ordem p™.

(i) Se N ¢ um subgrupo normal de G de ordem p*, entdo existe uma série
1=Go <G <..<G,=N<L..<G,=G (1.2)

tal que G; < G e |Giy1 : Gi| = p para todo i. Em particular, um p-grupo possui

subgrupos normais de todas as ordens possiveis.
(ii) Se H ¢ um subgrupo de G de ordem p*, entdo existe uma série
1=Go <G <..<Gy=H<L .. <G,=G (1.3)
tal que G; < Giyq e |Giq1 2 Gi| = p para todo i. Entao todo subgrupo de um p-grupo
é subnormal.

Definicao 1.4.5. O expoente de um grupo G € o menor maltiplo comum das ordens dos
elementos de G. FEscrevemos exp(G). Em outras palavras, se exp(G) = e entdo e € o

menor numero tal que x¢ =1 para todo x € G.
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No caso de um p-grupo, o expoente é simplesmente a maior ordem entre os elementos

de G.

Definicao 1.4.6. Um p-grupo G € abeliano elementar se ¢ abeliano e se todos os

elementos de G diferentes da unidade tem ordem p, ou seja, exp(G) = p.

Pelo Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos, se G é abeliano elementar
entao G = C), X ... X C),.

Definicao 1.4.7. Seja G um grupo, o subgrupo de Frattini de G € a intersegcio dos

seus subgrupos mazximais, e € denotado por ®(G).

Como a imagem de um subgrupo maximal de G sobre um automorfismo de G ¢é
ainda um subgrupo maximal, ®(G) sera invariante por automorfismos de G, portanto ¢
caracteristico. Um dos motivos pelos quais esse grupo possui um papel importante é pelo

seguinte resultado:

Teorema 1.4.8 (|7], Teorema 1.5). Seja G um grupo finito e xq,...,x, € G. Entao temos
que G = (x1,...,x,) se, e somente se, G/P(G) = (21P(G), ..., z,P(G)).

Esse teorema deixa claro que os elementos fora de ®(G) serdo elementos geradores.

Mais precisamente, temos:

Defini¢ao 1.4.9. Um elemento x € G é chamado nédo gerador se, dado S C G, (S, z) =

G implica que (S) = G, ou seja, x pode ser omitido de qualquer subconjunto gerador dado.

Lema 1.4.10. O subgrupo de Frattini de um grupo finito coincide com o conjunto de nao

geradores de G.

Demonstracao. Seja S C G tal que (S,x) = G. Pelo Teorema 1.4.8, (S,z) = (S) = G
se, e somente se, (SO(G),zP(G)) = (SO(G)) = G/P(G). Ou seja, x ¢ nao gerador se, e
somente se, z € ¢(G). O

No caso de p-grupos, o resultado é ainda mais forte pois o indice de ®(G) determina

o nimero minimo de geradores de G.

Teorema 1.4.11 (Teorema da Base de Burnside, 7], Teorema 1.6). Seja G um p-grupo
finito. Entao:

(i) G/®(G) é um p-grupo abeliano elementar e consequentemente pode ser visto como

espago vetorial sobre IF),
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(ii) O conjunto {x1,...,xq4} € um conjunto de geradores minimal de G se, e somente se,
{19(G), ..., zg®(G)} € uma base de G/P(G).

(iii) O namero minimal d de geradores do grupo G coincide com a dimensao de G/P(Q)

como um F,-espago vetorial. Em outras palavras, |G : ®(G)| = p?.

[lustraremos a importancia desse teorema com um corolario simples, mas que sera

usado na demonstragao da Proposicao 3.17.
Corolario 1.4.12. Seja G um p-grupo finito e d(G) = 2, entao G tem p + 1 mazximais.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.4.11, G/®(G) = C, x C,,. Cada elemento (a,b) € C, x C,,
nao ambos triviais, gera um maximal. Cada maximal possui p— 1 elementos distintos dos
outros maximais, e existem p* — 1 = (p + 1)(p — 1) elementos néo triviais de C, x C,.
Logo, C, x C,, possui p+ 1 maximais. Como todos esses maximais sao ciclicos, em G/®(G)

todos serao da forma (a®(G)), a € G. Logo, G tem p + 1 maximais.
[

A seguir, introduziremos os subgrupos que serao a base desse trabalho, pois olharemos

para a estrutura dos p-grupos a partir deles e de seus quocientes.

Definicao 1.4.13. Seja G um p-grupo. Para cada i > 1 definimos:
G = (" |z eq)

isto €, o subgrupo gerado pelas p'-ésimas poténcias dos elementos de G.

Exemplo 1.4.14. Considere o grupo G = {a,b | a®*" = b = 1, a® = a*) = Cy; x Cy.
Entao:

o G = <CL3,b3> = 09 X Cg

[ G9 = <CL9> = 03

° G27 — 1

Os subgrupos GP' sdo caracteristicos, pois, dado ¢ um homomorfismo de G e x € G,
(z7')% = (2¥)"' € G, entdo ¢ leva geradores de GP' em geradores de G, logo, (GP')¢ =
Gr'.

Observe que G*' é o subgrupo gerado pelas p'-ésimas poténcias, mas nao necessari-

i, PR A s . ~ . i
amente um elemento de GP é uma p'-ésima poténcia, ou seja, nao necessariamente GP

coincide com {27 | z € G}, como mostrado no seguinte exemplo:
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Exemplo 1.4.15. Seja G = {a,b | a* = b* =1, a® = a™'). O conjunto dos quadrados

dos elementos de G é {1,a* b*}, que nao é um subgrupo.

No caso em que G é abeliano, conseguimos G = {z*' | z € G}. Isso decorre do fato
de que f : G — G definido por z — 27 é um homomorfismo, j4 que G é abeliano, e a
imagem de f é um grupo e coincide com {z*' | = € G} .

Introduziremos mais adiante os grupos powerful, uma classe de grupos que possui um
papel central na demonstracao dos resultados principais e nos quais a igualdade Gr' =
{27 | € G} também se verifica.

Nao ter essa igualdade no caso geral pode parecer desanimador a principio, mas os
grupos Gr' carregam por natureza uma propriedade interessante: a de limitar o expoente
do grupo. O quociente G/ GP' possui expoente no maximo p’, pois por definicdo 2#' € G¥'.

No caso de G?, G/GP é um grupo de expoente p, que é uma das condigdes necesséarias
para que um quociente seja abeliano elementar. Por isso G? esté relacionado com ®(G),

como mostra o proximo resultado.

Teorema 1.4.16 (|7], Teorema 2.2). Seja G um p-grupo finito. Entéao:
(i) Se N <G e G/N ¢ abeliano elementar, entdo ®(G) < N.

(ii)) ®(G) =G'GP.

Seja G um p-grupo e exp(G) = p¢. Entao GP* = 1, e temos a seguinte série descendente

G>G>. . >G '>G" =1
Essa série em um p-grupo é estritamente decrescente, uma vez que

41

GP <GP < B(GP) < GP

desde que GP' # 1. Entdo essa série terd exatamente e passos. No exemplo 1.4.14,
veja que exp(G) = 3% e:
1=GT<F<GE<G

Teorema 1.4.17 ([7], Teorema 2.4). Seja G um p-grupo finito e N < G. Entio (G/N)P' =
G"' N/N.

O proximo lema é utilizado na demonstracao do item (ii) do Lema 3.12 e possui uma

notagao propria, que sera utilizada apenas em seu enunciado:
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e k(G) é o nimero de caracteres irredutiveis de G, ou, equivalentemente, o niimero

de classes de conjugacao de G.

e mc(G) = % ¢ a medida de comutatividade de G, ou seja, a probabilidade de dois

elementos de G comutarem.

o ba(z) = log,(|G : Ca(x)]) = log,(|Cla(z)|) e ba(G) = max{bs(z) | x € G} (o
expoente da poténcia de p da maior classe de conjugacdo) é a largura de x e G,

respectivamente.
Lema 1.4.18 ( [1], Lema 2.12). Seja G um p-grupo de ordem p"™. Entao:
(a) bo(G) <1 < |G'|<p < k(G)>p" ' +p—1.

(b) b6(G) >2 <= |G| >p* <= mc(G) < ]%—#.
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1.5 Conceitos basicos de grupos profinitos

Nessa secgao veremos a base tedrica para compreender o enunciado e a demonstracgao
do Teorema B. Essa se¢ao se baseia principalmente nas notas de aula da matéria de
Grupos Profinitos ministrada na Universidade de Brasilia em 2023 por Pavel Zalesski e
Sheila Chagas ([26]). Também utiliza [25] e [9]. Nao sera feita uma abordagem ampla
de grupos profinitos, apenas o necessario para escrever e provar a versao profinita do

Teorema A.

1.5.1 Preludio topolégico

Vamos comegar estabelecendo algumas defini¢oes.

Definicao 1.5.1. Um espaco topologico é um conjunto X com uma familia de subcon-

Juntos de X (chamados conjuntos abertos) de tal forma que:

(a) O conjunto vazio e X sao conjuntos abertos;
(b) A interse¢ao de dois conjuntos abertos quaisquer € um conjunto aberto;

(c) Uma uniao arbitrdria de conjuntos abertos é um congunto aberto.

A colegao de subconjuntos abertos é uma topologia em X . Um subconjunto € chamado

fechado se o complementar dele € aberto.

Se Y é um subconjunto de X, o fecho Y de Y é a intersecdo de todos os subconjuntos
fechados que contém Y. Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma vizinhanga aberta de um elemento z € X é um conjunto aberto que contém x.

Uma base para uma topologia em X é uma colegao {Uy | A € A} de conjuntos abertos
tal que cada conjunto aberto é a uniao de alguns conjuntos U).

A topologia de X que consiste de todos os subconjuntos de X é chamada topologia
discreta.

Se Y é um subconjunto de X, a topologia de X induz a topologia em Y que consiste
em todos os subconjuntos da forma Y N U, onde U é um subconjunto aberto em X. Esta
topologia é chamada topologia induzida.

Um espago topologico ¢ chamado compacto se, para cada familia dada {U, | A € A}
de subconjuntos abertos tal que X = (J,., U, existe uma subfamilia finita {Uy,, ..., Uy, }
tal que X = (J_, U,,.
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Lema 1.5.2. Um espago topologico X € compacto se, e somente se, para cada familia
{C\ | X € A} de subconjuntos fechados onde cada interse¢io de um nimero finito de

conguntos Cy ndo ¢ vazio, temos (), Cx # 0.

Demonstra¢ao. (=) Suponha, por contradigao, que existe uma familia {C) | A € A}
de subconjuntos fechados onde cada intersecao de um numero finito de conjuntos

C nao é vazio, mas [ ,c, Ca =0

Temos que cada (X \ C)) é aberto (complementar de fechado). Entao

Ux\cy=x\( =X
A€A AEA

0

ou seja, {X \ Cy}rea € uma cobertura aberta de X, logo, pela compacidade de X,

existe uma subfamilia finita {Cy,},, n € N, tal que:

n

U(X\CAZ):X\HC&:X

i=1
Mas isso significa que ();_; C, = 0, o que nao pode ocorrer. Logo (,c, Cx # 0.

( <= ) Suponha que para cada familia {C) | A € A} de subconjuntos fechados onde cada
interse¢do de um namero finito de conjuntos C) nédo ¢ vazio, temos [ rer Ox # 0.
Suponha também, por contradi¢ao, que X nao é compacto. Entao existe uma
cobertura { Ay} epa de X que nao admite subcobertura finita. Logo, para qualquer

colecdo finita {Ay,}",, n € N, temos:

(X\UAM #0)

ou seja,

n

i=1

Como os Ay sao abertos, cada X \ A, é fechado, entao {X \ Aj}rea € uma familia

de fechados onde cada intersecao finita é nao vazia, logo, por hipétese,

X\ Ay) #0

AEA
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Mas isso significa que:
(X\ [ J Ay #0
AEA

o que é uma contradigao pois | J,., Ax = X.
m

Um espago topologico X é conexo se X nao pode ser representado como uma uniao
disjunta de subconjuntos abertos. X é totalmente desconexo se cada subespago conexo

tem no méaximo um elemento.

Lema 1.5.3. Seja X um espaco compacto e Hausdorff.

(a) Logo X € normal, isto é, para cada par de subconjuntos fechados C, D tal que CND =
(0 existem subconjuntos abertos U,V tais que C CU, DCV eUNV = 0.

(b) Seja x € X e A a interse¢io de todos os subconjuntos de X que contém x e sdo

abertos e fechados simultaneamente, entao A serd wma componente conexa de x.

(c) Se X € totalmente desconexo, cada subconjunto aberto é uma unido de subconjuntos

abertos-fechados.

Corolario 1.5.4. Seja X um espago compacto e totalmente desconexo, logo {x} € fechado

para cada x € X.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicagao f : X — Y é continua se, para
cada conjunto aberto U C Y, a imagem inversa f~!(U) ¢ aberta em X.
Dizemos que f ¢ um homeomorfismo se f é bijetora e f e f~! sdo continuas. Nesse

caso, f leva abertos em abertos.

Lema 1.5.5. Sejam X e Y espacos topologicos. Temos que:

(a) Todo subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.

(b) Todo subconjunto compacto de espago Hausdorff é fechado.

(c) Se f: X =Y écontinua e X é compacto, entao f(X) € compacto.

Demonstracao. (a) Seja X um espago compacto e V' um subconjunto fechado de X. Seja

{Ax}rea uma cobertura aberta de V. Entao:

X=xX\Vu(JAay
AEA
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ou seja, {Ax}aea U (X \ V) é uma cobertura aberta de X. Pela compacidade de X,

existe uma subcobertura finita {A,,}; tal que:

X=(X\V)U UAA

Como VN (X \ V) =10, é preciso que V C J_, Ay,, entdo {A,,}, ¢ uma subco-
bertura finita de V', logo V' é compacto.

(b) Seja X Hausdorff e ' C X compacto. Sejax € F ey € X\ F. Entao existem abertos
B, e A, que contém x e y, respectivamente, tais que B, N A, = (. Percorrendo

por F' temos que F' C . _, Ba, ou seja, {B,;}.cr € uma cobertura aberta de F,

zeF
logo, pela compacidade de F', admite subcobertura finita { B},

Considere y € X \ F fixo e A,, um aberto que contém y tal que A, N B,, = 0,
i=1,..,n. Entdoy €, As. Mas

Logo, A =(_; A, ¢ um aberto contido em X \ F' e que contém y. Logo, X \ F ¢
aberto, portanto F' é fechado.

(c) Seja f : X — Y continua e X compacto. Seja {Ajr}rea uma cobertura aberta
de f(X). Considerando f(X) como espago topolégico com a topologia induzida,
A\Nf(X) sdo abertos de f(X) para cada A € A. Como f é continua f~!(A\Nf(X))

sao abertos de X. Além disso:

Unrx) =fx) = |Jr'anfx)=x

AEA AEA

Logo, {(Ax N f(X))}rea € uma cobertura aberta de X. Pela compacidade de X,

esta admite subcobertura finita, entao existem {A,,}1, tais que

n n

U@ nsx) =x = [JAn (X)) = f(X)

=1 =1

Portanto, f(X) é compacto.
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Seja f : X — Y uma aplicacao sobrejetora de um espago topoldgico para um conjunto
Y. A topologia quociente de Y é a topologia que consiste em todos os subconjuntos V'
tal que f~1(V) é aberto em X. Logo, f é continua e, de fato, a topologia quociente ¢ a

mais fraca tal que f é continua.

1.5.2 Grupos topolégicos

Definicao 1.5.6. Um grupo topolégico G é um espaco topologico munido de uma es-

trutura de grupo tal que as aplicacoes m : G X G — G e i : G — G, definidas por

1

m(z,y) =xy ei(x) =x~", sao continuas.

Exemplo 1.5.7. (R,+), (R",+), (R*, x), (C,+), (C*, x) sao grupos topoldgicos com a

topologia usual.

Exemplo 1.5.8. Qualquer grupo finito G € um grupo topolégico com a topologia discreta

(todo subconjunto é aberto).
O proximo lema coleciona alguns resultados basicos de grupos topologicos.
Lema 1.5.9. Seja G um grupo topoldgico. Entao

(a) i é homeomorfismo. Para cada g € G as aplicagoes x — xg e x — gr $ao homeo-

morfismos.

(b) Se H ¢é um subgrupo aberto (resp. fechado) de G, entao cada classe lateral Hg ou
gH em G ¢é aberto (resp. fechado).

(c) Cada subgrupo aberto de G € fechado, e cada subgrupo fechado de indice finito é

aberto. Se G € compacto, cada subgrupo aberto tem indice finito.
(d) Se H é um subgrupo que contém um subconjunto aberto U # 0, entao H € aberto.

(e) Se H é um subgrupo de G entao H é um grupo topoldgico com a topologia induzida. Se
K € um subgrupo normal, entao G/K ¢é o grupo topoldgico com topologia quociente.

O homomorfismo quociente q : G — G /K ¢é aberto.

(f) G € Hausdorff se, e somente se, {1} € fechado em G; se K é um subgrupo normal,
entao G/K € Hausdorff se, e somente se, K € fechado em G. Se G € totalmente

desconezo, entao G é Hausdorff.

(g) Se G é compacto Hausdorff e C, D sao subconjuntos fechados, entao C'D € fechado.
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Lema 1.5.10. Seja G um grupo topolégico compacto. Se C é subconjunto aberto-fechado

que contém 1, entao C' contém subgrupo aberto normal.

Definicao 1.5.11. Um grupo topolégico G é um grupo profinito se G ¢ compacto e

totalmente desconexo.

Pelo item (c) de 1.5.9, em um grupo profinito G todo subgrupo aberto tem indice
finito. Entdo, se N é um subgrupo aberto normal de G, G/N sera um grupo finito.

Também, como consequéncia de (f) de 1.5.9, todo grupo profinito é Hausdorff.

Definicao 1.5.12. Um pro-p grupo é um grupo profinito G tal que, para todo N <, G,
G/N ¢é um p-grupo.

Proposicao 1.5.13. Seja G um grupo profinito. Entao

(a) Cada subconjunto aberto de G € uma unido de classes laterais de subgrupos abertos

normais.

(b) Um subconjunto é aberto-fechado se, e somente se, ele € uma unido de nimero finito

de classes laterais de subgrupos abertos normais.

(c) Se X ¢ um subconjunto de G, entio X = Nya,c NX. Particularmente, a interse¢do

de todos os subgrupos normais abertos € trivial.

Proposicao 1.5.14. Seja G um grupo profinito, entao um subgrupo H de G € profinito

com a topologia induzida se, e somente se, H € fechado.

Definigao 1.5.15. Sejam G um grupo profinito e X um subconjunto de G. Dizemos
que G € topologicamente gerado por X se (X) = G. Um grupo profinito G € dito

finitamente gerado se G contém um subconjunto finito X que gera G.

Note que, pela defini¢ao anterior, G’ = ([x,%] | #,y € G). Entdo, a principio, G’ e G’
podem nao coincidir, ou seja, G’ pode nao ser fechado.
A seguir temos um resultado que sera utilizado na demonstracao do Teorema B para

mostrar que, nas condigoes do referente teorema, G’ é fechado.

Proposigao 1.5.16 (|5], Proposigao 1.19). Se G € um pro-p grupo finitamente gerado,

entao o subgrupo comutador G' € fechado em G.
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1.6 Férmula de Compilacao de Hall-Petresco

Complementando o estudo de comutadores, nessa se¢ao demonstraremos a Foérmula
de Compilagao de Hall-Petresco, pois serd um resultado bastante utilizado ao longo desse
trabalho. Além disso, é interessante estuda-la por si s6 para compreender melhor o papel
dos comutadores na tentativa de comutar elementos. Também vamos relacioné-la com o
resultado de [6]. A demonstracao utilizada baseia-se em [7].

Os principais resultados que serao demonstrados ao longo da se¢ao sao:

Formula de Compilacao de Hall-Petresco: Sejam G um p-grupo e x,y € G.

Entao existem elementos ¢; = ¢;(x,y) € vi({x,y)) tais que

. (5,60

"y = (xy)" ey .Cn

para todo n € N.

O seguinte é um corolario desse resultado, e é conhecido como Identidade de Hall-
Petresco.

Identidade de Hall-Petresco: Sejam G um p-grupo e x,y € GG. Entao

(a) (zy)? = 2Py? (mod (G')'(G)).
(b) [zP,y] = [z, y]P (mod (N')Py,(N)), onde N = (z, [z, y]).

Antes de comecgar a demonstragao, é interessante entender o que esta por tras da
formula a partir de casos simples. Como comentado anteriormente, podemos interpretar
o comutador como o “preco” a se pagar para comutar dois elementos, pois, dados x,y em
um grupo G, zy = yzx[zr,y]. Entretanto, em escalas maiores e em situa¢oes mais gerais,
esse preco comeca a tornar-se custoso e de dificil manipulacao. Por exemplo, se tentarmos

relacionar z"y"™ com (zy)” em um grupo qualquer G. Para n = 2 temos:
2’y’ = w(zy)y = w(yzle, y)y = vyz([z, yly) = (2y)*[2, ¥z, v, Y]
Mas, para n = 3:

22y = w(y?)y = x(zy)’ [z, )z, y, yly = (2y)*ylz, y)[z, v, ) [z, vl [z, v, v], v

= (zy)*[(zy)*, yllz, Y[z, v, ylllz, vz, v, v, ] (1.4)

O resultado ja é bem mais complexo, e se torna ainda mais para casos maiores e para
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um n geral, tornando os calculos explicitos impraticaveis.

Hall e Petresco encontraram uma formula que relaciona x"y" com (xy)™ em qualquer
grupo G (nao s6 p-grupos) a custo de alguns comutadores, que em geral nao sabemos
explicitar, mas sabemos em que nivel estao na série v;({x,y)).

Por exemplo, para n = 2, considere ¢y = [z,9y][x,y,y], entdo x%y? = (zy)’cs € ¢y €

v2({(z,y)). Para n = 3, podemos reescrever a igualdade 1.4 como:

2y = (xy)’[(zy)?, ylealea, y) (1.5)

Pelo Teorema 1.2.4, temos que [zy,y] = [z, y][z,y, y] = c2 e consequentemente:

[(zy)?, y] = [ay, yllzy, y. 2yl[zy, y) = cale, 2yles = e2P[ea, ay][c2, 2y, ¢

Entao, substituindo em (1.5) temos:

x3y3 = (xy)3022[02790?/] [Czwy’CﬂCz[Cz,y] = (xy)302303

para algum elemento ¢z € v3((z,y)).

Para o caso geral, obteremos uma expressao relacionando z"y™ com (xy)" gragas a
um engenhoso argumento baseado no principio geral de rearranjo do Lema 1.6.2 abaixo.
Vamos comegar entao construindo o contexto para esse Lema.

Seja X = {x1,...,r,} uma sequencia finita de elementos em um grupo e seja p =
T1...Z, 0 seu produto (Apenas nessa se¢ao p nao é um primo!). Mesmo que haja repetigao
entre os elementos x;, nés os consideraremos como diferentes por conta dos seus distintos
nomes simbolicos.” Noés particionaremos X em subconjuntos X7, ..., X,,, e agora queremos
reordenar os elementos do produto p de forma que os elementos que pertencem a X;
aparecam primeiro, seguidos pelos elementos pertencentes a X, e assim por diante. Isso
requer mover alguns elementos para esquerda com trocas da forma ab = bala, b, e isso
significa que, além dos proprios elementos x1, ..., x,,, na expressao de p aparecerao alguns
comutadores cujos componentes sao alguns dos x;.

Para qualquer subconjunto S de R = {1,...,n} com mais de um elemento, denote
por Xs o conjunto dos comutadores superiores cujos componentes sao exclusivamente

retirados de X;, com i € S, e que tem pelo menos um componente de cada um desses

*Para os que estao familiarizados com a teoria de grupos livres, o conjunto natural para o resultado
que segue é na verdade o grupo livre F' gerado livremente pelos x1, ..., Z,,. Isso torna o argumento do
texto mais claro, ja que os elementos do produto p = ...z, s@o realmente diferentes nesse caso. Entao
qualquer féormula de rearranjo que obtemos do produto p pode ser transferida para produtos de elementos
em um grupo arbitrario, ja que o subgrupo que esses elementos geram é uma imagem homomorfica de F'.
Inclusive, isso mostra que as férmulas que obtemos sao universais, as mesmas para todos os grupos.
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subconjuntos.

Exemplo 1.6.1. Facamos um exemplo simples para ficar mais claro quem sao esses

objetos. Digamos que X = {1, xs, T3, T4, x5, 26}, entao:
® D= T1T9X3T4T5T¢

e Podemos escolher como particio X; = {9, x5}, Xo = {x1,23}, X3 = {x4}, Xy =

{6}

e SC{1,2,3,4} e|S| > 1. Escolha S = {1,2,4}.

e Xg serd composto por comutadores superiores, ou seja, elementos da forma [x;, ..., Tj, ...

mas cada um desses x; € X1 U Xo U Xy = {9, 25,21, 23,26}, € precisam existir
i,J, k tais que x; € Xy, x; € Xo, xp € Xy. Por exemplo, [x6, 21,3, 22] € S, mas

[$6,SU4,1’3,$2] ¢ S e [%@1@3] ¢ S.
Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o lema.

Lema 1.6.2 (|7|, Lema 2.5). Ordene os subconjuntos nao vazios de R = {1,...,n} de
acordo com seu tamanho e, entre os subconjuntos de mesmo tamanho, lexicograficamente.
Entao

p:HQS

0#SCR
onde o0s fatores ocorrem na ordem estabelecida para os subconjuntos de R e cada qg €

um produto de elementos de Xg.

Demonstracao. Vamos comecar colocando para a esquerda os elementos de X;. Como
observado acima, isso tem o efeito de produzir comutadores da forma [a,b] € X;; para
algum i > 2 (Nos derrubamos o parénteses e a virgula do conjunto {1,i} para simplificar
a notagao.) Entdo podemos escrever p = ¢;p/, onde ¢; é o produto de elementos de X e
p' é um produto de elementos de Xo, ..., X,,, X192, ..., X1p.

Continuamos o processo coletando para esquerda os elementos de X5, e depois com o
resto dos subconjuntos Xg, de acordo com a ordem estabelecida para os subconjuntos S
de R. Suponha que, em algum momento, nés ja tenhamos movido para esquerda todos
os elementos correspondentes dos subconjuntos X, para 7' C R que é “menor” que S.

Entao nosso proximo passo é coletar os elementos em Xg. Para esse propoésito, vamos
ter que realizar mudancas da forma ab = bala,b], onde b € Xg e a € X para algum T

“maior” do que S. O novo elemento que aparecera no produto p é o comutador [a, b], que

,I’k],



1.6 Formula de Compilagao de Hall-Petresco 27

pertence a Xgur. Como o subconjunto S U T é posterior a S na ordem que escolhemos

para os subconjuntos de R, podemos assumir que:

(i) Essas mudangas nao alteram a cole¢ao de elementos que obtivemos até agora.

(ii) Nenhum novo elemento de Xg aparece quando coletamos para a esquerda um ele-
mento de Xg. Consequentemente os elementos de Xg podem ser coletados em um

nimero finito de passos.

Como R possui um numero finito de subconjuntos, esse processo eventualmente acaba
e nds obtemos a formula estabelecida no lema.
O

A demonstragao do lema mostra claramente que os elementos ¢y, ..., ¢, da formula sao
produtos de elementos em X1, ..., X,,, respectivamente, multiplicados na mesma ordem em
que eles aparecem no produto p = x;...x,,. Por exemplo, em 1.6.1 temos p = 11292324256
e Xi = {xq, x5}, entdo q; = xo7s.

Para qualquer subconjunto nao vazio S de R, seja pg o produto dos elementos nos
conjuntos X;, ¢ € S, na mesma ordem de p = z;...z,,. No exemplo 1.6.1, se escolhermos
S = {2,3}, entdo pg = x12324. E equivalente dizer que pg é o resultado de substituir por
1 em p os elementos nos conjuntos X;, i ¢ S.

Observe que, pelo Lema 1.6.2,

Ds = H qr (1.6)

0£TCS
pois qualquer comutador superior que possui um componente igual a 1 é ele mesmo
igual a 1.

Podemos agora proceder para a demonstracao do resultado principal dessa secao.

Teorema 1.6.3 (Formula de Compilagao de Hall-Petresco, |7], Teorema 2.6). Seja G um
p-grupo e x,y € G. Entao existem elementos ¢; = ¢;(x,y) € v;({x,y)) tais que

. (5,6) )

"y = (zy)"cs o Cn
para todo n € N.

Demonstracao. Compilaremos os elementos no produto p = x™y" escolhendo que X, sera
composto pelo primeiro x e pelo primeiro y aparecendo em p, X, pelo segundo = e o
segundo y, e assim por diante até X,,. Seja R = {1,...,n}. De acordo com o Lema 1.6.2

podemos escrever
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2yt = ] as=@y" J[ s (1.7)
0#£SCR SCR,|S|>2
Veja que ¢; = zy, i € {1,...,n}, entdo o que fizemos nesse primeiro passo foi separar
para a esquerda o produto ¢;...q,.
Seja S um subconjunto qualquer de R com i elementos. Temos que ps = z'y* depende
apenas de ¢ e nao de S, porque, afinal, os X; sao iguais, ainda que “simbolicamente”

diferentes. Segue da equagao (1.6) que

ps=2y' =@y || @ (1.8)

TCS,|T|>2

Seja S C R e |S'| =i. Entao, da mesma forma,

ps =y = (zy) [ e
T'CS | T >2

e assim

H qr = H dr

T'CS/,|T>2 TCS,|T|>2
Por indugao, segue que gr = g7v. Logo, todos os gs em (1.7) tais que |S| = ¢ assumem
um mesmo valor ¢;. Além disso, esse valor depende de i e ndo de n. O Lema 1.6.2 mostra
que os ¢; sao um produto de comutadores superiores em x, y com comprimento no maximo
i. Segue do Corolario 1.2.16 que ¢; € v;({x,y)). Agora, R possui (z) subconjuntos com i
elementos, entao c¢; aparece (7;) vezes na expressao 1.7. Como essas ocorréncias de ¢; sao
consecutivas, por conta da ordem estabelecida, concluimos que

. (5,60

"y = (xy)"cy .Cn

como desejado.
O

Observagao 1.6.4. Pelo comentdrio na nota de rodapé da primeira pdgina da se¢ao,
seque que a formula do teorema anterior é universal e nao depende dos elementos x,y

nem do grupo G.

Utilizando a Férmula de Compilagao de Hall-Petresco no contexto do resultado prin-

cipal desse trabalho obtemos algo interessante. Lembrando que, no Teorema A de [6],
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mostra-se que se G é um p-grupo tal que d(G’) 2, entao existe x € G tal que
G' ={[z,g] | g € G}. Entao, nesse caso, para quaisquer a,b € G, teremos:

a"b" = (ab)"[z, g|
para algum g € GG. Ou seja, o resultado simplifica significativamente a féormula. Temos
agora apenas um comutador, e o tnico elemento desconhecido é g, e nao mais co,

ceey Cpy.
Uma consequéncia quase imediata da Féormula de Compilagao Hall-Petresco é o se-

guinte Teorema, que sera utilizado na demonstracao dos resultados principais (Teorema
3.13) e nas demonstragoes dos resultados de grupos powerful no Capitulo 2.

Teorema 1.6.5 ( [1], Teorema A.1.4). Seja G um p-grupo e x,y € G.
(a) (xy)’ = aPy? (mod (G')P(G)).

(b) [a7,y] = [z, y]P (mod (N')Py,(N)), onde N = (z, [z,y]).

Demonstragao. (a) Pela Formula de Compila¢ao Hall-Petresco (1.6.3), existem ¢;

S %(G)?
parai =2, ..., p, tais que (zy)? = xpypc§2)c§3>...cp. Como p é primo, c§2>, c?(f’), e Cpy €
(G")P, e ¢, € 7,(G). Assim o resultado de (a) segue.
(b) Por (a), obtemos
(zfz, y])" = 2z, y]’  (mod (N')P,(N))
onde N = (z,[z,y]). Mas
(x[z,y])P = (za7 'y lay)” = (y ay)? =
y~laly = aPa Py~ aly = aPla?, y]
Entao
oz, y]’ = 2”[z",y]  (mod (N')P,(N))
Apos cancelar, obtemos o resultado desejado.
O

O Teorema anterior pode ser generalizado para p*. Apresentamos apenas essa versao

simplificada do resultado com n = p pois é a que seré mais utilizada ao longo do trabalho.



Capitulo

2

Grupos powerful

Esse capitulo tem como objetivo estabelecer resultados sobre grupos powerful, pois
sao a chave da estratégia da demonstragao do resultado principal. A teoria apresentada
nesse capitulo foi estudada nos livros [5] e em [16], mas ¢ importante ressaltar que essa
teoria foi desenvolvida por Lubotzky e Mann em [18]. Os exemplos em sua maioria vém
de [7]. Algumas demonstragoes foram reescritas utilizando a Formula de Compilagao

Hall-Petresco (Teorema 1.6.5) e por isso distinguem-se um pouco das referéncias.

Definig¢ao 2.1. Um p-grupo finito G € dito powerful quando G' < GP, para p impar; e
G' < G* para p = 2.

Exemplo 2.2. (Ezemplos de powerfull)

e Todo p-grupo finito abeliano € powerful. Se G € abeliano, entio G' =1 < G,

G = (a,b | a’ = =1, la,b] = aP), com p primo impar, é powerful. G' = (aP) e
(aP, bP) < GP | logo, G' < GP.

G = (a,b,c | P = =P =1, [a,b] = [a,c] = 1,0° = baP), com p primo impar, é
powerful. G' = (aP) < GP.

G = {(a,b,c| ab’ = = =1, [a,b] = 1,a¢ = a' ™, b = baP), com p primo impar,
¢ powerful. G' = (a?) < G? , logo, G’ < GP.

m—1

=W =1, a = " "*Y), com p primo e m > 4, pois

Mn(p) = (a,b | a”
[a,b] = a" " = (a®)2") pertence a M,,(p)?*, logo, My, (p) < M, (p)?". Nesse
caso podemos ter p = 2, entdo esse € o primeiro exemplo de 2—grupo powerful nao

abeliano.
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Para o prozimo exemplo precisaremos introduzir o conceito de grupos requlares.

Definicao 2.3. Um p-grupo G ¢ dito regular se xPy? = (xy)? mod ({x,y)")? para
todo x,y € G. Fquivalentemente, considerando os c¢; da Formula de Compilagdo
Hall-Petresco (1.6.3), c,(z,y) € ((z,y)")?.

e Se G € reqular, entdao GP € powerful, se p € um primo impar. Afinal, se G € reqular,
do Teorema 2.14 de [7] podemos concluir que (G?) = [GP,G?] = (|G, G’ < G¥* <
(GP)P.

Exemplo 2.4. (Exemplos de nao powerful)

e Diedrais. Dym = (a,b | " =102 =1, a® = a™'), m > 3, nao é powerful, pois
Dow = Dow/Dk. = (@b |a =0 = 1,@ = a') = Dy nio ¢ abeliano, logo
Dl £ Db

e Quaternios. Qom = {(a,b | a =1, @2 =12, 1, m > 3, ndo € powerful.
Afinal, se m = 3, (Qg)' = (a®) e (Qg)* = 1, logo f (Qs)*. Sem >4, Qom =
Qom /Q4 = (@, b | @* = =0 = —1,a* =a ') = Dy, pois a®" " = (a22)2m_4 =1=10c¢

como tal grupo nao € abeliano temos Qym ﬁ Qi

e G = (a,byc|a? =b =c" =1, a° = ab, [a,b] = [b,c] = 1), com p impar, nao
¢ powerful. Afinal, G' = (b) mas GP = 1 (Obs: esse grupo é regular, mas nao
powerful).

Essa sequéncia de exemplos tem por objetivo construir uma visao mais concreta desses
grupos, e trazer a ideia de que o mundo dos powerful nao é tao restrito a ponto de serem
apenas alguns grupos em redomas de vidro no museu dos grupos exéticos, nem ¢é tao vasto

ou tao 6bvio a ponto de se tornar desinteressante.

Defini¢ao 2.5. Um subgrupo N de um p-grupo finito G € dito powerful embedded (p.e.)
em G se [N,G] < NP, para p impar; para p =2, [N,G] < N*. Escrevemos N p.e. G.

Exemplo 2.6. E claro que 1 € powerful e que 1 p.e. G. Também, G é powerful se, e

somente se, G p.e. G.

Exemplo 2.7. O centro Z(G) de um p-grupo finito G € nao trivial e Z(G) p.e. G, afinal,
[2(G),G] =1 < (Z(G))"".

Observagao 2.8. Se N p.e. G, entio [N,N] < [N,G] < N» < N (IN,G] < N*, se
p=2), logo, N G e N é powerful. .
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Corolario 2.9. Seja G um p-grupo finito powerful. Entao
G = GP| = p"@ (2.1)

Demonstragao. Quando G é powerful e p é impar, temos G’ < GP. Se p = 2, G/G* ¢é
um grupo em que todos os elementos tem ordem 2, entdao é abeliano e G’ < G?. Como
®(G) = G'GP, nesses casos teremos ®(G) = GP. Pelo Teorema da Base de Burnside,
|G : ®(G)| = pD logo |G : GP| = pU©),

O

Lema 2.10 (5], Lema 2.2). Sejam G um p-grupo finito e N, K e W subgrupos normais
de G, com N < W.

(i) Se ¢ € um homomorfismo de G e N p.e. G, entio N¥ p.e. G¥. Em particular, se
L <G, entdo NL/L p.e. G/L.

(ii) Sep é impar e K < NP, ou sep=2 e K < N*, entio N p.e. G se, e somente se,
N/K p.e. G/K.

(iii) Se N p.e. G e x € G entao (N, x) € powerful.

(iv) Se N nao € powerful embedded em W, entao existe um subgrupo normal J de G tal

que

® se p € impar,
NP[N,W,W] < J < N’[N,W] e |NP[N,W]:J| =p
o sep=2,
NN, WPN,W,W| < J < NN, W] e |NYN,W]:J|=2

Demonstragao. (i) Se ¢ ¢ um homomorfismo de G, entdao (N¥)? = (N?)¥ (isso porque
NP = (2P | x € N) e p(x)? = p(x)P.p(x) = p(zP)) entdao [N?, G¥] = [N,G]¥ <
(NP)? = (N¥)P, ou seja, N¥ p.e. G¥. A demonstracao é analoga no caso em que
p=2e[N,G] < N*.

(ii) A ida segue do item (i). Suponha que N/K p.e. G/K, entdo:

N/K,G/K] = [N.GIK/K < (N/K)" = N'K/K
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Como K < NP, NPK/K = NP/K. Sendo entao [N,G]K/K < N?/K, pelo Teorema
da Correspondéncia, [N, G]K < NP, e novamente de K < NP temos que [N, G] <
NP. Logo, N p.e. G. A demonstracao do caso p =2 e K < N* & anéloga.

(iii) Seja H = (N, z). Como N < H, podemos usar (ix) do Teorema 1.2.4, dai:
[HvH] = [H7 <N,l’>] = [H7 <I>][H7N] = [N7 <I>HH7N] - [HvN]

Entdo se N p.e. G, [H,H] = [N, H] < N? < H? (respectivamente, [H, H| < H* se
p=2). Logo, H = (N, x) é powerful.

(iv) Suponha que p é fmpar e que [N, W] £ NP. Entao NP < NP[N,W| = M, digamos.
Como G é um p-grupo, e M e N sdo normais em G, olhando para G/N? e con-
siderando M /NP < G /NP, podemos aplicar o Teorema 1.4.4 e concluir que existe
J <G tal que NP < J < Me|M:J =p. Entdo M/J tem ordem p em G/J, dai,
pelo Teorema 1.4.1 , M/J é central em G/J, ou seja, M/J < Z(G/J). Isso significa
que [M,G] < J. Como [N, W] < M, temos que [N, W]/J também é central, entéo
[N, W, W] < J. Logo, NP[N,W,W| < J < NP[N,W], como desejavamos.

No caso em que p = 2, a demonstragao é quase analoga. Temos [N, W] £« N*. Entdo
N* < NYN,W] = M. Mais do que isso, como [N, W]* < ®([N,W]), e ®([N, W])
sao os elementos nao geradores, temos que N4[N,W]? < N*N,W| = M. Logo,
se considerarmos o quociente G/N4[N,W]? e sendo M /N*[N,W1]*> < G/N*[N, W),
novamente pelo Teorema 1.4.4 existe J < G tal que N* N, W|* < J < M e |M :
J| =2. Como M/J tem ordem p, M/J é central. Sendo [N, W]/J < M/J também
0 &, logo, [N,W,W] < J. Assim, NN, W]2[N,W, W] < J < NN, W].

[

Observagao 2.11. O ponto da propriedade (iv) € que para estabelecer que N p.e. W,
onde N e W sao subgrupos normais de um p-grupo G, nds podemos quocientar por um
J adequado e desse modo reduzir ao caso em que NP =1 (se p é impar) ou N* =1 (se
p=2), e [N, W] possui ordem p e é central em G (ou seja, [N,W,G| =1). Dessa forma,
[N,W] =1 € equivalente a [N, W] < J, mas nesse caso nao ezistiria tal J < NP[N, W]
(J < NN, W], se p=2), e, pela contra-positiva de (i), N p.e. W.

Essa técnica ¢é ilustrada na demonstragao do proximo resultado.

Proposigao 2.12 ([5|, Proposic¢ao 2.3). Sejam G um p-grupo finito e N I G. Se N p.e.

G, entao NP p.e. G. Em particular, se G € powerful entao GP € powerful.
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Demonstragio. Caso 1: quando p ¢ impar. E dado que [N, G] < NP, entdo [N,G,G] <
[NP G]. E, pelas consideragoes anteriores podemos assumir que (N?)? =1 e que [N?, G|
é central e tem ordem p. Entdo, queremos mostrar que [N?, G| = 1.

Sendo [N?, G| central, [N?,G] < Z(G), dai [N,G] < NP = [N,G,G] < [NP,G] <
Z(@G).

Dado z € N e g € GG, pelo Teorema 1.6.5, temos que:

[2%, 9] = [, 9" (mod (W)"y,(W)) (2.2)

Onde W = (z,[z,¢g]). Veja que W’ < [N,G,G] implica (W')? < [N,G,G]P =1 e
(W) < ~3(W), pois p é impar. Como [W,W] < [N,G, G|, que é central, temos que
(W) = [W, W, W] < [N,G,G,G] = 1. Logo, de 2.2 temos que [N?, G| = [N,GJ]P <

(NP)? =1, e temos 0 que queriamos.

Caso 2: p = 2. Nesse caso, [N,G] < N*. Novamente, pelas consideracoes ja feitas,

podemos assumir que (N?)* =1 e que [N?, G] é central e tem ordem 2. Em sintese:

[N?,G,G] =[N*G)* = (N*)* =1

Para x € N e g € G temos, como no caso anterior, pelo Teorema 1.6.5:

(2%, 9] = [2%, 9" (mod (Y')*12(Y)) (2.3)

Nesse caso, Y = (22, [z?,¢g]) entao Y’ < [N?,G,G] = 1. Veja que (Y')?y(Y) =
(Y)2Y' =Y'. Entao [N, G] = [N?,G]? = 1. Isso significa que N* ¢é central.
Como N® < (N?)* =1, o expoente de N divide 8, entao N* é gerado por elementos de

ordem 2, por isso (N*)? = 1. Entao com z e g como anteriormente temos, pelo Teorema
1.6.5:

2%, g1 = [2,9]"  (mod (2')*12(2)) (2.4)

Novamente, (Z')*y9(Z) = Z'. Como Z' < [N,G,G] < [N*,G] = 1, segue que
[N?2,G] = [N,G]* < (N*)? =1, como queriamos demonstrar.
0

Definicao 2.13. Seja G um p-grupo finito. Entao:
G1 = G, Gz’—f—l == Gf[G”G] para 1 Z 1.

Lema 2.14 (|5], Lema 2.4). Seja G um p-grupo powerful.
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(i) Para cada i, G; p.e. G, e Giy1 = GY = O(G))
(ii) Para cada i, a fun¢ao x — P induz um homomorfismo de G;/Gii1 para Gii1/Girs.

Demonstragao. (1) Como G = Gy é powerful, Gi p.e. G. Suponha que G; p.e. G para
i > 1. Entao G;11 = GY[G;, G] = G7, e a Proposi¢ao 2.12 mostra que G;11 p.e. G.
Como G¥ < ®(G;) = GY[G;, G;] < Giyq, isso também implica que G4 = ®(G;). O

resultado segue por inducao.

(ii) A parte (i) mostra que G; é powerful, entdo, mudando a notagao, podemos assumir
que G; = G = G, Gy = Gy e Giyg = G3. Agora, substituindo G por G/G5 (que
também ser& powerful por (i) do Lema 2.10) e podemos assumir que G3 = 1; Sendo G
powerful, |G, G] < GP = G, e como (G2)? = G3 = 1, segue que [G, G| < Gy < Z(G).

Entao para z,y € G temos, pelo Teorema 1.6.5:

(zy)? = 2Py”  (mod (G')"7,(G))

Como G' < GP = (s, entao (G')?P < (G2)P = Gz = 1. Além disso, sendo p > 3,
1(G) < [G',G] =1 pois G’ < G, e Gy é central. Logo, (zy)? = 2Py?.

Se p = 2 entdo [G,G] < G* < (G*)? < G3 = 1. Por isso em todo caso temos
(xy)? = zPy?. Como G5 = G3 = 1 e GP = (G, isso mostra que x — z¥ induz um

homomorfismo de G/G; para G5/G3, completando a prova.
]

Lema 2.15 ([5], Lema 2.5). Seja G = (ay,...,aq) um p-grupo powerful. Entio GP =

(a},...,a).

Demonstragao. Seja 0 : G/Gy — G3/G3 o homomorfismo dado no lema anterior. En-
tao G2/G3 & gerado por {(a;G2)?, ..., (asG2)?}. Logo, Gy = (df,...,a5)G5. Pelo Lema
2.14, G5 = ®(G,), entao pelo Teorema da Base de Burnside (1.4.11), G = (df, ..., a}).

Novamente pelo Lema 2.14, Gy = GP e o resultado segue. n

O resultado a seguir mostra algo que comentamos anteriormente, que os grupos power-

ful sdo uma classe de grupos em que GP coincide com o conjunto das p-ésimas poténcias.

Proposigao 2.16 ([5], Proposi¢ao 2.6). Se G € um p-grupo powerful entao todo elemento

de GP é uma poténcia de p, ou seja, GP = {z" | v € G}.

Demonstra¢ao. Argumentaremos por indu¢ao em |G|. Pelo Lema 2.14, como visto na

demosntragao anterior, Go = (af, ..., a})Gs, entdao dado g € Gy, existem xz € G e y € G
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tais que g = xPy. Considere H = (G?,x). Novamente pelo Lema 2.14, G? = G5 p.e.
G. Assim, o item (iii) do Lema 2.10 implica que H é powerful. Também, g € HP, pois
y € G3 = GY. Se H # G entao a hipotese de indugao nos da que g é uma poténcia de
pem H. Se H = G, entdao, como G é powerful, ®(G) = GP e pelo Teorema da Base de

Burnside (1.4.11), G = (z) ¢ ciclico, e nesse caso o resultado é trivial. O

Entretanto, nao é um se e somente se, ou seja, ter essa propriedade satisfeita nao é

suficiente para que o grupo seja powerful, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.17 (|7], Exercicio 2.4). Seja p um primo impar e seja G = N x H onde
H=()=Cpr eN = (a1) x {a) X ... x (ap-1) = Cp x C), x ... x C,, com respeito a a¢io
dada por

b __ b __ b _ —p
ap = G102, Ay = A20a3, ..., ap,1 = Qp—10aq

e com a relagcao

W =df.

Tal grupo tem ordem pP**. E claro que (a) < GP. Como (a})® = (a®)? = (ayas)? = a®
temos que ai comuta com todos os geradores de G, logo, ai é central em G. Entao podemos
olhar para o quociente G/{al), que tem ordem p? e é gerado por elementos de ordem p.
Pelo Teorema 2.8 de [7], tal grupo é regular e pelo Coroldrio 2.11 da mesma referéncia,
exp(G/(a)) = p. Logo, (G/{a}))P € trivial. Isso significa que todas as outras poténcias
de p de G caem em (a}). Portanto, GP = (a}), ou seja, GP coincide com o conjunto das
p-€simas poténcias de G. Por outro lado, € facil ver que G' = (ag, as, ..., ap—1,a,"). Como

(a;®) = (a), seque que GP < G', logo, esse grupo nao € powerful

Podemos agora resumir as principais caracteristicas da série G; em um p-grupo power-

ful:

Teorema 2.18 (|5], Teorema 2.7). Seja G = (a1, ...,aq) um p-grupo powerful, e seja
G1 =G e Gy = GY[Gy,G) para cada i. Entao:

(i) Gi = Gfk para cada k > 0;

i—1 i—1

{2’ |z eGy=(d" .., d} );

i—1

(iii) G; =GP

(iv) Para cada i e k, a fun¢io x — x*° induz um homomorfismo de G;/Giy1 para

Gisk/Gith-
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Demonstragao. Nos ja estabelecemos (i) no Lema 2.14.

Para demonstrar (iii), veja que por esse mesmo lema temos G;; = G¥ para cada i, o
que nos garante a base da indugao. Segue da Proposigao 2.16 que G = {z? | x € G;}.
Por indugdo, G; = {a? ' | x € G}, entdo para cada x € G; existe y € G tal que x = y?' |
assim Gi1 = {(y# P |y e G} = {y' |y € G} < G”. Como G,1 ¢ um subgrupo
temos que Gy = GP'. De maneira similar, repetidas aplicacdes do Lema 2.15 mostram
que G; = <a’1’i_1, . agi_l), concluindo a prova de (iii).

Para demonstrar (iv), utilizaremos indugdo. O Lema 2.14, item (ii), nos garante o
passo base da indugao. Seja 0y : G;/Giy1 — Giix/Givks1 0 homomorfismo que mapeia
x — 2. Por conta de (iii), sabemos que esse homomorfismo ¢ sobrejetivo. Considere
p:Gitk/Givkr1 = Givkr1/Givkre, a funcdo que mapeia A que, novamente por
(ii) do Lema 2.14, é um homomorfismo. Entao podemos fazer a composigao: 6,1 = Oop :
Gi/Giv1 — Givgs1/Givkio, que leva x — 27" ¢ ¢ um homomorfismo, demonstrando (iv).

Por fim, tomando G; no lugar de G e k + 1 no lugar de ¢ em (iii), obtemos

i—1+k

=" reG={y""" |y e G} =G,

nos dando o resultado de (ii).
[

Observagao 2.19. Pelo item (iii) do teorema anterior, podemos reescrever o item (iv)
dizendo que a fungio x — P induz um homomorfismo de G /G para G JGP'.
E nesse formato que esse resultado serd utilizado na demonstracio do Teorema 3.13.
Também, se G powerful, pelo item (ii) e (iii) do teorema anterior, temos que

i

)P =(Gi)" = Gipa = (G)".

i—1

(@)

Por isso, no Capitulo 8 usaremos livremente que, em um grupo powerful G, ((G)*' )P =

(G)".

Munidos dos resultados colocados, agora a ideia de que fazer o quociente por G?' limita

o expoente nos trara a seguinte consequéncia:

Corolario 2.20 ([5], Corolario 2.8). Seja G = (ay,...,aq) um p-grupo powerful, entdo
G = (ay)...(aq).

Demonstragao. Seja p® = exp(G), entdo G, > Gy = 1. See =1, Gy = G? = 1. Como G
¢ powerful, ®(G) = GP = 1, entdao G = (ay, ..., aq) é abeliano elementar, logo, G é produto
dos subgrupos ciclicos (a;). Suponha que o resultado vale para grupos de expoente < p°.
Considere G/G, = (a1G, ..., agG.). Como comentamos anteriormente, G/G. = G/GP

e—1
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¢ um grupo de expoente p°~! entdao pela hipotese de indugao G/G. = (a1G.)...{aqG.).
Logo, G = (a1)...{aq)G.. Por (iii) do Teorema 2.18, G, = <afefl, ...,apkl) e por (i) do
mesmo Teorema, G, p.e G, ou seja, [Ge, G] < (G.)P = Goy1 = 1, e isso implica que G, é
central em G. Portanto, G = (a4)...(ag).

]

O maior resultado dessa secao, e que serd bastante utilizado na demonstracao dos
resultados principais, relaciona a propriedade de ser powerful com a existéncia de conjun-
tos geradores “menores” para os subgrupos de um p-grupo, ou seja, se G é um p-grupo
powerful e H < G, entdao d(H) < d(G). Esse resultado é surpreendente porque nao ocorre

de forma geral. Segue um contra-exemplo de tal propriedade:

Exemplo 2.21. Seja G = C, 1 C, o produto entrelagado de C, com C,, ou seja, G =
({a1) X ... X (a,)) » (by = (C, x ... x Cp)) X C,, com a agao dada por
p
ab = ay, a=as, .. a271 = ay, af, =a
Temos que G = (b, a1), mas G possui um subgrupo proprio H = (ay, ...,a,), e d(H) =
p. Se p é um primo impar, d(H) > d(G). Portanto, esse grupo nao € powerful.

Na demonstragao do proximo teorema, lembre-se que d(G) é também a dimensao de
G/®(G) como espago vetorial sobre F,, (Teorema 1.4.11). Denotaremos a dimensao de um
espago vetorial V' por dim (V). Também vamos recorrer diversas vezes na demonstragao
do resultado seguinte ao Teorema do Nicleo e da Imagem, resultado classico de Algebra
Linear, que afirma que, dados U e V espagos vetoriais de dimensao finita, se T" é uma
transformagao linear T': V' — U entao dim(Im(7T)) = dim(V') — dim(Ker(T)).

Teorema 2.22 (|16], Teorema 11.18). Se G € um p-grupo powerful e H < G, entdo
d(H) < d(G).

Demonstracao. Seja E; = G;/Gi;1. Pelo Lema 2.14, ®(G;) = G;41, logo, pelo Teorema
da Base de Burnside (1.4.11), E; é abeliano elementar, e E; pode ser visto como espago
vetorialsobre F'. Além disso, dim(E;) = d(G;) < d, por conta do Lema 2.15.

Para um subgrupo arbitrario H < G, construiremos os geradores de H indutivamente
como elementos de (H N G;) \ Gi41. Denotaremos por V; o quociente (H N G;)Gi1/Git1
visto como um subespaco vetorial de E;.

Escolha hy, ..., h,, em H tais que suas imagens em G/G; formem uma base de V; =
HG,y/Gy. Note que dim(E,/Vy) = d —ny.

Suponha que tenhamos construido elementos:
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L4 hly---;hnl e HNG

o ity by € HN Gy

* hnk—z-f-la ) hnk_l efdn Gk:—l

k—2 k_2 k—3 k—3
. . p p
tais que as imagens de hy ..., W0 " hy g hE Dy gty By em By geram

Vi—1 e dim(Ey_1/Vi_1) < d—ny_,. Para ficar mais claro, lembre-se que Ey_1 = Gy_1/Gy
e Gp1 = G, entdo, como h; € G; = G = {po | x € G} pelo Teorema 2.18,
existe € G tal que h; = 2P, dai hfkﬂfl = (:zz'pifl)l”'H;1 = 27" € G)_1, por isso que

as imagens dessas poténcias de h; recaem em Ej_;.

Seja W o subespaco de Ej. gerado pela imagem dos elementos h’l’k_l, - hﬁ’ifl, hfjfh -
hﬁzd, o by s BB em By Entao dim(Ey /W) < d—nj_1, porque pegar poténcias

de p induz um homomorfismo de Ej_1/Vj_1 em Ey/W, como vimos no item (iv) do
Teorema 2.18.
Escolha elementos hy, 41, ..., by, € H N Gy (possivelmente, um conjunto vazio) tais

que suas imagens formam uma base de V},/WW. Entao
dim(Ey/ Vi) = dim(Ex /W) — dim(Vi /W) = dim(Ex /W) — (ng — ng—1) < d —ny,

A defini¢ao esta completa.

A construcdo acima termina alcancando o subgrupo identidade G,y = GP* = 1, onde
p¢ = exp(G). A altima desigualdade para dimensao, d — n.yq > dim(E./V,) > 0, implica
que d > ney1, ou seja, o nimero total de elementos h; construidos serd no maximo d.

Provaremos por indugao no expoente de G' que os h; juntos geram H. Para e = 1,
Gy = GP =1, e nesse caso By = G/Gy = Ge Vi, = H = (hy,...,hy,,). Para e > 1,
temos H/G. < (hGe, ..., h, G.) pela hipotese de indugao, entdo H = (hy,..., h,, )Ge.
Como (hy,....,h,,) < H, resta expressar um elemento arbitrario de H N G, = (H N
Ge)Ger1/Geyr = Ve nos hiis, o que é possivel, de acordo com a construgio feita.

]

O proximo resultado é feito no proprio artigo de Fernandez-Alcober e De Las Heras [6],

e ja se volta para o contexto do resultado principal desse trabalho, de grupos 2-gerados.
Lema 2.23 (|6], Lema 2.2). Seja G um p-grupo finito powerful. Entdo:
(i) Se H < G também é powerful entdo |G7’i : Hpi] < |G : H| para todo i > 0.

(ii) Se d(G) = 2 entao todo subgrupo de G também € powerful.
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Demonstragao. (1) Mostraremos por indugao em i. Como G é powerful, pelo Teorema
2.22, d(H) < d(G), e como H também é powerful, temos que e |G : GP| = pU©),
logo |H : H?| < |G : GP|. Temos que:

|G : H||H : H?| = |G : G?||G? : H?|

Como |H : H?| < |G : GP|, para que essa igualdade valha é necessario que |G? :

H?| < |G : H|, entéo o resultado segue para i = 1.

Suponha que o resultado vale para naturais menores que i. Temos que GP' = (GP )f”i_1
e HY = (Hp)pifl. Como G e H sao powerful, pelo Lema 2.12 GP e HP também o

sao. Sendo assim, podemos aplicar a hipdtese de indugao a GP e HP, logo:

IGP' HY'| = |(GP) : (HP)Y' | < |GP: HY| < |G : H|

demonstrando o resultado.

(ii) Demonstraremos por indugao na ordem do grupo. Se |G| = p ou p?, G & abeliano
e seus subgrupos sao abelianos, logo sao powerful. Suponha que a hipétese valha
para qualquer grupo de ordem menor que a ordem de G. Se M é um maximal de
G, e sendo G powerful, pelo Teorema 2.22, d(M) < d(G), entao d(M) =1 ou 2. Se
d(M) = 1, entdo M é abeliano e todos os seus subgrupos sao powerful. Podemos
supor entao d(M) = 2. Se M for powerful, pela hipotese de indugao todos os seus
subgrupos também serao, e como M é um maximal arbitrario e todo subgrupo de
G estd contido em algum maximal, entao o resultado se estende para G. Logo, é

suficiente mostrar que M é powerful.

Como G é powerful e d(G) = 2, |G : GP| = p? e, sendo M um maximal de um
p-grupo, |G : M| =pe GP = ®(G) < M, entao podemos escrever:

|G :GP| =|G: M||M :G”|
—_—— SN
p? p
Logo, |M : G?| = p, ou seja, existe x € M tal que M = (x)GP. Sendo GP powerful

embedded em G Teorema 2.12 segue do Lema 2.10 que M é powerful.
[



Capitulo

3

Comutadores em p-grupos finitos com

subgrupo comutador 2-gerado

Nesse capitulo demonstraremos os principais resultados estudados na dissertacao, o

Teorema A e o Teorema B de [6] citados na Introdugao.

Vamos comegar relembrando o seguinte resultado de Blackburn [2, Teorema 1], que

vai nos permitir reduzir a demonstragao do Teorema A ao caso em que G’ é powerful.

Lema 3.1. Seja G um p-grupo finito tal que d(G') < 2. Entao ou G' € abeliano ou
pode ser gerado por dois elementos a e b com relagées definidas por a?" = W =1 e

[a,b] = b"", com k>0 en>m> 2k.

Como consequéncia, se o subgrupo comutador de um p-grupo G pode ser gerado por
dois elementos, temos G” < (G')"* e G' é powerful.
Afinal, se G’ é abeliano, entao ja temos que G’ é powerful; se nao, pelo Lema 3.1,

&' = (a,b) com relagdes a?” = " =1 ¢ [a,b] = ¥, com k > 0en > m > 2k

Considere N = ([a,b]) = (b*"). Entao
a b tab = b
a bl ="t
aba~! = p=@" -1

abt? o' = (aba M) = (b—(P"—l))p" _ (bp")—(p"—l)
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Ou seja, a e b normalizam N, logo N < G'. Como ab = ba[a, b], temos que em G’/N os
geradores alN e bN comutam, entdo G’ /N ¢é abeliano e G” < N. Como N = ([a,b]) < G”,
segue que G = ([a, b]). Mas [a,b] = 0" e k > 0 implica que n > 2, portanto G” < (G')”’
e assim G’ é powerful.

O proximo passo é ver como podemos estender uma cobertura de comutadores de um

elemento fixo x de um quociente para um grupo.

Lema 3.2. Sejam G um grupo e N < L < G, com N normal em G. Suponha que para

algum x € G as duas condi¢oes sequintes valem:
(i) L/N C K.n(G/N).

(ii)) N C K,(G).

Entao L C K,(G).

Demonstrag¢ao. Provaremos que para todo y € L, yN C K,(G) (isso é suficiente pois

y€yN daiy € K,(G) e L C K,(G)). De (i) temos que dg € G tal que:

yN = [xN,gN] = [z,g]N

Usando N < G e a condigao (ii), temos que:

yN = [z,g]N = [z,g]N? C [z, 9| K,(G)’

Qualquer elemento de [z, g] K, (G)? é da forma:

[z, gz, h]? = [z, hg] € K.(G)

Entao o resultado segue.

O proximo lema seré necessario em combinacao com os resultados seguintes.

Lema 3.3. Seja G um grupo e seja N < L < G, com N normal em G. Se L/N
([z,s]N | s € S) para algum x € G e algum S C G com [L,S] € N, entao L/N C

Demonstra¢ao. Temos que L/N = ([z,s] | s € S) e K,n((S)N/N) = {[zN,sN],s €
(S)} =A{[z,s]N | s € (S)}. Entao, para concluir que L/N C K,x((S)N/N), mostraremos
que, dados [z, s1|N e [z, s9] N geradores de L/N:

[, $1] N[z, so] N = [z, s951| N (3.1)
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Como [L,S] C N, entao V¥l € Le Vs € S, ["'s7lis € N e daf s7'ls C IN. Entao

[z, s9]°" C [x, s9] N. Assim, mudando o representante da classe lateral, temos:

1 -1

[z, 51][x, 52]N = [z, 81][x, 82)"' N = 27 s sy - 570 - 27 syt

TSy SN

=2 s sy tesyes N =[x, 508 |N
[

Agora veremos um lema que é a chave para a demonstragao do Teorema A. Ele mostra
que, sobre algumas condigoes especificas, cobrir o quociente L/LP com comutadores de
um dado elemento x é suficiente para cobrir L.

Recordamos que, se L e N sao dois subgrupos normais de um grupo GG e n € N, entao

o Lema 1.2.19 garante que

(L™, N] < [L, N|"[L, N, L]

Lema 3.4. Seja G um p-grupo finito e seja N < L subgrupos normais de G, com L
powerful e d(L) < 2. Entao seque que:

(i) Se existem z,9 € G tais que L/N = {([z,g]N) e [z,9,9] € NP, entio LV /N =
([z, g" |N*") para todo i > 1.

(ii) Assuma ainda que L < N e |L : N| = p. Se existem x,g9,h € G tais que L/N =
([x,g]N) e N/LP = ([z, h] L) com [z, g,g] € NP e[z, h,h] € L, entio L C K,(G).

Demonstragao. (1) Argumentaremos por indugao em 4. Assuma primeiro que i = 1.
Como L é powerful e L = ([z,g], N), pelo Lema 2.15, L? = ([z, g]’, N?), entdo
LP /NP = ([z, g]PNP).

Temos que [[x,¢], g] € NP, ou seja, [z, g]N? e gN? comutam, e com isso podemos

usar a equacao (3.1) do Lema 3.3 com ([z, g]N?) e S = {g}, dai:

[,9"] = [2,9]"  (mod N?) (3.2)

E consequentemente LP/NP = ([z,g?]NP). Agora seja ¢ > 1. Por (ii) do Lema
2.2, N também é powerful (N < L, L é powerful e d(L) = 2). Se provarmos que
[z, g7, g*] € N p2, entao podemos usar a hipotese de inducao com L” no lugar de L,

NP no lugar de N e g” no lugar de g, e isso termina a demonstracao.
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Como L é powerful, d(L) < 2 e NP < L, novamente por (ii) do Lema 2.2, N? é
powerful e pelo Teorema 2.22, temos d(N?) < d(L) < 2, entao pelo Corolario 2.9,
|NP Np2| < p?. Como N < @G, segue do Lema dos Trés Subgrupos (1.2.5) que
[N?, G, Gl < [[N?, G, G.

Como NP < G (pois N é normal em G e NP é caracteristico em N) , [N?, G] < NP
e |[N? : [N? G]| > p, pelo que foi explicado na Observagao 1.3.2. Analogamente,
IN? : [N?,G,G]| > p®. Isso implica que, em N?/N?°| [N? G,G]/N?" “recai” na

identidade que ¢ N?°, porque NP /Np2 tem ordem no méaximo p?. Ou seja:

> p?
NN IN?.G,G] —— NP
< p?

implica que [N?, G, G| < NP*,

Também, [N? G| < NP implica [N?, GJP < NP*. Como consequéncia de ambos,
aplicando o Lema 1.2.19, temos: [N?, G?] < [N?,G]’[N?,G,G] < N**. Por conta
de (3.2), temos que [[z, "], ¢?] = [[z,9]", ¢*] (mod [N? GP]), entdo, agora com a
desigualdade anterior, temos [[z, ¢*], ¢*] = [[x, g]?, ¢”] (mod N?°).

Por outro lado, [z, g, g] € N? significa que [z, g] e g comutam modulo NP, mas entéo

[z, 9] e g também, ou seja, [[z, g], g?] € NP. Segue que

[z, gl 9", [z, g]] € [N?,G'] < [N?,GP] < N7",

- L 2 . .
ou seja, [[z,g],97] e [r,9] comutam moédulo NP°| e, assim como anteriormente,

[z, 9]7, ¢*] = [[z, g], ¢?]P (mod N**). Concluimos que:

[z, ), "] = [[z, 9", ") = [[x, 9], "I’ =1 (mod N*)
N—_——

2

ENP
Entao [z, g7, 7] € NP*| como querfamos.
(ii) Considere a seguinte série normal em G:
L>N>I’P>NP>L" >N > . >1 (3.3)

Por hipétese, |L : N| = p. E como L é powerful e d(G) < 2, temos |L : LP| < p?,

por (2.9), e portanto |N : L?| < p. Como consequéncia, se R e S sdo dois termos
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consecutivos da série (3.3), entao |R : S| < p, usando (i) do Lema 2.23. Entao a
segdo R/S é central em G/S (R/S < G/S = R/SNZ(G/S)#0 = R/S <
Z(G/S)), ou seja, [R,G] < S. N

Por outro lado, por (i), R/S = ([z,y]S) para algum y € G. Entdo, pelo Lema
3.3, R/S C K,5(G/S). Se S =1, S C K,(G), e pelo Lema 3.2 isso implica que
R C K,(G). Subindo por induc¢ao a série (3.3) concluimos que L C K,(G).

0

Como uma ilustracao do método baseado no Lema 3.4, vamos provar o resultado de

que se G é um p-grupo finito e G’ € ciclico, entdo G’ consiste de comutadores.

Lema 3.5. Seja G um p-grupo finito com G’ ciclico. Entao existe x € G tal que G' =
{lz.g] | g€ G}

Demonstragao. Para isso, aplicaremos o Lema 3.4 com L = G’ e N = (G')P, pois, nesse
caso, |L : N| = |G’ : (G')?| = p (aplicando a equagao (2.9), e sendo d(G’) = 1) o que se
encaixa com uma das hipoteses requeridas no Lema 3.4.

Resta mostrar que G'/(G')? = ([z,y](G")?), com z e y tais que [z,y,y] € (G')¥.
Note que ja sabemos que G’ é ciclico, mas isso ndo é suficiente para termos G'/(G')? =
([z,y](G")P), pois G', e consequentemente G'/(G')P, poderiam ter como gerador um pro-
duto de comutadores, e nao por um comutador. Além disso, precisamos de um gerador
que satisfaca a segunda condi¢ao. Entao a demonstragao a seguir consiste em mostrar
que G’ pode ser gerado por um adequado comutador. Para encontra-lo, utilizaremos o
centralizador C* = Ce(G'/(G')?").

Suponha G’ = (g) e |G'| = p™. Entdo (G = (¢*°) e ‘& =t = p?, dai
G'/(G")Y* =2 Cp. Se K <G, K9 = K, entiio g induz um automorfismo em K, que sera a
identidade apenas quando g € Cg(K), ou seja, G/Cq(K) ¢ isomorfo a um subgrupo de
Aut(K). Nesse caso, temos que G/C* é isomorfo a um subgrupo de Aut(G'/(G')"") =
Aut(Cpe) e |Aut(Cp2)| = p* —p = p(p — 1). Sendo G/C* um p-grupo, e sendo p a

m

maior poténcia de p que divide |Aut(C)2)|, temos que |G : C*| < p. Sendo G/C* ciclico,
segue do Lema 1.2.18 que G’ = [G,C*|. Sendo G’ ciclico, G’ é powerful, entao ®(G') =
(G")?, e olhando para |G, C*]/®(G") = [G,C*]/(G")P vemos que nao é possivel que todo
comutador recaia em (G”)P pois (G')? < G', dessa forma, existem = € G e y € C* tais que
([z,y]®(G")) = G'/P(G"). Pelo Teorema da Base de Burnside (1.4.11), G’ = ([z, y]).
Lembrando que C* = Cg(G’/(G’)pg), ou seja, [G',C*] < (G’)pQ. Assim, [z,y,y] €
(G, C*,C*] = [@',C*] < (G')"*. Com isso conseguimos aplicar o Lema 3.4 e obter o
resultado desejado. Organizando o que obtemos da seguinte forma fica mais claro como

as coisas se encaixam nas hipoteses do referido Lema, com L = G’ e N = (G')?:
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(G <G QG, G powerful e d(G') < 2;

|L: N|=|G": (G")P] =p;

L/N = G'[(G") = {[z,y)(G)?) e [w,y.y] € (G');

N/L? = (G?/(G')P = {1}, entdao podemos escrever (G')?/(G')? = ([z,1](G')P) e
[z,1,1] € (G)¥".

Concluimos que G’ = K,(G).
[l

Observagao 3.6. No entanto, se d(G') = 2, a situac¢ao € mais complicada e, na verdade,
nem sempre € possivel aplicar o Lema 3.4 com L = G'. E necessdrio comecar um “efeito
domind” semelhante ao que foi feito na demonstragao de (ii) do Lema 3.4. Além disso,
precisamos cobrir com comutadores de um 1unico elemento x dois fatores principais que
assumirao os papeis de L/N e N/LP, em vez de um como no caso de G' ciclico, e isso
€ mais complicado em alguns casos quando estamos lidando com p = 2. Por isso intro-
duzimos os subgrupos D(T) e R(U) das Defini¢oes 3.11 e 3.15 abaizo, que, como serd
mostrado nos Lemas 3.12 e 3.16, satisfazem a propriedade de cobertura desejada para

qualquer elemento x que estiver fora deles.

O proximo subgrupo que introduziremos desempenha um papel fundamental na prova
de Guralnick no caso em que G’ é abeliano, no artigo [12], e também sera importante

nesse trabalho.
Definigao 3.7. Seja G um p-grupo finito com G’ powerful. Definimos C = Cq(G'/(G")P),

Observagao 3.8. Essa definicio significa que se ¢ € C e g € G' entao ¢ Lgc(G')P =
g(G"P, ou seja, [c,g] € (G')P. Em outras palavras, C é o maior subgrupo de G tal
que [G',C] < (G')?. Disso vemos também que, se o € Aut(G), entao [z7,(G")°] <
(G"P) = [27,G'] < (G')P, pois G' e (G')? sao caracteristicos em G logo, C' também

€ caracteristico em G.

Observacgao 3.9. Sendo G' powerful, temos que [G',G'| < (G")?, logo, G' < C. Quando
p € impar, |G',C| < (G')? implica que G' é powerful embedded em C, mas isso nao é
suficiente no caso p = 2, pois precisariamos ainda que [G',C] < (G")*. No caso p impar,
pelo Lema 2.12, (G')pi € powerful embedded em C' para todo i € N. Em outras palavras,
temos [(G")',C] < (G
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No lema seguinte, que foi colocado de forma um pouco mais geral do que realmente
precisamos, mostramos que isso ocorre para todos os primos (inclusive o 2), e mostramos

também que inclusoes similares valem para outros subgrupos comutadores envolvendo C'.
Lema 3.10. Seja G um p-grupo finito com G’ powerful. Entao:

() (G, CP] < (G para todo i,5 > 0.

(ii) [G,CP'] < (G")Y para todo j > 0.

(iii) Se d(G') <2, entao |G : C| < p.

Demonstragao. (1) Usaremos indugdo em j. Assuma primeiro que j = 0, e mostraremos
que [(G)',C] < (G por indugdo em i. Para i = 0, [¢/,C] < (G')? segue da
definicao de C', como ja foi comentado. Agora, para ¢ > 0, aplicando o Lema 1.2.19

e a hipotese de inducao, temos que:

(G, 01 < (@) o i@y
H_/
<(G")P* (hei.)

Naturalmente, (G')?"~ < G’, e sendo G’ powerful, G ¢ powerful embedded em G’

(pelo Teorema 2.18), entao:
(e (D (D R (D L (PRI R (D
Agora, se 7 > 0, usando novamente o Lema 1.2.19 temos:
((chNeg R ((chimteiany(chiategue gy

Pela hipotese de inducao, [(G')*",C” '] < (G')"", entéo:

(G, e PEy or T er T < (6T e o < (@t

Nessa primeira desigualdade usamos também que C” ' < C' e na segunda usamos

o passo base da inducao.

(ii) Novamente, argumentamos por inducao em j. No caso j =0, [G,C] < [G,G] = G'.
Se 7 > 0, utilizando que [G, ij_l] < (G")?""" pela hipotese de inducéo e pelo Lema
1.2.19, segue que:

(eNeig B e el UleNelue i N (chig(chiaaNe g (ehig
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onde a ultima inclusao segue de (i).

(iii) Se d(G") < 2, como G’ powerful, temos que |G’ : (G')?] < p* (pelo Corolario 2.9).
Logo, sendo C' = Cs(G'/(G")?), G/C induz automorfismos em G'/(G')P de forma
que G/C' ¢ isomorfo a um subgrupo de Aut(G'/(G')?). De |G’ : (G')?] < p* conclui-
mos que G'/(G")? = Cy2, C, x C, ou C,,. Em todo caso, a maior poténcia de p que
divide |Aut(G'/(G")P)| € p. Dessa forma, |G : C| < p.

[

Para obter G’ = K,(G) quando G’ é 2-gerado, primeiro precisamos que G’ = [z, G],
que é uma condicao mais fraca. Na definicao seguinte, construiremos o conjunto dos
elementos que nao satisfazem G’ = [z, G]. Assim, para fazer o papel especial de um x tal
que G’ = K,(G) buscaremos por elementos fora desse conjunto.

Comegaremos a trabalhar com os subgrupos T' maxg G', ou seja, T é maximal entre os
subgrupos proprios de G’ que sdo normais em G. E importante lembrar que, para grupos
em geral, T maxg G’ nao significa que T' é maximal em G’. Por exemplo, em S,,, n > 5,
o subgrupo comutador é A, e o tnico subgrupo de A,, que é normal em .S, é 1, que nao
¢ maximal em A,. Entretanto, em p-grupos T' maxg G’ implica que T max G’. Afinal,
suponha que T marg G’ mas T nao é maximal em G’. Considere G = G//T, entdo, pelo

Teorema 1.4.4, existe uma série normal tal que:

T=No<dN, .. Ny 2N, 1 <N, =G

sendo que cada N é normal em G e |WZ : N;_1| = p. Mas assim teriamos N; < G.
Logo, pela escolha maximal de T', nao pode haver N;’s além dos triviais, portanto, T é
maximal em G’. Isso implica que |G' : T'| = p e que ®(G’) < T, que serdo fatos bastante

utilizados.

Definigao 3.11. Seja G um p-grupo finito nao abeliano. Para cada T maxg G', definimos

o subgrupo D(T) pela condigdo
D(T)/T = Z(G/T),

ou seja, D(T') € o maior subgrupo de G que satisfaz [D(T),G] < T. Definimos também o
congunto D = | J{D(T") | T maze G'}.

Veja que, como T' < G, pelo menos T < D(T'). O proximo lema nos mostrara algumas
propriedades de D(T') e de D.
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Lema 3.12. Se G é um p-grupo finito nao abeliano, entio [z, G] = G’ se, e somente se,
x ¢ D. Além disso, se d(G') < 2, entdo:

(i) Para todo T maxe G', temos ®(G) < D(T) < C e log,|G : D(T)| € par.
(ii) D ¢é um subconjunto proprio de G.

Demonstragao. Veja que, dado g € G,
[z, 9" = b~ w, glh = h™'a ™ g wgh = [h, 2]z~ h g wgh = [, h] [z, gh] € [2,G).

Logo, [¢#,G] < G. Sendo assim, se [x,G] for um subgrupo proprio de G', [z, G]

necessariamente estara dentro de algum T maxg G’

(=) Suponha que [z,G] = G'. Entao para qualquer T maze G', [z,G] £ T, ou seja,
x ¢ D(T). Logo, x ¢ D.

(<) Suponha que = ¢ D. Logo, x ¢ D(T), ou seja, [z, G] £ T para todo T mazg G'.

Entao é necessario que [z, G| = G'.

Agora, vamos assumir que d(G') < 2. Lembrando que, nesse caso, G’ é powerful pelo
Lema 3.1 e |G : (G')?| < p? pelo Corolario 2.9.

(i) Seja T' mazg G'. Para mostrar que ®(G) < D(T) mostraremos que [®(G),G] < T.

Pelo item (ii) do Teorema 1.4.16 e pelo item (ix) do Teorema 1.2.4, temos que:
[©(G),G] = [G"G', G] = [G", G][G", G]

= &7 Gl(G) | =, GGG, G, Gls(G) = (G1)s(G)

1.2.1

Ja temos que ®(G’) = (G')P < T para qualquer T mazg G'. Agora, como |G’ : T| =
p, no quociente G'/T temos que [G', G]/T necessariamente recai na identidade pois
|G, G] é proprio em G'. Assim, (G')P3(G) < T. Entao [®(G),G] < T e com isso
O(G) < D(T). Isso também implica que G/D(T') pode ser visto como um espago

vetorial sobre [F,,.

Pelo Lema dos Trés Subgrupos (1.2.5) e pela definigao de D(T), temos que:
[D(T), '] < [D(T),G,G) < [T,G]

Como |G’ : T| = p, e [T, G| & proprio em T, entao |G : [T,G]| > p?. Por isso,

em G'/(G')P, que tem ordem p? [T,G| necessariamente recai na identidade que
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é (G")P, ou seja, [T,G] < (G')P. Pelas desigualdades anteriores, isso implica que
D(T),G'] < (G")?, e portanto D(T) < C.

Sendo G/D(T) um espaco vetorial sobre F,, e |G'/T| = p, temos que G'/T pode ser

visto como IF,,. Assim, podemos considerar a seguinte forma bilinear:
f:G/D(T)x G/D(T) - G')T
(@D(T),yD(T)) = [z,y]T

Vamos mostrar que essa funcao estd bem definida, é alternada e nao-singular.

Se (x1D(T),y1D(T)) = (x2D(T), yoD(T)) entao existem d,d € D(T) tais que x; =
xod € Y1 = yod'. Entao:

f(@D(T), y1 D(T)) = w1, 1] T = [wad, yod|T (1)

Usando a propriedade (iii) do Teorema 1.2.4:

(1) = [z2, yod] [z2, yod' , d] [d, yod'| T' = [z, yod'|T

€T €T

= [wo, d|[z2, Y] [T2, Yo, d| T = [w2,y2] T = f(x2D(T),y2D(T)),
S~—— S——

€T €T

portanto, f estd bem definida. Além disso, f é alternada pois:

f([L’lD(T), ZEQD(T)) = [l’l, ZEQ]T = [$2d, {L'Q]T

[Jfg, .TQ] i‘er T, d] [1'2, dl - [xQJ IQ]T — T
eT

Por fim, f é nao-singular pois se existe d € G tal que [z,d] € T Vx € G entédo
d € D(T), que ¢ a identidade de G/D(T).

Com isso, pelo Corolario 5.1.7, temos que dimg,(G/D(T)) = log,|G : D(T')| é par.

(ii) Suponha, por contradigao, que D = G. Lembrando que |G’ : (G')?| < p?, entao

analisaremos os dois casos: quando |G’ : (G')?| = p e quando |G’ : (G')?| = p>.

Se |G" : (G')P| = p, entao (G')P é maximal de G’ e é normal em G, ou seja,
(G")? maze G', logo D((G')?) € D. Além disso, dado T mazxg G’ temos que

(G')"? = ®(G") < T. Mas como ambos sdo maximais em G, teremos (G')? = T.
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Logo, D((G")?) = D. Consequentemente, G' = [D,G] = [D((G')?),G] < (G')P.

Contradigao! Entéao é necessario que |G’ : (G')?] = p?.

Seja x € G arbitrario. Se G = D, entdo x € D e portanto [x,G] < G'. Como
|G’ /(G")P| = p?, a imagem de [z, G| em G'/(G')P tem ordem no méximo p.

Temos que [z,G] = (z7lglzg | g€ G) = (z7'a9 | g € G ), entao [z,G] tem
|z¢| geradores. Logo, se [z, G](G')P tem ordem no maximo p, a classe de conjugagio
de z(G")? em G'/(G')P tem tamanho no méaximo p. Isso implica que o tamanho de
todas as classes de conjugacao em G'/(G’)? sdo iguais a 1 ou p, ou seja, G/(G')P é

um p-grupo de largura no maximo 1, ou seja, b(G) < 1 (notagao do Lema 1.4.18).

Logo, pelo Lema 1.4.18, isso implica que |G’/(G")?| < p, o que nos leva novamente

a uma contradi¢cao. Portanto, D < G.

]

Segue agora um exemplo simples de 7' e D(T') para nos auxiliar a visualizar esses

grupos.

Exemplo 3.0.1. Considere o p-grupo G = {(a,b,c | a’ == =1, [a,b] =1, a° =
a*™ b = baP), com p impar.

Temos que G' = (aP). Sendo G’ ciclico (e portanto powerful) seque que |G : (G')P| = p.
Sendo G'/(G")P central em G/(G")P, teremos C = G.

Nesse caso simples, T = (G')? = (a”’) ¢ o 1inico mazimal de G', entio D = D(T).

Observe que [a,G] = [b,G| = [¢, G] = G', portanto a,b,c ¢ D. Também, ji sabemos
que ®(G) = (a?) < D(T'). Agora, pela Identidade de Hall-Petresco (Teorema 1.6.5) temos
que

@ = (6B (mod (N)P(N))

sendo N = (¢, [b,c]) = (c,aP). Entio N' = (a”") e (N')? = 1. Também, para p impar,

v,(N) = 1. Portanto, [c",b] = [¢,b]P = a”". Analogamente mostra-se que [?,a] = a”".
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Logo, [?,G] < T, portanto D(T) = (a?, ). Resumindo:

De forma mais geral, o tltimo lema nos mostra que sempre teremos a seguinte situacgao:

(G T el ®(G) —— D(T) C G

Pelo Lema 3.12, se d(G’') < 2 entdo D & proprio em G. Logo, sempre existe um
elemento z € G tal que G' = [z, G]. Jaque |G : C| < ppelo Lema 3.10 e D C C, podemos
escolher # ¢ D de modo que G = (z)C e G' = [z, (], pois G’ = [z,G] = [z, (z)C] = [z, C].

Agora estamos em posicao de provar o Teorema A para p > 2.

Teorema 3.13. Seja G um p-grupo finito, em que p € um primo impar, e suponha que
d(G") = 2. Entao G' = K,(G) para um certo x € G.

Demonstragao. Nos comentarios anteriores vimos que G’ = [z,C] para algum = ¢ D.
Entao G'/(G')P = ([z,u](G")P | u € C) e, pela definigdo de C, [G',C] C (G')?. Logo,
estamos em condi¢oes de aplicar o Lema 3.3, que nos da G'/(G")? € Ky (C/(G')P) C
Koy (G/(G')P). Como G'/(G")? = ([z,u|(G")? | w € C), isso implica que G'/(G")" =
{lz,u)(G")? | w € C}. Pelo Lema 3.2, se tivermos G'/(G")? C Ky (G/(G')P) e (G')P C
K, (G), conseguimos que G’ = K,(G). Entao nos resta mostrar que (G')? C K,(G). Para
isso utilizaremos o Lema 3.4, entao o resto da demonstracao buscara satisfazer as condic¢oes
desse lema. Como segue diretamente se (G')? for trivial, assumiremos que (G')? # 1.

Considere agora a funcao:

PG @Y > (@)
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9(G') = g"(G)”

Pelo Teorema 2.18, p é um homomorfismo. Além disso, sendo G’ powerful, (G')? =
{2 | x € G'} pelo Lema 2.16, logo, p é um epimorfismo (homomorfismo sobrejetivo).
Assim, G'/(G")? = {[z,u](G")? | u € C'} implica que (G")?/(G")* = {[z,u]?(G")*" |u € C}.

Agora, se u € C, entdo, pela Identidade de Hall-Petresco (1.6.5), [z, uf] = [z, ulPw
para algum w € (H')Py,(H), onde H = ((u™')*,u) = (u,[r,u]). Vamos mostrar que
(H Py (H) < (G

Temos que H' = ([z,u],u) < [[G,C],C]. Como G' = [z,C], [G,C,C] = [G',C].
Lembrando que C' = Cg(G'/(G")P), entao [G',C] < (G')?. Logo, H' < (G')?, o que implica
(H')? < (G")"*. Como C < G, [G,C] < C, entdo [z,u] € C, dai H = (u, [z,u]) < C. E
por (i) do Lema 3.10, [(G")?, C] < (G')*. Com isso, podemos ver que:

e w(H)=[H H =H < (G)°
o v3(H)=[H H H] =[H H <[G) H <[G)FC]<(G)V
o v, (H) <(H) < (G’)pQ, para g > 3 (Observagao 3.14).

Portanto, [z, u]’ = [z,u?] (mod (G)"") para todo u € C. Como G’ = [x,C], (G')P =
[z, C]P. Pelo epimorfismo p : G'/(G")? — (G')?/(G')?*, concluimos que todo elemento de
(G")? ¢ da forma [z, u?] modulo (G')P° para algum u € C.

Agora escolhemos um subgrupo T entre (G')? e (G')** com |(G')? : T| = p (que
certamente existe pelo Teorema 1.4.4). Sendo G’ powerful, (G')? também o é, e como
d((G"P) < d(G) = 2, temos que |(G')P : (G| < p*. Assim, tanto (G)?/T quanto
T/(G')Y* séo ciclicos, gerados pela imagem de algum comutador [z, u?] com u € C. Pelo
Lema 3.10, temos [z, u?, v?] € [G,C?,C?] < [(G')?, C?] < (G')*°.

Veja que reunimos as hipoteses necessérias para aplicar (i) do Lema 3.4 com L = (G')?
e N=T:

o T < (G, T e (G sio normais em G, (G')P & powerful e d((G')?) < 2,
o (G <Tel(@):T|=p,

o (GV)T = ([z,w]T) e T/(G')" = ([, u”)(C"}""),

o [z,uP,uf] € ()" < TP

Portanto, (G')? C K,(G), como desejado.
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Observacao 3.14. O ponto da demonstracao que vale para todo primo impar mas nao
vale para p = 2 € exatamente quando é necessdrio usar que vy,(H) < v3(H), o que so
ocorre para q primo impar. No caso p = 2, nao consequimos essa inclusao, ou seja, nesse
caso o w € (H')Py,(H) pode nao estar dentro de (G')*. Dai nio consequimos utilizar a
Identidade de Hall-Petresco para obter que (G')?/(G')* consiste de comutadores da forma
[z,9](G")*, g € G. Quandop =2 eC =G, cobrir (G')?/(G")* com comutadores de K,(Q)

serd imprescindivel, e essa serd a parte mais complicada da demonstracao.

Isso finaliza a demonstragdo para os primos impares, restando apenas nos preocu-
parmos com a prova do Teorema A para 2-grupos finitos, que é consideravelmente mais
complexa, principalmente quando C' = G. Para lidar com esse caso, introduzimos os

seguintes subgrupos:
Definigao 3.15. Seja G um 2-grupo finito tal que (G')* # 1. Para cada U maxg (G')?,
definimos o subgrupo R(U) pela condigdo:

R(U)/U = Ceqy(G*/U)

Em outras palavras, R(U) é o maior subgrupo de G que satisfaz [R(U),G* < U.
Definimos R =J{R(U) | U mazg (G')?}.

Vale lembrar que, assim como no caso de T mazg G', U mazg (G')* também implica

que U ¢ maximal em (G')%.

Lema 3.16. Seja G um 2-grupo finito com d(G') < 2. Além disso, suponha que C = G
e que (G')? # 1. Entdo o sequinte vale:

(i) [G.6¢°]=(G")*

(ii) [z,G?] = (G")? se e somente se v ¢ R.

(iii) G2 < R(U) < G para todo U mazg (G')?.

(iv) R(U)NR(V) < R(W) para todo U,V,W mazc (G')? tais que U # V.

Demonstragao. (i) Pelo Lema 1.2.19, [G, G? = [G,G]?*|G, G, G| = (G")*y3(G), ou seja,
|G, G?] e (G')? coincidem modulo 43(G). Temos que G/G? tem expoente 2, e
isso implica que o grupo é abeliano. Logo, G’ < G?. Conjugando de ambos os
lados vemos que v3(G) < [G,G?]. Temos que [G,G?| = (G')*y3(G) equivale a
(G, G?]v3(G) = (G')?, entao [G,G?] = (G')~
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(ii) Se * € R, entdo existe U maxg (G')? tal que [z,G?* < U < (G')%. Entao, se
[z, G?] = (G")?, & necessario que ¢ R. Por outro lado, se [x, G?| # (G')? entao
[z,G?] < (G")? por (i). Seja N = [z, G?(G")*. Entao N < (G')?, porque [z, G?] ¢
préprio e (G')* = ®((G')?). Além disso, N é normal em G, pois [(G)?, G] < (G')*
pelo item (i) do Lema 3.10, dai [N,G] < [(G")?, G] < (G")* < N. Considerando
U mazg (G')? contendo N, teremos [z, G*] < N < U, assim, r € R(U) C R, o que

prova o resultado.

(iii) Temos que [R(U),G?* < U < (G')?, entao, pelo item (i), R(U) é um subgrupo

proprio de G. Por outro lado, utilizando o Lema 1.2.19 e o item (i), temos:
[GQ’ GQ] < [G’ GQ]Q[G7 G27 G] = (G/)4[(G/>2a G] = (G,)4

Dado que (G')* < U, segue que G* < R(U).

(iv) Como G’ ¢ powerful, (G')? também ¢, entao (G')* = ®((G’)?). Como d((G")?) < 2,
segue que |(G')? : (G")*| < 4. Temos que U ¢é subgrupo préprio de (G')> e UNV ¢é
subgrupo proprio de U dado que U # V| assim:

()Y —L—UnV =2-U—-22-(¢")?

Logo, UNV = (G)* <W. Se x € R({U)N R(V) entédo [x,G?*| < U e [z,G*] <V,
entdo [z,G*] <UNV < W, daf z € R(W).
[

Segue um exemplo simples para visualizarmos os subgrupos R(U) e D(T).

Exemplo 3.0.2. Seja Q = (a,b | a®" 2" =2 ab = aY), m > 4, o grupos
dos Quatérnios de ordem 2™. Nesse caso, Q' = (a*®), por isso (Q')? = {(a*) = T e
Q") = (a®) = U (mas em geral (G')* e (G')* nao coincidem com T e U, isso € particular
desse exemplo). Além disso, novamente C' = G pois Q'/(Q')* € central em Q/(Q')*.
Como [a,Q] = [b,Q] = Q', a,b & D(T). Mas [a*,b] =a=* <T. Logo, D(T) = {(a?).
Sendo Q* = (a?), € claro que [a,Q* < U. Entao (a) < R(U). Mas veja que [b,a?] =

a* ¢ U. Logo, b ¢ R(U). Portanto, R(U) = (a). Resumindo, temos a sequinte situagao:

=1, a
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Esse é um exemplo simples para que fosse possivel explicitar os subgrupos fazendo os
célculos a mao, mas no geral teremos varios subgrupos da forma T, U, D(T') e R(U), e que
podem nao coincidir com outros subgrupos como no exemplo. Em geral, dados T7, ..., T},

os maximais normais de G’ e Uy, ..., U,, os maximais normais de (G’)? a situagao é:
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O préximo resultado nos permitird completar facilmente a prova do Teorema A no caso em
que p = 2 e C' = (G. Sua prova é longa e técnica, e requer uma anélise cuidadosa das posi¢oes
relativas dos subgrupos D(T) e R(U), onde T mazxg G’ e U maxg (G')?, porque a ideia da
demonstragao é mostrar que DU R nao cobre todo o grupo G. Na proposigao seguinte, queremos
um z € G que satisfaca tanto G’ = [z,G] quanto (G')? = [z,G?. Pelo Lema 3.12, qualquer
x ¢ D satisfaz G’ = [x, G], e pelo Lema 3.16, se z ¢ R entdo (G')? = [z, G?], ou seja, se x ¢ DUR

entao x satisfaz as duas condigoes requeridas.

Proposigao 3.17. Seja G um 2-grupo finito com d(G') =2 e C = G. Entao eziste v € G tal
que G' = [2,G] e (G")? = [z, G?].

Demonstragao. Pelo item (ii) do Lema 3.12, sabemos que existe a ¢ D tal que G' = [a,G], e
como d(G") = 2, existem b, ¢ € G tais que G' = [a, G| = ([a, b], [a, c]). Se definirmos H = (a, b, c),

entao H' = G’, e o resultado segue imediatamente para G assim que for provado para H. Afinal,

[,G] < G = H' = [z,H] < [2,G] entao G’ = [z,G]; agora, levando em considera¢ao que
[G?,G] = (G")? pelo item (i) do Lema 3.16, temos que (G')? = (H')? = [z,H?] = [G,G?] >
[z,G?], e como [z, H?] < [r,G?] segue que (G')? = [r,G?]. Portanto, podemos assumir que

d(G) < 3. Assumiremos também que (G’)? # 1, pois, como visto no Teorema 3.13, nesse caso o
resultado segue trivialmente.

No restante da prova, considere Z/(G’)? como o centro de G/(G’)?, ou seja, [Z,G] < (G')%.
Vamos mostrar que |G : Z| > 4. Suponha, por contradi¢do, que |G : Z| < 4. Entao G/Z é
abeliano. Como G nao ¢é abeliano, G/Z nao pode ser ciclico, logo, G/Z = Cy x Cy. Podemos
escrever G/Z ={Z,aZ,bZ, abZ} = (aZ,bZ), e assim fica facil ver que G = (a,b, Z). Como G/Z
é abeliano, ([a,b]) < Z, ou seja, {[a,b](G")?) comuta com todos os elementos de G/(G’)?; em
particular, ([a,b](G")?) < G/(G")%. Se fizermos o quociente de G/(G’)? por ([a,b](G’)?) veremos
que as imagens dos elementos a(G’)? e b(G')? comutam, e os outros elementos geradores sido
imagem de Z/(G")?, ou seja, sdo centrais, logo, esse quociente ¢ abeliano e portanto G’ /(G’)? =
{[a,b](G")?). Mas se G'/(G")? ¢ ciclico, como ®(G") = (G')?, pelo Teorema da Base de Burnside
(1.4.11), G’ também sera ciclico, o que é uma contradi¢ao. Assim, |G : Z| > 4 como desejado.

Pelo item (i) do Lema 3.16, [G,G?] < (G')?, ou seja, G?/(G")? é central em G/(G')?, entdo
G? < Z. Sendo G um 2-grupo, G/G? é um grupo em que todos os elementos tem ordem 2, entdo
G /G? ¢ abeliano elementar e por isso ®(G) = G? < Z. Pela equagao (2.9), |G : G?| <23 =8 e:

|G :G? =|G:Z||Z: G
—_—  ——
<8 >4
Entdo |G : Z| =8¢ Z = G2
Agora comegaremos as analises dos subgrupos D(T') e R(U) para mostrar que D U R nao

cobre todo o grupo G. Pelo item (i) do Lema 3.12, G = ®(G) < D(T) para todo T mazxg G’
e pelo item (iii) do Lema 3.16, G? < R(U) para todo U mazg(G')?, entdo podemos mostrar a
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propriedade de ndo cobertura trabalhando apenas com o grupo G/G? de ordem 8. Considere
entdo G = G/G?, D = DG?/G* e R = RG?/G?. Mostraremos que |D U R| < 7. Faremos isso
primeiro determinando a ordem de D e depois analisando a posicdo dos subgrupos R(U) com
respeito a D e entre eles mesmos.

Antes de proceder, observe que as segoes G'/(G')? e (G')?/(G")* sdo centrais em G pelo Lema
3.10 e porque G = C, ou seja, [G',G] < (G")? e [(G")?,G] < (G")*. Como (G')? < T para todo
T maxr G’ (porque ®(G’) = (G')?), temos que [T,G] < [G',G] < (G")? < T, entao T < G. De
forma anéloga mostra-se que U < G para todo U maxz (G')%. Entao as condi¢des T mazg G’ e
U mazxg (G')? sdo equivalentes & T maxr G’ e U maz (G')?, respectivamente.

Alegamos que |D| = 4 e que D ¢ um subgrupo maximal de G. Vamos considerar T mazxg G’
arbitrario, e observe que, como d(G’') = 2, pelo Corolario 1.4.12, temos trés opgoes para T.

Primeiramente, como log2|G : D(T)| é par e D(T') é proprio em G pelo Lema 3.12, temos:

8
G*——D(T)——G = |D(T)| =2
D e
22

Entdo existe y € D(T) tal que D(T) = (y)G?. Utilizando o item (ix) da Proposigio 1.2.4,
D(T) = [D(T),D(T)] = [D(T), {y)G?] = [D(T), G?). Agora, utilizando o Lema 1.2.19, D(T)" =
[D(T),G? < [D(T),G)*|G,D(T),G] < (G")?[T,G] < (G')%. A tltima inclusdo segue de que,
como |G'/(G")?| =4 e T éproprioem G/, |T/(G")?| = 2, dai |[T, G]/(G")?| = 1 (observagao 1.3.2),
ou seja, [T, G] < (G")2. Agora seja S marg G’ com S # T. Pelo mesmo argumento anterior,
SNT = (G")?, e como [D(S),G] < S e [D(T),G] < T, temos [D(S),D(T)] < SNT = (G')2
Disso, e de D(T)" < (G")?, temos que (D) < (G')%.

Também, se D(S) = D(T) entao [D(T),G] < T e [D(T),G] < S, entao [D(T),G] < SNT =
(G2, logo D(T) < Z = G?, mas ai [D(T)| = 1, o que é uma contradicio. Logo, se S # T, entio
D(S) # D(T). Por isso, D é a unido de trés diferentes grupos de ordem 2, e assim, |D| = 4. E
claro que D C (D) < G, e como (D)’ # G, sabemos que (D) é um subgrupo préprio de G, entao
(D) < G. Assim, como |D| =4 < |(D)| < 8 = |G|, temos que D = (D) e D é um subgrupo
maximal de G.

Agora comegamos a analise das posigoes dos subgrupos da forma R(U). Como argumentado
na demonstragio do item (iv) do Lema 3.16, |(G')? : (G')*| < 4 e, novamente pelo Corolario
1.4.12, (G')? possui no méximo trés subgrupos maximais. Ainda na demonstracdo do item
(iv) do Lema 3.16 vimos que a intersecio de dois diferentes maximais de (G’)? ¢ (G')*. Pelo
item (iii) do Lema 3.16, todos os R(U) sao proprios em G. Se nenhum deles for maximal em
G, entdo |G : R(U)| > 4 e |[R(U) : G?| < 2, dai existe a € R(U) tal que R(U) = (a)G>.
Seja V mazxg (G')?, e b € R(V) tal que R(V) = (b)G?. Se R(U) # R(V), entdao U # V,
logo R = {G?,{a)G?, (b)G?, (ab)G?}. Assim, [RU D| = 7 < 8 e temos o que querfamos. Se
R(U) = R(V) para algum V # U, daf |R| < 4 e o resultado segue. Se R(U) for maximal,
|G : R(U)| =2e |R(U) : G? = 4, entdo |R| > 4 e ndo temos o resultado garantido ainda. Se
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R(U) = D sempre que R(U) maz G, entao no pior caso existem R(V) e R(W) diferentes de D,
onde V,W mazq (G')?, mas ai [RUD| < |D|+ |R(V)|+|R(W)|—-2=4+1+1=6<8¢co

resultado segue. Portanto, podemos assumir que existe U mazqg(G')? tal que R(U) max G, ou

seja, |[R(U)| =4 e ainda R(U) # D.
Lembrando que |G/G?| =8 e ®(G) = G2, entdo G/G? = Cy x Cy x Cy. Entdo os maximais
sao da forma Cs x Cy, logo, quaisquer dois maximais tem intersecao nao trivial. Segue que

|RU)ND|=2e |DUR(U)| = 6.
Entdo podemos assumir que existe outro V mazg (G')? tal que R(V) € DN R(U), pois caso

contrario ja estaria resolvido. Se (G’)? possui dois maximais distintos, entdo (G’)? nio é ciclico,
logo d((G")?) = 2 e (G")? possui exatamente 3 subgrupos maximais distintos.

Além disso, sendo G’ powerful, pelo item (iii) e (iv) do Teorema 2.18 a fungao:

fG NG = (@) /(G
z(G)? = 22(G)?

& um homomorfismo sobrejetivo, e é injetivo porque d(G') = 2 = d((G")?); logo, é um
isomorfismo.
Como consequéncia,

geG\(G)? = ¢* € (G")\ (G (3:4)

Por isso, todos os trés subgrupos maximais de (G’)? tém a forma 72, onde T mazg G'.

Seja W o terceiro subgrupo maximal de (G')?, diferente de U e V. Se R(W) = 1, entdo,

visto que R(U) N R(V) € R(W) por (iv) do Lema 3.16, segue que |R(V)| < 2 (se |[R(V)| > 4,

R(V) seria maximal de G e teria intersecio nao trivial com R(U)), e consequentemente [DUR| =
IDUR(U)|+|R(V)\1|+|R(W)\1| < 6+1+0 = 7. Portanto, podemos assumir que |[R(W)| > 2.
Agora vamos considerar dois casos separados:
Caso 1: R(W) < R(U).
Novamente, pelo item (iv) do Lema 3.16, obtemos R(W) = R(U) N R(W) < R(V'), com

RW)| =2e |R(V)| =4, o que

inclusdo propria, uma vez que R(V) £ R(U). Em particular,
implica |R| = |[R(U)| + |[R(V) \ R(W)| =4+ 2 =6.

Suponha primeiramente que D N R(U) # D N R(V). Nesse caso, temos [D N R| > 3 e,
portanto, |[DUR| = |D| + |R| = |DNR| <4+4—3 =17, como desejado.




60

G2
Caso DNRWU)#DNR(V)

Agora, suponha que DN R(U) = DN R(V), entao essa interse¢ao coincide com R(W), pois
R(U)NR(V) = R(W). Agora, como visto no oitavo paragrafo da prova, D possui trés subgrupos

de ordem 2, e sdo todos da forma D(T). Assim, R(W) = D(T) para algum T mazg G'.

G
/ \
D R(U) R(V)
\ /
R(W) = D(T)
G2

Caso DNRWU)=DnNR(V)

Escolha g € R(W) \ G%. Entao, [g,G] < T (pois g € D(T)), mas como Z = G2 ¢é o centro de
G/(G"N? e g ¢ Z, entio [g,G] £ (G')? (z € Z < [2,G] < (G')?). Como R(U) e D sao dois
maximais distintos, temos G = (R(U), D) e, sendo g € D(T) < D, [g,D] < D' < (G")? (essa
tltima inclusao foi mostrada no sétimo paragrafo da prova). Entao podemos escolher h € R(U)
tal que [g,h] € T\ (G')%.

Agora, temos que
l9.p%] € [R(W),G?] < [R(U),G*|N[R(V),G?| <UNV < ()Y,
e, por outro lado, por (iii) do Teorema 1.2.4:
l9. 8% = [g. h?[g, h. b,
onde [g,h)? € T?\ (G")* por (3.4), e [g,h,h] € [h,G'] < [h,G?*| < U, pois G’ < G% e h e R(U).

Com isso, mostraremos que necessariamente U = T2. Lembrando que (G')?/(G’")* = Cy x Cs.
Seja [g,h)? = a € T?\ (G")* e [g,h,h] = b € U. Primeiro, nao podemos ter b € (G')* pois ab €
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(G")* mas a ¢ (G")*. Sendo ab € (G")*, a ¢ o inverso de b em (G")2/(G")*, dai b(G")* = a(G")*,
e como T?/(G")* = (a)(G")* e U/(G")* = (b)(G")4, temos que U = T2,

Uma vez que o mesmo argumento pode ser aplicado com V' no lugar de U, pois R(V') também
é maximal, deduzimos que U = V', o que é uma contradic¢ao.

Caso 2: R(W) £ R(U).

Vamos provar que este caso é impossivel. Escolha um elemento x € R(V)\(DUR(U)). Entao
G = R(U)UzR(U), porque R(U) é maximal logo |G : R(U)| = 2. Uma vez que R(W) £ R(U),
R(W)NzR(U) # (), entdo existe y € R(U) tal que zy € R(W). Note que y ¢ G2 pois, caso
contrario, y € R(V) e zy € R(V) N R(W) < R(U), o que nao pode ocorrer pela escolha de .
e

Temos que [zy,x v 2zyx? = [y,2%]. Como zy € R(W), [xy,z%] € W; e, como

y € R(U), temos [y, 2% € U, logo [zy, %] = [y,2%] € WNU = (G')*, e entdo

[y, 2°] = [y, 2]*[y, z, 2]

[y, 2)* = [y, 2°|ly,z,2] " €V,

pois [y, z, 7] € [G', 2] < [G?,2] <V (porque z € R(V)).
Usando que [yz,y?] = [z, y?] e que yz = zo~lyx = (zy)* € R(W), obtemos da mesma forma
que [y, z]?> € U. Portanto, [y, z]?> € UNV = (G’)* e entdo, pela relagdo (3.4), temos [y, z] € (G')2.

Por outro lado, como = ¢ D, temos

G' = [x,G] = [z, (&) R(U)] = [, R(V)].

Como y ¢ G? e |[R(U)| = 4, entdo R(U) = {G?,2G?%,yG?, 2yG?} para algum z, e sendo G? =
®(@), pelo Teorema da Base de Burnside (1.4.11), podemos escrever R(U) = (y, z, G?). Agora,
uma vez que [z,y] € (G')? e [z,G?] < (G')?, temos G’ = [z, R(U)] = ([, z],(G")?), e como
(G")? = ®(G’), novamente pelo Teorema da Base de Burnside (1.4.11), isso implica que G’ ¢

ciclico, o que é uma contradicao.

O

Podemos agora proceder para provar o Teorema A para o primo 2.

Teorema 3.18. Seja G um 2-grupo finito, e assuma que d(G') < 2. Entao G' = K,(G) para
algum x € G adequado.

Demonstrag¢ao. Podemos assumir que d(G’) = 2. Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: C #G.

Seja T = 43(G)(G")2. A condicdo C # G implica que [G, G’] # [C, G'] < (G')? pela definicio
de C, ou seja, [G,G'] = 13(G) £ (G')?, entdo (G')? < T. Como ®(G') = (G')? e 13(G) < &,
temos T < G'. Logo, T mazg G'. Além disso, como (G')? < T < G’ e |G’ : (G')?| < 4, temos

T maz G', e isso também implica que G’/T e T/(G')? sio ciclicos, fatos que serdo utilizados
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diversas vezes na prova. Por outro lado, se U mazg G', entdo v3(G)(G’)? < U, como mostrado
no item (i) do Lema 3.12, assim T' = U. Por isso, se N I G e N < G’ entao N < T. Também,
D = D(T) ¢ um subgrupo de G e [D,G] < T.

Por outro lado, pelo Lema dos Trés Subgrupos (1.2.5) e pela definigdo de C, temos:

[G,.C' <[G,C,Cl<[E,C < (G,

enquanto que

[G.G'] = 73(G) £ (G')*.

Logo, C' < G’ e consequentemente C’ < T.

Pelo Lema 3.12, temos G’ = [z, G] para todo x ¢ D. Vamos mostrar que o Lema 3.4 pode
ser aplicado com L =G’ e N =T oucom L =T e N = (G')?, dependendo dos valores de alguns
subgrupos comutadores. No ltimo caso, o Lema 3.2 completaré a prova.

Suponha primeiro que [G’, C] < T?. Entdo escolhemos z ¢ C, o que, pelo item (i) Lema 3.12,
implica x ¢ D. Pelo item (iii) do Lema 3.10, d(G’) = 2 e C' # G implicam que |G : C| = 2, entao
G = (z)C. Logo, G'/T = {([x,y]T) para algum y € C. Como z ¢ C, [z, [z,y]] ¢ (G')?, entdo
T/(G')? = ([z, [z, y])(G")?). Agora, temos [z,y,y] € [G',C] < T? e [z,[z,y],[2,y]] € [(",G'] =
(G"Y < (G4, ja que G é powerful.

Assim, aplicando o Lema 3.4 com L = G’ e N = T, concluimos neste caso. Para ficar mais

claro, encaixamos o que temos nas hipdteses do lema da seguinte forma:
e T < G’ sdo ambos normais em G, G’ & powerful e d(G') < 2,
e ("2 <Tel|G:T| =2,
o G')T =([z,y]T) e [z,y,y] €T,

o T/(G')? = [, [z,9]1(G")?) e [z, [x,y], [, 9] € (G")".

Logo, G’ C K,(G).

Portanto, assumimos que [G’,C] £ T? daqui em diante. Observe que |(G')? : T?| < |G’ :
T| = 2 pelo Lema 2.23. Como [G’, C] esta contido em (G")? (pela definigao de C') mas nio em
T?, T? < (G")?, entdo |(G')? : T?| = 2. Também, |T? : (G')4] < 2.

Suponha que [T, G] £ T?. Temos que G = (G \ C) pois, dado g € G, se g € G\ C, entdo
g€ (G\C);esegec C,escolha h € G\ C, entdo gh™' € G\ C (caso contrério, terfamos
h~! € C) logo, gh~th = g € (G\ O). Se tivéssemos [T, x] < T? para todo x € G \ C, teriamos
[T,G] = [T, (G\C)] < T?, o que contradiz a hipétese. Entao existe z € G\ C tal que [T, z] £ T?.
Logo, podemos escolher x ¢ C e t € T tal que (G')?/T? = ([x,t]T?).

Temos que:

o t,1] € [(G)%, G <G GPIG GG < (G")[G", G
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S (G/)S[(G/)4,G/] S (G/)8 S T4

Para concluir que [(G')*, G'] < (G")® utilizamos o item (i) do Lema 3.10 e o fato de que
G <C.

Podemos argumentar com o fator principal 7'/(G")? da mesma forma que no caso [G’, C] < T2,
ou seja, T/(G')? = ([z, [z, y]](G")?) e [z, [x,y], [z,y]] < (G")*. Agora podemos aplicar os lemas

para concluir esse caso. Explicitando o encaixe nas hip6teses do Lema 3.4:

e (G')? < T sdo ambos normais em G, T & powerful e d(T) < 2,
e T2 < (G2 e|T: (G)? =2,
o T/(G")? = ([z, [z, y])(G")?) e [z, [z,y], [z,y] € (G")*,

o (G"2)T? = ([x,t]T?) e [x,t,t] € T

Com isso, T' C K,(G). Como G'/T ¢é ciclico, G'/T C K,r(G/T). Portanto, pelo Lema 3.2,
G’ C K, (G) nesse caso.
Finalmente, suponha que [T, G] < T?. Pelo Lema dos Trés Subgrupos (1.2.5):

G',D] < [D,G,G) < [T,G] < T?

Mas [G,C] £ T?, entdo existem z € C'\ D e g € G’ tais que (G')?/T? = ([z,g)T?). Entdo
[z,9,9] € [(G")?,G'] < G" < (G")*. Como ®(G') = (G")?, [(G")?,G’] é proprio em G”, e é normal
em G, logo, [(G")%,G'] < T* e assim [z, g,9] € T*.

Além disso, como = ¢ D, temos G' = [z,G], entdo existe y € G tal que G'/T = ([z,y]T).
Como C" < T, temos y ¢ C, afinal, se y € C terfamos [z,y] € C' < T e [z,y]T ndo seria
gerador de G'/T. Entao [z,y,y] € [G',y] € (G')? pois y ¢ C, mas [z,y,y] € [G',G] < T,
logo, T/(G")? = ([z,y,y](G")?). Dado que [z,vy?] = [x,9]*[r,y,y], temos que [x,%*] = [z,y,y]
(mod (G")?), logo, T/(G")? = ([x,4?](G")?). Agora, utilizando a hipétese de que [T,G] < T? e o
Lema 1.2.19:

[e,42.47] € [T, G?) < [T, GP[T, G,G] < T[1,G] < (G')".

Nas tltimas inclusdes utilizamos que (7?)%2 = T%, o que pode ser feito porque, pelo Lema
2.23, T & powerful; e também que, como |(G')? : (G")*| =4 e (G')?/T? & ciclico, |[T?/(G")*| = 2
e assim [T2,G] < (G")*.

Aplicando o Lema 3.4:

e (G")? < T, ambos sdo normais em G, T é powerful e d(T) < 2,
e T2 < (G2 e |T: (G2 =2,

o T/(G")? = ([z.y°l(G")?) e [z,4%,4°] € (G')",
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o (G")?/T? = ([x,g]T?) e [2,9,9] € T".

Assim, T C K,(G). Como G'/T C K,r(G/T) pelo Lema 3.3, conseguimos novamente
G’ C K;(G) aplicando o Lema 3.2.

Caso 2: C =G.
Pela Proposicio 3.17, existe € G tal que G’ = [z,G] e (G")? = [z,G?]. Uma vez que C = G,
as secoes G'/(G')? e (G')?/(G")* sdo centrais em G, entdo segue do Lema 3.3 que:

G'/(G')? = ([2,G)(G")?) e [(",G] < (G")* = G'/(G")* = Ky2(G/(G)?)

(G)?/(@) = ([2,G*)(G)) e [(G")2,G? < (G) = (G')/(G)! = K2 (G*/(G"))
Por outro lado, de acordo com o Lema 3.10, temos
[z, G?,G?] < [(G")%,G%] = [(G")?, 0% < (G')°
. Portanto, podemos aplicar o Lema 3.4 com L = (G’)? e qualquer N mazg (G')?:
e N < (G")? sao normais em G, (G')? é powerful e d((G')?) < 2,
o (GN'<Nel(@):(G)=2
o (G"?)(G") = ([=,G*|(G)") = (G')*/N = ([,G?|N) e[2,G*,G*| € (G")* < N* < N?,

o N/(G")" = ([z,y](G")"), para y € G? tal que [z,y] € N\ (G")%; e [z,y,y] € [v,G*,G?] €
(G")*.

Obtendo (G')* C K,(G). Como G'/(G')? = K, c2(G/(G')?), concluimos aplicando o Lema
3.2 que G' C K,(G).
OJ

Por fim, provaremos o Teorema B. Para isso, utilizaremos a Proposi¢ao 1.5.16, que estabelece
que se G’ ¢é fechado se G ¢ em um grupo pro-p finitamente gerado. O nosso grupo profinito G
nao é necessariamente finitamente gerado, mas mostraremos que G’ esta dentro de um subgrupo
fechado finitamente gerado para concluir que G’ é fechado em G.

Temos que o subgrupo comutador G’ é topologicamente 2-gerado, entdo existem z,y € G’

tais que (z,y) = G Digamos que z = [371,332]--~[$n—1733n] ey = [ylayﬂ”'[ym—laym]a para

Ty oy Ty Y1y ooy Ym € G. Considere H = (x1,...,Zp, Y1, ..., Ym). Temos que H = G' e H é
finitamente gerado. Sendo H fechado, pela Proposicao 1.5.14, H é profinito com a topologia
induzida, logo também é pro-p. Pela Proposigao 1.5.16, H' = G’ ¢é fechado em H. Como H
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é fechado em @G, segue que G’ é fechado em G. Com isso, podemos descartar a operacao de

fechamento de G'.

Teorema 3.19. Seja G um pro-p grupo. Se G’ pode ser topologicamente gerado por 2 elementos,

entao G' = {[z,g] | g € G} para um adequado x € G.

Demonstrag¢ao. Sendo G um grupo pro-p, para todo N <, G, G/N é um p-grupo. Como
(G/N) = G'N/N, (G/N)" também é 2-gerado. Entao, pelo Teorema A, todos os elementos do
subgrupo comutador (G/N)" podem ser escritos como comutadores de um tinico elemento.

Defina Xy = {z € G| (G/N) = K,n(G/N)}, ou seja, Xy é o conjunto dos z € G tais que
G'N/N = {[xN,gN] | gN € G/N} = {[x,g]N | g € G}. E claro que para qualquer y € =N
temos yN = zN, entdo se z € Xy, temos (G/N) = Kyn(G/N) = Kyn(G/N), logo, y € Xn.
xN. Sendo N aberto, cada x N é aberto ((b) de 1.5.9) e uma uniao
arbitraria de abertos é um aberta. Logo, X é aberto, e como em G todo aberto é fechado ((c)
de 1.5.9), X é fechado.

A familia de fechados {Xn}n<,¢ satisfaz a propriedade de interse¢ao finita (qualquer in-

Dessa forma, Xy = ,cx,

tersecao finita de subconjuntos dessa familia é ndo vazia). Afinal, considere Ny, ..., N, s € N,
subgrupos normais abertos de G. Entao, N = Ny N NoN...N N é também um subgrupo aberto
normal (interse¢ao finita de abertos é aberto, e interse¢gdo de normais é normal). Logo, G/N ¢é
finito e pelo Teorema A existe xN € G/N tal que G'/N = K,n(G/N). Mas considerando o
homomorfismo ¢ : G/N — G/N; definido por ¢(gN) = gN;, para g € G e i € {1,..., s}, temos

que
(G'/N)? = Kun(G/N)? = {[zN,gN)? | g € G} = {[zNi, gNi] | g € G} = Kun,(G/N;)

Ou seja, se © € Xy, entao x € Xy, para ¢ = 1,...,s. Logo, qualquer intersegao finita de
{XN}nN<,c¢ € ndo vazia.

Sendo G' compacto, pelo Lema 1.5.2, (x4 g XN # (). Se x pertence a esta intersecao, entao
(G/N) = K,n(G/N) para todo N <, G. Logo, utilizando que G’ é fechado e o item c) da

Proposigao 1.5.13, temos que:

G'=G= ()| GN= ) KGN = K.(G) = K.(G)
N<.G N<G
como desejado. Observe que a ultima igualdade decorre do fato de que K, (G) é a imagem de
G sob a funcio continua g +— - 'g712g, e pelo Lema 1.5.5 item c), K,(G) é compacto. Portanto,
K (G) é compacto no espago de Hausdorff G, entao pelo Lema 1.5.5 item b), K;(G) é fechado
em G.
O
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4

Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho, mostramos que se G é um p-grupo finito com d(G’) = 2, entao
existe z € G tal que G' = {[x,g] | g € G}. Apresentamos a seguir alguns resultados posteriores
relacionados com a questao de, em um p-grupo G, G’ coincidir ou nao com o conjunto de

comutadores.

Um ano apos [6], em [3] De Las Heras estendeu esse resultado para d(G') = 3:

Teorema 4.1. Seja G um p-grupo finito com p > 5. Se G’ pode ser gerado por 3 elementos,

entao G' consiste somente de comutadores.

Nesse caso, a hipotese p > 5 é necesséaria pois para para p = 2 e 3 e d(G’) = 3 Guralnick
apresentou contra-exemplos em [12]. Além disso, ainda em [3] o autor observa que ter um
elemento especial 2 € G tal que G' = {[z,g] | g € G}, como no caso em que d(G’) = 2, em geral
nao ocorre com d(G’) = 3.

Agora, para d(G’) = 4, no Exemplo 5.4 de [13] , Kappe e Morse apresentam um grupo com
d(G'") =4 e que G’ # K(G), ou seja, em geral a condigdo G' = K(G) nao pode ser estendida
para d(G') = 4. Mas em [3] o autor também mostra que com mais algumas condigoes garantimos

que o resultado vale para d(G’) > 4.

Teorema 4.2. Seja G um p-grupo finito e escreva d = logy|G' : (G')P|. Sed <p—1 e a agao
de G em G' € uniserial médulo (G')P, entao existe v € G tal que G' = {[x,g] | g € G}.

Por fim, no mesmo artigo o autor mostra que os analogos dos Teoremas 4.1 e 4.2 valem para

grupos pro-p.

Outros resultados interessantes sobre essa questao sao os de Kaushik e Yadav, que em 2021

apresentaram em [14] uma classificacdo dos p-grupos G com G’ de ordem p* e expoente p tais que
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G’ # K(G); e no mesmo ano apresentaram em [15] uma classificagao dos p-grupos G' de ordem
p’ tais que G’ # K(G). Em ambos os casos, os autores também obtiverem que, se G’ # K(G),
entao os elementos de G’ podem ser escritos como produto de no maximo dois comutadores.
Uma forma de generalizar a questao é por meio de palavras de grupos.
Uma palavra w em k varidveis é um elemento nao trivial do grupo livre Fj, com k geradores.

Para qualquer grupo G, a palavra w pode ser associada com uma fungao:

w: G x - xG—= G
(1 ey ) = W(T1, ey Tp)

A imagem dessa fungdo é o conjunto de w-valores de G e é denotado por G,. O subgrupo
gerado por esse conjunto é chamado subgrupo verbal de w em G, e é denotado por w(G). Assim,
em um sentido mais geral, podemos nos perguntar: dado um grupo G e uma palavra w, quando
que w(G) = Gy, ou seja, quando que o subgrupo verbal w(G) coincide com o conjunto de
w-valores de G7

Podemos definir palavras centrais inferiores pela regra v (z1) = x1 e

77'(’1717 e 7mT) = [/77‘*1(’1"17 e 711:7"*1)’x7‘] = [x17 "‘71‘7']

para r > 2. Assim, o subgrupo verbal 7,(G) da palavra 7, em um grupo G coincide com o
r-ésimo termo da série central inferior de G. Nesses termos, a questao de quando G' = K(G) se
traduz como v2(G) = G,,. Para as palavras centrais inferiores, de las Heras e Morigi provaram

em [4] o seguinte resultado:

Teorema 4.3. Sejam G um p-grupo finito e v > 2. Se v,.(G) € ciclico ou se p € impar e v, (G)
pode ser gerado por 2 elementos, entdo ewistem x1,...,T;—1,Tj41,-.-,% € G com 1 < j <r
tais que
W (G) ={[z1,...,2j-1,9,Tj4+1,..., 2] | g € G}.
Os autores também mostraram no mesmo artigo que o analogo do resultado vale no caso em
que G é um pro-p grupo.
Outra sequéncia interessante de palavras sdo as palavras derivadas 0y, em 2F variaveis, defi-

nidas recursivamente por
50:$1, 5k = [(5k,1(1‘1,...,$2k71),5k71($2k71+1,...,:BQk)], parak > 1.

O subgrupo verbal correspondente & palavra d; é o familiar k-ésimo subgrupo comutador de G,
geralmente denotado por G*). Entao podemos olhar para problemas de mesma natureza com a

referida série. Por exemplo, ainda segue em aberto:

Problema. Seja G um p-grupo finito tal que G(") & ciclico para algum r > 3. E verdade que
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G = Gs,., onde §, denota a r-ésima palavra derivada?

Outra forma de mergulhar na questao, indo para além dos p-grupos, é estudar em grupos de
ordem mista nao apenas os comutadores, mas mais especificamente os comutadores coprimos, ou
seja, comutadores [z, y] onde x e y possuem ordem coprima, o que Shumyatsky faz em [24]. Como
ja citado, em [17] foi provada a Conjectura de Ore, que estabelece que em um grupo simples nao
abeliano todo elemento é um comutador. Em 2012 no artigo [24] Shumyatsky conjectura que em
um grupo simples nao abeliano todo elemento é um comutador coprimo. No mesmo artigo, o

autor prova que:

Teorema 4.4. Seja n > 5. Todo elemento do grupo alternado A, € um comutador de um

elemento de ordem impar e um elemento de ordem que divide /.
Em Dezembro do mesmo ano, Shumyatsky e Pellegrini mostram em [22]:

Teorema 4.5. Seja q > 3 uma poténcia de primo. Todo elemento de PSL(2,q) € um comutador

coprimo.

Caminhando assim na dire¢do de demonstrar afirmativamente a conjectura.
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5

Apéndice

5.1 Formas Bilineares

Na demonstragao do Lema 3.12 utilizamos uma forma bilinear alternada. Esse apéndice
contém o minimo necessario que precisa-se conhecer de formas bilineares alternadas para entender
o argumento utilizado nessa demonstracao.

Lembrando que, se F' é um corpo, a caracteristica de F' é definida como sendo o menor inteiro
positivo m tal que ma = a+a+...+a = 0 para todo a € F. Se tal m nao existir, a caracteristica

do corpo é definida como 0.

Definigao 5.1.1. Uma forma bilinear de um espaco vetorial V sobre um corpo F € uma

funcao f:V xV — F que, para todos u,v,w € V e X\ € I, satisfaz as regras:
o FOW+v,w) = Mf(u,w) + f(v,w)

o f(u,v+w)=MNf(u,v)+ f(u,w).

Definigao 5.1.2. Uma forma bilinear f:V xV — F € dita:
e simétrica se f(u,v) = f(v,u) para todo u,v € V.
e anti-simétrica se f(u,v) = —f(v,u) para todo u,v € V.
e alternada se f(v,v) =0 para todo v € V.

Uma forma bilinear alternada é sempre anti-simétrica, afinal:

flu+v,u+v)=0
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f(u,u)—i—f(u,v)—i—f(v,u)—i—f(v,v) =0
flu,v) + f(v,u) =0
f(u,v) = —f(v,u)

Por outro lado, se a caracteristica de F' nao é 2, entdo uma forma bilinear anti-simétrica é
alternada. Afinal, f(v,v) = —f(v,v) = 2f(v,v) =0 = f(v,v) =0 se char(F) # 2. Mas

se char(F) = 2, uma forma bilinear pode ser anti-simétrica sem ser alternada.

Definigao 5.1.3. Escrevemos u L v quando f(u,v) =0 (o que é equivalente a f(v,u) =0 em

todo caso) e dizemos que u e v sio perpendiculares ou ortogonais (com respeito a forma f).

Definicao 5.1.4. Escrevemos S*+ = {veV |vLs paratodo s € S}, para qualquer subconjunto
S de V, ou seja, S € o conjunto de dos vetores de V' que sio perpendiculares a todos os vetores

de S. Dizemos que S ¢ o espago perpendicular de S.

Definicao 5.1.5. Um vetor nao nulo que € perpendicular a ele mesmo é chamado isotrépico,
ou seja, u € V* € isotropico se f(u,u) =0. De forma mais geral, f(v,v) é chamado norma de

v. (Essa nao é a mesma defini¢ao usual sobre C, que é a raiz quadrada de f(v,v).)

Definicao 5.1.6. O radical de f, escrito como rad f, é VL, ou seja, o conjunto de vetores de

-

V' perpendiculares a todos os vetores de V. Dizemos que f é nao-singular se rad f =0 ¢ f é

singular caso contrdrio.

Dado uma forma bilinear alternada f sobre o espago V', queremos encontrar uma base para
V' que seja conveniente para f. Se existem vetores u, v tais que f(u,v) = A # 0 entao escolha os
primeiros dois vetores da base e; = u e hy = A~ 'v. Entao com respeito a base {e1,h1} a forma

f satisfaz:
i f(elael):f(hl,hl):()
i f(ela hl) = —f(hl,el) =1

Agora restrinja a forma para {e1, h1}* e continue. Escolha ug, vo tais que f(ug,vs) = Ay # 0,

se existirem, e entdo eg = ug ¢ hy = Ay ‘vz, Entdo com respeito a {ey, by, ea, ha} teremos:
o fler,e1) = f(hi,h1) = flea,e2) = f(ha,hg) =0
o f(e1,e2) = f(e1,ha) =0
o f(hi,e2) = f(hi1,he) =0
o fler,h1) = —f(hi,e1) =1

o f(e2,h2) = f(h2,e2) =1
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Continuando assim, eventualmente teremos escolhido vetores bases eq, ..., e, € h1, ..., hy, tais
que f(u,v) = 0 para todos u,v vetores da base, exceto f(e;, h;) = —f(hi,e;) = 1. Entao ou
teremos uma base para todo o espago, no caso em que f é nao-singular e dim(V') = 2m ¢é par,
ou se nao f(u,v) = 0 para todo u,v € {eq,..., b} # 0, e nesse caso f é singular, e podemos
completar para uma base da forma como escolhermos. Note que no tltimo caso temos f(u,v) =0

para qualquer u € {e1, ..., hy } = e qualquer v € V.

Corolario 5.1.7. Seja f € uma forma bilinear alternada e nao-singular de um espago vetorial

V' sobre um corpo F. Entao dim(V') € par.
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