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RESUMO

Seja G um grupo e denote por Cent(G) o conjunto de todos os seus centralizadores de
elementos. Nés dizemos que G é n-centralizado quando |Cent(G)| = n. E claro que um
grupo é 1-centralizado se, e somente se, é abeliano. Além disso, ndo existem grupos 2 ou
3-centralizados. Uma questao natural é, se fixado o tamanho de Cent(G), é possivel obter
uma caracterizacao do grupo GG. Neste trabalho, com base nos artigos de A. Abdollahi, S.
M. J. Amiri, A. M. Hassanabadi [1] e M. Zarrin [36], estudamos e classificamos os grupos
n-centralizados para n € {4,5,6,7,8}. Além disso, estudamos também o artigo de S. M.
J. Amiri e H. Rostami [[7], no qual foi feita uma outra abordagem, em que ao considerar
a classe de todos os grupos nao-abelianos de uma ordem pré-fixada, classificamos aquele

que possui o menor numero de centralizadores.

Palavras-chave: Centralizadores de Elementos. Grupos n-centralizados. Classificagao

de Grupos.



ABSTRACT

Let G be a group and denote by Cent(G) the set of all its centralizers of elements. We say
that G is n-centralizer when |Cent(G)| = n. Of course, a group is 1-centralizer if, and only
if, it is abelian. Furthermore, 2 and 3-centralizer groups do not exist. A natural question
is if it is possible to obtain a characterization of the group G knowing the size of Cent(G).
In this work, based on articles of A. Abdollahi, S. M. J. Amiri, A. M. Hassanabadi [[] and
M. Zarrin [B6], we study and classify the n-centralizers groups for n € {4,5,6,7,8}. In
addition, we also study the paper of S. M. J. Amiri and H. Rostami [7], in which another
approach was taken, in which, when considering the class of all non-abelian groups of a

prefixed order, we classify the one that has the smallest number of centralizers.

Keywords: Centralizers of Elements. n-Centralizers Groups. Classification of Groups.
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Introducao

Um problema interessante e amplamente estudado em Teoria de Grupos é determinar
propriedades de um grupo G a partir da quantidade de centralizadores que ele possui.

Nesse sentido, definimos
Cent(G) = {Cq(z) : z € G},

a colecao de todos os centralizadores de elementos de G. Quando |Cent(G)| = n, dizemos
que G é um grupo n-centralizado. Observe que um grupo é 1-centralizado se, e somente

se, € abeliano. Além disso, nao existem grupos 2 ou 3-centralizados.

Essencialmente, nossos resultados serao de classificagao. Entretanto, nao obteremos

informagoes explicitas sobre o grupo, em vez disso, conseguiremos descobrir a estrutura do

grupo quociente 0 que nos permitira, por exemplo, obter resultados de nilpoténcia

e solubilidade. Oftgg)razéo para aparecer este grupo quociente se da pelo fato do centro,
denotado por Z(G), ser exatamente a interseccao dos centralizadores do grupo e ao fazer
0 quociente, retiramos todos os elementos que comutam naturalmente no grupo. Nosso
foco inicial se dard nos grupos finitos, visto que as técnicas empregadas usarao fortemente

a finitude do grupo.

Os pioneiros nos estudos de classificagao a partir do niimero de centralizadores foram

Belcastro e Sherman [[15] que, em 1994, mostraram que um grupo finito G é 4-centralizado

se, e somente se, 0 grupo quociente = (5 x (5, o que mostra, em particular, que

Z(G)

grupos finitos 4-centralizados sao nilpotentes. Neste mesmo artigo, eles também provaram

que um grupo finito G é 5-centralizado se, e somente se, o quociente >~ (3 x (3 ou

2(G)

S3, 0 que em particular garante que tais grupos sao soliveis.

Os grupos finitos 6-centralizados foram classificados seis anos mais tarde por Ashrafi

~ C3 03, Dgou Ay e

G
[9] que provou que se um grupo finito é 6-centralizado, entao 200

em particular é soliivel. Note que neste caso nao foi possivel obter uma condicao suficiente

para um grupo ser 6-centralizado, pois como veremos adiante, se = Ay, poderemos

ter |Cent(G)| = 6 ou 8.

Z(G)

10
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Em 2007, Abdollahi, Jafarian Amiri e Hassanabadi [1], estudaram os grupos finitos
7 e 8-centralizados. No artigo, eles obtiveram que um grupo finito G é 7-centralizado se,

e somente se, ~ Dy, 05 x Cs ou (m,y : 2° = y* = 1 e 2¥ = 2%). Quando G é

2(G)

finito e 8-centralizado, os autores mostraram que >~ (O3, Ay ou D1y e em particular

G
2(G)
é soluvel.

Todos os resultados comentados até aqui serdo demonstrados no Capitulo 3. Para
prova-los, construiremos no Capitulo 2 alguns resultados gerais da teoria de centralizado-
res e utilizaremos como ferramenta principal um resultado técnico devido a Tomkinson,
que fora obtido em 1987 [B4]. O Capitulo 1 é dedicado a uma revisao dos conceitos de

Teoria de Grupos que serao importantes para este trabalho.

Até agora, falamos de resultados em que se fixava um valor para |Cent(G)| e se

obtinha informagoes sobre a estrutura do grupo quociente . No Capitulo 4 faremos

Z(G)
uma abordagem diferente. Baseados no artigo de Jafarian Amiri e Rostami [[f] iremos
considerar a cole¢ao de todos os grupos nao-abelianos de uma mesma ordem pré-fixada n
e caracterizaremos o grupo desta cole¢ao que possui o menor ntimero de centralizadores.

Especificamente, obteremos exatamente duas possibilidades para este grupo, a saber

(1) G é nilpotente, |Cent(G)| =p+2e = (), x C, onde p é o menor primo tal

G
Z(G)
que p* | n.

(2) G é nao nilpotente, |Cent(G)| =p™ +2 e % = (Cp)" xCrondel >0ep™éa

menor poténcia de primo divisora de n tal que p™ — 1 e n nao sao coprimos.

Concluiremos este trabalho com o Capitulo 5 em que estenderemos os resultados do
Capitulo 3 para grupos infinitos. Para fazer isso, utilizaremos o conceito de isoclinismo e
as propriedades que sao preservadas por essa relagao. Com efeito, provaremos que grupos
isoclinicos tem, por exemplo, o mesmo nimero de centralizadores, que os quocientes pelo
centro sao isomorfos e que dado um grupo arbitrario sempre é possivel obter um grupo
finito a ele isoclinico, o que permitird a extensao natural dos resultados. O artigo base
para este capitulo é o trabalho de Zarrin [36]. Como adicional, ainda obteremos um

resultado de solubilidade para grupos n-centralizados.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Neste primeiro capitulo traremos alguns conceitos e resultados de Teoria de Grupos
que se fardo importantes no decorrer do trabalho. Assume-se que o leitor tenha conheci-
mento basico nesta area para que possamos falar apenas dos resultados que de fato serao
utilizados. Iniciaremos trazendo alguns resultados sobre grupos nilpotentes e soluveis,
apos, falaremos brevemente sobre Grupos de Frobenius e finalizaremos com um resultado
de caracterizacao de CA-Grupos. As nossas principais referéncias neste capitulo sdo o
livros do professor D. J. S. Robinson [2§], do professor H. E. Rose [29] e do professor R.
Schimidt [32].

1.1 Resultados (Gerais de Teoria de Grupos

Defini¢ao 1.1 (Grupos Nilpotentes). Um grupo G € dito nilpotente caso possua uma

série central, isto €, se admite uma série

S:1=Gy 4G <---4G, =G,

G; G
tal que G; < G, para todo i € {1,...,n} e cada fator g;l < Z(E)’ para todo j €
J J
{0,...,n —1}.

Exemplo 1.1. Exemplos de grupos nilpotentes sdo os grupos abelianos. Além destes, os

p-grupos finitos também sao nilpotentes (veja [28], p. 122).

Exemplo 1.2. Dado p um primo, qualquer p-grupo com ordens p e p* é necessariamente

12
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abeliano. Isso mao acontece nas demais poténcias. Particularmente, o grupo

=

é um p-grupo de ordem p* que ndo é abeliano, afinal Z(G) = C, < G.

o O =

a ¢
1 b :a,b,cEIFp},
0 1

Lema 1.1. Seja G um p-grupo ndo abeliano de ordem p®. Entdio, = (), x Cp.

G
Z(G)
Demonstra¢io. Como G é um p-grupo, Z(G) # 1. Sendo G nao abeliano, Z(G) # G.
Logo |Z(@G)| € {p,p*}. Temos dois casos:

Caso 1: |Z(G)| =p.

¢ abeliano e consequentemente G’ < Z(G).

Neste caso, ' = p?, logo

Z(G) Z(G)
Como |Z(G)| = p, entao G' = {1} ou G’ = Z(G). Ora, se G’ = {1}, teriamos que G seria

abeliano, o que nao ocorre. Logo G' = Z(G).

Caso 2: |Z(G)| = p*.

G G
Neste caso, m‘ = p. Deste modo, m seria ciclico e portanto G seria abeliano,
chegando a um absurdo.
e , L
Portanto |Z(G)| = p e, assim, m = p°. Novamente, como G nao é abeliano,
segue que m = C, x Cp. O

Proposicao 1.1. Um grupo G admite uma série central, a saber {G;}1<i<n, se, € somente
se, [Giy1,G] < Gy, para todo i € {0,...,n — 1}.

G; G
Demonstragio. (=) Sejam = € G;11 e g € G. Como GH < Z(a), temos

19G; = 2Gi9G; = gGiw Gy = g2G; = [1,g9| =2 g '2g € G;.

Assim, [Gi41,G) < G;.

(«<=) Por outro lado, se [G;11,G] < Gy, entao 29 = z[x, g] € G; para todo = € G; e para
todo g € G, o que mostra que G; I G. Para verificar que a familia {G;} forma uma série

central, tomemos x € G;4; e g € G. Temos por hipdtese que

v g g = [r,9] € Gy = g2G; = 129G = 9Gi2G; = 1Gi9G; = 1G; € Z(g)
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Logo, G(:l < Z(%) e o resultado segue. [

Proposigao 1.2. Seja G um grupo nilpotente, H < G e N < G. Entao, H ¢é nilpotente

e 0 grupo quociente N também € nilpotente.

Demonstracdo. Seja GG um grupo nilpotente e H < (G. Considere S uma série central para
G. Provaremos que H NS é uma série central para H. Pela Proposicao é suficiente
verificar que [H;1, H| < H;. De fato, [H;11, H| < H e

(Hiy1, H] = [Gip1 N H, H] < [Gig1, G| < G

Assim, [H;,1, H] < H; e portanto H é nilpotente. Agora, dado N < G, para verificar

NG;

que N é nilpotente, considere N; = ——. Vejamos que {N;} forma uma série central

G NG; G
para —. De fato, dados o € N+1 efe N existem x € G;;1 e g € G tais que N = «
e gN = (. Dali,

N|Gi;1,G] _ NG;
[ 8] = [¢N, gN] = [z, g]N € ———— < —
_ G G, .
Com isso, | N;i1, ¥ < N;, donde segue que N é nilpotente. Il

Defini¢ao 1.2. Dizemos que um grupo G € nilpotente de classe 2 caso G' < Z(G).

Definicao 1.3. Seja G um grupo. Um subgrupo M é dito maximal em G e denota-se
M < G caso sempre que M < H < G, tenha-se que H =M ou H = G.

Definig¢ao 1.4 (Subgrupo de Frattini). Seja G um grupo. Define-se o subgrupo de Frattini
de G por

(G) = (] M.

M<G

No caso em que G nao possui subgrupos maximais, definimos ®(G) = G.

Teorema 1.1 (Classificacao dos Grupos Nilpotentes Finitos). Seja G um grupo finito.

Sao equivalentes
(a) G € nilpotente.
(b)) G' < P(G).
(¢) Todos os subgrupos de Sylow de G sdo normais.

(d) G € o produto direto dos seus subgrupos de Sylow.
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Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [29], p. 216. Il

Uma outra classe extremamente importante de grupos é a dos grupos soluveis, a

qual contém a classe dos grupos nilpotentes.

Definicao 1.5. Um grupo G ¢ dito soluvel caso possua uma série abeliana, isto €, se

admite uma série

S§:1=G 4G 4--- 4G, =G,

i+1

tal que ¢ abeliano para todo i € {1,...,n}.

Exemplo 1.3. Todo grupo nilpotente finito é solivel (veja [29], p. 233). Por outro lado,
S3 ndo € nilpotente, pois Z(Ss) = 1, mas é um grupo solivel ji que 1 < Az < S5 € uma

série abeliana.

Proposicao 1.3. Seja G um grupo solivel, H < G e N I G. FEntdao, H € soluvel e o

grupo quociente N também ¢ soluwvel.
Demonstragao. Basta proceder de maneira analoga a prova da Proposicao @ O

Definicdo 1.6. Seja G um grupo. Denote GO =G, GV = G’ e para todo n > 2, defina

G = [G=1 GV, A série assim definida é chamada de série derivada.

Observacao 1.1. Em wma série derivada tém-se que G"Y < G™ e que os fatores
G ™)
G(n+1
o grupo € soluvel, pois ela pode nao ser abeliana.

sao abelianos. Note que, em geral, possuir uma série derivada nao caracteriza que

Teorema 1.2. Um grupo G € solivel se, e somente se, existe n € N tal que G™ = 1.

Demonstragio. (=) Seja S uma série abeliana para G. Vejamos que G < G,,_; para
todo i € {0,...,n}. Para i = 0, vale a igualdade. Por indugdo, suponha que seja valido

—1

para 7. Assim, como ¢é abeliano, temos pela hipotese de inducao que

n—(i+1)

G(H_l) _ [G(Z), G(Z)] S [Gn—i7 Gn_@] S an(iJrl)

e o resultado segue ao aplica-lo para i = n.

(<=) Se G™ = 1 para algum n € N, entdo a familia {GW} forma uma série abeliana
para G. [

Corolario 1.1. Seja G # 1 um grupo solivel. Entao, G' # G.
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Demonstracdo. Seja G um grupo soluvel e, suponha por absurdo, que G' = G. Neste

caso,

GV=G=G = G»=[GG1=[G,G] =G =G.

Assim, G® = [G? G?] = [G,G] = (' = G. Recursivamente, obtemos que
G™ = G # 1 para todo n € N, o que contraria o Teorema @ O

Definigao 1.7. Um grupo G # 1 € dito abeliano elementar se € abeliano e existe um
primo p € N tal que GP := {¢? : g € G} = {1}. De forma equivalente, G é abeliano
elementar quando existe um primo p e um nidmero natural m tal que G = (C,)™. Neste

caso, dizemos que G € p-abeliano elementar.

Definicao 1.8. Seja G um grupo e N I G. Dizemos que N é normal minimal em G e
denotamos N- < G quando N # 1 e para todo 1 < K < N tem-se que K 4 G.

Definicao 1.9. Seja G um grupo e H < G. Dizemos que H é caracteristico em G e
denotamos H char G quando H? C H, para todo ¢ € Aut(G). Caso G ndo possua

subgrupos caracteristicos nao triviais, entdo G € caracteristicamente simples.
Exemplo 1.4. Sobre subgrupos caracteristicos, valem os sequintes resultados

o Se H char G, entio H < G. Em particular, se G é simples, G € caracteristicamente

simples.

e Se HL G e K char H, entio K I G. Em particular, se H é normal minimal em

G, entdo H ¢ caracteristicamente simples.
e Z(G) char G.
o G char G.
o Sejan €N entio G" = {g" : g € G} char G.
o Sejap e n(GQ) e O,(G) o maior p-subgrupo normal de G, entao O,(G) char G.
Proposicao 1.4. Seja N um subgrupo normal minimal de um grupo solivel finito G.

Entao existe um primo p tal que N € p-abeliano elementar.

Demonstracdo. Sendo G soluvel, N é soluvel. Assim, N’ # N. Por outro lado, N’ char N <
G, o que implica que N’ < G. Sendo N normal minimal, N = 1 e, portanto, N é abeliano.
Por outro lado, dado p € 7(N), temos que N? := {zF : © € N} # N, pois N contém ao
menos um elemento de ordem p (Teorema de Cauchy). Por outro lado, N? char N < G,
o que faz com que NP < (G e, portanto, NP = 1 pela minimalidade de N. Em particular,

N ¢é p-abeliano elementar. O
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Corolario 1.2. Se G € solivel e finito, entao existe p € 7(G) e M < G tal que M é um

p-subgrupo nao trivial de G.

Demonstracao. Seja M < G normal minimal. Como G é soluvel, M é abeliano elementar.

Em particular M é um p-subgrupo de G. [

Proposicao 1.5. Seja G um grupo solivel finito. Se G é caracteristicamente simples,

entao G € abeliano elementar.

Demonstragio. Sendo G soluvel, existe M < G tal que M é um p-subgrupo. Seja O,(G) o
maior p-subgrupo normal de G. Entao 1 # M < O,(G) char G. Como G ¢é caracteristica-
mente simples, O,(G) = G implicando que G' é um p-grupo e, portanto, G é nilpotente e,
consequentemente, Z(G) # 1. Por outro lado, Z(G) char G e sendo G caracteristicamente
simples, temos que G = Z(G) o que faz com que G seja abeliano. Por fim, do Teorema de
Cauchy, existe g € G tal que ¢? = 1. Assim, G? = {¢? : g € G} # G. Como G? char G,

temos que GP = 1. Portanto, G é p-abeliano elementar. [

Teorema 1.3 (Base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entao:

(a) B(G) = G'GP.

G
(b) 3(C) ¢ p-abeliano elementar.
G d . ) ,
(c) Se (G = p® entao qualquer conjunto gerador de G tem um subconjunto com d

elementos que também gera G.
Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [28], p. 140. Il

Definig¢ao 1.10. Dizemos que um grupo G é central-por-finito quando o indice |G : Z(G))|
¢ finito.

Teorema 1.4 (Schur). Seja G um grupo central-por-finito. Entao, G' é finito e (G')" = 1
em quen = |G : Z(G)|.

Demonstrag¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [28], p. 287. O

1.2 Grupos de Frobenius

Defini¢ao 1.11 (Grupo de Frobenius). Sejam G um grupo e 1 # H < G. Dizemos que
G € um grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H se H N HY = {1} para todo
ge G\ H.



18

Definicao 1.12. Seja G um grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H. Definimos

o nucleo de Frobenius de G por
K=a\ (Uer o)
geG
Além disso, dizemos que H é o complemento de Frobenius de G.

Proposicao 1.6. Seja G um grupo de Frobenius finito com complemento H e nicleo K.
Denote |G : H| = n, entdo

(a) Ng(H) = H e H possuin conjugados em G.
(b) K ¢ um subconjunto normal de G com | K| = n.
(¢) Ck(h)={1}, para todo h € H \ {1}.

(d) Cu(k) ={1}, para todo k € K \ {1}.

(e) Cq(k) C K, para todo k € K \ {1}.

(f) Z2(G) = {1}.

(9) |H||n—1 eem particular mde(|H|,n) = 1.

Demonstracao.

(a) Temos que H < Ng(H). Agora se g € Ng(H) \ H temos que HY = H implicando
que H9 N H = H o que é um absurdo pois H # 1. Logo Ng(H) \ H = 0, ou seja,
N¢(H) < H seguindo assim a igualdade. Por fim o nimero de conjugados de H ¢
exatamente o indice de seu normalizador no grupo, e portanto ¢é igual a n, pelo que

T
KY = (G\ (QLGJGHQ\{l}))y =G\ (QLGJGHW\{l}> = K.

Assim, M é um subconjunto normal de G. Agora, como |G| = n|H| e H

possui n conjugados em G, temos que

K=o\ (U )| =161~

geG

U &2\ {1}’ =n|H| —n(|H|—1) =n.

geG

(¢) Seja h € H\ {1}. Dado = € Ck(h), vale que zh = hx. Assim, h = z~'hz € H”.

Como G é grupo de Frobenius com complemento H, temos que z € H. Lembre que
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HnN K = {1} e portanto x = 1. Logo Ck(h) = {1}, para todo h € H \ {1}.
(d) Anélogo ao item anterior.

(e) Suponha que Cg(k) ¢ K. Assim, existem h € H \ {1} e g € G tal que g 'hg €
Cq(k), afinal K = G\ (UgEG H9 '\ {1}) Logo, h € Cg(gkg™) e em particular

h € Co(gkg )N H = Cyx(gkg™") = {1} pois gkg™! € K, visto que K é normal em
G.

(f) Suponha que existe z € Z(G) \ {1}. Dado k € K \ {1} temos que z € Cg(k) C K.
Do item anterior, Cg(z) C K. Como z € Z(G) entdo Cg(z) = G implicando assim
que G C K o que é uma contradigao, logo Z(G) = {1}.

(9) Temos que H age sobre X = {HY, g € G} via agdo de conjugacao. Denote por
O (HY) = {H" : h € H},
a Orbita de HY. Além disso o estabilizador de HY é o conjunto
Staby (HY) = {h € H : H" = HY}.
Sabemos que o tamanho da érbita é exatamente o indice do estabilizador, isto

|H : Stabg (H)| = |0 (H9)).

Se g € H entdo H9 = H e portanto H9" = H, para todo h € H. Em
particular, Oy (H9) = {H}, ou seja, |Og(HY)| = 1.

Se g€ G\ H e h e Staby(HY) entdo H" = HI e

1

H" " = = ghg™' € No(H) = H.

Dai,
ghg ' e HNHY  ={1} = ghg'=1 = h=1

Logo, Staby(HY) = {1} e |Og(HY)| = |H|. Por outro lado, X é a unido

disjunta das orbitas, isto é, existem ¢y, ..., g, € G \ H tais que
X = OH(H) U OH(Hgl) U---u OH(HQT)
Ora, pelo item (a), | X| = n. Além disso,

I X|=14rH = n=1+r|Hl = |H||(n —1) = mdc(|H|,n) = 1.
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Observacao 1.2. Sobre a Proposicio vale ressaltar que

e No item (b) nao provamos que K <G. De fato, é extremamente nao trivial mostrar
que K € subgrupo de G e € a parte principal do Teorema que serd enunciado a

Sequir.

o Do item (f), temos em particular que nenhum grupo nilpotente pode ser Frobenius

e vice-versa.

Teorema 1.5 (Frobenius-Thompson). Seja G um grupo finito que é Frobenius com com-
plemento H e nicleo K. Entio K <G ¢ G = KH. Além disso, K = Fit(G).

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [20], p. 80-82. Il

Proposicao 1.7. Seja G = KH um grupo de Frobenius com complemento H e nicleo

K. Suponha que H < G. Entdo, existe p € 7(G) tal que K € p-abeliano elementar.

Demonstragdo. Vamos provar que K é normal minimal. Suponha por absurdo que exista
14N < Ktalque NIG. Como N <G, NNH={1} e H<G, segue que NH < G.
Dai, H < NH < KH = (G, o que é um absurdo pois H é maximal. Logo, K é normal
minimal e, portanto, K é caracteristicamente simples. Do Teorema , K é nilpotente e

em particular solivel. Segue da Proposicao que K ¢é p-abeliano elementar. O

Proposicao 1.8. Seja H um complemento de Frobenius. Entao, cada subgrupo de Sylow

de H ¢ isomorfo a um grupo ciclico ou entao a um quatérnio generalizado.

Demonstrag¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [23], p. 193. O

1.3 CA-Grupos

Definicao 1.13. Dizemos que G é um CA-grupo quando todo centralizador de elementos

nao centrais de G for abeliano.

Teorema 1.6 (Schmidt). Seja G um grupo ndao abeliano. Entao G é um C A-grupo se, e

somente se, valer um dos sequintes itens:

(a) G nao € abeliano e possui um subgrupo normal abeliano de indice primo.

G
b
L abelianos.

com K e

¢ um grupo de Frobenius com nicleo e complemento

L
Z(G) Z(G)’



21

(c) ¢ de Frobeni icl K [ t L tal

c ¢ um grupo de Frobenius com nicleo ——— e complemento ———, tal que
z(G) " z(@) © z@@y 1

K = PZ, onde P é um p-subgrupo de Sylow normal de G para algum p € w(G), P é

um CA-grupo, Z(P) = PNZ(G) e L= HZ(G), onde H é um p'-subgrupo abeliano

de G, em que p' = w(QG) \ {p}.

(d) % =~ G, e se % ¢ o grupo de Klein (de ordem 4) em %, entao V ndo é
abeliano.

(e) G=P x A, onde P é um CA-grupo nao abeliano de ordem poténcia de primo e A
é abeliano.

(f) ZLG) >~ PSL(2,p™) ou PGL(2,p") e G' = SL(2,p"), onde p é um primo e p" > 3.

(9) % =~ PSL(2,9) ou PGL(2,9) e G' éisomorfo a cobertura de Schur de PSL(2,9).

Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser consultada em [32], p. 519. Il

1.4 Grupos Capazes

H
Definicao 1.14. Um grupo G € dito capaz se existe um grupo H tal que G = m

Lema 1.2. Os grupos (z,y:2° =y* = 1,y toy =271, C3 X Dyg, S3 X C5 e {x,y: 2% =

1y? =23, y tay = 271 ndo sdo capazes.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser verificada facilmente com o auxilio
do GAP [33]. O

Observacao 1.3. Sejam G um grupo abeliano finito, p um primo e ¢ um inteiro positivo.
Seja s(G,p") o nimero de somas diretas de ciclicos de ordem p' na decomposi¢io de G
em grupos ciclicos de ordem poténcias de primos. Baer em [13] mostrou que um grupo G
¢ capaz se, e somente se, para cada nimero primo p, sempre que s(G,p’) = 1 tenha-se

que G contém elemento de ordem p+i.

Lema 1.3. (1) Os dnicos grupos capazes de ordem 12 sao Dyy e Ay.

(2) Os tinicos grupos capazes de ordem 20 sdo Doy e {x,y : 2% = y* =1,y oy = 23)

(3) O 4nico grupo capaz de ordem 30 € Dsy.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser verificada facilmente com o auxilio
do GAP [33]. O



Capitulo 2

Resultados Gerais sobre Grupos

n-centralizados

Neste segundo capitulo, iniciaremos o estudo dos grupos n-centralizados. Nele, seguindo o
artigo de Abdollahi, Jafarian Amiri e Hassanabadi [1], traremos a definigdo deste conceito
e demonstraremos alguns resultados gerais e importantes acerca deste tema. Entretanto,
um resultado que possui relevancia impar e que merece uma secao inteiramente dedicada

a ele é o Lema de Tomkinson.

2.1 Lema de Tomkinson

Em 1987, Tomkinson [34] estudando as maneiras de cobrir um grupo a partir de
um numero finito de subgrupos ou de classes laterias desenvolveu um lema para seus
propositos. Anos mais tarde, Abdollahi, Jafarian Amiri e Hassanabadi [[] perceberam a

relacao deste resultado técnico com a teoria de centralizadores.

Lema 2.1 (Lema de Tomkinson). Seja M um subgrupo préprio de um grupo finito G
e sejam Hy, ..., Hy subgrupos de G com |G : H;| = pi e py < -+ < Bp. Se G =
MUH,U---UHj, entdo 5y < k. Além disso, se f1 =k, entdo 1 =P ===k e
H, N H; < M para quaisquer dois indices distintos i e j.

Demonstragio. O conjunto G \ M pode ser expresso como uma uniao de conjuntos.
G\M=(H,\M)U---U (Hy\ M), (2.1)
. |G| . 1
onde H; sao subgrupos de G. Sendo |G : M| = p, como |G : M| = ——, entao |M| = —|G]|
1

M|’
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e assim

1 1
6\ M1 = (6] - M| = |61 - 5161 = [61(1- ). (2.2
f f
Também |H; : H; N M| <y e entdo |H-'H-ﬂM|:ﬂ<u Dai
L - L |H;n M| — "
H; H;
|HiﬂM\Z| | = |M|2|H¢ﬂM|Z| |,
[ 7
e, portanto

..

| H;|
|H; \ M| = |H;| — |[M| < |H;| — 0

Mas, |G : M| = B;. Logo 'S = |H;|. Daf

cl lel (_1)1
M < = =6l (1= ) 5 (2.3)

Aplicando (@) e (@) em (@), nds temos

G\ M| = |(Hy\M)U--- U (H \ M)| < |H A\ M|+ -+ |Hp \ M|

o(0-3) < Sio(-D)i =)o)

Consequentemente
Tt (2.4)
~ b Br ’
C B < < Bk t ! > | a, — > todo i €
omo ff; < --- ©, temos — .-+ > — ou seja, — > —, para todo i
51 B B T B
,k}. Sendo assim,
1+ —I—1 1—I— ! k>1+ +1>1:>k:>ﬁ
B B B ﬁk 51 5 Br g
Agora, se k = 1, como 3; € N, temos que §; = --- = ;. Neste caso,

k
[H O\ M|+ -+ |H\ M| = |G|(1—%)Z%:|G|(1_l)

1
= [G\M[=[(H\M)U---U(Hp \ M.

Logo, os conjuntos H; \ M sao dois a dois disjuntos. Com isso,
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2.2 Definicoes e Resultados Gerais

Nesta secao, definiremos o conceito de grupos n-centralizados e abordaremos alguns
resultados gerais acerca da teoria que os envolvem, os quais se fardo essenciais nos resul-
tados principais deste trabalho. Conforme mencionamos no inicio deste capitulo, todos
os resultados aqui presentes foram retirados do artigo de Abdollahi, Jafarian Amiri e
Hassanabadi [1].

De um modo geral, um grupo G é dito n-centralizado se possui n centralizadores de
elementos. Relembre que um subconjunto H C G ¢ dito um centralizador de elemento

em G caso exista g € G tal que

H=Cs(g) ={x € G:zg =gz}

Defini¢ao 2.1. Dado um grupo G nds denotamos por Cent(G) = {Ca(g) : g € G} o
conjunto de todos os centralizadores de elementos de G. Dizemos que G € n-centralizado

caso |Cent(G)| = n. Além disso, caso

’Cent(%)‘ = |Cent(G)| =n (2.5)

dizemos que G ¢é um grupo n-centralizado primitivo.

Observacgao 2.1. Note que a igualdade dada em (23) ndo é vdlida no caso geral, assim
¢ dificil obter grupos n-centralizados primitivos. De fato, dado N < G, o que vale € a

desigualdade

‘Cent (%)‘ < |Cent(G)|

— G —
Para provd-la, denote G = ~ € pare Ty € G sejam T = N,y = yN € G. Dado
Co(x) € Cent(G), podemos considerar Cx(T) em Cent(G). Assim, a cada centralizador

de G associamos um centralizador de —. Por outro lado, se Cx(T) € Cent(G), temos

C(;(:B)N

associado em G o centralizador de x, afinal < Cg(T). No entanto, se y é um

C N
outro representante de T, entdo % < Cx(T). O resultado seque pois, em geral,

Ce(x) pode nao ser igual a Ce(y).

Ao longo deste trabalho, faremos resultados de classificagao relacionando a natureza

do grupo quociente com a ordem do Cent(G). Neste sentido, vale destacar o que

Z(G)

ocorre nos grupos diedrais, pois eles serao recorrentes no decorrer do texto.

Proposicao 2.1. Seja n > 2 um inteiro e seja G um grupo finito de tal modo que
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G
—— =2 Dy, entdo |Cent(G)| =n + 2.
7G5 = Dons entao |Cent(G)
Demonstrag¢io. Para um elemento x em G, nés escrevemos T para Z(G). Da hipdtese,

existem elementos r, s € G tais que
G=——=(35:T"=5=1,T5 =737

Note que
™=1=Z(G).

Logo, r € Z(G) <= n =1, poisT = 1 = Z(G), em outras palavras rZ(G) =
Z(G) < r e Z(G). Como n > 2, temos que r ¢ Z(G). Desde que r € Cg(r) \ Z(G),
temos que () é um subgrupo maximal de G, pois |G : (F)| = 2, de modo que se existisse
K, tal que (F) < K < G, entdo

,_ 6 _[elIK|
M K]

Logo, K = G ou K = (7). Observe que () < Cx(7). Como (F) é maximal, entdo

(F) = Cx(F) ou C5(F) = G. Mas se O5(F) = G, temos que 7 € Z(G). Assim,

1 —n—1

= = = = T =T = =1

Como n > 3, temos que n — 2 > 1, logo a ordem de 7 nao seria n, o que é um

absurdo. Portanto, (F) = C5(7). Note também que
———= ={aZ(G) :a € Cg(r)}.

CZ;(T)
Z(G)

CX;(T)
Z(G)

MasT =rZ(G) € . Em particular, (7) < . Como provado, () = Cx(7),

logo

Por outro lado, da definigdo de C;G(r) ={aZ(G) : a € Cg(r)}. Como a € Cg(r),

temos que ar = ra. Dai

a-rZ(G)=r-aZ(G) = ar =ra.

Logo, a € Cx(F). Portanto, Cx(T) = = (7). Sabemos que se n é par entao
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Z(Day) = (77/2), dai O5(7'3) = (7'5) x (7"/2). Observe que

05(713) _ Cg(r's) . Ca(r's) — (F'5) x <7n/2> — 72 ¢ O;ég?

720 20 = 7€ Cg(r's).

Logo 7's € C(r™/?) = Cg(r), o que é um absurdo, pois r's nao é poténcia de r. Dai

Assim,
Cent(G) = {G, Ca(r),Ca(r's),1 <i<n} = [Cent(G)|=n+2.

Agora se n é impar, entdo Z(Ds,) = {1}. Consequentemente, C(7's) = (7's), logo

Portanto,

Cent(G) = {G, Cq(r),Ca(r's),1 <i<n} = |Cent(G)| =n + 2.

Lema 2.2. Seja D5, o grupo diedral de ordem 2n, com n > 2. FEntao:

n+2, sen éimpar
|Cent(Day,)| =

n p
§+2, sen € par

Demonstragdo. Sabemos que
D,={(z,y:2"=y* =1,y oy =)
Como ja provamos Cp,, (z) = (). No caso em que n ¢é par,
Oy, (2'y) = (2'y) x (2"?) = {1, a'y, "%, 2a™"/2y}.

Mas
ODQn ('/L.Zy) = CD2n (x7’+n/2y) N
Logo

|Cent(Dyy,)| = g + 2.
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No caso em que n é impar
Cp,, (z'y) = (z'y) = {L,a"y}.

Assim, |Cent(Ds,)| = n + 2. O

Corolario 2.1. Sejam G um grupo finito e = Ds,. Entao G € n + 2-centralizado

G
Z(G)

primitivo se, e somente se, n > 1 é um inteiro impar.

Demonstracao. Relembre que se

‘Cent(%)‘ = |Cent(G)| = n,

entdo G é chamado n-centralizado primitivo. Ora, pela Proposicao @, = Do,

G
Z(G)
dal |Cent(G)| = n + 2. E pelo Lema @,

Cent i = n + 2 se, e somente se, n é
Z(G) - ) 9

impar.

Nosso objetivo é classificar os grupos mediante a quantidade de seus centralizadores.
Veremos que é possivel, em um certo sentido, cobrir um grupo utilizando exatamente estes
subconjuntos. Para isso, definiremos o que seria uma cobertura irredundante. Além disso,
como estamos tratando de centralizados, os elementos nao comutativos entre si ganham
especial importancia e é exatamente a partir deles que construiremos centralizadores aptos

a cobrir um grupo.

Definicao 2.2. Uma cobertura I' para um grupo G é uma colecao de subgrupos préoprios
cuja uniao resulte em G. Caso nenhuma subcolecao propria de I forme uma cobertura
para G, diremos que I' é uma cobertura irredundante. No caso onde I' € finita e contém
r conjuntos, diremos que I' é uma r-cobertura de GG. Chamaremos de particio de G com
nicleo K uma cobertura de G cuja intersecio de dois quaisquer membros desta cobertura

seja K.

Definicao 2.3. Parar € N, considere G, a colecao de todos os grupos G que possuem uma

r-cobertura irredundante, com intersegio igual a Kg. Definimos f(r) = supgeg, |G : Kql.

Definicao 2.4. Um subconjunto nao-vazio X = {xy,...,x.} de um grupo finito G é
chamado um conjunto de elementos dois a dois nao comutativos se x;x; # x;x; para todo
i,7 € {1,...,m} distintos. Um conjunto de elementos dois a dois nao comutativos de G
¢ dito ter tamanho mdximo se sua cardinalidade é a maior entre todos esses conjuntos.

Neste caso, denota-se w(G) :=r = |X]|.
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Proposicao 2.2. Sejam G um grupo finito e {x,...,x,.} um conjunto de elementos dois

a dois ndo comutativos de G tendo tamanho mdximo. Entdo

(1) {Cq(zy) :i=1,...,7} € uma r-cobertura irredundante com a interse¢ao

Z(G) = ﬂcg(xi).

@) %\ < J(r).

(3) f(3) =4, f(4) =9, f(5) =16 e f(6) = 36.
(4) Seja G um CA-grupo. Entao, para todo a,b € G\ Z(G), ou Cg(a) = Cg(b) ou
Ca(a) N Ca(b) = Z(G).

Demonstragio. (1) Caso exista x € G\ J;_, Ca(x;), entao {z1, ..., x,, 2} seria um con-
junto de elementos dois a dois ndo comutativos, o que contradiz a hipdtese. Do
mesmo modo, se existir um elemento a € (,_; Cq(z;) \ Z(G), existiria b € G tal
que [a,b] # 1. Defina entao

ZT;, Se [(L’Z,b] 7é 1
Yi =
ax;, se |x; b =1

Se [z;,b] = 1, entdo y; = ax;. No entanto, a € ()_, Ca(z;) \ Z(G), logo

yi = ar; = x;a. Dai
by; = bax; = bxr;a = x;ba e y;b = ax;b = x;ab.

Como [a,b] # 1, temos que [b,y;] # 1. Agora, se [z;,b] # 1, entdo y; = x;.
Com isso, by; = bx; # x;b = y;b. Logo para todo i € {1,...,r}, temos que [y;,b] # 1.

Temos entao 3 casos:
Caso 1: [z;,b] # 1 e [z;,b] # 1.

Neste caso, y,y; = ©,x; # x;T; = Y;V;.
Caso 2: [z;,b] # 1 e [x;,b] = 1.

Neste Caso, Y;Y; = X;ax; = ar;r; € Y;Y; = aAxT;T;. Como Tyl 7é T4, entao
YiYj 7 YiYi-
Caso 3: [z;,b] =1 e [z;,b] = 1.

Neste caso, y;y; = ax;axr; = av;xja e y;y; = arjar; = ar;x;a. Como
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T # 124, entdo y;y; # y;yi. Logo {y1, ..., yr, b} é um conjunto com r+1 elementos

dois a dois ndo comutativos, o que contradiz a hipdtese de X ter tamanho méaximo.

Dada uma r-cobertura { X1, ..., X, } irredundante de G cuja intersegao ¢ D = (_, X;,
temos que |G : D| < f(r). Dali, pelo item anterior, fazendo X; = C¢(z;), para todo
ie{l,...,r} e D=Z(G), temos que |G : Z(G)| < f(r), como querfamos.

Mostraremos que f(3) = 4. Este resultado foi provado por G. Scorza [30] e é
conhecido como Teorema de Scorza. Para f(4) =9, f(5) = 16 e f(6) = 36, consulte
[21], [17] e [2], respectivamente. Suponhamos que um grupo finito G seja a uniao
de trés subgrupos préprios A, B e C' e denotemos N = AN BN C. Mostraremos
que N <G eque |G: N|=4

A ideia é mostrar que A, B e C' devem ter indice 2 em G. Sem perca de
generalidade, suponha que |A| > |B| > |C]. Como 1 € N = AN BNC a unido
AU BUC = G nao é disjunta. Dai, |G| = |AUBUC| < |A|+ |B| + |C] < 3|A] e,
em particular, |G : A| < 3.

Como A é subgrupo préprio de G, |G : A| > 1. Consequentemente, |G : A| =
2, o que implica que A < G. Assim, AB e AC sao subgrupos de G. Além disso
A< AB e A< AC. Dali,

2=|G:Al=|G:AB||AB: Al e 2=|G:A|=|G:AC||AC : A|.

Caso |G : AB| = 2, entao |AB : A| =1, o que implicaria que AB = A, ou seja,
B C A. De modo anélogo, se |G : AC| = 2, terfamos C' C A. Nessas condigoes,
G =AUBUC = A, o que nao ocorre. Logo, |G : AB| =1 = |G : AC|, o que
implica que AB = G = AC. Note que

Al B| Al B |G| |B| |B|
AB| = ———— = — = 2= .
ABl = B CI=1anB — A" TAnE — 2T TAnB
Do mesmo modo, podemos concluir que 2 = |A|?|C| Como G=ANBNC,
podemos escrever
G=ANn(B\A)N(C\ A). (2.6)

Ora,

B\A=B\(BNA) = |B\A|=|B\(BNA)| =|B|-|BNA| = |B\_@ - @.
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Analogamente, |C'\ A| = g De (@),

|G| < |Al+|B\Al+|C\ A

|G| |B| |B]
< 2 == 2.
- 2 2 2 (2.7)
|B| |C|
< A+ — + —.
< |A]+ 5 T3
Dai,
@§|B|:>%§2:>\G:B|§2.

Como B é subgrupo préprio de G, temos que |G : B| > 1, logo |G : B| = 2.
Em particular, B < G. De (@),

8,0l 61, 1A, (cl _, |d

2 "2 = 9 4 2 4

G
§u§2 = |G:C| <2
2|
Como C' é subgrupo préprio de G, temos que |G : C| > 1, logo |G : C| =2 e
C 4G Assim, N = AN BNC <G. Mostraremos que |G : N| = 4. Ora,

G| < [A] +

|G:N|=|G:AnBNC|<|G:A||G:BNC|<|G:A||G: B||G:C|=_8.

1B _|¢| _|c]

imos, |[B\ A| = =21 = L _ M1 o 4) Dag
Como vimos, |B\ A| 5 1 5 |C' — Al. Dal,
G G G

Gl <141+ 18\ A+l 4= L Gy

Logo, |G| = |A|+ |B\ A|+|C'\ A|. Por (@), segue que (B\ A)N(C'\ A) = 0.
Logo, BN C C A. Segue entdao que N =ANBNC=BNC. Como |G: BNC|=
|G :B||B: BNC|=2-2=4, entdo |G : N| =4, ou seja, f(3) =4.

(4) Note que Z(G) C Cg(a) N Cq(b). Suponha entao Cg(a) # Cu(b). Se z € (Ca(a)N
Ce(b) \ Z(G), entdo Cg(a) C Cu(z) e Ca(b) C Ci(z), pois dado y € Cg(a), como
z € Cg(a) e Cg(a) é abeliano, temos que zy = yz, ou seja, y € Cu(z). De modo

analogo, concluimos que Cg(b) C Cg(2).

Desde que z ¢ Z(G), entao Cg(z) é abeliano. Assim, dado y € Cg(2), como
Cgla) C Cg(z), temos que ay = ya, ou seja, y € Cg(a). Dal, Cq(z) C Cqla).
Similarmente, Cg(z) C Cg(b). Consequentemente Cg(b) = Cg(a) = Cg(z), um
absurdo, pois contradiz a hipdtese. Logo (Cg(a)NCq(a))\ Z(G) = 0, o que implica
que Cg(a) N Cq(b) = Z(G).

Assim, o conjunto dos centralizadores préprios de G, isto é, {Cq(x) @ = €

G\ Z(G)} constitui uma particdo para G com nicleo Z(G). Segue também que
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{Zig? |

subgrupo trivial.

r e G\Z (G)} constituem uma partigdo de cujo nucleo é o

G
z@y
0

Nos resultados finais desta se¢ao mostraremos que a quantidade maxima de elemen-
tos dois a dois nao comutativos estd intrinsecamente relacionada ao nimero de centrali-

zadores de um grupo.

Lema 2.3. Sejam G um grupo finito ndo abeliano e {x1, ..., x.} um conjunto de elementos

dois a dois nao comutativos de G com tamanho mdzimo. Entao
(1) r>3.
(2) 7+ 1 < |Cent(G)].
(3) Se |Cent(G)| =4, entdao r = 3.
(4) Se |Cent(G)| =5, entdao r = 4.
Demonstragio. (1) Observe que como G ndo é abeliano existem z,y € G tais que

xy # yx, isto é, o conjunto {z,y,zy} € G se constitui de elementos dois a dois nao

comutativos. Logo, r > 3.

(2) Como os elementos w1, ..., z, sd@o dois a dois ndo comutativos, os centralizadores
Ce(z;), 1 < i < r sdo todos distintos entre si. Além disso, como z; ¢ Z(G), para
todo i, entdo tais centralizadores sdo proprios. Observe também que G = Cg(1).
Logo r + 1 < |Cent(G)].

(3) Temos pelo item (2) que r + 1 < |Cent(G)|. Assim, se |Cent(G)| = 4, entao r < 3.

Do item (1), r > 3. Logo, r = 3 como queriamos.

(4) Observe que se |Cent(G)| = 5, temos pelo item (2) que r < 4. Masr > 3 eser = 3,

|Cent(G)| =4 (veja Corolério @), o que nao ocorre. Logo, r = 4.

O

Observagao 2.2. Como consequéncia dos itens (1) e (2) do Lema P23, seque que ndo

existem grupos 2 ou 3-centralizados.

No ultimo resultado, vimos que r + 1 < |Cent(G)|. A seguir, veremos algumas

implicagoes derivadas de valores particulares para |Cent(G)].

Proposigao 2.3. Seja G um grupo finito e seja X = {x1, ..., z,} um conjunto de elementos

dois a dois ndo comutativos de G com tamanho mdximo.



(a)

(b)

()

32

Se |Cent(G)| < r + 4 entao para cada elemento v € G, Cg(x) € abeliano se, e

somente se, Cg(x) = Cg(x;) para algum i € {1,...,1}.

Se |Cent(G)| = r+2, entao existe um centralizador proprio nao abeliano Cg(x) que

contém Cg(xy,),Ca(xi,) € Co(wy,) para trés distintos iy, ia, i3 € {1,...,7} .

Se |Cent(G)| = r+3, entao existe um centralizador proprio nao abeliano Cg(x) que

contém Cg(x;,) e Ca(xy,) para dois distintos iy, ia € {1,...,7}.

Demonstra¢io. (a) Suponha, por contradigao, que exista um indice i de tal modo que

K = Cg(z;) ndo é abeliano. Entao |Cent(Cg(z;))| > 4 e pelo item (3) do Lema

, Cg(z;) contém pelo menos trés centralizadores préprios, a saber, Ck(y;), j €
{1,2,3}. Note que z; € Ck(y;) pois y; € Cg(z;). Em particular, z; € Ce(y;).
Assim, para todo ¢t € {1,..,7} \ {i} vale que Cg(x;) # Cq(y;). Observe também
que para t = i, Cg(x;) # Ceq(y;) pois se k # j, yr, € Ce(z;) mas y, ¢ Ce(y;). Dal,
ao fazer a contagem, obtemos que G possui pelo menos r 4 4 centralizadores o que

contradiz a hipétese. Logo, C(z;) é abeliano para todo i € {1,..,7}.

Por outro lado, suponha que Cg(z) é abeliano. Desde que {1, ...,x,} é um
conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de tamanho méaximo, existe um
indice j de modo que x € Cg(x;). Pela parte anterior, Cg(x;) é abeliano, o que
implica que Cg(x;) C Cg(z). Como z; € Cg(x), temos Ce(x) C Cq(xj). Logo,
Co(z;) = Calx).

Por hipdtese, |Cent(G)| = r + 2. Logo, existe um centralizador préprio de G,
K = Cg(z) tal que K # Cg(x;), i € {1,..,r}. Como |Cent(G)| < r+ 4, temos pela
primeira parte do item (a) que K néo é abeliano. Logo |Cent(K)| > 4. Portanto,
existem y; € K, i € {1,2,3} tais que {Ck(y;),i € {1,2,3}} é um conjunto de
centralizadores préprios em K. Assim, existem z; € K, i € {1,2,3} tais que
zi ¢ Ck(y;). Consequentemente, z; ¢ Cq(y;) logo {Ceq(vy:), i € {1,2,3}} é um
conjunto de centralizadores préprios em G. Logo, existem ji,jo,j3 € {1,...,r} tais
que
Co(y1) = Calzjy), Coaly) = Calzy) e Calys) = Colzyy).

Tome z € Cg(z;,) = Caly;). Como y; € Cg(x), temos que = € Ca(y;).
Pela primeira parte do item (a) temos que Cg(y;) é abeliano, logo zx = zz. Dali,

ZGCg<.I‘)=K.

Pelo mesmo argumento do item anterior, usando que |Cent(G)| = r + 3, existem
x,Z € G tais que H = Cg(x) e M = Cg(Z) sao centralizadores préprios nao
abelianos. Assim, existem w; € H, i € {1,2,3} tais que {Cq(w;) : i € {1,2,3}} é

um conjunto de centralizadores préprios de G. Como |Cent(G)| = r + 3, temos que
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existem ji,72 € {1,...,r} tais que
Co(wi) = Ce(zj,) e Cglwz) = Cg(z,).

Note que poderia ocorrer Cg(ws) = M. Pela mesma justificativa, acima
Cg<l'j1) CHe Cg(Ij2) C H.

O

Vimos o que ocorre quando |Cent(G)| = r+2 e quando |Cent(G)| = r+ 3. Sabemos
que 7 + 1 é uma estimativa inferior para a ordem do Cent(G). Grupos em que esta cota

é atingida sado particularmente especiais. De fato,

Lema 2.4. Seja G um grupo finito ndao abeliano. Entdo G é um CA-grupo se, e somente

se, |Cent(G)| = w(G) + 1.

Demonstra¢io. (=) Suponha G um CA-grupo e seja X = {zi,...,2,} um conjunto
de elementos dois a dois ndo comutativos de tamanho maximo. Considere Cg(z) um
centralizador préprio de G. Como X tem tamanho méximo, existe i € {1,...,r} tal
que = € Cg(z;). Como Cg(x;) é proprio, é também abeliano. Logo, Cg(x;) < Cg(x).
Do mesmo modo, z; € Cg(x) e Cu(x) é abeliano. Assim, Cg(z) < Cg(z;), ou seja,
Ca(z) = Cg(z;). Com isso, concluimos que Cent(G) = {G, Cg(x;) : 1 <i < r}. Portanto,
|Cent(G)| =r + 1.

(«<=) Agora suponha que |Cent(G)| = w(G)+1 = r+1eseja K = Cg(z) um centralizador
préprio de G. Seja X = {1, ..., x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos
de tamanho maximo. Assim K = Cg(x;) para algum ¢ € {1,...,7}. Como |Cent(G)| é

inferior a r + 4 temos pelo item (a) da Proposi¢ao @ que K é abeliano. O

Complementando estas relagoes entre a quantidade de centralizadores de um grupo
e o numero maximo de elementos dois a dois nao-comutativos, enunciamos o Teorema de

Pyber-Zarrin ([26] e [37]) e trazemos posteriormente suas consequéncias.

Teorema 2.1 (Pyber-Zarrin). Sejam G um grupo e w(G) o tamanho mdzimo de um

conjunto de elementos dois a dois nao-comutativos em G. Eziste ¢ > 0 tal que
w(G) 41 < |Cent(G)] < |G : Z(G)| < @) < (lCent(@I=1,

Demonstragao. Vamos dividir a prova em etapas
Etapa 1: w(G) + 1 < |Cent(G)| e ¢¥(@) < lCent(@)—1,

No item (b) do Lema @, provamos que w(G) + 1 < |Cent(G)| se G for um grupo
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finito. No entanto, a finitude do grupo nao teve relevancia na demonstracao que fizemos,

podendo assim ser estendida para grupos arbitrarios.
Etapa 2: |Cent(G)| < |G : Z(G)|.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que Z(G) # 1, pois caso contrério,
|G : Z(G)| = |G| e a desigualdade segue naturalmente. Sendo entdo Z(G) # 1, considere
dois elementos z,y € G tais que Z(G) = yZ(G). Neste caso, existe z € Z(G) tal que

y = z~'x. Considere entdo a € Cg(x). Temos que
ol 11
ay=az 'x =2z 'ar =2 xa = ya.

Assim, Cg(x) C Cg(y) e de modo andlogo obtemos a outra inclusdo. Com isso,
provamos que elementos na mesma classe de equivaléncia possuem necessariamente o

mesmo centralizador. Consequentemente, |Cent(G)| < |G : Z(G)].
Etapa 3: |G : Z(G)| < (@ para alguma constante ¢ > 0.

Esta ultima etapa é o resultado principal do artigo [26]. O

Observacao 2.3. Note que o Teorema 1 diz erxatamente que as sequintes afirmagcoes

sao equivalentes
(a) G tem um ndmero finito de centralizadores.
(b) G € um grupo central-por-finito.

(¢) O numero mazimo de elementos dois a dois nao comutativos em G € finito.



Capitulo 3

Classificacao de Grupos via

Centralizadores de Elementos

Neste capitulo, traremos resultados de classificacdo a partir do niimero de centra-
lizadores do grupo. Como comentado na Observacao @, nao existem grupos 2 ou 3-
centralizados. Além disso, um grupo é 1-centralizado se, e somente se, é abeliano. Assim,
nosso estudo ocorrerd para grupos com 4 ou mais centralizadores e classificaremos os gru-
pos n-centralizados, com n € {4,5,6,7,8}. Os grupos 4 e 5-centralizados foram classifica-
dos por Belcastro e Sherman em [15]. Em [9], Ashrafi classificou os grupos 6-centralizados

e em [1], Abdollahi et al classificaram os grupos 7 e 8-centralizados.

Assim como foi feito em [} no estudo dos grupos 7 e 8-centralizados, classificaremos
os grupos 4,5 e 6-centralizados utilizando como ferramenta principal o Lema de Tomkinson
(veja Lema Ell), fornecendo uma prova original e mais simples para estes resultados de

classificacao.

3.1 Grupos 4-centralizados

Como mencionado, os grupos 4-centralizados foram classificados por Belcastro e
Sherman no Teorema 2 de [15]. Em seu artigo, os autores utilizaram estimativas sobre a

ordem do grupo para obter que se G é um grupo 4-centralizado, entao o grupo quociente

m > (y x Cy. Aqui faremos de modo diferente e simplificado. Utilizaremos o Lema
de Tomkinson, obtido em [34], e argumentos similares aos usados por Abdollahi et al em
[1], para obter este mesmo resultado. Quanto a reciproca, faremos do mesmo modo que

Belcastro e Sherman [[15], em que usaremos a estrutura do grupo de Klein.

Teorema 3.1. Seja G um grupo finito. Entdo, G € 4-centralizado se, e somente se,

35
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G
—— = (O x Cy.
2(G) 2 2
Demonstragio. Considere X = {x1,...,2,} um conjunto de elementos dois a dois nao

comutativos de tamanho méximo e denote por |G : Cg(z;)| = i, onde ag < - -+ < a.

(=) Como |Cent(G)| = 4 temos que r = 3. Aplicando o Lema de Tomkinson, temos que

as < 2. Sendo k = 2, temos que as = a3 =2 e como 1 < a1 < ap temos que ap = o = 2.

Note que
i < ooy = i =4
Z@| = Z2@)|
G -, .
Em outras palavras, 20G) = (4 ou Cy x Cy. Como G nao é abeliano, temos que
G o
m = 02 X Cg.

(<=) Suponha que % = Oy x Cy. Dessa forma, existem a, b e c € G\ Z(G) tais que

G=7Z(G)UaZ(G)UbZ(G)UcZ(G). Dai, qualquer elemento nao central de G é da forma

az, bz ou cz, onde z € Z(G). Vamos mostrar que

Colaz) = Z(G)UaZ(G) := A,
Co(bz) = Z(G)UbZ(G) :
Colez) = Z(G)UcZ(G) :

Y

B
C.

E suficiente mostrar a primeira igualdade, pois as demais seguirao de forma analoga.

Observe que dado az; € aZ(G), vale que azjaz = a2z = a’2z; = azaz;. Com isso,

aZ(G) C Cg(az), e portanto, A C Cg(az). Por outro lado, como |A| = |G]/2, temos que

2=|G: Al =|G:Cqlaz)||Cq(az) : A|.

Como |G : Cg(az)| # 1, segue que Cg(az) = A. Logo, |Cent(G)| = 4. O

Como consequéncia do Teorema @, obteremos dois resultados que complementarao

o Lema @ e a Proposicao @ Nos Corolarios @, @, @ e @ G serd um grupo finito

e X = {zy,...,x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de tamanho

maximal.

Corolario 3.1. G ¢é 4-centralizado se, e somente se, r = 3.

Demonstracdo. A condi¢ao necessaria para um grupo finito ser 4-centralizado foi obtida

no Lema . Vejamos que esta condicao também é suficiente. Se r = 3, temos pelo
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que foi provado na Proposi¢ao @ que Z(GG)‘ < f(3) = 4. Como G néao é abeliano
‘%‘ ¢ {1,2,3}. Assim, ’%' = 4 e portanto, % ~ (Cy x (5. Do Teorema @,
|Cent(G)| = 4. O

Corolario 3.2. Suponha |Cent(G)| < r+4. Se Cg(x;) € um subgrupo mazimal de G para
algum i € {1,...,r}, entao Z(G) = Cg(x;) N Cg(z;) para todo j € {1,...,r} \ {i}. Em
particular, se |G : Cg(z1)| < |G : Ca(z2)| < 2, entdo |Cent(G)| = 4.

Demonstragio. Seja x € Cg(x;) N Cg(z;). Pelo item (a) da Proposicao @, Co(z;) ¢é
abeliano e entdo Cg(z;) < Ce(x). Como z; € Cq(z) e xx; # xjx;, Colx;) # Ca(z).
Por hipétese, Cg(x;) é subgrupo maximal de G. Ora, Cg(z;) < Co(z) < G, logo pela
maximalidade de Cg(z;), segue que Cg(x) = G, isto é, x € Z(G). Em outras palavras,
Ca(z;) N Calz;) = Z(G).

Note que se |G : Cg(z1)| < |G : Ca(x2)| < 2, entdo |G : Ca(xy)| = |G : Co(z2)| = 2.
Como H = Cg(x1) e K = Cg(xq), temos G = HK, logo

HI|K| lGliG] . .

Gl=|HK|= "L — |Gg|l=-22 — | |=4= — 20, xCh

el = = iy = 161 2 = | Zi@) e
Pelo Teorema @, temos que |Cent(G)| = 4. O

3.2 Grupos 5-centralizados

Novamente, faremos uso do Lema de Tomkinson para mostrar que se G é um grupo

5-centralizado, entdo o grupo quociente é isomorfo a S3 ou C3 x (3, o que se

Z(G)
mostra uma prova mais simplificada do que a feita por Belcastro e Sherman em [15].
Para a reciproca exibiremos a mesma prova destes autores onde se utiliza basicamente a

estrutura de S3 e de C3 x Cs.

Teorema 3.2. Seja G um grupo finito. Entdo, G € 5-centralizado se, e somente se,
G

—— =2 (53 x (53 ou Ss.

Z(@) 3 3 3

Demonstragio. Seja X = {x1,...,x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comuta-

tivos de tamanho maximo e considere |G : Cq(x;)| = a;, 1 <i<rea; < .. <aq,.

(=) Como |Cent(G)| = 5 temos que r = 4. Aplicando o Lema de Tomkinson temos que
as < 3. Do Corolario @, se ap = 2, GG seria um grupo 4-centralizado, assim as = 3 e,

portanto, a; = 3, para todo ¢ > 2. Assim, temos dois casos a analisar:
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Caso 1: (a; = 2). Neste caso

G G
T < — T | —6.
6"2(@)‘—“10‘2 6= ‘Z(G)‘ 6

= 53 ou Cg. Como G nao ¢ abeliano temos que = Ss.

Logo, 72(G)

&
2(G)
Caso 2: (as = 3). Neste caso

\m\ ="

Como

G)‘ ¢ {2,3,4,5,7,8}, s6 nos resta que =~ S5 0ou O3 x (3. Se 7 =~ S,

G
Z(G)

implicaria que S5 teria 4 subgrupos de indice 3, o que é um absurdo. Logo

G
Z(G)

(<=) Suponha que > (3 x (3. Da estrutura de C3 x ('35 temos entao que

G
Z(G)
G=Z(G)UaZ(G)Ua*Z(G)UbZ(G)UVZ(G)UcZ(G)UFZ(G)UdZ(G)Ud*Z(G),

G
onde a, b, ¢, d € 7 ( G Dai, qualquer elemento nao central de G é da forma xz onde

r € {a,a® b,b% c,c? d,d*}. Vamos mostrar que

Cglaz) = Cgla®z2) = Z(G)UaZ(G) Ud*Z(Q) := A,
Co(bz) = Ca(b22) = Z(G) UbZ(G) URZ(G) == B,
Calcz) = Ca(c?2) = Z(G)UcZ(G)UPZ(G) = C,
Cq(dz) = Ca(d?2) = Z(G) UdZ(G)Ud*Z(G) == D.

Dado az; € aZ, temos

azna’z = a®zz = 212 e a’zaz = zalz = 22 = 22

Isso implica que A C Cg(az) = Cg(a?z). Por outro lado, |A] = %G| Dal,

3=|G: Al =|G:Cs(a2)||Cslaz) : Al

Logo, A = Cg(az) = Cg(a®z) e de forma andloga se prova a igualdade para os

demais casos. Assim, |Cent(G)| = 5.
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Por fim, suponha = Ss3. Da estrutura de S3 temos que

G
Z(G)
G=2G)UaZ(G)Ua*Z(G)UbZ(G)UbaZ(G)Uba*Z(G),
onde a?, b, (ab)? € Z(G). Dai, qualquer elemento nio central de G ¢ da forma zz, onde
r € {a,a? b,ba,ba*}. Procedendo de forma andloga as provas anteriores temos que

az) = Cg(a®z2) = Z(G)U aZ(G) Ud*Z(Q),
Z(G)UbZ(G),

(
(bz

Ca(baz) = Z(G) U baZ(G),
(ba*z) = Z(G)Uba*Z(Q).

@‘
\_/
| |

Logo, |Cent(G)| = 5. O
Como consequéncia do Teorema @, obteremos dois resultados que complementarao
o Lema @ e a Proposicao @ que foram vistos no Capitulo 2.

Corolario 3.3. G ¢ um grupo 5-centralizado se, e somente, se r = 4.

Demonstracdo. A condi¢ao necessaria para um grupo finito ser 5-centralizado foi obtida

Lema VeJamos que esta condicao também é suficiente. Se r = 4, da Proposicao @

= 9. Assuma que |G : Co(z;)| = a;, 1 <i <ronde oy < ... < . Nbs

afirmamos que — nao é um 2-grupo. Caso seja um 2-grupo entao

& ‘:4

ou 8. Assim, dado z € G\ Z(G) temos que
Note que Z(G) C Z(Cg(x)), logo

(
Calx
Z(G)

G) Z(G)
)‘ 2 ou 4 pois Z(G) € Cq(z) € G.

[Calx) - Z(G)]| = [Calz) : Z(Co(x))||Z(Calx)) - Z(G)].

Caso 1: |Cg(z) : Z(G)| = 2. Neste caso temos 2 possibilidades: |Cg(z) : Z(Cq(x))| = 2
e |Z(Cg(x)): Z(G)|=1ou|Cq(x): Z(Cq(x))| =1e |Z(Cs(x)) : Z(G)|] = 2 e em ambas

concluimos que Cg(z) é abeliano.

Caso 2: |Cg(z) : Z(G)| = 4. Neste caso, sao 3 as possibilidades: |Cg(x) : Z(Cq(x))| =1
e 1Z(Calx)) : Z(G)] = 4 ou |Calz) : Z(Cal@)| = 2 ¢ |Z(Calx)) : Z(G)| = 2 ou
|Cq(x) : Z(Cg(x))| =4 e |Z(Cq(x)) : Z(G)] = 1. Note que nas duas primeiras também
obtemos que Cg(x) é abeliano. No caso restante, isto é, quando |Cg(z) : Z(Cq(x))| = 4

e |Z(Cq(x)) : Z(G)| = 1, vemos que z € Z(G), o que nao ocorre. Logo, pelo item (4)
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da Proposicao @, temos que Z(G) = Cg(x) N Cq(y) caso Cg(x) # Cq(y). Ja pelo item
(1) da referida proposigao temos que G = Cg(21) U Cg(x2) U Cg(x3) U Ce(zs). Fazendo
M = Cg(z1), Hi = Cg(xs), Hy = Cg(x3) e H3 = Cg(xy) no Lema de Tomkinson,
obtemos que as = f; < 3. Ora se ag = 1, entdo Cg(x2) = G, 0 que é um absurdo e se
‘ _ Cg(l‘g) G

2(G) 2(G) Z(G)
Em particular, a; = 2, pois 1 < a; < ap = 2. Sejam entdao H = Cg(x1) e K = Cg(xs).
Como Z(G) = Cg(x1) NCg(zy) = HNK e |G : Hl =2 = |G : K|, segue do Segundo

Teorema do Isomorfismo que

a9 = 3 entao

0 que Nao ocorre pois =4 ou 8. Logo ay = 2.

K HI|K K 2 2

Temos que 2 = |G : H| = |G: HK||HK : H|. Como x2 # H e 29 € HK, segue que
H C HK, e portanto |G : HK| =1, ou seja, G = HK. Com isso,

1= por = 4= ||

42(G)| Z(G)|
- . G ) .
Como G nao é abeliano, segue que m = (y x (3, o que é um absurdo, pois
isso implicaria que » = 3. Também nao podemos ter 20G) com ordem 1,2,3,5 e 7,
pois, caso contrario, GG seria abeliano. Logo Z(G)' =6 ou 9. Note que se Z(G)' =6
entao 720G = S5 e se Z(G)‘ = 9 entao 720 = (3 x (3. Pelo Teorema , segue que
|Cent(G)| = 5. O

Corolario 3.4. Suponha |Cent(G)| < r+4. Se |G : Ca(z1)| < |G : Calx2)| < 3, entdo
|Cent(G)| = 5.

Demonstragio. Se |G : Cg(x1)| < |G : Ca(x2)| = 3, entdo Cg(xg) é maximal e, portanto,
Ca(z1)NCs(z2) = Z(G). Se |G : Cg(z1)| = 2, definindo H = Cg(z1) e K = Cg(xq), vale
que 2= |G:H|=|G: HK||HK : H|, logo G = HK, dai

G116l
[HIIK] _ "2 3

Gl=|HK| = =
GV =R = 1R = 1200)]
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Analogamente, se |G : Cg(x1)| = 3, obtemos

G G
7|0 = 7w = O
Pelo Teorema @, |Cent(G)| = 5. O

3.3 Grupos 6-centralizados

Os grupos 6-centralizados foram classificados por Ashrafi em [9]. Diferentemente
dos grupos 4 e 5-centralizados, nao obteremos condigoes necessarias e suficientes para um
grupo ser 6-centralizado. Ressaltamos novamente que faremos uso do Lema de Tomkinson
em vez de utilizar as técnicas que o referido autor recorreu. Antes, porém, enunciaremos
um resultado que serd 1til em um dos passos da demonstracao do teorema principal desta

secao.

Lema 3.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G de indice finito. Entdo, |G :
coreq(H)| | |G : HI!.

Demonstrag¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [31], p. 262. 0

Teorema 3.3. Seja G um grupo 6-centralizado finito. Entao

G
——— > (3. 04, Dy ou Ay
Z(G)y — TR
Demonstragio. Considere X = {x1,...,2,} um conjunto de elementos dois a dois nao

comutativos de tamanho méximo e seja |G : Cg(z;)| = a4, 1 <i <ronde a; < ... < a.

Como |Cent(G)| = 6 temos que r = 5. Pelo Lema de Tomkinson, temos que ay < 4.

Dos Corolarios @ e @, segue que ap = 4 e, portanto, as = a3 = --- = a5 = 4. Logo

< 4a;. Temos os seguintes casos a analisar:

7@

Caso 1: (a; = 2). Neste caso ~ 03 Cy x Cy, Qg ou Dg.

G

— | =38 tanto ——
Z(G)‘ eporanoZ(G)
Como s(Cy x Cy, 22) = 1 e (5 x C4 nao possui elemento de ordem 8, temos pelo critério de

Baer (veja Observagao ) que este grupo nao é grupo capaz. Em relacao a (Jg, temos que

CG(%) . .
2G) i € {1,...,5}} deveria

e, portanto, os subgrupos de (Jg nao sao suficientes para

ele s6 possui 4 subgrupos nao triviais. Por outro lado, {

forma a particao de G
rmar um rti —_—

formar tal particdo. Assim,

m nao pode ser isomorfo a Qg e, portanto, 720G ~ O3

ou Dg.
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Caso 2: (a; = 3). Neste caso

G G G
— 1 <12 ) =12 | | —— — | =12.
| <12 om0 =121 || = |7
Logo i =~ Dyy ou Ay. Pela Proposicao @ se = Do, terlamos que
g0, Z(G) = D2 4. POsIC Z(G) = D12, q
|Cent(G)| = 8, 0 que ndo ocorre. Logo 7(G) >~ Ay
Caso 3: (o = 4). Neste caso
G G
— | <16 —_— 8,12, 16}.
‘Z(G)‘— = ‘Z(G) € 18,1216}

Analisaremos entao alguns sub-casos:

= 8. Neste caso, >~ (% ou Dg. Note que C3 nao pode ser

Sub-caso 1: |[———

‘Z (@) Z(G)
coberto por 5 grupos de ordem 2, pois ele possui 7 elementos com essa ordem. Ja em
relagao a Dg uma colecao de 5 grupos de ordem 2 nao seria uma cobertura, pois nao

conteria o elemento de ordem 4.

G
Sub-caso 2: ‘m‘ = 12. Neste caso, >~ A, e deveriamos ter uma particao de

G
2(G)

20 com 5 grupos de ordem 3, mas A4 s6 possui 4 subgrupos com essa ordem.

Sub-caso 3: ‘ ‘ = 16. Caso Cg(z;), i € {1,...,5}, ndo fossem normais em G, entao

G)
coreq(Ca(x;)) = Z(G). Dai, pelo Lema @, 16 = |G : Z(G)| = |G : coreq(Ca(z;))| | 4! =

24, o que é um absurdo. Consequentemente, Cq(x;) < G, i € {1,...,5}. Assim,

[IN

G Co(r:)
Cg($i)_02XC2OUC4 [§] Z(G) —CQXCQOUC4.
Portanto,
G
mgC§,CQXCQXC4,C4XC4.

Note que s(Cy x Cy x Cy,2?) =1 (veja Observagao ), mas Cy x Cy x (4 nao tem
elemento de ordem 8 e, portanto, nao é grupo capaz. Quanto a Cy x (4 observamos que
~ ci. 0

é impossivel cobri-lo com apenas 5 subgrupos de ordem 4. Logo,

2(G)
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3.4 Grupos 7-centralizados

Nesta secao daremos condigoes necessarias e suficientes para um grupo finito ser

T-centralizado. Mais precisamente, mostraremos que G é 7-centralizado se, e somente se,

% &~ (05 x Cs, Dyg ou {(m,y : 25 = y* = 1,y oy = 23). Este resultado, bem como
a classificacdo para os grupos 8-centralizados que sera vista na préxima secao, foram
obtidos por Abdollahi, Jafarian Amiri e Hassanabadi em [l] e a principal ferramenta
utilizada foi o Lema de Tomkinson. Antes de exibirmos este resultado, traremos um lema
de preparacao, onde veremos que um grupo 7-centralizado finito ndo pode ser um 2-grupo,

o que nos ajudara a eliminar alguns casos no decorrer da demonstracao do teorema.

G
Lema 3.2. Seja G um grupo 7-centralizado finito. Entao ——~ nao é um 2-grupo.

Z(G)

Demonstragcao. Suponha por contradicdo que é um 2-grupo. Seja X = {z1,...,z,}

Z(G)
um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de tamanho maximo. Como ja
vimos, {Cg(z;) : ¢ € {1,...,r}} é uma cobertura irredundante para G com (,_, Cq(x;) =
Z(G) e seja |G : Cg(z;)| = a4, de modo que ay < ... < .. Como |Cent(G)| = 7 temos

pelo Lema @ e pelos Coroldrios @ e @ que 7 = 5 ou r = 6. Analisaremos por casos:

Caso 1: (r = 5). Fazendo M = Cg(x1) e H; = Cg(wiy1), para i € {1,...,4}, temos
pelo Lema de Tomkinson que ap = 1 < 4. Se ap = 2, entdao Cg(xz) é maximal. Além
disso, a1 < ap = 2 e, portanto, pelo Coroléario @, temos que |Cent(G)| = 4, o que é
um absurdo. Se ay = 3, entdo Cg(rs) é maximal e também «a; < ay = 3. Novamente,
pelo Corolario @ temos que |Cent(G)| = 5, o que também é uma contradi¢ao. Logo,
ay = 4. Dal, pelo Lema @ ay = az = ay = a5 = 4. Como |Cent(G)| =7 =r + 2,
temos, pelo item (b) da Proposigao @, que existe um centralizador préprio e nao abeliano
Ce(z) C G que contém pelo menos trés centralizadores Cg(x;), com i € {2,3,4}. Dali,
G = Cg(z1) U Cg(z) U Cg(xs). Note que

4=|G:Cq(x2)| = |G : Cq(x)] - |Ca(x) : Ca(z)].
Como Cg(x) é proprio e nao abeliano, |G : Cg(x)| = 2. Fazendo M = Cg(z1),

H, = Cg(z) e Hy = Cg(zs) no Lema de Tomkinson, temos 2 = 1 < k = 2, logo

by = a5 = 2, 0 que contradiz as = 4.

Calx;) . G
Caso 2: (r = 6). Como ja vimos, ZG((S)) S {1,...,6}} ¢ uma partigao de 720
com nucleo trivial. Seja Co(:) =n;, i € {1,...,6}. Por suposi¢do, —— é um 2-
(@) Z(G)

A
Z(G) — Z(a6)

grupo. Como o Teorema de Lagrange garante que n; é par para todo
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i €{1,..,6}. Por outro lado, como o nicleo da parti¢ao é trivial temos que

G
—| = —6+1=2k+1
‘Z(G)‘ ny+ng+ -+ ng + + 1,

para algum k£ € N, o que ¢ um absurdo, pois ¢ par. Logo, ——< nao ¢ um

Z(Q) Z(G)

2-grupo.

Observe que provamos também que se |Cent(G)| = 7, entdo r = 6, pois obtivemos

uma contradi¢ao no caso r = 5 para qualquer grupo 7-centralizado.

Faremos agora o principal teorema desta secao. Para comodidade do leitor, enunci-

aremos alguns resultados que usaremos no decorrer da demonstracao.

Lema 3.3. Seja G um grupo finito. Se

G o . _
7(G) >~ Ay, entio |Cent(G)| =6 ou 8.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [9], p. 145. O

Lema 3.4. Sejam p um primo e G um grupo finito. Se = (), x Cp, entao

Z(G)
G

|Cent(G)| = p+ 2. No caso em que p é um primo impar e m = D,, entdo
|Cent(G)| = p+ 2.

Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [[15], p. 371. Il

; : G 5 4 -1 3

Lema 3.5. Seja G um grupo finito tal que m = (z,y 2 =yt = 1y oy = x°).
Nessas condicoes, G € um grupo T-centralizado.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [[12], p. 407. O

Teorema 3.4. Seja G um grupo finito. Entao G é um grupo 7-centralizado se, e somente

>~ O5 x Cs, Dy ou {x,y: 25 =y* =1,y lay = 23).
Z(G) 5 5, 10 (z,y Y y Ty )
Demonstra¢io. (=) Suponha que G é um grupo 7-centralizado e seja {xy,...,x,} um
conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de tamanho méaximo. Defina |G :
Co(x;)] = i, 1 <1 <ronde aj <...<a,. Provamos que nestas condigoes {Cq(z;) : i €
{1,...,7}} é uma r-cobertura irredundante para G com intersecdo Z(G). Pelo Lema

e pelos Corolarios @ e @ vale que r = 5 ou r = 6. Na demonstracao do Lema @ ja

provamos que em um grupo 7-centralizado, r s6 pode ser igual a 6. Como |Cent(G)| =7
e, sendo, r = 6 temos que G é um CA-grupo pelo Lema @ Fazendo M = Cg(z1) e
H; = Cg(xiq1) para i € {1,...,5} no Lema @ temos que ay < 5. Como |Cent(G)| =7,
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segue dos Corolarios e @ que ag # 2 e ag # 3. Se ay = 4, chamando H = Cg(x1) e
K = Cg(x9), temos que H N K = Z(G), logo pelo Segundo Teorema do Isomorfismo

l&tie] <]
[HIIK] oy 4 |HK] 4oy |HK]| G
|[HN K] [Z(G)] Gl 12(G)] Gl 12(6)
Como |[HK| < |G| e ag < ay =4 temos
G
——| <4aq < 16. 3.1
PR &y
G G
Ora, pelo Lema @ sabemos que m nao ¢ um 2-grupo, logo m’ = 12 e,
G
portanto, 206 = Dis ou Ay, pelo Lema @ Entretanto, a Proposicao @ mostra
que se 720 = Dyo, entao |Cent(G)| = 8 e pelo Lema @, se 720 = A, temos que
|Cent(G)| = 6 ou 8. Portanto, as = 5. Logo, temos 4 casos a considerar:

Caso 1: (o = 2) Neste caso

@l © *lz] = ' |za)

De forma analoga ao feito em (@) temos

G
7 < -~ 10.
25| < =10
G G
Logo, m‘ = 10 e portanto 20 = Dip.
Caso 2: (a; = 3) Neste caso
G G G

— — =1 — .
zer| © o z| = |z

Novamente, procedendo como em (@), obtemos que

G
| <5 =15

Z(G)
Dai i = 15 e portanto i =~ (5, 0 que nao ocorre, pois G nao é abeliano
) Z(G) - p Z(G) — 155 q y P .
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Caso 3: (a; = 4) Neste caso
G G G
i 7 20| [ |.
&l © 1zl = 2|z

Novamente, assim como feito em (@), temos que

G
—| < bag = 20.
‘Z(G)‘ -
Consequentemente G| 20. Utilizando o Lema @ obtemos que =D
q ’ Z(G) - . ) q Z(G) - 20

1

ou (z,y : x° = y* = 1,y lwy = 23). Mas se > Dy, entdo G é um grupo 12-

Z(G)
centralizado (veja Proposicao @), o que contraria a hipotese.
Caso 4: (a; = 5) Neste caso pelo Lema de Tomkinson, ay = ay = -+ = ag = 5. Dal, se
i = Co(z:) temos que
Z(G)
G G Ca(z;)
= = 5 i — — ... = .
’Z(G)’ ‘c(;(xi) ' zey |~ "

G
1 <1 < 6} forma uma particio de ——— com

Por outro lado, como { 20

nucleo trivial entao

G
‘m‘:nl+---+n6—6+l:>5n1:6n1—5:>n1:5.
Logo,
G G
——|=5-5=2 = ——— ¥ (5 xCs.
’Z(G)' 2G)
) G - .
(«<=) Para a reciproca, temos que se m 2~ (5 x C5 ou Dy, entdo G é um 7-centralizado
G ~ 5 4 —1 3 = ’

pelo Lema @ Por fim, se m > (r,y 2’ =y =1,y ey = 2°), entdo G é um 7-
centralizado pelo Lema @ Il

Para finalizar esta se¢ao, deixamos como curiosidade que um grupo G é 7-centralizado

primitivo se, e somente se, 720 > Dygou (m,y:2°=y* =1,y tay = 2%). Este é o

principal resultado do artigo de Ashrafi e Taeri em [12].
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3.5 Grupos 8-centralizados

Os grupos 8-centralizados também foram classificados por Abdollahi, Jafarian Amiri
e Hassanabadi em [[l]. Assim como ocorreu no caso dos grupos 6-centralizados, sé obtere-
mos condigoes necessarias para um grupo finito ser 8-centralizado, mas em alguns casos,

conseguiremos condigoes suficientes.

Daremos inicio a esta secao obtendo uma importante condi¢ao necessaria para um

grupo ser 8-centralizado: que neste caso, o grupo quociente necessita ser um {2, 3}-

Z(G)

grupo. Antes disso, enunciaremos um resultado que serd utilizado em um dos passos da

prova.

Definicao 3.1. Sejam G um grupo, x € G e p um primo. Dizemos que x € um p-elemento

de G caso a ordem de x seja uma poténcia de p.

Lema 3.6. Suponha que um grupo finito G seja escrito como a uniao irredundante de
n subgrupos cuja intersecao seja D e seja x € G um p-elemento de G. Se p > n, entdo
reD.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [17], p. 534-535. [

Lema 3.7. Seja G um grupo 8-centralizado finito. Entdo ¢ um {2, 3}-grupo.

G
Z(G)
Demonstragio. Seja {x1,...,x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de
tamanho maximo. Entao {Cqg(x;) : i € {1,...,7}} é uma r-cobertura irredundante, cuja

intersegao ¢ o Z(G). Logo r = 5,6 ou 7.

Seja x um p-elemento de G com p > 5. Assim p > 7 > r. Pelo Lema @, segue
que x € Z(G). Pela arbitrariedade de p, segue que Z(G) contém todos os elementos de

G cuja ordem seja da forma p¥,p > 5, assim é um {2, 3, 5}-grupo.

Z(G)
Seja |G : Cg(z;)| = a;, 1 < i <r,onde a; < -+ < a,. Pelo Lema de Tomkinson,

G
temos ay < 6. Se r < 6, entdo, pelo item (3) da Proposicao @, ——| < f(6) = 36.

Z(G)
Se r = 7, entdao pelo Lema @ e pelo item (4) da Proposigao R.2, temos que Z(G) =

Ca(z1) N Cg(x2). Assim,

G
‘m‘ S 109 S Oég S 36.

Se 5 divide

entao € {10, 15,20, 25,30, 35}. Ora, 15 e 35 sao descar-

G G
Z(G) Z(G)

tados, pois qualquer grupo com essa ordem é ciclico. Se ‘ = 10 ou 25, o Teorema @

Z(G)
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mostra que G é um 7-centralizado. Se ¢ 20 ou 30, entao o Lema @ garante que

Z(G)

1

é isomorfo a (z,y : 2° = y* = 1,y twy = 23), Dyy ou Dsy. Logo, pela Proposicio

Z(G)
@ e pelo Teorema @, temos |Cent(G)| = 7,12 ou 17, assim 5 nao divide

e segue

Z(G)

o resultado.

Mediante o resultado anterior, veremos o que acontece no caso particular em que

G é um 2-grupo
, : . G »

Lema 3.8. Seja G um grupo 8-centralizado finito. Se 72 ¢ um 2-grupo, entdo neces-
sariamente ~ (O3,

Z(G)
Demonstra¢io. Suponha que {z1,...,x,} é um conjunto de elementos dois a dois nao
comutativos de tamanho maximo. Assuma que |G : Cg(z;)| = a4, 1 < i < r onde
a; < ... < a,. Entao {Cq(x;) : i € {1,...,7}} é uma cobertura irredundante, cuja

intersegao é Z(G).

Se r = 5, temos que oy < 4. Pelos Corolarios @ e @, temos que as #* 2 e
ag # 3, logo ay = 4 e pelo Lema de Tomkinson «; = 4, para todo i > 2. Pelo item (c)
da Proposigao @, como 8 = |Cent(G)| = r + 3 entao existe K = Cg(z) centralizador
préprio nao abeliano tal que Cg(x1) C K e Cg(xe) C K. Desta forma, podemos escrever
G = Cg(x3) U Cg(z4) U Cq(xs) U K, 0 que faz com que a; < 3, para algum i € {3,4,5},

o que é uma contradicdo.

Se r = 6, pelo Lema de Tomkinson temos que ay < 5. Caso ay € {2,3,5} temos que
Cg(72) é maximal. Em particular, se iy = 2 ou oy = 3, obtemos uma contradigao usando
os Corolarios @ e @ Se ap = 5, entdo pela Proposigao @, Z(G) = Cg(z1) N Ce(z2),

dai pelo Segundo Teorema do Isomorfismo

CHE

Z(G)

o que contradiz o Lema @ Assim, ap = 4. Pelo item (b) da Proposigao @, existe
K = Cg(z) centralizador préprio ndo abeliano que contém ao menos trés centralizadores,
a saber Cg(x1), Ca(x2), Co(xs). Comisso, G = Cg(x4) UCe(x5)UCs(26) UCq(x), donde

segue que «; < 3, para algum i € {4,5,6}, o que é uma contradigao.

Se r = 7, pelo Lema @ temos que Cg(x;) é abeliano para todo i € {1,...,7} e pelo
item (4) da Proposigao @ segue que Z(G) = Cg(x;) N Cg(z;), para i # j. Como

Z(G)
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G
é um 2-grupo nao podemos ter ag =5 ou ap = 6. Assim, ap =4 e & ' < ajag < 16.
Com isso, temos 2 casos:
Caso 1: Se 8. entao G >~ (2 pois os demais os de ordem 8 ou nao
: — | = n — = i mais gru rdem u n

possuem uma quantidade suficiente de subgrupos proprios para formar uma 7-cobertura

ou, quando possuem, esta nao seria uma cobertura irredundante.

G
Caso 2: Se —‘ = 16, entdo a; = 4. Se Cg(z1) ou Cg(x2) ndo fossem normais em G,

2(G)
entao coreq(Ca(z;)) = Z(G), para i € {1,2}. Como oy = ag = 4, entao pelo Lema @,

|G : Z(G)| = |G : coreq(Cq(x;))| | 4! = 24, o que é uma contradigdo. Consequentemente,
Cao(z;) < Gyie{l1,2}. Assim,

C’G(a:i)_CQXCZOHC4 e 720G ~ (5 x Cy ou Cy.
Portanto, 7(G) =~ % ou Cy x Cy ou Cy x Cy x Cy.

Note que s(Cy x Cy x Cy,2%) = 1, mas Cy x Cy x Cy ndo tem elemento de ordem 8,
logo Cy x Cy x C4y ndo é um grupo capaz pela Observacao . Além disso, Cy x Cy nao
CG ($Z)

possui uma 7-cobertura irredundante. De fato, seja n; = m

, temos entao

7 7 7
=1 i=1 =3

Assim, como n; | 16, para todo i e 2 < n; < 4. Segue que ng = ny = 4 e
ns = ng = ny = 2. Desta forma C; x C4 teria mais de 3 elementos de ordem 2, o que nao

ocorre.

G
Agora mostraremos que ——- 2% C3. Sejam

Z(G)

o Cg(xl)
(e

para 1 <i<7 e P:{C;((é;):z'e{l,..ﬂ}}.

Sabemos que B; e By tem ordem 4. Assim, podemos escrever B; = {1,a@,b,ab} e
By = {1,¢,d,cd} para alguns a,b,c,d € G\ Z(G). Além disso, pelo mesmo raciocinio
anterior |Bs| = |By| = 4 e |Bs| = |Bg| = |B7| = 2. Assim, P tem que ser uma das

seguintes particoes

(1) {{B1, Bs, {1, bc, ad, abcd}, {1, bd, abe, acd}, {1, ac}, {1, abd}, {1, bed}},
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(2) {{B1, By, {1,bc, abd, acd}, {1, ad, abe, bed}, {1, ac}, {1, abed}, {1, bd}},
(3) {{Bu. B, {1,ac, bd, abcd}, {1, ad, abe, bedy, {1, b}, {1, abd}, {1, acd)}},
(4) {{Bu. B, {1, ac, bd, abed}, {1, be, abd, acd), {1, ad}, {1, bed}, {1, abe},
(5) {{B1, By, {1, ac, abd, bed}, {1, bd, abe, acd}, {1, bc}, {1, ad}, {abed}},

(6) {{B1, By, {1, ac, abd, bed}, {1, be, ad, abed}, {1, b}, {1, acd}, {1, abc}}.

Note que deveriamos ter [z,y] = 1 quando T, € A; e [x,y] # 1 quando T € A; \ {1}
eye A\ {1} ei#j. Mas [bc,ad] =1 e

[be, ad] = [b, ad)[c, ad] = [b, ad][c, d][c, a]* = [b, ad][c, a] = ([b, d][b,a]?)[c,a] = [b,d][c, a].
o by d][e,a] = 1.
Além disso, [bd, abc] = 1, mas

[bd, abc] = [b, abc]®[d, abc] = [b,abcl[d, c][d, ab]® = [b, abc][d, ab] = ([b, bc][b, a]*[d, ab])
= [b,bc][d, ab] = [b, c][b, b]°[d, b][d, a)’ = [b, ][d, b][d, a) = [b, c][d, a][d, D).

o [b,d[d, a][d,b] = 1.

Note que

[abd,bed] = [ab, bed)?[d, bed) = [ab, bed)[d, d][d, be] = [ab, bed)[d, be] = [ab, bed]([d, c][d, b]°
[ab, bed)[d, b] = [a, bed)®[b, bed)[d, b) = [a, be][b, cd] [b, b)Y [d, b]

[a, cd][a, b]“*[b, cd][d, b] = [a, d][a, c]*[b, d][b, c]*[d, b] = [a, d][a, c|[b, d][b, c][d, b]
b, d][c, al[b, c][d, a][d, b] = 1.

Observe que no decorrer das contas utilizamos dois fatos importantes para facilitar

é abeliano e

os calculos: Primeiro que [z,y] € Z(G), para todo x,y € G, pois (@)

portanto G’ < Z(G) e o segundo, que [z,y]*> = 1, para todo x,y € G. ]

O proximo resultado servird apenas para descartar alguns casos na prova do resul-

tado principal desta secao.

(GG)‘ £ 24, 36.

Lema 3.9. Seja G um grupo 8-centralizado finito. Entdao 7

Demonstragio. Seja {x1, ..., x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de

tamanho maximo. Entdao {Cg(z;) : i € {1,...,r}} é uma r-cobertura irredundante com
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intersecao Z(G). Assuma que |G : Cg(z;)| = a4, onde o < -+ < .

Suponha por contradicao que = 36. Como GG é um 8-centralizado temos que

G
Z(G)
r < 7 e pela Proposicao @ devemos ter r > 6. Assim, r = 6 ou r = 7. Suponha r = 6.

Como ay | = 36, temos pelo Lema de Tomkinson que as < 4. Pelos Corolarios

G
Z(G)
@ e @ vale que ay # 2 e as # 3. Portanto ag = 4. Observe que se a; < 3, entao

’%’ < arap <12,
o que nao ocorre. Logo, oy = as = 4 e o > 4, para todo 7. Por outro lado, como
8 = |Cent(G)| = r+2 temos pelo item (b) da Proposicao @ que G possui um centralizador
préprio nao abeliano que contém trés centralizadores Cg(z;), com i € {1,...,6}. Assim,
G = Cg(x) U (UierCaq(x;)), para algum T° C {1,...,6} com |T| = 3. Assim o Lema

mostra que algum «; deve ser menor que 4, o que é um absurdo. Consequentemente,
r=7Te{Cs(z;) : i € {1,..,7}} forma uma particdo de G cujo nicleo é Z(G), sendo
assim Z(G) = Cg(z;) N Cq(xj), i # j. Novamente, pelo Lema de Tomkinson, temos

as < 6. Ora, como 5136 e pelos Corolérios @ e @ nao podemos ter ay € {2,3,5}.

Se as = 4, temos Z(GG) ’ < 16 pois a3 < ap. Assim, as = 6 e portanto o; = 6, para
G
todo i > 2. Note que também nao podemos ter ag € {2,3,5}. Se oy = 4, ‘m’ < 24,
0 que nao ocorre. Logo, a; = ag = -+ = ay = 6.
Note que
| =16 Catel - [Cate 216 = | F
CG(%) .
" =6,V 1,...,7}.
Gy |=evie
Assim, CZG(g;) 1 e {1, ..., 7}} forma uma particao de % constituida por um

grupo de ordem 6. Como um grupo de ordem 6 possui exatamente 2 elementos de ordem

3, segue que tem 14 elementos de ordem 3. No entanto, podemos verificar, com o

G
Z(G)
auxilio do GAP [B3], que nenhum grupo de ordem 36 tem essa quantidade de elementos

de ordem 3.

Agora, suponha que

' = 24. Note que pela mesma justificativa dada para

G
Z(G)

‘—‘ = 36, temos que r = 7. Logo pelo Lema de Tomkinson, temos ay < 6. Novamente,

Z(G)
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as #{2,3,5} e se ag = 4 temos

G
‘m‘ < ajap <16,

o que contradiz a hipétese. Logo oy = 6, ou seja, oy = 6, para todo ¢ > 2. Note que
a1 € {2,3,5} e se a; = 6, entdo

Co(zi)
Z(G)

=4,Vie {1,..,7},

‘

o que implicaria que =7-4—7+1=22. Logo a; = 4 e, consequentemente,

Z(G)
C G
ZG ((é;) é o unico subgrupo de 200 com ordem 6.
G 3 , .
Como m = 24 = 2° .3, podemos ter n3 = 1 ou n3 = 4. Além disso, cada

3-Sylow tem ordem 3. Se n3 = 4, entao 7 teria pelo menos 4 subgrupos ciclicos de
ordem 6, que seriam obtidos ao multiplicar cada 3-Sylow por C5. Assim, n3 = 1 e portanto

) s6 possui um tinico 3-Sylow U = (w), onde w = wZ(G), para algum w € G. Como
Z(G) Z(G)
G
1 > 2, segue que em m existem 6 -4 — 6 4+ 1 = 19 elementos de ordem 4 ou 2. Assim
ne = 3, pois do contrario nao haveria essa quantidade de elementos com ordem 2 ou 4.
Como Cy < & (< denota ’é isomorfo a um subgrupo de’) entao G
~ Z(G) Z(G)

4 elementos de ordem 3 ou 6, assim s6 restam 20 elementos para serem encaixados nos

forma uma parti¢ao de com nucleo trivial e a; = 4 e o; = 6, para todo

possui

2-Sylows. Denotando-os por Pj,P, e P3, temos que |P; U P, U Pi| = 20 o que implica
. . _ G
que |PL N Py N Py = 2, ou seja, |coreg(Py)| = 2. Além disso, U < ———, |U||P| = 24

Z(G)
e UEE i {1}, o_que implica Z(GG)_: UP;. Assim, denotando G = m, temos que
Cw(U) = Ucoreg(Py). De fato, como G = U Py, temos que
geC5(U) < gu=ugVueclU
<~ g=uupu '
<= g=aupu ' € Ucoreg(P,).

Consequentemente, |Cz(U)| = 6. Por outro lado, como U < G e U = (3, entdo

o0 < Aut(U) =2 Cy e portanto, |G| < 12, o que contradiz a hipétese. ]
G
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Com estes resultados, temos:

Teorema 3.5. Seja G um grupo 8-centralizado finito. Entdo

——— =3 Ay ou Dis.
Demonstragio. Seja {x1,...,x,} um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos de
G com tamanho maximal. Entao {C¢(z;) : i € {1,...,r}} é uma r-cobertura irredundante,
cuja intersegao ¢ Z(G). Assuma que |G : Cg(x;)| = a4, onde oy < ... < .. Dadas as

hipéteses e usando o Lema @ e os Corolarios @ e @, temos que r = 5, 6 ou 7.

Caso 1: (r =5). Neste caso

G
—| < f(5) =16
S| =61 = 10
e az < 4, pelo Lema de Tomkinson. Se ay < 3, terfamos |Cent(G)| = 4 ou 5 pelos
Corolérios @ e @, o que nao ¢ verdade. Logo, as =4 e oy = 4, para todo i € {2, ...,5},

também pelo Lema de Tomkinson. Agora temos alguns sub-casos a analisar:

Sub-caso 1: (a; = 2). Neste caso,

G
—‘ < 8. Note que

%‘ ¢ {2,3,5,7}, pois do

Z(G)
contrario G seria abeliano. Como G nao é abeliano, se G 4, entao G >~ (CyxC
ntrari ri iano. Como G n ian ——| =4, entao ——— =
) Z(G) 9 Z(G) 2 2,
o0 que é uma contradicao com o Teorema @ De forma anéloga, se m = 6, entao
G G
m = S3, 0 que contradiz o Teorema @ Como 20 ‘ = 8, pelo Lema @, temos que
G
— (3.
zZ@G) 7

Sub-caso 2: (a; = 3). Neste caso
G G G

— 4 | == 12| | =—|-

ol o ] = 2 e

Mas

G
m’ = 12 e pelo Lema @ temos que

G
Z(G)‘ < ajap = 12. Portanto,
G

—_— = D12 ou A4.

Z(G)

G
Como ap = - -+ = a5 = 4 entao 20 tem pelo menos 4 subgrupos de indice 4, logo
G G
——— 2 Dqy. Portanto, ——— = Ay.

Z(G) # Dyo. Portanto, Z(G) 4

Sub-caso 3: (o; = 4). Como |Cent(G)| = r + 3, temos pelo item (¢) da Proposicao @
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que existe um centralizador préprio nao abeliano Cg(z) que contém dois centralizadores
Ca(z;), i€ {1,...,5}. Logo

6 = (Ucete)) uceto)

i€T

para algum T C {1,2,3,4,5} tal que |T'| < 3. Dessa forma, temos pelo Lema de Tomkin-

son que «; < 3, para algum ¢ € T, o que sabemos que nao ocorre.

Caso 2: (r = 6). Neste caso, pelo Lema de Tomkinson, temos que ay < 5. Ora, dos

Corolarios @ e @ e do Lema @, temos que as = 4. Logo, temos os seguintes sub-casos:

Sub-caso 1: (a; = 2). Neste caso, = §, ou seja, =~ (3 0 que ¢ uma contra-

G
Z(G)

G
7o

digdo, pois como a; = 2 e as = 4, uma 6-cobertura de

nao seria irredundante pois
Z(G) P

retirando um dos elementos de indice 4 da cobertura, os membros restantes continuariam

formando uma cobertura.

Sub-caso 2: (a; = 3). Neste caso,

—— | =12 —— =D Ay
7 R

Como D;y possui um elemento de ordem 6, entao qualquer cobertura irredundante
de D1 necessita ter a; = 2 e assim excluimos esse caso. Ja em A4, como a; = 3 uma

cobertura irredundante s6 pode ter 5 membros, o que é um absurdo, pois r = 6.

Sub-caso 3: (g = 4). Como r + 2 = |Cent(G)|, segue do item (b) da Proposigao @
que existe um centralizador proprio Cg(x) nao abeliano que contém pelo menos trés

centralizadores Cg(x;), com i € {1,...,6}. Logo,
G = ( U CG(:@)> U Ca(z),
i€T

para algum 7" C {1,...,6} com |T'| < 3, portanto a; < 3, pelo Lema de Tomkinson para

algum ¢ € T, o que é um absurdo.

Caso 3: (r = 7). Neste caso {Cq(x;) : i € {1,...,7}} é uma particdo de G cujo nicleo é
Z(G), pela Proposigao @ e pelo Lema @ Pelos Lemas @ e @ e pelos Corolarios @

e @, temos que ap =4 ou ap = 6.
Se ap = 4, temos alguns sub-casos:

Sub-caso 1: (a; = 2). Neste caso, ~ (O3, o que é uma contradigao

i = 8. logo G
A(©)1 A (e)



95

pela mesma justificativa do caso r = 6.

G G
m = 12 e portanto m =~ Dis ou Ay 0 que é

uma contradicao pelo mesmo motivo apresentado no caso r = 6.

Sub-caso 2: (a; = 3). Neste caso,

G
———| < 16 e é¢ um multiplo de 4. Com o Lema

Sub-caso 3: (a3 = 4). Neste caso, (@)

%‘ = §8,12. Como oy = 4, entao % 2 Dis, pois o

maior membro da cobertura seria isomorfo a C3, o que a impediria de coletar o elemento

@, excluimos 4 e 16. Assim,

de ordem 6 presente em Dy, 0 qual pertence apenas ao subgrupo de D;5 isomorfo a

Cs. Ora, se % = 8 entao pelo Lema @, % ~ 8 e se ’m = 12, entao
% = Ay, pelo Lema .
CG(mz

Agora, se ap = 6, temos que «; = 6, para todo i > 2. Como os conjuntos

i€ {1,...,7} formam uma partigdo de com nucleo trivial, entao

Z(G)
- EI5 oSl -o- (k-
= 1:%+1—6% — 0%26|Z|g|;)| — ‘%‘_6041

Novamente, temos alguns sub-casos a analisar:

G G
Sub-caso 1: (a3 = 2). Neste caso, m‘ = 12, o que implica que m =~ A, ou Dqs.
Como A4 nao tem subgrupos de indice 2, temos que 20 = Dio.
—  C
Sub-caso 2: (ay = 3). Neste caso, m‘ =18 e K := ZG((é;) ¢ o unico subgrupo
de ) com ordem 6. Portanto, existe um elemento ¥ = yZ(G), com y € Cg(z;) tal
G
que |y| = 2 e portanto () < Z<m> Temos que 18 = 2 - 3? assim ny = 1, logo
_ G _ _ _
P < 7G) onde P é um 3-Sylow e |P| = 9. Assim e = (y) P e portanto é abeliano.
Consequentemente, ~ Oy x O3 x O3, mas s(Cy x C3 x C5,2') =1 e tal grupo nao

2(G)

tem elemento de ordem 4 e, portanto, ndo é um grupo capaz (veja Observagao )

Sub-caso 3: (ay = 4 ou ay = 6). Nestes casos, temos

G
Z(G)’ = 24 ou 36, o que ¢é
impossivel, em virtude do Lema @ O
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Teorema 3.6. Nao existe um grupo 8-centralizado primitivo.

Demonstragio. Lembre que um grupo é chamado de n-centralizado primitivo se

‘cm(%)’ — |Cent(G)| = n.

Note que se G é um 8-centralizado entao pelo Teorema @,

m = A4,D12 ou 023

Mas |Cent(A4)| = 6, |Cent(D15)| = 5 e |Cent(C3)| = 1, donde segue o resultado. [

G
Nos sabemos que para um grupo finito G, cujo 720G >~ A, ou Dqy, nds temos que
G
|Cent(G)| = 6 ou 8, pelo Lema B.3 e pela Proposigao @ Para o caso em que ~ (O3

2(G)

temos:

Proposicao 3.1. Seja G um grupo finito. Se =~ (O3, entdo |Cent(G)| = 6 ou 8.

Z(G)

Demonstra¢io. Suponha que {z1,...,x,} ¢ um conjunto de elementos dois a dois nao co-

CG(%’) o
72G) i€ {1,...,7“}} forma

. Por outro lado, uma cober-

mutativos de tamanho maximo. Pela Proposicao @, {

uma r-cobertura irredundante com ntcleo trivial para

2(G)
tura para Cj tem no maximo 7 membros. Assim, r < 7. Dado z € G \ Z(G), temos que
Ca(z)
Z(G)
arbitrariedade de x, temos que todo centralizador préprio de G é abeliano, isto é, G é um
CA-grupo e, portanto, |Cent(G)| =+ 1 < 8, pelo Lema @ Pelos Teoremas @, @ e

@, |Cent(G)| # 4,5,7. Logo, |Cent(G)| = 6 ou 8. O

>~ (5 ou Cy x Oy, logo como Z((G) é abeliano, segue que Cg(x) é abeliano. Da



Capitulo 4

Centralizadores de grupos com a

mesma ordem

Até este momento, nosso trabalho teve a seguinte perspectiva: fixar um valor para
|Cent(G)| e procurar informagoes sobre o grupo. Neste capitulo faremos uma outra abor-
dagem: fixaremos um valor para a ordem do grupo e investigaremos propriedades do
grupo nao abeliano com esta ordem, que possui o menor nimero de centralizadores. Os

resultados a seguir encontram-se no artigo de S. M. J. Amiri e H. Rostami [[7].

4.1 Centralizadores, Nilpoténcia e Grupos de Frobe-
nius

Esta secao é destinada aos resultados preliminares que serdo necessarios para obter
o resultado principal deste capitulo. O primeiro deles trata sobre propriedades esperadas

do conjunto dos centralizadores de um grupo.
Lema 4.1. Sejam G,G1, G, ..., G, grupos finitos. Entdo
(1) Se H < G, entao |Cent(H)| < |Cent(G)|.
(2) Se G =1, G, entio |Cent(G)| =[]}, |Cent(G;)|.
Demonstragao. De fato,

(1) Dados x,y € H, se Cg(x) = Cq(y), entao

CH(Z’) = Hﬂ Cg<I> = Hﬂ Cg(y) = C’H(y)

o7
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(2) Sejam G = G x Gy e (a,b) € G, temos que

Cal(a,b)) = {(z,y) € G:(a,0)(z,y) = (z,y)(a,b)}
= {(z,y) € G =Gy x Gy : (azx,by) = (az, yb)}
= {x € G :ax=u1xa} x{y € Gy : by = yb}
= Cg,(a) x Cg,(b).
|Cent(G)| = |Cent(G1)| - |Cent(Gs)|.

Para generalizar o resultado, por inducao, basta tomar H; = G; X --- X G,,_1 e

H; = G, e aplicar o passo anterior. O

Para p um ntmero primo, sempre existe um p-grupo nao abeliano. Em [9], mais
precisamente no Lema 2.7 deste trabalho, Ashrafi provou que se G é um p-grupo nessas

condigoes, entdo |Cent(G)| > p+2, e vale a igualdade se, e somente se, = (C,xCp. O

G
Z(G)
resultado a seguir generaliza este fato, pois ele permanece valido para grupos nilpotentes,
desde que os mesmos contenham um p-Sylow nao abeliano.

Lema 4.2. Sejam G um grupo nilpotente e p um primo que divide |G| para o qual G
possua um p-Sylow ndo-abeliano. Entao, |Cent(G)| > p + 2. Além disso, a igualdade

= O x C).

ocorre se, e somente se, 76
Demonstragao. Seja P um p-Sylow nao abeliano de GG. Pelo Lema @ temos que
|Cent(P)| < |Cent(G)|.
Por outro lado, como P é um p-grupo nao abeliano segue do Lema 2.7 de [9] que
p+ 2 < |Cent(P)| < |Cent(G)]. (4.1)
Supondo que p + 2 = |Cent(G)|, temos por (@) que

p+2=|Cent(G)| > |Cent(P)| > p+2 = [Cent(P)| =p+ 2. (4.2)

Como G é nilpotente, temos pelo Teorema @ que G pode ser escrito como o produto

direto dos seus subgrupos de Sylow, assim

G=]]¢: (4.3)
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onde P = G para algum j € {1,...,n}. Dai, por (@) e pelo Lema @

p+2 = |Cent(G |—H|Cent :)| = |Cent(P |H\cem

27&]

= (p+2) H|Cent D] o |Cent(Gy)| =1, Vi # j.
z#ﬂ

Logo, todos os ¢-Sylows de G com g # p sao abelianos. Aplicando isto em (@)

temos que:
7@y =z
. G s
pois Z(G) =~ {1}, para todo ¢ # j. No entanto, como |Cent(P)| = p+2, segue novamente
do Lema 2.7 de [9] que
P G
m = Cp X Cp — m C,xC

. P .., P
720G = C, x C, entdo 7(P) S C, x G, isto é 7(P)

ou C, x C,. Como P nao ¢ abeliano s6 podemos ter = O, x Cp. Segue do Lema

Por outro lado, se

={1}, G,

P
Z(P)
2.7 de [9] que |Cent(P)| = p+ 2. Da nilpoténcia de G podemos escreve-lo como em (@)
Dali,

P .G G G o
2z =76 - ze) = zey =0 vits

i=1
Assim, todos os ¢-Sylows de G com ¢ # p sao abelianos. Usando o Lema @, temos

que
p+2 < |Cent(G)| = ] |Cent(G |—H|Cent |- |Cent(P)| = p + 2.

Z#J
Logo, |Cent(G)| = p + 2. O

Um grupo nao nilpotente ¢ dito minimal nao nilpotente quando todos os seus sub-
grupos proprios sao nilpotentes. Acerca destes grupos valem os seguintes resultados

Teorema 4.1 (O. J. Schmidt). Seja G um grupo ndo nilpotente tal que cada um de seus

subgrupos mazximais é nilpotente. Entao
(a) G € soluvel,

(b) |G| =p™q"™, onde p e q sao primos distintos,



60

(¢) G possui um dnico p-subgrupo de Sylow P e um q-subgrupo de Sylow Q) que € ciclico.
Consequentemente, G = PQ) e P 1 G.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [2§8], p. 258-259. [J

Proposicao 4.1. Seja G = PQ um grupo minimal nao nilpotente em que P e ) sdo os

subgrupos de Sylow obtidos no Teorema Bl Entdo
(@) 2(Q) < Z(G),
(b) P=[P,Q| e ®(P) < Z(G). Em particular, P € nilpotente de classe no mdximo 2.
(c) Sep é impar, PP =1, enquanto que P* =1 se p = 2.

A seguir, mostraremos uma relacdo entre grupos minimais nao nilpotentes e gru-
pos de Frobenius. Para maior comodidade do leitor, iremos primeiramente enunciar um

resultado devido a Taunt que sera utilizado em um passo da demonstracao.

Lema 4.3 (Taunt). Seja G um grupo finito em que todos os subgrupos de Sylow sdo
abelianos. Entao, G' N Z(G) = 1.

Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [28], p. 289. Il

Lema 4.4. Seja G um grupo minimal ndo nilpotente. FEntao ¢ um grupo de

Z(G)

Frobenius tal que o nicleo de Frobenius € abeliano elementar e o complemento de Frobenius

tem ordem prima.

Demonstrag¢io. Como G é um grupo minimal ndo nilpotente, o Teorema de O. J. Schmidt
garante que G = P(Q) onde P ¢ o tnico p-Sylow de G e ) é um ¢-Sylow ciclico de GG, onde
p # q. Pela Proposicao @, os subgrupos de Frattini de P e de @ estao contidos em Z(G).
Assim,

B(P)C Z(Q)NP e ®(Q)C Z(G)NQ.

Pelo Teorema da Base de Burnside (veja Teorema @) temos que é p-abeliano

o(P)

elementar e que é ciclico de ordem ¢. Assim, é p-abeliano elementar e

Q P
?(Q) Z(G)NP
como ¢(Q) C Z(G) N Q, entdo

‘@n%@)‘ | ‘@?@)' 1= 'QQLZ(G) € {Lq}.

Ora, se = 1l entdao QN Z(G) = Q o que implicaria que Q C Z(G) e por-

QN Z(G)

tanto @@ < G. Com isso, G seria um grupo nilpotente (veja Teorema ), O (ue Nao OCorTe.

7o)
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Logo, QQLZ(G) é ciclico de ordem ¢. Usando o Segundo Teorema do Isomorfismo, conclui-
PZ(G Z(G
mos que — (<G)) é p-abeliano elementar e QZ ((G)> é ciclico de ordem ¢. Consequentemente,
G G\ G
os subgrupos de Sylow de 20 sao abelianos. Do Lema @, (%) N Z(m) =1
e usando novamente a Proposicao @, temos que P = [P, Q] < [G,G] = G'. Assim,

PZ(G) _ G'Z(G) G’
Z(G) = Z(G)  G'nZ(G)

1%

Considerando a projecao canonica

G
W.G%m,
g — 9Z(G)

temos que w(G') = (%) . Como ker(m) = Z(G), entao ker (7?

pelos Teoremas do Isomorfismo

G'Z2(G) . & (ZG ))"

) = Z(G)NG". Daf,
G/

I

Z(G) ~ G'NZ(G) (G
Assim,
PZ(G) G G QRZ(G)
Z ={1 Z < .
70 "2 z5) = = 275) < Fa
Em particular, como ZZ((G(? ¢ ciclico de ordem ¢, entao Z (%) = {1} ou
QZ(G)
Z(G)
No caso em que Z ( ZE;G)) = QZZ(E}G))’ terfamos que QZZ((G(? < Z(GG) o que im-
licari e eria nilpotente, o que é contrari hipétese. L A i =1
plicaria qu Z(G)Sa p , 0 qu ontraria a hipdtese. Logo 20 =
Com isso, % ¢ um grupo de Frobenius com complemento H = QZZ(gi) e nucleo
M = PZZ((GC?, como queriamos. [

Dizemos que n € N é um nimero nilpotente quando todo grupo de ordem n é nil-

potente. Como exemplo, todo primo (e toda poténcia de primo) é um nimero nilpotente.

Definicao 4.1. Seja n = p'flplf---pfnm € N. Dizemos que n possui uma fatoracao
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nilpotente quando p¥ # 1 mod p,,, para todo i,j € {1,...,m} e para todo k € {1,..., k;}.

Teorema 4.2. Um numeron € N € nilpotente se, e somente se, ele possui uma fatoragdo

nilpotente.
Demonstragio. A prova para este resultado pode ser encontrada em [25], p. 631-632. [

Como 1ultimo resultado desta se¢do, encontraremos uma féormula bastante 1til para

a ordem do Cent(G) na situacao, a qual serd muito recorrente na préxima se¢do, em que

2 ¢ um grupo de Frobenius.

K H
Proposicao 4.2. Seja = X um grupo de Frobenius tal que H € abeliano.

2(G)  z(G) Z(G)
Se Z(G) < Z(K), entao |Cent(G)| = |Cent(K)| +‘

K .
m‘-‘-l ESGZ(G):Z(K), entao
|Cent(G)| = |Cent(K)| + 'm‘

Demonstragio. Defina G = %, H= %, e K = % Note que se h € H \ Z(G)

entdo H < Cg(h), pois H é abeliano. Agora observe que se existisse y € Cg(h) \ H entao

yh=hy = h=y ‘hye HY = h=hZ(G) e H,

ou seJa he HNH’. Como G é um grupo de Frobenius com complemento H entdo
HNH = {1}, assim h = {I} = Z(G). Isto é, h € Z(G), o que é uma contradicio.
Portanto, Cg(h) =

Observe também que dado y € HY temos y = g hig, com h; € H e que
Wy =g thgg 'hig = g~ 'hhng = g 'hihg = g~ 'higg 'hg = yh? = y € Ca(h?).
Dado = € Cg(h9) \ HY, temos
wvhd = hir = hY =z 'hir € (HY)" = H%,

ou seja, h9 € T nor. Ora, se Z € 7 n Fﬁ, entao

Z=g g =119 Thsgt = hy=go g hsgig ' = hye AN,

em que k = z9. Mas G é um grupo de Frobenius, logo hy = 1, o que implica que
Z=g 'hyg=1. Logo, HHNH” =1eh’ =1, isto é, h9 € Z(@G). Dali,

=z = g 'hg=2 = h=gzg ' =2¢€ Z(Q),
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o que é um absurdo pois h ¢ Z(G). Portanto, Ci(h?) = HY.

Também do fato de G ser um grupo de Frobenius, temos pela Proposicao que
C#(T) < K para todo z € K \ Z(G) e dado a € Cg(r), vale que

ar =ra = ar =7a = a € Cx(T) < K.

Desta forma, a € K, ou seja, a € K N Cg(z) = Ck(x). Logo, Ce(z) = Ck(x), para
todo z € K\ Z(G).

Além disso, se b € K entdo b ¢ K e sendo G um grupo de Frobenius, existe § € G
tal que b € H’. Dai,

l— 2y — b= zQ(g_lhg).

b=g'hg = b(g "hg)”
Note que dado s € Cg(b), temos que
sb=bs = s="0bsb' = zg 'hgsg 'h gzt = 2h9s(h?) 127! = sh? = hYs.
Portanto, s € Cg(h?) = HY. Agora, dado r € Cg(h9):

rhy = h9r = rbzy ' =bzy'r = rb=bzy'rzy = rb=br = r € Cy(b).

Consequentemente, Cg(b) = Cq(h9) = HY. Novamente, por G ser um grupo de

Frobenius, temos que
K| ={H : g€ G} = |{H": g€ G}| = [{Calb) : b K}

Com os resultados obtidos, temos para um elemento z € G\ Z(G) arbitrario dois

possiveis casos:

Caso 1: z € K. Neste caso, Cg(z) = Ck(x) e obtemos

H{Cq(x) :z € K}| = |{Ck(x) : x € K}| = |Cent(K)].

Caso 2: = ¢ K e obtemos

Cole) -2 ¢ K1 = IK| = | 575

Como G = Cg(2), z € Z(G), obtemos que |Cent(G)| =1 + ’L' + |Cent(K)|, se
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Z(G) < Z(K) ese Z(K) = Z(G), entao |Cent(G)| = '%' + |Cent(K)|. O

4.2 Classificacao dos grupos com menor numero de

centralizadores

Como mencionamos, neste capitulo a abordagem sera fixar um valor para a ordem
do grupo e caracterizar aquele que possua o menor nimero de centralizadores. Mais

precisamente, obteremos duas alternativas para este grupo.

Teorema 4.3. Seja G um grupo nao abeliano de ordem n. Se |Cent(G)| < |Cent(H)|
para todos os grupos nao abelianos H de ordem n, entao uma das afirmacoes sequintes é

valida:

(1) G € nilpotente, |Cent(G)| =p+2 e = C, x C, onde p é o menor primo tal

G
Z(G)
que p° | n.

(2) G € nao nilpotente, |Cent(G)| =p™ +2 e % = (Cp)"xCpondel>0ep™éa

menor poténcia de primo divisora de n tal que p™ — 1 e n nao sdo coprimos.

Demonstragio. (1) Primeiramente, provaremos que se p ¢ o menor primo tal que p? | n,
entdo |Cent(G)| > p+2. De fato, sendo G um grupo nilpotente, podemos escrevé-lo
como o produto direto de seus subgrupos de Sylow (veja Teorema El!) Como G
nao é abeliano deve existir um ntmero primo ¢ € 7(G) tal que o seu respectivo
¢-Sylow nao é abeliano. Dai, o Lema @ nos da que |Cent(G)| > ¢+ 2. Além disso,
sendo esse ¢-Sylow um grupo nao abeliano ele deve possuir ordem pelo menos igual
a ¢ (veja Exemplo @) Em particular ¢* | n. Sendo p o menor primo com esta
propriedade, temos que p+ 2 < g+ 2 < |Cent(G)|. Por outro lado, do Exemplo
, existe P nao abeliano com ordem p3. Nestas condicoes, defina H = P x Cr/ps-

Temos que |H| = n e, por hipé6tese
p+ 2 < |Cent(G)| < |Cent(H)|.
Por outro lado, usando os Lemas @, E! e @, temos que

|Cent(H)| = |Cent(P)]| - |Cent(C,, p3)| = |Cent(P)| = p+ 2,

P
pois 7(P) = (), x C,. Logo |Cent(G)| = p+ 2. Por fim, usando novamente o Lema
@, temos que

G
m:CpXOp.



65

(2) Se G ¢é nao nilpotente entdo n nao é um numero nilpotente. Consequentemente,
pelo Teorema @, existem ¢ e r primos divisores de n tais que ¢ | 7* — 1 para algum

inteiro k.

Afirmagao: Se p™ é a menor poténcia de primo divisora de n tal que p™ — 1 en

nao sao coprimos, entao |Cent(G)| > p™ + 2.

Como G é nao nilpotente entao ele possui um subgrupo minimal nao nilpo-

tente M (que eventualmente pode ser igual a G no caso do préprio G ser minimal).

M
Em todo caso, segue do Lema @ que m ¢ um grupo de Frobenius, com ntcleo

abeliano elementar de ordem p! e complemento ciclico de ordem po,

Z(M) Z(M)
onde p; e py primos divisores da ordem de M e em particular sao divisores de n.

Além disso, como ¢é Frobenius segue da Proposi¢ao @ que

Z(M)

Como H é abeliano, usando a Proposicao @ temos

K

Z(M)

onde usamos que p} | n, mde(p} — 1,n) > py > 1 e a hipdtese de que p™ é a menor

poténcia de primo satisfazendo essas duas condigoes. Como M < G vale que
p™ + 2 < |Cent(M)| < |Cent(G)|,

concluindo a prova da afirmacao.

Agora suponha que |Cent(G)| = p™ 4 2. Aplicando em (Q) temos que
pt2=p"+2 = pi=p",

e, portanto,

K
m‘ = p™. Usando a Proposicao @ e o Lema Ell, temos que

K
p" + |Cent(K)| = ‘m' + [Cent(K)| < |Cent(M)| < |Cent(G)| = p™ + 2.
Assim, |Cent(K)| < 2. Como nao existem grupos 2-centralizados, temos que

|Cent(K)| = 1, ou seja, K é abeliano. Como K e H sao abelianos, temos que
M é um CA-grupo pelo Teorema . Como K = Z(K), temos Z(M) < Z(K) e
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portanto, da Proposicao @, segue que
|Cent(M)| = |Cent(K)| + ‘L’ +1=p"+2
Z(M)
Do Lema @, temos
w(M)+1=[Cent(M)| =p™ +2 = w(M)=p"+1,

ou seja,

P+ 1l=wM) <wG) <|Cent(G)| —1=p"+1 = w(G)=p" + 1

Usando novamente o Lema @, temos que G é um CA-grupo.
Afirmacgao: 81 n.

Afinal, se 8 | n entao definindo Hy = Dg x C,, /s, temos |H;| = n e por hipétese
|Cent(G)| < |Cent(H,)| = |Cent(Dg)| - |Cent(C,s)| = |Cent(Dg)| = 4,

onde usamos o Lema @ e o Corolério @ Dai, |Cent(G)| = 4 e, portanto, pelo

Teorema @, temos que >~ (5 x (5, o que é uma contradicdo pois nesse caso

Z(G)

G seria nilpotente. Assim 8 1 n.
Afirmacgao: Se 6 | n, o resultado é vélido.

De fato, se 6 | n entdo definindo H, = S5 x C,, /6 temos que |H| = n e por

hipotese:
|Cent(G)| < [Cent(Hy)| = [Cent(Ss3)] - |Cent(C/6)| = |Cent(S3)| = 5.

Logo, |Cent(G)| = 5. Como G é nao nilpotente, temos que >~ S3, que

G
Z(G)
pode ser visto como o produto semi-direto C'3 x Cs e nesse caso o resultado é valido

comp=3, m=1el=2.

Vamos entao assumir que 6 1 n. Como G é um C' A-grupo, um dos sete itens do
Teorema m é valido. Observe que n nao sendo um multiplo de 6 podemos excluir
os itens (d), (f) e (g). Como G é nao nilpotente também excluimos o item (e).

Assim, G satisfaz (a), (b) ou (¢). Logo, temos alguns casos a analisar:
Caso 1: G possui um subgrupo normal abeliano A de indice primo.

Para este caso, combinaremos dois resultados auxiliares em um Lema que seréd
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muito importante. As provas para tais proposi¢oes podem ser encontradas em [[14],

p. 55 e em [16], p. 303, respectivamente.

Lema 4.5. Seja G um grupo nao abeliano que possui um subgrupo normal H de
indice primo igual a p. Entdo, |Cent(G)| = |G'| + 2. Além disso, se H € abeliano,
|G| = p|G'|Z(G)| e |G : Cq(x)| = |G| para todo x € G\ H.

Com isso, utilizando o Lema @, temos que
p" +2=|Cent(G)| = |G| +2 = |G| =p™.

Além disso, denotando r = |G : A| temos que

m‘ = p"r. Pelo Teorema

de Sylow, existe Z(G) < L < G tal que
Z(G) < A.

‘ = r. Além disso, observe que

L
Z(G)

G G
De fato, se existisse y € Z(G) \ A, entdo 1= (yA), pois 1 = (). Assim para
qualquer z € G existe 0 < k < r tal que

A = (yAF =y*A = 27 € A,

o que implica que existe a € A tal que z = y*a. Assim, dado z € G podemos

escrever 2 = ysa’, logo
Ty — ykaysa/ — ykysaa/ — yk;ysa/a _ ysyka/a — ysa/yka = 2z,

o que faria de G abeliano, o que é uma contradigdo. Logo, Z(G) < A. Por outro
lado,

G
_\Gl_z@l o e | A
Tl AT A A1
Z(G)|  12(G)
Em particular, % é um p-Sylow de Z(GG)' Logo, % N % = {1} e,
portanto, 2 = Z(AG) X 726 Ainda pelo Teorema de Sylow, temos que n, = 1
mod 7 e n, | p™. Note que se n, = 1, entao 206 < 20 o que faria de 206 um

grupo nilpotente. Logo, n, = p° com 1 < s < m.

Ora, se s < m, entdo p* | n, pois p™ | n e mde(p® —1,n) >r > 1poisr|ne

r| (n,—1) = p*—1, o que contraria a propriedade de p™. Assim, s = m e portanto

n, =pm.
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— G A
Em seguida, mostraremos que G = m é Frobenius com ntcleo K = m
L
e complemento H = m Para tanto, veremos que H N HY = {1} para todo
ge G\ H.

Como H = C,., entao HN HY = {1} ou H. Ora, pelo Teorema de Sylow, dado
R # H um outro r-Sylow de G, existe g € G\ H tal que R = HY. Por outro lado,
necessariamente devemos ter RN H = {1} e cada R esta associado a um distinto

g. Como n, = p™ = |G : H|, temos exatamente que H N H9 = {1}, para todo

— G
g€ G\ H. Logo 7(G) ¢ Frobenius.
Além disso, — ™ normal minimal em O pois se existisse {1} £ T
ém disso, ——— é normal minimal em ———, pois se existisse —
' Z(G) Z@)" Z(@)
T G
mtalque 720 < 720 entaio T < Ge Z(G) I T 9 A<JG. Como A é
abeliano, temos que H é abeliano e em particular nilpotente. Assim, T nao pode
T
ser nilpotente. Por outro lado, se 20 ‘ =p°, 1 <s<m—1 entao
G
¢l _|z@| _ ..,
T\~ 1T |~ P "
Z(@Q)
o . G <
Desse modo n, = 1, isto é, o p-Sylow é normal em T Como T nao é

nilpotente n, # 1. No entanto, pelo Teorema de Sylow,
n. | pm P ™, p™in e n,=1 modr = r|(n,—1),

comon, #1,n,=p, 1<t <m—-—s<m. Dalp'|ner]|(pt—1), comor |n

A
Z(G)

¢ normal minimal em ——— e, em particular, é caracteristicamente simples. Como

Z(G)
A A
20 ¢ um p-grupo, entao da Proposicao @, 720G
A

720G = (C,)™. E portanto

temos mdc(n,p’ — 1) > r > 1, o que contraria a propriedade de p™. Logo,

é abeliano elementar, isto é,
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Caso 2: ¢ um grupo de Frobenius com ntcleo e complemento

7 (G)
com K e L abelianos.

K L
Z(G) Z(G)’

Neste caso, temos que

Note que K = Z(K) > Z(G), pois caso isso nao ocorresse, G seria nilpotente.

Como L ¢é abeliano usando a Proposicao @ temos

K
p" 4+ 2 = |Cent(G)| —‘ 720G )‘+|Cent( N+1 = '—‘ =p"
K . . -
Mostraremos que 720G é p-abeliano elementar. Em virtude da Proposicao
. basta mostrar que Z(LG) ¢ maximal. Caso nao o fosse, existiria Z(G) 1 Q < G
tal que
L Q G
Z(G) ~ Z(G) ~ Z(G)
_ Q Q G
Defina Z(G)’_l' Como Z(G)<Z(G) temos que G | e
L G G Q
— . m [ m I
7 G)‘ Sendo (G)’ [, temos que: 2@ 76 | p sto é
oy sl = -5
—— | =D = || =—=p"""
'Z<G> (6] I V()] I
Além di ¢ Frobeni 1 t L '
ém disso, é Frobenius com complemento , OU seja,
(G) Z(G)
L L 1\’ G L
=11 —\ ——.
7" z@) ~ W 97\
Em particular, é valido que
L L 1\’ Q L
— ]_ _— _—
ze " z@) ~ W 9 7\ 7
f de Frobeni 1 t L Denot <
o que faz um grupo de Frobenius com complemento . Denote
T Ze) TET Y Z(G) Z(G)

seu respectivo nicleo. Como

’ = p™~!, temos pela Proposicao que

2(G) 2(G)

p" =1 = mde(p™ ' —1,n)>1>1,
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pois I | n, p™* | n. Como p™~* < p™, contrariamos a propriedade de p™. Logo,

, al - K beli | tor. Assi ,
—— € Imaximal O que 1mplica que ——- € p-abellano elementar. SS11m, ———— €
Z(G) ] (€) B ' Z(@)
isomorfo a (C),)™.

L
Como ——— é complemento de Frobenius de

Z(G)
que os subgrupos de Sylow de

t 1 P ica
———, temos pela Proposicao

sao ciclicos ou quatérnios generalizados.

L
Z(G)

Como L ¢é abeliano, ¢ abeliano e portanto os subgrupos de Sylow de

L L
Z(G) Z(G)
sao ciclicos. Nessas condi¢oes, podemos utilizar o seguinte resultado, cuja prova

pode ser encontrada em [23], p. 161.

Lema 4.6. Seja G um grupo cujos todos os seus subgrupos de Sylow sdo ciclicos.

Entao, G' e el sao ciclicos e possuem ordens coprimas.
Com i L li d L [t
om isso, ——— € ciclico e sendo = [ temos que
Z(G) Z(G) !
G K L

12

(Cp)™ 3 G

Caso 3:

é um grupo de Frobenius com ntcleo

L
1 to ——
7 Z(G)ecompemenOZ(G),
tal que K = QZ(G), onde @ é um g-subgrupo de Sylow normal de G para algum
g €n(G). Q éum CA-grupo, Z(Q) =QNZ(G) e L = HZ(G), sendo que H é um

¢’-subgrupo abeliano de G.

Como K = QZ(G) temos que

7(G) ‘ = |Q| = ¢“, pois @ é um g-grupo. Como

¢ um grupo de Frobenius entao da Proposicao temos

Z(G)
L
‘m‘lqa—l = mde(¢" —1,n)>1 e ¢*|n

Da propriedade de p™, segue que p™ < ¢®. Por outro lado, da Proposicao @,

sendo L abeliano, temos que

"+ 2 = |Cent(G)| > +2=¢"+2 = P >q¢* = p"=q¢"
= en _— = =
b = 1Z(G) q p =g D q

Assim,

|Cent(G)| = '%‘ +|Cent(K)|+1=p"+ 1+ |Cent(K)| = |Cent(K)| =1,
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isto é, K é abeliano. Sendo K e L abelianos recaimos no Caso 2 e, portanto o

resultado segue.

O

Observacao 4.1. F interessante observar que, apesar de parecer contra-intuitivo, as duas

alternativas do teorema acima podem valer simultaneamente para o mesmo valor de n. De

G
fato, exstem dois grupos G1 e Go 5-centralizados de ordem 54 em que Z(Ci‘ ] = (O3 x (4
1
Go

“ Z(Gy)




Capitulo 5

Grupos isoclinicos e um critério de
solubilidade para grupos

n-centralizados

Neste capitulo introduziremos o conceito de isoclinismo, o qual é uma relagao de equiva-
léncia entre grupos um pouco mais fraca que o isomorfismo. A principal aplicacdo dessa
ferramenta sera estender para grupos infinitos os resultados que obtivemos no Capitulo 3
para grupos n-centralizados finitos. Como ’cereja do bolo’; ao final do capitulo, faremos

uma outra aplicagao: obteremos um critério de solubilidade para tais grupos.

5.1 Grupos Isoclinicos

Em 1940, Hall [22] buscando resultados de classificagdo para p-grupos, introduziu
um conceito mais fraco que o de isomorfismo. Este conceito foi chamado de isoclinismo.

De um modo geral, dois grupos G e H sao isoclinicos quando existe um isomorfismo

entre os grupos quocientes e ue induz um isomorfismo em seus subgrupos
grupos q Z(G) Z(H) q grup
derivados. Mais precisamente
Definicao 5.1. Dizemos que dois grupos G e H sdo isoclinicos quando existem iso-
— ey : G — H' tais que se Z(G)) = mZ(H) e

B(922(G)) = haZ(G), entdo ¥([g1, g2]) = [hn, ha].

morfismos [ :

Observacao 5.1. Note que se dois grupos sao isoclinicos, entdo existem duas aplicacoes

G G H H
- & e o : X - H
(G) Z(H) Z(H)

Z
(22(G),y2(G)) = [,Y] (xZ(H),yZ(H)) — [,y]

72
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tais que &’ o (8 X ) = oa«, onde

G G H H
2(G) " 7@~ Z(H) " Z(H)

Bxp:

Usaremos as propriedades de isoclinismo para estender para grupos infinitos os re-
sultados que obtivemos até o momento para grupos n-centralizados. A motivacao disso é

observada nos resultados a seguir

Lema 5.1. Para todos dois grupos isoclinicos G e H temos que w(G) = w(H).

Demonstrag¢io. Suponha que G e H sao grupos isoclinicos. Considere as aplicagoes o, o
dadas na Observacgao @ Assuma que X = {z1, 9, ..., x,} seja um conjunto de elementos
dois a dois ndo comutativos de tamanho maximal em G. Deste modo, z;Z(G) # x;Z(G),
para todo i,j € {1,...,n} distintos e, sendo 8 um isomorfismo, temos que existem n
elementos y; € H tais que B(x;Z(G)) = y;Z(H). Logo, é suficiente mostrar que Y =

{y1,y2, ..., Yyn} € um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos.

Ssuponha por contradi¢do que Y nao o seja. Assim, existem y;, y; comi, j € {1,..,n}

distintos tais que ([y;, y;]) = 1. No entanto, &’ o (5 x ) = 7o a e, consequentemente,

V= lyiysl = o/ (wiZ(H),y; Z(H)) = o (BxB)(2:Z(G), x;Z(G)))
= ) ((2:2(G), 2;2(G))) = [, 2],

o que mostraria que x; e x; comutariam, o que ¢ um absurdo. Portanto
w(@) = [X| =Y <w(H) = w(G) <w(H).
Repetindo o mesmo raciocinio, obtemos que w(H) < w(G) e segue o resultado. [

O resultado a seguir sera utilizado na demonstragao do Teorema @, mais especifica-
mente para mostrar que para qualquer grupo GG, sempre existe um grupo finito isoclinico
a ele, o que serd a peca chave para transferir para grupos infinitos os resultados obtidos

para grupos n-centralizados finitos.

Lema 5.2. Dado um grupo G existe um grupo K isoclinico a G tal que Z(K) < K'.
Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [22], p. 135. 0

Teorema 5.1. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo arbitrdrio tal que w(G) = n.
Entao
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(a) Ezistem apenas um numero finito de grupos H a menos de isoclinismo tal que
w(H) =n.

(b) Eziste um grupo finito K tal que K é isoclinico a G e w(K) = w(G)

Demonstragio. (a) Seja G um grupo com w(G) = n. Da Observagao @, G é central-
por-finito e assim, do Teorema de Schur (veja Teorema ) o subgrupo derivado G’
é finito. Denote m = |G : Z(G)| e k = |G’|. Como sabemos, o nimero de grupos
com ordem igual a m é finito e é limitado por m™ . Da mesma forma, o ntmero de

. ;1. . 2 . . , .
grupos com ordem igual a k é limitado por k*". Assim, existe um ntmero finito de

aplicagoes da forma X — G'. Com isso, existe uma quantidade finita

Z(G)  Z2(G)
de grupos isoclinicos a G' (a menos de isomorfismo) e a conclusao segue do Lema

(b) Como w(G) = n, temos que é finito. Do Lema @ existe um grupo K tal que

G
2(G)
G ¢ isoclinico a K e Z(K) C K'. Sendo assim,

¢ . K tanto, K é
= e, portanto é
2(G) — z(k) &P
central-por-finito. Do Teorema de Schur, K’ é finito e em particular Z(K) é finito,
donde segue que K ¢ finito. Por fim, do Lema @, w(K) =w(q).

Os resultados que obtivemos para w(G) também valem para |Cent(G)|. De fato

Lema 5.3. Para quaisquer dois grupos isoclinicos G e H, vale que |Cent(G)| = |Cent(H)|.

Demonstrag¢io. Sejam «, o/, 5 e 7 as aplicagoes utilizadas no Lema @ Dado z € G seja

Z(H) < K < H tal que B(CG(E;))> = % Seja y € H tal que f(xZ(G)) = yZ(H).

Note que y € K.
Dado z € K, existe u € Cg(z) tal que f(uZ(G)) = zZ(H). Utilizando que [u, z] =1
e que o o (B x ) = o «, temos
L=[ua] = Y(a@Z(G),2Z(G)))
= (B x P)(uZ(G),zZ(G)))
= o'(2Z(H),yZ(H)) = [2,y].

Logo, z € Cy(y), mostrando que K < C(y). Por outro lado, dado w € Cg(y) seja
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v € G tal que f(vZ(G)) = wZ(H). Novamente, por o/ o (5 x ) =~y o o, temos

L=[y,w] = o(yZ(H),wZ(H))
= d((BxP)(x2(G),vZ(G)))
= a(zZ(G),v2(G))) = [z, v].
Cg($)> o CH(y)

Z(G) ) Z(H)
x € G, concluimos que |Cent(G)| < |Cent(H)|. De forma similar, obtemos a desigualdade

Portanto, K = Cy(y). Em particular, (3 Da arbitrariedade de

reversa e o resultado segue. [

Teorema 5.2. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo n-centralizado. Entdo

(a) Ezistem apenas um nimero finito de grupos H, a menos de isoclinismo, tal que
|Cent(H)| = n.

(b) Eziste um grupo finito K tal que K ¢ isoclinico a G e |Cent(K)| = |Cent(G)|.

Demonstra¢io. Como w(G) < |Cent(G)| — 1 = n — 1, podemos replicar toda a prova do
Teorema @ U

Finalmente, estamos aptos a provar um teorema mais geral de classificagao
para grupos n-centralizados, sem a necessidade de supor a finitude do grupo, como ocor-
rera no Capitulo 3. E claro que, sem aquele capitulo ndo seria possivel a realizacio do
resultado a seguir, pois usaremos fortemente a validade dos resultados para grupos finitos
e o isoclinismo para transferi-los para grupos infinitos, utilizando o isomorfismo entre seus

grupos quocientes.

Teorema 5.3 (Classificagdo dos grupos n-centralizados). Seja G um grupo n-centralizado

arbitrario. Entao

(G)ZLCTY)§CQXCQ<:>TL:4.
G
(b)Z—G)203X030U53<:>7L:5.
G ~ 3 4
() Z—G):DE;,AAL,CQ ou C3, sen = 6.
G o 5 4 -1 3
(d) Z—G):C’g,ng,,Dlo, ou{r,y:z°=y* =1y ley=2a°) <= n="T.
G 3
(e) m = Diy, Ay ou Cy, sen = 8.

Demonstragcio. Vamos efetuar uma prova geral que servird para todos os itens.
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Inicialmente, suponha >~ A, em que A é um grupo qualquer dentre os listados

2(G)
nos itens (a), (b) ou (d). Desde que A ¢é finito, G ¢é central-por-finito. Assim, pela

Observagao @, existe n € N tal que |Cent(G)| = n. Dai, pelo Teorema @, existe um

[

grupo finito K isoclinico a G e vale |Cent(K)| = n. Do isoclinismo, 20K) - 20 = A
e, portanto, dos Teoremas @, @ e @, temos n = 4,5 ou 7.

Agora, seja G n-centralizado com n € {4,5,6,7,8}. Pelo Teorema @, existe um
K
grupo finito K isoclinico a G e também n-centralizado. Em particular, = e,

Z(G)  Z(K)
portanto, o resultado segue pelos Teoremas @, @, @, @ e @

5.2 Solubilidade de grupos n-centralizados

Nesta secao, faremos outra aplicacao dos resultados de isoclinismo estudados na
segao anterior (Segdo 5.1). Mais precisamente, obteremos um resultado de solubilidade
para grupos n-centralizados. Como recorreremos novamente ao isoclinismo, precisamos

primeiramente obter a classificagao para grupos finitos.

Para tanto, iremos definir o que significa dizer que um grupo satisfaz a condigao
(X,n) em que X é uma classe de grupos (abelianos, nilpotentes, soluveis, etc.) e n é um

numero natural.

Definicao 5.2. Sejam X wma classe de grupos e n € N. Dizemos que um grupo G
satisfaz a condicao (X,n) quando todo subconjunto de G com n+ 1 elementos possui dois

elementos x, y tais que (z,y) € X.
Exemplo 5.1. Vejamos dois exemplos principais

o Considere X = A a classe dos grupos abelianos. Neste caso G satisfaz a condigio
(A,n) quando o tamanho de um conjunto de elementos dois a dois ndo comutativos

é no mazximo n.

e Seja X =N a classe dos grupos nilpotentes. Neste caso como A C N entdio todo
grupo que satisfaz (A, n) satisfaz (N',n).

Proposicao 5.1. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo n-centralizado (nao neces-

sariamente finito). Entio G satisfaz a condigio (A,n —1).

Demonstragio. Este resultado é consequéncia do Teorema de Pyber-Zarrin (veja Teorema
@), mais especificamente, do fato de que w(G) < |Cent(G)| — 1. O

Observacao 5.2. A reciproca da proposicao acima ndo € verdadeira, pois Sy satisfaz a

condi¢ao (A, 10) enquanto é um grupo 14-centralizado.
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O resultado a seguir justifica o motivo de termos introduzido o conceito de um grupo

satisfazer a condicao (X, n). Ele foi provado por G. Endimioni em 1994 [19].

Lema 5.4. Todo grupo satisfazendo (N',n) para n < 20 é solivel.

Demonstra¢io. A prova para este resultado pode ser encontrada em [19], p. 1246-1247.
O

Combinando a Proposicao @ e o Lema @ conseguimos obter o seguinte critério de

solubilidade para grupos n-centralizados

Teorema 5.4. Seja G um grupo finito n-centralizado com n < 21. Entdo, G é solivel.
Além disso esta estimativa € a melhor possivel, pois As ndo € soluvel e é um grupo

22-centralizado.

Demonstra¢io. Como |Cent(G)| < 21, temos pela Proposigao @ que G satisfaz a condi-
¢ao (A, k) e portanto satisfaz a condigao (N, k), para algum k& < 20. Segue do Lema
que G é soluvel. Utilizando o GAP [B3], podemos ver que As é um grupo 22-

centralizado. ]

Com as ferramentas de isoclinismo podemos generalizar este resultado sem levar em

conta a finitude do grupo.

Teorema 5.5. Todo grupo arbitririo G com w(G) < 20 € solivel e esta estimativa € a

melhor possivel.

Demonstracao. Do Teorema @, existe um grupo finito K que é isoclinico a G. Assim,

w(K) = w(G) < 20. Deste modo, K satisfaz a condigdo (A, n) e portanto a condi¢ao

K
(N, n) com n < 20. Como K é finito, temos que K ¢é solivel pelo Lema @ Assim m
G
é soluvel e como G € isoclinico a K, m é soluvel, o que implica que G é solavel. Por
fim, com o auxilio do GAP [33], vemos que w(As5) = 21. O

Corolario 5.1. Seja G um grupo arbitrdario n-centralizado, com n < 21. FEntao, G €

solivel e esta estimativa € a melhor possivel.

Demonstragio. Basta notar que w(G) < |Cent(G)| — 1 < 20 e assim o resultado segue do

Teorema @ Por fim, lembre que As possui 22 centralizadores. O



Consideracoes Finais

Neste trabalho classificamos os grupos n-centralizados para n € {4,5,6,7,8}. Con-
tudo, vale ressaltar que foram classificados completamente os grupos 9-centralizados [0]
e 10-centralizados [5] e, de forma parcial, os grupos 11-centralizados [27]. Combinamos

todos os resultados existentes no teorema a seguir

Teorema. Seja G um grupo n-centralizado arbitrario. Entao

G
(CI/) Z—G)gCQXCQ <— n=4.
G
(b) Z—®g03XCgOu53 <— n=2>5.
G ~ 3 4
(¢) 76 Dg, Ay, C5 ou C5, se n = 6.
G o 5 4 ~1 3
(d) Z—G)IC5><C5,D10, ou(z,y:2°=y' =1Ly lay=2") <= n="T.
G 3
(e) Z—G) = Diy, Ay ou C3, se n = 8.
G o
(f) Z—G) = D14, Cg X 07, C7 X 07 ou HOI(Z7) <— n=09.
(g) % = C;l, 04 X 04, (04 X CQ) X CQ, D16, 02 X Dg, CSL X Cg, 051 X 02 X CQ, (CS) X 07
ou o grupo de Frobenius de ordem 56, se n = 10.
(h) % = (Cy x C5) x C3, se G é um 11-centralizado primitivo de ordem {mpar.

Com isso, indicamos como pesquisa futura o estudo dos grupos n-centralizados com
n > 11 em vista de continuar completando o resultado acima. Entretanto, gostariamos
de enfatizar que outra abordagem interessante seria de tentar desenvolver um método em
que nao fosse tao necessario o valor explicito de |Cent(G)| para que se possa tentar fazer

um estudo mais geral.

Nesse sentido, citamos o resultado de Zarrin [36] que mostrou que todo grupo n-

centralizado com n < 21 é soluvel. Também sobre solubilidade, mencionamos o trabalho

78
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de Lima e Rodrigues [24] em que provaram que se G é um grupo finito n-centralizado,
n >4, tal que |G| < 310—;, entdo G é um grupo soltivel nao-nilpotente. Além disso, Zarrin
em [35], mostrou que se G é um grupo finito e semi-simples com |Cent(G)| < 73, entao
G=As0uG=Ss.

Em 1994, Belcastro e Shermann [15] perguntaram se poderia existir um grupo finito
n-centralizado além de Qg e Ds,, p primo, tal que |G| < 2n. Em 2000, Ashrafi [9]
enunciou diversos contra-exemplos a pergunta de Belcastro e Shermann e propds a seguinte

conjectura, com uma nova estimativa

3
Conjectura. (Ashrafi [9]). Seja G um grupo finito n-centralizado. Se |G| < ?n, entao
G = 53,53 X Sg ou DIO-

No ano de 2015, Jafarian Amiri, Mohsen Amiri, Madadi e Rostami [3] deram uma
resposta positiva a esta conjectura para o caso em que o grupo € 2-nilpotente e em 2017,
Jafarian Amiri, Mohsen Amiri e Rostami [4] concluiram a prova da conjectura para o caso

geral.

Um caso particular do estudo de centralizadores de elementos ocorre quando se da
énfase apenas nos centralizadores nao abelianos. De forma semelhante ao que fizemos
neste trabalho, define-se naCent(G) como o conjunto de todos os centralizadores nao-
abelianos de G. Grupos em que |naCent(G)| = 1 sao os ja conhecidos C'A-grupos, os
quais foram caracterizados por R. Schmidt [32]. Jafarian Amiri e Rostami classificaram

em [8] todos os grupos finitos em que [naCent(G)| = 2 ao obter o seguinte resultado

Teorema. (Jafarian Amiri e Rostami [§]). Sejam G um grupo finito com |naCent(G)| = 2

e Cg(a) o seu centralizador préprio nao-abeliano. Entao vale uma das alternativas

é um p-grupo para algum primo p.

G
(a) 720G
(b) Cg(a) é o subgrupo de Fitting de G com indice primo p. Além disso, p | [Ca(a)| e

|Cent(G)| = |Cent(Cg(a))|+j+ 1, em que j é o nimero de centralizadores distintos
Ce(z), com z € G\ Cg(a).

G
() 726 é um grupo de Frobenius com complemento de Frobenius ciclico igual a
C
Zczg))’ para algum z € G.

Em nosso trabalho, classificamos grupos a partir de centralizadores de elementos.
De forma analoga, podemos considerar os centralizadores de 2 elementos em um grupo:

Seja G um grupo e x,y € G distintos. Definimos

Co(z,y) ={g€G:gx=xgegy=yg}=Calx)NCaly).



80

Deste modo, de maneira analoga a definigdo de Cent(G), podemos considerar

2 — Cent(G) = {Cq(z,y) :x,y € Gex #y}

Assim, paran € N dizemos que um grupo é (2, n)-centralizado quando [2—Cent(G)| =

n. Um trabalho notavel sobre a classificagao de grupos finitos a partir de centralizadores

de 2 elementos ¢ o artigo de Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Salahshour [10] que obteve

a classificacdo dos grupos finitos (2, n)-centralizados para n < 9.

Teorema. (Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Salahshour [10]). As afirmagoes a seguir

sao validas para qualquer grupo finito G.

(a)
(0)

Nao existem grupos (2, 4)-centralizados.

G é (2,5)-centralizado se, e somente se, G = S3 ou GG possui centro nao-trivial e

m = (5 x Cy. Além disso, G é um grupo (2,5)-centralizado primitivo se, e

somente se, G = Ss.

G é (2,6)-centralizado se, e somente se, G = A, ou G possui centro nao-trivial e

——— = (3 x C3 ou S3. Além disso, G é um grupo (2, 6)-centralizado primitivo se,

Z(G)

e somente se, G = Ay.

G & (2,7)-centralizado se, e somente se, G = Dy, (x,y : 2° = y* = 1,y lay = 23)
ou (G possui centro nao-trivial e é um grupo 6-centralizado. Além disso, G é um
grupo (2, 7)-centralizado primitivo se, e somente se, G = Dy ou {x,y : 2° = y* =
Ly toy = 23).

G é (2,8)-centralizado se, e somente se, G é um grupo 7-centralizado com centro

nao-trivial. Além disso, nao existem grupos (2, 8)-centralizados primitivos.

G é (2,9)-centralizado se, e somente se, G = Dy4, Hol(Z7), um grupo nao-abeliano
de ordem 21 ou G é um grupo 8-centralizado. Além disso, G é um grupo (2,9)-
centralizado primitivo se, e somente se, G = D14, Hol(Z7) ou um grupo nao-abeliano
de ordem 21.

Vale destacar que ainda neste mesmo artigo, Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Sa-

lahshour obtiveram um critério de solubilidade analogo ao obtido para grupos n-centralizados

por Zarrin em [37]. Especificamente

Teorema. (Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Salahshour [10]). Seja G um grupo finito.
Se |2 — Cent(G)| < 22, entdo G ¢ solavel.

Em 2005, Ashrafi e Taeri [L1], propuseram a seguinte conjectura acerca de grupos
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n-centralizados

Conjectura. (Ashrafi, Taeri [11]). Sejam G e H grupos simples e finitos. Se |Cent(G)| =
|Cent(H)|, entdo G = H.

Uma resposta negativa para esta conjectura foi dada em 2009 por Zarrin em [35]
que mostrou que os grupos simples A; e PSL(2,23) tem 807 centralizadores e ndo sao
isomorfos. Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Salahshour [[L(] propuseram uma conjectura,

similar para o caso de grupos (2, n)-centralizados

Conjectura. (Ashrafi, Koorepazan-Moftakhar e Salahshour [10]). Sejam G e H grupos
simples e finitos. Se |2 — Cent(G)| = |2 — Cent(H)|, entdao G = H.



Referéncias Bibliograficas

(1]

2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

(9]

(10]

(11]

(12]

(13]

14]

[15]

(16]

(17)

ABDOLLAHI, A. AMIRI, S. M. J. HASSANABADI, A. M. Groups with specific number of centralizers.
Houston J. Math. 33 (2007), 43-57.

ABDOLLAHI, A. ATAEI, M. J. AMIRI, S. M. J. HASSANABADI, A. M. On groups with a maximal irre-
dundant 6-cover. Comm. Algebra 33 (2005), 3225-3238.

AMIRI, S. M. J. AMIRI, M. MADADI, H. ROSTAMI, H. Finite groups have even more centralizers. Bull.
Iran. Math. Soc. 41 (2015), 1423-1431.

AMIRI, S. M. J. AMIRI, M., ROSTAMI, H. Finite groups determined by the number of element centra-
lizers. Comm. Algebra 45 (2017), 3792-3797.

AMIRI, S. M. J. MADADI, H. ROSTAMI, H. Groups with exactly ten centralizers. Bull. Iran. Math. Soc. 44
(2018), 1163-1170.

AMIRI, S. M. J. MADADI, H. ROSTAMI, H. On 9-centralizers groups. J. Algebra Appl. 14 (2015), 1550003
(13 pages).

AMIRI, S. M. J. ROSTAMI, H. Centralizers and the maximum size of the pairwise noncommuting
elements in finite groups. Hacet. J. Math. Stat. 46 (2017), 193-198.

AMIRI, S. M. J. ROSTAMI, H. Groups with a few nonabelian centralizers. Publ. Math. Debrecen 87 (2015),
429-437.

ASHRAFI, A. R. On finite groups with a given number of centralizers. Algebra Colloq. 7 (2000), 139-146.

ASHRAFI, A. R. KOOREPAZAN-MOFTAKHAR, F. SALAHSHOUR, M. A. Counting the number of cen-
tralizers of 2-element subsets in a finite group. Comm. Algebra 48 (2020), 4647-4662.

ASHRAFI, A. R. TAERI, B. On finite groups with a certain number of centralizers. J. Appl. Math &
Computing 17 (2005), 217-227.

ASHRAFI, A. R. TAERI, B. On finite groups with exactly seven element centralizers. J. Appl. Math. &
Computing 22 (2006), 403-410.

BAER, R. Groups with preassigned central and central quotient group. Trans. Amer. Math. Soc. 44
(1938), 387-412.

BAISHYA, S. J. On finite groups with specific number of centralizers. Int. Electron. J. Algebra 13 (2013),
53-62.

BELCASTRO, S. M. SHERMAN, G. J. Counting centralizers in finite groups. Math. Mag. 5 (1994), 111-114.

BERKOVICH, Y. G. ZHMU’D, E. M. Characters of Finite Groups - Part 1. Transl. Math. Monographs 172.
Providence: Amer. Math. Soc., 1998.

BRYCE, R. A. FEDRI, V. SERENA, L. A Hughes-like property for finite groups. Proc. Edinburgh. Math.
Soc. 38 (1995), 533-541.

82



(18]

(19]
20]

21]

(22]
23]

24]

[25]

[26]

27)

(28]
29]

30]

(31]
(32]

(33]

(34]

35]

(36]

37]

83
DOLFI, S. HERZOG, M. JABARA, E. Finite groups whose noncentral commuting elements have cen-
tralizers of equal size. Bull. Aust. Math. Soc. 82 (2010), 293-304.
ENDIMIONI, G. Groupes finis satisfaisant la condition (N, n). C. R. Acad. Sci. Paris I 319 (1994), 1245-1247.
GARONZI, M. Notas de Aulas de Representacées de Grupos I. Brasilia: UnB, 2017.

GRECO, D. Sui gruppi che sono somma di quattro o cinque sottogruppi. Rend. Accad. delle Scienze di
Napoli 23 (1956), 49-56.

HALL, P. The classification of prime-power groups. J. reine angew. Math 182 (1940), 130-141.
ISAACS, I. M. Finite Group Theory. Grad. Stud. Math. 92. Providence: Amer. Math. Soc., 2008.

LIMA, I. S. RODRIGUES, C. B. On solubility of groups with finitely many centralizers. Int. Elet. J. Algebra
32 (2022), 241-245.

PAKIANATHAN, J. SHANKAR, K. Nilpotent numbers. Amer. Math. Monthly 107 (2000), 631-634.

PYBER, L. The number of pairwise non-commuting elements and the index of the centre in a finite
group. J. Lond. Math. Soc. 35 (1987), 287-295.

REZAEI, M. FORUZANFAR, Z. On primitive 11-centralizer groups of odd order. Malay. J. Math. Sci. 10
(2016), 361-368.

ROBINSON, D. J. S. A Course in the Theory of Groups. New York: Springer Verlag, 1986.
ROSE, H. E. A Course on Finite Groups. London: Springer Verlag, 2009.

SCORZA, G. Gruppi che possono pensarsi come somma di tre sottogruppi. Boll. Un. Mat. Ital. 5 (1926),
216-218.

SCOTT, W. R. Group Theory. New York: Dover Publications, 1987.
SCHMIDT, R. Subgroup Lattice of Groups. De Gruyter Exp. Math. 14. Berlin: Walter de Gruyter, 1994.

The GAP Group. GAP - Groups, Algorithms, and Programming. https://www.gap-system.org/. Version
4.1.11 (2021).

TOMKINSON, M. J. Groups covered by finitely many cosets or subgroups. Comm. Algebra 15 (1987),
845-859.

ZARRIN, M. On element-centralizers in finite groups. Arch. Math. 93 (2009), 497-503.

ZARRIN, M. On noncommuting sets and centralizers in infinite group. Bull. Aust. Math. Soc. 93 (2016),
42-46.

ZARRIN, M. On solubility of groups with finitely many centralizers. Bull. Iran. Math. Soc. 39 (2013),
517-521.


https://www.gap-system.org/

	Introdução
	Resultados Preliminares
	Resultados Gerais de Teoria de Grupos
	Grupos de Frobenius
	CA-Grupos
	Grupos Capazes

	Resultados Gerais sobre Grupos n-centralizados
	Lema de Tomkinson
	Definições e Resultados Gerais

	Classificação de Grupos via Centralizadores de Elementos
	Grupos 4-centralizados
	Grupos 5-centralizados
	Grupos 6-centralizados
	Grupos 7-centralizados
	Grupos 8-centralizados

	Centralizadores de grupos com a mesma ordem
	Centralizadores, Nilpotência e Grupos de Frobenius
	Classificação dos grupos com menor número de centralizadores

	Grupos isoclínicos e um critério de solubilidade para grupos n-centralizados
	Grupos Isoclínicos
	Solubilidade de grupos n-centralizados

	Considerações Finais

