N~

Universidade de Brasilia - UnB
Instituto de Ciéncias Exatas - IE
Mestrado Académico em Matemaética

PAULO VICTOR REIS MOREIRA

Superficies lineares Weingarten folheadas por circulos no
espaco de Minkowski

Brasilia/DF
2023



PAULO VICTOR REIS MOREIRA

Superficies lineares Weingarten folheadas por circulos no espago de
Minkowski

Dissertacao de Mestrado apresentada
ao Programa de Pdés-Graduacao em
Matematica da Universidade de Brasilia,
como parte dos requisitos necessarios
para a obtencao do titulo de Mestre em
Matemética.

Orientadora: Profa. Dra. Luciana
Maria Dias de Avila Rodrigues

Brasilia/DF
2023



Dedico este trabalho aos meus pais, Maria
Aparecida e Paulo de Faria, minha vé Fia
e a minha companheira Nathalia Duarte.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, aos meus pais Paulo e Maria Apare-
cida por estarem presentes e me apoiarem durante esse periodo, in-
clusive financeiramente, pois sem este apoio nao seria possivel termi-
nar este trabalho. Agradeco também a minha companheira Nathalia
Duarte que esteve comigo me incentivando e me motivando nos mo-
mentos em que mais precisei e que foi capaz de me ouvir e me aguentar
nesse processo. Aos colegas que caminharam comigo no mestrado. A
minha irma e aos meus parentes que confiaram, acreditaram no meu
potencial e me motivaram a superar esta etapa. A minha orientadora,
Luciana, que tornou possivel a elaboracao deste trabalho. E aos meus
pets (Zeus e Astrid) que por vezes me assistiram redigir este trabalho.



Ninguém nasce feito, é experimentando-nos no
mundo que nds nos fazemos.

—Paulo Freire, Politica e educacgdo



Resumo

Neste trabalho, estudamos superficies tipo-espago no espago de Minkowski E? que
satisfazem a equacao linear Weingarten do tipo aH + bK = ¢, onde a,b e ¢ sao
constantes reais, e H e K denotam, respectivamente, a curvatura média e a cur-
vatura gaussiana da superficie. Mostramos que, se essas superficies sao folheadas
por circulos em planos paralelos e possuem H # 0 e K # 0, entao essas superficies
sao de revolucao. Além disso, mostramos que se uma superficie tipo-espaco satis-
faz a equacao linear Weingarten e é folheada por circulos em planos que nao sao
paralelos, entao essa superficie é pseudo-hiperbdlica.

Palavras-chave: Espaco de Minkowski, equacao de Weingarten, planos de fo-
lheagao, geometria diferencial.



Abstract

In this work, we study spacelike surfaces in Minkowski space E3 that satisfying
the linear Weingarten equation of the type aH + bK = ¢, where a, b and c are real
constants and H e K denotes, respectively, the mean curvature and the Gaussian
curvature of the surface. We show that if these surfaces are foliated by circles in
parallel planes and H # 0 and K # 0, then these surfaces must be rotational ones.
Furthermore, we show that if a spacelike surface satisfies the linear Weingarten
equation and is foliated by circles in planes that are not parallel, then this surface
is pseudohyperbolic.

Keywords: Minkowski space, Weingarten equation, foliation planes, differential
geometry.
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Introducao

Na segunda metade do século XIX, em busca das superficies isométricas as
superficies de revolugao, Weingarten [22] 23] introduziu uma classe de superficies
que tem hoje seu nome. Essencialmente, tais superficies sao uma generalizagao
das superficies de curvatura constante.

Uma superficie é chamada Weingarten se existir uma relacao entre suas curva-
turas principais, ki e ko, do tipo ¢(k1, ks) = 0 onde ¢ é uma funcao suave de duas
varigveis. E natural reescrever essa relacao em termos da sua curvatura gaussiana
e curvatura média, ou seja, ®(H, K) = 0, onde ¢ é uma funcdo diferencidvel. O
exemplo mais simples de tal relacao é a relagao linear dada por

aH +bK = ¢, a,b,c €R, (1)

e neste caso, a superficie é chamada superficie linear Weingarten, ou superficie de
Weingarten do tipo linear.

Apoés os trabalhos desenvolvidos por Weingarten, diversos geometras estuda-
ram as superficies de Weingarten como é o caso de Chern [5], Hartman e Winter
[7] e mais recentemente por Lépez [9, [16] e Kiithnel [I1].

Dentre as superficies que satisfazem destacamos as superficies com curva-
tura gaussiana constante, que foram trabalhadas por Lépez em [12], que satisfazem
para a = 0, e também as superficies com curvatura média constante, estudadas
por Lépez em [15], que satisfazem a Equacao para b = 0.

Uma abordagem a essas superficies consiste em procurar aquelas que sao line-
ares Weingarten e que também sao superficies de revolugao. Do ponto de vista eu-
clidiano as superficies de revolucao sao obtidas pela rotacao de uma curva em torno
de um eixo determinado. Neste contexto, matematicos investigaram a existéncia
das superficies lineares Weingarten de revolugao no espaco de Minkowski.

O espago de Minkowski 3-dimensional, que denotamos por E3, é o conjunto R?
munido da métrica de Lorentz dada por

(1,91, 21), (@2, Y2, 22)) = X122 + Y1Y2 — 2122

Esta métrica nao é positiva definida e difere da métrica euclidiana, que é positiva
definida, por um sinal no tltimo termo. Analisar superficies lineares Weingarten



que também sao de revolugao no espaco de Minkowski necessita de uma maior
atengao pois neste caso teremos que observar o eixo de rotacao levando em consi-
deracao se o mesmo é tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Também na segunda metade do século XIX, Enneper [6] introduziu a de-
finicao de superficies ciclicas, que sao as determinadas por uma familia suave a
1-parametro de planos, cujas intersecoes com a superficie sao partes de circulos.
Tais superficies constituem uma classe mais abrangente que as superficies de re-
volugao. Quando falamos de circulos estamos falando de curvas planas com cur-
vatura constante, no caso euclidiano, apenas o circulo satisfaz essa caracteristica,
porém, quando consideramos o espaco de Minkowski temos trés curvas que satisfa-
zem essa condigao: os circulos, as hipérboles e as parabolas. Portanto, fica evidente
que essa classe inclui as superficies de revolugao, mas nao se limita a elas. Além
disso, os planos da folheacao nao sao necessariamente paralelos e mesmo existindo
dois circulos da folheacao que se encontram em planos paralelos, as direcoes de
seus raios nao sao necessariamente ortogonais a reta ligando seus centros.

Como exemplo, temos a esfera que é trivialmente ciclica, ja que suas intersecoes
com qualquer familia de planos serao circulos. Em dimensao superior, a partir dos
trabalhos de Nitsche e Jagy [8, 20], hipersuperficies com curvatura média cons-
tante e folheadas por esferas foram estudadas por Lépez [14]. No caso euclidiano,
foi mostrado por Lépez, em [16], que toda superficie do espago euclidiano que é
folheada por circulos e que satisfaz uma condigao do tipo aH + bK = c¢,a,b,c € R
¢ uma superficie de revolucao, ou uma superficie minima de Riemann, ou um cone
generalizado. Varios outros autores tem se dedicado ao estudo desses temas, ver
por exemplo [1], 2, 3, 4, [8], 10}, 13, 17, 18], 19} 20, 211, 24].

Neste trabalho, baseado em [9], estudamos as superficies no espago de Min-
kowski que sao lineares Weingarten, ciclicas, com curvaturas média e gaussiana
nao nulas. Mostramos que se os planos da folheacao sao paralelos entao a su-
perficie é de revolugao e, caso os planos nao sejam paralelos, entao a superficie é
pseudo-hiperbélica, ou seja, ¢ uma superficie H*!(r, p) em E? tais que

H> (r,p) = {z € E}[{x — p,x — p) = =1},

onde o r > 0 é chamada raio e p € E3 ¢é o centro de H*'.

O trabalho estd divido em dois capitulos. No Capitulo [I], introduzimos os con-
ceitos preliminares referentes ao espago de Minkowski, iniciamos com as defini¢oes
bésicas, a caracterizagao de subespago, propriedades geométricas, teoria local das
superficies e deduzimos as equagoes de Frenet para curvas tipo-espago, tipo-tempo
e tipo-luz.

No Capitulo [2] estudamos as superficies lineares Weingarten ciclicas, do tipo-
espaco no espaco de Minkowski e mostramos os dois teoremas principais do traba-
lho. Este capitulo por sua vez, estd divido em trées secgoes.

Na Secao caracterizamos curvas regulares e curvas cujas propriedades no
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espaco de Minkowski cumprem o papel dos circulos no espaco euclidiano, e defini-
mos conceitos importantes para as demonstracoes feitas nas segoes seguintes.

Na Secao [2.2] consideramos as superficies lineares Weingarten, tipo-espago fo-
lheadas por circulos com H # 0 e K # 0 e mostramos que se os planos da folheagao
sao paralelos entao as superficies sao de revolucao. O caso H = 0 foi estudado
por Lépez em [12] e o caso K = 0 foi estudado em [15], também por Lépez. En-
tretanto, na Subsegao [2.2.4] mostramos como ficam caracterizadas as superficies
com curvatura média ou gaussiana nula que sao folheadas por circulos em planos
paralelos.

Na Secao [2.3] consideramos as superficies lineares Weingarten tipo-espago fo-
lheadas por circulos, e mostramos que se os planos da folheagao nao sao paralelos,
entao as superficies sao pseudo-hiperbdlicas.

Por ultimo, no Apéndice, listamos alguns cdédigos do Maple que foram utiliza-
dos nas contas da demonstragao do Capitulo [2]



Capitulo 1

. —
Espaco de Minkowski Ej

Neste capitulo, introduzimos os resultados preliminares referentes ao espago de
Minkowski. Iniciamos com alguns conceitos da Geometria Diferencial e resultados
da Algebra Linear, bem como conceitos béasicos advindos da métrica de Lorentz, da
caracterizacao do espago de Minkowski, das propriedades geométricas dos vetores
e da teoria local das superficies neste espago.

1.1 Definicoes basicas

Iniciamos esta secao com algumas defini¢cées e resultados de Algebra Linear
sobre as formas bilineares. Em seguida, introduzimos os conceitos basicos relacio-
nados ao Espaco de Minkowski, bem como sua definicao e suas propriedades.

Definicao 1.1.1. Seja V um espaco vetorial real de dimensdo finita e b uma forma
bilinear simétrica em V. Dizemos que:

1. b € positiva definida (respectivamente negativa definida) desde que, dado v #
0 em V tivermos que b(v,v) > 0 (respectivamente b(v,v) < 0).

2. b é nao-degenerada, desde que para cada v € V' tal que b(v,w) = 0 para todo
w €V tiwermos v = 0.

Similarmente, dizemos que b é indefinida caso nao seja positiva definida nem
negativa definida, e sera degenerada caso nao se verifique o segundo item.

Definicao 1.1.2. Seja b uma forma bilinear simétrica em V. Dizemos que o
numero inteiro v € o indice da forma b em V, desde que seja o maior nimero



inteiro que coincide com a dimensao de algum subespaco vetorial W de V tal que
blw € uma forma negativa definida.

Proposicao 1. Seja b uma forma bilinear simétrica em V, espaco vetorial real de
dimensao finita n. Entao a forma b é nao-degenerada se, e somente se, sua matriz
representante em alguma base € uma matriz inversivel.

Demonstragdo. Seja B = (b;;) a matriz representante da forma b em uma base
{ay, -+ ,a,} de V e denote por b = (by;, bos, -+ ,by;), com i € {1,2,--- ,n}, a
i-ésima coluna de B. Lembramos que B ¢ inversivel se, e somente se, suas colunas
sao linearmente independentes. Por bilinearidade de b verificamos que b(v, w) = 0
para todo w € V se, e somente se, b(v, ;) = 0 para cada «;. Deste modo b é
degenerada se, e somente se, existe v = vya; + - -+ + v, # 0 (isto é, pelo menos

um dos v; é ndo nulo) tal que, para cada i € {1,--- ,n} temos
n n
O = b(’U, Ofi) = ZUjb(Oéj, Oéz'> = Zvjbji,
=1 =1
ou ainda

0 = vib" + vab* + - - - + v, b7,

o que equivale a dizer que as colunas de B sao linearmente dependentes. Deste
modo garantimos que b é nao-degenerado, se, e somente se, sua matriz represen-
tativa em alguma base é invertivel.

]

Definicao 1.1.3. Definimos o Espaco de Minkowski como sendo o espago vetorial
R3 munido do produto interno (R3, (,)) : R®* x R® — R definido pela regra que
associa u = (uy,us, uz) e v = (vy,ve,v3) € R® ao mimero real

(u,v) = uyvy + ugvy — uzvs € R.

A forma g = (,) é uma métrica, chamada de métrica de Lorentz.

Usaremos a notagao E = (R?, (,)) para o espaco de Minkowski.

Proposicao 2. A métrica g €, de fato, uma forma bilinear, simétrica, nao-
degenerada com indice v =1 em (R>,(,)).

Demonstragdo. Sejam u = (uy,us,u3),v = (vi,ve,v3),w = (wy,wy,w3) € R® e
k € R, vamos mostrar que a métrica g dada acima ¢é bilinear, simétrica e nao



degenerada.
Para mostrar que a forma ¢ bilinear, observe que

(utv,w) = (ur+v)w + (ug + vo)wy — (uz + v3)ws
UIW1 + V1W1 + UgWg + VaWe — U3W3 — V3W3
UTW1 + UgWg — UZW3 + V1W1 + VaWg — VW3

= (u,w) + (v, w).
(ku,w) = kujw; + kugwy — kuzws
= k(u1w1 —+ UgWoy — u3w3)

= k{u,w).

Logo temos que g ¢ linear na primeira entrada. Analogamente temos que g é
linear na segunda entrada, logo ¢ ¢ bilinear.
Para mostrar que a forma é simétrica, basta observar que

(u,w) = wWw; + ugwy — UzwW3
= WU + Wolls — W3Us3
= (w,u).

Logo g ¢é simétrica.
Para mostrar que a forma é nao degenerada considere

1 0 0 U1
(u,v) = ugvy + ugvy — ugvg = (ug,ug,uz)- [0 1 0 Uy
0 0 -1 Vs

Logo, a matriz associada a forma bilinear (,) é
0
0
—1

Y

10
0 1
0 0
que é invertivel, e pela Proposigao [I| temos que (,) é nao degenerada.

Por fim, para mostrar que o indice ¢é igual a 1, seja W o subespaco vetorial de
R3 gerado pelo vetor (0,0,1), temos entdao que {(0,0,1),(0,0,1))|w = —1, logo o
subespago vetorial gerado aplicado a métrica é negativo definido. Portanto, segue

da Definicao que (,) possui indice 1.
[

Definigao 1.1.4. Sejam u e v vetores em E3. O produto vetorial Lorentziano de
u e v (nesta ordem), denotado por u X v, € o unico vetor que satisfaz

(u x v,w) = det(u,v,w),Yw € E,
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onde
Uy U2 U3
det(u,v,w) = |v; vg 3/,
w; W2 w3

e u;, v, w;, 1t = 1,2,3, sao as coordenadas dos vetores u,v,w, respectivamente, na
base canonica.

A bilinearidade de (,) garante a existéncia e unicidade de u x v. Fazendo w
variar entre os vetores da base canonica {ej, ey, €3}, obtemos as coordenadas de
u X v, dadas por

U X U = (Ul — UV, UgV1 — U1V3, UgV| — U1 V).
Ou ainda, numa outra notagao:
v 7 —k
UXvV=|uy Uz U3
vp U2 U3

Proposigao 3. Sejam u,v,z,y € E}. Sao vdlidas as sequintes propriedades.

1. uXv=—-vXu.
2. uxvlueuxv Lo
3. uxv=0 se, e somente se, u eV SAGO Proporcionais.

oz — |y (oY)
4. (u ’ v) '(u,x) (v, )|

5. (uxv,z) = (xxu,v).

6. x X (uxv)= (z,u)v— (z,v)u.

As demonstracoes seguem das propriedades do determinante.

1.2 Caracterizagao de subespagos de E}

Nesta secao, apresentamos algumas proposi¢oes que sao comuns a todo su-
bespago vetorial, em seguida definimos vetores e subespacos em E?, e fornecemos



algumas proposicoes e corolarios decorrentes dessas defini¢oes.
Dado um subconjunto finito A = {uy,--- ,u,} C R, denotamos por,

ger{ul,--- ’un} = <{u17"' ’un}>7

o subespaco vetorial gerado por todas as combinacoes lineares dos elementos de
A por escalares reais, isto é, ({uy, -+ ,u,}) = {d> 1 aula; € Rew; € A Vi €
[ n}.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finito, munido de b uma forma bilinear
nao-degenerada. Dizemos que dois vetores u,v € V sao ortogonais em relacao a b
desde que, b(u,v) = 0 e denotamos u L v. Além disso, dado A C V fica definido
o conjunto At = {v € V|b(v,a) = 0,Va € A} dito conjunto ortogonal a A.

Proposicao 4. Se W é um subespaco de V, entdo W+ também € subespaco de V.

Demonstragdo. Sejam v, e vy € WL, X € R, a € W e b a forma bilinear nao-
degenerada que define W+. Temos, pela definicio de vetores ortogonais, que
b(vi,a) = b(vg,a) = 0. Para mostrar que W+ é subespago vetorial de V basta
mostrar que v; + A\vs € W+, ou seja, b(vy + Avg,a) = 0. Pela linearidade de b
temos que

b(vy + Avg,a) = b(vy,a) + Ab(vg,a) = 0.

Portanto, W+ é subespaco vetorial de V.
]

Dito isto, temos algumas caracterizacoes sobre o carater casual de um su-
bespaco em relagao ao seu ortogonal.

Proposicao 5. Seja (V,b) um espago tal que a mélrica b é nao-degenerada e
U CV éum subespago vetorial de V.

1. Entdo, dim(Ut) = dim(V) — dim(U).
2. Entdo, (UH)t =U.
3. Se bly € ndao-degenerado, entao bl € também, nao-degenerado.

Demonstracao. 1. Seja m a dimensao de U e considere ag,...,a,, uma base
para U. Tome uma extensao ag, ..., Qpm, Qmait, ..., 0, como base de V. Por
linearidade de b, temos que um vetor € V pertence a U~ se, e somente se,
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b(a;,x) = 0 para cada ¢ = 1,--- ,m. Denotando b;; = b(a;, ;) temos que
T = Z?Zl xjo; € V pertence a U+ se, e somente se,

b (Oéi,Zﬁj@j) = O,VZ = 1, ,m,
j=1

ou seja, se, e somente se, x é solugao do seguinte sistema,

b11$1 + blgxz S blniL'n = 0
ba1z1 + bogwo + -+ - by, = 0

bmlxl + bm2$2 + - bmnxn = 0.

Este ¢ um sistema linear homogéneo de m equacgoes nas n varidveis x;. De tal
modo que a dimensao de U+ coincide com a dimensao do espaco de solucoes
do sistema acima. Matricialmente este sistema ¢é escrito como

[O]mX1 = [B]an[xj]nxly

com B = (b;;). Entao a dimensao do espago das solucoes do sistema coincide
com a dimensao do nicleo da transformacao B : R® — R™. Agora, pelo
Teorema do Nucleo e da Imagem temos

dimN(B) = dim(R") — dimIm(B) = n — m.
Assim, dim(U~+) = n —m = dim(V) — dim(U).

. Primeiramente se z € U, entdo b(z,v) = 0 para todo v € U, o que ocorre se,
e somente se, z € (U1)%. Deste modo U C (U+)*t. Segue do item anterior
que

dim(UH)*t = dimV — dimU~*
= dimV — (dimV — dimU)
= dimU.

E assim garantimos que (U+)+ = U.

. Seja U C V um subespaco tal que b|y é ndo-degenerado. Suponhamos por
contradicao que b1 é degenerado e tome u € U+ tal que u # 0 e b(w,v) =0
para todo v € U™, isto é, u € (U+)t = U de modo que b|y é degenerada,
um absurdo.

]
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Agora, voltado ao espaco de Minkowski, daremos as seguintes definicoes.

Definigao 1.2.1. Dado u € B3, dizemos que u é um vetor:

1. Tipo-espago se {(u,u) >0, ou u = 0.
2. Tipo-tempo se (u,u) < 0.
3. Tipo-luz se (u,u) =0 e u # 0.

Analisando o conjunto dos vetores tipo-luz, temos que a superficie C' gerada
por esses vetores é da forma

C = A{
= {
{
= {
Logo a superficie C' gerada por todos os vetores tipo-luz é um cone, chamado

de cone de luz, que esta ilustrado na Figura|l.1

z,y,2) ER}2? +9* — 22 =0, (,y,2) # (0,0,0)}
r,y,2) € R¥|a? +y* = 22 (x,y,2) # (0,0,0)}
r,y,2) €ER| £ /a2 + 92 =z (v,y,2) # (0,0,0)}
r,y, £v/22 +92) € R*|z,y € R®\(0,0,0)}.

o~ o~ o~~~

Figura 1.1: Superficie gerada por todos os vetores tipo-luz.

Segue da Definicao que os vetores da base canonica do espago R?, {ey, 5, e3},
sao classificados como e; = (1,0,0) e es = (0,1,0) sdo vetores do tipo-espago,
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es = (0,0,1) é um vetor do tipo-tempo e ey + e3 = (0,1,1) é um vetor do tipo-
luz. Também, podemos caracterizar os vetores do espaco de Minkowski pela
uniao disjunta E} = EU T U L, onde €& = {u € E3|u é o vetor tipo-espaco},
T = {u € E}|u é o vetor tipo-tempo} e £ = {u € E3|Ju é o vetor tipo-luz}.

Definigao 1.2.2. Dado U C E} subespaco vetorial, dizemos que U é:

1. tipo-espago se sua métrica induzida for positiva definida nao degenerada ou

se U =0.
2. tipo-tempo se sua métrica induzida for nao-degenerada de indice 1.

3. tipo-luz se sua métrica induzida for degenerada e U # 0.

Com essas defini¢oes temos as seguintes proposicoes.

Proposigao 6. Seja v € E3. Entdo, v € tipo-tempo se, e somente se, ({v})* for
tipo-espaco. Analogamente v € tipo-espaco se, e somente se, <v>L for tipo-tempo.
Além disso, nos dois casos E3 = ({v}) @ ({v})*.

Demonstracdo. Vamos mostrar que os vetores que compdem a base de (v)t sido
vetores tipo-espaco. Seja U = (v), temos que U é um subespaco nao degenerado,
entao, da Proposicao , temos que U+ também é ndo degenerado. Logo Ut nao
é tipo-luz. Suponha, por contradicdo, que existe u € U~ tipo-tempo, tal que
(u,v) = 0.

Sejam u = (ay,as,a3) e v = (by, bg, b3). Por hipétese, u e v sdo tipo-tempo e
(u,v) = 0, logo:

(u,u) = ai+a;—a3 <0
(v,v) = b} +b3—b5<0

0= <U,U> = a1b1 + agbg — (l3b3,
ou ainda,
al+a; < a3 (1.1)
bi+bs < b3
a1b1 + agbg = (Igbg.
Das Inequacoes ([1.1)) e (1.2) temos:
(a2 + a3) (b + b2) = a2b? + a3b3 + alb? + a3bs < azb. (1.4)
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Elevando a Equacao (/1.3 ao quadrado temos:
(a1by + ashy)? = a3b; = alb® + a3bs = a3bi — 2a,biasbs. (1.5)

Substituindo ([1.5)) em (1.4)) temos que
azby + asbi + a3by — 2a1braghy < a3b;
&%bg + G%b% — 2a1b1asbs < 0
(a2b3 — a3b?)* < 0.

que é um absurdo. Logo u € Ut é um vetor do tipo-espaco. Consideremos
B = {uj,us} uma base ortonormal de Ut e v temos trés vetores ortogonais e
linearmente independentes, ou seja, estes trés vetores formam uma base de E3.
Portanto, E3 = (v) @ (v)*.

Reciprocamente, se (v)* = (v1, v3) é um subespaco tipo-espaco entdo v seria o
complemento da base de E? e obrigatoriamente seria um vetor tipo-tempo pois do
contrario teriamos trés vetores linearmente independentes tipo-espaco.

Analogamente, mostramos que v é um vetor tipo-espaco se, e somente se, (v)
¢ um subespaco tipo-tempo.

1

O

Decorrem dessa proposicao os dois corolarios seguintes.

Corolério 1. Seja U C E}. Entdo U € tipo-espaco se, e somente se, U+ € tipo-
tempo. Analogamente U € tipo-tempo se, e somente se, U+ € tipo-espaco.

Corolario 2. Seja U C E}. Entdo U € tipo-luz se, e somente se, UL € tipo-luz.

Proposigao 7. Sejam u,v € E3 dois vetores tipo-luz. Entdo, u e v sdo linearmente
dependentes se, e somente se, g(u,v) = (u,v) =0

Demonstracdo. Primeiramente se u = Av, temos
g(u,v) = g(Av,v) = Ag(v,v) =0,

pois v é tipo-luz, logo u L v. Reciprocamente suponhamos que u L v. Vamos
mostrar que u ¢ igual a v a menos de um multiplo escalar.

Considere £3 = ({e3})* @ ({e3}) uma decomposi¢io com e3 vetor tipo-tempo
da base canonica. A menos de um multiplo escalar podemos escrever u = x + w e
v = y+w em que a decomposi¢ao w na componente ez é¢ a mesma. Vamos mostrar
que z = y e concluir a demonstracao. Por um lado, como u e v sao tipo-luz, temos

0 = (u,u)+ (v,v)

(x4+w,z+w)y+ (y +w,y +w)

(2, 2) + (w, w) + 2(z,w) + (¥, y) + (0, w) + 2(y, w)

(x,x) + (y,y) + 2(w,w) + 2{x, w) + 2(y, w). (1.6)

+
+
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Por outro lado, como u L v temos que 0 = (u,v) e com isto,

0 = (u,0)
0 = (z4+wy+w)
0 = (2,9 + (z,w) + (y, w) + (w, w)
—(z,y) = (z,w)+ (y,w) + (w, w). (1.7)

Substituindo ([1.7)) em (|1.6)), temos que:
0=(z,2)+(y,y) —2{z,y) =z —y,z—y).

Como x—y € ({e3})*, temos que z —y é tipo-espaco que pela equacio devemos

ter t —y = 0. Logo z = y e assim u ¢ igual a v a menos de um multiplo escalar e
o resultado segue.

O

Proposigao 8. Seja U C E} um subespago bidimensional. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes.

1. U é€ tipo-tempo.
2. U contém dois vetores tipo-luz linearmente independentes.

3. U contém um vetor tipo-tempo.

Demonstragao. Para o caso (1) = (2), suponha que U é tipo-tempo. Entao U
¢ nao degenerado de indice 1 e, portanto, existe uma base ortonormal {ej, es} de
U tal que e; é tipo-espaco e ey € tipo-tempo. Assim, os vetores e; + €5 € €1 — €9
sao tipo-luz, pois

<€1 + €9, €1 + 62> = <€1, 61> + 2<€1,€2> + <€2,€2> =1-1=

Além disso, pela Proposicao [7] segue que estes vetores sao linearmente inde-
pendentes, pois (€1 + e3,e1 — e9) =2 # 0.

Para o caso (2) = (3), sejam u,v € U linearmente independentes e tipo-luz.
Entao, pela Proposigao (7, (u,v) # 0. Além disso, (u,u) = (v,v) = 0. Note que

(u+v,u+v) =2(uv) #0,
(u—v,u—v)=—-2(u,v) #0.

Do fato de (u,v) # 0, temos que ou (u,v) > 0 ou (u,v) < 0. Se for (u,v) > 0,
entdo (u — v,u —v) = —2(u,v) < 0. Por outro lado, se for (u,v) < 0, concluimos
que (u + v,u +v) = 2(u,v) < 0. Ou seja, sempre existe um vetor tipo-tempo em

15



U.

Para o caso (3) == (1), seja u € U um vetor tipo-tempo. Entao, pela
Proposicao @, Span{u}* é tipo-espago. Dado v € U+, temos em particular que
v L u. Assim, v € Span{u}*. Logo, Ut C Span{u}* e, assim, Ut é também
tipo-espago. Logo, pelo Corolario [I], segue que U é tipo-tempo.

m

Proposigao 9. Seja U C E3 um subespago. As sequintes afirmacdoes sio equiva-
lentes.

1. U € tipo-luz.
2. U contém um vetor tipo-luz, mas nenhum vetor tipo-tempo.

3. UNC = L—{0}, onde L é um subespago de dimensdo 1 e C € o cone de luz.

Demonstracao. Note que, se dimU = 1, o resultado segue. Vejamos para dimU =
2.

Para o caso (1) = (2), U tipo-luz implica que existe v € U nao nulo tal que
(v,u) =0, para todo u € U.

Em particular, (v,v) = 0. Assim, existe v € U tipo-luz, e, pela Proposigao ,
segue que U nao contém vetores tipo-tempo.

Para o caso (2) = (3), como U contém um vetor tipo-luz, entao UNC' é ndo
vazio. Escreva UNC = L — {0}, onde L é um subespaco de E3. Se existissem dois
vetores linearmente independentes tipo-luz em L, estes gerariam um subespaco de
E? de dimensao dois que, pela Proposicao , conteria um vetor tipo-tempo, gerando
uma contradi¢ao. Logo, dimL = 1.

Para o caso (3) = (1), sendo UNC = L — {0} # 0, U nao pode ser tipo-
espago. Além disso, pela proposigao [§, U ndo pode ser tipo-tempo, j& que U nao
contém dois vetores L.I. tipo-luz. Portanto, U é tipo-luz.

[]

1.3 Retas e planos em E}

Na subsecgao anterior fornecemos caracterizagoes dos subespacos vetoriais em
E? quanto aos seus cardteres casuais (espago, tempo ou luz). Com isto fica definido
o carater casual de retas (R) e de planos (P) no espago de Minkowski conforme
segue.

Definicao 1.3.1. Sejam R C R3 uma reta e P C R® um plano no espaco de
Minkowski. Entao dizemos que
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1. R C R3 € uma reta tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz desde que o subespaco
vetorial unidimensional €, respectivamente, tipo-espaco, tipo-tempo, tipo-luz.

2. P C R® é um plano tipo-espaco (ou Riemanniano), tipo-tempo (ou Lorentzi-
ano) ou tipo-luz (ou degenerado) desde que o subespago vetorial bidimensional
¢, respectivamente, tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Com esta definicao podemos usar a caracterizagao de subespaco vetorial uni-
dimensionais e bidimensionais para caracterizar retas e planos.

Proposicao 10. Sejam P C R® um plano e ﬁE? € R3 um vetor normal, em relacao
a métrica euclidiana, ao plano P. Entdao, P € tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-luz
se, e somente se, WE:I, ¢ tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz, respectivamente.

Demonstragao. De fato, se P C R® é um plano com WE:;, = (a, b, c) um vetor nor-

mal a este plano em relagao a métrica euclidiana, podemos escrever P={(z,y,2) €
R3lax + by + cz = 0} em que P ¢ a translagiao de P a origem de R®. Como

P = {(2,y,2) € Rilaz + by — (~)z = 0} = ((a,b,—c))"*,

segue da Proposicao [6] que o carater causal de P é o oposto do cardter casual de
(a,b, —c), que por sua vez possui o mesmo carater de ﬁﬁ. De fato, note que

<(OJ7 ba _C)> (aa b> _C>> = a’ + b — (_C)2 =a? + b —¢* = <WE‘;’7 %}E?>

E assim a proposicao estda demonstrada.

1.4 Teoria local das superficies em E;

Nesta secao tratamos das superficies parametrizadas no espaco de Minkowski.

Definigao 1.4.1. Seja X : U C R? — E} uma aplicacio definida em um subcon-
gunto U aberto e conexo em R?. Dizemos que X é uma Superficie parametrizada
em E? se X é diferencidvel em U.

Definigao 1.4.2. Seja X : U C R? — E? uma superficie parametrizada. Dizemos
que X € regular em q € U se a diferencial de X no ponto q, dX,, € uma trans-
formacgao linear injetiva, e dizemos que X € reqular se ela for reqular em cada
ponto de U. Dizemos que X € simples se o trago da aplicagio X(U) C R3 nao
admite auto-intersecao.
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Dada uma superficie parametrizada regular X : U C R?* — E? no espago de
Minkowski a condicao de regularidade nos garante que a cada ponto qo € U ¢é
possivel associar um espaco vetorial de dimensao 2, chamado de plano tangente.

Definigao 1.4.3. Seja X : U C R? — E? uma superficie parametrizada regular.
Dado qy = (ug,vo) € U dizemos que w € E} é um vetor tangente a superficie X em
qo, desde que w seja dado por w = o/ (ty), em que a(t) = X(u(t),v(t)) é a imagem
por X de alguma curva (u(t),v(t)) em U com (u(ty),v(ty)) = qo. Denotaremos por
T,X o plano tangente a X em q € U.

Deste modo, temos que X,(qo) e X,(qo) serao vetores tangentes as curvas co-
ordenadas X(u,vg) e X(ug,v), respectivamente. Analogamente as superficies no
espago euclidiano os vetores X,(qo) e X,(qo), ditos vetores tangentes coordena-
dos, formam uma base para o plano tangente a superficie em ¢o. Diremos que
{Xu(q), X,(q)} ¢é a base coordenada do plano tangente a superficie em ¢ € U.

Como o plano tangente ¢ um subespaco vetorial de E3 podemos introduzir um
produto interno neste espaco, e isto, de certa forma, permitird introduzir conceitos
geométricos na superficie. Assim, dada uma superficie parametrizada regular no
espaco de Minkowski, munimos cada plano tangente com a métrica de Lorentz g
induzida de E? da seguinte forma,

g:TXxTX — R
(v,w) = glv,w) = (v,w),

de modo que cada plano tangente sera também um espago vetorial de dimensao
2 munido da métrica ¢g. Esta métrica, ¢ uma forma bilinear simétrica, e a ela
podemos associar uma forma quadratica dada na seguinte definicao.

Definigao 1.4.4. Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada reqular e
T,X o plano tangente a X em q. A forma quadrdtica

I:TX—R; we T X~ I,(w) =g(w,w) = (w,w) €R,

¢ dita primeira forma fundamental de X em q € U.

E assim podemos definir o cardter casual para uma superficie parametrizada
regular de acordo com o carater casual do seu plano tangente.

Definigao 1.4.5. Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada regular no
espaco de Minkowski, e ¢ € U. Dizemos que:

1. A superficie X € tipo-espago (respectivamente tipo-tempo) em q desde que,
o plano tangente T,X a X em q seja um plano tipo-espago (respectivamente
tipo-tempo).
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2. A superficie X € tipo-luz ou degenerada em q desde que, o plano tangente
T,X a X em q seja um plano tipo-luz.

Dizemos também que X é superficie tipo-espago (respectivamente tipo-tempo,
tipo-luz ou degenerada) desde que seja tipo-espago (respectivamente tipo-tempo,
tipo-luz) em cada g € U.

Dada X uma superficie parametrizada regular no espago de Minkowski, pode-
mos expressar a primeira forma quadrética em termos da base coordenada {X,,, X, }
da seguinte forma: se w € T, X entao w = aX, + bX, para algum par a e b de
nimeros reais, de modo que

I,(w) = (aX,+ bX,,aX, + bX,)
= a*(Xy, Xy) + 2ab{X,, X,)) + b*(X,, X,)
= a’FE + 2abF + V*G,

em que, as funcoes E, F,G : U C R? — E} sdo dadas respectivamente por:
Fg) = (Xulg), Xu(q)), (1.8)

As funcoes F, F, G sao ditas coeficientes da primeira forma fundamental.
A matriz de I expressa na base coordenada é dada por:

E(q) F (Q))
I, = . 1.9
! (F (¢) Glq) (19)
Assim, temos uma caracterizacao do carater causal de uma superficie nao-

degenerada em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental.

Proposigao 11. Seja X : U C R? — E3 uma superficie parametrizada regular
nao-degenerada no espaco de Minkowski com E, F e G o0s coeficientes da pri-
meira forma fundamental. Entao X € tipo-espaco (respectivamente tipo-tempo) se,
e somente se, EG — F? > 0 (respectivamente < 0).

Demonstracao. Suponhamos que X seja nao-degenerada. Tome uma base {a, oo}
ortonormal de T,X e considere («;;) a matriz representativa da forma g|z,x. Po-

demos supor que

1o L

(gij) =10 1) se a superficie é tipo-espaco,
10 L

(i) = 0 —1)° se a superficie é tipo-tempo.
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Pela Proposicao 1| garantimos que a matriz representativa de g|r,x, na base
coordenada, dada pela Equacao , também é inversivel, donde o determinante
dessa matriz é det(g;;) = EG—F? é diferente de zero. Seja M a matriz de passagem
das base coordenada para a base {a1, as}. Segue das propriedades de mudanca de

base que
(9i5) = Mt(aij)M'

Tomando o determinante desta expressao, temos que
det(gij) = (detM)? det(cvj),

e consequentemente

EG — F? = (detM)* det(c;).

Como (detM)? > 0 e det(a;;) = 1 > 0 se X é tipo-espago, ou det(ay;) = —1 <0
se X é tipo-tempo, temos que o resultado segue.

[]

Seja agora a aplicacao N, definida para cada ponto ¢ € X, onde X é uma
superficie em E? como

N,:UCR* — E}
Xy x X
(u,v) = N(u,v) = ———c—(u,v). (1.10)
X, < X,

A esta aplicagao damos o nome de Aplicagio normal de Gauss em E}. Como
N, ¢é ortogonal aos vetores X,, X, € T,X temos que se T,X é tipo-espago (res-
pectivamente tipo-tempo) segue da Proposicao @, que o vetor NN, é tipo-tempo
(respectivamente tipo-espago).

Como N, ¢ definida a partir da normal gerada pela métrica de Lorentz temos
que

XX X, Xy x X)) || Xy X X2
N 2 _ N. N :< u vy Ny v/ _ U v —1
|| q|| < 9 q> HXuXXv||2 HXuXXvH2
Assim ||N,|| = £1, uma vez que a métrica nao é positiva definida.

Seja entao 8? = {(r,y,2) € R3|z? + y?> — 2% = 1} a superficie gerada por
todos os vetores unitdrios N, do tipo-espaco, ou seja, tais que (N,, V,) = 1. Tal
superficie é chamada de hiperboloide de uma folha.
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Figura 1.2: Hiperboloide de uma folha.

Da mesma forma podemos construir a superficie H? = {(x,y, 2) € R3|z? +y* —
2? = —1} gerada por todos os vetores unitdrios N, do tipo-tempo, ou seja, tais
que (N,, N,) = —1 . Tal superficie é chamada de hiperboloide de duas folhas e
também pode ser obtido pela rotagio da hipérbole {2? — 22 = —1,y = 0} em torno

do eixo z.

Figura 1.3: Hiperboloide de duas folhas obtido pela rotacao de uma hipérbole.

De forma a ordenar as informagoes definimos:
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Definigao 1.4.6. Seja X : U C R?* — E} superficie nao-degenerada. Definimos a
Aplicagao normal de Gauss por:

1.

N,:UCR* — H?
q + N, € H* na vizinhanga de pontos tipo-espago.

N,:UCR® — §&?
q — Ny€ S? na vizinhanca de pontos tipo-tempo.

Observe que podemos tomar U pequeno o suficiente para que U seja tipo-tempo
ou tipo-espago. Como

||Xu X ‘XV’UH2 = <Xu X XvaXu X X’u>

— et (Xu X Xy) (Xy x X)
(Xu X X)) (X, x X))

= <Xu7Xu> <X’U7X’U> - <Xu7Xv>

= EG - F?,
temos que || X, x X,|| = /—€(EG — F?), onde E, F,G sao os coeficientes da
primeira forma fundamental e € = —1 se U é tipo-espaco e € = 1 se U é tipo-

tempo. Uma vez que a métrica nao é positiva definida € tem a funcao de manter
a raiz positiva, sendo assim, podemos reescrever a Equacao ((1.10) como

B X, x X,

Na = V—€e(EG — F?)

Observe que em R? o vetor normal pode ser reescrito apenas como

X, X X,
(EG — F?)’

.=
uma vez que a métrica é positiva definida.

A aplicagao normal de Gauss é diferencidvel e a derivada direcional, na dire¢ao
v € R? no ponto ¢ € U ¢é

AN,(v) = Tim 4 = Na)

t—0 t
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Tomando «(t) = g + tv temos que

o) — iy NO0) — N(o(0)

t—0 t

— (N oa)(0).

Como (N o )’ é tangente & N,, temos que dN,(v) € T,X para todo v € R%,

Definigao 1.4.7. Seja X : U C R?* — E? uma superficie nao-degenerada no espago
de Minkowski. Dado q € U definimos o operador

Sq:T,X — T,X
w = Sy(w)=—(dNy o dX;l)(w),

como sendo o operador Weingarten ou operador forma da superficie X em q.

Proposigao 12. Seja X : U C R? — E? uma superficie parametrizada regular no
espaco de Minkowski. Entao em cada q € U o operador Weingarten S, de X é um
operador auto-adjunto em relacao ao produto interno de Lorentz.

Demonstragao. Recordamos que S, é um operador auto-adjunto em 7, X desde que
seja uma aplicagao linear neste espaco satisfazendo

(S,(v),w) = (v, Sy(w)),Yv,w € T,X. (1.11)

Como S,(w) = —dNy(dX;'w) e como dN, é linear, temos que S, é linear. Resta

mostrar que ([1.11]) é satisfeito.

Sejam z,y € T,X. Na base coordenada podemos escrever x = a; X, + a2 X, e
y = b1 X, + by X,. Por linearidade segue que

—S,(x) = qu(dX;1$)
= ANy (a1dX; " (X,) + a2dX; (X))
= dN,(are; + azes)

a1dN,(e1) + asdNy(es)

= a1N, + asN,.

_<Sq($)7 y) = <a1Nu + a2Nv> leu + bZXU>
a1b1<Nua Xu> + a1b2<Nua Xv> + a2b1<Nva Xu>
+a2b2<Nv7Xv>~ (112)

23



Como (N, X,) = 0, derivando na dire¢ao de v temos
<NU7Xu> + <N7 Xuv) =0 = <Nv7Xu> - _<N7 Xuv>

De maneira andloga, tomando (N, X,) = 0 e derivando na dire¢ao de u temos
que (N, X,,) = — (N, X,y). Como X é diferenciavel temos que X, = Xy,. Assim,
temos que

(Xu, Noy) = (No, Xu) = (N, Xo) = (X, Nu.

Reescrevendo entao (1.12)) temos
(Sq(x),y) = —(a1b1(Ny, Xu) + a1by(Ny, Xo) + agbi (Ny, Xu) + a2by(Ny, X))
= —(a1b1(Xy, Nu) + a1b2( Xy, Ny) + a2y (X, Ny) + agbe (X, Ny))
= <a1Xu + CLQXQH _(blNu + bQNv»
= (z,5(y))-

Portanto, S, é auto-adjunta.
O

Dado S, a forma auto-adjunta, associamos uma forma em 7,X, a qual denota-
remos por B, dada por:

B:TXxTX — R
(va) = <Sq(v)7w>'

Proposigao 13. A forma B definida acima € bilinear e simétrica.

Demonstragao. Sejam v,w € T,X e B(v,w) = (S,(v), w), queremos mostrar que
B ¢ bilinear e simétrica.
Para mostrar que B é simétrica, observe que

B(v,w) =

Para mostrar que B ¢ bilinear basta observar que B(v,w) = (S,(v),w), e que
Sy € linear.

]
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Definigao 1.4.8. Seja X uma superficie parametrizada reqular em E3 com S, o
operador Weingarten. FEntao, a forma quadrdtica induzida pelo operador Wein-
garten

I, :T,X — R
W= ILI(w): <SQ(w>7w>7

¢ dita sequnda forma fundamental de X em q € U.

Definimos a curvatura gaussiana e a curvatura média da superficie.

Definicao 1.4.9. A Curvatura gaussiana, K, e a Curvatura Média, H, da su-
perficie X no ponto q € dada, respectivamente, por

K(q) = edet(S,), (1.13)
1
H(q) = € §tm§0(5’q). (1.14)
em que € = —1 se a superficie € tipo-espaco em q, e € = 1 se a superficie €

tipo-tempo em q.

Assim como fizemos para a primeira forma fundamental, podemos expressar a
segunda forma fundamental em termos da base coordenada. Entao, dado w € T;X,
temos que w = aX, + bX,. Como feito na demonstracao da Proposicao [12] temos
que Sy(w) = —(aN, + bN,). Logo

(Sy(w), w)
(—(aN, + bN,),aX, + bX,)

(= Ny, X)) + ab{—N,, X,,) + ab{(—N,, X,,) + b*(—N,, X, )(1.15)

11, (w)

Como (N, X,) = 0, derivando em v temos

(Noy X+ (N, Xu) =0 = (Noy X} = — (N, o). (1.16)
Analogamente, de (N, X)) = 0, temos

(N Xo)+ (N, Xp) = 0 = (Ny Xy = (N, Xo).  (117)
Segue de e (1.17) que

(Nu, Xo) = (Ny, Xu).

Portanto, reescrevendo , temos que

I1,(w) = a*(— Ny, Xy) + 2ab{(—N,, X,,) + b*(—N,, X,).
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Os coeficientes de 11, sao chamados de coeficientes da segunda forma funda-
mental e denotados por

- <_Nquu>a
f = (=N, Xy), (1.18)
g = <_N’U7XU>'

)
|

Como S,(X,) = —N, e como (N, X,) =0 temos

(N, Xo) + (N, X)) = 0
_<NuaXu> = <N7qu>
(=Nu, Xu) = (N, Xuu).- (1.19)

Analogamente, como S,(X,) = —N, e como (N, X,) = 0 temos

(Ny, X,) + (N, X,,) = 0
—(Ny, Xy) = (N, Xu0)
<_Nv;Xv> = <N,Xm,>. (120)

Usando também ([1.16]) e (1.17)) temos que ({1.18) podem ser reescritas como

e = (5(Xu), Xu) = (=N, Xu) = (N, Xu),
f = <SQ(XU)7XU> = <_Nu7Xv> = <_Nv;Xu> = <_NU7XU>7
g = <SQ(XU>’X11> = <_Nv7Xv> = <N7 va)'

Seja B : T,X x T;X — R a forma bilinear associada ao operador Weingarten,
isto é, B(u,v) = (S,(u),v). Com a expressao dos coeficientes da segunda forma
fundamental podemos expressar a matriz representativa de B na base coordenada

por
_ (¢t
B—(f g).

_ T, _.T(€¢ [
B(u,v) =u" Bv=u <f g)v.

Por outro lado, como S, ¢ uma transformacao linear, seja A = S, a sua matriz
representativa em relagao a base canonica.

Assim,

(u, S,(v)) = uT(gi;) Av = uT (? g) Av,
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Logo,
E F\ 'fe f
e = (i a) ()
B 1 (G —F)(e f)
~ EG-F2\-F E)\[f ¢

B 1 Ge—Ff Gf—Fg
 EG-F2\-Fe+Ef —Ff+Eg)’

Sendo assim, podemos reescrever ([1.14]) e ((1.13)) como,
€ € eG—2fF + gk

H = _T = 1.21
(Q) 2 T(Sq) 2 EG _ F2 ) ( )
eg — f*

K(Q) = € det(Sq) =€ m, (122)
onde ¢ = —1 se a superficie é tipo-espaco e ¢ = 1 se a superficie é tipo-tempo.
Observando que

e = (N, Xu)
X, x X, >
= —>qu
<HXu X Xo|
1
- —<Xu X vaqu>
|| X > X
1
- —[XU7XU7X’LLU]
|| X x X
1
= T XU7 Xva qu
VvVEG — F2[ ]
o [Xuavaqu]
/W Y
onde W := EG — F?. Analogamente, temos que
f [Xu> Xv7 Xuv] [Xtu Xva va]
= —— e - .
VIV W

Logo, se considerarmos a superficie como sendo tipo-espaco, podemos reescre-

ver e como
G X, Xo, X = 2F[ X0, Xo, Xo] + E[Xu, Xy, Xow) = —2HW?, (1.23)
(X X, Xoa][Xu, Xy, Xo] = (X, Xy, Xop]? = =KW, (1.24)
As Equacoes e serao utilizadas no capitulo .
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1.5 As equacoes de Frenet

Nesta secao, caracterizamos uma terna de fungoes diferenciaveis tais que para
cada ponto de uma curva parametrizada no espaco de Minkowski essas funcoes
aplicadas neste ponto geram uma base ortonormal do espaco o qual chamamos de
triedro de Frenet, e demonstraremos as equacoes de Frenet.

Definigao 1.5.1. Uma curva paramétrica (ou parametrizada) em E} é uma aplica¢do
a: I — E3 definida num intervalo aberto I C R.

Dizemos que a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) é diferenciavel se todas as derivadas das
fungoes coordenadas x(t),y(t), z(t) existem e sao continuas (isto é, cada funcao é
de classe C*°). Consideramos daqui em diante curvas diferencidveis, mesmo que
isto nao seja mencionado.

Definicao 1.5.2. Seja a(t) = (z(t),y(t),2(t)) uma curva parametrizada dife-
rencidvel. Classificamos a num ponto ty € I como:

1. Tipo-tempo, se o/(ty) € um vetor tipo-tempo.
2. Tipo-luz (ou nula), se o(ty) € um vetor tipo-luz.

3. Tipo-espago, se o (tg) € um vetor tipo-espago.

Observamos que uma curva « nao precisa ter o mesmo carater de causalidade
em todo o seu dominio. Por exemplo, se a(t) = (cosht,t?, senht),t € R, entao
o/(t) = (senht, 2t, cosht) e

(o/(t),d(t)) = senh®t + 4t* — cosh®t = 4% — 1.

11

Assim, « é tipo-tempo em (—%,%), tipo-luz em {—575

(=00, =3) U (3,).

Observamos também que, se « é tipo-tempo em ty e tipo-espaco em t; entao,
necessariamente, existe to € I onde « é tipo-luz. Isto é garantido pelo Teorema
do Valor Intermediério, ja que o e g = (,) sao fungoes continuas. E ainda pela
continuidade destas fungoes, se « é tipo-tempo (ou tipo-espago) em tg, entao existe

uma vizinhanca (ty — 6§, tg + ) onde « é tipo-tempo (ou tipo-espago).

e tipo-espaco em

Definicao 1.5.3. Uma curva o € regular em ty € I se o/(tg) # 0. Dizemos que «
é regular se ela é reqular em todo ty € I.

Observacao 1. Toda curva tipo-tempo ou tipo-luz é regular. De fato, se o € tipo-
tempo (tipo-luz), entdo o/(t) é um vetor tipo-tempo (tipo-luz), para todo t € I
e, portanto, nao nulo, jd que o vetor nulo € classificado como tipo-espaco. Logo,
o (t) #0,vt e 1.
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Definigao 1.5.4. Seja o : I — E? uma curva parametrizada (regular). Definimos
a fungao comprimento de arco de o a partir de um ponto ty € I por

S(t) = / ! (r)||dr-

Dizemos que « estd parametrizada pelo comprimento de arco se ||o/(1)|| = 1,
para todo t € I.

Para curvas tipo-tempo ou tipo-espago, podemos mostrar, de maneira analoga
ao que € feito no espaco euclidiano, que sempre existe uma reparametrizacao de «
pelo comprimento de arco.

Para curvas tipo-luz, temos que (a/(t),a/(t)) = 0, ou seja, ndo podemos para-
metrizar uma curva tipo-luz pelo comprimento de arco. Mas, derivando a igualdade
(/(t),a/(t)) = 0, obtemos (o (t), &/ (t)) = 0. Pela Proposicio [0} Span{a}* é um
plano tipo-luz que nao contém vetores tipo-tempo. Assim, o’ é tipo-luz, entao pela
Proposicao , existe A € R tal que o”(t) = \/(t), o que implica a(t) = ae* + b,
com a,b € E3, {(a,a) = 0. Isto é, o é a parametrizacio de uma reta tipo-luz. Se
o’ é tipo-espaco, existe uma reparametrizacao de a pelo pseudo-comprimento de
arco, como é mostrado no Lema a seguir.

Lema 1. Seja o : [ — E3 uma curva tipo-luz tal que o (t) é um vetor tipo-espago
para todo t (isto €, a nao € uma reta). Erxiste uma reparametriza¢ao de o dada por
B(s) = a(p(s)), para alguma funcao diferencidvel ¢, tal que ||5"(s)|| = 1. Dizemos
que a estd pseudo-parametrizada pelo comprimento de arco.

Demonstragao. Seja ¢ : J C R — I uma fungao diferencidavel. Dada f£(s) =
a(¢p(s)), temos que

(B"(s), 8"(s)) = ¢'(s){a" (8(s)), &"(¢(5))) = ¢'(s)"]|a" (6(5))||*.

Como buscamos [ tal que ||5”(s)|| = 1, basta tomarmos ¢ como solugao da

equacao diferencial
1

[fa"(6(s))”

garantida pela teoria das equacoes diferenciais ordinarias.

¢'(s) =

]

Nosso objetivo agora é descrever uma base de E? para cada ponto de uma curva
regular a(s), cuja variagdo descreve a geometria da curva. Consideramos a curva
« parametrizada pelo comprimento de arco para os casos tipo-espaco e tipo-tempo
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ou pelo pseudo-comprimento de arco para o caso tipo-luz.
Definimos o vetor tangente a o em s por

Observe que t e t’ sdo ortogonais, ja que (t,t) é constante, igual a 0,1 ou
—1. Nos restringiremos a curvas em que t'(s) # 0 e t e t' ndo sdo proporcionais.
Analisaremos cada caso separadamente a depender do carater de causalidade da
curva a.

1.5.1 Curvas tipo-tempo

Seja a uma curva tipo-tempo, entao « é regular e podemos parametriza-la pelo
comprimento de arco. Considere o vetor tangente t(s) # 0 tal que t'(s) # 0.
Temos que t'(s) e t(s) s@o vetores ortogonais e, assim, t'(s) é tipo-espago. Além
disso, eles sao linearmente independentes.

Definicao 1.5.5. Considere a curva « tipo-tempo. Definimos:

1. A curvatura de o em s pelo nimero real positivo k(s) = ||t (s)]].

_t(s)

2. O vetor normal unitdrio em s € n(s) o)

3. O wvetor binormal de o« em s € b(s) = t(s) X n(s).

4. A torg¢io em s é o escalar T(s) = (n/(s), b(s)) = —(¥(s), n(s)).
Observe que b é tipo-espaco e unitério, ja que b € Span{t}+ e

Ibl] = V/(b,b) = V/{t xn,t xn) =1,

onde a ultima igualdade segue do item 4 da Proposigao [3] Note ainda que b e
t, bem como b e n, sao linearmente independentes. Obtemos assim, para cada
s € I, uma base ortonormal para E3, {t,n, b}, denominada o triedro de Frenet em
s. Note que {t,n, b} estd orientada positivamente, ja que det(t,n,b) = (txn,b) =
(b,b) =1>0.

Deduziremos agora as Fquacoes de Frenet que, assim como no caso euclidiano,
sdo expressoes para os vetores t/,n’, b’ na base {t,n,b}.

Temos, por definicao, que t' = kn. Para encontrarmos uma expressao para n’
e b, escreva

l'l/ = nlt + non + ngb, b/ = blt + b2n + bgb
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Tomando o produto interno de n’ com cada vetor da base, obtemos —n; =
(n';t), no = (n’,n) =0, n3 = (n’,b) = 7. Note que

(t,ny=0 = (t,)n)+ (t,n) =0 = (t,n') = —k.
Segue que n’ = kt + 7b. Analogamente, obtemos b; = —(b',t) = 0, by =

(b’,n) = —7, b3 = (b’,b) = 0 e, portanto, & = —7n.
Logo, as equagoes de Frenet para as curvas tipo-tempo ficam definidas como:

t = KN
n = kt+7b (1.25)
b = —7n.

1.5.2 Curvas tipo-espaco

Seja a uma curva tipo-espaco parametrizada pelo comprimento de arco. Sendo
t’ L t et tipo-espaco, t' pode ser tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-luz. Neste caso,
o triedro e as equacgoes de Frenet vao depender do cardter de t'.

1. O vetor t' é tipo-espago: Vamos considerar t'(s) # 0. As defini¢oes neste
caso sao iguais as anteriores, com excecao da torcao 7.

Definicao 1.5.6. Seja o uma curva tipo-espacgo tal que t € um vetor tipo-
espaco nao nulo. Definimos:

(a) A curvatura de o em s pelo nimero real positivo k(s) = ||t(s)]|.

t'(s)
k(s) "

(c) O wvetor binormal de o em s € b(s) = t(s) x n(s).
(d) A tor¢io em s é o escalar T(s) = —(1/(s), b(s)) = (V/(s), n(s)).

(b) O wvetor normal unitdrio em s é n(s) =

Temos que t e n sao vetores tipo-espaco, implicando que b ¢é tipo-tempo.
Assim, novamente temos uma base ortonormal {t,n, b}, desta vez orientada
negativamente, pois det(t,n,b) = (t x n,b) = (b,b) = —1.

Escrevendo n’ e b’ nesta base e lembrando que (t,t) = (n,n) =1 e (b,b) =
—1, temos que as equacoes de Frenet para curvas tipo-espaco com t’ tipo-
espago sao dadas por

t = KN
n = —kt+7b (1.26)
b = n.
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2. O vetor t’ é tipo-tempo: Neste caso, a base {t,n, b} serd orientada positiva-
mente e sera formada por dois vetores tipo-espago, e o normal tipo-tempo,
como podemos ver a partir da defini¢ao a seguir.

Definigao 1.5.7. Seja o uma curva tipo-espacgo tal que t € um vetor tipo-
tempo. Definiremos:

(a) A curvatura de o em s pelo nimero real positivo k(s) = ||t (s)]].

t'(s)
w(s)

(c) O wvetor binormal de o em s € b(s) = t(s) x n(s).
(d) A torg¢io em s é o escalar T(s) = (n/(s), b(s)) = —(¥/(s), n(s)).

(b) O wvetor normal unitdrio em s é n(s) =

Assim, obtemos as equacoes de Frenet para curvas tipo-espaco com t’ tipo-
tempo dadas por:

t = KN
n = kt+7b (1.27)
b = ™.

3. O vetor t' é tipo-luz: Seja a uma curva tipo-espaco parametrizada pelo
comprimento de arco tal que t' é um vetor tipo-luz. Assim, |[t|| = 1 e
||t'|| = 0. Neste caso, nao definimos curvatura. Os vetores normal e binormal
e a torcao sao definidos a seguir.

Definicao 1.5.8. Seja o uma curva tipo-espaco tal que ¥ é um vetor tipo-luz.
Definimos:

(a) O vetor normal por n=t.

(b) O wvetor binormal b é o unico vetor tipo-luz tal que (n,b) =1 e b L t.
(c) A torcio € definida por 7(s) = (n/(s), b(s)) = —(b'(s), n(s)).

Note que o vetor b esta bem definido pois, sendo t tipo-espaco, temos que
Span{t}+ é tipo-tempo. Logo, pela Proposicao , existem dois vetores tipo-
luz linearmente independentes em Span{t}+. O vetor n é tipo-luz. Assim,
podemos definir b tipo-luz de modo que n e b sejam linearmente indepen-
dentes. Logo, (n,b) # 0 e podemos escolher (n,b) = 1.

Obtemos assim o triedro de Frenet {t,n,b} formado por um vetor tipo-
espacgo e dois vetores tipo-luz e, neste caso, é uma base, entretanto, nao ¢é
ortonormal. Note que os vetores satisfazem

tLlntlbmn/blt]=1
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Vejamos como ficam as equacgoes de Frenet neste caso.
Por definigao, t" = n. Escrevendo n’ = nit + nyn + nsb e fazendo o produto
interno de n’ com cada vetor da base, obtemos n; = n3 = 0 e ny = 7. Logo,

n’ = 7n. Analogamente, temos b’ = —t — 7b.
Portanto, as equacoes de Frenet para curvas tipo-espaco com t’ tipo-luz sao
dadas por:
t = n
n = ™ (1.28)
b = —t—7b.

1.5.3 Curvas tipo-luz

Seja @ uma curva pseudo-parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, t'(s)
¢ um vetor tipo-espago e unitario. O vetor tangente é t = o/, com |[t|| =0, e o
normal é n = t’. Em resumo:

Definicao 1.5.9. Seja o uma curva tipo-luz. Definimos:

1. O wvetor normal por n=t.

2. O wvetor binormal b é o 1nico vetor tipo-luz ortogonal a m tal que (t, b) = 1.

3. A torgao é definida por 7(s) = (n/(s), b(s)) = —(b'(s), n(s)).

As equacoes de Frenet para este caso sao deduzidas de maneira inteiramente
analoga ao que ja foi feito nos outros casos, ou seja, escrevemos os vetores t', n’ e
b’ na base {t,n,b} e tomamos o produto interno destes vetores com cada vetor
da base. Em seguida, basta aplicar as propriedades derivadas da definicao de cada
um, resultando nas equacoes de Frenet para curvas tipo-luz:

t = n
n = 7t—>b (1.29)
b’ = —7n.
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Capitulo 2

Superficies lineares Weingarten,
tipo-espaco, folheadas por
circulos no espaco de Minkowski

Neste capitulo estudamos as superficies tipo-espago, no espaco de Minkowski,
que sao lineares Weingarten e que sao folheadas por uma familia a 1-parametro de
circulos. O capitulo é divido em trés segoes.

Na Segao[2.1], introduzimos conceitos preliminares que serao usados nas proximas
secoes. Caracterizamos curvas regulares, e curvas no espaco de Minkowski que
satisfazem as mesmas propriedades dos circulos do espaco euclidiano e por fim
definimos as superficies lineares Weingarten e as superficies de revolucao que serao
o foco dos estudos nas secoes seguinte.

Na Secao [2.2] demonstramos o primeiro teorema que afirma que se M é uma
superficie linear Weingarten ciclica, do tipo-espaco, em E? com curvaturas média
e gaussiana nao nulas e com circulos de folheagao em planos paralelos, entao M é
uma superficie de revolu¢ao. Como a métrica induzida nesse espaco nao € positiva
definida, separamos essa demonstracao em trés subsecoes de acordo com o carater
casual dos planos da folheacao. Caso em que os planos da folheacao sao tipo-
espaco, na Subsecao tipo-tempo, na Subsegao [2.2.2] e tipo-luz na Subsegao
[2.2.3] Fornecemos uma parametrizacao especifica da superficie para cada caso.
Consideramos os casos em que ¢ = 0 e ¢ # 0 na equagao aH + bK = ¢. Com o
auxilio do software de calculos Maple realizamos os calculos que sao mais extensos.

Na Secao provamos o segundo teorema que fornece uma caracterizagao das
superficies lineares Weingarten do tipo-espaco em E? que sao folheadas por circulos
que nao estao em planos paralelos. Mostramos que estas superficies sao superficies
pseudo-hiperbdlicas.
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2.1 Superficies lineares Weingarten folheadas por
circulos

Nesta se¢ao, caracterizamos curvas regulares, circulos no espaco de Minkowski
e, por fim, definimos as superficies lineares Weingarten e as superficies de revolugao
que serao o foco dos estudos nas secoes seguintes.

Definigao 2.1.1. Um circulo em E} ¢ uma curva plana com curvatura constante.

Definigao 2.1.2. Uma superficie ciclica em E3 é uma superficie determinada por
uma familia suave a 1-parametro de circulos.

De uma maneira mais especifica, definimos:

Definigao 2.1.3. Um circulo tipo-espa¢o em E3 é uma curva plana do tipo-espago
com curvatura constante.

Em outras palavras, um circulo tipo-espago em E? é uma curva parametrizada
regular a(s) tal que

1. Dado o triedro de Frenet {t, n, b}, temos que sua tor¢ao 7(s) = (b’(s),n(s)) =
0,

2. (d/(s),0/(s))/2 =1,

3. k(s) = (a”(s),a"(s))}/? é constante.

A menos de movimentos rigidos do plano podemos descrever os circulos tipo-
espaco em E? em trés tipos onde a classificacao depende do carédter casual dos
planos P que contém os circulos. Apés isometrias do espago ambiente E3, um
circulo pode ser parametrizado como:

1. Se P ¢é o plano horizontal x3 = 0, o circulo é dado por

a(s)=r (COS (;) , sen (;) ,O) ;7> 0.
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De fato, com esta parametrizagao temos que

0= (s (%) o (2).1)

((s),a/(s))? =1,

19 = s (). (2).0).

b'(s) = (0,0,0),
7(s) = (b'(s),n(s)) = 0.

Logo, a(s) é um circulo tipo-espago no espago de Minkowski. Neste caso, a
curva « € um circulo euclidiano de raio r.

2. Se P é o plano vertical 1 = 0, entao

a(s)=r (O, senh (;) , cosh (;)) ,r > 0.

Com esta parametrizacao temos que

o/(s) = (0 cosh( ),senhG)),

(o/(s), & ()2 = 1,
a’(s) = % 0, senh (;) , cosh (;)) ,
5(5) = (o(s), a" ()2 = 2,

n(s) = O;”(; = <0, senh (;) , cosh (;)) ,
)

—~
~—

7(s) = (b'(s),n(s)) = 0.

Logo, a(s) é um circulo tipo-espago no espaco de Minkowski. Neste caso, a

curva a ¢ descrita pela hipérbole z3 — 2 = r? em um plano vertical.

3. Se P é o plano x5 — x3 = 0, entao



Com esta parametrizacao temos que

a'(s) = (1,rs,rs),

(a'(s),d (s)!/? = 1,

a’(s) = (0,7,7),

K(s) = (a'(s),a"(s))"/* = 0.

Como a curvatura ¢é nula, temos o equivalente a uma reta no espaco euclidi-
ano, logo vale a Definigao e portanto «(s) é um circulo tipo-espago no
espaco de Minkowski. Neste caso, a curva é uma parabola em P.

Definigao 2.1.4. Seja X uma superficie parametrizada reqular em E3 com H e
K as curvaturas média e gaussiana, respectivamente. Entao, a superficie X é dita
linear Weingarten se, para todo ponto de X, existem a,b,c € R que satisfazem

aH +bK = c. (2.1)

Em (|1.23) e (1.24)) obtemos expressoes de H e K em termos da parametrizacao
X. Logo substituindo esses valores em (2.1)) temos que

G[Xua Xvaqu] - QF[XuaXvaXuv] + E[Xua Xvava] +

a

2W3/2
p e o Xon] o X Yo = P Yo X 5
Definindo
G[Xu, Xo, Xuu| — 2F [ X, Xo, Xuw] + E[Xu, Xy, Xow] = C, (2.3)
€
[Xus X, X [Xuiy X, Xo] = [Xu, X, Xin]? = D, (2.4)

a Equacao (2.2) pode ser reescrita como

C D

Dai, vamos analisar os casos ¢ = 0 e ¢ # 0 separadamente.

1. Caso c=0.
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Podemos reescrever ([2.5) como

C D
e Tl =
C R
a2w3/2 o

C 2
(vzi72)

C2
4W3
a’C*W

a’C*W — 4b*D?

Substituindo o valor de C e D dados por ([2.3]) e (2.4) em (2.6))

Equacao (2.1)) pode ser reescrita como

0. (2.6)

segue que a

a? (G[Xu, Xo, Xuu) — 2F[Xu, Xo, Xuw] + E[Xu, Xy, Xoo])2 W

_462 ([Xuv XU7 qu] [Xua XU) Xm}] -

2. Caso ¢ # 0.
Podemos reescrever ([2.5) como
C b D
“ower e
C

a2w3/2
% 2

(vz7)

CQ
4W3
a*C*W

— AW + 8cbDW? + a*C*W — 40*D?

Xy, Xy, Xo]?)? = 0. (2.7)
= C
D
= C—bm
,D 2
)
2¢hD D?
_ 2 2
= ¢~ 5ty
= 4PW* — 8cbDW? + 4b*D?
= 0. (2.8)

Analogamente, neste caso, usando (2.3)) e em ([2.8) segue que a Equagao

(2.1) pode ser reescrita como

—4PW* + 8cb ([Xuy Xoy X [Xus Xoy Xow] —
(G[Xw Xva qu] - 2F[Xua Xva Xuv] + E
4b2 ([Xu7 X’Ua qu] [Xu7 XU) X’UU
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(X, Xo, Xoo])* W (2.9)
] - [XU7XvaXuv]2) = 0.



Por fim, antes de iniciarmos os teoremas que sao o foco deste trabalho, damos as
seguintes definigoes.

Definigao 2.1.5. Uma superficie M em E3 é uma superficie de revolugdao (ou uma
superficie rotacional) se existe uma reta | tal que M € invariante por rotagoes em
torno de l. Em particular, uma superficie de revolugio em E? € formada por uma
familia 1-parametro de circulos em E3 em planos paralelos.

Definigao 2.1.6. Apds um movimento rigido de E3, uma superficie pseudo-hiperbdlica
de raio r > 0 e centro p € E3 ¢ dada por

H>!(r,p) = {z € E}[(z — p,x — p) = ="}

Se p é a origem das coordenadas, no espaco euclidiano, H*!(r,p) é o hiperbo-
loide de duas folhas 2% + z3 — 22 = —r? que ¢ obtido pela rotagao da hipérbole
{22 — 22 = r? x5 = 0} em relagdo ao eixo x3. O hiperboloide de duas folhas é uma
superficie tipo-espago com curvatura média constante H = 1/r e com curvatura
gaussiana constante K = 1/r%. Em particular, H*!(r,p) é uma superficie linear
Weingarten.

2.2 Superficies lineares Weingarten folheadas por
circulos em planos paralelos

Nesta se¢ao, consideramos superficies lineares Weingarten do tipo-espaco em
E3. Assim, segue da Definigao que M satisfaz equacao

al +bK =c, (2.10)

onde a, b, ¢ sao constantes, H é a curvatura média e K a curvatura gaussiana de
M.

Para os casos a = 0 ou b = 0 temos que K ou H sao constantes. Nestes casos
o Teorema [1| foi provado por Lépez em [12] [15]. Logo, temos que a® + b* # 0 e M
satisfaz ou dependendo do valor de c.

Os casos em que H = 0 ou K = 0 serao tratados na Secao [2.2.4]

O objetivo é mostrar o seguinte teorema:

Teorema 1. Se M ¢ uma superficie linear Weingarten ciclica do tipo-espaco em
E3 com curvaturas média e gaussiana ndao nulas e com os circulos de folheacio em
planos paralelos, entao M € uma superficie de revolugao.
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Como argumentamos no Capitulo[I], temos que, a menos de movimentos rigidos,
os planos da folheagao podem ser tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Vamos fazer a demonstracao do teorema considerando estes trés casos, que
estao descritos nas secoes 2.2.1, 2.2.2 e [2.2.3]

Parte dos calculos que aparecem na demonstracao foram feitos utilizando o
software Maple e os cddigos utilizados se encontram no apéndice.

2.2.1 Os planos da folheacao sao tipo-espaco

Nesta se¢ao, vamos provar o Teorema [1| no caso em que os planos da folheacao
sao tipo-espaco.

Ap6s um movimento rigido em E3, vamos assumir que os planos sao paralelos ao
plano z3 = 0. Entao os circulos sao os euclidianos horizontais e M é parametrizada
por

X(u,v) = (f(u),g(u),u) + r(u)(cosv, senv,0), (2.11)

onde f,g,r > 0 sao fungoes diferenciaveis na variavel v em um intervalo I. Com
a parametrizagao , M ¢é uma superficie de revolucao se, e somente se, f e g
sao funcoes constantes.

Considerando M uma superficie linear Weingarten, vimos que a relacao aH +
bK = c pode ser reescrita como quando c=0e quando ¢ # 0.

Vamos analisar separadamente esses dois casos.

2.2.1.1 Caso ¢ =0 na equagao aH +bK =c¢

Utilizando o software para os cédlculos, substituindo (2.11)) em e assu-
mindo, sem perda de generalidade, que 40> = 1. Depois de alguns célculos e
reorganizando, temos que (2.7) pode ser reescrita como:

Z A;(u) cos(jv) + Bj(u) sen(jv) = 0. (2.12)

J=0

Como cos(jv) e sen(jv), 0 < j < 4, sdo linearmente independentes, as fungoes
A; e B; dadas em devem ser nulas para qualquer que seja u € I, ou seja,
Aj=0eB; =0,V =1,2,3,4.

Por contradicao, vamos assumir que M nao é de revolucao, ou seja, f’ ou ¢’
nao se anula em algum intervalo. Vamos entao dividir em dois casos:

1. Caso em que uma das funcoes f ou ¢ é nao constante. Por simplicidade,
vamos considerar [/ =0 e ¢’ # 0 em algum intervalo.
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Calculando o coeficiente A4 de (2.12) e usando que f' = 0 temos

1
A4 — §a27"6g'2(7”g" o 27“’g’)2.

Como, por hipétese, a # 0, r(u) > 0 e ¢’ # 0, temos que rg” — 2r'¢g’ = 0.

Assim

rg’ —2r'q 0
Tg” 271/9/
gy
g r
(In(g"))’ 2 (In(r))’
/(ln(g’))/du /2(ln(r))'du (2.13)
In(qg') 2in(r) + ¢
eln(g’) _ eln(r)2 el
g = I
onde ¢; é uma constante e A = e # (0. Agora, substituindo ¢ = \r? e
g" =2Xrr’ em A, e By da Equagao ([2.12)), temos que
1
Ay = 5)\27’8(47“’2 — a’r*A?) e By =2 " (a*rA? — 2r"), (2.14)
onde
A= 1+ Xt 1072 — . (2.15)

Como por hipdtese A # 0 e r(u) > 0 de By = 0 temos que ou " = 0 ou
a’rA? — 2r" = 0. Vamos analisar esses dois casos:

(a) Caso 1’ =0 em algum intervalo.
Entao r é constante, e como estamos no caso f' = f” = 0 temos, de

(2.11)), que
Xu(ua U) = (O,QI(U), 1) # (0’ 0, 0)

Logo, o coeficiente E da primeira forma fundamental se escreve como

E=g¢?(u)—1. (2.16)
Por outro lado, como A; = 0, de (2.14) temos que 472 — a?*r?A% = 0,

como " = 0,7 > 0 e a # 0 segue que A = 0. Daif usando (2.13)) e (2.16)
podemos reescrever A, dado por (2.15), como

0=A=—-14+Xr"+r"? " =—-14+¢*=E,
contradicdo, pois F = (X,, X,) = |X.|? e X, é um vetor tipo-espaco

nao nulo.
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(b) Caso a*rA% — 21" = 0.

Multiplicando a?rA? — 2r” = 0 por —r temos —a?r?A? + 2rr” = 0.

Como Ay =0 e \, 7 # 0 temos 4r"? — a?r?A% = 0, logo

4" — a?r? A% = —a%r?A? 4 2"
" = 2"
2% = oy’
! 1
r r
ol -
r r!

2in(r) = In(r)+a

In(r*) = In() +c

eln(r2) _ 6ln(?”)Jrcl
r? Cor

Logo a funcao r satisfaz r? — cor’ = 0, cuja solucao ¢ dada por

(&)
U+ C

Agora substituindo (2.17) em Ay = 0 temos

r(u)

,c1,C0 € R.

1
5)\273(47”/2 — a?r?A?)

Ar'? — 22 A2
2 9 A2t c3 2
4 C% B a~cy <_1 + (u+012)4 o (u+i1)4>
(u+cp)t (u+c1)?
—(utc1)? 242 2
4 a2 ( ( +(L)+j1>)‘4 2 2)
(u+cq)? (u+c)?
1 (- Nuta) = Nd+d)
(u+c)? (u+ )10

du+ea)’ —a (u+e) +c— A2c§)2
—4u+c)’+a* (ut )+ — )\20‘21)2

Dai, temos um polinomio em v de grau 8 e assim a?

tradicao pois a # 0, por hipdtese.

42

(2.17)

= 0.

= 0, uma con-



2. Caso em que ambas f e g sdo fung¢oes nao constantes, ou seja, f' # 0e g # 0.
Calculando o coeficiente By de (2.12) com auxilio do software, e utilizando
que By = 0 temos

(—4]”9/7"/ + Tg,f” + rf'g”)(—QfQ?"/ + 29/27"I + Tf/f” o T'f/g”) = 0.
Vamos dividir em dois casos:
(a) Caso —4Af'g'r' +rg f"+rf'¢" =0.
Entéo ! 1o /)
" _ 4ng B ng

rg
Agora, substituindo (2.18)) em Ay = 0 temos que

(2.18)

a2r6(f'2 + g/2>2(_2g/r1 + rg")2 =0.

Como, por hipdtese, a # 0, f' £ 0,9 # 0 e r > 0 repetindo os calculos

feitos em ([2.13]) temos que

291" +rg" =0 = ¢ =X x* e ¢ =2 7" com \>0.(2.19)

Substituindo (2.19)) em ([2.18]) temos

f/, _ 4f/g/7,,/ _ ,r,f/g//
rg

0 AF' N2’ — f12r?y!
Fmo= Ar3

0 2 A2y
o= e
f// . 2f/7n/

,
rf"=2fr" = 0. (2.20)

Procedendo de maneira anédloga aos célculos feitos em (2.19)), temos, de
(2.20), que f' = pr?, u > 0. Substituindo f' = ur? e ¢ = Ar? em By e
B dados por (2.12) temos que

By = \ur®(a®r? A% — 4¢7?) e By = 2\r"r' (a*rA? — 2r"),

onde
A= =1+ N +pH)rt+07 =", (2.21)

Como B; = 0 temos duas possibilidades: " = 0 ou a?rA? — 2" = 0.
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11.

. No caso em que ' = 0, a Equacao (2.21)) pode ser reescrita como

A = =1+ N+ pH)rt
Assim, B, pode ser reescrito como
By = Mur®(a*r*A? — 4r'%)
By, = Murla’r?A?
By = Mur'a?A?
By = Mur'®a®(—=1+ (A + p®)r')2
Como, por hipétese, A, i, > 0 e a # 0, e como By = 0, segue que
1+ N+t =0. (2.22)

Usando as condigoes f" # 0,9 # 0 e v’ = 0 na parametrizagao

temos que:
Xuu,v) = (f'(u), g'(u),1).

Assim, usando que f' = ur? e ¢ = M\r?, temos que o coeficiente E
da primeira forma fundamental de X (u,v) é dado por:

E=—-1+f+¢%=-1+(\+p)r'*=0.

Uma contradi¢ao, uma vez que X, ¢ um vetor tipo-espago nao nulo.
Suponha agora que a?rA? — 2r” = 0, multiplicando por —r temos
—a?r?A%2 4+ 2rr" = 0. Como By = 0e A # 0,7 # 0 temos 47"? —
a’r?A% = 0, logo

4r”? — a?r? A% = —a®r?A% + 2"
4% = 2"
/ !
r r
o L
T r!

2(n(r))" = (In(r))
/Q(Zn(r))’du = /(ln(r’))’du
2in(r) = In(r') + ¢

In(r*) = In(r) +¢
eln(r2) _ eln(r’)—i—q

r? = cyr. (2.23)



Resolvendo a Equagao (2.23)), temos que

Co
=2 ¢, €R 9.24
r(u) p—— c1,C ( )

Substituindo a Equagao (2.24) em ([2.21]) temos que

(A2 + %) 3 > 2c3
A=-—-1+ — — . 2.25
(u+c}) (u+c1)?2 (u+tcy)t (2.25)

Substituindo (2.24) e (2.25) em By = 0 temos
Mur®(a®r?A? —4r?) = 0

a’r?’ A — 4% = 0
a*(u+c1)® —4(u+ )% + 2a°cy (1 — (N 4 1)) (u + ¢1)*
+a’cy(1 — (N + p?)* = 0.

Substituindo u + ¢; por uw em temos que

a®(@)® — 4(1)° + 2a*c5(1 — 3 (A* + ) (w)*
+acy(1 — (N 4+ p?)? = 0.
Daf temos um polinémio em %, o que implica que a®> = 0, con-
tradigao, pois por hipdtese a # 0.
(b) Caso —=2f"r" +2¢*r" +rf'f" —rf'qg" =0.
Dai, obtemos que
2f/2rl _ 29’2?", + Tf,g”
rf! '
Substituindo (2.27) em A4 = 0, temos que:
a2rS(f72 + g2)?

Ay =— 377 (rg" —2¢'")* = 0.

fl/ —

(2.27)

Como a # 0, f" # 0,9 # 0 e, por hipdtese, r > 0 temos entao que
rg” — 2¢'r" = 0. Repetindo os célculos feitos em , temos que
g = Ar? com X\ > 0.

Substituindo ¢’ e ¢” na Equacdo (2.27), temos que

2f/,r,/
r .

fr = (2.28)
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De maneira andloga ao que foi feito para obter a Equagao (2.19)) temos

que f'= ur?, u> 0.
Substituindo f' = ur? e ¢ = Mr? em B, e B; podemos escrever

By = A\ur®(a®r* A? — 4¢7) e By =2\ (a*r A% — 2r"),
onde
A= =1+ N+t +0% =, (2.29)

De B; = 0 temos duas possibilidades: ' = 0 ou a?rA4%? — 2r" = 0.
Repetindo as contas que foram feitas no caso anterior temos uma con-
tradicao.

Portanto, a superficie M parametrizada por (2.11)) é uma superficie de revolugao.

2.2.1.2 Caso ¢ # 0 na equagao aH + bK = ¢

Utilizando o software para os calculos e substituindo (2.11]) em ({2.9)) e proce-
dendo de maneira andloga ao caso ¢ = 0 obtemos

ZA] cos(jv) + Bj(u) sen(jv) = 0. (2.30)

7=0
Como cos(jv) e sen(jv), 0 < 7 < 8, sdo linearmente independentes, por (2.30)

segue que A; =0e B; =0,V =1,....8.
Calculando os coeficientes Ag e By da Equagao ([2.30) temos

1
AS — _32 027“8(]”8 _ 28f/69/2 + 7Of/4g/4 _ 28f/29/6 + g/S)’
1
BS — ZC2T8f/9/( f/6 4 7f/4 2 f/29/4 4 g )

Seja a curva a(u) = (f(u), g(u)), vamos mostrar que a(u) ¢ uma curva cons-
tante, ou seja, f' =0 e ¢ = 0 e com isto mostramos que a superficie M dada pela
parametrizagao ¢ de revolugdo. Suponhamos, por contradigdo, que o(u)
nao é constante, podemos parametriza-la pelo comprimento de arco, da forma

(f(u),9(u) = (2(¢(u)), y(d(u))), onde
f'(u) = ¢/ (u) cos(¢(u)), g'(u) = ¢/ (u) sen(¢(u)), @2 = 24 g2

Com esta mudanca de variavel, podemos reescrever as funcoes Ag e Bg como

Ag = —3%027"%’8 cos(8¢(u)), Bg = —3—12027”8¢/8 sen(8¢(u)).
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Como ¢ # 0 e r > 0, concluimos de Ag = 0 que ¢ = 0 em algum intervalo.
Portanto, f”? + ¢ = 0, o que implica que f' = 0e ¢ = 0, e com isto « é uma
curva constante, obtendo uma contradicao.

Segue da Definigao que a parametrizagao de M é uma superficie
de revolugao. Isto finaliza a prova do Teorema [I| para o caso dos planos serem
tipo-espaco.

2.2.2 Os planos da folheacao sao tipo-tempo

Nesta se¢ao, vamos provar o Teorema [1| no caso em que os planos da folheacao
sao tipo-tempo.

Seja M uma superficie tipo-espaco linear Weingarten folheada por circulos em
planos paralelos tipo-tempo. Apés movimentos rigidos de E?, podemos assumir
que este planos sao paralelos ao plano z; = 0. Neste caso podemos parametrizar
a superficie como

X(u,v) = (u, f(u),g(u)) + r(u)(0, senhv, coshv), (2.31)

onde r > 0, f e g sao fungoes diferenciaveis. Isto implica que M é formada por uma
familia de hipérboles verticais. Para concluir que M é de revolucao é suficiente
provar que f e g sao constantes.

Como M ¢ linear Weingarten, M satisfaz a Equacao quando c=0¢e
quando ¢ # 0. Andlogo ao que foi feito anteriormente, dividimos a demonstracao
em dois casos.

2.2.2.1 Caso ¢ =0 na equagao aH +bK =c¢

De maneira analoga ao caso em que os planos de folheacao sao tipo-espago,
utilizamos o software Maple para os cédlculos. Substituindo em , as-
sumindo, sem perda de generalidade, que 46> = 1. Depois de alguns céalculos e
reorganizando, temos que pode ser reescrita como:

Z A;(u) cosh(jv) + Bj(u) senh(jv) = 0. (2.32)

J=0

Como cosh(jv) e senh(jv), 0 < j < 4, sdo linearmente independentes, assim
pela Equacao as fungoes A; e B; devem ser nulas para qualquer que seja
u€ l,ouseja, A;=0e B; =0,Vj =1,2,3,4.

Assim como no caso em que os planos sao do tipo-espaco, o raciocinio é por
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contradicao.
Vamos assumir que f ou g nao sao constantes e dividir em dois casos:

1. Caso em que uma das fungoes f ou g nao é constante. Por simplicidade,
vamos assumir que f' = 0 em algum intervalo.

Calculando o coeficiente A4 da Equagao (2.32)) e usando que f’ = 0 temos

1
A4 — —§a2rﬁg'2(—2r/g’ + ?"g")Q.

Como ¢ # 0, segue de Ay = 0 que rg” — 2r'¢’ = 0. Entao, de maneira
analoga as contas feitas em (2.19)), temos ¢’ = ur?, u > 0.
Substituindo ¢" em A, e A; dados por (2.32)), temos

1
Ay = —§u2r8(4r’2 + a’r?A?), Ay = —2ur™r (20" + a®r A?),
onde

A=—1+p*rt+17 - (2.33)

De Ay = 0, temos que 472 +a?r? A% = 0, pois r, p > 0. Dai 47" = a?r?A% =0
que implica em 7" = 0 e entao r” = 0. De a?r?A? = 0, temos que A = 0, pois
a,r > 0 por hipétese. Portanto, podemos reescrever a Equagao (2.33) como

sendo
A=—1+p**=0. (2.34)

Por outro lado, substituindo f' = 0 e 7 = 0 em (2.31]) e calculando sua

derivada em funcao de u temos que
Xu(u,v) = (1,0, ¢'(w)).
Como ¢’ = pur?, calculando E = (X,, X,) segue que:
E = 1—-¢%=1-p*>*"=0,
contradicao, pois X, é um vetor tipo-tempo, cuja norma deve ser negativa.
2. Suponhamos agora que f' # 0e ¢’ # 0. De o coeficiente By é da forma
(—4f'g'r" +rg f" +rfg") (=2 —2¢*" +rf' f"+rgdqg")=0. (2.35)

Vamos dividir em dois casos.
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(a) Caso —4Af'g'r' +rg f"+rfg" =0.

Entao s ,
I/:f<gr/_rg>‘ (236)
rg
Agora, substituindo (2.36)) em (2.32)) temos que o coeficiente Ay = 0 é
dado por

B a27‘6(f’2 _ g’2)2(—2g’7“'+7“g”)2 B
= e =
Como ¢ #0, a # 0 e r > 0 temos entao dois casos:
i. Caso f? —¢”? =0.
Entao ¢’ = £ f". Seja ¢’ = f’' (o caso ¢ = —f' é andlogo). Entao
g = f +c1,c1 € R. Substituindo esses valores em By, obtemos

Ay 0.

B4 — CL2T6f/2(—2f/’f’/ 4 Tf//)z.

Como a # 0,f # 0er > 0, temos —=2fr" +rf” = 0, o que
implica em 2f'r" = rf” e logo, fazendo calculos analogos aos feitos

em (2.19)), temos f' = Ar?, A > 0.

Os célculos de By e By com as substituicoes de f’ e ¢’ nos da
By = N840 + a®r?A?%) e By =2X"r (27" +a*rA?), (2.37)

onde

A=1—71%+rr". (2.38)
De By = 0, temos que 412 +a?r?A%? =0, dai A =0 e’ = 0, j4 que,
por hipétese, a # 0 e r > 0. Entretanto, ' = 0 implica que quando
substituido na Equacao , obtemos A = 1, uma contradicao,
pois A = 0.
Além disso B; = 0 implica que 2r” + a?rA% = 0 pois A > 0, r > 0.
A combinagao dessas igualdades implica em

2rr” + a*r?A* = 4" + a*r* A
2rr" = 4r”
2" — " = 0.
Logo, repetindo os calculos feitos em (2.23)), a funcao r é dada por

Co
= — €R. 2.39
T(U) u+claclvc2 ( )
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1l

Substituindo ([2.39) em Bs; = 0 temos que

Nr8(4r? 4+ a®r? A% = 0
40" 4 a*r*A? = 0

2 2 2
P +ﬁ%@_wﬁm+wﬁ%> ~ 0
(u+cp)t (u+c1)?
4 a2 <(u(ﬁr)j)+40§>2
wret T (wrenr "
4 a® ((u+ c1)* + 2)° _ 0
(u+cr)* (u+ )0 B

4(u+ )’ + a® ((u+cl)4—l—c§)2 = 0.

Dai, temos um polindémio em u de grau 8 e assim temos que a® = 0,
contradicao, pois por hipdtese a # 0.

Caso rg” = 24'r’.

Entao, repetindo os cédlculos feitos em , temos ¢’ = pur? com
@ > 0. Substituindo ¢’ em temos f' = Mr?, para algum
A > 0. Calculando Ay e B; usando os valores de f’ e ¢’ segue que

1
Ay = —5()\2+u2)r8(a27’2A2+4r'2) e By = 2N (2r"+a*rA?),
onde

A= =14 (=Nt 0% =, (2.40)

Como Ay =0e A>0,u>0er >0 temos que a®r?A? + 4r” = 0,
daf a?r2A? = 4% = 0 e, por consequéncia, ' = 0 e a?r?A? = 0
temos A = 0 (pois r > 0 e a # 0). Portanto,

A =0
1+ (=Nt =" = 0
—1+ (=N 45" = 0
L= (=N+p*rt = 0
(N —pH)rt = —1. (2.41)

Por outro lado, calculando o coeficiente £ = (X,, X,) usando a
parametrizacdo (2.31)), temos que E = 1+ 2 — g2 = 1+ (72— p2)r?
e usando a Equacao temos que £ = 0. Contradigao, pois F
¢ a norma do vetor X, que é tipo-tempo.
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(b) Caso —2f"r" —2¢"*r' +rf' " +rg'g" = 0.
Logo,

y o 2][‘/27,./ + 2g/2 / g/g//

= 7 .
Substituindo o valor de f” em A4, temos que
27“6(f/2 . g’2)2(—29’r’ + Tg”)2

8f/2 :

Como A, = 0, temos entao dois casos

i. Caso f? —¢”% = 0.
Logo, ¢ = +f’. Entao estamos nas mesmas condi¢bes do caso
anterior.

A4:a

ii. Caso rg” =24t
Entao ¢’ = A% com A > 0. Agora estamos nas mesmas condicoes
do caso anterior.

Assim, concluimos que f' = 0e ¢’ = 0, ou seja, da Definicao|2.1.5, a parametrizacao
(2.31)) de M com ¢ = 0 define uma superficie de revolugao.

2.2.2.2 Caso ¢ # 0 na equagao aH + bK = ¢

Utilizando o software para os célculos, substituindo (2.31) em ({2.9)) e proce-
dendo de maneira andloga ao caso ¢ = 0 obtemos

Z A,;(u) cosh(jv) + Bj(u) senh(jv) = 0. (2.42)

J=0

Como cosh(jv) e senh(jv), 0 < j < 8, s@o linearmente independentes, de
as funcoes A; e B; devem ser nulas para qualquer que seja u € I, ou seja, A; =0
eB;=0,Vj=1,..,8.

Calculando os coeficientes Ag e Bg de temos

1
AS _ _@CT <f18+28f/6 12+7Of/4 l4+28f/29/6+g )

1
B8 — 4 8f/g'(f'6+7f’4 /2+7f/29,4+9)

Seja a curva a(u) = (f ( ),g(u)), vamos mostrar que a(u) é uma curva cons-
tante, ou seja, [/ = O e g = 0 e com isto mostrar que a superficie M dada
pela parametrizagao é de revolucao. Suponhamos, por contradicao, que
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a(u) = (f(u),g(u)) ndo é uma curva plana constante. Podemos entao parame-
trizé-la pelo comprimento de arco da forma (f(u), g(u)) = (z(p(u)), y(¢(u))), onde

f'(u) = ¢'(u) cosh(¢(w)), 9'(u) = ¢'(u) senh(¢(w)), ¢” = f* - g".
(2.43)
Com esta mudanca de variaveis, podemos reescrever as fungoes Ag e Bg como

Ag = —3—1202r8¢’8 cosh(8¢(u)) e Bg = 3%027“&%'8 senh(8¢(u)).

Como ¢ # 0 e r > 0, podemos concluir de Ag = 0 que ¢ = 0 em algum inter-
valo. Portanto, substituindo ¢'(u) = 0 em temos que f'=0e ¢ =0 e, com
isto, a é uma curva constante, uma contradi¢do. Portanto a(u) = (f(u),g(u)) é
uma curva plana constante, o que implica em f e g sao fungoes constantes.

Segue da Definicao que a parametrizagao de M define uma su-
perficie de revolucao.

Isto finaliza a prova do Teorema [l| para o caso dos planos serem tipo-tempo.

2.2.3 Os planos da folheacao sao tipo-luz

Nesta secao vamos provar que o Teorema [1| no caso em que os planos da fo-
lheacao sao tipo-luz.

Seja M uma superficie tipo-espaco linear Weingarten folheada por pedacos de
circulos em planos paralelos tipo-luz. Apds movimentos rigidos de E}, podemos
assumir que estes planos sao paralelos ao plano x5 — x3 = 0. Neste caso podemos
parametrizar a superficie como

X(u,v) = (f(u),g(u) +u,g(u) —u) + (v, r(u)v—, r(u)—) , (2.44)

onde r > 0, f e g sao fungoes suaves. Para concluir que M ¢é de revolucao é
suficiente provar que f é uma fungao constante. De maneira analoga aos casos
anteriores, considerando M uma superficie linear Weingarten, ou seja, M satisfaz
quando ¢ = 0 e quando ¢ # 0, e dividimos a demonstracao em dois

Ccasos.

2.2.3.1 Caso ¢ =0 na equagao aH + bK =c¢

De maneira andloga aos casos em que os planos de folheagao sao tipo-espago
e tipo-tempo, utilizando o software para os cdlculos, substituindo ([2.44]) em ([2.7])),
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assumindo, sem perda de generalidade, 4b? = 1, e agrupando os termos com relacao
a v™ obtemos a expressao

i:Aj(u)v” =0, (2.45)

§=0
para fungoes A;, 0 < j < 6. Como consequéncia, todos os coeficientes A;,j =

0,...,6 se anulam.
De ([2.45)), temos que Ag é escrito como

Ag = —2a*(2r* — r')(—4rr’ +1")2
Como Ag =0 e a > 0, separamos em dois casos:

1. Caso 2r2 — ' = 0.

Entao r é dado por

1
T(U) = m,)\ €R.

Da Equacao ([2.45)), temos que As é da forma:

_ 1662 f'(—4f"+ (2u+ A) f")?
B (2u+N)® '

As

De A3 = 0 entao dois casos:

(a) Se f' =0 entao f é constante e M é de revolugao.

(b) Se —4f' + (2u+ \)f” = 0 entio [ = Gl :
—256.f

Substituindo f” em A; dado em (2.45)), temos que Ay = Gaiays- Como

As =0 temos que f/ =0 e M é de revolugao.

2. Caso —4rr’' +r" = 0.
Temos que r” = 4rr’. Substituindo r” na Equacao (2.45) temos que o coefi-
ciente A4 é igual a

CLQ(Tf” + QT‘,f,)Q + 27”,2(27“2 — T’) =0. (246)

Integrando —4rr’ + " = 0 temos que 2r? — v’ = k, para alguma constante

k. Se k = 0 entdao 2r* — r’ = 0 e estamos na situacao anterior logo k # 0.
Entao, substituindo 2r? — 7’ = k em ([2.46) segue que

a2(7’f” + 27,/](-/)2 + 27“/216 = 0. (2.47)

Como k # 0 temos entao duas possibilidades: £ > 0 ou k < 0.
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(a)

Se k > 0, de (2.47)), e utilizando que a # 0 temos que

rf"+2r'f =0, (2.48)
2r'* = 0. (2.49)

De (2.49) temos que ' = 0 e de (2.48)) temos que 7 f” = 0. Como r > 0

temos f” =0, e assim

f(u) = A+ p. (2.50)
Substituindo er’ =0 em A, dado por , temos que
—16a°r*(N°r + 4rg + ¢")* = 0.
Como a # 0 e r > 0 temos que
Nr+4rg 4+ ¢" = 0.
Resolvendo a equacao acima para g, obtemos que

)\2 —4ru
g(u) = _Tu L 1 = =+ co, c1,00 € Ryep #0. (2.51)
r

Portanto, substituindo (2.50)), (2.51)) e " = 0 em ([2.45)), temos que toda

a Equacao (2.45)) pode ser reescrita como

—256¢rte 8 = (.

Uma contradigao, pois, ¢; # 0, r > 0.
Se k = —)\ < 0, substituindo em (2.47)) temos que

rf" 42 ff = £r'\/2)\/a?. (2.52)
Utilizando a parte positiva da raiz (o caso negativo é andlogo) obtemos
que
V2V o pr ’
o (22 —27) ()
" )

Substituindo (2.53)) no coeficiente A3 dado pela Equagao (2.45)) e como
Az = 0 podemos isolar ¢” e com isto escreve-lo em termos de f' e ¢'.
Com isto, temos

g// _ \/§T [2)\%\/§+f’2\/§a2\/X—2f’a (27”2—}-)\)

2v/)a?
+4v2V/\ (a’g' + 7“2)] : (2.54)

(2.53)
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Substituindo (2.53)) e (2.54)) no coeficiente A, dado pela Equagao (2.45))

segue que

22 + \ ) ) 5 5 (4rt — A%)

- (9 A — 219 a2d — 2222 77 ) \) =0
/\—27"2( A ( arfr+2{ay r(—2r2+)\)2 0

(2.55)
Utilizando o software para os célculos podemos isolar r em (2.55)), ob-

tendo
V=2
—

r(u) = — (2.56)

Logo, r é uma funcao constante, o que por sua vez implica que ' = 0.
Contradicao pois, por hipétese, 7’ = 2r2 + X, onde r > 0 e A > 0, o que
implica em " > 0.

2.2.3.2 Caso ¢ # 0 na equagao aH + bK = ¢

De maneira analoga aos casos anteriores, utilizando o software para os calculos,
substituindo (2.44) em (2.9)), e agrupando os termos com relagdo a v™ obtemos a
expressao

Bj(u)v" =0, (2.57)

IA iMm

para alguma funcao Bj, 0 < j
Bj,j=0,...,8 se anulam.
De ([2.57)), temos que Bg é escrito como

8. Como consequéncia, todos os coeficientes

Bg = —64c*(—2r* + 1) = 0. (2.58)

Portanto, como ¢ # 0, temos —2r? + 1’ = 0 e r é dado por

1

Agora, substituindo (2.59)) no coeficiente B, dado pela Equacao (2.57)) temos
que
10242 f"

P Qut )t

Como By =0 e ¢ # 0, temos que f' = 0 e portanto, f é constante. Logo M é
uma superficie de revolucao.

(2.60)
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2.2.4 Superficies lineares Weingarten folheadas por circulos
com com H=0ou K =0

Como mostramos nas secoes anteriores, as superficies lineares Weingarten ciclicas
folheadas em planos paralelos com curvaturas média e gaussiana nao nulas sao su-
perficies de revolucao.

Nesta secao, fornecemos uma caracterizacao das superficies que também sao
lineares Weingarten com seus circulos de folheagao em planos paralelos mas que
possuem H = 0 ou K = 0. Como foi feito nas Secoes [2.2.1], [2.2.2] e [2.2.3], podemos
separar a demonstracao em trés partes dependendo do carater casual dos planos
da folheacao. Assim, as parametrizacoes da superficie M sao dados por ,
caso M seja folheada por planos tipo-espaco, por caso M seja folheada por
planos tipo-tempo ou por caso M seja folheada por planos tipo-luz.

2.2.4.1 Caso H=0

Neste caso, como H = 0, podemos reescrever a Equacao ((1.23)) como sendo
G[ Xy, Xo, Xuw] — 2F[ Xy, Xo, Xuw| + B[ X, Xy, Xoo] = 0. (2.61)

Consideraremos os casos em que os planos da folheagao sao tipo-espago, tipo-tempo
ou tipo-luz.

1. Planos tipo-espago.
Neste caso, utilizando o software para os calculos e substituindo a parame-
trizacdo de X (u, v) dado por (2.11)) na Equagao , temos que o resultado
pode ser escrito como

Ag(u) + Ay (u) cos(v) + As(u) sen(v) = 0, (2.62)
onde
Ay = (e () @ 0 ),
Al — 2T2f/7“/ o f”7“3,

Ay = 2r%gv — "7,

De Ay = 2r'g'r? — ¢"r3 = 0, como r > 0, temos que
rg”" —2r'g = 0.
Repetindo os cédlculos feitos para encontrar a Equacao (2.13)), temos que

g = u#0. (2.63)
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Analogamente de A; = 0 temos que

fr=x%N#0. (2.64)

Substituindo (2.63)) e(2.64) em (2.62)), temos que a mesma pode ser reescrita
como

L— N+t —r? 4" =0.
Neste caso, a superficie M parametrizada por (2.11]) satisfaz

f/ — )\7“2 g/ — /L?”Q 1 — ()\2 + IMZ)?A _ 7012 4 rr’ = 0.

. Planos tipo-tempo.

Neste caso, utilizando o software para os calculos, substituindo a parame-
trizagdo de X (u,v) dada por (2.31)) em (2.61]), temos que o resultado pode
ser escrito como

Ag(u) + Ay (u) cosh(v) + Ag(u) senh(v) = 0, (2.65)
onde

A = = (4 () (6~ (7 4 1)

A = 2P — ¢'r?

A2 — —2T2f/7“/—|—f//7“3

Como r > 0, de Ay = —2r2f'r' + f"r3 = 0, temos que f’r — 2r'f' = 0, ou
seja,

=X % XN#£0. (2.66)
Analogamente, como r > 0, de A, = 2r2¢'r’'—¢"r® = 0 segue que 2r'¢g' —g¢"r =
0, e dai

g = pr? u#0. (2.67)

Substituindo (2.66)) e (2.67) em (2.65)), temos que a mesma pode ser reescrita
como

L= (=N + 5t =14 m" =0.
Neste caso a superficie M descrita pela parametrizagao ([2.31)) satisfaz

f/ — )\7,2 g/ — /”,2 1 — (_)\2 + u2)7“4 - 74/2 + 7’7”” —0.
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Obse

rvagao 2. Resumindo o caso em que H = 0 e os planos de folheacao sao

tipo-espaco e tipo-tempo as funcgoes f,g,r satisfazem, respectivamente

=2 q = ur? L—(eXN + At =2+ " = 0. (2.68)

com A u€ERee=1oue=—1.
As superficies obtidas sao chamadas de superficies mdzrimas de Riemann e foram
estudadas por Lopez [13].

2.24

Planos sao tipo-luz.
Neste caso, utilizamos o software para alguns calculos e substituimos a pa-

rametrizagao de X (u,v) dada por (2.44) na Equacdo (2.61)), que pode ser
reescrita como

Ao(u) + Ay (u)v + Ag(u)v® = 0, (2.69)

onde

Ay = (2(f’)2 + 8g’) r? 4+ 24",
Ay = —4fr" =2rf",
Ay = —dr'r 41",

De A; = 0, resolvendo a equacao para r temos, a menos de constante, que
r = tg(2u). (2.70)
Substituindo (2.70)) em A; dado por , temos que
Fu) = Mu+ %cot(Zu)). (2.71)
Substituindo e em Ay = 0 dado em temos que
g(u) = % (4(4p — 2X%)u — 4X? cot(2u) + 4psen(4u)) , A, 1 € R.

Com os valores encontrados para f, g, podemos encontrar X (u,v).

.2 Caso K =0

Neste caso, usando que K = 0, podemos reescrever a Equacao ((1.24) como

sendo

[Xua Xv; qu] [qu Xva va] - [Xua Xv; Xuv]2 =0. (272)

Vamos analisar os casos em que os planos da folheacao sao tipo-espaco, tipo-tempo
e tipo-luz.
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1. Planos tipo-espaco.
Neste caso, utilizando o software para cédlculos e substituindo a parame-
trizagdo X (u,v) dada por (2.11)) em ([2.72),temos que

g"sen(v) + f"cos(v) + 1" =0,

e portanto [’ = ¢" =1r" = 0.
Logo,

X (u,v) = (cru + g, c3u + ¢4, u) + (csu + ¢g) (cos(v), sen(v),0),  (2.73)
para ¢; € R para ¢ = 1,...,6. Tal superficie é um cone generalizado.

2. Planos tipo-tempo.
Neste caso, utilizando o software para calculos e substituindo a parame-
trizagdo X (u,v) dada por (2.31)) em ([2.72)),temos que:

f"senh(v) — ¢g"cosh(v) —r" =0,

e portanto [ = ¢" =7r"=0.
Logo,

X (u,v) = (u,cru + o, c3u + ¢4) + (csu + ¢g) (0, senh(v), cosh(v)), (2.74)
para ¢; € Rparat=1,...,6.

3. Planos tipo-luz.
Neste caso, utilizando o software para calculos e substituindo a parame-
trizacao X (u,v) dada por (2.44)) em (2.72),temos que

4¢"r — 4r? fv + (2r"r — 4" )? = 0,

e portanto, olhando como um polinémio em v e tendo que r > 0 por hipdtese,
segue que [ =g" =0er(u) =N/ (u+ p).
Logo,

Av? Av?
X(u,v) = (crutcy, (s + u+ca, (3 —Du+eg) + (07 . . ) ;

2(u+ p) 2(u + p)
(2.75)
para c; € Rpara:=1,...,4.
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2.3 Superficies lineares Weingarten folheadas por
circulos em planos nao paralelos

Seja M uma superficie linear Weingarten folheada por uma familia a 1-parametro
de circulos.

Nosso objetivo, nessa secao, € mostrar que se os planos nao sao paralelos entao
M é uma superficie pseudo-hiperbdlica, ou seja, apés um movimento rigido de E?
a superficie M satisfaz (z — p,x — p) = —r? para todo x € M e para algum p € E3
er eR.

Mais precisamente vamos mostrar o seguinte teorema:

Teorema 2. Se M uma superficie Linear Weingarten ciclica, do tipo-espaco, em
E3, folheada por planos que ndo sao paralelos, entdo M é uma superficie pseudo-
hiperbalica.

Considere o intervalo real I C R e u € I o parametro de cada plano da folheacao
que define M. Seja G(u) um campo vetorial unitdrio suave e ortogonal a cada u-
plano. Entao ||G/'(u)|| # 0 em algum intervalo.

Considere a curva integral I' do campo vetorial G, entao I'(u) # 0. Isto nos
permite definir o triedro de Frenet de I', {t,n, b} conforme descrito na Subsecao
1.5l

Nas segoes seguintes fornecemos uma demonstragao do Teorema [2] considerando
se os planos da folheagao sao tipo-espago (Subsegao , ou tipo-luz (Subsegao
2.3.2)). No caso em que os planos da folheacao sao tipo-tempo o raciocinio e as
contas sao analogos ao caso em que os planos da folheacao sao tipo-espaco. Como
no caso anterior a demonstracao é dividida em duas partes, considerando ¢ =0 e

¢ # 0 na Equagao ([2.1)).

2.3.1 Os planos da folheacao sao tipo-espaco

Nesta se¢ao, provamos o Teorema 2| no caso em que os planos da folheacao sao
tipo-espaco e estao em planos nao paralelos.

Sejam {ej(u), ea(u)} uma base ortonormal em cada plano da folheacao. Entao
M pode ser parametrizada como

X(u,v) = c(u) + r(u)(cos(v)er(u) + sen(v)es(u)),

onde r(u) > 0 e c(u) sao fungoes diferencidveis em u. Entdo t = G é o vetor
tangente a I', logo t é ortogonal a cada plano da folheacao e portanto é tipo-tempo
e as equacoes de Frenet sao dadas por (|1.25]).

60



Assim, cada plano da folheagao é gerado por {n,b} e M pode ser reescrita
como

X(u,v) = c(u) + r(u)(cos(v)n(u) + sen(v)b(u)). (2.76)
Chame
d =at+ fn+4b, (2.77)

onde «, (8,7 sdo fungdes diferencidveis em u. Observe que {t,n, b} sdo ortogonais,
t é um vetor unitario do tipo-tempo e n e b sao vetores unitarios do tipo-espaco.
Como a curvatura k de I' é dada por ||G'(u)|| # 0, entdo x # 0, onde k é dado

por ([1.25).
Derivando (2.76)), usando (2.77) e as equagoes de Frenet dadas por ((1.25)), temos

que

X, =  +7'(cos(v)n+ sen(v)b) + r(u) cos(v)n’ + sen(v)b’)
(at + Sn + yb) + r'(cos(v)n + sen(v)b) + r(cos(v)n’ + sen(v)b’)
= t(a+ krcos(v)) +n(fB + 1 cos(v) — rrsen(v))

b(y 4 ' sen(v) + r7 cos(v)). (2.78)

Analogamente
X, = r(—sen(v)n+ cos(v)b)
= n(—rsen(v)) + b(r cos(v)). (2.79)
Como (t,t) = —1,(n,n) = (b,b) = 1,(t,n) = (t,b) = (n,b) = 0 temos que

E = <XU7 Xu>
— (a4 Krcos(v))® + (B + ' cos(v) — rrsen(v))? +
(v + ' sen(v) + rr cos.(v))2

2,.2
= (r272 AT A0 Ny a2) + (2ryT + 2r' 8 — 2rax) cos(v) +

2
(29" —2r7f) sen(v) + <_§> cos(2v); (2.80)
F = <Xua Xv>
= (B+ 1" cos(v) — rrsen(v)) (—rsen(v)) + (v + 1’ sen(v) + rr cos(v)) (r cos(v))
(r7) + (rv) cos(v) + (=rp) sen(v); (2.81)
G = (X,,X,) = (—rsen(v))’ + (rcos(v))* = r2. (2.82)
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De ([2.80), (2.81) e (2.82) temos

W = EG-— F?
<r2 (—r2K2 + 72 + B2+ 22 — 2a2))
+
2
(—=2r’ka + 2r%r'B) cos(v) + (2r*r”) sen(v) +

(7’2 (_7"2522_ tls B2)> cos(2v) + (7@“2) sen(2v). (2.83)

Derivando as Equagoes (2.78) e (2.79) em u e v temos

Xuw = t((kB+ )+ (r&’ + 261r") cos(v) + (reT) sen(v)) +
n ((ax =7+ B) + (=r7* + r&® +1") cos(v) + (—r7’ — 277") sen(v)) +
b ((r8+7)+ (r' +27r") cos(v) + (—r7* +1") sen(v)) (2.84)
Xuw = t(—rrsen(v))+n(—7rcos(v) —r'sen(v)) + b (' cos(v) — 7rsen(v))
Xy = mn(—rcos(v))+b(—rsen(v)).

Utilizando o software para os célculos, usando (2.80)), (2.81)), (2.82), (2.83)) e as
equagoes de ([2.84]) podemos calcular [X,, Xy, Xuu], [Xu, Xo, Xuo] € [Xu, Xo, Xow] €

substituir nas equaggoes (2.7) quando ¢ =0 e ([2.9) quando ¢ # 0.
Estes casos serao analisados, separadamente, a seguir.

2.3.1.1 Caso ¢=0 na equagao aH +bK =c¢

Utilizando o software para os célculos, calculando ([2.7)), assumindo, sem perda
de generalidade, 4b*> = 1 e reorganizando, temos que (2.7) pode ser reescrita como:

8
Z A; cos(jv) + Bjsen(jv) = 0, (2.85)
=0
onde A; e B, sao fungoes diferenciaveis em u, Vj =1, ..., 8.
Como cos(jv) e sen(jv) sao linearmente independentes as fungoes A; e B,
0 < j < 8, devem ser nulas para qualquer que seja u € I, ou seja, A; = 0 e
B;=0,vj=1,..,8.
Calculando o coeficiente Bg = 0 de ([2.85]) temos

By (20236 — 10872 + 39") + W3(1 + 120%2) (72 — ) + 2 (1 + 6%1%)) =0
(2.86)

Vamos dividir em trés casos considerando 8 =0, vy =0e gy # 0.
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1. Caso # = 0 em um subintervalo de I.

Entao substituindo f = 0 em Ag = 0 dado por (2.85)), temos que
(v* + r*k%)? (4a®7* + (1 + 4a’r®)K*) = 0.
Isto implica em dois casos:

(a) Se4a*y*+(1+4a*r?)k? = 0, logo 4a*~* = k? = 0, que é uma contradigao
pois k # 0.

(b) Se (y2+1?k?)? = 0, temos rx = 0, contradi¢ao, uma vez que, r > 0, k #
0.

Logo, podemos concluir que este caso é impossivel.

2. Caso v = 0 em um subintervalo de I.

Entao substituindo v = 0 em Ag = 0 dado por , temos que
(8% = %)% (1 + 4a*r*)k* — 4a° %) = 0.
Temos entao dois casos:
(a) Se 82 — r?k* = 0, temos que % = r?x?, substituindo em Ag dado por

(2.85)), temos que

9
A = —3—2#@67’10(@ —7')%

Como Ag = 0 segue que o« =1/, pois r > 0,k # 0.
Assim, substituindo v = 0, 8% = 7?s* e a = 1’ em (2.83)), temos que
W = 0, uma contradigao, pois W > 0 ja a superficie é tipo-espaco.

(b) Se (1 + 4a*r?)k?* — 4a?$% = 0, temos que
4a*8* = (1+4a’r?)K?
. (1 + 4a?r?)K?

4a?

(1 + 4a’r?)K?
= TR
b 4a?

/1
5 = :|:/€ 4—a2+7“2. (287)

Substituindo (2.87) e v = 0 no coeficiente A; = 0, dado por (2.85))
temos que
KT <2rr’a Favl+ 4a2r2> =0,
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onde o sinal ” F” depende do sinal 7 +” de (2.87). Vamos considerar o

sinal 7 4+” no valor de /5 dado em ([2.87)) (o caso do sinal ”—"é andlogo),

logo
rokT <2rr’a —aV1+ 4a2r2> =0.

Como r > 0 e k # 0, temos que

4(127.27,/2
@ = (1 + 4a?r?)
!
o0 = " (2.88)

\/ ﬁ +r2
Usando as Equacoes (2.87)) e (2.88) e que v =0 em (2.77)), segue que
d = at+fn+1b

rr’ 1
= —\/71:—?—/{ —42—|—T2 n
1 2 a
2t
4a2
1 /

/
/1 1
= @—F’Ia)t—i-( @4-7”2)13/
B /

Logo, existe ¢y € E? tal que ¢ = ¢g + ( /ﬁ + 7"2> t.

Dai, a parametrizagao (2.76]) da superficie pode ser reescrita como

X(u,v) =co+ < é + T(U)2> t + cos(v)r(u)n + sen(v)r(u)b.

Entao,

(X —c, X —c) = - < = +T(U)2> + (cos(v)r(u))® + (sen(v)r(u))?



Segue entao, da Definicao [2.1.6, que a superficie é pseudo-hiperbdlica.

3. Caso v # 0.

Considerando como um polindémio de grau 2 em funcao de 3%, temos que
B? éigual a

1
B2 = o (20a*y* + (1 + 12a°r%)k* £ A) (2.89)
a
onde
A = \/256a49* + 16a272K2 + 192a4r2y2k2 4 k1. (2.90)

Vamos considerar o sinal ”+7no valor de 8 dado em ([2.89)) (o caso do si-
nal ”—"é andlogo). Substituindo (2.89) em Ag e considerando que x # 0,
obtemos a seguinte identidade

26624a°~° 4+ k5 + 1536a*y*k*(1 + 12a%r?) + 72a%y*k*
= — (1792a* k" + k* + 64a°7*K*(1 + 12a°r%)) A.
Elevando ambos os lados ao quadrado, substituindo A dado por (2.90)), di-

vidindo por —113246208a*v?2, j& que a # 0 e v # 0, e agrupando todos os
termos em um dos lados da igualdade obtemos

(v + £%r%) ((16a°7* + £*)* + 256a*r*y°k )2 =0.
Temos entao dois casos:

(a) Se ((16a292 + k2)2 4 256a*1272k2)> = 0, temos que (16a27%+K2)2 = 0 ¢
256a*r?v2k% = 0, que é uma contradicao pois, a # 0,7 > 0,7 # 0,k # 0.

(b) Se 4%+ k?r? = 0, temos que v2 = (kr)? = 0, de onde segue que xkr = 0,
o que é uma contradicao, pois k,r # 0.

Portanto, o caso 5 # 0 nao ocorre.

2.3.1.2 Caso ¢ # 0 na equagao aH +bK = ¢

Utilizando o software para os célculos, calculando ([2.9)), assumindo, sem perda
de generalidade, ¢ = 1 e reorganizando, temos que (2.9 pode ser reescrita como

8
Z Aj; cos(jv) + Bjsen(jv) = 0, (2.91)
=0

onde A; e B; sao fungoes diferencidveis em u, Vj =1, ..., 8.
Como cos(jv) e sen(jv) sao linearmente independentes, as fungoes A; e Bj,
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0 < j <8, devem ser nulas para qualquer que seja u € I, ou seja, A; = 0 e
B;=0,Vj=1,..,8.
Calculando os coeficientes Ag e Bg de (2.91)) temos

1 1
Ag = —57’81'1 (S Bg = 1—66"}/7”85132, (292)
onde

v = (5 — (289 + K*(a® + 2b + 4r?)) 3O
+(709* + 159%k%(a® + 2b + 4r%) + *(b* + 3(a® + 2b)r* + 6r)) B*
+(—287° — 1591 K2(a® + 2b + 4r%) — k%r%(2b% + 3(a? + 2b)r? + 4r*) (2.93)
—672k* (6% + 3(a® + 2b)r* + 61)) B2
+(? + 2632 (v + 2R (@ + 20 + 20%) + KHVP + (a® + 20)77 + 1Y),

zy = —4B%+ (2897 + 3K%(a® + 2b + 4r%))B*
—2(147* + 59%Kk%(a® + 20 + 4r°) + k*(b? + 3(a® + 2b)r* 4+ 67%)) 3% (2.94)
+(? + 1263 (4" + 2k (3a® + 6b + 8r%) + k(20 + 3(a® + 2b)r® + 4r?)).

Como Bg = 0, temos entao que v = 0, f = 0 ou x5 = 0. Vamos analisar os trés
casos separadamente.

1. Caso v = 0 em algum subintervalo de I.

Entao, considerando v = 0 em Ag = 0 dado por (2.92)), temos
(8% = k%) (B* = (a® + 2b+ 2r°) 8K + (b* + (a® + 2b)r* + r*)r*) = 0.
Logo, podemos separar em dois casos:

(a) Caso 3% —r?k? = 0.
Temos que 32 = r?k?%, ou seja, 8 = Zrx. Vamos analisar os casos
separadamente:

i. Se = rk substituindo em ([2.91)), temos que Ag é igual a
9
Ag = —ébZ/fGrlo(& —1")? =0.
Logo, como b # 0,k # 0 er > 0, temos que a — 1’ = 0, logo a = 71’.

Substituindo o = ', 5 = rk e v = 0 em (2.83)), temos que W = 0.
Uma contradigao.
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ii. Se f = —rk substituindo este valor em ([2.91)), temos que Ag = 0

pode ser escrito como:
9.5 16,:10 N2
Ag = 8b (a+17")"=0.
Logo, como b,k # 0 e r > 0, temos que o + 1" = 0, logo a« = —7r'.

Substituindo « = —1', = —rk e v = 0 em (2.83), temos que
W = 0. Uma contradicao.

(b) Caso

Bt — (a* + 20+ 2r*) %K% + (B + (a® + 2b)r* + 1Y)t = 0. (2.95)

Considerando esta expressao como um polinémio em /32, temos um po-
linémio de grau 2 e o célculo do discriminante nos da

A

= (—(a®+2b+ 2r)K%)" — 4(? + (a® + 20)r? + 1)k
K (a + 4a%b + 4a*r? + 4b* + 8br? + 4rt — 4B — 4a®r® — 8br? — 4r
= g (a +4a,26)
K

192 (a2 + 4b)

E, por consequéncia, temos

2

B = % (a2 +2b+ 2% + ava? + 4b) . (2.96)

Logo para que tenha solucao devemos ter A > 0, ou seja, a® + 4b > 0.
Temos entao dois casos: a?+4b = 0 e a?+4b > 0 que serao considerados

a seguir.
i. Se a®+44b =0 temos b = —% . Substituindo o valor de b em ([2.96))
temos que
2 42,2 2 4,2
5 = w . 5= if”»_va;?" | (2.97)

Entao, substituindo 1} y=0eb= —‘2—2 em Bs = 0 segue que:

1
Bs = 1—28a Kr'rvVa? + 4r2(£ava? + 4r2 — 2r7')? = 0.

Como a # 0,k #0er >0, eser =0, substituindo os valores de
B,7v,beTem As = 0 implica que +av/a? 4+ 4r2 — 2rr’ = 0. Logo,

devemos ter .
2rr

_— 2.98
N (2.98)

o ==+
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onde o sinal "4"de depende do sinal "+"de . Vamos
considerar o sinal "4"em ([2.97)) (o caso do sinal ”—"¢é andlogo).
Substituindo os valores encontrados para «, 8, em ¢ = at + fn+
~vb e utilizando as equacgoes de Frenet dadas em , temos

d = at+fn+~b
, 277! Va2 + 4r2k

¢ = t+ n

Va2 + 4r? 2
!
g (x/a2+4r2) t+\/a2+4fr2,
2

t
2

: (mt>

© = 2
NoEwr
c = Tt—l—CO.

Entao, existe ¢y € E$ tal que ¢ = co+—va22+47"2t. Como consequéncia,
podemos reescrever X (u,v), dada por (2.76)), como

X (u,v) =co+ % a? 4 4r(u)?t + r(u) (cos(v)n + sen(v)b),

para algum ¢y € E3. Daf
<X — Cp, X — C()>

_(m

5 ) (t,t) +r? (COS(U)2<1’1, n) + sen(v)*(b, b))

_a2 + 472 9

Logo a superficie é pseudo-hiperbdlica.
ii. Se a®+4b > 0. Da Equacao (2.91)) temos que o coeficiente A; = 0
pode ser escrito como

1
A; = 6—4@AB/<;57"9(a/12 — kB + KB) =0, (2.99)
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onde

A=2b+a*>+ava:+4b e B =a®+4ab+ (a®+ 2b)Va2 + 4b.

(2.100)
Como a # 0,7 >0, kK # 0 devemos ter A = 0, B = 0 ou ax? —
kB + Kk'B = 0, que analisaremos a seguir.

A. Caso A =0.
Como a # 0 entao a > 0 ou @ < 0. Vamos analisar esses casos:
e Caso a > 0: Como a? + 4b > 0, temos que

A = 2b+a®>+ava?+4b
> 2b+ a’.

Seb>0entao A > 0. Se b < 0 temos
A > 2b+a®>>4b+a*>>0.

Logo temos que A > 0.
e Caso a < 0: Vamos supor, por absurdo, que

% + a2
W@ T > %+ a® — VEr < 2T

a
Se b > 0, isto implica que 2b + a® > 0 e logo

2b +
a

2
C > V@b >0,

0>

um contradigao.
Se b < 0, temos

2 2 4 2
0<Va2+4b< b+a< b+a <0,
a

a

uma contradigao.

Portanto, temos que A > 0, ou seja, A # 0.

B. Caso B =0.
De (2.100]) temos

0 = a®+4ab+ (a® 4 2b)Va? + 4b
= (a® +4b)a + (a® + 2b)Va? + 4b
= (aVa?+4b + a® 4 2b)Va2 + 4b
= AVa® +4b.
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Como j4 verificamos que A # 0 devemos ter a® + 4b = 0, con-
tradicao, pois estamos supondo que a® + 4b > 0. Portanto
B #0.

. Caso ar? — k8 + k' =0.
Dai, segue que

Substituindo os valores de a = (g)/ ey =0em (2.77) e usando

as equagoes de Frenet dadas por (1.25]), temos que

d = at+fn+1b

= (é)/t + ﬁn
K
= (é) t+ éfﬂ?l’l
K K
= (é) t+ ét’
K K
- (ﬂ) .
K
Portanto, ¢ = ¢y + (8/k)t para algum ¢, € E3.

Dai, a expressao de X (u,v) dada por (2.76) pode ser escrita
como

X (u,v) =co+ gt + r(cos(v)n + sen(v)b). (2.101)

De (2.101]) segue que

(X —co, X —cy) = (é) (t, t) +r* (cos(v)*(n,n) + sen(v)*(b, b))

_ (éf +12 (cos(v)? + sen(v)?)



Agora, de (2.96) temos que

(X —co, X —cy) = —7“2—3—6—T+7‘
a? a
= — E+b+§va2+4b
B _A
2

Portanto, como A > 0, segue entao da Defini¢ao que a
superficie M é pseudo-hiperbdlica.

2. Caso f = 0 em algum subintervalo .

Substituindo f = 0 em Ag dado por (2.92) e A; dado por (2.91)) segue

que

| 1
As == (P + ) e A= —mam® (P £ 1%z, (2102)

onde

v = 4 (a® + 20+ 2r?) k22 + (B2 + (a® + 20)r% 4 rh)K?,
21 = 8yt (7(a® +2b) + 16r?) k%42 + (60 + T(a? + 2b)r? + 8r*)k™.

Como Ag = 0 e r > 0, temos que 72 + k?r? = 0 ou y; = 0. Entretanto se
v? + k*r? = 0, entdao devemos ter v2 = x*r? = 0, ou seja, kr = 0 0 que nao
ocorre, pois kK # 0 e r > 0. Portanto y; = 0. Considerando y; como um

polindmio de grau 2 em ~? obtemos que
1
7= (ia\/a2 T Ab— (a®+2b+ 27’2)) K2, (2.103)

Como A; = 0, de (2.102), segue que o = 0 ou 23 = 0 pois k #0, r > 0 e
% + k2r? # 0. Suponha, por absurdo, que a # 0, logo z; = 0. Substituindo
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(2.103]) em 2z; = 0, obtemos que

a* + a®Va2 + 4b + 4a’b £+ 2abVa? +4b = 0
a*+4a®h = T(a®Va? + 4b + 2abVa® + 4b)
a®(a®> 4+ 4b) = TFava® + 4b(a* + 2b)
a(a® + 4b)
Va® +4b
ava? +4b = F(a® + 2b)
(aVa? +4b)° = (F(a® +20))*
a’(a® +4b) = (a®+ 2b)?
a* +4a’h = a4 4a’b+ 4V
0 = 4b°
0 = b

= F(a* +2b)

Uma contradi¢ao, uma vez que por hipdtese b # 0. Portanto, o = 0.
Queremos provar que +av/a? + 4b — (a* + 2b + 2r?) em ([2.103)) satisfaz

+ava? +4b — (a® +2b+ 2r%) < 0.

Suponha por absurdo que +av/a? + 4b — (a* + 2b + 2r?) > 0.
Como r > 0, temos que

+ava? +4b— (a®> +2b+2r*) >0 = +ava2+4b— (a®+2b) >0
= +ava? +4b > (a® + 2b).

Observe que se b > 0 entdao a?+2b > 0. Se b < 0, entao a®+2b > a®+4b > 0.
Logo

+ava? +4b > (a* +2b) >0 = Fava2+4b>0 = 4a >0,
uma contradi¢ao. Portanto
+ava? +4b — (a® +2b+ 2r%) < 0. (2.104)

Como consequeéncia deste raciocinio, podemos concluir de (2.103) que v = 0,
e isso recai no item anterior. Com isto, concluimos que a superficie M é
pseudo-hiperbdlica.

. Caso fBv # 0, ou seja, xo = 0.
Chamando z = 32,y = 72 e considerando z; = 0, na Equacao (2.93)), depois
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de alguns calculos, podemos reescrever a equacao xo = 0, dada por ([2.94))
como

((z+y)* +2(y — 2)r’s® + 7“4114)2 ((z+y)* +2(y — 2)r’k? = " + r's*) = 0.
(2.105)

Observe que se (z+1y)?+2(y — x)r?k* +r*x? = 0 considerando essa equagao
como um polindémio em 7?x2, e calculando o discriminante chegamos a:

A = (2y—2)) Az +y)
= 4(y* — 2wy + 2° — 2* — 22y — o)
= 4(—4xy)
= —16zy.
Como z,y > 0 temos que A < 0, ou seja, o polinomio nao tem raiz real, ou
seja, (z+y)? + 2(y — 2)r?k% + rist £ 0.
Portanto, de (2.105)) segue que
(x+y)?+2(y — o)k + —b*k* + st = 0
22 4 2xy + ¢ + 2yr?k? — 222k — PP+t = 0
y? +2(z + r?k?)y + (2F — 207°k? — VPR + ) = 0. (2.106)
Considerando a Equacao (2.106)) como um polindbmio em y, temos que o

discriminante é
A = 4k* (4ar® + b*K?).

E, portanto, temos que
Vi =y = (2 +r’x?) £ sV4rr2 4+ b2K2. (2.107)

Substituindo +? dada por (2.107) no coeficiente Ag = 0 dado por ([2.92)),

temos que

3—127’8 (0*k* + 4r’zk® — 42%) (162” — 8x(a® + 2b + 2r°)k” + (a* + 4a°b)k*)
(256z* — 5122717k — 12827 (b* — 2r*)k* 4 64b%xr’k® + 3b*k%) = 0.
Como r > 0 podemos separar em trés casos:
V2 k* 4 driek? — 42 = 0, (2.108)

ou
1622 — 8z(a® + 20 + 2rH)K? + (a* + 4a®b)K* = 0, (2.109)
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ou
2562 — 5122°r°K? — 12822 (b — 2r*)k* + 64b%2r?k® + 3%k = 0. (2.110)
Analisando a primeira possibilidade dada em (2.108)) e isolando x temos que

(r? — Vrt + b?)K?
5 :

Tr =

Entretanto como v/r# + b2 > 12, temos que, neste caso, v < 0, contradicao,
pois x = 32
Analisando a segunda possibilidade dada em (2.109) (a terceira dada em

(2.110]) é anéloga). Se
162 — 8x(a* + 2b + 2r*)k* + (a* + 4a’b)k* = 0.

Considerando esta equagao como polindomio em x temos que

/12

T = Z(a?+25+2r2i2¢2), (2.111)

onde

Q= +/a2r2 + (b+12)2,

Substituindo o valor de (2.111)) em (2.107)), temos que

2
7 = (WP P@ 2427 £20) - (aF+ 26+ 6r) F 2Q)
(2.112)

Seja a mudanca

p=x—y e  q=(z—y)—duy, (2.113)

temos que, de (2.111]) e (2.112), as equagoes de (2.113)) podem ser reescritas
como

K,2

p= 5 (a® + 61 + 2b) (2.114)
4
g = % ((—4a® — 12r” — 8b + 2Q)(Q T ) T (4a® + 20/ + 8D)Q +
120" + 4(a® + 2b)r° + a* + 4a°b + 10Q) (2.115)

Por outro lado, de (2.113)) temos que
r=(p+V202—q)/2 e  y=(-p+V20*—¢)/2.  (2.116)
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Substituindo (2.116]) em (2.106) temos
2p* —q—2pr’k’+(r' =)' =0 = ¢ =2p"+2pr° K>+ (r* —b%)K". (2.117)

Substituindo (2.113) em z; = 0, dado por (2.93), podemos isolar g que
dependera de p,r, k. Substituindo ¢ em x5 = 0, onde x5 é dado por (2.94)),
temos que

(p — 12K?) (2p — (a* +2(b + 7"2))52)
(4p* — 2p(a® + 2b + 4r*)k* + (0% + 2a°r® + 4br” + 4r4)n4)2 = 0.

Isolando o valor de p na equagao acima, temos que:

2

p= % (4r2+a2+26—a\/a2+4b> . (2.118)
Substituindo (2.118]) em (2.117]), temos que

4

q= % <—a(a2 +2r% + 2b)Va? + 4b + 4r* 4 2(a® + 2b)r* + a* + 4a”b — 2b2> :
(2.119)

Igualando os valores obtidos para p, dado por (2.114) e (2.118), e ¢, dado

por (2.115) e (2.119)), temos que r depende unicamente de a, b, ou seja, r(u)

¢ uma funcao constante.

Substituindo ' = 0, 3,y encontrados em (2.111)) e (2.112]) em podemos

recalcular os coeficientes. De B; = 0 temos que a = 0. Substituindo «a no

coeficiente Bs = 0, obtemos 7 = 0. Finalmente, substituindo & = 7 = 0 no

coeficiente Bg temos k = 0, obtendo uma contradi¢ao, pois k # 0.

2.3.2 Os planos da folheacao sao tipo-luz

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema [2| no caso em que os planos da folheagao
sao tipo-luz. Sejam {e;(u),ea(u), e3(u)} uma base ortonormal do espaco E? e
{e1(u), ea(u) + e3(u)} uma base ortonormal em cada plano tipo-luz da folheagao.
Entao a superficie M pode ser parametrizada por

r(u)v?
2

X (u,v) = c(u) + vey + (€2 + e3),

onde r(u) > 0 e c(u) sao fungdes diferencidveis em u. Entao t = G é o vetor
tangente a I', logo t é ortogonal a cada plano da folheacao e portanto é tipo-luz.
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Portanto, cada plano da folheagao é gerado por {n,t}, onde n o vetor normal
a [' e tipo-espago, e onde M pode ser localmente reescrita como

X (u,v) = c(u) +vn(u) + r(u)v’t(u), (2.120)

Novamente, escrevemos
d =at+ fn+~b. (2.121)
Derivando ([2.120]), usando e as equagoes de Frenet dadas por ,

temos que
X = d(u)+vn'(w) + (' (w)t(u) +r(u)t'(u))v®
= at+ Bn+vb +v(rt —b) + ('t + rn)v?
= t(a+vr +v*') +n(B+rv?) + b(y —v). (2.122)
Analogamente

X, = n(u)+2r(u)vt(u). (2.123)

De (2.122)) e (2.123)) podemos calcular os coeficientes da primeira forma funda-
mental.

E = (X, Xu.)

= 2(a+vr+0*r) (y—v)+ (B—i—?“vQ)z
= (2ay+ B%) +2(ty — @)v +2(Br + 'y — 7)v? — 2r'v® + 12 (2.124)

F o= (X, X,) = (B+710°) + (v —0) 2r(u)v) = B+ 2rvy — rv® (2.125)

G = (X,,X,)=1. (2.126)
De (2.124)), (2.125) e (2.126)) temos

W = EG-F?
= 2ya+ (—4yrB 4297 = 2a) v + (=4 + 291’ + 4 — 27) 0¥ +
(4r%y — 2r") v°. (2.127)

Derivando as Equagoes (2.122)) e (2.123]) em u e v temos

Xw = t(o/ +ur +0%" +7(8 +rv?)) +
n(B +2v*r" + (2v — )7 + a)

b(y = —rv?) (2.128)
Xuw = t(7+2r'v) +n(2rv) + b(—1)
Xpw = t(2r).
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Utilizando o software para os calculos, substituindo os elementos (2.124)),(2.125)),

(2.126)), (2.127)) e as equagoes de ([2.128]) podemos calcular [ X, X, X!, [Xu, Xo, Xuo]
e [Xu, Xy, Xuw] que sdo substituidos na Equacao (2.7) quando ¢ = 0 e na Equacao
(2.9) quando ¢ # 0. Esses casos serao estudados nas segoes seguintes.

2.3.2.1 Caso ¢ =0 na equagao aH +bK =c¢

Utilizando o software para os célculos, calculando ([2.7)), assumindo, sem perda
de generalidade, b = 1/2 e reorganizando como um polinémio em v, temos que
(2.7) pode ser reescrita como

11
> Aj(u’ =0, (2.129)
§=0

onde A; e B; sao funcoes diferencidveis em u, Vj =1,..., 11.
Calculando o coeficiente Ay; = 0 de (2.129)) temos que

Ay = 98a*r?(2r*y —1r')? = 0.

Como a # 0 e r > 0 temos que

T/

iy 1 =0 = =%y = = 53 (2.130)

Substituindo (2.130) em Ag = 0 dado por (2.129)), temos que
Ag = —647%(1 — 2rB)*(—4a*rB +r* + 2a27) = 0.

Como r > 0, vamos separar a igualdade anterior em dois casos:

1. Caso 7 —2rg =0.
Entao, 7 = 2rf. Substituindo os valores de 7 e " em Ag dado por (2.129)

temos
Ag = —100r%a2 = 0.

Logo a = 0, pois r # 0.

/
Substituindo os valores de o = 0,8 = 21 ey = 22 em ([2.121]) temos que
r r
d = gn+ %b o qual substituindo em (2.127)) temos que W = 0 uma
contradicao.
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2. Caso —4a*rf3 + r? + 2a%*r = 0.

Entao,
T = (4a*rB —1r?)/2ad? (2.131)
r 1
= — 4+ —7. 2.132
b= g2t (2.132)

Substituindo os valores de 7 dada em (2.131]) e de v dada em (2.130) em
A7 = 0 temos
A; = 12r° (71“2 — 2aa) =0.

Portanto, como r > 0, y7? — 2aa = 0, ou seja, a = r*y/2a®. De ([2.130)
temos que

a=—. (2.133)

Usando os valores encontrados para «, (3,7 em (2.133), (2.132)) e (2.130
respectivamente, e usando as equacoes de Frenet dadas por (1.29)) em (2.121))

segue que

d = T—It—l— (——kiT)n—i——b
4a? 4a2  2r 212
r! 1

X(U,U) = (o + (pt-—b) +Un+7“1)2t

(g ) e Ly
= ¢ — + v mn — —
O \4a? 2r
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Dali,

1
(X (u,v) = o, X(u,0) =) = == (555 +70%) (t,) +v(n,m)
r \4a
1/ 9 9
S R R
I S
= —qm v tv
B 1
 4a?
Segue entao da Definicao que a superficie é uma superficie pseudo-
hiperbélica.

2.3.2.2 Caso ¢ # 0 na equagao aH +bK = ¢

Utilizando o software para os célculos, calculando ([2.9)), assumindo, sem perda
de generalidade, ¢ = 1 e reorganizando como um polindémio em v, temos que ({2.9))
pode ser reescrita como

12
> Aj(wp’ =0, (2.134)
=0

onde A; e B; sao funcoes diferencidveis em u, Vj =1, ..., 12.

Calculando o coeficiente A5 = 0 de ([2.134) temos
Ay = —64(1r" — 2r°y)* = 0.

Logo,

,,,,/
Substituindo (2.135]) no coeficiente Ag = 0 dado por (2.134]) temos que
(72 4 2r7 (=28 + (a® +2b)r) +4 (B> — (a® + 2b)rB + b*r?) r?) (287 — )’ =0,

=2y =0 = ' =t = = (2.135)

Analisamos a igualdade anterior separando em dois casos:

1. Caso (26r —71)* = 0.
Dai g = 2l, substituindo em Ag = 0, dado por (2.134)), segue que
r

Ag = b*a’rt = 0.

Portanto a = 0, uma vez que b # 0,7 > 0. Substituindo g = 21, a=0e
T

?,,/

v = 22 em ([2.127)), temos que W = 0, uma contradicao.
’
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2. Caso
72+ 2r7 (=26 4 (a® + 2b)r) + 4 (8% — (a® + 2b)rB + b*r?) r* = 0. (2.136)

Como ([2.136]) é um polinémio de grau dois em 7, temos que o discriminante
é
A = 4r*a®(a® + 4b).

E, por consequéncia, temos
T =2rf —a’r* — 2br* & ar*va? + 4b. (2.137)

Em particular, A > 0, ou seja, a®+4b > 0. Vamos assumir a escolha de ” 4"
na identidade acima (similar para ”—"). Substituindo (2.137) em A; = 0,
dado por ([2.134)), obtemos

1
o= §(a2 +2b — ava® + 4b)r. (2.138)

Substituindo v dado em (2.135)) e «, dado em ([2.138]), em ([2.136)) temos que
1 1
=g ((e+20—ava+ 1) 2 +7) = = (4 +7),  (2139)

T T

onde

A =a®+2b— ava® + 4b. (2.140)

Substituindo 7, «, f dados por (2.135)), (2.138) e (2.139)), respectivamente,
em ([2.121)) e usando e as equagoes de Frenet dadas por (|1.29)), temos que

1 Ar? + 1 r!
(W) = =Ar't Zp
clu) = 4 +( o )n+2r

A, Ar 1 r’
L b
2r + 5 n+2r(rn)+2r

A, Ar 1 r’
S B NI N
M) 5> T o

A ! !
_ (A (L
2 2%

1 1.\

= (ZArt——b) .
(2 rt 2rb>

Portanto, existe ¢y € E} tal que

1 1
= —Art — —Db.
c=cy+ 5 rt 2rb
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Logo,
1 1 ,
X(u,v) = co+§Art— 2—b+vn+rv t
r

1 1
= ¢+ (=Ar +7* |t — —b +vn,
2 2r

e, assim
1 2 1 2
(X(u,0) = o, X(u,v) —cop = 2( ZAr+rv” | | = ) {t.0) +v7(n, 1)
r
_ 1 2 1 2
= 2<2Ar+rv>( 2r>+v
= —1A+v2—1}2
2
1
= ——A
2

Observe que em ([2.104)) mostramos que

+ava2 +4b— (a®> +2b+2r*) <0 = +ava2+4b— (a®+2b) <0
—  aVa®+4b— (a®+20) <0
— a®’+2b—aVva?+4b> 0.

Portanto, de (2.140f), temos que A > 0, logo segue da Defini¢ao m que a
superficie é uma superficie pseudo-hiperbdlica.

Isto mostra o Teorema [2| para o caso em que os planos da folheacao sao tipo-luz.
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Apeéendice A
Cdédigos usados no Capitulo

Neste apéndice, encontram-se os cédigos que foram utilizados nas contas do
Capitulo [2} Eles foram gerados utilizando o software Maple (sistema algébrico
computacional comercial de uso genérico).

Utilizamos o software para calcular as Equagoes (2.12)), (2.30), (2.32)), (2.42),
(2.45), (2.57), (2.85), (2.91), (2.129), (2.134), e para aplicar as substituigoes mais
complexas apresentadas pelo texto, como ocorre no célculo de . Além dos
cédigos apresentados nas secoes a seguir, foram utilizados simplify para agrupar
os elementos de forma reduzida, subs para substituir valores em outras equagoes,
expand para expandir todos os termos de forma que nao haja parénteses e isolate
para isolar um determinado termo.

O uso do software foi essencial para que conseguissemos demonstrar os resul-
tados pois a maior parte das contas sao extensas e de facil confusao.

A escolha do software Maple se deve ao fato dele ser disponibilizado aos alunos
da pés-graduacao em matemadtica pelo departamento de matematica sendo assim
mais pratico mas ressaltamos que os calculos podem ser feitos utilizando qualquer
outros software como o Mathematica.

A.1 Coddigos usados na Subsecao 2.2.1

Na Figura [A.T] listamos os c6digos que foram utilizados na demonstragao da
Subsecao [2.2.1] comum aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0, na Figura listamos os cddigos

especificos dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0 que descrevem as Equagoes (2.12) e (2.30)),

respectivamente.
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with( LinearAlgebra) :
with( linalg) -

x= flu) + riu) cos(v):
y=glu)+ru simv

E= ccu:rl.t:m’lel 1x| d y| -1, mg|
G= combme_ 1—x| . dvy\ rng|
- d d
F:= combine| ik dvuﬂ+ = (¥ —ny} mg| :

= combme( EG- F, trfg)

- Ay 4 4 &y £
e: CDﬂlbIDE.'\ der. naﬂspose mamr l ac'® 3o (¥).1), l av (x), v of, ’ dur (x), du" (¥, 0 | | | tng|
d d & d‘
ge= r:cn'nf:lu]r—:.del‘l rranspose mamx ‘ a0 (X, ¥ 1], ld—ix‘l dvly 0_ P A e | | | tng|
— A d d ( d .
efe = combine det rranspose matrix| H aa! dulyl 1], ldv'm dvl_',r' 0 ‘—d T | dv dulyl | 0 \|| rr1g|.

C = combine(e (_,— 2 Fefe+ ge E, trig) :
De:= combinel e ge— efé, trig) :

Figura A.1: Cédigos usados na Subsegao comum aos casos ¢ =0 e ¢ # 0.

c=0
LV:= combinel a*- C-W- D¢, trig) :

c=0
LV:= combine(-4 W & + W& C +8 W' chDe— 4 F Dé = 0, trig) :

Figura A.2: Cédigos usados na Subsecao especifico dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0,
respectivamente.

A.2 Coédigos usados na Subsecao

Na Figura [A.3] listamos os c6digos que foram utilizados na demonstragao da
Subsecao comum aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0, na Figura [A.4] listamos os cédigos

especificos dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0 que descrevem as Equagoes (2.32)) e (2.42)),
respectivamente.
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withi LinearAlgebra) :
with( linalg) :

z'= glu) + riu)-cosh(v} :
¥=f(u) + r{u) sinh(v) :

frd ) rd e
E:= combme‘-‘azl‘ +‘ﬂy,| +1.rng|:

G= combmef - 12‘\- +| iy]‘ rngl :

d d
F = combine| —ﬂizl d—rZI + —Iyl —Iyl tr1g|
W= combine( E G— F, trig) : ) )
[ and ( (|1 d d |11 d d 1| & d N \
= -dtr t _— —(y), 1], | 5—(2), =— :-,O,—, , —=(¥),0 ,t :
e'= combine de ‘ ransposs matrix H (2), 1u (y)1 \ av (2) v (¥ ‘ 7 (2) 0 (¥) | | | rIgJ
ge= Combmel der transpose matrix “ (2), dlly' 1|, l (2), dity} 0}, ‘—rzl %Uﬁ | | | ng '

B L Z) i d (

8= — ) — —_— — ) i
efe combme der transpose mamxH (z), dul}-’_ _"dv 'dv"y}“o_"dv- du'ZIJ' avl

T |O | | | tr:g;| :
= combine(e G- 2 F efe+ ge E, trig) :
De = combinel e ge— efé, trig) :

Figura A.3: Cédigos usados na Subsegao [2.2.2] comum aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0.

c=0
LV:= combinel & C-W-Dé, trig) :

c=0
LV:= combine(-4 WA & + W& C + 8 W' chDe— 4 ¥ D€ = 0, trig) :

Figura A.4: Cdédigos usados na Subsecao especifico dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0,
respectivamente.

A.3 Cbdigos usados na Subsecao [2.2.3

Na Figura listamos os codigos que foram utilizados na demonstracao da
Subsecao que sao comuns aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0, na Figura listamos
os codigos especificos dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0 que descrevem as Equagoes (2.45)) e

(2.57)), respectivamente.
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with( LinearAlgebra) :

with( linalg) :

x=flu+wv: .

¥o=glu) + u+ M :

z=glu)-u+ M :
’-‘d*:-’d'-:-'d‘: .

E:= combme - —lz| ﬁy_.‘ﬂ + Hx\‘ ng :

G= combme - —z| ;‘Vyr +| %X'\'. trig| «

- d g, d 40 Lin, i)
F ccmbme P Tt it 2 el A v dleﬁ.m‘g:‘.

W= uombme(E G- F, trig):

{ (, { f i d od d'-' d:
o= com.bme def tzanspose matr:x ‘ (2), |y| il ’ (z), Vly., ekl diim' d[f (. 7 (3 | | ‘ |
ge= combme der rrarzspose matrix l—nzw FTLL ’ (z), iiyl 4 o | Lz, L, F), —= (3 | | ‘ |
' du dv dv "dv ldv dv’ dv’
d d d .' drd ) d
efe-combme det rransposemamxH—nm T —IXI, E'ZI 1y a7 !X [d— 152 ) Tl duy | dv dum| HH

C= combme(e G-2Fefe+ geE):
De'= combinel e ge— efe’) :

Figura A.5: Cédigos usados na Subsegao [2.2.3] comum aos casos ¢ =0 e ¢ # 0.

c=0
LV:= combinela" C-W-D¢, trig) :

c=0
LV:= combine(-4 W & + W& C +8 W chDe— 4 D€ = 0, trig) :

Figura A.6: Codigos usados na Subsegao [2.2.3] especifico dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0,
respectivamente.

A.4 Cobdigos usados na Subsecao 2.3.1

Na Figura listamos os cddigos que foram utilizados na demonstracao da
Subsecao [2.3.1] que sao comuns aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0, na Figura listamos
os c6digos especificos dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0 que descrevem as Equagoes (2.85)) e

(2.91)), respectivamente.
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with( LinearAlgebra) :
withi linalg) :
tu:= flu) +x(u) r{u) cos(v) :

nufi= giu) + %r{ u)-cos(v) — riu)-g(u)-sin(v) :

bu= hiu) + dil'l u)-sin(v) + gl u)-riu)-cos(v) :
u

tv:=10:
nv:=-riu)-sin(v) :
bv:= r{u) -cos(v):

xuut = iJtu+ k( u)- nuf:

du
xuun= ki uj- tu+ %nuffon u)- bu:
d '
xuub:= —bu+ gl u) nuf:
du
xuvt =-xl u) - r u) sin(v) :
uvn =-| %I‘I u) |-sin(v)-g(u) - r(u)-cos(v) :
rd )
xuvbh:= d—n u) ‘ cos(v)-glu)-riu) sin(v) :
\ u /

E'= combinel - tift + nuf* + bif, trig) :
F:= combine - tu tv+ nuf nv+ bu bv, trig) :
G = combinel - tv" + nv" + bv", trig) :

e = combine( deti transpose( matrix [ | tu, nuf bu), | tv, nv, bv], [ xuut, xuun xuub]]))), trig) :
ge = combine( det transpose( matrixi [ | tu, nuf bu], | tv, nv, bv], [ xvvt, xvvn, xvvb]]))), trig) :
efe = combine( det( transpose( matrixi | [ tu, nuf bu), [ tv, nv, bv], [ xuvt, xuvn, xuvhb]])}), trig) :

C:= combine(e G- 2 F efe+ ge E, trig) :
De:= combinel e ge— efe, trig) :
W:= combinel E G- F, trig) :

Figura A.7: Cédigos usados na Subsegao [2.3.1] comum aos casos ¢ =0 e ¢ # 0.

c=0
LV:= combinel & C-W- D€, trig) :

c=0
LV:= combine(-4 WA & + W& C +8 W' chDe— 4 ¥ D€ = 0, trig) :

Figura A.8: Cdédigos usados na Subsecao especifico dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0,
respectivamente.

A.5 Cédigos usados na Subsegao 2.3.2]

Na Figura listamos os cédigos que foram utilizados na demonstracao da
Subsecao que sao comuns aos casos ¢ = 0 e ¢ # 0, na Figura listamos
os codigos especificos dos casos ¢ = 0 e ¢ # 0 que descrevem as Equagoes ([2.129)

e ([2.134]), respectivamente.
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with( LinearAlgebra) :
with( linalg) :

tu= flu) + volu) + v lrn u:
du
nuf= glu) + riu) v:

bu:= hiu) — v:
=2.r(u) v:

4 989
i
o= b

-

ut:= im+ ol u)- nuf:

du

xuun=x(u) tu+ %uuf-cn u)-bu:

xuub:= ibtr— x( u)- nuf:
du

xuvt = irw olu):
du

xuvn = x(u)- tv:

xuvb:=-x(u):
xvvi=2-Iu) :
xvvi=0;
xvvb:=0:

E':= combine(2 tu bu+ nuf’) :

F := combine( tv bu+ nuf nv) :

G = combing(1) :

e = combine( det| transpose( matrix [ | tu, nuf bu], [ tv, nv, bv], | xuut, xuun, xuubl]))), trig) :
ge:= combine( def{ transpose( matrixi [ [ tu, nuf bu], [ tv, nv, bv], [ xvvt, xvvn, xvvb]]))), irig) :
efe:= combine( det{ transpose( matrix [ | tu, nuf, bu), | tv, nv, bv], [ xuvt, xuvn, xuvbil))), trig) :

C:= combine{e G— 2-F efe-r ge E, trig) :
De:= combine{ e ge— efé, trig) :
W= combinel E G- F, trig) :

Figura A.9: Cédigos usados na Subsecao comum aos casos ¢ =0 e ¢ # 0.

c=0
LV:= combine( & C - W-D#¢, trig) :

c=0
LV:= combine( -4 W* & + W& G + 8 W cbDe— 4K D& = 0, trig)

Figura A.10: Cddigos usados na Subsecao [2.3.2] especifico dos casos ¢ =0 e ¢ # 0,
respectivamente.
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