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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos as propriedades assintéticas de um estimador, apresentado
por Goegebeur et al. (2022), para a medida de risco conhecida como momento caudal
condicional. A situacao considerada corresponde a extrapolagao fora do intervalo de
dados e requer argumentos da teoria de valores extremos para a construcao do estimador
apropriado. Realizamos uma breve anélise das principais medidas de risco encontradas na
literatura, bem como suas relacoes com o momento caudal condicional e apresentamos,
em detalhes, os resultados obtidos por Goegebeur et al. (2022), que estabelecem, sob

condicoes desejaveis, a distribuicao limite do estimador devidamente normalizado.

Palavras-chave: Medidas de Risco; Momento Caudal Condicional; Estimacao; Es-

tatisticas de Ordem; Teoria de Valores Extremos.



ABSTRACT

In this dissertation we study the asymptotic properties of an estimator, presented by
Goegebeur et al. (2022), for the risk measure known as conditional tail moment. The
situation considered corresponds to extrapolation outside the data range and requires
arguments from extreme value theory for the construction of the appropriate estimator.
We performed a brief analysis of the main risk measures found in the literature, as well as
their relationships with conditional tail moment. The results obtained by Goegebeur et
al. (2022), which establish under suitable conditions, the limit distribution of the properly

normalised estimator are presented in detail.

Keywords: Risk Measures; Conditional Tail Moment; Estimation; Order statistics; FEx-

treme Value Theory.
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Introducao

A gestao e mensuracao de riscos, principalmente relacionados a eventos extremos,

¢ de fundamental importancia para instituicoes financeiras e de seguros.

Existem diversas defini¢coes na literatura para o conceito de risco, variando de
acordo com o contexto em que é abordado. No ambito da ciéncia atuarial, Denuit et al.
(2006) define, de maneira abrangente, o seguro como um negécio destinado a transferir o
impacto economico associado a eventos imprevistos e, assim, um risco pode ser descrito
como um evento extremo que ocorre ocasionalmente, podendo acarretar consequéncias
financeiras desfavoraveis. Nesse cenario, sempre hd um elemento de incerteza, seja em

relacao ao momento de ocorréncia, a prépria ocorréncia ou a gravidade de suas implicagoes.

Assim, utilizando as ferramentas da teoria de probabilidade, o risco pode ser mo-
delado como uma variavel aleatéria nao negativa X, que, no contexto atuarial, representa
a quantia aleatoria de dinheiro desembolsada por uma seguradora para indenizar um
segurado, um beneficidrio e/ou um terceiro, conforme estabelecido em um contrato de

seguro.

As chamadas medidas de risco sao uma ferramenta extremamente importante nessa
area e foram desenvolvidas com o objetivo de auxiliar na mensuracao do risco de deter-
minado seguro, empréstimo, aplicagao, etc. De uma maneira geral, uma medida de risco
¢ um funcional que associa a cada risco um nimero real. Por ser uma defini¢cao bastante
ampla, uma questao que despertou interesse dos estudiosos no assunto foi a definicao de
propriedades tedricas desejaveis para que uma medida de risco especifica se torne mais
aplicavel em situagoes do cotidiano. Um dos pioneiros nesse estudo foi Artzner et al.
(1999) que propos quatro axiomas (translatividade, homogeneidade positiva, monotoni-
cidade e subaditividade), que caso sejam satisfeitos, definem o que se chama medida de
risco coerente. Na literatura, esse conjunto de axiomas pode variar de autor para autor e
produzir outras definicoes de medidas coerentes. Nesta dissertacao, adotamos a defini¢cao
de Denuit et al. (2006).



Uma das primeiras medidas de risco, e a mais popular, é o Valor em Risco (Value-
at-Risk - VaR), introduzida pelo banco americano JP Morgan, no inicio da década de
1990. Ela se baseia no quantil da distribuicao dos resultados e, de forma geral, quantifica,
dentro de um nivel de confianca especificado, a perda potencial que poderia ser sustentada
por uma carteira inteira ou um banco como um todo, em um curto periodo de tempo, em

condigbes normais de mercado. Especificamente, o VaR é definido para p € (0,1), como
VaR,(X) = U(1/p),

em que X ¢é uma varidvel aleatéria nao negativa e U denota a funcao quantil caudal de
X, isto é, U(x) :==inf{y : F(y) > 1—1/z}, z > 1, sendo F a fungao de distribui¢ao de

X. Para maiores informagoes sobre o VaR recomenda-se a leitura de Jorion (2007).

Para contornar algumas das desvantagens do VaR, como, por exemplo, nao ser
uma medida de risco coerente, uma medida alternativa também comumente usada é a
Esperanca Caudal Condicional (Conditional Tail Expectation - CTE). A CTE, representa

a perda esperada condicional, dado que a perda excede seu VaR, ou seja, para p € (0,1),
CTE,(X) = E(X|X > U(1/p)),

desde que E(X) < oo. Comparativamente ao VaR, a CTE é mais conservativa e satis-
faz os quatro axiomas de Denuit et al. (2006) (caso o risco seja uma variavel aleatdria
continua, como mostraremos adiante) sendo uma medida de risco coerente. Mais in-
formacoes sobre a CT'E podem ser encontradas em Brazauskas et al. (2008) ou Cai e Tan
(2007).

Uma generalizacao do C'T'E, introduzida recentemente por Methni, Gardes e Gi-
rard (2014) é o Momento Caudal Condicional (Conditional Tail Moment - CT M), que é
definido, como
CTM;,(X) = E(X°|X > U(1/p)),

para p € (0,1) e 8> 0 tal que E(X”) < co. A grande vantagem do CT'M reside no fato
de que estima-lo permite estimar diversas outras medidas de risco, como por exemplo: a
Variancia Caudal Condicional (CTV), a Assimetria Caudal Condicional (CTS), o Valor
em risco condicional (CVaR), a Esperanca Caudal Condicional (CTE), dentre outras.

Abordaremos mais sobre este assunto na Segao 2.4.

O principal objetivo desta dissertacao é estudar propriedades assintéticas do esti-
mador do CT'M, apresentado recentemente por Goegebeur et al. (2022). Considerando
uma amostra aleatoria de tamanho n da variavel risco X, com funcao de distribuicao F,
ou seja, n variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas Xy, ..., X, com

funcao de distribuicao F. O foco do estudo é estimar CT'Mpz,(X) no caso em que p é



muito pequeno, ou seja, p < 1/n. Para este caso, Goegebeur et al. (2022) propdem o uso
das ferramentas da teoria de valores extremos para possibilitar a extrapolacao além do

intervalo de dados.

Dessa forma, assumindo que a conhecida condigdo de segunda ordem (SOC) é
satisfeita, ou seja, para algum v > 0, p < 0 e alguma fungao positiva ou negativa A(t),

com lim; ., A(t) = 0, tem-se

%(m) — a7 xf —1
lim 20— g , Ve > 0,
tooo A(l) p

entdo o seguinte estimador extrapolado é proposto por Goegebeur et al. (2022)

R L Bk _
95,;, = (_) 8[37/6/717

np

em que 7, ¢ um estimador de v devidamente escolhido e éﬁJg/n ¢ o estimador do caso

intermedidrio com k,n — oo e p = k/n — 0, que é definido por

k
- 1 3
Opn = I ZXn—j-i—Ln?
j=1
em que X;, < X, < ... < X,, sao as estatisticas de ordem associadas a amostra

aleatéria de X. Uma opcao para a escolha do estimador 4; que satisfaga as condigoes
necessérias foi sugerida por Goegebeur et al. (2022). Eles mencionaram o estimador de

Hill, apresentado em Hill (1975), que é dado por

k
A 1
’7]5[ = E Z In Xn—i+1,n —In Xn—k’,n-
i=1
Em particular, a condi¢ao (SOC) implica que F' estd no dominio de atracao da
distribui¢ao do valor extremo generalizada (GEV)
G,(z) =exp [-(1 + Vx)_lm]

com indice extemal v > 0. A classe de distribuigoes que satisfaz essa condicao inclui as

distribuicoes do tipo Pareto, cuja cauda é da forma

1 — F(x) =2 (), >0,



em que [ é uma funcao lentamente variante no infinito, ou seja,

It
limﬂzl, Vo> 0.
Assim, o parametro v determina o peso da cauda superior de F, com valores grandes

indicando caudas mais pesadas.

Os resultados centrais do artigo de Goegebeur et al. (2022) estabelecem, sob
condigdes desejéveis, a distribuicio assintGtica dos estimadores 0, e égm, em que 3 >0
é tal que E(X’) < +ooe0 <7y < g5

Assim, no Capitulo 1 desta dissertacao, apresentamos conceitos e resultados gerais
preliminares referentes a teoria das funcoes de variagao regular, teoria dos valores extremos

e das estatisticas de ordem intermediarias.

No Capitulo 2 apresentamos inicialmente uma sintese sobre os conceitos de risco,
medidas de risco e os axiomas que definem as medidas de riso coerentes. Além disso, nas
Secoes [2.3] e [2.4 apresentamos uma discussao sobre os axiomas de coeréncia para as medi-
das classicas VaR e CTFE, respectivamente. Finalizamos o capitulo com a introducao da
medida de risco C'T'M e sua relagao com outras medidas de risco comumente encontradas

na literatura.

Por fim, no Capitulo 3, apresentamos em detalhes os resultados obtidos por Goege-
beur et al. (2022) sobre a derivagao das distribuigoes limites dos estimadores, devidamente

normalizados, 3, e 8g, sob condigoes apropriadas.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo principal deste capitulo é apresentar diversos conceitos e resultados que

serao utilizados ao longo de todo a dissertacao.

Inicialmente, na Se¢ao[I.1] introduzimos algumas terminologias e conceitos basicos
envolvendo ordens de magnitude infinitesimais, inversa generalizada, fungao quantil, dis-

tribuicao de Pareto, dentre outras.

Na Secao apresentamos o conceito de funcao de variagao regular e suas prin-
cipais propriedades béasicas. Uma sintese da teoria classica dos valores extremos, com
os resultados de interesse para esta dissertagdo, é apresentada na Secao [1.3] Por fim, na
Secao [1.4] apresentamos o conceito e propriedades das estatisticas de ordem, especialmente
a conhecida representagao de Renyi e resultados sobre o comportamento assintotico das

estatisticas de ordem, que serao importantes para o desenvolvimento do Capitulo 3.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao Cordeiro (1999), Embrechts
e Hofert (2013), Resnick (1987), de Haan e Ferreira (2006), Bingham, Goldie e Teugels
(1989), Rohatgi e Saleh (2001), Rényi (1953) e Seneta (1976).

1.1 Terminologia e Conceitos Basicos

Nesta Secao apresentamos diversos conceitos e resultados gerais basicos que serao

utilizadas ao longo de toda a dissertacgao.

Iniciamos com defini¢oes das relagoes assintoticas de equivaléncia e ordem de mag-

nitude infinitesimais.

Defini¢ao 1.1. Dizemos que uma fungao a valores reais f definida no intervalo (¢, o)



para algum ¢ > 0 é assintoticamente equivalente (no infinito) a outra fungao g e denotamos
f(x) ~ g(x) quando z — oo se

f(x)

—— — 1, quando r — oc.
9()

Definicao 1.2. Sejam sequéncias de constantes {b,} e {¢,}. Dizemos que {b,} e {c,}
sao da mesma ordem de magnitude, quando n — oo, e denotamos por b, = o(c,), se
b

— =0, quando n — oo.
Cn

A ordem de magnitude acima é naturalmente generalizada para variaveis aleatérias,

conforme descrevemos a seguir.

Definicao 1.3. Sejam {Y,,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias definidas em um mesmo
espago de probabilidade (2, F, P) e {b,} uma sequéncia de constantes reais. Denotamos
Y,, = op(b,) se

P
— 0,

S

Po. .. . .
em que — indica convergéncia em probabilidade.
Na proposicao a seguir, listamos algumas propriedades basicas da relagao op.

Proposigao 1.1. Sejam X, {X,} e {Y,} varidveis aleatérias definidas em um mesmo

espago de probabilidade (€2, F, P), {b,} e ¢ constantes reais.
(a) X, L X se, e 56 se, X, = X + op(1).
(b) Suponha que Y,, = op(b,) e X, = op(b,), entao

(b.1) ¢-Y, = 0,(by).

(b.2) ay - Y, =op(ay - by,)

(b.3) X,, + Y, =0,(by) e X;, = Y, = 0,(bn).

Demonstracao. (a), (b.1) e (b.2) seguem diretamente da definicdo de convergéncia em
probabilidade.

(b.3) Das propriedades de convergéncia em distribui¢do (Teorema de Slutsky), como

X, P w P
b——>0eb—%0,segueque

XoxY, _Xo, Yup
by by by ’



D . .. i o D .
em que — indica convergéncia em distribuicao. Agora, como Z, — c¢ implica

P
Z, — ¢, obtemos

X,tY, p
. 0

ou seja, X, + Y, = 0,(by) € X;, — Y, = 0,(by).
]

A seguir, apresentamos o conceito e propriedades basicas da inversa generalizada
de funcoes nao-decrescentes e, correspondentemente, a funcao quantil de uma funcao de

distribuicao de probabilidade.
Definigao 1.4. Seja f : R — R uma fung¢ao nao-decrescente. A inversa generalizada

f<:R—=Rde f é definida por

fT(y) =inf{z eR; f(z) >y}, y €R,

com a convencao que inf @ = oo.

Em especial, se F' : R — [0,1] é uma fungao de distribuigao de probabilidade, entao a

inversa generalizada de F, F< :[0,1] — R, é chamada de fun¢do quantil de F.

Definicao 1.5. Dada uma funcao de distribui¢ao F', chamamos de func¢ao quantil caudal

a funcao definida por

U(z) :inf{y ER: F(y)>1— 1} e (1_1) _ (ﬁ)k(x), r>1 (L)

x x
Na proxima proposicao listamos algumas das propriedades bésicas da inversa ge-
neralizada que sao de interesse para o nosso trabalho.

Proposigao 1.2. Seja f : R — R uma func¢ao nao-decrescente e [ sua respectiva inversa

generalizada.
(a) f< é continua pela esquerda.
(b) Se f é continua pela direita, entao
(b.1) o conjunto A(y) = {s: f(s) >y} é fechado
(b2) f(f () 2y
(b.3) fT(y) <tse,esdse,y<f(t) e t<f(y)se esdse y> f(t).
(c) Se f é inversivel, entao a inversa de f é f.

Demonstracao. Vide: Resnick (1987) - Sec¢ao 0.2. O



Como consequéncia direta da proposicao anterior, obtemos as seguintes proprieda-

des da funcao quantil.
Proposicao 1.3. Seja F' uma funcao de distribuicao de probabilidade.

(a) Se U é uma variavel aleatéria com distribui¢ado Uniforme sobre o intervalo (0, 1), entao

F<(U) é uma variavel aleatdria com fungao de distribuicao F.

(b) Se F' é continua, entdao F(F* (z)) = x.

As distribuigoes do tipo Pareto, que definimos a seguir, sao utilizadas para modelar
fenomenos de caudas pesadas em diversas aplicagoes no ramos de atudria (seguros nao
vida), financas (retorno de agoes), telecomunicagoes (tamanhos de arquivos, tempos de

espera), geologia (terremotos), dentre outros.

Definicao 1.6. Uma variavel aleatéria X tem distribuicao Pareto se sua funcao de dis-

tribuicao acumulada ¢é dada por

em que k,a > 0. Notagao: X ~ Pareto(a, k).

Dizemos que G é uma fungdo de distribui¢ao do tipo Pareto se G(x) = F(A+ Bx),
em que F' é afd. Paretoe A, BeERe B > 0.

Exemplo 1.1. Sao exemplos de distribuicao do tipo Pareto:

(a) Frechet. Para 0 > 0 e A > 0 a funcdo de densidade da distribuicdo Frechet é dada

por:

by
for(z) = Aoz~ MY exp [— (E> 1 , x> 0;
x
(b) F de Fisher-Snedecor (F,, ,,). Para v; > 0 e vy > 0 temos que:

v1 v —2

o)~ Ty () (e @; )

onde I' ¢ a funcao gama.

(c) T-Student.



fv(x):%<l+%2)_<2 x>0

em que v é o nimero de graus de liberdade e I' é a funcao gama.

(d) Burr Tipo XII. Para ¢ > 0 e k > 0 a fungao de densidade da distribui¢do Burr Tipo
XII ou Burr é dada por:

xcfl

fc7k(l') = Ckm, T

> (;
(e) Pareto generalizada. A funcao de densidade distribuigdo Generalizada de Pareto é

denotada por:

%exp{—x;—“}, para 0 <z < & se £ = 0.

L1 g (z=2 7(1“/5), para 0 < x,se £ #0
f{»g,#(x) — {o‘ ( ( o ))
€]

Finalizamos esta Secao com uma propriedade de esperanca condicional que serd

utilizada no Capitulo 2.

Proposicao 1.4. Seja X uma variavel aleatéria com esperanca finita e seja z € R tal
que P(X > ) = 1— F(x) > 0. Entao, para todo evento A tal que P(A4) =1 — F(z),
temos que

E(X|A) < E(X|X > ).

Demonstracao. Seja um evento A tal que P(A) = P(X > z) > 0. Primeiramente,

usando as propriedades basicas de esperanca condicional, podemos escrever

E[(X — x)I(X>x,A)] E[(X — x)[(x>z7Ac)]
P(X > x) P(X > x)

EX|X >z) = x4+ (1.2)
Agora, por um lado, se P(X > x, A) > 0, entdo

EX|X>z)>2+ E(X —z|X >z, A)P(A|X > x).

Mas, como P(A) = P(X > z) > 0, temos que P(A | X > z) = P(X >z | A) e,



consequentemente,

E(X|X > 1)

v

r+ EX —2|X >z,A) P(X > z|A)
r+ EX —2|X >z, A)P(X >z|A) + E(X —z|X <z, A)P(X < z|A)
BlX —2)(xsen)] | El(X = 2)(x<r )]
P(A) P(A)
r+ E(X — z|A) = E(X|A).

v

xr 4+

Por outro lado, se P(X > z,A) = 0, entdo P(A°, X > z) = P(X > z) = P(A) > 0.
Convencionando que: para P(C) = 0, P(B|C) = P(B), para todo evento B, temos
definida E(X | C') = E(X). Dessa forma, o resultado segue seguindo o mesmo raciocinio

anterior. OJ

1.2 Variacao Regular

A teoria das fungoes de variacao regular ou regularmente variantes é uma ferra-
menta fundamental para o estudo de valores extremos, de cauda pesada e dominios de
atragao. Nesta Secao apresentamos os principais conceitos e resultados dessa teoria que
serao uteis para o desenvolvimento dos proximos capitulos. Para maiores detalhes, veja
por exemplo, de Haan e Ferreira (2006), Bingham, Goldie e Teugels (1989) ou Seneta
(1976).

Definicao 1.7. Uma funcao mensuravel a Lebesgue f : Rt — R é reqularmente variante,

ou de variagao reqular, no infinito, se para algum o € R

o fltr)
A O

x> 0. (1.3)

Neste caso, denotamos f € RV, e a é chamado de indice de variagao reqular. Se

a = 0 entao dizemos que f é de variacao lenta ou lentamente variante.

Teorema 1.1. Se f € RV, entao a relagao ([1.3) é vélida uniformemente para x € [a, b],

com 0 <a<b<oo.
Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006) Teorema B.1.4. O
Teorema 1.2. (Teorema de Karamata) Suponha f € RV,. Entao existe t; > 0 tal

que f(t) é positiva e localmente limitada para t > t5. Se a > —1 entao

Lt f)
tlg?o fti F(s)ds =a+ 1 (1.4)



Se v < —1e [;° f(s)ds < oo, entdo

lm L0y (1.5)

t—o0 j;oo f(s)ds
Reciprocamente, se (1.4) vale com —1 < o < oo, entdao f € RV,; se (1.5) vale com
—o00 < a< —1, entao f € RV,.
Demonstragao. Veja de Haan e Ferreira (2006) Teorema B.1.5. O]
Teorema 1.3. (Teorema da Representagao) Se f € RV, existem fungdes mensuraveis

a:RT wRec:R" — R, com

lim ¢(t) = co, (0 < ¢y <o0) e lima(t) =0 (1.6)

t—o00 t—o00

ety € R tal que para t > tg,

ou seja,

em que [ € RV.
Reciprocamente, se (1.7 vale com a e ¢ satisfazendo (1.6) entao f € RV.
Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006) Teorema B.1.6 O

Observagao 1.1. Na férmula ((1.7) podemos considerar ¢, € [0, 00) arbitrario, bastando

alterar adequadamente as fungoes c(t) e a(t).
Demonstragao. Veja Seneta (1976) Lema 1.4. O

Exemplo 1.2. As distribui¢oes do tipo Pareto, dadas na Definicao [1.6], possuem cauda
de variagao regular. Pelo Teorema[l.3] se F' é uma fungao de distribui¢ao do tipo Pareto,

entao pode ser representada por
1 — F(z) =2 (), = >0, (1.9)

em que 7> 0el e RV.

Finalizamos esta Secao, apresentando na proposicao a seguir uma lista de algumas

propriedades basicas das fungoes de variagao regular.



Proposicao 1.5. (a) Se f € RV, entao (In f(t))/(Int) 2% . Isso implica que

limf(t)—{o’ se a <0

t—00 oo, se a > 0.

(b) Se f1 - RVal, fQ c RVQQ, entao f1 + f2 € RVmax(%w)
Se além disso, lim; o, f2(t) = 0o entao fi o fo € RV, a,-

(c) Se f € RV, coma > 0 (oua < 0) entao f é assintoticamente equivalente a uma funcao
diferencidvel estritamente crescente (ou decrescente) g com derivada ¢ € RV, 1 se

a > 0e —g com derivada ¢’ € RV,_; se a < 0.
(d) Se fe RV,ege RVgentao f-g € RVyip.

(e) Se f € RV,, com a > 0, e é limitada sobre intervalos finitos de R*, entdo f< € RV} ,.

Em particular, se f € RV, a > 0, e f é estritamente crescente, entao a fungao inversa
ffl € RV} o

(f) (Desigualdade de Potter, 1942) Suponha que f € RV,. Se 61,5, > 0 sdo ar-

bitrarios, entao existe tg = to(d1, d2) tal que para t > tq, tz > to,

fltz)

@ 3 2 —02 ) o 2 —02
(1 — 6;)z® min(2%, 27%) < 10 < (14 61)x max(22, 7).

(g) Se f € RV, com p <0, e {a,} e {b,} sdo sequéncias de constantes tais que a,, — 00,

flan)
f(bn)

b, — 00 € 3 — 00, quando n — oo, entao — 0, quando n — oo.

Demonstragao. A demonstragao das propriedades (a)-(f) podem ser encontradas em de
Haan e Ferreira (2006), Seneta (1976) ou Bingham, Goldie e Teugels (1989). A proprie-
dade (g) segue de (f). O

1.3 Teoria dos Valores Extremos

A teoria dos valores extremos estuda o comportamento assintotico dos extremos
amostrais X, , = max(Xy, Xo, ..., X;,) e X1, = min(Xy, Xs, ..., X,,), em que X, Xo, ..., X,

sao variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuicao F'.

Como min(Xy, Xo, ..., X,) = —max(—X;, —Xs, ..., —X,,), o estudo sobre X; ,, pode

ser obtido a partir do estudo de X,, ,,.

Nesta Secgao, apresentamos uma sintese dos principais conceitos e resultados da



teoria dos valores extremos, apresentados em de Haan e Ferreira (2006).

O objetivo central da teoria classica dos valores extremos consiste em estudar o
comportamento limite, quando n — oo, da distribuicao do maximo X, ) estabilizado
linearmente, ou seja, o comportamento limite de

maX(X17X2, 7Xn) — bn

Y

Qn
em que {a,} e {b,} sdo sequéncias de constantes reais, com a,, > 0.

Especificamente, o problema consiste em determinar condi¢bes para a existéncia

de sequencias de constantes a,, > 0 e b, € R tais que

lim P <— < :17) = lim F"(a,x + b,) = G(z), (1.10)
n—o00 Qy, n—o00
para cada ponto de continuidade x de GG, e GG é uma funcao de distribuigao nao degenerada.

Essas distribuicoes limites sao chamadas de distribuicoes de valores extremos. A classe
de distribuigoes F' satisfazendo ([1.10)) é chamada de dominio de atragio de G e denotada
por D(G).

Vale observar que X, , ¢ um estimador natural para o ponto extremo superior da
distribuicao F', ou seja, w(F) = sup{z : F(x) < 1} e X,,, converge quase certamente para
w(F). Assim, a obtengdo de uma distribuigdo limite ndo degenerada em ([1.10)) fornece

uma aproximacao para a distribuigao de X, ,,.

O teorema a seguir estabelece que as distribuicoes dos valores extremos podem ser
representadas em uma unica parametrizagao, obtida por Von Mises (1936) e Jenkinson

(1955), também conhecida como distribuicdo do valor extremo generalizada.

Teorema 1.4. A classe de distribui¢oes de valores extremos é G.(ax + b) com a > 0,

b € R, onde

G, (z) = exp [—(1 +yz) ] (1.11)

Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006), Teorema 1.1.3. O

O parametro v em ({1.11]) é chamado de indice de valor extremo e determina o peso

da cauda superior, com valores maiores indicando caudas mais pesadas.

A parametrizagao (|1.11)) inclui os trés tipos bésicos de distribuigoes do valor extre-
mos, estabelecidas por Fisher e Tippett (1928) e Gnedenko (1943), conforme descrevemos

a seguir.
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(a) Distribuicdo de Fréchet: para vy > 0, use G ((x — 1)/v) e considere o = 1/ > 0,

B, (x) 0, sex <0
olz) =
exp (—x~®), sex >0

(b) Distribuicio de Gumbel: para v = 0,

Go(z) =exp(—e ™), Yz € R.

(c) Distribuicao de Weibull (reversa): para v < 0 use G.(—(1+ x)/v) e considere o =
—1/v >0,

A parametrizagao ([1.11)) possibilita a obtencao de expressoes equivalentes a (({1.10]),

descritas no teorema a seguir.

1 <«
Teorema 1.5. Seja F' uma funcao de distribuicao e considere U = (ﬁ) . Para

~v € R as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) Existem constantes reais a,, > 0 e b,, tais que

i (a2 -+ by) = G (z) = exp (= (L+72) 7).

n—oo
para todo x com 1+ vz > 0.

(b) Existe uma fungao positiva a tal que para z > 0,

lim Ultz) —U(t) 27 —1
o alt) o

em que, para v = 0 o lado direito é interpretado como log x.

(c) Existe uma funcao positiva a, tal que

limt(1—F(a(t)z+U(t))) = (1+ 735)*1/“/7

t—o00

para todo x com 1+ vz > 0.
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(d) Existe uma fungao positiva f, tal que

o L= P+ 27 (1)

—(1 —1/y
T

para todo x para o qual 14+ vz > 0, onde z* = sup{z : F(z) < 1}.
Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006) Teorema 1.1.6..

O

Uma questao estudada na teoria de valores extremos ¢é estabelecer condic¢oes sufi-
cientes para que uma funcao F' pertenca ao dominio de atracao de uma distribui¢ao do

valor extremo G = G, para algum v € R, que denotamos F' € D(G), ou seja, para que F

satisfaga a relacao ((1.10)).

Vamos destacar os resultados referentes a duas dessas condicoes suficientes estabe-
lecidas na teoria dos valores extremos, que sao estudadas em de Haan e Ferreira (2006).
Outros resultados com condigoes alternativas podem ser encontrados em de Haan e Fer-
reira (2006) e Resnick (1987), entre outros.

Iniciamos com o resultado referente a conhecida por condicao de Von Mises.

Teorema 1.6. Seja F' uma fungao de distribuicao acumulada e z* seu ponto extremo su-
perior. Suponha que F”(z) exista e F'(x) seja positivo para todo x em alguma vizinhanga

esquerda de z*. Se

lim <1 ;/F>,(t) =, (1.12)

tTx*

ou, equivalentemente,
(1= F(@)F"(t)
| =—y—-1 1.13
de (F/(1)2 T (1.13)

entao I estd no dominio de atragao de G.,,.

Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006), Teorema 1.1.8. O

Apresentamos a seguir uma outra condicao, conhecida como condi¢ao de segunda
ordem, que sera de fundamental importancia especialmente para o desenvolvimento do
Capitulo 3. Apresentaremos somente os resultados que serao de interesse para o desen-
volvimento do restante desta dissertacao. Um estudo mais detalhado pode ser encontrado
em de Haan e Ferreira (2006).

1 <
Definicao 1.8. Dizemos que a funcao de distribuicao F', ou a funcao U = (ﬁ) ,

satisfaz a condi¢ao de sequnda ordem (SOC) se, para alguma fungao positiva a e para
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alguma fungao positiva ou negativa A, com lim;_,, A(t) = 0,

Utz)-U(t) 27!
. a(t) ¥ .
tli>r£10 A0 = H(z),z>0 (1.14)

em que H ¢é alguma funcdo que ndo é multipla da fungao (27 — 1)/v. Em particular,
H nao deve ser identicamente zero. As funcgoes a e A sao comumente chamadas fungoes

auxiliares de primeira e segunda ordem, respectivamente.

Esta condigao estd relacionada com a condigao apresentada no item (b) do Te-
orema e é possivel provar que se F' satisfaz a condicao de segunda ordem, entao

F e D(G,), para algum .

t-Student,

Burr e Pareto generalizada, sao exemplos de distribuigoes que satisfazem a condicao de

As distribuigoes do tipo Pareto, como as distribuicoes de Fréchet, F, ,,,

segunda ordem.

Vale destacar que a fungao auxiliar A da condicao SOC é de variagao regular,

conforme estabelece o teorema abaixo.

Teorema 1.7. Suponha que a condi¢ao de segunda ordem ([1.14) seja valida. Entao

existem constantes c1,co € R e algum parametro p < 0 tal que

H(x) :cl/ 37_1/ u”_lduds+62/ st 1ds,
1 1 1

Além disso, para x > 0,

0wy
1 = 7
tooo  A(t) p
) Alta)
x
. _
T
Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006), Teorema 2.3.3. O

Dentre os varios resultados relacionados com a condi¢ao de segunda ordem, enun-

ciamos a seguir um teorema para o caso em que v > 0, que é de nosso particular interesse.

Teorema 1.8. Suponha que para algum v positivo e para alguma funcao positiva ou

negativa A,

it A()

existe para todo x > 0 e K nao ¢ identicamente nulo. Entao, para uma fungao possivel-
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mente diferente A, positiva ou negativa,

Ul(tx)
TP A— —v = 27 G
tooo A(l) p

(1.15)

para todo x > 0 com p < 0. Além disso, para qualquer ¢,6 > 0 existe tg = to(g,0) > 1
tal que para todo t,tx > ty,

U(tz)
ue) x? L2 =1

Ap(t) P

< e max(z?,x77) (1.16)

com
im0 s~ 7U(s)

1% <1 W) , Sep <0
Ao(t) — fg s*'YU(s)ds

1-— W, S€ p = 0.
A relacao (1.15]) é equivalente a
1 F(tz) _
| I_F(f) — g _ P 1 (1.17)
t—00 a(t) vp '

para todo x > 0 com p<0e aft) :=A (ﬁ)

Finalizamos a Secao com uma proposicao que estabelece uma propriedade as-
sintética da cauda de uma distribui¢ao satisfazendo a condigao (SOC), com v > 0 e

que sera de importancia para a obtencao dos resultados do Capitulo 3.
Proposigao 1.6. Se X é uma variavel aleatéria com funcao de distribuicao F satisfazendo
a condigao (SOC) com 0 < v < 1/4, entéao

lim v’ - F(u-U(1/p)) = 0.

U—00

Demonstracao. Primeiramente, podemos escrever:

W' Fu) F(u-U(1/p))
Fu)

u’ - Fu-U(1l/p)) =

= v —F(uf[fii D o)+ 0 )
_ FLello) — U (1/p)) /7 _
= v Fu) AT AQ/F(w) + [U(1/p)]

Por um lado, pelo teorema anterior, a condigdo (SOC) com v > 0 é equivalente a (|1.17)
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e como lim;_,, A(t) = 0, obtemos que

F(uU _
R W) — (171 /p)]

A(1/F(u))

CA(LJF(u) + [U1/p)] Y7 “==25 k, para algum k € R.

Por outro lado, v’ € RV; e F(u) € RV_y,, (pela condigao (SOC)), entao, pelo item (d)
da Proposicao (1.5} segue que
u? - F(u) € RVﬁ_l/V.

Mas, como < 1/v temos, pelo item (a) da Proposigao que lim,_,oo u” - F(u) = 0.
Portanto, lim, ., u” - F(u-U(1/p)) = 0.

1.4 Estatisticas de Ordem Intermediarias

As estatisticas de ordem estao entre as ferramentas fundamentais da estatistica.
Em particular, elas serao a base para a defini¢ao e derivagao das propriedades assintoticas

do estimador que é o objeto de estudo desta dissertacao.

Definigao 1.9. Seja uma amostra aleatéria (X7, ..., X,), ou seja, Xi,..., X, v.a.’s in-
dependentes e identicamente distribuidas. As estatisticas de ordem da amostra aleatéria
X1, X5,..., X, sao os valores amostrais colocados em ordem crescente e denotados por
Xin < Xop <o < X0

Em outras palavras, as estatisticas de ordem sao as v.a.’s dadas por

X1, = min(Xy,...,X,) = menor valor entre Xy,..., X,
Xa, = segundo menor valor entre Xi,..., X,
Xpn = k — ésimo menor valor entre Xy,..., X,
Xpn = max(Xy,...,X,)= maior valor entre Xy,...,X,.
As estatisticas Xo,, ..., X,—1,, sa0 também chamadas estatisticas de ordem inter-

medidrias.

Apresentamos inicialmente resultados basicos sobre as distribuicoes conjuntas das

estatisticas de ordem de varidveis aleatdrias absolutamente continuas.

Proposigao 1.7. Sejam X, X, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. e com densidade f. Se
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Xin, Xon, ..., Xpn S0 as suas respectivas estatisticas de ordem, entao

(a) a densidade conjunta de X ,,, X2, ..., X, ¢ dada por

n

n! flyi) , seyr <yo<...<yn
le,TLv'"»Xn,n (yla Yo, ... 7yn) == H

0 , caso contrario;

(b) a densidade marginal de Xy ,, para cada k =1,2,...,n é dada por

n!
S[E ()] = Flyn)]™ " f ),

Fxin(yn) = (k= Dl(n — k)!

em que F' é a funcao de distribuicao comum de X, Xo, ..., X,,;

(c) a densidade conjunta de X, e Xy, 1 < j <k <mn, é dada por

! , ,
(G — Dk~ ?7 i oyt W)l T E () = Flyp)) 77
fXj.n,Xk,n (yjayk) = ,[1 _ f(yk]"_kf(yj)f(yk) . sey; < Uk
0 , caso contrario.
Demonstragao. Veja Rohatgi e Saleh (2001), Secao 4.7. O

Descrevemos no proximo teorema um método, apresentado por Rényi (1953), para
reescrever uma, estatistica de ordem como uma fun¢ao da soma de varidveis aleatorias

mutuamente independentes, que simplifica o tratamento das estatisticas de ordem.

Primeiramente, consideramos o caso particular das estatisticas de ordem associadas
a uma amostra aleatoéria da distribuicao exponencial, que sera 1til para a obtencao do

resultado no caso geral.

Proposigao 1.8. Sejam (1, (s, ..., (,, varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigao Exponencial(\)
e Cim, Com, o5 G Suas estatisticas de ordem. Entao, para k= 1,...,n — 1, as diferencas
Ce+1.n — Ckn SA0 varidveis aleatdrias independentes e com distribuigao exponencial((n —
k)A), respectivamente. Além disso, as estatisticas de ordem (;, podem ser expressas
como

01 ) Ok

n=— it —————— k=
. n+n—1+ +n—/€+1

1,2,....n, (1.18)

em que 01, 0, ..., 0, sd0 i.i.d. com distribui¢do Exponencial()\).

Demonstracao. As distribuicoes e a independéncia das diferencas Cyy1,, — Cin, podem

ser obtidas usando os resultados da Proposicao[I.7] para a distribuicao exponencial. Assim,
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segue que as variaveis

5k:+1 = (TL - k)(Ck—&—l,n - Ck,n>7 k= 17 e

sdo i.i.d. com distribuicdo exponencial(A). Portanto, as estatisticas de ordem (j,, podem

ser expressas como em (|1.18]) O]

Teorema 1.9. (Representagao de Rényi) Seja £ uma varidvel aleatéria continua com
fungao de distribuigdo acumulada F'(x) estritamente crescente no intervalo (a(F), w(F)),
em que «(F) e w(F') sdo, respectivamente, os pontos extremos inferior e superior de F'.
Considere (&1,&,...,&,) uma amostra aleatéria de tamanho n de £. Entao, para cada

k=1,2,...,n a estatistica de ordem ¢, ,, pode ser representada por
(%1, %2 Sn+1—k
gk,n _ F—l (e <;+n21+...+ k )) ’ (119)

em que as varidveis aleatérias 01, s, ..., 0, sdo i.i.d. com distribuicao Exponencial(1).

Demonstragao. Defina as variaveis aleatorias auxiliares

M = Fe(&k) e G = logi. (1.20)
Tk

Como log% é uma funcao decrescente, temos que as respectivas estatisticas de

ordem sao dadas por

Mo = Fe(&kn) € CGon = log :
Nn+1—kn

Por um lado, como F' é estritamente crescente na regiao {z : 0 < F'(z) < 1}, segue

que, para 0 < x <1
P, <) =P(& < F () = F(F'(z)) =, (1.21)

ou seja, as varidveis 7 sdo uniformemente distribuidas sobre o intervalo (0,1). Além
disso, como as v.a.’s & sao independentes, segue que as variaveis ng, k > 1, também sao

independentes.

Por outro lado, para x > 0, temos

PG <x) = P(F(&)>e™®)
= P(& > F (™)
= 1-F(F'(e™®))

= 1—e"



17

—T

pois, 0 < e™™ < 1, para x > 0, e, por hipdtese, F' é estritamente crescente na regiao

{z:0< F(z) < 1}.

Logo, as varidveis aleatérias (i, ..., (, sdo ii.d. com distribuicdo exponencial(1l).
Desta forma, pela Proposicao [I.§| as estatisticas de ordem (j, podem ser representadas

por
0 9o O,

= — it ——— k=1,2,...,n, 1.22

G, n—i_n—ljL +n—k:—|—1 " ( )

em que 4y, g, ..., 0, sd0 i.i.d. com distribuigao Exponencial(1).
Agora, por (|1.20), podemos escrever

gk:,n = Fﬁl(nk,n)
= F7' (e Crriorm) (1.23)

e, usando (|1.22)), obtemos (|1.19)). ]

Usando a representacao de Rényi, obtemos o seguinte resultado sobre estatisticas
de ordem da distribuicdo Pareto(1,1), que sera util para o estudo das propriedades as-

sintéticas do estimador a ser estudado no Capitulo 3.

Proposicao 1.9. Sejam Y7, Y5, ..., Y, varidveis aleatérias i.i.d. com distribui¢ao Pareto(1, 1)

com estatisticas de ordem Y} ,,, Y2 ,,, ..., Y}, 1, entao para o € R
k a k
Yn—j+1 n D a
Z ( Yn—k n - Z )/; 7
j=1 ’ j=1
D. .. . o
em que = indica igualdade em distribuicao.

Demonstragao. Por (1.23]) temos:

k « k _ s a
Z Yo—jtin _ Z Fyl(e )
Y, Fy (e trrim)

=1 n—k,n =1

onde (j, = In (
1
11—z

) e Nhn = Fy(Yy,). Como Y ~ Pareto(1, 1), temos que Fy ' (z) =

nklfj,n

e, consequentemente,

k «
2 :< ]+1N> _
=1 n k,n §

M=

1_e7<k+1n @
1—e Gn
1

( 11— Nn—kn )a
1 1 - 77n+1—j,n

|
.Mw

J
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Mas, por ((1.21)), temos que as varidveis 7, k > 1 tém distribuicao uniforme no intervalo
(0,1). Logo, 1 —n, k=1,2,..., também possuem distribui¢do uniforme no intervalo (0,1)
e, além disso, sao independentes por serem funcoes de Yj. Assim, definindo 1 — n =: 7

e 1 —Nkn = Nn—k+1,, Podemos escrever

2(e) - (5

1 Yk n =1 Nin
k ~ a
3 <Fﬁ(7lk+1,n)>
j=1 Fﬁ(ﬁ],n)

Agora, utilizando ((1.19)) obtemos

+
kS
3
<
Il
o
s
/N
=3
—
@ |
A~
3|
+
i
3
<, [
A
N
~_—
N~ —

k
1
:Z ~(bnr S
R Gt

J=1

em que as varigveis aleatérias 01, dg, ..., 0, sd0 i.i.d com distribuicdo Exponencial(1). E

como Y ~ Pareto(1, 1), segue que

) o Ce )
; Ynfk:,n ; ‘

Jj=1 Jj=1

Por outro lado, como 7, ~ Uniforme(0, 1), novamente por (1.19)) obtemos que

Sp—jt1 Skt Sn—ji1
o 5 _ ( ot ) D —( e )
Mk = Fi(Mn) = =e :
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Substituindo esse resultado em (1.24), chegamos que

k

Ek:( “”)a 23 (=)

k.n

j=1 j=1
k
= > (B (ngerw)”
j=1
k
- ey
j=1

1
Nk—j54+1,k

pois (i :=In ( ) Usando novamente (|1.23)), obtemos o resultado desejado

k a k

n—j+1ln D @

S (fee) 2 Y,

j=1 —kin j=1
k

_ «@

= E YJ
=1

]

Nesta ultima parte desta Segao, apresentamos alguns resultados importantes so-
bre o comportamento assintético das estatisticas de ordem intermedidrias (ou seja, as
estatisticas de ordem quando k,n — oo e p = k/n — 0) que estao relacionados com
os resultados para as estatisticas de ordem extremais estudados pela Teoria dos Valores

Extremos.
Iniciamos com a propriedade de Normalidade Assintética.

Teorema 1.10. Suponha que a condi¢ao de Von Mises para o dominio de atragao de uma
distribuicao de valores extremos G, seja vélida. Se k = k(n) — oo, k/n — 0, quando

n — 00, entao

VR BN,

em que L, indica convergéncia em distribuicao.
Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006), Teorema 2.2.1. O

Aplicando o teorema anterior para uma distribui¢ao tipo Pareto(1,1), temos o

seguinte resultado.

Coroléario 1.1. Para a f.d. tipo Pareto(1,1) Fy(y) =1—1/y, y > 1, quandon — oo, k —
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00, k/n — 0, temos

vk (%Yn_km - 1) L N(0,1).

No Teorema|l.10}, a normalidade assintética das estatisticas de ordem intermedidrias
é obtida sob a condigao de Von Mises. O préximo teorema estabelece que sob a condigao

SOC, as estatisticas de ordem intermediarias sao também assintoticamente normais.

Teorema 1.11. Sejam X, < X,, < .. < X, , as n estatisticas de ordem de uma
amostra i.i.d. com funcao de distribuicao F'. Suponha que a condicao de segunda ordem
(SOC), dada em (|1.14]), é vélida para algum v € R, p < 0. Entao,

\/Exn_kg(;/%(”/ k) D, n0,1),

desde que a sequéncia k = k(n) seja tal que k(n) — oo, n — oo, e VEA(n/k) — X € R.
Além disso, é importante ressaltar que a € RV, pelo Teorema

Demonstracao. Veja de Haan e Ferreira (2006), Teorema 2.4.1. ]

Como consequéncia do Teorema na proposi¢ao a seguir mostramos que X,,_

pode ser usada como aproximagao de U(n/k), quando n — oo, k — oo, k/n — 0.

Proposicao 1.10. Seja X uma varidvel aleatéria que satisfaga a condi¢ao (SOC) e

1 —
U= (ﬁ) a funcao quantil caudal. Entao,

ank,n
U(n/k)

i 1, quando n — oo, k — o0, k/n — 0. (1.24)

Demonstragao. Pelo Teorema [1.11} temos que, para n suficientemente grande,

Pt 1=e) = B (+VE- o )

Agora, como X satisfaz a condi¢ao (SOC), entao U € RV, e, além disso, a € RV,

pelo Teorema . Logo, pela Proposicao , Z((if)) € RVy. Consequentemente, utilizando
U(n/k) mn—o0
a(n/k)

a mesma proposicao, é possivel mostrar que V' -
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Assim, para n suficientemente grande

PGty 1) = Bvon (VE- )

1, sexz>0
A 1/2, sex=0
0, sex<0.

Como 0 é um ponto de descontinuidade da distribuicao limite, pela definicao de con-

vergencia em distribuigao, segue que

Xn—k n D
a— 0.
Ulnfk)

Consequentemente,

Finalizamos a Secao com um resultado que estabelece um tipo de Lei dos Grandes
Numeros para as estatisticas de ordem intermediarias, no caso especial da distribuicao
tipo Pareto(1,1).

Proposicao 1.11. Sejam Y7, ..., Y,, variaveis aleatdrias i.i.d com distribuicao tipo Pareto(1, 1)

e Yin,..., Yo, suas estatisticas de ordem. Entao, para k = k(n) = o(n), quando n — oo,

temos
lim Y, _, = oo, (1.25)
n—00
e
g o — 1. (1.26)

Demonstracao. (a) Veja de Haan e Ferreira (2006) Lema 3.2.1.

(b) Pelo Corolério [L.1 para n suficientemente grande temos

" 1, sex>0
P (;Ynk,n —1< ZC) ~ FN(OJ)(\/EZE) ~ 1/2, sex =0
0, sex<0

pois vk — oo quando n — oo. Como 0 é um ponto de descontinuidade da distribuicio
limite, segue que

k
“Yygm—120.
n

k
Consequentemente, —Y,,_ £> 1. ]
n



Capitulo 2

Medidas de Risco

2.1 Introducao

O conceito de risco é bastante amplo e existem diversas definicoes encontradas na
literatura, dependendo do contexto em que esta inserido. No contexto da ciéncia atuarial,
Denuit et al. (2006) descreve, de maneira ampla, um seguro como um negécio destinado a
transferir (total ou parcialmente) o impacto econdmico relativo a contratempos imprevis-
tos. Nesse sentido, em linhas gerais, um risco pode ser descrito como um evento extremo
que ocorre ocasionalmente e que pode acarretar algumas consequéncias financeiras adver-
sas. Neste caso, sempre hd um elemento de incerteza (ou o momento de sua ocorréncia,
ou sua prépria ocorréncia ou a gravidade das suas consequéncias). Por exemplo, as com-
panhias de seguro eventualmente enfrentam sinistros extremos que podem comprometer a

solvéencia de uma carteira, ou ainda, podem comprometer parte substancial da companhia.

Assim, usando as ferramentas da teoria de probabilidade, um risco é modelado
por uma variavel aleatoria nao negativa, que, no contexto atuarial, representa a quantia
aleatoria de dinheiro paga por uma seguradora para indenizar um tomador de seguro, um

beneficidrio e/ou um terceiro na execugao de um contrato de seguro.

As medidas de risco sao uma ferramenta extremamente importante para auxiliar
na gestao do risco relacionado a eventos extremos, bastante utilizadas por seguradoras,
bancos, instituicoes financeiras, entre outros e tém o papel de auxiliar na mensuracao do

risco de um determinado investimento, seguro, empréstimo, etc.

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e propriedades bésicas relacionadas
a medidas de risco e destacamos algumas medidas comumente estudadas na literatura, em

especial aquelas utilizadas por companhias seguradoras. Para um estudo mais detalhado

22
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e aprofundado sobre as medidas de risco utilizadas nas seguradoras, sugerimos a leitura
de Denuit et al. (2006), Cai e Tan (2007) e Goegebeur et al. (2022).

Na Secao 2.1, apresentamos as defini¢coes preliminares de risco e medida de risco
e os axiomas que caracterizam as chamadas medidas de risco coerentes. Na Secao 2.2,
apresentamos a medida de risco classica mais amplamente utilizada pelas empresas re-
guladoras, conhecida como Valor em Risco (VaR) e discutimos brevemente os axiomas
relativos a coeréncia desta medida. Na Secao 2.3, analisamos uma medida popular al-
ternativa ao VaR, conhecida por Esperanca Caudal Condicional ou FEsperanca de Cauda
Condicional (CTE). Finalmente, na Segao 2.4, introduzimos a medida de risco chamada
Momento Caudal Condicional ou Momento de Cauda Condicional (CTM), que permite
unificar as defini¢oes de diversas medidas de risco e cuja estimagao sera objeto de estudo

no préximo capitulo.

As principais referéncias bibliograficas utilizadas neste capitulo sao Artzner et al.
(1999), Cardoso (2008), Denuit et al. (2006), Goegebeur et al. (2022), Hardy (2006),
Oliveira (2009), Righi e Ceretta (2014), entre outras.

2.2 Conceitos Preliminares

Nesta Se¢ao apresentamos uma sintese de conceitos basicos relacionados as medidas

de risco, baseados no livro do Denuit et al. (2006).
Iniciamos com uma definicao geral do que chamamos de risco.

Definicao 2.1. Denominamos um risco como sendo uma variavel aleatéria nao negativa

X, que esta associada as perdas ocasionadas por eventos adversos.

Como citamos anteriormente, em atudria, por exemplo, X representa a quantia
aleatoria de dinheiro paga por uma seguradora para indenizar um tomador de seguro, um
beneficidrio e/ou um terceiro na execugao de um contrato de seguro. Assim, a possivel
perda da seguradora é dada por X menos o valor do prémio pago pelo segurado. Logo,
neste contexto, é natural, em geral, modelar os riscos por varidveis aleatérias nao negati-

vas.

Dessa forma, em linhas gerais, uma medida de risco pode ser definida como um

funcional que associa a cada risco um ntmero real, que quantifica o grau de ”perigo”de
X.

Definicao 2.2. Uma medida de risco é um funcional g : G — R, em que G é o conjunto

de todos 0s riscos.
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Seguindo o raciocinio anterior, podemos interpretar que, grandes valores de g[X]|
indicam que X ¢é “perigoso”. Nao existe um consenso sobre qual é a medida de risco
mais adequada, pois nenhuma delas consegue abranger todo o quadro de risco presente
em situacoes do dia-a-dia. Cada uma delas se concentra em um aspecto particular do
risco. Conforme Denuit et al. (2006) descreve, podemos dizer que hd um paralelo com a
estatistica matematica, em que determinadas caracteristicas das distribuicoes podem ter
significados e usos bastante diferentes, como, por exemplo, a média para medir a tendéncia

central, a variancia para medir a dispersao, entre outros.

A definicao de medida de risco é bastante ampla, por isso nao é tao tutil para fins
praticos. Por conta disso, sao definidos alguns axiomas que, se satisfeitos, tornam a medida
de risco mais aplicavel em situagoes reais. A medida de risco que satisfizer os axiomas de
translatividade, homogeneidade positiva, monotonicidade e subaditividade serd chamada
de medida de risco coerente. Um dos trabalhos pioneiros no estudo de medidas de risco
coerentes foi Artzner et al. (1999). Vale a pena destacar que esse conjunto de axiomas
nao é universalmente aceito, entao eles podem variar de autor para autor. Modificar o

conjunto de axiomas leva a outras definicoes de medidas de risco “coerentes”.
Listamos abaixo alguns dos axiomas descritos por Denuit et al. (2006).

Para motivar o primeiro axioma, seguindo a nossa linha de raciocinio, uma medida
de risco pode ser interpretada como uma funcao que fornece a quantidade de capital que
deve ser adicionado para tornar o risco aceitavel e, entao, qualquer aumento no passivo

por um valor constante ¢ deve resultar no mesmo aumento no capital.

Definicao 2.3. (Translatividade). Uma medida de risco g é translativa se para todas as

variaveis aleatorias X e cada constante ¢ € R.

glX +=g[X]+ec

O segundo axioma garante que um risco deve ser independente da unidade mo-

netaria utilizada.

Definigao 2.4. (Homogeneidade Positiva). Uma medida de risco g é homogénea positiva

se para todas as variaveis aleatérias X e qualquer constante positiva ¢

gleX] = cqlX].

O préximo axioma é bastante natural em termos praticos, pois se um risco Y pode
levar a perdas maiores do que outro risco X, entao a quantidade de capital que deve

ser adicionado para tornar Y aceitavel deve ser maior que a quantidade que deve ser
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adicionada para tornar X aceitavel.

Defini¢ao 2.5. (Monotonicidade). Uma medida de risco g é mondtona se para todas as

variaveis aleatérias X e Y tais que P(X <Y') =1 entao

glX] < glY].

O tultimo axioma reflete a ideia de que o risco pode ser diminuido pela diversificagao.

Definicao 2.6. (Sub-aditividade). Uma medida de risco g é subaditiva se para todas as
variaveis aleatorias X e Y
gIX +Y] < g[X]+g[Y].

Definicao 2.7. Uma medida de risco que ¢é translativa, homogénea positiva, subaditiva
e monotona é chamada de coerente.

De forma pratica, é interessante que a medida de risco seja coerente. Mas, como ja
comentamos anteriormente, cada medida ird se basear em um aspecto particular do risco.
Por isso, as vezes é conveniente usar medidas de risco mesmo que elas nao cumpram todos

os axiomas definidos anteriormente.

Neste trabalho, estamos interessados nas medidas de risco que sao utilizadas para
determinar provisoes e requisitos de capital com o objetivo de evitar a insolvéncia da em-
presa. Assim, vamos nos concentrar nas medidas de risco que medem as caudas superiores

das funcgoes de distribuigao.

Nas proximas secoes apresentamos algumas dessas medidas de interesse.

2.3 Valor em Risco (VaR)

O Valor em Risco é a medida de risco classica mais popular. No setor financeiro ela

é usada para determinar a quantidade de ativos necessarios para cobrir possiveis perdas.

Defini¢ao 2.8. Definimos o Valor em Risco, denotado VaR ( Value-at-Risk), por
VaR,(X) = U(1/p), p € (0, 1), (2.1)

em que X € G e U denota a fungao quantil caudal de X, isto é, U(x) := F* (1 —1/z) =
inf{y: F(y) >1—1/z}, x > 1. Ou seja,

VaR,(X)=inf{y: F(y) >1—-p}=F"(1—-p), pe (0,1). (2.2)
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Vale observar que como o VaR é definido em termos da funcao quantil, entao todas

as propriedades listadas na Proposicao (1.2 sao diretamente aplicaveis ao VaR.

Na préxima proposicao mostramos que o VaR satisfaz os axiomas de translati-
vidade, homogeneidade positiva e monotonicidade, mas de maneira geral, nao satisfaz a
subatividade. Assim, exceto para alguns casos especiais o VaR nao é uma medida de

risco coerente. Para maiores informagoes sobre o VaR veja, por exemplo, Jorion (2007).
Proposigao 2.1. Para 0 < p < 1, seja VaR,(X), X € G definido como em . Entao,
(a) o VaR é uma medida de risco translativa, homogénea positiva e mondtona

(b) o VaR nao satisfaz a subaditividade.

Demonstragao.

(a) Sejam X e Y varidveis aleatérias nao negativas, definidas no mesmo espago de pro-
babilidade.

(a.1) Para ¢ € R, segue da defini¢ao do VaR e das propriedades de infimo que
VaR,(X +¢) = inf{y: P(X +c<y)>1-p}
= inf{z4+c:P(X <2)>1-p}
= inf{z: P(X<z)>1—-p}+c
= VaR,(X)+c.
Logo, o VaR satisfaz o axioma da translatividade.

(a.2) Para provar a homogeneidade positiva, consideramos dois casos separadamente.
Caso 1: A = 0. Por um lado, se VaR,(X) < oo, entdo

VaR,(A\-X)=inf{y: P(0.X <y)>1—p}=inf{y:y >0} =0=0-VaR,(X)

Por outro lado, se VaR,(X) = oo, basta convencionarmos 0. + oo = 0.

Caso 2: X\ > 0. Neste caso, da definicao do VaR e das propriedades de infimo

segue que
VaR,(A-X) = inf{ly: POA\- X <y)>1-p}
= inf{z- A\ P(X <2z2)>1-p}
= Ainf{z: P(X<2z2)>1-p}

= A-VaR,(X).
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(a.3) Para provar o axioma da monotonicidade, suponha, sem perda de generalidade,
que o espago de probabilidade considerado é completo. Assim, se P(X <Y) =1,
segue que P(Y <y) < P(X <vy), Vy € R e, consequentemente,

{y; PY <y) > 1—p} C{y; P(X <y) > 1-p}.
Logo, pelas propriedades do infimo, temos

VaR,(Y) =inf{y; P(Y <y) > 1—-p} >inf{y; P(X <y) > 1—-p} =VaR,(X).

(b) Para comprovar que o VaR nao satisfaz o axioma da subaditividade considere o

seguinte exemplo: sejam X, Xy varidveis aleatérias i.i.d, com distribuicao
P(X;=100) =0,01e P(X; =2)=0,99, i € {1,2}

e distribuigao conjunta dada por
P(X; =100, X5 = 100) = 0,0001
P(X; =100, X, =2) = P(X; =2, X, =100) = 0,0099
P(X; =2,X,=2)=0,9801.

Assim, podemos obter que a funcao de distribuicao acumulada da soma X; + X, é

1, se x > 200
0,9999, se 102 <z < 200
0,9801, se4d <z <102

0, ser <4

FX1+X2 (.17) -

Agora, considerando p = 0,0198 obtemos que

VCZR(),()lgS(Xl —f- XQ) = 102 > 4 = VaRoplgg(Xl) + VG,R070198(X2).

O

Embora tenhamos apresentado acima um exemplo que comprova a nao subatidi-
tividade do VaR para o caso de riscos discretos, no exemplo a seguir mostramos que
também para o caso continuo o VaR, em geral, nao é subaditivo. Para outros exemplos,
veja Artzner et al. (2001).

Exemplo 2.1. Sejam X e Y varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigdo Exponencial(1).

Neste caso, X +Y ~ Gama(2,1) e as respectivas fungoes de distribuigdo acumulada sao



dadas por

FX(.I) = Fy(iL‘)

Fxyv(z) =

{1—6”, sex >0

0, sex <0

x
/ ze *dz, sex >0
0

0, sex <0

{1—6””—er, sex >0

Agora, considerando p = 0,99, obtemos

VGR0799 (X) = VGR(],gg(Y)

Q

0, se x < 0.

inf{z: Fx(z) >1—-10,99}
inf{z:2>0el—e7*>0,01}
inf{z:2>0ez>-—1In(0,99)}
0,01

VCLRO’QQ(X + Y) = le{Z : Fx+y(2) Z 1-— 0,99}
= inf{z:z>0e1—e_z—ze_220,01}

Q

Portanto,

0, 145.

VCZR(),gg(X + Y) > VCZR()’gg(X) + V@Roygg(Y).

2.4 Esperanga Caudal Condicional (CTE)

28

Como vimos na Secao anterior uma das desvantagens do VaR é que ele calcula a

probabilidade de uma perda ocorrer, mas nao captura a magnitude de tal perda caso ela

ocorra. A Esperan¢a Caudal Condicional ou Esperan¢a de Cauda Condicional (Conditi-

onal Tail Expectation), denotada por CTE, é uma medida de risco que pretende resolver

esta e outras possiveis desvantagens do VaR.

Definicao 2.9. Definimos a FEsperanca Caudal Condicional ou Esperanca de Cauda Con-
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dicional, denotada C'T'E, de uma variavel aleatoria nao negativa X, por
CTE,(X)=E(X|X >U(1/p)), (2.3)

desde que F|X| < oo, para 0 < p < 1. Em que U denota a fungdo quantil caudal de
X, isto é, U(z) :=inf{y : F(y) > 1—1/z}, z > 1. Quando P(X = 0) = 1 assumimos
CTE,(X)=0.

Ou seja, como U(1/p) = VaR,(X), a CTE representa o risco esperado condicional,

dado que o risco excede seu VaR.

Obviamente, CTE,(X) > VaR,(X) e, assim, a CTE é uma medida de risco mais
conservadora em relacao ao VaR. Além disso, ela leva em consideracao toda a informacao
contida na cauda superior da distribuicao e é frequentemente aplicada em investimentos

financeiros ou na industria de seguros.

Para maiores informagoes sobre esta medida de risco recomendamos a leitura de
Brazauskas et al. (2008) ou Cai e Tan (2007).

Antes de analisarmos os axiomas de coeréncia para a C'T'E, vamos fazer uma breve
descricao da sua relacao com duas outras medidas de risco comumente encontradas na
literatura: o Valor em Risco Caudal (TVaR - Tail Value at Risk) e o Déficit Esperado
(ES - Ezpected Shortfall), definidos, respectivamente, por

TVaR,(X) = %/Op VaR.(X)de, VO<p< 1 (2.4)
ES,(X)=E[(X —VaR,(X))*], VO<p< 1. (2.5)

em que YT = Y.Iy+, denota a parte positiva da v.a. Y. Vale observar que, no contexto
da atudria, o ES, também chamado Stop-loss Premium (SP), é uma medida de risco de

resseguro que possibilita identificar os casos ”perigosos”.

Mais relagoes com outras medidas de risco, podem ser encontradas em Denuit et

al. (2006).

Na proposicao a seguir mostramos que no caso de distribuicoes de risco continuas,

o TV aR coincide com a CTFE e o ES é proporcional a diferenga entre a CTE e o VaR.

Proposigao 2.2. Se X é uma variavel aleatoria nao negativa, com funcao de distribuigao

continua F', entao para todo 0 <p <1

CTE,(X) = % / ’ VaR.(X)de = TVaR,(X) (2.6)



30

CTE,(X) = VaR,(X) + %E[(X — VaR,(X))t] = VaR,(X) + %ESP(X), (2.7)

em que Y = Y.[y-g, denota a parte positiva da v.a. Y.

Demonstragao. Primeiramente, por (2.2), temos
P(X >U(1/p)) = P(X > VaR,(X)) =1 - F(F~(1-p)).

Agora, como X é uma variavel aleatéria continua, pelo item (b) da Proposicao segue
que F(F<(1 —p)) =1—p. Assim, P(X > U(1/p)) = p > 0 e pelas propriedades de

esperanca condicional, segue que

CTE,(X) = EXIX > U(/) = 5 ;aRp(X)) /(X>V o, X7

1
= — X dP.

D J(x>vaR,(X))

Mas, pelo item (a) da Proposi¢ao[1.3] temos que X tem a mesma distribuicao de F*(1-¢),
em que ¢ é uma v.a. com distribuigdo Uniforme sobre (0,1), pois U = 1 — ¢ também tem

distribuigao Uniforme sobre (0,1). Logo, podemos escrever

CTE,(X) = i F&(1=¢)dP

(F<(1—€)>F+ (1—p))

= —/ FT(1—¢)de
= —/ VaR.(X)de
P Jo

e obtemos ([2.6). Para provar (2.7]), basta observar que

ES,(X) = E[X —VaR,(X))"]
_ /(X_VGRP<X)>0) X — VaR,(X)]dP
— B(X = VaR,(X) | X > VaR,(X))P(X = VaR,(X) > 0)
= [BE(X [X >VaR,(X)) = VaR,(X)][1 = F(F* (1 —p))]
= (CTE,(X) —VaR,(X)) p

e obtemos (2.7)). ]

Observagao 2.1. Pela proposicao anterior, CTE,(X) coincide com TVaR,(X), para

todo 0 < p < 1, no caso em que X é variavel aleatéria continua, pois, neste caso, temos
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que F(F*(1—p)) = 1 —p. Entretanto, para o caso geral temos as seguintes relagoes, que
podem ser verificadas de maneira andloga ao caso continuo:

1
1—F(VaR,(X))

CTE,(X) = VaR,(X) + ES,(X)

Finalizamos a Secao com a andlise dos axiomas de coeréncia para a CTFE, que é

uma medida coerente no caso em que os riscos sao variaveis aleatérias continuas.

Proposicao 2.3. Para 0 < p < 1, seja CTE,(X), com X € G, definida como em ({2.3).
(a) A CTE é uma medida de risco translativa e homogénea positiva.

(b) Se X é uma v.a. continua, entao a C'T'E é mondtona e sub-aditiva. Consequente-

mente, neste caso, é uma medida coerente.

Demonstracao. (a) Primeiramente, vamos provar o axioma da translatividade. Para
c € R, pela Proposicao 2.1, como o VaR é translativo, segue da linearidade da esperanca

condicional que

CTE, (X +c¢) = EX+cX+c>VaR,(X +¢))
= EX|X+4+c>VaR,(X)+c)+c
= E(X|X >VaR,(X))+c
= CTE,(X)+ec.

Para provar o axioma da homogéneidade positiva, seja A > 0. Com a convencao:
CTE,(X) =0, quando P(X = 0) = 1, assumida na Defini¢ao é imediato a validade
do axioma para A = 0. Agora, para X\ > 0, pela Proposicao[2.1], como o VaR é homogéneo

positivo, segue da linearidade da esperanca condicional que

CTE,(AX) = EM\X[|AX > VaR,(\X))
= AE(X | AX > AVaR,(X))
= AE(X|X > VaR,(X))
= ACTE,(X).
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(b) Se X é uma v.a. continua, entdo pela Proposicao [2.6 temos

4
CTE,(X) = ]13 / VaR.(X)de.
0

Logo, a monotonicidade da C'T'E segue da monotonicidade do VaR que foi provada na
Proposigao 2.1]

Agora, para provar a subaditividade da CTFE, sejam X e Y varidveis aleatorias
continuas, com funcoes de distribuicao Fy e Fy, respectivamente. Entao, X +Y também
possui fungao de distribuicao continua, que denotamos F'x.y. Logo, como vimos anteri-
ormente, das propriedades da inversa generalizada, como Fx, Fy e Fx,y sao funcoes
continuas segue que, para todo 0 < p < 1, Fx(Ff(1 —p)) = Fy(Fy (1 —p)) =

Fxiyv(Fx,y(1 —p)) =1—p e, consequentemente,
P(X >VaR,(X))=PY >VaR,(Y))=P(X+Y >VaR,(X+Y))=p e (0,1).
Assim, usando a Proposicao [1.4, podemos obter que

CTE, X +Y) = E(X+Y|X+Y >VaR,(X +Y))

= E(X|X+Y >VaR, (X +Y))+ E(Y|X +Y > VaR,(X +Y))
E(X|X > VaR,(X)) + E(Y|Y > VaR,(Y))
CTE,(X)+ CTE,(Y).

IN

IA

Portanto, no caso em que os riscos sao variaveis aleatorias continuas entao a CT'E é uma

medida de risco coerente. O

Apresentamos a seguir um exemplo no caso continuo, em que vale a subaditividade
do CTFE, mas nao nao vale a do VaR, ressaltando, assim, uma vantagem do CTFE em

comparacao ao VaR.

Exemplo 2.2. Considere como no Exemplo 2.1, X e Y varidveis aleatorias i.i.d com
distribuigdo Exponencial(1). Vimos, que para p = 0,99, VaRyg(X) = VaRyg(Y) ~
0,01 e VaRpgo(X +Y) = 0,145 e, assim,

VCZR(),gg(X + Y) > VG/RO’QQ(X) + V@Roygg(Y).
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Agora, calculando para a C'T'E, obtemos

CTEyg(X)=CTEye(Y) = E(X|X >VaRyg(X))
fo‘f& v fx(v)dw

1 —P(X <VaRyg(X))
IOO,?)I re rdx

1—Fx(F<(1-0,99))

1,01,

Q

Q

Q

e, de maneira anéloga,

CTEo0(X +Y) = E(X+Y|X+Y >VaRyg(X +Y))
fo(j45 r?e " (r)dx

1-— P(X +Y < VG/RO’QQ(X + Y))

2,02.

Q

Q

Portanto,
CTEyg(X +Y) < CTEyg(X)+ CTEyg(Y).

2.5 Momento Caudal Condicional (CTM)

O Momento Caudal Condicional ou Momento de Cauda Condicional, denotado
por CTM (Conditional Tail Moment), é uma medida de risco que foi introduzida por
Methni, Gardes e Girard (2014), como uma nova ferramenta para unificar a estimagao de

diversas medidas de risco, incluindo a CTE.

Nesta Secao, vamos apresentar a definicao do CTM e a sua relacao com outras
medidas de risco. No préximo capitulo estudaremos em detalhes o comportamento as-
sintético de um estimador natural para o CTM baseado na Teoria dos Valores Extremos,

proposto por Goegebeur et al. (2022).

Definicao 2.10. Definimos o Momento Caudal Condicional ou Momento de Cauda Con-

dicional, denotado CT'M, de uma variavel aleatéria nao-negativa X, por
CTMjs,(X) = E(X°|X >U(1/p)) = E(X" | X > VaR,(X)), (2.8)

desde que E(X?) < oo, em que p € (0,1) e 8 > 0. Ou seja, o CTM é definido como o
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momento condicional de ordem 3 da distribuigao de risco (ou perda) acima do p—quantil

superior.

Nao ¢é dificil verificar que para § # 1 de uma maneira geral, CT'M nao cumpre a
translatividade e a homogeneidade positiva. Ou seja, nao ¢ uma medida de risco coerente.
Mas, como mencionamos anteriormente, a grande utilidade do C'T'M é possibilitar a

unificacao da estimacao de varias medidas de risco por meio da sua estimacao.

E ébvio que o CTM de ordem um (8 = 1) coincide com a CTE. Listamos abaixo,
outras medidas de risco, destacadas por Methni, Gardes e Girard (2014), que podem ser
definidas em fungao do CT'M.

Definicao 2.11. Seja X € Gep € (0,1).

(a) A Variancia Caudal Condicional ou Variincia de Cauda Condicional, denotada por
CTV (Conditional Tail Variance), é definida como

CTV,(X) := E[(X — CTE,(X))}X > VaR,(X)].
Ou seja, ela mede a variabilidade condicional de X acima de VaR,(X) e indica a
dispersao dos valores de X em relagdo ao CTE,(X).

(b) A Assimetria Caudal Condicional ou a Assimetria de Cauda Condicional, denotada
por CTS (Conditional Tail Skewness), é definido como o coeficiente de assimetria das

leis de perdas sabendo que as perdas sao maiores que o VaR. Ou seja,

X3|X > VaR,(X))
CTV,(X)3?

CTS,(X) := E(

(c) O Valor em risco condicional, denotado por CVaR (Conditional- Value-at-Risk), é
definido por
CVaR,\(X) = A\VaR,(X) + (1 — \)OTE,(X)

com 0 < A < 1. Em particular, CVaR,;(Y) = VaR,(Y) e CVaR,o(Y) = CTE,(Y).

Podemos verificar facilmente que as medidas CTE, ES (definido em ({2.5))), CTV,

CTS e CVaR podem ser reescritas na forma
O (VaR,(X),CTM, ,(X),CTM,,(X),CTM;,(X)),

em que ® : (to,t1,ta,t3) — R, (to,t1,t2,13) € R, é uma fungao dada, em cada caso, da

seguinte forma:



CTE,

ES,
CTV,
CTS,

CVaRIL A
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D(tg, t1,1ta,t3) =
DO(to, t1,t2,13) :p(tl — to)
(b(t tlat27 3) = - t2
t3
D(to, 1, b2, 13) = ly — )
Cb(to, ty, tg,tg) Ao + (1 — /\)tl, A€ [0, 1].

Assim, a grande vantagem do C'T'M reside no fato que estiméa-lo permite esti-

mar as medidas de risco baseadas em momentos condicionais, de ordens arbitrarias, da

distribuicao de risco acima do VaR.



Capitulo 3

Estimacao do CTM

3.1 Introducao

Neste capitulo, abordamos o problema da estimacao do CT'M, que permite a es-
timacao de outras medidas de risco obtidas como fungoes do C'T'M , conforme observamos

no capitulo anterior.

Para facilitar a notacao, vamos denotar o momento caudal condicional (CTM) de
uma variavel aleatéria nao-negativa X, com funcao de distribuicao F' e funcao quantil

caudal U, conforme definido na Definigao por
0p, = CTMs,(X) = E(X°|X >U(1/p)) = E(X" | X > VaR,(X)), (3.1)

para p € (0,1) e B > 0 tal que E(X”) < oo.

Nosso objetivo é apresentar em detalhes os resultados obtidos por Goergebeur et
al. (2022) sobre as propriedades assintéticas do estimador proposto por eles, baseado em
uma amostra X1, ..., X,, de variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuicao F', no

caso especial em que p é muito pequeno, ou seja, p < 1/n. Lembrando que

U(1/p) =inf{y € R; F(y) > 1—p}.

Para este caso, Goergebeur et al. (2022) fazem uso da teoria de valores extremos,
a qual permite extrapolar além do intervalo de dados. Especificamente, assume-se a

condigao de segunda ordem apresentada na Defini¢ao [1.8) com p < 0 e v > 0, que

Ultx)
Ul(t)

especifica a velocidade de convergéncia de , quando t — 00, ou seja,

Condicao de Segunda Ordem (SOC). Para algum v > 0, p < 0 e alguma funcéo

36
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positiva ou negativa A(t), com lim;_,., A(t) = 0, temos

x P _1
lim 20~ _ T "
tooo A(l) p

Vo > 0. (3.2)

Pelo Teorema , podemos concluir que a condigao (SOC) implica que ' € D(G,),

com indice extremal v > 0, em que
G, (z) = exp [—(1 + ’yx)_l/w]

é a distribuicao do valor extremo generalizada e, pelo Teorema (1.7, concluimos que a

funcao A(.) é de variagao regular, com indice p.

Alternativamente, a condi¢ao (3.2) pode ser expressa, em termos da fungao de

distribuicdo F da seguinte forma

M — x_l/'y

7 1
T AN () (3.3)

oo aft) P
em que a(t) := A(1/F(t)). Neste caso, o parametro v determina o peso da cauda superior

de F', com valores grandes indicando caudas mais pesadas.

Exemplos de distribuigoes que satisfazem a condigao (SOC) sao as distribuigoes
tipo Pareto descritas no Exemplo

Para a estimagao de 03, considera-se, primeiramente, o caso intermediario: k,n —

oo ep=k/n—0.

Neste caso, considerando as estatisticas de ordem da amostra, Xi,,..., X, ,, €
assumindo a condi¢ao de segunda ordem (SOC), temos pela Proposi¢ao(1.10} que U(1/p) =
U(n/k) pode ser estimado por X, , e, consequentemente, 63, pode ser estimado por

uma média empirica dos dados acima de X,,_j .

Com isso, para este caso intermediario, Goergebeur et al. (2022) propoem o se-

guinte estimador para 03 /»,

| =

k
Oom =172 X jiin (3.4)
j=1

e obtém a distribuicao assintética de 6g,,, devidamente normalizado, para o caso em que

0 <~ <1/(28) (Teorema [3.2).

Dessa forma, através de uma expansao assintética do CT'M (Teorema [3.1)), prova-
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se que para p | 0
P ((U(l/p)))ﬁe . (ﬁ)ﬂ”e
B,p (U(n/k)) Bik/n np B.k/n:

Com base nesses resultados, Goergebeur et al. (2022), propoem um estimador extrapolado

R L Bk _
95:? = (_) eﬁ,k/n; (35)

np

para 03, definido por

em que éﬁk /n € 0 estimador do caso intermedidrio, dado em 1} e Y € um estimador de
~ devidamente escolhido. O principal resultado do artigo de Goergebeur et al. (2022) é

a obtencao da normalidade assintética de éﬁ,p

Assim, para estabelecermos os resultados obtidos por Goergebeur et al. (2022),
apresentamos inicialmente na Sec¢ao |3.2| uma lista de resultados auxiliares que serao uti-
lizados para a derivacao dos resultados principais a serem demonstrados na Secao 08
quais estabelecem, sob condigoes desejaveis, a normalidade assintética dos estimadores

descritos acima.

3.2 Lemas Auxiliares

O seguinte lema foi apresentado por Goergebeur et al. (2022) e contém uma propri-
edade util das estatisticas de ordem associadas a uma amostra aleatéria da distribuigao
Pareto(1,1) e que serd utilizado para obter a normalidade assintética dos estimadores

descritos anteriormente.

Lema 3.1. Sejam Y1, ..., Y,, varidveis aleatérias independentes Pareto(1, 1), com estatisticas
de ordem Y; , < ... <Y, . Considere, para 5; >0, i =1,2 ey >0,

Qn=Vk K%YM,”)7 - 1] . (3.7)

~ s 11 k
Entao, se v < mm(—l, %), temos para k,n — oo com > — ()

24
P, Pg,
D
Pn7/32 — P52 ~ Ng (0, 2) , (38)
Qn Q

em que NV (0, X) indica a distribuigdo Normal 3—dimensional, com vetor média 0 e matriz
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de covariancias 3 dados por

0 (751)2 7251,32
(1*%312);(16*2%1) (177ﬂ1)(17?6,;)5%*7(6&52))
o . vy 2 P2
0=10 e = (1—%31)(1—’7321)(1—7(51-1—52)) (1=vB2)2(1—2vB2) Sk (3'9)
0 0 0 72

Demonstragao. Primeiramente, para facilidade de notagao, considere

A, = (Pnﬁl) ,
P'fl752

em que P, 3 e P, 3, sao dados em ({3.6). Assim, pela Proposicao (1.9 segue que

1 vk 81 1
A D \/E k ZJ':l}/j T 196
n Lyk oy
k £wj=1"7 1=7p2
1 k 81 1
_ | & 2=\ Y
o 1 k VB 1
7 2= Y g
Mas, como Y, j =1,...,n tém distribui¢do Pareto(1,1), podemos obter que para todo
0<a<i
< 1 1
(¥7%) /1 x? 1—a

Agora, por hipdtese temos que 0 < vy < min(ﬁ, ﬁ), entao

< o0, i€ {1,2} (3.10)

1
Bi\ __ BiN2 __
B )_1—%6’@- e BT 1-295

Logo, utilizando o Teorema do Limite Central Multivariado, obtemos
Ay 2 N(0,5), (3.11)

em que 0= (0,0)" e 3 ¢ a submatriz formada pelas duas primeiras linhas e colunas da

matriz 3 dada em (3.9). Além disso, pelo Corolério
k D
Vi ~Yoen = 1) S N(0,1).

Logo, segue do conhecido método Delta (veja Teorema 1, Se¢ao 7.5 do livro Rohatgi e

Saleh (2001)), que decorre das propriedades da convergéncia em distribuicao, que

i K%Y”ﬁf)z -l _ s [(gyn_,?)v ~U 2, w01,
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ou seja,

Qn = Vk K%YHM)7 - 11 By N(0,72). (3.12)

Mas, pelo Teorema[I.9] da representacao de Rényi, temos que os dois componentes de A,

(P, € Ppp,) sao independentes de @), e assim, a fungao caracteristica conjunta de A, e

Q. é o produto das fungoes carateristicas de A, e @,,. Logo, por (3.11)) e (3.12)), segue da
versao multivariada do Teorema de Levy, que para t = (to,t1,t2) € R3,

®(An) (t) frd E(ei[(t07t1)‘An+tz-Qn]>
q)An (t07 tl) . (I)Qn <t2)

D
= D@05 (o, 1) - Paq2)(t2)

( (to,h)f-(i?)ﬂ%v?)
= exp| —

2
( t-E-tt>
A

em que t' denota a matriz transposta de t. Portanto, novamente como consequéncia do
Teorema de Levy multivariado obtemos (3.8)). ]

O préximo lema também estabelece uma propriedade assintética de estatisticas de
ordem associadas a distribuicao Pareto(1,1) e serd utilizado para a obtengao da distri-

buicao limite do estimador intermediario 0g,,.

Lema 3.2. Sejam Y1,Y5, ..., Y, varidveis aleatérias i.i.d com distribui¢cdo Pareto(1,1) e
Yin < ... <Y,, suas estatisticas de ordem. Sejam, também, A(t) uma fungao positiva
(ou negativa) tal que A € RV,, com p < 0, e Ay(t) uma funcio tal que Ay(t) ~ A(t),
quando t — co. Se k = k(n) — oo, k = o(n) e VkA(n/k) = X € R, quando n — oo,
entao

V- Ag(Yo_jn) = A+ 0p(1)
e, consequentemente, V& - 0p(Ag(Yy_gn)) = op(1)
Demonstragao. Podemos escrever

) AO(Ynfk,n) ) Ao(n/k)

V- A(Yo_pn) = VEA(/E) A0 AR (3.13)
Por um lado, por hipétese, temos VEA(n/k) — X € R e Ay(t) ~ A(t), entdo
VEA(n/k) % — A, quando n — o0. (3.14)

Por outro lado, utilizando a Proposi¢ao[L.F] (desigualdade de Potter), com f(t) = |4o(t)| €
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RV, obtemos que para d;,0, > 0 arbitrarios, existe to = to(d1,02) tal que para n/k > t,

e Y, _rn > to temos

0] 1 (i) i (1) (S]] 029
0] <1 (i) () (B ] 00

Mas, pela Proposicao [1.11] temos %Yn_km 2 1 e como 01 ¢é arbitrario, de (3.15]) e (3.16

Segue que
AO(Yn—k n) P
L0 n—kn) Py 3.17
Ao(n/k) (3.17)

Portanto, usando (3.14)) e (3.17)) em (3.13]), concluimos que

VE - Ag(Yoin) 2 A

ou seja, Vk - Ag(Yn_rn) = X+ op(1). O

Para facilitar a apresentacao da demonstracao do Teorema 3.2, que estabelece
a distribuicao limite do estimador intermediario 9~57n, destacamos uma parte dessa de-
monstracao e apresentamos no lema a seguir, no qual obtém-se uma decomposicao as-
sintética relacionada as estatisticas de ordem associadas a uma amostra de uma distri-
bui¢ao Pareto(1,1).
Lema 3.3. Sejam Y;,Y5, ..., Y, varidveis aleatérias i.i.d com distribuigdo Pareto(1,1) e
Yin < ... <Y,, suas estatisticas de ordem. Se F' é uma funcao de distribuigao, com
respectiva fun¢ao quantil caudal U, satisfazendo a condigao (SOC), para algum v >

0, p < 0 e alguma funcao positiva ou negativa A(t), entdo, para k,n — oo com k/n — 0
e \/EA(%) — A € R, temos

P
k B k 78 k 7B Yr—itin )\ _q
1 n Jj+1, n) o 1 Yn—j+1,n 1 n Jj+1ln ( Yn—k,n )
k2< ) - kZ<Ynk,n + Bébol "knkz

n k:n) P

B
n—j+1,n
+oram, M»kz (G 518)

Demonstracao. Sejam 7 e p dados pela condi¢ao (SOC) e Ay(t) ~ A(t), quando ¢ — oo,
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podemos escrever

Yn7j+1,n P _
UVn—jrin) (Ynﬂ‘+1:n)7+Ao(Y ko) (Y”J'H»ny ( Vokn ) 1
U(Ynfk,n) Ynfk,n o Ynfk,n Y
Yn7j+1,n P _
_{_U(YnfjJrl,n) . Yanrl,n)PY N A (Y . ) (Ynj+1,n)7 ( Yon—kn ) 1
U(Ynfk,n) Ynfk,n O\ Tk Ynfk,n 1Y
Yn7j+1,n P 1
Y) () -
— 14+ Ag(Yoekn ’
( Yn—k,n 0< " ) P

U(Yn7j+1,n) _ Yn7j+1,n v ~ Yn7j+1,n p _ 1
U(Yn—k,n) Yn—k,n (Yanrl,n) Yn—k,n

+A Yn— n
0( & ) AO<Ynfk,n> Ynfk,n P

Yoy (i) -1
=: _ 1+ Ao(Yn—k,n) + AO(Yn—k,n)Rj,k?

Ynfk,n P
em que
UW¥n—jiim) _ (Yo—itim ) Yojiim \* _
R U(Ynfk,n) ( Ynfk,n ) <Yn—j+1,n)’y ( Ynfk,n ) 1
k= _
! AO(Yn—k,n) Yn—k,n 1%
Logo,
B
Yn_jt1,n p 1 _
U(Yn—j+1 n) ? Yn—j+1n P <Yn—k,n ) o Yn—j+1n v
Tilnoj4in) ) _ ((Inoitin 1+ AoV )~ L A (Vo) [ 222 ) RS
( U(Ynfk,n) Ynfk,n * 0( h ) 1Y * O( o ) Ynfk,n ok
(3.19)
Agora, usando a desigualdade (1.16|), do Teorema considerando = = Y;“,%:”‘ et =

Y, —kn € como, pela Proposicao |1.11} temos Y,,_j,, i 00, entao Ve, d > 0e j € {1,....k},

existe n suficientemente grande tal que, com probabilidade arbitrariamente grande, temos

+ é -0 +p+d
|R | <e (Ynj+1,n>’y pmax (Ynj+1,n) (Ynj+1,n) — ¢ (Yvanrl,n)’y g
I —_— JT ST —c. | L1 .
! Yn—k,n Yn—k,n 7 Yn—k,n Yn—k,n

Mas, (%) > 1, entdao tomando 0 < § < —p, obtemos que

n—k,n
Yo jin "
—j+1,
—hgren |Rjx| <e.
Yn—kz,n
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Assim, de (3.19)), segue que

Yo—jtim |7 B
Ujrn) " _ (Yozizrn )" () -1
v = 7 1+ Ao(Yo | Ao(Ya r)os(1) S,
(U<Yn_k,n> Yo i Ao (YVaosin) ===+ AoV )or (1)

com o termo op(1) uniforme em j € {1, ..., k}. Utilizando a expansdo de Taylor com resto

infinitesimal, segue que

Ynfj#»l,n

U<Ynfj+1,n) p B Yo jtin 18 <m> —1
(v(yn_k,n> = v ) Ak s Ao (Yaka)or(1)

(Yn7j+1,n> _ 1
Yo ,n
+0]P’ AO(Yn—k,n) - P + AO(Yn—k,n)OlP’(l)

Y o
e, como ;J—:“ > 1e p <0, podemos escrever
n—k,n

UVnjin) ) Yoojirn )" (Yin/_j:l’ny -1
ZA\nojttin) ) Inojtde L+ BA(Y. o v
( U(Ynfk,n> > < Ynfk,n ) + 5 0( n k,n) P + OIP’( 0( n k,n))

Logo, como op(1) é um termo uniforme em j € {1, ..., k}, obtemos ({3.18). ]

Finalizamos esta Se¢dao, com um lema auxiliar para a demonstragao do princi-
pal resultado deste capitulo (Teorema 3.3.), que estabelece a normalidade assint6tica do

estimador égyp, que foi obtida, sob condi¢oes desejaveis, por Goergebeur et al. (2022).

Lema 3.4. Seja F' uma funcao de distribuicao, com respectiva funcao quantil caudal U,
satisfazendo a condigao (SOC), para algum v > 0, p < 0 e alguma fung¢do positiva ou
negativa A(t). Suponha que k = k(n) — oo, k = o(n) e \/EA(%) — A € R, quando

n — 00.

(a) Se 7, um estimador para 7, tal que VE(7; — 7) D, I, com I" tendo distribuicao nao

In (k/(np))
vk

degenerada, e p é tal que £ — oo e — 0, quando n — oo, entao
np

i; [(nﬁp)(’mv)ﬁ - 1] D g (3.20)

In &=
P

(b) Se p é tal que nﬁp — 00, entao

IO ST
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Demonstracao. (a) Para provar (3.20), podemos escrever

v [( k )”’””_1] _ \/E(exp{(%—v)ﬁ-ln(k/np)}—1)
InE |\ np N

In
np

L
np

exp { VE(3i — )8 - M} — 1

— VE(A —
V(i — )8 \/E@k_wﬁ.m(%p)

Agora, por hipdtese, temos que \/E(ﬁk —7) 2Te % — 0, entao

In(k/np) p

Com isso, utilizando a seguinte fungao continua

VEHx — )8

e’ —1

g(z) =

, sex #0

1, sex =0

e o fato que fungoes continuas preservam a convergéncia em probabilidade, obtemos que

exp { V(3 = 7)8 - fee
Vi — )8 - =5

b, (Vi =52 ) 5 ) =1

Logo, como \/E(ﬁk —7) D, I', segue das propriedades de convergéncia em distribuicao que

Vk g\ (k=8 ) ) In(k/n
L ((£)7 ) = B = (v~ - 2 2

np

(b) Para provar , primeiramente escrevemos
(n/k)\* 7 (1/p) (n 7
“E{(g(l/ﬁ)) () 1} ﬁ{{”’gé/i) (7)1} 1}
n 11y B
wlecr s -G -
8 - <4;>”] } »

— Vi {1+ (%)”A(n/k)-

Agora, utilizando ((1.15)) da condi¢ao (SOC), com t = n/k e x = k/np, obtemos que

U(Tll/p)_(nﬁpy " 7<nﬁp>”_1
Y (%) ;o)
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e, consequentemente,

s (g () ) e a2 oagzy)]

Usando a féormula de Taylor com resto infinitesimal, segue que

() G -

k

@@ Ge)

Mas como k/np — oo e p < 0 podemos verificar que

(1B a) o).

w{(5em) (5)" ) = vi{-an() L aa )
- )

Finalmente, como, por hipétese, VkA(n/k) — X, k/np — co e p < 0, podemos concluir

ARy ()=

que

3.3 Propriedades Assintéticas do Estimador

Nesta Segao, apresentamos os resultados centrais de Goergebeur et al. (2022) que

estabelecem, sob condicoes apropriadas, as distribuicoes limites dos estimadores é/j’n e

éﬁm, definidos em 1' e 1’ respectivamente.

Primeiramente, apresentamos o teorema que obtém, sob a condigcao de segunda

ordem (SOC), uma expansao assintotica do CTM, que nao se restringe somente ao caso
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intermediario, sendo valida para qualquer p | 0.

Teorema 3.1. Se X satisfaz a condigao (SOC), com 0 < v < 1/8 e p < 0, entdo para
p 4 0 temos

no= [ O {2 it () = (G

Demonstracao. Primeiramente, das propriedades de esperanca condicional e da integral

de Lebesgue-Stieltjes, podemos escrever

0, = E(X°|X >U(1/p))
Jo X IxsvqpdP
1-P(X <U((1/p))

/OO 2P dF ()
ui/p)
F(U(1/p))

= O/ /Uu/p) 4Fta)

Agora, fazendo a mudanca de varidveis u = (1 7 © usando a propriedade de integracao

por partes para a integral de Lebesgue-Stieltjes obtemos

A1) O R

s = Fo; [ aF-vam)
 —ua/mp)”P o, . _F -
— F(U(1/p)) [Jljﬁo“ﬁ F(u-UQ1/p)) = F(U(1/p))

Mas, pela Proposicao temos que lim, ;. u? - F(u - U(1/p)) = 0, entdo segue que

Q] s [ g
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Agora, pelo Teorema [L.8] podemos escrever

1\1” o Pl 1
o= ) o [ o (55
o (U(/p) | T — ", (/ ; 1) du
ut ao(U(1/p)) P
B

= [U (}?)r{lw/lmuﬁi1du+ﬁao(U<1/p))/1°°u 51 (“”/;p— 1) du

FUQ/p) _ , —1/~
oo —= u w/ —1
4 Bao(U(1/p / A1 | FU/p) _ul/y( >
o(U(1/p)) ao(U(1/p))

1

em que ag(.) é um funcdo tal que ag(.) ~ a(.). Agora, como por hipdtese, 0 < v < 1/f,
ou seja,  — 1/v < 0, segue que

[ ()]t i
Yop = {U (p)} {1 B S R colU1/p)) + aO(U(l/p))Rp} ’
com uU 1/p)) o ufl/'y o)y _ 1
-1 F(U(l/p)) S Ve u
=5 | | ¢

Mas, por (|1.16) parae > 0,0 < < 1—;2 — [ e p<poe,d), podemos obter que

F(uU(1 _
F(uU(1/p)) W i w1

R < / 5-1 F(Ul/p)) it
Bl < 5 (U(/p) ”

14w _
< / e u T max(ul, u0)du

< 85/ Ly oy

T—p- 76 ol

Assim, R, = o(1), para p | 0 e, consequentemente, temos

Agora, como, por defini¢do temos af(t) := A (F(t)) e U(1/p) = F<(1 — p)), podemos
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escrever

o0t/ = BEED ()

(O(1/p)) F{i=p)
/) (1
= o(U(1/p) A(p)‘

Mas, como « e U sao fungoes regularmente variantes e, além disso, ag ~ «, temos que
20lUU/p) — 1 4 o(1). Logo

a(U(1/p))
e =a(2) (4 (3).

Finalmente, substituindo este resultado em (3.22)) e utilizando a Proposicao [1.1] con-

cluimos que

oo P (e s ) )

Como consequéncia do teorema anterior, podemos obter uma relacao assintética

entre o caso intermediario e o caso geral.

Corolario 3.1. Sejam Xj,..., X,, variaveis aleatorias i.i.d. com funcao de distribuicao
satisfazendo a condi¢ao (SOC), com 0 <y < 1/(28) e p < 0. Entado para k,n — oo com
k/n—0e \/EA(%) — A eR, eptal que kp — 00, temos

n

<_> . JBk/n nooo (3.23)
np 0.0
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Demonstracao. Podemos escrever

(5" - (8] (o)t

V()" (s2) 1 U Bl WG/
Vi 05,/ U/

Entao, utilizando o Teorema |3.1| e o Lema |3.4{ é possivel mostrar que

vk {(%)w (giﬁlfg)ﬁ_l} noe o o Ooam/ WO/R) e
— 00 UL

pois p < 1/n. Portanto,
(_) ) B,k/ — 1
np 05,
]

O resultado principal para o estimador intermediario do CT'M é dado no teorema

abaixo.

Teorema 3.2. Sejam X1, ..., X, variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuicao F
satisfazendo a condi¢ao (SOC), com 0 < v < 1/(25) e p < 0. Entao para k,n — 0o com
k/n—0evVEA(%) — A € R, temos

Opn .\ D 1 N 2(v8)*(1 —’Vﬂ))
VEk (%,m 1> = (1 —yB8)Ps+ BQ ~ N (0, T . (3.24)

Demonstragao. Primeiramente, por definicao, temos

1¢ 1 o' ’
n _ B8 o B8 n—j+1,n
O = Y XD = ZXn—kn (ﬁ) : (3.25)
7j=1 j=1 )
1 —
Seja U(zx) = (ﬁ) (z) = F7(1-1), = > 1, a funcdo quantil caudal de F e

considere Y1,Y5, ..., Y, varidveis aleatérias i.i.d., com distribuigdo Pareto(1,1), ou seja,
Fy(z) =1— 21,z > 1,. Entdo, como Fy'(y) = ﬁ, temos que X} 2 U(Yr), 1 <k <n,
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pois

PUY) <z) = P(F‘_ (1—%)§x>:P<1—YLSF($))

k

Assim, pela independéncia das varidveis aleatérias é possivel concluir que
(ank,n; ankJrl,na ) Xn,n) 2 (U(Ynfk,n% U(Ynkarl,n); ) U<Yn,n>> (326)

Logo, por (3.25) obtemos que

k B
~ U(Yn_- 1n)
05, 2 UV, nﬁE S Sl S 3.27
67 ( k7 ) j:1 ( U( n—k,n) ( )

| =

Para calcular o limite do Teorema [3.2] definimos

e podemos decompor

@<%_1> - VM

00 0
= VE[ZE 1)+ VR[22 1), (3.28)
0&& 0@& 9@%

Por um lado, o primeiro termo da decomposicao pode ser reescrito da seguinte forma

O\ d sy (Uae) ) 1 S~ (UVaginn) )
@(% 1)‘“” ) (So) i ;(Umk,n)) vk

U(Yn—k,n)
U

B
e expandindo < ) pela formula de Taylor com resto infinitesimal, obtemos

N n 1 i U Ynf' n A
ﬁ(ﬂ 1) L ml—vﬁ)k-z(g(yfl’ )) ~Vk

95,§

+8Vk (W = 1) (1 _75)% > <U<Yn—]+1n)>f3

VEop <U(Y” _ 1) (1—8)7 5 (U(Y“”)B (3.29)
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Mas, podemos escrever

Yo—k,n)
) () i ()

UVo—rn) _ (k.y, )’ ¥
U(%) n n—k,n E . _

e, usando a condigdo (SOC) em 1) a hipétese que vkA (%) — X e o fato que
%Yn,km L (Proposicao |1.11]), chegamos que

H(Hr )

;
Y
=
=
—|F
<
I
N
I
=
B
—~

|
=
BN
~
I3

Il

fA( )(712 - kn)w(ﬁY"—’;”)p_lJrQnJrOﬂ»(l)

em que @, := Vk [(% . Yn,k,n)V - 1} . Substituindo em obtemos

I

N[37n . D . _1 r n Jj+1, n) ﬁ_ 1 ]
\/E(éﬂfl 1) = =98k kz( kn)> 1—98
+61Qu +op(1)] + 02 (1) _
D 1 b n ln) g 1
= (1-8)Vk kg( ;b) — 15| A+ or(D).

Agora, utilizando (3.18]) obtido no Lema , podemos reescrever esta igualdade como

k

1 Ynf'Jrl,n 78 1
(1 =28)Vk !kz< )" 17ﬁ]

J=1

<
 ~
}qu ébr
SET

|

—_
N~ —

lis]

k Yn7j+1,n p_
1 Ynf n ’Yﬂ Yn— n 1
+8(1 — 75)\/EA0(Yn—k,n)E Z < - jJ’;L ) ( k,p )
=1 n—k,n

+(1 = vB8)Vkop(Ao(Yn—rn)) + BQn + 0p(1).

Mas, pelo Lema e pela Proposicao [1.1], obtemos

b , 8
(1-B8)\Vk [; > (Y;:Z") -1 —1%] + (3.31)

Jj=1

=
7N
(| >
™
3
|
—_
~__—
lis}

k

_ B (Yot )T g
+B(1 = B) (A+0p(1)>%2 (@T’”) <Y""“;) + BQn + ox(1).
j=1 n—K,n

Agora, pela Proposicao e pela Lei Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov, como

Y; ~ Pareto(1,1), 0 < v8 < 1/2 e p < 0, podemos concluir que

1 i Yn—j+1,n P D 1 Zy'yﬁ B) E(Y’YB) — 1 (3 32)
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k Yn—]+1n 1 k k
1 Yn—j+1,n ( Yn—kn > D ﬁ 1 'yﬁ+p 1
P2 () A B DRy
j=1 ' J=1 J=1
L 8 . (3.33)

(1 =98—=p)(1—~p)

Além disso, por (3.32), (3.33) e como Ay ~ A, com lim;_,, A(t) = 0, segue de (3.18]) que

k 8
%Z ( Yo j+1, n)) E) 1 _176 (3.34)

n kn)

Assim, usando (3.33) em (3.31)), segue que

éﬁn D 6
E|<S—1) =(1— O B , .
f<% 1) (1= 98)Pos +BQu + T g A+ ox() (3.35)

B
k Yn—' ,n
em que P, g := vk [% Zj:l ( Y,:z:ln ) B 11%}

Por outro lado, pelo Teorema , o segundo termo da decomposigao (3.28) pode ser

escrito da seguinte maneira

/i (5,3 > /i [U(n/kﬁ)lﬁ ]
k|~ -1| = Vk L -1
. U/ 1) (55 + i + oAw/K)
_ 1—9B8—p B
- [(1 — 8 = p) + BAn/k) + (1 = vB)(1 =B — p)o(A(n/k)) 1]

—BVEA(n/k) = (1 = vB8)(1 = 7B — p)Vk - o(A(n/k))
(1 =78 —p)+BAN/E) + (1 =18)(1 =B — p)o(A(n/k))

Agora, como Vko (A(n/k)) = VkA(n /k)

) 50 e limy_0o A(t) = 0 concluimos que

Vk <vﬁ’” - 1) __TF g o(1) (3.36)

0,5
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Assim, usando (3.35)) e (3.36) podemos reescrever (3.28) como

Vi % g} = V(S g g G g [ Oom
O, g, O \ s
g

D
= (1_75)Pn,5+/8Qn+m‘>\+OP(l)
gﬂ,n _ﬁ
+§,k (1—7ﬁ— A+0(1))
Do _ .
- (1 yﬁ)P{nﬁ—i_ﬁQn—i_l—ﬁ//B—p >\+OIP’(1)

_|_

o () 5 () | (== o),

7] B _ B
pois g:’z 2 (1 —~p5) (U(U}ZZ‘/’;)")) %Zk (M) . Mas, pelos resultados (|3.26]),

7=\ U(Yn—k.n)
(13.34) e pela Proposicao temos que

j=1

Portanto,

967%

em que Q e P sao independentes, pela representagao de Rényi, Q ~ N(0,7%) e P ~

N (0, %), pelo Lema . Ou seja,

05 D 2(v8)*(1 = B)
ﬁ(%g —1> b, (1—75)P5+6Q~N<0, 5 )

]

Finalmente, conforme mencionamos na introducao deste capitulo, pelo Teorema

temos que para p | 0
0, UO)
Osrsn/(Un/k))P

U(l E\”
Mas, como, pela condi¢ao (SOC) temos que U € RV, entao lim,_,« M = (—)

e, consequentemente, segue que
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Assim, Goegebeur et al. (2022) propuseram o estimador extrapolado do CTM, é[;,p,
definido em (3.5 e que foi obtido da relacao acima, estimando-se 6/, pelo estimador

do caso intermedidrio 63, e substituindo-se v por um estimador 7.

Dessa forma, escolhendo-se um estimador 45, de tal forma \/E(&k — ) tenha distri-
buicao limite I', é possivel obter uma distribuicao limite para ég,p a partir da distribuicao

I', conforme veremos no préximo teorema.

Uma opgao para a escolha do estimador 4, que satisfaca as condig¢oes necessarias foi
sugerida por Goegebeur et al. (2022). Eles mencionaram o estimador de Hill, apresentado
em Hill (1975), que é dado por

k
1
’3/151 = E Z In Xn7i+1,n —1In ank,n-
1=1

Neste caso, sob a condicio (SOC) e para k,n — oo, com k/n — 0 e VEA(n/k) — A, a
seguinte convergeéncia ¢é valida

VRGE =) BN (125072,

Um outro estimador de viés-corrigido para v, que foi também sugerido por Goe-
gebeur et al. (2022), é o estimador Beirlant et al. (1999), cujos detalhes serdo omitidos

nesta dissertacao.

Com isso, temos, a seguir, o resultado principal que determina a distribuicao as-

sintdtica do estimador éﬁ,p devidamente padronizado.

Teorema 3.3. Sejam Xi,..., X, varidveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuigao
satisfazendo a condigao (SOC), com 0 < v < 1/(28) e p < 0. Entao, para k,n — oo com

k/n—0e \/EA(%) — X € R, 7}, um estimador para vy com vk(7; — ) 2T, e p tal que

n(k/(0) () o &

5 o 0% temos

VE (0 o
lmwwm< )ﬁmi

Demonstracgao. Por definicao, temos

) k Bk
05713 - (n_p) . 05771



Com isso, nds temos a seguinte decomposicao

\/E éﬁ,p \/% k Y8 éﬂ,n
| E-1] = : - LB q
In 25 08, In = | \np 08,

B Vk <k)’¥k5 051 .Qﬁ% - (k)'};ﬁk 6’&% N <k>%ﬁ 9575
In nip np 05 Op np 05, np 05,
80, K 6 0
np 9,3723 np 954,

B NG ( k )("’/k—v)ﬁ < k >75 éﬂ,n Hﬂ% ( k )(%—7)6 < k >76 05’%
= 1nn—kp np np 05 Opp np np 05,
k )(’wcv)ﬁ ( L >75 0 E (kz >75 Gﬁ’n (kz >75 Hﬁm
+ | — : — + -1

_ 1 Vi éﬁm . <k>(%7)5 < L >’75 Qﬁm
lnnﬁp 95,5 np np 05,

np

Mas, escrevendo
1 L (=B \/E L (Je—)8 1
L (w) - T () 7

B lnnﬁp np Vk lnnﬁp

e utilizando o Lema [3.4] e o fato de k — oo quando n — oo, segue que

1 k Wk—’Y)B £> 0
In nﬁp np )

Assim, usando este resultado, o Teorema e o Lema |3.1] concluimos que

1 é k (e—7)B k B 0
[ CE I Y -~ o = op(1).
In £ 0 9
L1 s B,k np np 3.p

e substituindo este resultado em ([3.37]) obtemos

(05 ) _ VR (k)”””_l (ﬁ)”ﬁ bk, 1 <£>”ﬁ
ln— 05, B lni np np 0, Inkt np

95

957 71/

66 P

—1

A g\ (k=5 E\7 0 1 ENP 05k
O O = O
In & np np 057;,, In = np 03,

—|—Op(1).
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Agora, podemos usar o Lema [3.4] e o Lema [3.1] para obter

VE (b5, B 1 kN 0ss/ WU/ (Umk)\*

In £ <9ﬁp_1> = VR 7lel’“/E[(nza) 050/ [U(1/p)] <U(1/p>) HFort
B kN 0/ WU/ (Um/k)\®  (Um/k)\’
= BVRG =)+ kﬂK ) 90 [0 /P) (wim) ~(Tim)

+op(1)

1 n
+ (Famy (&) -
m{ii,iféfé;;f—l

np

g (G () -f e

i { () (),

= BVEGE =)+

Assim, denotando

n B
- [eﬂ,:/ vemr
O/ UL/

podemos escrever

) G B
(e 1) =it e (S0) (£) s Lo
) (3.38)

Por um lado, pelo Teorema [3.1] nés temos

0,5/ [U(n/k)]”
Tl,k = \/E O B 1
| O/ [U(1/p)]
- 5 .
Y T it (8) +
1 3 1
=i (1*“76)(1*“76%)"4 (5) o

e utilizando a Proposi¢ao [1.1] obtemos

T = \/E 1—B—p

_ \/E 1=—vB—p

Mas, como kfﬁpr (%) +o (A (%)) = o(1), ja que 1/p 2225 0o e limy_oo A(t) = 0,
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temos

s A(®) oA () - =2 () +o (4 (2))

T8
Tl,k _ \/E B—p

1+ 0(1) (3.39)
Agora, temos
oA e(a(t)) 5 al) e(a(2) 4(})
A(}) I A O A(3) Ay 6

e como A € RV,, podemos usar a Proposicao (desigualdade de Potter), com d; e o

arbitrarios, para obter que

o (£) A (8

como p < (0 e nﬁp — 00, por hipétese, podemos tomar 0 < dy < —p para obter que

A(1/p) nsoo
Aw/k) "

utilizando este resultado em (|3.40)), verificamos que

et ()04 ) o,

A(F)

Assim, como vkA (%) — X\ € R, por hipdtese, de 1) segue que

I3

A R) o(A(R)
e = ¢E[ : 1+ o(1)
2 VEA () +o (VEA ()
14 0(1)
n—00 ﬁ
1—75—px

Ou seja,
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Por outro lado, pelo Lema temos
Un/k)\" [ k\"
Ty = VE (2 (2
f{(U(l/m) np
B

= ;)\ +o(1). (3.42)

Assim, utilizando (3.41]) e (3.42)) em (3.38]), obtemos

vk (95—> = G+ (o)) (BRI

_I_
In ;2\ O3y nE\1-98-p Ul/p)) \np

+nlk <i/\+o(1)> +op(1). (3.43)

Mas, utilizando novamente o Lema |3.4, podemos obter

oy (17 ) (5)"-1] L

Uifp)) \np N &

e como , por hipétese, VE(5, — ) = I' e k/np — oo de (3.43) concluimos que

vk <%—1>2>5r

k
In % 0&7},

]

Vale observar que escolhendo-se o estimador 4 de tal forma que I' seja a distri-
buicao Normal, como é o caso dos dois estimadores citados acima e sugeridos por Goe-
gebeur et al. (2022), obtemos, pelo Teorema , a normalidade assintética do estimador
.
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