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Resumo

O objetivo desta dissertacdo € apresentar de modo sucinto a teoria das E-funcgdes e os
pré-requisitos necessarios para a prova do Primeiro Teorema Fundamental. A partir deste
resultado, provaremos o Segundo Teorema Fundamental do qual obteremos como corolério
o famoso Teorema de Lidemann-Weierstrass.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros. Numeros Transcendentes. E-fungdes.



Abstract

The purpose of this work is to present, succinctly, the theory of E-functions and their the First
Fundamental Theorem. From this result, we will prove the Second Fundamental Theorem
from which we will obtain as corollary the famous Lidemann-Weierstrass theorem.
Keywords: Number Theory. Transcendental Numbers. E-functions.
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Introducao

A introduc¢do do conceito de E-fungdes no artigo [27], publicado por Carl Siegel em 1929,
tem como objetivo generalizar, em um certo sentido, a fung¢do exponencial.

Para melhor compreender a motivacdo e a relevancia da contribui¢do de C. Siegel,
dedicaremos as préximas linhas a um breve histérico do desenvolvimento da Teoria dos

Numeros Transcendentes.

Um nimero « € dito algébrico, quando € raiz de um polindmio

P(x) =apx"+---+ajx+ap, P#O0,

com coeficientes racionais. Denotaremos por Q o conjunto dos niimeros algébricos. Dizemos
que um nimero complexo o € transcendente, quando nao € algébrico, isto €, quando ndo
existe um polindmio P(x) € Qlx] tal que P(ax) = 0.

A primeira prova sobre a existéncia de numeros transcendentes foi dada, em 1844, por
Liouville. Em seu trabalho Liouville mostra a existéncia e exibe uma classe de nimeros
transcendentes, ver [16] e [17].

Aproximadamente trés décadas apds Liouville publicar seu trabalho, Cantor apresentou
uma nova prova da existéncia dos nimeros transcendentes, ver [5]. Neste trabalho Cantor
demonstra que, do ponto de vista da medida de Lebesgue, quase todo nimero € transcendente.

Em 1873, Hermite [10] prova a transcendéncia do nimero e. Em seu método, Hermite
usa propriedades da fungdo exponencial f(z) = ¢°. Desenvolvendo o método de Hermite, em
1882, Lindemann demonstra a transcendéncia de 7, ver [14] e [13]. Lindemann provou que
se & € Q, ndo nulo, entdo ¢ é transcendente. Tal resultado é consequéncia de um teorema

mais geral provado por Lindemann, enunciado a seguir.

Teorema. (Lindemann) Se ,...,0, sdo niumeros algébricos distintos, e cy,...,cn S0

niimeros algébricos ndo todos nulos, entdo

cre®™ +---+cpe® £ 0.
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Uma prova deste resultado pode ser consultada no livro Teoria dos Niimeros Transcen-
dentes, ver [20].

Dizemos que os nimeros complexos Qy,..., 0, sdo algebricamente independentes,
quando ndo existe um polindmio P(xy,...,x,) € Q[xy,...,x,] tal que P(ay,...,a,) =0.
Observe que o conceito de independéncia algébrica generaliza o de transcendéncia. Em 1885,

Weierstrass, ver [29], generaliza o resultado de Lindemann ao provar o resultado seguinte.

Teorema. (Lindemann-Wierstrass) Se iy, ..., 0, sdo niimeros algébricos linearmente inde-

pendentes sobre Q, entdo e, ... ,e%" sdo algebricamente independentes.

Dessa forma, o método de Hermite-Lindemann foi usado para responder completamente
a questdo da transcendéncia e independéncia algébrica dos valores das fun¢des exponenciais
em pontos algébricos.

No Capitulo 3 desta dissertacdo, veremos que o Teorema de Lindemann-Weierstrass pode
ser obtido como corolédrio do Segundo Teorema Fundamental.

Alguns matemdticos contribuiram com simplificacdes das provas dadas por Hermite e Lin-
demann, mas quase meio século depois ainda ndo tinham conseguido avangos significativos
na generalizacdo do método Hermite-Lindemann.

O préximo progresso em Teoria dos Nimeros Transcendentes ocorreu nos anos 1920 por
C. Siegel e Gelfond e nos anos 1930 por Gelfond e Schneider.

No Segundo Congresso Internacional de Matemditicos, em 1900, Hilbert propde uma
lista com 23 problemas que contribuiriam para o desenvolvimento da matematica no século
XX. O sétimo problema era uma conjectura a respeito da transcendéncia dos nimeros da
forma o, onde o é um algébrico diferente de 0 e 1, e B um nimero algébrico irracional.

i~ sdo transcendentes?

Por exemplo, V2t =

Gelfond, ver [7], em 1929, prova um caso particular do sétimo problema de Hilbert e,
com isto, conclui que e” é transcendente. Em 1930, Kuz’ min, ver [11], prova um segundo
caso particular do sétimo problema e, como consequéncia, obtém a transcendéncia de V2,

Em 1934, Schneider, ver [22], e Gelfond, ver [9], provam completamente, de modo
independente e usando métodos distintos, o sétimo problema de Hilbert. Em 1949, Gelfond,
ver [8], generaliza o método utilizado na demonstracdo deste problema e o utiliza para provar
alguns resultados acerca da independéncia algébrica de nimeros.

O outro avanco na Teoria dos Numeros Transcendentes foi dado por C. Siegel e se
trata de uma generalizacdo do método de Hermite-Lindemann. Por sua vez, o método de

Hermite-Lindemann € baseado em duas propriedades da func¢do exponencial:

(i) afuncdo f(z) = € satisfaz a equacdo funcional

fx+y) = fx)f);
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(ii) afuncdo f(z) = € € solugdo da equacio diferencial linear

/

y =y

Ap6s a criagdo deste método, torna-se natural o problema de estender o método para funcdes
que satisfazem outras equagdes diferenciais lineares. Por exemplo, nos métodos utilizados
por Schneider e Gelfond, para resolver o sétimo problema de Hilbert, foi usada a fungao
g(z) = &, onde «a € algébrico. Essa funcdo satisfaz a propriedade (i) e a equacdo diferencial
linear dada por y = (Int)y.

Em seus estudos, Legendre considerou a fungao

o) xn

fOC(x)_r;)n!a(a+1>...((x+n—1)7

oa#£0,—1,-2....,

que satisfaz a equacao diferencial linear
' +ay =y,

e provou que se x # 0 e o sdo racionais, entdo fo (x)/ f,,(x) é irracional.

Sob as mesmas hipéteses, E. Stridsberg, ver [28], mostrou, em 1910, que os nimeros
fa(x) e fi,(x) sdo irracionais. E, em 1927, mostrou que fy(x) e f,,(x) ndo sdo irracionais
quadréticos, ou seja, ndo sdo raizes de polindmios de grau 2, ver [19]. Mas até entdo,
informacdes sobre a transcendéncia desses niimeros ou sobre valores de fungdes diferentes
da exponencial que satisfazem uma equacao diferencial linear ainda nao tinham sido obtidas.

Em 1929, Carl Siegel, ver [27], apresenta um novo método para provar a transcendéncia
e independéncia algébrica de valores em pontos algébricos de uma classe de fungdes inteiras,
a qual chamou de fungdes type E ou E-functions. Tal método € uma generalizacio direta
do método de Hermite-Lindemann e as funcdes objetos de seu estudo satisfazem uma
equacao diferencial linear com coeficientes em um corpo de fun¢des racionais. Em seu
livro Transcendental Numbers, publicado em 1949, C. Siegel comenta que seu trabalho foi
motivado pelo artigo [19], publicado por W. Maier em 1927.

Em [27], Siegel prova uma primeira versdao do Primeiro Teorema Fundamental. Uma das
hipdteses deste teorema € uma condi¢ao de normalidade de dificil verificagdo. Tal condicao
foi contornada em 1955, por A. B. Shidlovskii, ver [23]. Em seu trabalho Shidlovskii
apresenta uma condi¢io necessdria e suficiente para a independéncia algébrica de valores
de E-funcdes. A versdo do Primeiro Teorema Fundamental atribuida a Shidlovskii serd o

resultado central desta dissertacao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Este capitulo tem como finalidade apresentar os resultados necessarios para a compreensao
dos dois ultimos capitulos. Dessa forma, destinamos a primeira secao as propriedades basicas
de corpos de nimeros algébricos finitos. A segunda se¢do € reservada a dois teoremas basicos
de Andlise Complexa que sdo utilizados no Capitulo 2, cujas provas foram omitidas. As duas
ultimas secoes destinam-se a defini¢do e as propriedades de formas lineares, bem como a

resultados envolvendo uma classe particular de func¢des analiticas.

1.1 Propriedades de corpos de nameros algébricos finitos

Seja 6 um ndmero algébrico de grau n sobre Q. Denotaremos por 6 = 6(0), 6l yeens g1
os conjugados algébricos de 6 em C, ou seja, as raizes do polindmio minimal de 6 e por
K = Q(6) o corpo de niimeros algébricos obtido adjuntando 6 a Q. Observe que K tem
como elementos o = r(0), onde r € Q(x), isto €, r € uma funcao racional com coeficientes

racionais. Denotaremos por
o) =r(01), jefo,n-1]

os conjugados de o relativos a K.

Definicao 1.1. Seja o um niimero algébrico de grau n. Chamamos de casa do nimero

algébrico «, |E|, o mdximo dos valores absolutos dos conjugados de . Isto é,

(o] = max(fat], JaV)],...., Joc ).
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Dessa forma, dados a, B € K segue diretamente da defini¢do que

atp|<|al+[B], [a-B]<|al-|B] (1.1)

Definicao 1.2. Um niimero algébrico é dito inteiro algébrico quando todos os coeficientes do

polinomio minimal sdo inteiros. Denotaremos por Ok o conjunto dos inteiros algébricos de
K.

A defini¢do de norma que apresentaremos a seguir, serd utilizada exclusivamente na
prova do Lema 2.7.

Defini¢do 1.3. Definimos a norma de um elemento o € K = Q(6) (onde [K : Q] = n) como

o produto de todos os conjugados de o, em K. Denotamos por
N(a)=r(6%)--r(6™),
onde o0 =r(09) e 6 = 6.

Visto que K é um espago vetorial sobre Q de dimensao n e Og um subespaco de K,
podemos tomar uma base de Ok, B = {Bi,...,Bn}. Dessa forma, todo elemento v de Ok

admite uma representacdo tnica

yzngl +"'+gmﬁm

com coeficientes gi,...,g, inteiros. De fato, tal B estd bem definida e pode ser tomada
como {1,a"-0",--- a"10"-1} onde {if,...,in_1} C{1,....n—1} ea=a() é o menor

inteiro positivo tal que a- 0 € Ok. Se

y(j)vﬁl(j)v"wﬁfgj)v jE [Oam_ 1]7

sdo os conjugados de ¥, B, ..., B, respectivamente, entdo
W =B+t gnBil’, e [0,m—1] (12)

e, portanto, o determinante de 7' € ndo nulo, onde

B B
T=|
ﬁl(m—l) ﬁ’;m—n
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Dessa forma, as equacdes (1.2) podem ser resolvidas para g1,...,g, de modo que
m—1 )
ge=Y by, ke[t,m], (1.3)
j=0

onde os coeficiente b jk s30 as entradas da matriz T*I, inversa de 7', e, portanto, dependem

apenas da escolha da base {fi,...,Bn} de Ok. Afirmamos que existem constantes c| € ¢
tais que

mgclmax(|g1|,...,|gm|) (1.4)

e y] > max(|gil; -, |gml)- (1.5)

Com efeito, usando a equacdo (1.2), temos

)

[7] = max [y)| < max (Z gl - |B,§”\) < m-max |B”| -max|g| = ¢ max |g|-
J J =1 Jok k k

Por outro lado, usando a equacao (1.3), obtemos

m—1
m]?x]gk] < max <Z b k |y<’)|) < mrrjlakx\bj?k] -mjglx\y(f) = e[ .
j=0 ’

Observe que ¢ e ¢, dependem apenas do anel Ok.

Proposicao 1.1. Sejam A um conjunto de p funcionais lineares em q varidveis com coeficien-

tes ap ; em Ok, ou seja, os elementos de A sdo da forma

q
Yo =) aniXi, hell,p]
i=1
comp<gqe
M =max|ay ;| > 0.
hii ’
Entdo existem q inteiros X1, ...,xqy em Ok ndo todos nulos e uma constante positiva c, que

depende apenas de Ok, tal que

max(lm,...,m) Sc(cqu)ﬁ e y=--=y,=0.

Prova. Seja {Pi,...,Bn} uma base de Ok fixada. Como, por hipétese, os coeficientes

ap; € Ok, temos que os produtos ay, ;f; € Ok, para todos h € [1,p], i € [1,q] e j € [1,m].
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Assim, existem Unicos inteiros ay ; j x tais que

m
ah,iBj = ah,i,j,kﬁka he [1>p]7 RS [17(]] € je [1,]’)1]
k=1

De modo analogo, para x1,...,x,; € Ok, existem Unicos x; ; inteiros tais que
m
Xj = in,jﬁﬁ IAS [1>CI]
J=1

Assim,

q m m m m m
V= Z ap )Ci_‘jﬁj = Z Xi,jah,iﬁj = Z Z ah,i,j,kxhjﬁk = Z )’h,kﬁka
i=1 j=1 j 1 i=1j=1 \k=1 k=1

i=1 \Jj= i=1j

onde
q m

Yok =Y. Y anijixij, hell,p] e ke[l,m].
i=1 j=1

Agora, sejam ¢ e ¢, como nas desigualdades (1.4) e (1.5), respectivamente. Denotaremos

por c3 o inteiro positivo dado por
¢3 = [camax|B;|] +1,

e por H o inteiro positivo dado por

p p

0 < (gmesM)ar —1 < 2H < (gmesM) 4 + 1.
Observe que c3 depende apenas de Ok e que H satisfaz a desigualdade

(2H+ 1) = 2H+1)0"P"QH +1)P" > (gmesM)P™(2H 4 1)P"
= (2gmc3MH + gmesM)P™
> (2gmesM +1)P™, (1.6)

onde a ultima desigualdade segue do fato de H, c3, ¢, m e M sdo maiores do que ou iguais a
1.
Nas formas lineares yj, ; cada varidvel x; ; pode ser tomada como um dos 2H + 1 valores

0, £1, £2, ..., +H.
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Entdo existem (2H + 1) gm-uplas {x; ;} distintas. Agora, usando a desigualdade de (1.5),
temos

max |ah,]k| < czmax anifi| < czmax api maxl_l < cszaxl_l <M.

s U Ty

Consequentemente,
q m
max Vil = max Z Z anijixij| < Y Y, H;E;-(X|ah7i7j7k|nilé}x xi,j| < gecsmMH.
* i=1j= i=1j=1" ’

Assim, o niimero de pm-uplas {y; s} distintas ndo é maior do que
(2gc3mMH + 1)P™

Portanto, usando a desigualdade (1.6) concluimos que existem mais vetores distintos {x; ;}
que vetores distintos {yj}. Pelo Principio de Dirichlet, existem dois vetores distintos {x; ;}

e {x;;} correspondendo a0 mesmo vetor {J }. Denotaremos

Xi j :xg,j_x;:ﬂ i€ [176]]7 je [17m]

Os gm inteiros x; ; ndo sdo todos nulos e satisfazem

r
—p

max xi j| <2H < (gcsmM + 1)1

€ 0s pm numeros yj ; correspondentes sdo nulos. De fato,

q m
Yhk = Z Z ani jiXij = Z Z ani jx(x 7} ” Z Ztlahj,jjcxaj Z Z an; |, kxgj =0,

i=1j= i=1j= i=1j=

comh € [1,p] ek € [1,m]. Logo, os p inteiros algébricos

m

Yo=Y, YniBe h€[1,p]
k=1

sdo nulos. Seja ¢ = max(2cy,c3). Entéo,

_p_ _p_
-P -P,

max|x_,| <c max Ixi j| <2c1H < ¢y [(chmM)LP + 1] <2¢i(gesmM) - < c¢(gemM) 4

]
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1.2 Analise complexa

Nesta secdo enunciaremos dois resultados bésicos de andlise complexa. Estes teoremas serdo
utilizados no Capitulo 2 para provar que as E-fungdes sdo fungdes inteiras. As demonstracdes

desses resultados podem ser consultadas em [15].

Teorema 1.1. Dada uma série .
S=Y ad", (1.7)
n=0

seu raio de convergéncia r(S) é dado por

1
S)=——.
) limsup {/|ap|

Convencionalmente, dizemos que r(S) = 0, quando limsup \/ |a,| = 4o e r(S) = +oo,

se limsup y/|a,| = 0.

Teorema 1.2. Seja S uma série de poténcia com raio de convergéncia r > 0, como apre-
sentada em (1.7). Denotaremos por S(z) a funcdo definida por esta série no seu disco de

convergéncia. Entdo a fungdo S(z) é holomorfa e a sua derivada é dada por
! —1
S (Z) = Z nanz” = Z (n—|— 1)Cln+1Zn,
n=1 n=0
para todo 7 no disco de convergéncia. Em particular, a série S' tem o mesmo disco de

convergéncia que a série S.

Nas condi¢des do Teorema 1.2, temos que S(z) € infinitamente diferencidvel. A prova,
deste fato, faz-se usando diretamente o Teorema 1.2. Além disso, uma férmula para a k-ésima

derivada, S%, pode ser obtida por inducdo.

Definicao 1.4. Seja f uma série de Laurent dada por
=Y flz—o)
k=n

com coeficientes fi, € K, onde K é um corpo, ¢ € K e N1 depende apenas de f. Denotamos a
ordem de f o indice n) € Z tal que fy # 0 e fi = 0 para todo k < 1.

Em particular, se é f(z) uma fun¢do analitica no ponto z = 0. A notaco ordf(z) indica a

ordem de zero de f(z) em z = 0.
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1.3 Propriedades de formas lineares em funcoes que sa-
tisfazem um sistema de equacoes diferenciais lineares

homogéneo

Considere o anel C|[z] dos polindmios com coeficientes em C. Para m > 2, chamamos o
elemento dado por
m
R=Y Py, PeC[z] e ic[l,m] (1.8)
i=1
de forma linear nas variaveis yy,...,y, sobre o anel C[z]. Observe que o conjunto M das
formas lineares formam um mdédulo.
No decorrer deste trabalho, consideraremos o sistema de equagdes diferenciais homogé-

neo
m

Q:= y =Y Owi. k€[l,m e m>2, (1.9)
i=1

onde Qk; = O,i(z) € C(z). E denotaremos por 7 = T'(z) € C[z] o menor denominador
comum dos m? coeficientes Q. do sistema Q apresentado em (1.9), isto &, TQy; € Clz] para
todo k,i € [1,m].

Definicao 1.5. Dizemos que o sistema de e equacées diferenciais Q, apresentado em (1.9), é

regular em o, se nenhum dos coeficientes Qy ;, i,k € [1,m] tem polo em z = Q.

Sobre M definimos o operador diferencial D dado por

0 & (& d
D=+ Vi | 53—
Jz 1;1 (i_lth) IV

Mostraremos que TD(M) C M. Com efeito, dado R € M, temos

TDR=T

a m m 8 m
8Z+,;1 (;Qk,y> ayk] ]_Z’I Y
= Ti inyjﬂLT i (i Qk,i)’i> 9 i Pjy;
dz j=1 k=1 \i=1 Ik j=1
=T Y Pyj+T). (ZQk,i)’i) Py
j=1 k=1 \i=1

m
(TP{ +) TQk,iPk> Vi,

Il
I agt

k=1
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observe que
m
(TP,'/Jr Y TQk,iPk) €Clz], i,ke[l,m],
k=1

assim, concluimos que 7DR € M para todo R € M.

Agora, analisaremos a forma linear R definida em (1.8), quando as varidveis yi, ...,V
sdo as funcdes coordenadas de uma solucao do sistema (1.9). Neste caso, R € uma funcao
de z e R', a derivada de R em relagdo a z, é uma forma linear em yy,...,yu,Y,...,Y, com

coeficientes em C|z], visto que usando a regra da cadeia, temos

m

R =2 ZP,y, = ) (Ryi(2) + Pyi(2)-

i=1

Como as fungdes yi,...,yn satisfazem o sistema (1.9), substituindo y/, ...,y pelo lado
direito do sistema de equacdes diferenciais Q, obtemos que TR’ é uma forma linear em

Y1,---,ym com coeficientes em C[z]. Com efeito,

(P/yi(z) + Pyi(2))

~

=,

Il

ﬂ
TP

(Pyi(z)+ TP i Qi vk (2))

k=1

+TZPZQlkyk

L

I
—_

L
[V]s

m
:TZPYl +TZZPkalyl )
i=1 i=lk=
m m
=) (TP,-’ +) TPka,i> yi(z)-
i=1 k=1

Observe que
(TPi/ +Y, PkTQk,i) € Clz], i,kel[l,m).
k=1
Assim, concluimos que quando yq, ...,y sdo solu¢des do sistema (1.9) aplicar o operador D

na forma linear R equivale a derivar R em relagdo a z, isto €,

d
DR=—R=FR.
dz

Agora, nosso objetivo € construir de maneira indutiva uma sequéncia de formas lineares
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a partir de uma forma linear dada. Seja R; uma forma linear arbitraria em M dada por

m
Ri =Y Py, PicC[z. (1.10)
i—1

1

Denotaremos por Ry a forma linear dada por

Ry=TDRy_|, k=2,3,.... (1.11)
Quando yy,...,y, sdo solucdes do sistema (1.9), indutivamente obtemos que Ry € M, k =
2,3,.... Assim, podemos escrever
m
Re=Y Pvi, PicClzl e k=23,.... (1.12)

i=1
Usando (1.11) recursivamente, concluimos que
m
Pei=TP_y;+ Y P10, i€[l,m]. (1.13)
j=1

Por fim, substituindo as varidveis yy,...,y;, na forma linear (1.10), pelas coordenadas
de uma solugdo arbitraria do sistema de (1.9), obtemos que, neste caso, as formas lineares

apresentadas em (1.11) sdo da forma
Ri(2) =TRi_,(2), k=23,.... (1.14)

Assim, construimos recursivamente uma sequéncia de formas lineares.

O resultado que enunciaremos a seguir afirma que a ordem de uma forma linear R(z)

¢ limitada e depende apenas das fungdes f1(z),..., fm(z) e do grau dos polindmios que a
define.
Antes de enunciar o lema, consideremos as m fungdes
fi) =Y a2, ke[lim], m>2 e ¢ €C, (1.15)
s=0

analiticas em uma regido contendo z = 0, os m polindmios

P, €Clz], degP,<n ke[l,m] e n€Z" (1.16)

e a forma linear

R(z) =Y Pfi(2) =) %2 (1.17)
k=1 s=0
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Lema 1.1. Sejam f1(z), ..., fn(z) como na equagdo (1.15) e n € Z". Entdo existe um no € N,
dependendo das fungées (1.15) e do inteiro n tal que para qualquer escolha de polinomios
da forma (1.16) a forma linear R(z) em (1.17) é identicamente nula ou satisfaz a relagdo
ordR(z) < ny.

O lema a seguir serd usado na provada do Lema 1.5 e sua prova pode ser encontrada na
pagina 86 de [25].

Lema 1.2. Sejam
01(2),--, 05(2), V1(2);- -+, Yin(2) (1.18)

fungdes analiticas em alguma regido tal que para pelo menos um valor de i € [1,m], y;(z) #0.
Entao existe ny € N, dependendo apenas das funcoes (1.18) de modo que ndo existe uma

(s -+ m)-upla de niimeros complexos

alu"~7aS7B17"'7ﬁm

com

Y Bivi(z) 0,
i=1
tal que o quociente
i1 0i9i(2)
)= am e
£ Yt Bivi(z)

€ uma fungdo racional de 7 de grau maior que ny.

Observe que o Lema 1.2 assegura a limitagdao do grau de uma func¢do racional construida
a partir de fungdes analiticas dadas.
O lema a seguir trata da independéncia linear de formas lineares. Uma prova deste

resultado pode ser consultada em [25].

Lema 1.3. Se R| € M é uma forma linear arbitrdria, entdo o posto do conjunto das formas

lineares Ry, Ry, ... em (1.10)-(1.12) é igual a l, com | € [0,m] se, e somente se, as formas
Ri,Ry,... R;
sdo linearmente independentes sobre C|z], enquanto que as formas
R{,Ry,... R;,R;+

sdo linearmente dependentes sobre C|z].
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Consideremos o conjunto das m primeiras formas lineares (1.12), isto é,

m
Rie=Y P.ii, ke[l,m] e P ;e C[z. (1.19)
i=1
Denotaremos por A = A(z) o determinante da matriz formada pelos coeficientes das formas

lineares (1.19), ou seja,
A=A(z) = |P|, ike[l,m]

e por Ay ; o cofator de P ; deste determinante.
Para j € [1,m] fixado, multiplicando ambos os lados das m equagdes em (1.19) por Ay ;,

para todo k € [1,m], respectivamente e somando as equagdes resultantes, obtemos

i=1 \k=1

m m m m m
Z A, jRi = Z A, ZPk,i)’i = Z (Z Ak,ij,i) Vi
k=1 =1 =1

Denotando por §; ; o determinante obtido de A substituindo a j-ésima coluna pela i-ésima
coluna, entao

m 0, i#)
Y AP j=6i= S (1.20)
k=1 Aa 1= .]
Assim, usando a equagdo (1.20), obtemos
m
Ayj=Y AR, je[l,m]. (1.21)
k=1
Lema 1.4. Sejam R uma forma linear e | € [1,m] o posto do conjunto das formas Ry, ... ,Ry,

apresentadas em (1.19). Entdo existem L = m — [ solucoes linearmente independentes do
sistema de equagoes diferenciais (1.9)

Y1,59Y2.55--+9Ymsy S € [1,[.1] (122)

tais que as formas R1,R;,... sdo identicamente nulas quando substituimos as varidveis

V1y--,Ym por qualquer uma das [ solugcoes (1.22).

As solugdes citadas no Lema 1.4 sdo ditas solucoes fundamentais do sistema (1.9).
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1.4 Resultados sobre funcoes analiticas

Nesta secdo, apresentaremos e provaremos trés lemas sobre funcdes analiticas. O primeiro
desses resultados possui uma prova extensa e técnica, e atribui uma cota superior para a

ordem de uma certa forma linear R;. O terceiro resultado, trata de formas lineares numéricas.

Lema 1.5. Para m > 2, sejam

f1(2)s- o, fm(2)s (1.23)

fungoes analiticas em uma regido contendo o ponto z = 0 que sdo coordenadas de uma solu-
¢do f(z) de um sistema de equagées diferenciais lineares (1.9) e linearmente independentes
sobre C(z). Denote

p= lrgrg_lgnmordﬁ(Z), (1.24)
e
g =max < degT, 1T'a<X degT Oy ¢ - (1.25)
1<k<m
Além disso, sejam
Ri=Y Py, RI#0 (1.26)
i=1

uma forma linear, n € N tal que
P ;€Clz], degh;<n e i€][l,m],

e l o posto do conjunto das formas lineares (1.19). Entdo existe uma constante ry, dependendo

apenas das funcoes (1.23), tal que a relacdo

ordR;(z) = ord (i P17l~fi(z)> <nl+ry (1.27)
i=1

é satisfeita quando y; = fi(z), para todo i € [1,m]. Se | = m, entdo ro na desigualdade (1.27)

pode ser substituido por ry, onde

(m—1)

m
rn=gq- 3 —|—m+p—1-

Prova. O conjunto das formas (1.19) tem posto [ < m. Sendo R; # 0, temos que [ > 0.
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Consideremos as formas lineares

m
Re=Y Py, ke[l,1], (1.28)

i=1

e a matriz retangular formada pelos coeficientes dessas formas, isto €,
(Pei)kis ke[l e i€ [l,m]. (1.29)

O Lema 1.3, afirma que as formas (1.28) sdo linearmente independentes e, portanto, a matriz
(1.29) tem posto [ e possui a0 menos um determinante menor de ordem /, ndo-nulo. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que o determinante menor nao-nulo € o determinante

Ao = Ao(z) = | Py,

£0, kicl[l,l], (1.30)

visto que sempre podemos renumerar as fungdes (1.23).
Se [ < m, entdo cada coluna da matriz (1.29) com indice j > [ € uma combinagao linear

das [ primeiras colunas, consequentemente
/
Pj=Y PDij, ke[ll], je[l+1,m e D;;eC(z). (1.31)
Substituindo a equacao (1.31) na equacdo (1.28), obtemos

m
Ri=Y Peiyi
i=1

_ZPklyl+ Z Pk,]y]
Jj=l+1

kzyz+ Z Zpkz i,jYj

Jj=l+1i=

[l
- It3- 1

N
Il
—_

Pri(yi+ Z D; jy;)-
j=l+1

Portanto, as formas lineares (1.28) podem ser representadas da forma
l

Rk = ZPk’,-ui, k€ [l,l], (132)
i=1
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onde .
ui=yi+ Y, Dijyj, i€[l,l] e [<m. (1.33)
j=l+1
Por outro lado, se [ = m, entao temos u; = y; em (1.33).

Se I < m, entdo por (1.30), temos que as fungdes racionais D; j, comi € [1,] e j € [1,m],
sdo unicamente determinadas para uma forma linear R; fixada. Agora, vamos obter férmulas
que expressam essas fungdes em termos das solugdes do sistema (1.9).

Como [ € [1,m), o Lema 1.4, assegura que podemos escolher um conjunto de u =m —1[

solucdes fundamentais

(vis), i€[l,m] e se[l,u] (1.34)
do sistema (1.9) tal que
m
Rk7s:i_ZiPk7,-yi7s:O, ke[l,m e se[l,ul. (1.35)
Denotando "
ui,s:y,-,ﬁj%]D,-,jyj,s, i€[ll] e se(l,pu], (1.36)

obtemos, usando (1.28), (1.33), (1.35) e (1.36), a seguinte relacao

m l
0=Ris=Y Privis= Y Prittis, ke[l,m] e se[l,ul. (1.37)
i=1 i=1

Para cada s fixado, consideramos o sistema de equacdes lineares homogéneo (1.37) nas [
incognitas uy s, .. .,u; c. Por sua vez, a condig¢ao (1.30), assegura que este sistema tem apenas

a solugdo trivial. Assim,

m
uis=yis+ Y Dijyjs=0, i€[l,m e s€[l,pu] (1.38)
j=1+1

Agora, fixando i € [1,1], a partir de (1.38) obtemos um sistema de 1 equagdes lineares
homogeéneas nas u fungdes D; j, j € [I+ 1,m]. Este sistema tem apenas uma tnica solugio

para cada i, uma vez que o determinante
A=lyjsl, jell+1,s] e se[l,ul

ndo € identicamente nulo como func¢ao de z.
Com efeito, suponha por contradi¢do que A = 0 e denote por ¢ o determinante da matriz
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(1.34). Fixando qualquer i € [1,[], e adicionando a i-ésima linha de o e as (I + 1)-ésima, ...,
m-ésima linhas, depois de multiplicar a j-ésima linha por D; ; para j € [+ 1,m]. Por (1.38)
as U primeiras entradas da i-ésima linha de o se tornam zero. Fazendo isso para todo i € [1,1],
obtemos que ¢ contém um bloco de zeros [/ X u no canto superior esquerdo. Portanto, nas
primeiras i colunas de o temos um bloco inteiramente nulo, sob o qual obtemos um bloco
quadrado de u x u dando determinante A = 0.

Por outro lado, o Teorema de Laplace assegura que o determinante ¢ da matriz (1.34) é
identicamente nulo como uma func¢do de z. Mas o determinante de uma matriz de solucdes
fundamentais de um sistema de equagdes diferenciais lineares homogénea nao pode ser
identicamente nulo, uma contradi¢do. Assim, concluimos que A # 0. Consequentemente
todas as fungdes D; j, i € [1,1], j € [1,m] sdo unicamente determinadas por (1.38).

Considere a matriz retangular

Vis)is: (€[] e se[l,u] (1.39)
e denote por A; ; o determinante obtido de A4, substituindo a linha y; 1,...,y; 4, onde j €
[I+1,m] pelalinha y; 1,...,y;u, comi € [1,1] da matriz (1.39). Entdo das solugdes (1.34)
encontramos que
Aij . .
Djj=— 7L , A=0, ie[l,l], e je[l+1,m]. (1.40)

As equacdes (1.40) expressam as fungdes D; ; em termos das entradas da matriz (1.34), e
esta matriz depende da escolha da forma R;. Portanto, devemos transformar o lado direito
da equacdo (1.40) de maneira que contenham apenas func¢des de um conjunto de solucdes
fundamentais de (1.9) fixadas. Seja

Vig)s ke [l,m] (1.41)

uma matriz formada por um conjunto arbitrério de solu¢des fundamentais.
Na matriz
Vig)s JEU+1,m] e ke[l,m] (1.42)

= () =

determinantes menores [ X (. Podemos enumera-los arbitrariamente e denota-los por

existem

V1(2), ¥2(2), -+, Wiy (2)- (1.43)
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Se substituirmos as linhas y7 ,...,y} , em (1.42), onde j € [/ + 1,m]| pela linha y;;,...,y;,,
em (1.41), onde i € [1,[] entdo podemos formar m; determinantes menores de dimenséo

W x p no resultante. Os quais enumeramos arbitrariamente e denotamos por
0ij1(2), 9ij2(2)s - Qijm (), i€ [LI] e jell+1,m]. (1.44)
A matriz (1.34) difere da matriz fixada (1.41) por uma matriz de fator

(cks), k,se[l,m] e ¢ 5€C, (1.45)

onde a matriz quadrada (1.45) tem a propriedade de ter determinante ndo-nulo. Assim,

(i) = Oia) (crs) = (Zyi,ka,s> , ks €[1,m] (1.46)
k=1

Consideremos novamente (1.40), usando a expressao (1.46), obtemos

m

Z y;,kck,s

k=1

A=lyjsl= , JEl+1,m] e sellul. (1.47)

Note que o determinante do lado direito da expressdo (1.47) € igual ao determinante do

produto das duas matrizes retangulares

Vig)s JEl+1m] e kel,m] (1.48)

(ckys), kell,m] e se[l,u]. (1.49)
Pela férmula de Binet-Cauchy, esse determinante € igual a soma de todos os produtos de um
determinante menor de tamanho de no maximo ( X ¢ na matriz (1.48) com um determinante

menor correspondente de mesmo tamanho na matriz (1.49). Assim, usando a notacdo (1.43),

obtemos .
1
A= Z ﬁklllk(z)a A 7_é 07
k=1
onde as constantes f31,..., B, sdo formas homogéneas de dimensio y nas entradas da matriz
(1.49).

Analogamente, usando a notagdo (1.44), obtemos
mi
—/li,j = Z (XLJ"]{I[/,"J',]((Z), i € [1,1] e je [l—l— l,m],
k=1

onde as constantes ; ;; sdo formas homogéneas de dimensdo p nas entradas da matriz
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(1.49).

Agora as equagdes (1.40) podem ser reescritas como

mi .. .. m]
D= Z"Zlmz”g]’:i:&k)(z) , k; Bwi(z) 20, ic[1,]] e je[l+1,m.  (1.50)

Aplicando o Lema 1.2 para cada uma das igualdades em (1.50), obtemos que o grau de
cada uma das fun¢oes racionais D; j ndo € maior que um certo nimero v que depende apenas
das fungdes (1.43) e (1.44) (que sdo os determinantes menores da matriz fixada (1.41) de um
conjunto de solu¢des fundamentais de (1.9)).

Se considerarmos todas as formas lineares R que satisfazem (1.26) para n varidveis,
em geral obtemos conjuntos diferentes de fungdes racionais D; ; determinadas de (1.38)
usando (1.50) para valores diferentes de /, diferentes maneiras de numerar as fungdes (1.23)
e diferentes conjuntos de funcdes (1.43) e (1.44) e equagdes correspondentes (1.50). Assim,
pelo que foi provado anteriormente, existe um nimero v tal que para qualquer forma linear
R} e qualquer numerag¢ao das fungdes (1.23), o grau de cada uma das fungdes racionais D; ;
em (1.31) ndo € maior que vg. Aqui vy depende apenas do sistema de equacdes diferenciais
(1.9). Como, por hipétese, as fun¢des (1.23) sdo linearmente independentes sobre sobre C(z),
segue do Lema 2.2 que o sistema (1.9) € unicamente determinado por essas funcdes e entao
vo depende apenas do conjunto de fungdes (1.23).

Substituindo as varidveis yy,...,y, pelas fungdes (1.23) nas formas lineares (1.28), as

equacoes (1.33) tornam-se

m
ui=fi(x)+ Y, Dijfj(z), i€li,l] e [<m. (1.51)
j=1+1
Seja T; = T;(z) um polindmio que serve como minimo denominador comum de todas as
fungdes racionais D; ; para todo j € [[+1,m] em (1.51). Se [ = m, denotamos 7; = 1. As
expressoes
Hi=Tu;, ic[l,l] e [ <m, (1.52)

sdo formas lineares nas fungdes (1.23) com coeficientes em C[z].
Como as fung¢des (1.23) sdo linearmente independentes sobre C(z), segue de (1.51) que
nenhuma das fun¢des em (1.52) € identicamente nula como uma fung¢do de z. Denotaremos

7 = min ord H;(z).
1<i<l

Se | = m, temos T = p. Pelo que foi provado anteriormente, o grau dos coeficientes polino-
miais da forma linear em (1.52) sdo limitados por uvy. Consequentemente, se aplicarmos o

Lema 1.1 em uma dessas formas, concluimos que existe um nimero 7y, dependendo apenas



1.4 Resultados sobre fungdes analiticas 21

das fung¢des (1.23), de modo que, para qualquer forma linear Ry, o nimero 7 correspondente
as fungdes (1.52) satisfaz a desigualdade 7 < 7y. Se [ = m, temos T = p.

Consideramos o determinante Ay do conjunto das formas lineares (1.32). Denotamos
Agi o cofator de P ; em Ag. Da mesma maneira que (1.21) foi obtido, obtemos as seguintes

equacoes para o sistema de formas lineares (1.32)

l
ZA,”Rk , jeLl). (1.53)

Multiplicando ambos os lados da equacdo correspondente por 7;. Usando a notagio (1.52),

obtemos

l
M(2)Hj(2) =T; Y A) Ri(z), je[1,1]. (1.54)
k=1

Escolhendo j € [1,1], de maneira que ord H; = 7 e considerando a j-ésima equagdo em (1.53).
De (1.13) segue que
degh; <n+q(k—1), ie[l,1].

Consequentemente, (1—1)1

2

degAy(z) <nl+gq-

Como ordH; = 7, segue que

ord (Ao(2)H;(z)) < nl +q wﬂ. (1.55)

Seja ordR|(z) = v. Entdo de (1.14), encontramos que

ordRy(z) >v—k+1, ke|l,l].
Consequentemente,

ord (ZA )>v—l+1 (1.56)

A desigualdade (1.26) segue de (1.54), (1.55) e (1.56) que

m(m—1)

— 14+ 1.
5 +m—1+17

No caso em que [ = m, temos T = p e, portanto, podemos substituir g por r| na desigualdade
(1.26). O

A notagdo que apresentaremos a seguir serd usada nos proximos resultados dessa secao.

Denotaremos
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no=2ro—m+1)=q(m—1)m+21 (1.57)

seN, O§S<ng, (1.58)
1

t:qwﬁ-sﬁ—p, (1.59)

onde r( e n foram determinados no Lema 1.5.

Lema 1.6. Nas condi¢des do Lema 1.5, a forma linear Ry apresentada em (1.26) satisfaz a

condigdo
ordRi(z) >m(n+1)—s—1, (1.60)

quando y; = fi(z), para todo i € [1,m]. Entdo para n > ng as formas lineares (1.19) obtidas
de Ry e (1.11) sdo linearmente independentes, e o determinante A(z) das formas (1.19) é

dado por
Az) =" A1(z), Ai(z) £0, (1.61)

Ai(z) € Clz], degAi(z) =k, Kke€]0,t].

Prova. Suponha que as formas lineares (1.19) tem posto /, com [ € [1,m], entdo das hipéteses
(1.27) e (1.60), temos

mn+1)—s—1<ordRi(z) <nl+ryg = mn+1)—s—1<nl+r,
da desigualdade (1.58), obtemos
(m—DOn<rg—m+s+1 §g+r0—m. (1.62)

Se n > ng e [ < m, entdo segue de (1.57) que (1.62) apresenta uma contradi¢do. Com efeito,
de (1.57) e (1.62), obtemos

ng=2(rop—m+1)=2(ro—m)+2>2(m—0On—n> 2(m—1)—1)n > n,

quando / < m a ultima desigualdade implica que ng > n, uma contradi¢ao. Logo, [ =m e
Ao(z) = A(z).
Paral =m, temos u; =y; = f; (z), assim considerando a equagdo (1.53), temos

MDD = Y AR(2), AR)£0, ordfi(z) = p. (1.63)
k=1

Das desigualdades (1.27) e (1.60) concluimos que
ordRy(z) >m(n+1)—s—k.

Assim, usando a equagdo (1.63), obtemos (1.61), onde
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Kk =degA;(z) = degA(z) — (mn—s—p) < (mn+q-w) — (mn—s—p)
q

]

Lembre que o Lema 1.1 assegura que, sob algumas hipéteses, se a sequéncia das formas
R{,R>,...,R,, tem posto [, entdo as formas R{,R»,...,R; sdo linearmente independentes.
O lema a seguir afirma que, sob algumas condicdes, o conjunto das m +¢ formas lineares
numéricas R (), k € [1,m+1t], tem posto m, mas ndo garante que estas formas lineares

numéricas sdo Ry (a),...,Ryu(c).

Lema 1.7 (C. L. Siegel). Suponha que as fungées (1.23) sdo analiticas em uma regido
contendo o ponto 7 =0, formam uma solucdo do sistema de equagoes diferenciais homogéneo
(1.9), e sdo linearmente independentes sobre C(z). Sejam p, g como denotado em (1.24)
(1.25) e ro, s e t satisfazendo (1.57) - (1.59). Além disso, seja R\ uma forma linear (1.26)
tal que n > ng e (1.60) sdo vdlidas para y; = fi(z), i € [1,m]. Considere Riy1 = TDRy,
k=1,2,..., ¢ € C(z), e aT (&) # 0. Entdo a matriz

(kal-(oc))i’k, i=[l,m e k=[1,m+1],

das formas lineares

Re(a) =) Pi(a)fi(a), k=[1,m+1], (1.64)
i=1

tem posto m e, portanto, m formas lineares linearmente independentes podem ser escolhidas
dentre as formas (1.64).

Prova. Como as hipétese dos Lema 1.6 sdo satisfeitas, segue que (1.61) é valida. Como

oT (a) # 0, podemos afirma que A(z) tem zero de ordem 7 em z = o, entdo por (1.61)
0<7<t (1.65)

Consideremos as formas lineares Ry, ...,R,, como em (1.12) com varidveis yy,...,y, que

foram construidas a partir de Ry como em (1.11) e as relagdes (1.21), isto é,

m
AR)yj =Y A j(@)R, je[l,m],
=1
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Aplicando o operado TD em ambos os lados de (1.21) e usando (1.11), obtemos as seguintes

relagdes que valem para yy,...,y; €2
m+1
T(2)A(2)yj+AG@) L1jo= Y, My jx(D)Re, 1<j<m,
k=1
onde L o € alguma forma linear em yy,...,y, com coeficientes em Clz] e todos os

M, j x(z) € C[z]. De fato,

TD(A(2)yj) =

d ALy gl 0

—+) (Z Ok m) ] A(z)y;
k=1 \i=1 Yk

=T (y]A/ ZQ] zyz>

= TA/ y] —I—A ZTijiyi

=T (2)A'(2)y; +A(2) L1,j0-

Por outro lado,

m m
D <Z Ak,j(Z)Rk> = Y TD(Arj(2)Rx)

k=1 k=1
m

= ) (R«TDA j(z) + Ar jTDRy)
i=1
m

= Y (RiTDA j(2) + A jRis1)

x~
I
—_

m
R(TA ;(z) + Z A, jRi11
=1

Il
: I

—_

= ) My iRy,
k=1
onde
TA;CJ(z), k=1
Ak,j(z)v k=m+1.

Note que em todos os casos M) jx € Clz].
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Se repetimos o processo T vezes, obtemos as seguintes relacdes
m+7T

7—1
')A @)y + Y AW @) Leju= Y Mejr(2)Re
k=0 k=1

m+7T
= Y Mej1(2) (P (@)y1+ - 4+ Pm(@ym),  (1.66)
k=1

com j € [1,m], onde L jx sdo formas lineares em yy,...,y,, € z com coeficientes em Clz] e
MT,j,k E C[Z].
Por hipétese, as seguintes condi¢des sdo vélidas

AR (@) =0, kel0,7—1]
(1.67)
T (a)A (a) = B #0

Tomando z = & em (1.66) e denotando M ;x(&) = Bj. Entdo, substituindo (1.67) nas
equagdes (1.66), obtemos

m+7T
By;i =Y Bix(Pei(c)yi+ -+ Pem()ym), j€[l,m] (1.68)
k=1
com B # 0. De (1.68) segue que as varidveis yi,...,y, podem ser representadas como

combinacao linear das m + 7 formas lineares
Pei(0)y1+ -4 Pem(0)ym, ke[l,m+1].

Por (1.65), temos que a matriz (1.64) tem posto m. Isto conclui a prova do lema. OJ



Capitulo 2
E-funcoes

Este capitulo tem como objetivo apresentar de modo sucinto a teoria das E-funcdes. Tendo
em vista a finalidade, dividimos este capitulo em 4 se¢des. A primeira se¢do € destinada a
defini¢do e uma caracterizacdo de E-fungdes, a segunda as propriedades bésicas. A terceira e
a quarta secdes contém lemas fundamentais para a prova do Primeiro Teorema Fundamental

que € o resultado principal desta dissertacao.

2.1 Uma caracterizacao de E-funcoes

Para a definicao de E funcgdo, faz-se necessaria a definicdo de ordem de uma func¢do. Tal

conceito serd amplamente utilizado neste capitulo e sua definicao é apresentada a seguir.

Definicao 2.1. Considere U um subconjunto ilimitado de R e as funcoes f:U — R e
g:U — R*. Dizemos que f tem ordem grande g (f(z) = O(g(z)) quando z — =) quando

existe uma constante ¢ > 0 tal que

1f(2)] < cgl2),

para z suficientemente grande.

A definicdo de E-funcdo que apresentaremos a seguir foi introduzida por C. Siegel
em 1929 no artigo intitulado Uber einige Anwendungen diophantischer Approximationen,
ver [27]. Este mesmo conceito foi apresentado por C. Siegel, em 1949, em seu livro
Transcendental Numbers (ver [26]) e por de K. Mahler e A. Shidlovskii em seus trabalhos a
saber [18] e [25], respectivamente.

Definicao 2.2. Uma série de poténcia



2.1 Uma caracterizacdo de E-fungdes 27

o
flz)= Z fn;

n=0

é dita uma E-fungdo para K = Q(0) quando as condi¢cdes a seguir sdo satisfeitas.
(i) Todos os coeficientes fo, f1, f2,... pertencem a K.

(ii) Para todo € >0, tem-se
[fa] = O(n*")

quando n — oo,

(iii) Denote por d, o menor inteiro positivo tal que os produtos

dnfO, dnflv"'adnfn7

pertencem a Ok. Entdo para todo € > 0, tem-se

quando n — oo,

Veremos no item (e) da Proposi¢do 2.1 que a condi¢des (i1) da Defini¢ao 2.2 assegura a
convergéncia da série f(z).
Neste trabalho, nos restringiremos ao estudo das E-funcdes que satisfazem uma equagao
diferencial linear
Y 4oy gy, =0, (2.1)

onde os coeficientes rg, 71, ...,r, € C(z), isto é, sdo fun¢des racionais.

O lema a seguir caracteriza as E-func¢des que satisfazem uma equacao diferencial linear.

Lema 2.1. Sejam f(z) ..., fu(2) fungdes coordenadas de uma solucdo do sistema linear de

equacgoes
m

Q:=Y;=0j0+ Y, Qjwv, jell,m] (2.2)
k=1

onde os coeficientes Q j x € C(z), isto é, sdo fungoes racionais, para j € [1,m] e k € [0,m)]. Se
f1(z) é uma E-fungdo, entdo f\(z) satisfaz uma equagdo diferencial linear. Reciprocamente,
toda E-fungdo que satisfaz uma equagdo diferencial linear é coordenada da solu¢do de um

sistema Q adequado com fungdes racionais como coeficientes.

Prova. (=) Usaremos inducdo na ordem de derivagdo j a fim de obter uma férmula para a

Jj-€sima derivada de f;. Quando j = 1, temos que f] satisfaz o sistema Q e, portanto,
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1 m
V@) = £(2) =010+ Y Qiifi
k=1
Suponha que para j — 1 a funcdo f; satisfaz a equagdo

fl(j_l)(Z) =rji—10+ Y rimtifi
k=1

onde r;_1 x sdo fungdes racionais para k € [0,m]. Entdo, para j temos
() d w / Ly - /
W@ =ritot ) 2okl =rjio+ Y rionfet Y ik
k=1 k=1 k=1
Substituindo as equagdes do sistema Q, obtemos

) m m m m
fl(])(Z) =ri_io+ Y it Y (le,ka,o+rj1,kZQk,ifi> =sj0+ Y, 5;ifi,
k=1 k=1 i=1 i1

onde s; ; sdo fungdes racionais para i € [0,m]. Assim, por indugdo, concluimos que fl(j ) (2)
pode ser obtida em fun¢@o de fi(z),..., fin(z), para todo j € N. Como quaisquer m + 1
polindmios lineares sdo linearmente dependentes, concluimos que fj(z) satisfaz uma equagao
diferencial da forma (2.1), de ordem n = m.

(<) Como f(z) satisfaz a equag@o diferencial (2.1), denotando

=12, =1, .. =",

obtemos o seguinte sistema de equacgdes diferenciais lineares

(
oo=»
/
Y2 =3
Q:= ,
Yo = —(ryn+--+myi+ro).

O

O préximo resultado afirma que no caso em que as coordenadas da solug@o do sistema
de equagdes diferenciais lineares (1.9) sdo E-fungdes para K, o sistema Q € unicamente

determinado e seus coeficientes Qi ; pertencem a K(z), para k,i € [1,m].

Lema 2.2. Sejam > 2 e sejam f1(2),..., fm(z), E-fungdes que sdo analiticas em uma regido
contendo o ponto 7 = 0 que formam uma solucdo do sistema (1.9), e sdo linearmente

independentes sobre C(z). Entdo o sistema (1.9) é unicamente determinado,
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Ori €K(2), kie[l,m],
e existe um polinomio T = T (z) tal que

T € Oklz], TOk;€ Oklz], k,ic[l,m].

2.2 Algumas propriedades de E-funcoes

A partir desta secdo, o termo E-funcao serd usado para se referir apenas as E-funcdes que
satisfazem uma equacao diferencial linear. As propriedades a seguir sdo consequéncias da
defini¢ao de E-funcoes.

Proposicao 2.1. Sejam f(z) e g(z) E-fungdes e o € K, entdo sdo vdlidas as seguintes
propriedade.

(a) Todo polinémio em K|[z] é uma E-fungdo.
(b) A funcdo f(az) é uma E-fungdo.

(c) Todas as derivadas de f(z)

@, @), f7(2), ..
sdo E-fungoes.

(d) As integrais

/ozf (s)ds, /OZ ( /Ozf (5) ds) ds, ...

sdo E-fungoes.
(e) Toda E-funcdo é uma fungdo inteira.

(f) As funcoes
f(2)+8(2), f(z2) —g(2) e f(2)g(2), (2.3)

sdo E-fungoes.

Prova. (a) Seja p(z) € K[z} um polindmio de grau n. Entao

z z
px) =Y, aZ = ) akk!ﬁ =) fkﬁv
k=0 k=0 © k=0 *
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onde a; = 0 quando k > n+ 1. Como a; € K, para k € [0,n], concluimos que f; = a;k! € K.
Assim, para k > n+ 1, temos m| e, portanto,

0=|fi] <k

Com isto, concluimos que m| = O(kek), quando k — co. Denote por d; 0 menor inteiro

positivo tal que di.f1, . . .,difr € Ok. Observe que dado € > 0, para k > 1/€ tem-se
dy < dpk < dik®*
Tomando d = d, e d;, = d,, quando k > n, da desigualdade anterior, obtemos
dp < dik < dik® < dk*.
Logo, d; = O(k®*) quando k — 0. Observe que p(z) satisfaz a equagdo diferencial linear
WD 4yt oy 1y =0,

onde r| = -+ = ryy1 = 0. Assim, concluimos que p(z) é uma E-fungao.
(b) Por definicao

Z feo! Z
Assim, f; € K, parak =0, 1,.... Note que se o polindmio minimal de f; é dado por
p(x) = apx" +axX N a1 x+ay,

entdo f; tem como polindmio minimal

ap n ai
ankx + a(nfl)k

n1+

plx) =

e, portanto,
m ‘a’kl_l ‘Ot|k0 k&‘k O(ksk)

quando k — co. Agora, denote por m o menor inteiro positivo tal que mo. € Ok. Sendo dj nas
condigdes do item (iii) da Defini¢do 2.2 (relativo a f(z)), denotando por di, = mkdk, temos

que d; € o menor inteiro positivo tal que

difo,difr,- - difi
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pertencem a Og. E
d = md, = m* O (k%) = O(k*),

quando k — oo, Além disso, se f(z) é uma E-fungdo que satisfaz a equacéo diferencial
Y oy ey =0,
entdo f(az) satisfaz a equagdo diferencial

LN

ro _
@y +Wy(n 1)+"'+rn71y+rnzo-

Assim, concluimos que f(az) é uma E-fungao.
(c) Seja
f(z)= Z fkﬁ-
k=0 "
Entdo a n-ésima derivada de f é dada por

~ X
fj TR
=0 J

o &
k=0 :

onde f i = fx+n Paratodo j € N . Assim, f ; satisfazem os itens (1), (ii) e (iii) da Defini¢ao

(2.2). Agora, suponha que f satisfaz uma equacgdo diferencial linear de ordem m, dada por
ro1+rof @) +rif @)+ rnf " (2) =0, 24)

onde r; € C(z), i € [—1,m]. Derivando a equagdo (2.4) em relacdo a z, obtemos

P f @) +rof @+ @)+ (f ) 4+ (@)™ =0 (@25

Isolando o termo f(z) na equagdo (2.4) e substituindo na equag@o (2.5), obtemos

/ m /
L B (A ) ) ) <o
i=1

ro

Logo, f'(z) satisfaz uma equagio diferencial linear. Mostraremos que se a f () (z), n-
ésima derivada de f, satisfaz uma equacdo diferencial de ordem k, entdo f (n+1) (z) satisfaz
uma equacao diferencial de ordem k. Com efeito, suponha que f (n) (z) satisfaz a equagdo
diferencial dada por

ro+ Vof(n) (2)+ri (f(n) () +-+ ”k(f(n) (Z))(k) —0. (2.6)
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Derivando a equacdo (2.6) em relagdo a z, obtemos
k
g+ rof" Z ric1 A7) (FD ) D 4 (FD () = 0. Q2.7)

Isolando f () (z) na equagdo (2.6) e substituindo na equagdo (2.7), obtemos

/

k /
Py—r 2y ) ("i—l +ri - ”i:—g) (F (@) 4, (£ ® =0,

o i3

Assim, usando o Principio de Indug@o Finita concluimos que se a E-fungio f(z) satisfaz uma
equacdo diferencial linear, entdo a n-ésima derivada de f(z) satisfaz uma equag@o diferencial
linear para todo n € N.

(d) Como f(z) converge para todo z € C (ver a prova no item a seguir) integrando termo a
termo, temos

| rsas= [ kak,d —Z/fkk, =Y iy

k+1

ka

~ ~ Z
onde fo =0e fy = fi, k1. Assim, concluimos que / f(s)ds é uma E-funcdo. Além disso,
0

por inducdo, podemos mostrar que

k+n oo

[ [ royds...as™ kam ;fz—

com fi =0 quando j € [0,n—1] e fj = fj—n» quando j > n. Assim, concluimos que as
integrais em questdo sao E-funcoes.

(e) Afirmamos que r(f(z)) = +oe. De fato, usando o Teorema 1.1, temos

I
) = e AR

Por outro lado, dado € > 0 do item (ii) da Defini¢@o 2.2, para k suficientemente grande, temos

fel <[fic = 0(*) = fi(k!) ™ < ek (k1) ™!

— {Ailk) 1 < {fekek (k)1

= lim{/ fi(k!)~! <lim{/ckek (k!)~1.
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NG
K> (= .
Em particular, para € € (0,1) obtemos

kek kek el 3
< k i =0.
CRR\ T — Jim {5 <fkh£;kl-s 0

ek
lim ¢/ £ (k1)1 < lim{ c/l; _

E, portanto, r(f(z)) = +eo. Assim, concluimos que f(z) converge em todo z € C. Por fim, o

Sabemos que para k > 1, vale

Logo,

Teorema 1.2 afirma que f(z) € infinitamente diferencidvel em todo z € C. Assim, concluimos
que f(z) é uma fungéo inteira.
(f) Sejam

f(z)= kaﬁv 8(z) = nga'
k=0 k=0

Assim, temos

o k
f@)+e@) =Y (fe+g)s,

k=0 k!

0 k
f@)—g@) =Y (fi—2)

k=0 k!

> fqgk q

D=L Lk kzhkk"

onde Ay é dado por

k k
=K1Y, A fqg" ) (k>fqgk—q

g= ()q —q)! g=0 \4

Por hipétese, f; e g pertencem a K para todo k > 0, portanto f + gz, fi — &, hx pertencem
a K. Logo, as funcdes apresentadas em (2.3) satisfazem o item (i) da Definicao 2.2.
Segue das propriedades (1.1) e do item (ii) da Defini¢do 2.2 que

frgr] < [fiel+ gk = OKE) + O(kE*) = k1 kE* + kpkB* = (ky + ko )kEF = O (k)
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e =

Assim, as func¢des em questdo satisfazem ao item (ii) da Definigdo 2.2.

£ (-

q=0

<2y ]-[gr—q] = O(FF) = O(K), Kk — oo,

Agora vamos mostrar que as fungdes apresentadas em (2.3) satisfazem o item (iii) da
Defini¢do 2.2. Sendo dj, e ¢, os inteiros positivos relativos a f(z) e g(z), respectivamente, que
satisfazem o item (iii) da Definicdo 2.2. Dessa forma, sendo Ok um dominio de integridade,

temos que os nimeros
die(fh+8n), drex(fn—8n) € di-ex-hx, he [0k
pertencem a Ok e para k suficientemente grande, temos
drey = O(KFYO(kEF) = O(K*¢K) = O(k).

Por fim, vamos considerar o caso em que f(z) e g(z) sdo E-fungdes que satisfazem, respecti-

vamente, as equacgoes diferenciais lineares
y(n) + rOy(n_l) + e + r}’l*ly—}_ Iy = 0 e y(Q) +S0y(q_l) + e _}_sqily_ksq = O’

cujos coeficientes sdo fungdes racionais. Dessas equacdes, cada derivada de f(z) +g(z) e de
f(z) — g(z) podem ser escritas como um polindmio com coeficientes racionais em

F@, @ f"7V(2),8(2), 8 (2), .87V (2),
e cada derivada de f(z)g(z) € um polindmio linear em fungéo de
7.8 @).r ") (@), heo.n-1], k€0.p—1].

Assim, efetuando algumas eliminagdes, obtemos que f(z) +g(z), f(z) —g(z) € f(z)g(z) sdo
solucdes de equacdes diferenciais lineares com coeficientes racionais de ordens n+ p, n+ p

e np +n+ p, respectivamente. E, com isto, concluimos que a prova da proposi¢ao.
]
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2.3 Lemas auxiliares sobre solucoes de sistemas de equa-

¢oes lineares homogéneas

Os resultados apresentados nesta secdo tem como objetivo extrair informacdes acerca de
um conjunto de E-fungdes que sdo linearmente independentes sobre C(z) e que formam
uma solu¢do de um sistema de equagdes diferenciais dado, quando submetidas a algumas
hipéteses. Antes de enunciar tais resultados vamos associar a finalidade desta secao com o
que j4 foi feito nas se¢des precedentes. Para isto, considere o sistema de equagdes diferenciais

homogéneo
m

Q :y: = Z Qi.,kyka i€ [1,]’/1],

k=1

onde Q;  sdo m? fungdes racionais em C(z). Estamos interessados nas solucdes de Q do tipo

fi(z)
f@=1] + | #0,
m(2)

cujas coordenadas f|(z),..., fm(z) sdo E-fungdes. Nessas condigdes, o Lema 2.2 assegura
que os coeficientes Q; x € K(z).
Quanto a independéncia linear destas func¢des temos a seguinte definicao.

Definicdo 2.3. O niimero mdximo de coordenadas de f(z) que sdo linearmente independentes

sobre K(z) (z € uma indeterminada) é dito o posto de f(z) sobre K(z) e denotamos por p.

De modo andlogo a defini¢do anterior, dado @ € K podemos definir o posto p(o) do
vetor constante
fia)
flo)y=1]
fn(@)
sobre K como o nimero maximo de coordenadas de f(a) que sdo linearmente independentes
sobre K.
O lema a seguir, cuja demonstracdo pode ser consultada em [18] (pdgina 74), sera

utilizado na prova do principal teorema deste capitulo.

Lema 2.3. Sejam
m
Q :)’;( = Z Qk,j)’ﬁ ke [1,1’1’1],
j=1
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um sistema de equagoes diferenciais lineares homogéneo regular e f # 0 uma solucdo de Q
de posto p < m. Entdo podemos selecionar p coordenadas fi, ..., fi, de f satisfazendo as

seguintes propriedades:

(a) fis---,fi, sdo linearmente independentes sobre K (z);

(b) o p-vetor fO formado por essas coordenadas é uma solucdo de um sistema de equacoes

diferenciais lineares homogéneo
0 / & 0
Q =y, = Z Qkai_,'a ke [1,p],
j=1

com coeficientes QY ;€K(2).

O lema a seguir estabelece a existéncia de polindmios e, consequentemente, de uma
forma linear a partir de um conjunto de E-funcdes. Além disso, este resultado estabelece
limitantes superiores para casa dos algébricos dos coeficientes desses polindmios e para a

casa dos algébricos dos coeficientes da forma linear associada.

Lema 2.4. Sejam m > 2, fi,...,fm, E-funcdes, n € N e € € (0,1/2). Entdo existem m
polinomios

n
Pe=P(z) =Y b2, ke(l,m], (2.8)
=0

com as seguintes propriedades:

(i) os coeficientes by ; € Ok ndo sdo todos nulos e satisfazem
bet| =01, ke[l,m] e I€0.n], (2.9)

quando n — oo;

(ii) a forma linear

m Rl ZV
R=Y R@fil) =) a™ (2.10)
k=1 v=t Vv
satisfaz a propriedade
ordR>7, t=m(n+1)—|en|—1; (2.11)

(iii) os coeficientes da série (2.10) satisfazem a condi¢do

lay] =V 0(n"), v>1 (2.12)
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para todo n suficientemente grande.

Prova. Denotamos

fk(Z)=ZCk,v;, k€ [1,m] (2.13)
v=0 :
c
n Zv
P(z)=n'Y B>, kell,m], 2.14
o) =m Y By k€ [Lm] (2.14)

onde os By ,, sdo coeficientes em Ok, parak € [1,m] e v € [1,n]. Entdo P(z) € Ok[z]. Dessa

forma, temos

Pi(2) fi(z) = n! ZQkyﬁa ke [1,m], (2.15)
v=0 :
onde
min(n,v) v
Gky = Z ( )Bk,pck,v—p- (2.16)
p=0 \P

De fato, usando as equagdes (2.13) e (2.14), temos

n Zi ) ZV
P(2) fi(z) = | n! ZBk,il.—, ) Ck oy
i=0 : v=0 :

n Zi Zv

=Y nleg,y ZBkj._) —

| |
y=0 i—0 )V
in'c i (V—H) i
= kv . k,i
|
v=0 i=0 ! (V + l)
min(n,)

Usando a primeira igualdade (2.10) e a igualdade (2.15), obtemos

m ZV m ZV o ZV
R= ZPk(Z)fk(Z) = Z n! Z kv = Zn! Z vy = Zav_'a
] v! = vl =l

k=1 v=0 v=0

onde "
ay=n!Y gy, v=0,1,2,.... (2.17)
k=1
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Da defini¢do de E-fungdo existe uma sequéncia {d,}, d, € N, tal que

dycgy € Ok, 1€[0,v], ke[l,m], veN,

onde )
€
_ € _ _
dv—O(V lv), 81—@, v—0,1,2,... (218)
e
cry| =00, ke(l,m], v=0,1,2,.... (2.19)

Para mostrar que a desigualdade (2.11) é vélida, precisamos mostrar a validade das

seguintes equagdes

d.a min(n,v)
v

T (;)dvckvv—ka,pzo, velo,T—1]. (2.20)

As igualdades (2.20) formam um sistema de T equagdes lineares homogéneas nas (n+ 1)m
incognitas By . Usando as igualdades (2.18) e (2.19), obtemos que os coeficientes do sistema

(2.20) satisfazem a condi¢ao

v 1%
<p>dvck,v—p <2"[d][exr—p
=2"0(v*")O(v*")
=20 V2£1v)

&2

(
2'0(von?")

2
&%

(mn + m) (n+1)m£2/8m2)

Usando a Proposicdo 1.1 com os valores
2

p=(n+ Dim—Len] 1. g=(n+1m, M=max (;)dvck,vp — o),
v7 7p

temos que existem By ,, € Ok, ndo sido todos nulos, que satisfazem
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p

82 m
By | < c(cgM)a—r = c(cm(n+ I)O(n%"))z? (2.21)
on®), vel0,n], ke(l,m],

visto que
p  (n+1)m—|en|—1 - (n+1)m < 2m
q—p len] +1 en  ~ g’

Como os coeficientes by, do polindmio (2.8) sdo iguais a (n!/v!)By ,, usando a igualdade
(2.14), o limitante (2.21) e o fato de n! < n”", obtemos

n!
bk,v - ﬁBkﬂ; < n" Bk,v =n" 0(;/18") — O(n(l+£)n).

Assim, concluimos a prova do item (i). Agora, vamos provar do item (iii). Usando as
igualdades (2.16) e (2.17) e tendo em vista os limitantes (2.19) e (2.21), temos

Seja R a forma linear construidano Lema2.4. Se « € Ce Ry 1(z) =TR,(z), k=1,2,.. .,

com aT(a) # 0, entdo usando o Lema 1.7 concluimos que o conjunto das formas lineares

(m—1)m

Ri(a), ke[l,m+t], t=q- 3

+ len] +p, (2.22)

tem m formas linearmente independentes.

Antes de enunciar o préximo lema, introduziremos a notacdo de majorante e provaremos

alguns resultados bésicos que seguem diretamente da notagdo. Considere as séries de poténcia
U= Zukzk e v= kazk,
k=0 k=0
onde v; > 0 para todo k € N. Se u; € C a notagdo

ULy
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indica que |uy| < vy para todo k € N. Por outro lado, quando u; € K a notagdo
A

indica que lu_k| < v para todo k € N.
Observe que existem constantes positivas Y e C tais que

T(z) < y(1+2)° e T(2)0i(z) < y(1+2)C, i,je[l,m]. (2.23)

De fato, basta tomar

C=max(3(1),3(10;,) e 7= max (Ti1[Qry).

onde Q; j » sdo coeficientes do polindmio 7'(z)Q; j(z) e 7; sdo os coeficientes do polindmio
T(z).

Lema 2.5. Sejamm > 2, f1,..., fm, E-fungcdes coordenadas de uma solucdo f(z) do sistema
de equagdes diferenciais lineares (1.9) que sdo linearmente independentes sobre C(z), e
a € K. Sejam Ry uma forma linear como a construida no Lema 2.4 para qualquer n > n,
com € substituido por €, = €/6(m+ 1) para algum € € (0, 1), e seja t| o niimero obtido de t
ao substituir € por € em (2.22). Entdo as seguintes cotas para as formas lineares Ry(z) e

seus coeficientes sdo vdlidas as relagoes

Ri(a)] = O(n=m=12/2m) - e <mtegy, (2.24)
e
Poi(a)] = 0mITEIM) Kk <m41, ie[l,m]. (2.25)

Prova. Da majoracao (2.23) temos
T(z) <c(1+2)7, T(2)Oki < c(l+2)7, (2.26)
onde ¢ > 0 € uma constante que ndo depende de n e g € 0 maximo entre os graus dos
polindmios T e T Qy ;. Seja
%

Ri= Y PAE) = L,

v=0
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a forma linear construida no Lema 2.4, segue da desigualdade (2.11) e da ordem (2.12) que

ay=0, vel0,t—1]

onde
t=m(n+1)—|gn|—1.

Afirmamos que

: , j=2
Pii(z) << OOyl =1 (14 2 HU-DCTT (iC+m+n—1), ke[l,m], (227)
i=0
com j € N, onde P; ; € 0 polindmio associado a forma R}, obtida recursivamente a partir da

forma R construida no Lema 2.4. Quando j = 1, temos

n
!
Py=P=Y b
1=0

Usando a ordem (2.9), temos

by < max by pli+en

e, portanto,
Py i(2) << O(nIFEm) (1 4 2)",

visto que para j = 1 o produtdrio do lado direito € igual a 1. Assim, concluimos que o
majorante (2.27) vale para j = 1. Agora, queremos mostrar que se a majoragdo (2.27) é
vélida para j > 1, entdo é valida para j+ 1. Com efeito, usando a ordem (2.9) e as majoracdes
(2.23) e (2.27), obtemos

Pit1k(z) = - ]k+2 2)Qik(z

d
<« y(1 +Z)Cd_z +y(142)¢ ZP, /
=1

j—2

d . .
<< | (mt ) (142" (14 0y T T (GC+mtn—1)
i=0
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. =
< YoM (142" T (iC+m+n—1).
i=0

Assim, por indugdo, concluimos que a majoragdo (2.27) é vdlida para todos j,k € N. Na

ultima majora¢do, usamos o seguinte fato

<m+ d%) (1+2)" U0« (m+n— 1+(j—1)C+ i) (14 1H0=e

dz
& (m+n—14(j—1)C)(1 4z~ 1+0=1C,

Agora, considerando a série de poténcia

=] ZV
= E aV_'7
v=r V-

contruida no Lema 2.4, denotamos

] SIPRES
R*(z) := Z |av|ﬁ.
V=T
Afirmamos que
- d
) < ¥ 1+ %V <vc+ dz) R*(2). (2.28)
v=0
De fato, para k = 1, temos
(=) ZV =] c ZV
* — _ v n
Zav = =Ri(z) < R*(z) _v;m”ﬁ_;vl ﬁO(n ). (2.29)

Mostraremos que se a majoracdo (2.28) é valida para k > 1, entdo vale para k+ 1. Com

efeito,
Riv1(2) = Td%Rk(z) < y(1 +Z)Cdiz [%1(1 +Z)(k1)C:H2) (VCeriZ) R (2
=Y (1+z)*! [(k— HC+(1 +z)a%} kljz (vc+ jz) R*(2)

k=2

d d
1+2) | (k—1)C C R*
<00 e+ 2| T (ve+ ) R o
a ultima majoracao segue da seguinte

(1+42)* N« (14 ) k=1C
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(7)=(5)

para todo r € [0,(k—1)C — 1]. Assim, concluimos a validade de (2.28) para todo k € N.
Assim, das majoracdes (2.27) e (2.28), obtemos

visto que

k—1
d
Ris1(z) < H(1+2)4 ] (vq+ d—z) Ri(2), (2.30)
v=0
k—1
Pir1i(z) < K1+ [T (vg+m+n)om ) ie [1m], k=0,1,.... (231)
v=0

A primeira dessas relagdes é verdadeira, se os coeficientes dos polindmios Py ;(z) sdo
substituidos pelos seus conjugados em K com qualquer indice fixo.

Agora, suponhamos que k satisfaz a desigualdade k < m+1t; = en+ O(1). Entdo a
majoracdo (2.28) implica o limitante (2.25). Além disso, usando as majoracoes (2.29) e
(2.30), obtemos

k—1

1 (vq+ d%) Ri(z) < O(n*1") (1 + g)kRT(Z)

v=0

visto que T > 2k, obtemos v > T — k > k, para n suficientemente grande. Usando a ordem
do primeiro termo do valor estimado da ultima série do lado direito acima, paraz = o € K,
obtemos

o)

2k Z 2V 2£1v :0(n381mn—mn)'

n—1
[H (vq+ d%) R] <z>] _ Q1221 e



44 E-fungdes

— 0(ni(m717(2+3m)81)n). (232)
Assim, usando majoracao (2.28) e a ordem (2.32), obtemos o limitante (2.24). ]
Lema 2.6. Seja m > 2 e sejam fi(2),..., fm(2), E-fungdes que formam uma solugdo do

sistema (1.9) que sdo linearmente independentes sobre C(z). Seja & € K tal que ET (§) # 0.
Entdo para qualquer € € (0,1) e n € N, n > ng, onde ng foi definido em (1.57), existe um
conjunto com m formas lineares linearmente independentes nos niimeros f1(§),..., fu(&),
isto é,

Ly = Zak,ifi(é), ke(l,m], e ar; €Ok
i=1

tal que
Ly =0(n "1 ke [1,m], (2.33)

ari|= 0Ok ie(1,m], (2.34)

onde o limitante (2.33) permanece vdlido se o nimero & e todos os coeficientes de Ry(z)

forem substituidos por seus conjugados no corpo K; conjugado a K, para qualquer i € [1,h].

Prova. Sejam n e € nas condigdes deste lema e seja R (z) a forma construida de acordo com
o Lema 2.4, onde € é substituido por €1 /(6(m+1)). Considere as formas Ri(z), k =1,2,...,,

com R, = TR;FI. Nessas condi¢gdes, o Lema 1.7, com ¢ substituido por

_ ptqm—1)m

I8 5

+ LSUZJ ,

assegura que no conjunto das formas lineares

Re(&) = Y P(E)f(E), ke [Lmtn),
i=1

existem m formas linearmente independentes. Usando o Lema 2.5, essas formas satisfazem
(2.24) e (2.25).

Denotemos por
m

Ry(&) =Y Pi(&)fi(§), s=s51,- \5m (2.35)

i=1
as m formas linearmente independentes. Seja a € N tal que @ € Ok. Das equagdes do Lema
2.4 e da igualdade (1.13), temos

degPii(z) <n+(k—1)q, ic€[l,m], e k=1,2,....
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Assim, se denotarmos
g=n+qm+t;—1)=0(n), (2.36)

obtemos
ar; =a*Py, (&) € Ok, i,ke[l,m],

visto que os coeficientes de Py, ; sdo niimeros em Ok. Por fim, denotando

Lk:agRS,xé):iak?iﬁ(é), ke [1m)

tendo em vista os limitantes (2.24), (2.25) e (2.36) e que as formas acima sao linearmente

independentes, obtemos (2.33) e (2.34). Isto conclui a prova do lema. L]

2.4 A independéncia linear de valores de E-funcoes

Nesta secdo a denotard um ndmero algébrico ndo-nulo pertencente a K. Nosso objetivo é

expor condigdes necessarias para que os m valores

fl(a)""7fm(a)

sejam linearmente independentes sobre K, onde as fungdes f1(z), ..., fm(z), sdo E-fungdes
coordenadas da solugdio f(z) do sistema Q apresentado em (1.9). O primeiro resultado
desta secdo trata do caso em que 7' (@) = 0, onde T é o menor denominador comum dos m?

coeficientes Qy ; do sistema Q.

Proposicao 2.2. Sejam fi(z),..., fm(z), E-fungcdes coordenadas de uma solucdo f(z) do
sistema Q apresentado em (1.9) e ow um niimero algébrico ndo-nulo pertencente a K tal que
T(o) =0, onde T € C|z] é o menor denominador comum dos m? coeficientes Oy.i do sistema

Q. Entdo os m valores de fungoes

fl(a)a"'7fm(a)

sdo linearmente dependentes sobre K.

Prova. Do sistema Q definido em (1.9), obtemos

0=T Zzh_{% sz ))'fk(a)7 iE[l,m].
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Usando a definicao de T, isto €, o menor multiplo comum dos denominadores das m? funcoes

racionais Q; x, i,k € [1,m], sabemos que pelo menos um dos coeficientes

lim 7(2)Qix(z), i,k € [1,m]

—

é diferente de zero, visto que 7'(z) = (z— &) R(z) com k > 1, onde k é a maior multiplicidade

2

de o nos denominadores dos m~ coeficientes Q;(z) e R(z) € C[z]. Como todos estes

coeficientes pertence a K, concluimos que fi(@),..., fim(@) sdo linearmente dependentes
sobre K. 0

Agora, uma vez provada a Proposi¢do 2.2, analisaremos o caso em que
oackK, a#0 e T(a)#0. (2.37)
Além das condicdes (2.37), assumiremos que
m>2 p=m e pla)=re[l,m—1]. (2.38)

Proposicao 2.3. Seja Q o sistema definido em (1.9) e T = T (z) o menor denominador comum
das m® fungdes racionais Qik i,k € [1,m]. Se T(a) # 0, entdo Q é um sistema regular em
z=0qa.

O lema que apresentaremos a seguir serd usado na prova do principal resultado deste
capitulo a saber o Teorema 2.1. Este resultado estabelece uma cota inferior para o posto de

um conjunto finito de valores de E-fun¢des em um ponto algébrico.

Lema 2.7. Sejam K = Q(0) um corpo de niimero algébrico de grau h, m>2 e o € K, com
oT () #0e fi(2),-- -, fm(z) E-fungdes coordenadas de uma solucdo f(z) Z£ 0 do sistema

Q:=y(z) =Y, Orii(z), ke[l,m]
i=1

com Qi € K(2), i,k € [1,m]. Se as fungdes fi(z),..., fin(z) sdo linearmente independentes

sobre C(z), isto é, o posto p = m, entdo
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onde p(Q) é o posto do conjunto {fi(a),..., f(a)}.

Prova. A Proposicdo 2.3 assegura que z = & ndo € um ponto singular do sistema. Isto
implica que para algum i € [1,m], f;(c¢) é ndo nulo. De fato, suponha, por contradig@o,
que f(a) = (fi(a),..., fm(a)) = (0,...,0), substituindo no sistema Q, obtemos f’(a) = 0.
Analogamente, obtemos

Q' yZ ZQlkyl +szyl( ) = f//(OC):(O,...,O).

=1

Assim, indutivamente, obtemos

0=f(a)=fla)=-=f ), ic[l,m (2.39)

para todo j € N.

Por outro lado, sendo fi(z) E-fungdo e, portanto, uma funcdo inteira, para i € [1,m],
temos

_y 4 kf‘” (c— ), iellm] (2.40)
k=0 :

Assim, substituindo as igualdades (2.39) na equagdo (2.40), obtemos que f;(z) = 0, para
todo i € [1,m]. Uma contradi¢@o, pois, por hipétese, f(z) é uma solug¢do nao-trivial. Logo,
fla)#(0,...,0) e, portanto, p(ct) > 1. Note que se p(a) = m, entdo o lema estd provado.
Suponha que 1 < p(a) < m. Denote r = p(a). Entao os nimeros

f1(e),.... fm(a) (2.41)

estdo conectados por exatamente m — r equacdes lineares homogéneas
m
:ch,iﬁ(a):0> kelr+1,m| e ¢ ;€ Ok, (2.42)

onde L?
pendentes sobre K. De fato, suponha, sem perda de generalidade, que fj(@),..., fr(a) sdo

s .., LY sdo formas lineares nos nimeros (2.41) as quais sio linearmente inde-

linearmente independentes sobre K. Entdo para todo k € [r+ 1,m] existem ¢ ...,k , ndo
todos nulos de modo que a igualdade (2.42) € vdlida. Em particular, vale o caso em que os
coeficientes ¢y ; , i € [1,m] de Lg satisfazem ¢y x # 0, cx; = 0 quando i € [k, m).
Denotemos
c= HII:II'X Ck,i|- (2.43)
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O Lema 2.6 assegura que para qualquer € € (0, 1) e qualquer n > ng (ver defini¢do de ng em

(1.57)) existem m formas lineares linearmente independentes

m
=) aifi(a)
i=1
com ay; € Ok e k € [1,m] nos nimeros (2.41) tais que

Ly = O(n~m—1-€/2)m (2.44)

agi|= 0m D) ke [1,m] (2.45)

Assim, € possivel escolher r dessas formas lineares que juntamente com as formas (2.42) s@o

linearmente independentes. Suponha que essas r formas sao
m
Ly =Y aifi(a), kell,r]. (2.46)
i=1

Denotamos por 0 o determinante da matriz S (m x m) dos coeficientes das formas (2.42) e
(2.46). Como as entradas dessa matriz pertencem a Ok, concluimos que 6 € Ok. Denotamos
por 0k o cofator da entrada da k-ésima linha e i-ésima coluna de 6. Se multiplicarmos
ambos os lados das igualdades (2.42) e (2.46) por O j com j € [1,m] fixado e somamos
as equacdes desta forma para k € [1,m]|, obtemos, das formas lineares numéricas (2.42), a

seguinte igualdade

Sfilo Z & iLi(a), je[l,m). (2.47)
Usando a igualdade (2.43) e a ordem (2.45), concluimos que
8c;| = m" " O(nHEPM=Y — o(pHE=In) ke 1], e ic[l,m]. (2.48)

Analogamente,
6] = o(n1+e)m), (2.49)

Escolhendo j tal que fj(a) # 0 da j-ésima equagdo da forma (2.47) e das ordens (2.44) e
(2.48), obtemos

|5| < |f Z 5k] |Lk O(n(1+3)(r_1)")0(n—(M—1—8/2)11) _ 0(”((1-i—&‘)r—e/Z—m)n)7
J

assim, obtemos
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8 = O(n!(IHEr=mny, (2.50)

Usando as ordens (2.49) e (2.50) obtemos o limitante
N(8) = o(nlIFe)rh=m)n) (2.51)

onde N (6) é a norma de um elemento 6 € Og. Mas a norma de um nimero em Og
pertence a Z. Como as formas (2.42) e (2.46) sdo linearmente independentes, temos 6 # 0 e

consequentemente N\ (8) # 0. Portanto,
N (8) > 1. (2.52)
Assim, da ordem (2.51) e da desigualdade (2.52), obtemos a desigualdade
(1+&)rh—m >0,

o qual, sendo € arbitrario, implica que rh —m > 0, isto é, p(a) > m/h.
Agora, suponha que 6 ¢ R. Entdo os conjugados de § € K inclui um conjugado & tal que
]3| = |6|. Consequentemente, ao invés de (2.51), dos limitantes (2.49) e (2.50), obtemos

N(S) _ O(H((IJrS)rhme)n)

Y

e, como desejado, concluimos que p(o) > 2m/h. O

Uma prova deste lema pode ser consultada em [26]. A demonstracdo dada anteriormente

foi apresentada como aparece em [25].

Corolario 2.1. Nas condigoes do resultado anterior, se K é o corpo dos niimeros racionais

(n = 1) ou um corpo de niimeros quadrdtico imagindrio (n =2), entdo p(a) = p = m.

O resultado a seguir generaliza o Lema 2.7 e foi provado por Shidlovskii em 1962, ver
[24]. Uma versdo desse resultado pode ser encontrada no Capitulo 5 de [18] e no Capitulo 3
de [25].

Teorema 2.1. Sejam K = Q(0) um corpo de niimeros algébricos de grau n sobre QQ e
f1(2), ..., fm(2) as E-fung¢des coordenadas de uma solucdo f(z) # 0 do sistema Q apresen-
tado em (1.9). Sejam o um niimero algébrico em K tal que aT (o) # 0, p e p(&) os postos
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de f(z) sobre C(z) e f(a) sobre K, respectivamente. Entdo p (&) satisfaz a desigualdade

B, sed eR
n

pla) =
2_p’ se 0 R
n

Prova. Afirmamos que 7'(a) # 0 implica que z = & é um ponto regular do sistema Q, isto
é, as coordenadas de todas as solu¢des de Q sdo regulares relativas a K(z — a). Com efeito,

suponha que para algum Q; ; tenha um polo em . Entdo denotando

Aix(z)

Bi(z)’

QLk(Z) = i,k € [Lm]’

onde A; , B € K[z]. Assim, B; x(a) = 0 e consequentemente, 7' (o) = 0, uma contradigdo.
Logo, Q € um sistema regular. Caso p = m o resultado segue diretamente do Lema 2.7. Caso
p < m, o Lema 2.3 assegura ser possivel selecionar p componentes f;, (z),. .., fi,(z) de f(z)

com as seguintes propriedades:
(i) essas p componentes sdo linearmente independentes sobre K(z);

(ii) essas componentes satisfazem um novo sistema Q° de equacdes diferenciais lineares

com coeficientes Q?  em K (z) que sdo também regulares em z = Q.

Agora, é suficiente aplicar o Lema 2.7 no p-vetor f°(z) com as componentes f;, (z),. . ., f; 5 (2)
de f(z) de modo que m é substituido por p, e a afirmagéo segue imediatamente. 0

Um resultado andlogo ao Teorema 2.1 pode ser provado quando Q* é um sistema de

equagoes diferenciais lineares ndo-homogéneo.



Capitulo 3
Teoremas Fundamentais das £-funcoes

Este capitulo esta dividido em duas se¢des. A primeira estd destinada a prova do principal teo-
rema deste trabalho. A segunda tem como objetivo apresentar algumas de suas consequéncias

entre as quais o Segundo Teorema Fundamental e o Teorema de Lindemann-Weierstrass.

3.1 O Primeiro Teorema Fundamental

Em 1929, C. Siegel [27], apresenta uma versdao do Primeiro Teorema Fundamental. O método
desenvolvido por Siegel apresenta uma condi¢do de normalidade de dificil verificacdo. Tal
condicdo, possivelmente, contribuiu para o ndo surgimento de novos trabalhos usando o
método de Siegel nas quase trés décadas que se seguiram a sua publicacdo. A seguir
enunciaremos a primeira versdao do Primeiro Teorema Fundamental como aparece no livro

Transcendental Numbers [26].

Teorema (Primeira Versdo do Teorema Fundamental - Siegel). Sejam E1,...,E, E-funcoes
que forma uma solucdo de um sistema de equacgdes diferenciais homogéneo de primeira
ordem, cujos coeficientes sdo fungoes racionais Qi que tem como coeficientes niimeros

algébricos, e suponha que os W, produtos das poténcias

m

Erl...EVm vl_i_..._i_vmgv

Jormam um sistema normal para todov = 1,2,.... Se a é qualquer niimero algébrico ndo-
nulo que ndo é polo de Qy , entdo os m niimeros E\ (), ..., Ey (o) ndo estdo relacionados

por uma equagdo algébrica com coeficientes algébricos.

Munido deste resultado, C. Siegel, prova que a fun¢ao de Bessel é uma E-funcao.

Antes de enunciarmos e provarmos a versao do Primeiro Teorema Fundamental, devida a
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Shidloviskii, apresentaremos as defini¢cdes de polindbmio homogéneo e fungdes homogenea-
mente algebricamente independentes. Tais conceitos aparecerem no enunciado do Primeiro
Teorema Fundamental. Em seguida, provaremos dois lemas que serdo utilizados na prova do
teorema principal.

Definicdo 3.1. Um polinémio P(z1,...,zm) € K[z1,...,2m] € dito um polindmio homogé-
neo quando todos os seus monomios tem mesmo grau. Ou seja, existe k € 7. tal que
P(Az1,..., Azm) = AKP(z1,...,2m) para todo A € C.

Definicio 3.2. Dizemos que as fungées fi(z),..., fm(z) sGo homogeneamente algebrica-
mente independentes quando ndo existe um polinémio homogéneo, nao-nulo, P(z1,...,zm) €
Kl[z1,-..,2m) tal que P(f1(2),--., fm(z)) = 0. Caso contrdrio, dizemos que tais fungdes sao
homogeneamente algebricamente dependentes.

Observe que nenhum dos lemas provados nos capitulos anteriores tem como hipotese
funcdes que sao homogeneamente algebricamente independentes. O lema que apresentaremos
a seguir garante que a hipétese da homogeneidade da independéncia algébrica, presente no
Primeiro Teorema Fundamental, seja reformulada como um caso de independéncia linear. E,

dessa forma, nos possibilita aplicar os resultados obtidos anteriormente.

Lema 3.1. Sejam f1(z),..., fu(2) fungcdes analiticas que formam a solugcdo do sistema de

equacoes diferenciais lineares (1.9). Entdo para todo n € N o conjunto dos

_ (nt+m—1)!
o = = m— 1)1

mondmios da forma

Vers ok = LX) - £l (2), k4 ko =n 3.1)

comk; € 7" e i € [1,m] formam uma solugdo de um sistema de equagées da forma (1.9) no
qual m é substituido por W, , e os coeficientes sdo combinagées Z-lineares dos coeficientes
no sistema original (1.9). Além disso, estes coeficientes ndo tem nenhum polo além dos polos

do sistema (1.9).

Prova. Diferenciando as func¢des (3.1) em relacdo a z e usando a regra da cadeia, obtemos

Voot = LK) T o (2) £ (2),
i=1
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com kj + -+ - +k;, = n. Substituindo f/(z) pelo lado direito da equagio correspondente em
(1.9), onde y; = fi(z), temos

m

Vit = Y (m @) T o) Y Qi,rfr(@)
r=1

i=1

_y ( kO f (Z)-“f,-k"1~~f5{”(Z)fr(Z)> ,
j r=1

i=1

como

m
kl‘|‘"‘+(ki_1)+"'(kr+1)+"'+k :Zki:n’
i=1

concluimos que

k ki—1
@) ST @) £r(2) = Vo kit kb s

ou seja, sdo mondmios da forma (3.1). Assim, concluimos que os coeficientes de v;q. e
sdo combinagdes Z-linear dos coeficientes Q; , do sistema Q, isto assegura 0 ndo surgimento
de novos polos. Dessa forma, concluimos a prova do lema. [

Corolario 3.1. Se no Lema 3.1 assumirmos que f1(z),..., fm(2) sd@o E-fungdes com coefici-
entes em K que satisfazem as condicoes do Primeiro Teorema Fundamental, entdo pelo Lema
2.2, o conjunto dos Uy, monomios (3.1) formam uma solugdo de um sistema de equagoes
diferenciais lineares da forma (1.9) em que todos os Q; » € K(z). O polinémio T =T (z) para
este sistema coincide com o polindmio correspondente T (z) para o sistema original (1.9) e
temos T € Ok[z], TQ;, € Ok[z] com k,i € [1,m].

A seguir, enunciaremos o principal teorema desta dissertacdo. Este resultado foi provado
em 1955, por A. B. Shidlovskii [23] e apresenta alternativas mais naturais a condicdo de
normalidade imposta por Siegel na primeira versdo deste teorema. A versao de Shidlovskii
afirma que sob algumas hipdteses a propriedade de homogeneidade da independéncia algé-
brica de um conjunto de E-fungdes f1(z), ..., fm(z) é transferida para o conjunto dos valores

dessas fungdes em um ndmero algébrico z = a, com a7 (a) # 0.

Teorema 3.1. (Primeiro Teorema Fundamental) Seja m > 2 e sejam f1(z),..., fm(z) E-
Jungées coordenadas de uma solucdo do sistema (1.9) que formam um conjunto homoge-
neamente algebricamente independente sobre C(z) e o € Q tal que aT (o) # 0. Entdo os

niimeros f1(),..., fm(0t) sdo homogeneamente algebricamente independentes.

Prova. Seja o € Q tal que oT () # 0. Suponha, por contradi¢io, que sob as hipéteses do

teorema os nimeros fi(a),..., fi,(a) sdo homogeneamente algebricamente dependentes.
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Entao existe um polindmio homogéneo P de grau k tal que

P(fl(a)v 7fm( )): . 3.2)

Seja K um corpo de numero algébrico que contém o, os coeficientes das séries de
poténcia de todas as E-fungdes, f1(z),...,fm(z), e todos os coeficientes de P. De acordo,
com o Lema 3.1 e com Coroldrio 3.1, K contém os coeficientes de todos os polindmios
T e TQ;, do sistema de equagdes diferenciais satisfeito pelos mondmios (3.1) comn € N
arbitrdrio.

Considere as U, , expressoes

f{cl(z)flﬁm(Z)P(fl(Z)a7fm(z))7 k1++k =n—k. (33)

Perceba que cada uma das expressoes (3.3) € uma forma linear nas varidveis (3.1) com

coeficientes em K. Visto que P é um polindmio homogéneo de grau k, temos

Hie.m

P(fi(2),-.., fu(2) Z pifi(z fn(2)Nm,

onde k; | +- - +k; ,» = k para todo i € [1, l,]. Dessa forma, obtemos

,le m

{(1 (Z) e rlr(zm (Z)P(fl (Z) 7fm Z plfl k1+ki,1 .. .fm(z)km+ki7m,

note que

Z +k,] =n, l'E[l,‘ukm].

btk (Z)km%’?’” s@0 monOmios da forma (3.1), para todo

Assim, concluimos que fi(z)
i € [1,Ug ). E, as formas lineares (3.3) sdo linearmente independentes, pois ordenando
lexicograficamente os mondmios (3.1) com respeito as poténcias de fi(z),..., fm(z), 0s
termos principais das formas (3.3) sdo distintos.

Tomando z = o em (3.3) e usando (3.2), obtemos ,,_ ,, equagdes lineares homogéneas para

0S Uy, NUMeEros

™=
Kan
I
=

N
Il
—_

@) far (@), k>0, ie[l,m], (3.4)

com coeficientes em K.

Por outro lado, por hipétese, as fungdes fi(z), ..., fim(z), sdo homogeneamente algebrica-
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mente independentes sobre C(z). Assim, para todo n € N as fungdes (3.1) sdo linearmente
independentes sobre C(z). De fato, por contradi¢do, suponha que existem coeficientes

¢i € C(z) ndo todos nulos, tais que

Hn,m

Y vy kin =0 = QO(fi(2),..., fu(z)) =0,
i=1

onde Q € o polindmio dado por

o
Ox1y...y Xp) = Z c,-)cl”1 e X
i=1

Uma contradi¢do, visto que Q € um polindmio homogéneo e, por hipotese, as funcoes
f1(2),..., fm(z) sdo homogeneamente algebricamente independentes sobre C(z). Assim,
concluimos que os mondmios (3.1) sdo linearmente independentes sobre C(z).

Usando o Lema 3.1 e o Corolério 3.1 concluimos que as fungdes (3.1) satisfazem as
hipéteses do Teorema 2.1 com m substituido por U, ,. Sendo & um ponto ndo singular do
sistema (1.9), segue do Lema 3.1 que & ndo € um ponto singular do sistema de equagdes
diferenciais (1.9) satisfeito pelas funcdes (3.1). Assim, o Teorema 2.1 assegura que o posto

sobre K do conjunto dos nimeros

m
@) fo(a), k>0, i€[l,m], Y ki=n
i=1
ndo é menor que Uy ,/h, onde h = [K : Q). Isto significa que
Hum
para todo n € N. Isto significa que
Hn.m
Hnm — Hn—km > p(OC) > o (36)
para todo n € N. Por outro lado, valem as seguintes relacoes,
(n+m—1)! nm1 5
Hom = =0~ Gty 700" -7)
(3.8)

(n+m—-1)! (n—k+m—1)!

— _ m—2
Him = Bnkom = 1 = ™ i tm =1y~ O (39)
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Com efeito,
 (ntm—1)!
P nl(m—1)!
(I’l—l—m—l)m_l
= (m—1)!
M1 1 m=1 m—1 m—1
— —1=j(p 1)/
Ry D YL (")
n 1 nm72 m—1 A m—1
S Y Y (m—l)’( >
nmfl
= +en™?
(m—1)!
nmfl L
_(m—1)1+0(nm )
E, analogamente,
(n—k)mfl B
Hn—k,m (m—l)‘ +0((n_k)m 2)
Assim,
1

+0(" %) = 0((n—k)"?)
1

m—1 ) i m—1

j=1
+en™ 2 —cr(n—k)" 2

m—2
; ; —1
cotertery (—1)/ 1k (mj )]

j=0

<

< nm—2

= nm_z(co +c1+c¢3)
= 0(n"™ ).

Como as relagdes (3.7) e (3.9) contradizem a desigualdade (3.6) para n suficientemente
grande, concluimos assim a prova do Primeiro Teorema Fundamental. [
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3.2 Consequéncias do Primeiro Teorema Fundamental

Nesta secdo, apresentaremos algumas aplicagdes do Primeiro Teorema Fundamental. Para
isto, dividiremos em duas subsec¢des. Na primeira subse¢do provaremos alguns resultados
que seguem diretamente do Primeiro Teorema Fundamental. Na segunda parte provaremos o
Segundo Teorema Fundamental, este resultado fornece condi¢des necessarias e suficientes
para a independéncia algébrica de valores de E-fun¢des em pontos algébricos.

3.2.1 Aplicacoes do Primeiro Teorema Fundamental

Os coroldrios que enunciaremos e provaremos a seguir, seguem diretamente do Primeiro

Teorema Fundamental.

Corolario 3.2. Nas condigcoes do Teorema 3.1, todos os nimeros fi(&),..., fm() sdo
diferentes de zero, consequentemente todos os zeros de cada uma das fungées fi(z), ..., fm(z)

que ndo sdo zeros do polinomio 7T (z) sdo transcendentes.

Prova. Suponha, por contradicio, que & € Q e f;(a) = 0 para algum i € [1,m]. Considere o

polindmio homogéneo P € Q[xy,...,X;,...,Xy] de grau k dado por
ko ki ok
P(X1,yeeyXiyeny Xoy) = Z Xy exge X,
ky +--tkm =k
ki=1

onde o somatdrio é tomado sobre um conjunto de m-uplas de nimeros inteiros ndo-negativos
(ki,...,ki—1,1,kit1,...,kyn). Note que neste caso, P(fi(a),..., fm(a)) =0, uma contradi-
¢do, pois o Primeiro Teorema Fundamental assegura que os nimeros fi(&),..., f(¢) séo
algebricamente homogeneamente independentes. Logo, os niimeros f|(),..., fis(o) sdo
todos nao nulos. Assim, concluimos que se o ¢é tal que fj(a) = 0 para algum i € [1,m] e
oT (a) #0, entdo @ € C\@, isto é, o é transcendente. O

Corolario 3.3. Nas condigcoes do Primeiro Teorema Fundamental, os m — 1 niimeros

fila)
fs(a)

, kell,m], s#k

sdo algebricamente independentes, para cada s € [1,m).

Prova. Suponha, por contradi¢cdo, que os m — 1 nimeros

file)  fioi(®) foni(a)  fm(a)
fila)” 7 fila) T fi(a) T fi(@)
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sdo algebricamente dependentes. Entdo existe um polindmio P € Q[xy,...,x,_1] tal que
P (fl(a) fi—1(@) foy1(@) fm(a)) _ fi(@)" - fua)* 0
fia) 7 fila) T file) T f(@) ) e fa ’

(3.10)

onde o somatério é tomado sobre um conjunto de (m — 1)-uplas de inteiros positivos
(ki,...,ks—1,kss1,...,kn) € k = degP. Assim, multiplicando a equagido (3.10) por f;' ()
com n > k, obtemos

ki .. kin
y MO e ¥ fleh e e ) =0

ky -tk <k ki+--+kn <k

uma contradi¢do, pois o Primeiro Teorema Fundamental assegura que os m nimeros

fila),....fs(e),..., fin(x)

sao homogeneamente algebricamente independentes. [
Corolario 3.4. Pelo menos m— 1 dos niimeros fi(@), ..., fm(@) sdo transcendentes.

Prova. Suponha que existam dois nimeros algébricos f;, (&) e f5,(§), s1,52 € [1,m]. O

corolério anterior afirma que os m — 1 nimeros

file)  fyle)  fu(a)
fa(a) ™ (@) S (@)

sdo algebricamente independentes. Além disso, fs,(o)/ fs, (o) € algébrico. Entdo existe um

(7)o

P(x) =apx"+---+ajx+ap.

polindmio P € Q[x] tal que

com

Dessa forma, considere o polindmio
P(x Xp, () = apXe +---+ajxs, +a
1o 9 My, nisy 1Asy 0-

Observe que

P(LD B0 b g
fs(@) " fy (o) S (@)
¢ uma contradi¢do. Logo, o conjunto dos ndimeros fi(),..., f,(¢) possui pelo menos m — 1

numeros transcendentes. L]
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Corolario 3.5. Se um dos niimeros fi(Q), ..., fu(Q) é algébrico, entdo os m — 1 restantes

sdo algebricamente independentes.

Prova. Suponha que f;(«) € Q e que os ndmeros f1(), ..., fs_1(a), fir1(@),..., fn(@)

sdo algebricamente dependentes. Entdo existe um polindmio P € Clxy, ..., X1, X541, - -, Xm]
de grau k dado por
P(x Xs—1,X Xm)= Y et e (3.11)
IyeeerAs—1rAs+1y--sAm) — 1 -1 s+1 m .
ky++kn<k

onde o somatério é tomado sobre um conjunto de (m — 1)-uplas de inteiros positivos

(ki,...,ks—1,ks+1,---,km), tal que

P(fi(a),...,fi-1(a), fir1(@), fu(a)) = 0. (3.12)

Considere o polindmio

Plxa)= Y, file) o fioi(0)S - fpr (@) xm,

Kt o <k

onde o somatdério é tomado no mesmo conjunto das (m — 1)-uplas do polindmio P apresentado
em (3.11). Usando a equacgio (3.12), temos

P(fu(a)) = P(fi(a),..., fi-1(a), fer1(0) =0,

uma contradi¢@o, visto que o Coroldrio 3.4 garante a transcendéncia de f, (). Logo, os

m — 1 ndmeros em questao sdo algebricamente independentes. [

3.3 O Segundo Teorema Fundamental

A seguir, enunciaremos e provaremos o Segundo Teorema Fundamental. Este resultado
assegura a independéncia algébrica de valores de E-fun¢des em pontos algébricos, nas
condi¢cdes dos Primeiro Teorema Fundamental, mediante a substituicdo da hipdtese da
homogeneidade da independéncia algébrica das E-fun¢des pela hipétese da independéncia
algébrica destas fungdes.

Teorema 3.2. (Segundo Teorema Fundamental) Sejam fi(z), ..., fm(z) E-funcdes algebrica-

mente independentes sobre C(z) que formam uma solucdo do sistema de equagoes diferenci-
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ais lineares

m
Vi =0ko+ Y OQivi, Oki€C(z), e kic[l,m],
i=1

que pode ser homogéneo, isto é, Qxo =0,k € [1,m] e o0 € Q tal que oT (&) # 0. Entdo os

niimeros f1(&), ..., fim(0) sdo algebricamente independentes.

Prova. Considere o conjunto das E- fungdes fo(z) = 1, f1(z), ..., fin(z). Assim, este conjunto
de E-funcdes forma uma solu¢ao de um sistema de m+ 1 equagdes diferencias lineares homo-
géneo como o apresentado em (1.9). Observe que as E-fungdes fo(z) =1, f1(2), ..., fm(z) sdo
homogeneamente algebricamente independentes sobre C(z) se, e somente se, f1(z),.- ., fm(z)
sdo algebricamente independentes sobre C(z). Dessa forma, o Primeiro Teorema Funda-
mental assegura que se fy(z) = 1, f1(2),..., fm(z) sdo homogeneamente algebricamente

independentes, entdo para o € Q com T () # 0, entdo os m + 1 nimeros

f()(OC) = 1,f1(06),...,fm(06)

sdo homogeneamente algebricamente independentes. Assim, usando o Corolario 3.3, con-

cluimos que os m nimeros

fi(a) fm(2t)
fl(a>: 7"'7f (OC): )
Jo(a) " Jo(a)
sdo algebricamente independentes. Isto conclui a prova do Segundo Teorema Fundamental.
O]
Lema 3.2. Sejam By, ..., Bn, nimeros complexos distintos, entdo as funcoes eBlZ, ... ,eﬁmz

sdo linearmente independentes sobre C(z).

Prova. A prova serd dada usando indugdo sobre o nimero m de funcdes exponenciais. Para

m =1, se Q(z) é uma fung¢@o racional tal que
0)P =0 — AR =0 — Aa=0,

onde Q(z) = A(z)/B(z) e A, B € C[z]. Logo, fi(z) = éP% é linearmente independente sobre
C(z). Suponha, nas hipéteses do lema, que para m = n, as

fiR) =ePE, . fu(z) = ePre

sdo linearmente independentes sobre C(z). Queremos mostrar que tal propriedade vale para
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m = n+ 1. Suponha, por contradi¢do, que

fi(@) = P75, falz) = P fra () = P, (3.13)
sdo linearmente dependentes sobre C(z). Portanto, existem polindémios P, ..., P, € Clz],
tais que

Pi(z)ePr=Bu)ay py()ePrBr)i 4 p()eBrB)ip p L (2) = 0. (3.14)

Denote por s = deg P,1. Derivando a equagdo (3.14) s 4 1 vezes, obtemos

s:l

dz*

Z Bt — Bat1) 9+1Pk( )e (Bk*BnJrl)Z_F Ze(ﬁlrﬁnﬂ) Z e B—Bni1)z =0,
k=1 k=1 k=1

uma contradi¢ao, pois

Bl _ﬂn+l7ﬁ2_ﬁn+l;---7ﬁn_ﬁn+l

sdo numeros complexos distintos e, por hipétese de indugao,
fl (Z) = e(Bl _ﬁnJrl)Z’ L ,fn(Z) _ e(Bﬂ_BrH»I)Z

sdo linearmente independentes sobre C(z). Portanto, para todo n € N as fungdes (3.13) sdo

linearmente independentes sobre C(z). Com isto concluimos a prova do lema. [
Lema 3.3. Sejam By, ..., By, niimeros complexos linearmente independentes sobre Q, entdo
as fungoes P L ,eﬁmz sdo algebricamente independentes sobre C(z).

Prova. Suponha, por contradi¢do, que existe um polindmio
P = P(Z7Zla e »Zm) € C[szlv' . 7Zm]a

P#0, deg,P=k z=(21,---,2m),

tal que
P(z,ePi?, ... ePr3) = 0.

Esta equagdo pode ser escrita da forma

P(Z,Z] g ,Zm) = Z Pk],....,km (Z)e(klﬁl+"'+kl11ﬁm)2 — O,
ki+-+km<k

Pkl)“'7kn1 (Z) S C[Z]7 Pk],u-,km ¢ 07
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onde o somatério é tomado sobre um conjunto de m-uplas de inteiros positivos (ki,...,kp).

Por hipétese, os expoentes z1 1 + - - - + 2, B sa0 distintos. De fato,

klﬁl"‘"""kmﬁm:];Iﬁ1+"'+l~<mﬁm<:> (kl_I;I)B1+"'+(km_7€m>ﬁm:0
<:>k1 :7(1,...,kmz~m,

pois, por hipétese, B, ..., B sdo linearmente independentes sobre Q. Uma contradi¢do, uma

vez que o Lema 3.2 assegura que as fun¢des da forma

e(k1ﬁ1+"'+kmﬁm)z

sdo algebricamente independentes sobre C(z). Assim, concluimos a prova do lema. U

Corolario 3.6. (Teorema de Lindemann-Weierstrass) Se &y, . . ., 0y, sdo niimeros algébricos,
linearmente independentes, entdo os niimeros e™ , ... ,e%" sdo algebricamente independentes

sobre Q.

Prova. A demonstracio segue diretamente do Lema 3.2 e do Segundo Teorema Fundamental.
O



Consideracoes finais

Nesta dissertacdo, introduzimos o conceito de E-fun¢des como o apresentado pode C. Siegel
e apresentamos os pré-requisitos necessdrios para a compreensdo do Primeiro Teorema
Fundamental, provado A.B. Shidlovskii.

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre E-fun¢des que foram demonstrados
ap0Os 1955. Sabemos que C. Siegel, generalizando o método de Hermite-Lidemann, foi capaz
de provar um teorema acerca da independéncia algébrica de valores de E-fung¢des a partir de
uma condi¢do de normalidade. Tal condi¢do, de dificil verificagdo, se fez necessaria a fim
de tornar um certo determinante, presente na prova. nao-nulo. Em 1956, A. B. Shidlovskii
contorna a condi¢do de normalidade imposta por C. Siegel e prova uma nova versdao do
teorema de Siegel, conhecido como Terceiro Teorema Fundamental, que enunciaremos a

seguir.

Teorema (Siegel-Shidlovski, 1956). Seja f1,..., f;n um conjunto de E-fungdes que satisfazem

o sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

dz
Ym Ym

onde A é uma matriz m x m com entradas em Q(z). Denote o denominador comum das

entradas de A por T(z). Entdo, para todo o € Q tal que o-T (o) # 0, tem-se

degtrg(f1(®), .. fin( @) = degtrg,) (fi(2), . fn(2)).

Aproximadamente 4 décadas depois da prova do Terceiro Teorema Fundamental, Y.

Nesterenko e A. Shidlovskii provam o resultado a seguir, ver [21].

Teorema. (Nesterenko-Shidlovskii, 1996) Existe um conjunto finito S tal que para todo o € Q,
o & S vale o seguinte. Para toda relagdo polinomial homogénea P(fi(@),..., fm(a)) =0
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com P € Q[X1,..., X, existe Q € Q[z,X1,...,Xy], homogéneo em X;, tal que

Q(Z,fl(Z),...,fm(Z)) 0 e P(Xl,...,Xm):Q((X,Xl,...,Xm).

Em 1997, Y. André apresenta uma nova prova do Teorema de Siegel-Shidlovskii sobre
valores de E-fungdes, ver [1] e [2]. Uma versdo em inglés deste resultado estd descrita no tra-
balho de D. Bertrand, ver [3]. Em 2004, D. Bertrand usando determinantes de Laurent exibe
uma nova demonstracdo do Terceiro Teorema Fundamental. Ainda em 2004, F. Beukers,
usando os resultados de Y. André sobre a equagdes diferenciais satisfeitas por E-fungdes,
apresenta uma nova versao do Teorema de Siegel-Shidlovskii, em seu artigo intitulado A
refined version of the Siegel-Shidlovskii theorem, ver [4]. Neste trabalho, F. Beukers, prova
ainda uma versao mais geral do Teorema de Nesterenko-Shidlovskii, solucionando, assim,
a Conjectura A apresentada por Y. Nesterenko e A. Shidlovskii em [21] e mencionada por
S. Lang em seu livro [12], que trata da independéncia Q-linear de valores de E-fungdes,
linearmente independentes sobre Q(z) em pontos algébricos.

Em 2023, S. Fischler e T. Rivoal, ver [6], provam um resultado que tem como coroldrio:
Se f é uma E-funcdo e 7o um niimero algébrico, entdo f(zo) ndo é um niimero de Liouville.

A partir dos resultados aqui apresentados, expomos, ainda que brevemente, o desenvolvi-
mento da teria das E-fun¢des nas ultimas décadas e, dessa forma, motivamos a continuidade
do estudo nesta bela teoria.
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