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RESUMO

Seja o(G) a ordem média dos elementos de um grupo finito G definida como

»(G)

o(G) = W’

tal que 1 (G) é soma das ordens de todos os elementos de G. Uma Conjectura proposta por
A. Jaikin-Zapirain consiste em: se N é um subgrupo normal de G, entdo o(G) > o(N)/2.
Dito isto, E. I. Khukhro, A. Moreto e M. Zarrin apresentaram uma resposta negativa para
esta Conjectura. Desta forma, temos como objetivo apresentar a construcao dos contra-
exemplos fornecida por eles. Além disso, também trataremos sobre as implicacoes deste
trabalho que responde a Conjectura, sobretudo um critério de solubilidade que envolve o
conceito de ordem média. O critério diz o seguinte: se o(G) < o(As), entao G é soluvel.

Este resultado foi provado por M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj.

Palavras-chave: Ordem média, soma de ordens, grupos soluveis, grupos simples.



ABSTRACT

Let o(G) be the average order of the elements of a finite group G defined as

»(G)

o(G) = W’

such that (@) is the sum of the orders of all elements of G. A conjecture proposed by A.
Jaikin-Zapirain consists of: if N is a normal subgroup of G, then o(G) > o(N)'/2. That
said, E. I. Khukhro, A. Moreto and M. Zarrin gave a negative answer to this Conjecture.
In this way, we aim to present the construction of the counterexamples provided by them.
In addition, we will also deal with the implications of this work that responds to the
Conjecture, especially a solubility criterion that involves the concept of average order.
The following says: if o(G) < o(As), then G is solvable. This result has been proved by
M. Herzog, P. Longobardi and M. Maj.

Keywords: Average order, sum of orders, soluble groups, simple groups.
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Introducao

O estudo das fungoes aritméticas para a classificacao de grupos finitos é uma
area de grande abrangeéncia. Essencialmente, quando lidamos com grupos finitos, fre-
quentemente recorremos as propriedades aritméticas para resolver questoes relacionadas
a estrutura. Naturalmente, explorar temas como a ordem dos elementos, a soma das or-
dens dos elementos, o produto das ordens, entre outros, é uma extensao dessa abordagem
para classificar grupos finitos. Assim, a motivacao central é compreender as propriedades
aritméticas de um grupo finito e relacionar com a estrutura do mesmo, uma vez que grupos
finitos estao intimamente interligados com a aritmética. No contexto desta dissertacao,
trataremos da funcao que calcula a ordem média das ordens dos elementos de um grupo
finito.

Definimos a ordem média de um grupo finito G, denotado por o(G), como a razao
de ¥(G) por |G|, em que (G) denota a soma das ordens dos elementos de G. Em 2011,
Andrei Jaikin-Zapirain introduziu a funcao o(G) no artigo "On the number of conjugacy
classes of finite nilpotent groups”. O autor relacionou este conceito para o estudo de outra
funcao aritmética, k(G), que informa a quantidade de classes de conjugagao de um grupo
finito G. Além disso, demonstrou a desigualdade o(G) > o(Z(G)), para todo grupo finito

G. Logo ap6s, no mesmo artigo, A. Jaikin Zapirain propoe a seguinte conjectura:

Conjectura 0.1. (Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain) Seja G um grupo finito e seja
N < @. Entdo o(G) > o(N)Y2.

Tal Conjectura é o ponto inicial para o artigo de E. I. Khukhro, A. Moret6 e M.
Zarrin, denominado ”"The average element order and the number of conjugacy classes of
finite groups”. Em 2021, os autores conseguiram demonstrar que a Conjectura de Andrei
Jaikin-Zapirain é falsa para uma classe de p-grupos muito especifica, os chamados p-grupos

secretos de Wall. No mesmo artigo, os autores estipularam outra conjectura:

Conjectura 0.2. (Critério de Solubilidade) Seja G um grupo finito. Se o(G) < 0o(As5) =
211/60, entao G é solivel.

Diferentemente da Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain, o Critério de Solubilidade foi



confirmado por M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj no trabalho Another criterion for
solvability of finite groups.

Esta dissertacao, de modo geral, possui como objetivo apresentar a construcao dos
contraexemplos a Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain e apresentar a demonstracao do
Critério de Solubilidade que envolve a ordem média de um grupo finito G. Para tanto,
recorreremos ao estudo de p-grupos, a classificacao de grupos simples e aos resultados de
grupos nao-soluveis e seus respectivos automorfismos, mais especificamente automorfismos

que invertem elementos.

No Capitulo 1 serao apresentados alguns conceitos elementares da Teoria de Grupos
Finitos. Abordaremos temas como solubilidade e nilpoténcia, que nos darao condigoes

para o estudo nos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2, a referéncia principal deve-se a E. 1. Khukhro, A. Moret6 e M.
Zarrin [2]. Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes e resultados gerais relacionados a
ordem média de grupos finitos, assim como a relacao entre a quantidade de elementos
de ordem 2, que denotamos por is(G), e a ordem média de G. Discutiremos perguntas
naturais, como a comparacao entre a ordem média de um grupo finito e a ordem média
de seus subgrupos, ordem média de grupos quocientes, formulas para o calculo da ordem
média etc. Outra pergunta que abordaremos: dois grupos com a mesma ordem média sao
necessariamente isomorfos? Além disso, relacionaremos a ordem média com trés classes
de p-grupos: p-grupos anti-Hughes, powerful e secretos. Os grupos anti-Hughes aparecem
como uma expectativa de resposta a Conjectura de Andrei Jaikin-Zapiarain, enquanto os
p-grupos powerful sao apresentados com o objetivo de estimarmos a ordem média de um
representante desta classe, algo que nos sera 1util no Capitulo 3. Ja os p-grupos secretos,
mais especificamente os p-grupos secretos de Wall, sao apresentados como forma explicita

da construcao de contraexemplos a Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain.

Ja no Capitulo 3 mostraremos que a Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain é falsa.
Esta resposta traz consigo a construcao de contraexemplo nao somente para o expoente
1/2, mas também para outros valores. De modo geral, a teorema principal a ser demons-

trado neste momento do texto sera o seguinte:

Teorema 0.1. (E. I. Khukhro, A. Moret6 e M. Zarrin, Teorema 1.2 de [2]) Seja ¢ > 0 um
nimero real e seja p > 3/c um primo. Entao existe um p-grupo finito com um subgrupo
normal abeliano N tal que o(G) < o(N)°.

Ainda no Capitulo 3, demonstraremos dois resultados auxiliares cruciais ao envol-
ver o grupo As e o valor o(As) = 211/60, que nos permitirao demonstrar o Critério de
Solubilidade. O primeiro deles trata-se de grupos simples e a quantidade de primos que

dividem suas respectivas ordens. O segundo, toma como base tedrica o trabalho de W. M.



Potter [20]. Antes de enuncia-los, definamos alguns conceitos. Dizemos que 6 € Aut(G)
inverte g € G se g’ = g~!. Com base nisso, definimos a funcio r(G, ) como a razao entre
|S(0)| e |G|, em que S(A) denota a quantidade de elementos de G invertidos pelo auto-
morfismo . Além disso, denote por II(G) o conjunto de todos os primos que dividem |G|.

Detalhadamente, demonstraremos os seguintes teoremas na seguinte ordem de aparigao:

Teorema 0.2. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema 4.19 de [3]) Seja G um
grupo finito simples e suponha II(G) C {2,3,5,7,11,13}. Entao

G=A; ou o(G)>3,55> 0(As).

Teorema 0.3. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema 5.5 de [3]) Seja G um
grupo finito nao-solivel tal que G nao contém subgrupos normais soliveis nao triviais.

Seja 0 € Aut(G). Se r(G,0) > 2/9, entdao G = As.

Teorema 0.4. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema B de [3]) Seja G um grupo

finito e suponha que
211

o(G) < o(As) = R

Entao G é soluvel.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo abordaremos resultados bésicos sobre a teoria de grupos finitos,
mais especificamente, sobre solubilidade e nilpoténcia de grupos finitos. Estes resultados
serao utilizados ao longo deste trabalho. Todo o capitulo foi baseado nas obras de A.
Garcia e Y. Lequain [2I], D. J. S. Robinson [22] e J. J. Rotman [23], com as devidas

notacoes alteradas para nosso contexto.

1.1 Solubilidade e Nilpoténcia

Vejamos algumas defini¢oes e teoremas elementares da teoria de grupos finitos.

Definicao 1.1. Sejam X um conjunto e G um grupo. Entao X é um G-conjunto se existe

uma funcao
a:GxX— X

(9,2) = gz
tal que

(1) 1z = x, para todo x € X;
(2) g(hz) = (gh)z, para todo g,h € G e x € X.
Neste caso, dizemos que a é uma agao a esquerda de G sbre X.

Definicao 1.2. Sejam X um conjunto e G um grupo. Entao X é um G-conjunto se existe

uma funcao
a: X xGE— X

(9.7) = zg

tal que

(1) 1 = z, para todo = € X;



(2) (xg)h = x(gh), para todo g,h € G e x € X.
Neste caso, dizemos que « é uma acao a direita de GG sobre X.

Definicao 1.3. Seja X é um G-conjunto. Se x € X, dizemos que a G-Orbita de = é

O(x)={gx | g € G} C X.

Definicao 1.4. Seja X é um G-conjunto. Se x € X, dizemos que o estabilizador de x é
o subgrupo
Gy,={9eG|gr=2a} <G

Se G age em X = G da forma (g,z) — 29 = ¢!

xg, a 6rbita de x coincide
com o conjunto cl(x) = {29 | g € G} e o estabilizador de z coincide com o conjunto
Co(x) ={g € G| zg = gz}, que, por sua vez, sao conhecidos como a classe de conjugagao
de z e o centralizador de x, respectivamente. Denotamos por Z(G) o centro do grupo G,
e dizemos que H é subgrupo central em G, ou simplesmente central em G, se H < Z(G).

Se P é um p-subgrupo de Sylow de G, escrevemos P € Syl,(G).

Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Dado um elemento
g € G, denotaremos a ordem de g por |g|. Dado um elemento gN € G/N, denotaremos
a ordem de gN em G/N por |gN|. Detalhadamente, a ordem de g/N é o menor inteiro n
positivo tal que g™ € N.

Proposicao 1.1. Sejam G um grupo finito, a € G e n um numero natural. Entao

W
mde(n Jal)

Proposicao 1.2. Seja G um grupo finito. Entao existem z1,...,z, ¢ Z(G) tais que

Gl = 12(@)]+3_1G : Calas)l

O proximo teorema é conhecido como o Teorema da Orbita-Estabilizador.

Teorema 1.1. Se X é um G-conjunto e z € X, entao |O(x)| = [G : G,].
Demonstragao. Pode ser vista em [23], Teorema 3.19. O

Teorema 1.2. (Lema de Burnside) Seja G um grupo finito que age em um conjunto



X. Seja N o ntmero de G-6rbitas de X. Entao

1
N=") "Gl
|G| rzeX
Demonstracao. Pode ser vista em [23], Teorema 3.22. O

O Lema de Burnside nos permitira estabelecer uma comparacao entre o(G) e k(G),
ou seja, a ordem média e a quantidade de classes de conjugacao de (G, respectivamente.

Mais especificamente, demonstraremos que k(G) > o(G), para todo grupo finito G.

Teorema 1.3. (1° Teorema do Isomorfismo) Sejam G e H grupos e ¢ : G — H um

homomorfismo. Entao

G
ker(y)

= Im(y);

(2° Teorema do Isomorfismo) Sejam G um grupo, N 4G e H < G. Entao

H  HN
HAN ~ N

(3° Teorema do Isomorfismo) Sejam G um grupo, M <G e N JG. Se M < N, entao

G/M ~ G
N/M ~ N’

Demonstracao. Pode ser encontrada em [2I], Teorema V.5.6. O

Teorema 1.4. (Teorema da Correspondéncia) Sejam G um grupo e N < G. Seja

v G— G/N
gr— gN

Seja G o conjunto de todos os subgrupos de G que contém N e seja G /N o conjunto de

todos os subgrupos de G/N. Entdo para todo H € G temos

(I @HW
H+— H/N

¢ uma bijecao. Além disso,
(1) H/IN < G/N se, e somente se, H < G e H/N <G/N se, e somente se, H I G;

(2) K/N < H/N se, e somente se, K < H e K/N < H/N se, e somente se, K < H.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [23], Teorema 2.28. ]



Agora, seja G um grupo. Definimos o comutador de z; € G e x5 € G como

S P |
[11, 9] := 2] Ty X170,
Generalizando, definimos o comutador de z1,...,x, € G como
(@1, ) = ([, o Tt ] @), n >3

Podemos estabelecer algumas identidades de comutadores.
Proposicao 1.3. Seja G um grupo e seja z,y, z,w € G. Entao
(1) [z, y2] = [z, 2w, y]" = [, 2l[2, y][z, y, 2];

(2) [zy, 2] = [z, 2y, 2] = [w, 2][z, 2, Y]y, 2];

(3) Se [z, z] = 1, entéo [z,y]* = [z,y?];

(4) Se [y, z] =1, entao [z, y]* = %, y];

() ([, )" = [,y = 27, y*].

Se H e K sao subgrupos de GG, o subgrupo comutador de H e K é definido por
[H, K] :={([h,k] | h€ H k € K).

Denotaremos por G’ o subgrupo comutador [G, G|, mais conhecido como subgrupo deri-
vado. Um resultado elementar nos diz que G’ <G e G/G’ é sempre abeliano, para todo

grupo G.

Teorema 1.5. (Argumento de Frattini) Seja K um subgrupo normal de um grupo
G. Se P é um p-subgrupo de Sylow de K, entdao G = K Ng(P).

Demonstragao. Pode ser vista em [22], Teorema 5.2.14. O

Teorema 1.6. Seja G um grupo e seja N um subgrupo de G. Entao G/N é abeliano se,

e somente se, G' < N.

Um dos principais resultados deste trabalho envolve um critério de solubilidade.

Fundamentemos o conceito de grupos soliveis e suas implicacoes.

Definicao 1.5. Seja G um grupo. Dizemos que G ¢ soltivel se existe uma série
1=Go9G1 4G, 9...]4G, =G

tal que cada quociente G;1/G; é abeliano para 0 <1i < n — 1. Neste caso, a série é dita



série abeliana. No caso em que todo G; < G, dizemos que a série é uma série normal.

Cada quociente G;11/G; é dito fator da série.
Proposicao 1.4. Sejam G um grupo, H < G e N 4(G.
(1) Se G é soluvel, entao H é soluvel;

(2) Se G ¢ soluvel, entao G/N é soluvel.
Demonstragao. Pode ser vista em [21], Teorema VII.2.8. O

Proposicao 1.5. Sejam N um subgrupo normal de um grupo G' e H um subgrupo de G.
(1) Se N e G/N sao soluveis, entao G é soluvel,

(2) Se N e H sao soliveis, entao NH ¢é solivel.

Demonstracao. (1) Sejam {N;}i_, e {N;/N};_, séries abelianas de N e G/N, respectiva-
mente. Logo, pelo 3° Teorema do Isomorfismo

Nit1/N ~ Nit1
N;/N N,

é abeliano, para r < ¢ < s. Portanto,
1=Ngd...dN,=NJIN,,1 <...dN;, =GC

¢ uma série abeliano para G.
(2) Suponha G = NH. Observe que

G NH_, H
N N HNN

é soluvel. Portanto, pelo item (1), G é soluvel. O]

A préxima definicao estabelece uma série especifica para um grupo, na qual nos

permitira afirmar um critério de equivaléncia para G ser solivel.

Definigdo 1.6. Considere G = G, GV = [G,G] e G™ = [G"~D G"=Y] para n > 2.
Dai, 1 <G a9 GH e GW /G & abeliano, para k > 0. Quando n = 1, escrevemos

G’ = GW. Tal série é denominada série derivada.

Proposigao 1.6. Um grupo G é solivel se, e somente se, existe um nimero natural n tal
que G = 1.



Demonstracao. Suponha G solivel. Assim, existe uma série abeliana

Por inducdo em i, podemos mostrar que G < G;, 0 < i < n. Para i = 0, segue que
G =GY < (Gy) =G.

Suponha que para i = n — 1 temos GV < G,_;. Agora, observe que G,_,/G, é
abeliano, logo pelo Teorema e pela hipétese de inducao temos

G™ = [G"D G < [Gr,Gr] = (Gror) < G

Portanto, existe n tal que G = 1.

Por outro lado, se existe n natural tal que G™ = 1, entdo a série derivada é uma

série abeliana para G. Portanto, G' é soluvel. O

Dizemos que G é um grupo simples se os Unicos subgrupos normais de G sao 1 e
G. Uma observacao imediata nos diz que todo grupo de ordem prima é simples e, neste

caso, também é solivel, pois 1 < G é uma série abeliana para G.

Proposigao 1.7. Seja G # 1 um grupo solivel finito. Se G ¢é simples, entao existe um

primo p tal que |G| = p.

Demonstracao. Seja G # 1 um grupo soluvel. Pela Proposicao [1.6, existe um inteiro
positivo n tal que G = 1. Assim, G’ < G. Por hipStese, G é um grupo simples e
G’ <G, segue que G' = 1. Logo, G é abeliano a para todo 1 # g € GG, temos que (g) <G,
o que nos diz que (g) = G. Neste caso, |G| = p, em que p é um primo, pois nao hé divisor
de |G| além de 1 e |G|. O

Um importante teorema sobre solubilidade de grupos finitos pode ser visto a seguir:

Teorema 1.7. (Teorema de Feit-Thompson) Todo grupo finito de ordem impar é

soluvel.
Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [29). O

No Capitulo 2] tratamos de p-grupos. A classe dos p-grupos ¢ interligada a classe

de grupos nilpotentes.
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Definicao 1.7. Seja G um grupo. Dizemos que G ¢ nilpotente se existe uma série
1=Go<9G1 4G, 9...]4G, =G
tal que cada quociente G; <G e Gj411/G; < Z(G/G;), paral <i<ne0<j<n-—1.
Esta série é denominada série central.

Dizemos que H é subnormal em G se existe uma série da seguinte forma:

H:H()S]HlﬂﬂHn_lﬂHn:G

O grupo ser nilpotente possui relagao intrinseca com subnormalidade, como vere-

mos no Teorema [[.I0
Proposicao 1.8. Seja P é um p-grupo finito. Entao Z(P) # 1.

Definicao 1.8. Definimos a série central inferior de G como uma sequéncia de sub-
grupos
1(G) > %(G) > ...

em que Vl(G) =Ge ’yn-i-l(G) = [’Yn(G)a G]
Pela definigdo acima, constatamos que 12(G) = [G,G] = G'.

Definicao 1.9. Definimos a série central superior de G como uma sequéncia de
subgrupos
Zo(G) < Z1(G) < ...

em que Zy(G) = G e para todo n € N temos
4G Zn(G)
Zn-1(QG) " Zn 1(G)

Definigao 1.10. Seja G um grupo. A classe de nilpoténcia de G é o menor inteiro positivo

n tal que v,41(G) = 1.

Os grupos abelianos G possuem classe de nilpoténcia igual a 1, pois G' = 1 (G) =
1. Os grupos G que possuem classe 2 satisfazem G’ < Z(G), isto é, dizemos que G é
nilpotente de classe 2 se, e somente se, G < Z(G). Isto acontece, pois, neste caso, se
G' < Z(G) temos que G' = v,(G) é abeliano, logo v3(G) = 1. A reciproca vale pelo

mesmo motivo.
Proposigao 1.9. Seja G um grupo nilpotente de classe 2. Entao

(1) [z,y7 '] = [y, x], para todos z,y € G;
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n(n—1)

(2) (zy)" = a™y"|y,x]” 2z , para todos z,y € G.

Proposicao 1.10. Sejam G um grupo e N < G. Se G é nilpotente de classe n, entao

G/N é nilpotente de classe menor ou igual a n.
Demonstragao. Pode ser vista em [23], Teorema 5.36. O

Teorema 1.8. (Teorema de Fitting) Sejam G um grupo, H <G e K IG. Se H e
K sao nilpotentes de classe n e m, respectivamente, entao H K é nilpotente de classe até

n—+m.
Demonstracao. Pode ser vista em [22], Teorema 5.2.8. O

Ha algumas formas de descobrir se um grupo nao é nilpotente sem precisar desco-
brir se existe uma série central. Uma dessas maneiras é investigar se o centro do grupo é

trivial.

Proposicao 1.11. Seja G um grupo nilpotente nao-trivial. Entdo Z(G) é nao-trivial.

Demonstracao. Seja G # 1 um grupo nilpotente. Pela Proposicao [1.6] existe um inteiro

positivo minimal n tal que v,(G) # 1. Com isso, v,+1(G) = 1. Observe que

1= 7n+1<G) = [’Yn(G% G]

Logo, para todo z € 7,(G) e g € G temos que 1 = [z, g|, isto é, gr = xg. Portanto,
1#71(G) < Z(G). O

Se tivermos que responder rapidamente se o grupo S3 é nilpotente ou nao, natural-
mente nao terfamos dificuldade em responder que S5 nao é nilpotente frente a Proposicao
1.11} uma vez que Z(S3) = 1. Da mesma forma, todo grupo simples nao-abeliano nao é

um grupo nilpotente.

Proposicao 1.12. Seja P é um p-grupo finito. Entao P é nilpotente.

Demonstragao. Seja P um grupo finito tal que |P| = p", para algum primo p. Facamos a
demonstracio por indugdao em n. Para |P| = p! = p, o grupo P ¢é ciclico, logo nilpotente.

Agora, suponha que todo grupo de ordem p‘, com i < n, é um grupo nilpotente.

Considere que |P| = p". Pela Proposicao [L.11] Z(P) # 1, logo |P/Z(P)| < |P|.
Assim, P/Z(P) é nilpotente existe uma série
Z(P

Vg
Z(P) ~

~—

Hy _ _Hoo  H, P
Z(p)= T Z(P)” Z(P)  Z(P)

~—
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tal que H;/Z(P) < P/Z(P), para0 <i<mn,e

Hi[Z(P) Z( P/Z(P) )

H;/Z(P) H;/Z(P)

para 0 <i <n — 1. Pelo Teorema |1.3

Hip o Hin/Z(P) _(P/Z(P)\ (P
H, ~ H/Z(P)  “\Hjz(P))  “\H)

Portanto, a série
l=Hy]dH,<...4H, ,]1H, =P

¢ uma série central para P e, com isso, P é nilpotente. m

O resultado abaixo é similar ao que acontece com os grupos soluveis e suas respec-

tivas séries derivadas.

Proposigao 1.13. Seja G um grupo. As afirmagoes abaixo sdo equivalentes:
(1) G é nilpotente;

(2) Existe um inteiro positivo n tal que v,11(G) = 1;

(3) Existe um inteiro positivo n tal que Z,,(G) = G.

Teorema 1.9. Todo grupo nilpotente ¢ um grupo solavel.

Porém, nem todo grupo solivel é nilpotente. Basta notar que o grupo Sz é solivel.
De fato, ((123)) e S3/((123)) sdo soliveis e, pela Proposi¢ao [1.5] S5 é soltivel. Mas, como

vimos, S3 nao é nilpotente.

Considere G um grupo. Dizemos que um elemento g € G é um nao-gerador, ou
supérfluo, de G se G = (X) sempre que G = (X, g). Um importantissimo subgrupo é o

chamado subgrupo de Frattini.

Definicao 1.11. Seja G um grupo. Dizemos que o subgrupo de Frattini é o subgrupo

que coincide com o conjunto dos elementos nao-geradores de G. Notagao: ®(G).
Proposicao 1.14. Seja G um grupo finito. Entao
(1) ®(G) < G;
(2) ®(G) é igual a intersecao de todos os subgrupos maximais de G;
O préximo teorema estabelece equivaléncias para nilpoténcia de grupos finitos.

Teorema 1.10. Seja G um grupo finito. Entao as afirmagcoes sao equivalentes:
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(1) G é nilpotente;

(2) Todo subgrupo H de G é subnormal;

(3) Se H < G, entdao H < Ng(H);

(4) Se M é subgrupo maximal de G, entdo M é normal em G. Além disso, existe um
primo p tal que p divide |G| e |G : M| = p;

(5) G' < ®(G);

(6) Se P é p-subgrupo de Sylow de G, entao P é normal em G;

(7) G é produto direto de todos os seus p-subgrupos de Sylow.

Demonstracao. (1) = (2): Seja H um subgrupo préprio de G. Sabemos que Z;(G) <G,
logo Z;(G) <HZ;1(G). Pelo Teorema da Correspondéncia, HZ;1(G) < G se, e somente

se,

HZ;1(G) < G
Z(G) T Zi(G)
Além disso, como Z;(G) < HZ;11(G) temos que Z;(G) < HZ;(G). Pelo Teorema da

Correspondéncia (1.4}, H é subnormal em G.

(2) = (3): Seja H um subgrupo préprio de G. Por hipdtese, H é subnormal em G,

logo existe uma série
H=Hy<H J...]H, 1<H, =G,

tal que H; < H;,q para 0 <i <n — 1. Sem perda de generalidade, suponha que H < Hj.
Entao H < Hy < Ng(H).

(3) = (4): Seja M um subgrupo maximal de G. Por hipétese, M < Ng(M). Pela
maximalidade M, temos que M < Ng(M) = G, logo M <1 G. Como G é nilpotente, pelo
Teorema , G é soluvel e pela Proposicao , segue que G /M é solivel. Se M é maximal,
entdao G/M é simples e, pela Proposicao [L.7] existe um primo p tal que |G /M| = p.

(4) = (5): Seja M um subgrupo maximal de G. Por hipétese, M < G e |G/M| = p.
Logo, G/M ¢ abeliano e G' < M. Como M foi tomado arbitrariamente, segue pela
Proposicao que

¢'< () M=3QG).

M<G

(5) = (4): Como G’ < ®(G), pela Proposigao |1.14] G’ < M para todo subgrupo
maximal M de G. Como G’ QG| em particular, G’ IM. Assim, M /G' QG /G’ pois G/G’
é abeliano. Portanto, pelo Teorema , segue que M < G. Além disso, G/M é nilpotente
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e simples, logo existe um primo p tal que |G/M| = p.

(4) = (6): Suponha que existe P € Syl,(G) tal que P nao é normal em G. Neste caso,
Ng(P) < G, caso Ng(P) = G terfamos que P < G. Assim, existe um subgrupo maximal
M tal que

Na(P) < M < G.

Por hipétese, M < G. Pelo Argumento de Frattini , G = M Ng(P), pois P € Syl,(M).
Portanto, M < G, um absurdo, pois Ng(P) = M, logo P <G = Ng(P).

(6) = (7): Considere |G| = p{*...p%, em que p; é primo e a; > 0, para i €
{1,2,...,n}. Por hipétese, cada P, € Syl,,(G) é normal em G. Logo, G = P,...P, e
PN {(P,,...,P,)=1parai ¢ {ly,...,l,}. Portanto, G =P x ... X P,.

(7) = (1) Cada P, € Syl,,(G) é p;-grupo e, pela Proposicao [1.12] cada P, é nilpotente.
Por fim, pelo Teorema de Fitting [I.8, G = P; ... P, é nilpotente. O

Teorema 1.11. (Teorema de Frattini) Seja G um grupo finito. Entao ®(G) é nilpo-

tente.

Demonstragao. Por[1.14] sabemos que ®(G) <G. Seja P € Syl,(P(G)). Pelo Argumento
de Frattini [I.5]
G = ®(G)Ng(P) = Ng(P).

Logo, todos os p-subgrupos de Sylow de ®(G) sdo normais em G e, consequentemente,
sao normais em ®(G). Portanto, pelo Teorema [1.10, ®(G) é produto direto de seus
p-subgrupos de Sylow e ®(G) é nilpotente. ]

Proposicao 1.15. Seja G um p-grupo finito. Entao ®(G) = 1 se, e somente se, G é

abeliano elementar.

Proposigao 1.16. Sejam G um grupo finito e K <G tal que K < ®(G). Entao
®(G)/K = ®(G/K).
Demonstragao. Pode ser vista em [22], Teorema 5.2.13. O

O proximo teorema chama-se Teorema da Base de Burnside. Este resultado é
seminal para teoria de grupos. Com ele, conseguimos encontrar o subgrupo de Frattini
mais rapidamente, além de notar que o grupo quociente G/®(G) se comporta como espago

vetorial. Utilizaremos muito este resultado na Subsecao [2.2.2

Teorema 1.12. (Teorema da Base de Burnside) Seja G um p-grupo finito. Entao
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(1) ®(G) = GG,

(2) G/®(G) é p-abeliano elementar, ou seja, G/®(G) pode ser visto como espago vetorial

sobre IF);
(3) O conjunto {z1,...,24} C G é um conjunto minimal gerador G se, e somente se,

{219(G), ..., 24P(G)} é uma base de G/®(G). Neste caso, |G/P(G)| = p®.

Demonstragao. (1) Temos que G é um p-grupo, logo pela Proposicao G é nilpotente.
Pelo Teorema|l.10} segue que G' < ®(G) e todo subgrupo maximal M de G possui indice

p e é normal em G. Logo, para todo g € G temos
g'M = (gM)" =M

Assim, G? < M para todo M. Com isso, G? < ®(G). Além disso, G' < ®(G). Como G’ e
GP sdo normais em G, segue que GPG' < ®(G). Denote GPG' = N. Tome arbitrariamente
gN € G/N, temos

(gN)? =g"N = N.

Logo, G/N ¢ abeliano elementar. Pela Proposicao temos
®(G/N) = N/N.
Como N < ®(@), pela Proposigao [1.16] temos
®(G/N) = ——.
Assim,
N/N = ®(G/N) = N

Portanto, ®(G) = N = GPG'.

(2) Precisamos mostrar que zy®(G) = yz®(G) e (¢9P(G))P = ®(G), para todos
r,y,9 € G. Isto equivale a dizer que precisamos mostrar que [z,y] € ®(G) e g¥' € ®(Q),

porém isto ja foi feito no item anterior.
(3) Seja {x1,...,24} C G um conjunto minimal gerador de G. Assim,

G
— = (1P R L :
(I)(G) <LU1 (G)7 » Td (G)>
Pelo item anterior, G/®(G) é espago vetorial e o conjunto {z1P(G),...,24P(G)} é um
conjunto minimal gerador de G/®(G). Além disso, se G/P(G) possui base com d elemen-
tos, entdao G/®(G) = Cf. Logo, |G/®(G)| = p°. O



Capitulo 2

A funcgao o(G)

Neste capitulo, trataremos de propriedades béasicas da ordem média de elementos
de grupos finitos e relacionaremos a ordem média com a quantidade de elementos de
ordem 2. Apds isso, na Secao 2.2 apresentaremos um estudo sobre trés classes de p-
grupos (p-grupos anti-Hughes, powerful e secretos) e suas relagoes com a ordem média.
As principais referéncias sao os artigos The average element order and the number of
conjugacy classes of finite groups, de E. I. Khukhro, A. Moreté e M. Zarrin [2] e Another
criterion for solvability of finite groups, de M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj [3].

2.1 Propriedades gerais de o(G)

Seja f : N — R uma fungao e G um grupo finito. Considere
si(G) =Y f(lz)).
zelG

Um problema comum trata-se do estudo de como s¢(G) determina propriedades sobre a

estrutura de G.

Definigao 2.1. Seja G um grupo finito. Definamos a somatoria
(@) = |l
zeG
€ a razao

_ VG
o(GQ) = G

O ndmero o(G) ¢é chamado de ordem média de G.

Podemos estender esta definicao para qualquer subconjunto S de G, ou seja, a

16
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ordem média de S é dada por o(S) = ¢ (S5)/|5].
A fungao o(G) foi definida primeiramente por A. Jaikin-Zapirain [I].

Exemplo 2.1.
31 211

0(A4):E e o 5)25.

Quando o célculo da ¥(G) nao for possivel manualmente, estd subentendido que
foi utilizado [GAP] e informagoes de [15].

A funcao 9 definida acima foi inicialmente estudada pelos autores H. Amiri, S.
M. Jafarian Amiri e I. M. Isaacs [2]. Dentre suas contribuigoes, o teorema logo apés é

significativo.

Teorema 2.1. Seja ), um grupo ciclico de ordem n. Entao para qualquer grupo nao-
ciclico G' de ordem n, temos que (G) < ¥(C,,).

A demonstracao pode ser vista em [2].

Tal resultado também ¢é vialido para a ordem média, isto é, vale o(G) < o(C,).
Observe que se G é um grupo finito, entao ¢(H) < 1(G) para todo subgrupo préprio H

de G. Porém, isto nao necessariamente ocorre para ordem média. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.2. Considere S5 = {1, (12), (13), (23), (123), (132)} o grupo simétrico de or-
dem 6. Tome H = ((123)) = C5 um subgrupo de S3. Assim,
7 13

o(H) = 376 0(Ss).

Caso dois grupos H e K possuam a mesma ordem média, significa que H = K7

A resposta é nao! Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3. Considere H = Cy x Cy e K = (5 X (g, em que (g é o grupo dos

quatérnions. Temos
=16 =

No entanto, H é abeliano e K é nao-abeliano.

o(H) o(K).

Lema 2.1. (Lema 1.1 de [2]) Seja G um grupo finito tal que G # 1. Entao as seguintes

afirmacoes sao validas:

(1) o(G) > 2—(1/|G|) > 3/2. Em particular, se G é um 2-grupo abeliano elementar, entao
o(G) = 2—(1/|G|) e se G nao é um 2-grupo abeliano elementar, entao o(G) > 2+ (1/|G|).
Dai, o(G) < 2 se, e somente se, G é um 2-grupo abeliano elementar e o(G) = 2 — (1/|G|);

(2) Se G possui ordem impar, entao o(G) > 7/3.
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Demonstracao. (1) Se G é um grupo finito tal que G # 1, entao
B(G) = 2(1G] — 1) +1 =2|6] - 1.

Logo,
w<G)>2‘G|_1_2_L>2_1:§

=Ter="qar @ty

Dai, se G é um 2-grupo abeliano elementar, segue que ¢(G) = 2|G| — 1, o que implica em

o(G) =2 - (1/1G]).

Agora, mostraremos que se o(G) < 2, entdao G é 2-grupo abeliano elementar. Para
tanto, suponha que G nao é um 2-grupo abeliano elementar. Assim, existe x € G tal que

|z| = |z7!| > 3. Desde que z # ™!, temos
Y(G) >2(|G|-3)+1+3-2=2|G| + 1.

Logo,

1
o(G)>2+ — > 2,
(G) Iej

pois 1/|G| > 0. Portanto, o(G) < 2 se, e somente se, G é um 2-grupo abeliano elementar
tal que o(G) =2 — (1/|GY).

(2) Se G possui ordem fmpar, entao
P(G) > 3(|G| - 1) +1=3|G| —2.

Portanto,

O

Naturalmente, a funcdo o(G) preserva algumas propriedades da func¢ao ¢ (G). Um
exemplo disto diz respeito ao préximo resultado, que é uma adaptacao do Lema 2.1 de
[33].

Proposigao 2.1. Sejam H e K grupos finitos. Entao
o(H x K) <o(H)o(K).

Além disso, mdc(|H|,|K|) = 1 se, e somente se, o(H x K) = o(H)o(K). Em particular,
se mde(|H|,|K|)=1e H, K # 1, entdo o(G) > 7/2.

Demonstragao. Utilizaremos o fato de que |(h, k)| < |h||k| para todo h € H e k € K.



19

Dessa forma, temos

2onen 2ker | R Dnen 2orer [PIK] _
o(Hx K) = % K| < ||k = o(H)o(K).

Temos mdc(|H|,|K|) = 1 se, e somente se, |(h,k)| = |h||k| para todo h € H e
ke K, isto é, o(H x K) = o(H)o(K). Agora, se |[H| # 1 e |K| # 1, entdao ou H ou K
possui ordem {mpar, caso contrario mdc(|H|, |K|) # 1. Logo, pelo Lema [2.1], temos que

3

7
>Z2.. =
0(G)_2 3

]

Podemos explicitar a ordem média de grupos ciclicos de ordem p*, tal que p é
primo e k£ é um inteiro positivo. Com isso, temos o seguinte teorema, que por sua vez é
uma adaptacao do Lema 2.9 de [33] e o Lema 2.9 de [32]:

Teorema 2.2. Sio validos cada um dos itens abaixo:

(1) Seja Cr um grupo ciclico de ordem p¥, para algum primo p. Entao

(C) = PP
oWeph) = P R
(2) Considere, agora, C,, o grupo ciclico de ordem n, tal que n = p{* - pg? - ... - p"*, com
p1 < p2 < ... < py primos distintos. Denote Pi, P, ..., P, os respectivos subgrupos de

Sylow de C),. Entao

Demonstracao. (1) Utilizaremos o fato de que um grupo ciclico possui ¢(d) elementos

de ordem d, em que ¢ denota a fun¢ao de Euler. Logo,
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L) — Lo(1) + pe(p) + pPe(p?) + ... + pPe(®")
0( pk) = pk
1+ plp— 1) +p*(p*—p)+ ...+ D" —pF)
_ .
 1+pp-D) 4P -1+ . +p*(p—1)
- k
p
1+ -+ pP 4.+
_ pk
p(p* — 1)
1 | 8L 2
+(-1 o
_ pk
- ph p+1
B p2k+1_|_1
- pk+1+pk'

(2) Pelo item anterior e o Proposicao , segue imediatamente que

Vejamos, agora, como a ordem média se comporta para grupos quocientes.
Lema 2.2. (Lema 3.1 de [2]) Sejam G um grupo finito e 1 # H I G. Entao

(1) Sex € G\ H, entao a ordem |xH| de xH em G/H divide a ordem de zh em G para
todo h € H. Em particular, |xh| > |xH| para todo h € H,;

(2) o(G/H) < o(G).
Demonstragao. (1) Tome h € H tal que |xh| = n. Entao (zh)* =1e
(xH)" = (xhH)" = (xh)"H = H.

Portanto, a ordem de xH em G/H divide n, ou seja, |[xH| divide |zh| para todo h € H.
Em particular, |zh| > |z H| para todo h € H.
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(2) Considere um transversal 7 = {1, z1,xs,...,25} de H em G. Assim,
G = HUz,HU. ..Uz H e V(G) =(H)+ (e H) + ...+ (xH).

Considere |H| =m, H = {hy,hs,...,hp} e 1 <j < s. Por (1), temos que

¢<xjH) |l’jh1| + |Ijh2| + ...+ |Ijhm|

v

m|z;H| = |H||z;H]|

Dali,

=
8
I

Y(H)+ Y H) + ...+ ¢z H)

> Y(H)+ |H||xwH|+ ...+ |H||zH|
(H) — [H|+ [H] + [H[x1 H| + ... + [H||zH]|
(H) —
(H) —

W(H) = |H|+ |H|(1+ |z H| + ...+ |xsH])
= Y(H)—[H|+ |H[p(G/H).

Dividindo por |G| em ambos os lados da desigualdade acima, obtemos

U(H) ~ |H| | H[Y(G/H)

@ = g e
- oG/H),

uma vez que Y(H) > |H| e (Y(H) — |H|)/|G| > 0.

]

Agora, temos outra propriedade da o(G) que adaptamos da Proposigao 2.6 em [34].

Teorema 2.3. Sejam GG um grupo finito e H um subgrupo normal de G. Entao
o(G) < o(G/H)|H|.

Demonstracao. Considere |G/H| = s e G/H = {x1H,x2H,...,2,H}. Denote a ordem
do elemento x;H em G/H por t;, para todo 1 < i < s. Entao

V(G/H) =t +ty+ ...+,
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Além disso,
G = x HUzHU .. .Uz H e Y(G) = (1 H) + p(axgH) + ...+ P(xH).

Seja h um elemento arbitrdrio de H. Com isso, observe que (z;h)" € (z;H)" = H. Logo,
(z;h) € H e a ordem de (v;h)" em H divide |H|. Logo, (z;h)iHl = 1. Assim, |z;h|
divide ¢;|H|, em particular, |z;h| < ¢;|H|. Agora, considere H = {hy, ha, ..., hg}. Dai,

V(ziH) = |zila| + |wiho| + ...+ |zihym|
< GIH|+GIH|+ ...+ 4] H]
Assim,
Y(G) = V(@ H)+(aH) + ...+ (zH)
< H|HPP +t|H? + ...+ t|H|?
= (t1+ta+...+t)|H
= (G/H)|H|?
Portanto,

Y(G/H) - |H* _ ¢(G/H)

A e I (B9 7}

H| = o(G/H)|H].

[]

Ao combinar o Lema [2.2 e o Teorema [2.3] para todo grupo finito G e 1 # N <G
temos a desigualdade

o(G/N) < o(G) < o(G/N)|N]|.

Denote por i,(G) a quantidade de elementos de ordem r do grupo G. Abreviamos por i,

se (G esta explicito dentro do contexto.

Teorema 2.4. Seja G um grupo finito nao-solivel. Entao
(1) i2(G) < (4/15)[G| = 1;

(2) i3(G) < (7/20)|G| — 1.

A demonstragao de (1) pode ser vista no Lema 2.16, em [4]] e para (2) segue do

Teorema principal de [19].

O préximo resultado estabelece uma relagao entre a quantidade de elementos de or-

dem 2 e a ordem média de um grupo finito nao-soluvel. Tais resultados serao importantes
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para o estudo sobre um critério de solubilidade na Subsecao |3.2
Lema 2.3. (Lema 3.2 de [2]) Seja G um grupo finito nao-solivel. Entao
(1) o(G) > 3,11;
(2) Seis(G) < (1/20)|G, entao o(G) > 3, 55;
(3) Seisa(G) < (10/99)|G|, entao o(G) > 3,4479;
(4) Seis(G) < (1/15)|G|, entao o(G) > o(As);
(5) Se ix(G) < (1/16)|G| e i3(G) + 1 < (1/14)|G]|, entdo o(G) > 3,8.
Demonstrac¢ao. Sejam R ={x € G | |z| > 4} e r = |R|. Entao
|G| =141y +i3+,
o que implica que

Como G é nao-solivel, entao existem y,y1 € R com |y| > 5. Suponha que y e y~! sdo

os unicos elementos com ordem 5. Observe que
Y(R)=4(r—2)+5-2=4r+2.

Logo,
W(G) > 14 2iy + 3iz + 4r + 2 = 3|G| + (r — ia).

O Teorema [2.4) afirma que i»(G) < (4/15)|G| e i3(G) + 1 < (7/20)|G.

(1) Com isso,

r—is = |G| —2iy— (i3+1)
> |G = (8/15)|G] = (7/20)|G|
= (7/60)|G|
> 0,11]G].

e assim

W(G) > 3|G| + (r —is) > 3|G| +0,11|G| = 3,11|G).



Dai, o(G) > 3,11.

(2) Se ix(G) < (1/20)|G|, entao

> |G = (2/20)|G] = (7/20)|G]
= (11/20)[C
= 0,55|G],

e assim

Y(G) > 3|G| + (r —i2) > 3|G| +0,55|G| = 3,55|G|.
Daf, o(G) > 3, 55.
(3) Se ix(G) < (10/99)|G|, entao
> |G| = (20/99)|G| = (7/20)|G|

= (887/1980)|G]
> 0,4479|G],

e assim
W(G) > 3|G| + (r —iz) > 3|G| + 0,4479|G| = 3,4479|G.
Dai, o(G) > 3,4479.

(4) Se is(G) < (1/15)|G|, entao

> |G = (2/15)|G] = (7/20)|G|
= (31/60)|G|
> 0,4479|G,

e assim

W(G) = 3|G| + (r — i2) > 3|G| + (31/60)|G| = (211/60)|G]| = o(As)|G].

Dai, o(G) > o(As).

24



25

(5) Seix(G) < (1/16)|G| e is(G) + 1 < (1/14)|G|, entao

|G| — 2is — (i3 + 1)

> |G| — (2/16)|G| — (1/14)|C
(90/112)|G]

> 0,8|G],

7"—7;2

e assim

Y(G) > 3|G| + (r —i2) > 3|G| +0,8|G| = 3,8|G]|.
Portanto, o(G) > 3, 8.

]

Continuando a explorar a ordem média de grupos nao-soliveis, segue abaixo uma
propriedade mais especifica, mas que também fornece uma estimativa para a ordem média

de um grupo nao-solivel.

Lema 2.4. (Lema 6.1 de [2]) Seja G um grupo finito nao-solivel. Suponha que exista

um subgrupo normal N de G tal que |G/N| = 3. Entao
o(N) < 3(o(G) — 2,66).
Em particular, o(G) > 3, 66.

Demonstragdo. SejaY = G\ N. Tome yN € G/N. Como |G/N| = 3, entao (yN)> =
y®?N = N ey® € N. Além disso,

|G| = IN[+ Y] = (/3)|G] + Y.

Logo, |Y| = (2/3)|G|. Paray ¢ N, temos |[yN| = 3.

Escreva Y = G\ N. Tome yN € G/N. Como |G/N| = 3, entao y°N = (yN)* = N
e y> € N. Pelo Lema , lyN| divide |y|, ou seja, existe um inteiro positivo h tal que
lyl = [yN|h = 3h.

Sejam T ={y € Y | ly| =3} eV =Y \T. Além disso, i3(G) > |T| e, pelo Teorema
2.4 segue que i3(G) < i3(G) + 1 < (7/20)|G|. Suponha |T| > (2/3)|Y]. Entéo

(7/20)|G| > i5(G) = |T| > (2/3)[Y| = (2/3)(2/3)|G] = (4/9)|G],
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uma contradi¢ao, pois 7/20 < 4/9. Logo, |T'| < (2/3)|Y]. Segue que
VI=[=ITI = Y] = (2/3)[Y]= (1/3)]Y].

Note que 3|V| > |Y|. Dessa forma, como |Y| = (2/3)|G], temos que

<
B
|
=
2
I
<
=
%

> 3|T| +6|V|
= 3(T1+ V) +3[V]
= 3Y[+Y]

= AY|

= (8/3)|G].

Assim, ¢(G) > ¥(N) + (8/3)|G|. Dividindo por |G| em ambos os lados da tltima desi-

gualdade, temos

UG YN +(8/3)G

D= 2 T e
B(N) 8 Y(N) 8 1 8 1
=2 ZoN — > —o(N 2, 66.
] +3 TIE 30( )—|—3>30( )+ 2,66
Portanto,

o(N) < 3(o(G) — 2,66).

Pelo Lema , o(N) > 3,11, uma vez que N é ndo-soluvel. Logo,
3 <o(N) < 3(o(G) — 2,66) e 1 <o(G) — 2,66.

Portanto, o(G) > 3, 66.

]

Lema 2.5. A quantidade de todos os elementos de ordem p®, para 1 < a < a,,, de um
p-grupo abeliano

Cper X ... X Cpam

¢ igual ao ntimero
« m—1 a—1 m—1
pY-hy (@) = p* Ay (e = 1),
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em que

(

p(mfl)ox se 0 S a S g

(m—2)a+ai < <
p , se a < a< o
-1
hy'™ (@) =

\pa1+a2+...+am—1’ se Q1 S .

Demonstracao. Pode ser vista em [30], Coroldrio 4.4. O

Um problema interessante é apurar a ordem média de integrantes da classe dos
grupos finitos na reta real. Para quais intervalos, neste caso, a densidade ocorre? Seja o
conjunto Im(o) = {o(G) | G € G}, em que G ¢ a classe de todos os grupos finitos. Sabe-se
que nao existe grupo finito tal que o(G) é um nimero par, isso ocorre pois ¥ (G) é sempre
fmpar. De fato, se |G| é impar, entdo ¥(G) = 1+ R, em que R é a soma de par parcelas
fmpares, logo ¥(G) é impar. Se |G| é par, entdo (G) = 1+ A+ B, em que A é soma das
parcelas pares e B é a soma das parcelas impares. Temos que B é par, pois elementos
nao triviais de ordem fmpar ocorrem em pares (o elemento e seu inverso). Assim, (G) é

fmpar. Isso implica dizer que nao existe grupo finito G tal que o(G) é um nimero par.

Sabemos também que nao existe G tal que o(G) = 3. De fato, suponha que exista
um grupo G tal que o(G) = 3. Como (G) é impar e o(G) é um inteiro positivo, segue
que |G| é impar. Se exp G = 3, entao
_1+3-(G]-1) 2

o(@G) = =3 - — < 3.
©) I @

Caso contrario, G tem pelo menos 4 elementos de ordem maior ou igual a 5, entao. Logo,

1+4-5+3-(|G] —5) 6
o(G) > =3+ —= > 3.
|G| |G

Contradicao nos dois casos.

Teorema 2.5. Seja n > 2 um inteiro. Ent@o existe uma sequéncia (G,,)m>1 de grupos
finitos tais que lim,, , 0(G,,) = n.

Demonstragao. Seja n = pi*...pr* a fatoracao do inteiro positivo n. Seja G, = ;ﬁi,

em que m > 1 é um inteiro. Pelo Lema G'i.m possui p"® —preh)

y elementos de ordem
p¥, para todo o € {1,2,...,n;}. Assim,

D(Gim) = 14+p(P = 1)+ P3P =)+ P (™ — p )

pl(m—l—l)(ni—l—l) . pgm—i—l)ni—&—l o — 1

Pt =1
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Logo,
. B pl(erl)(erl) _ p§m+1)ni+1 o — 1
O( i,m) - mn; ( m—+1
pi" i = 1)
1
= piZ ’ i + mn; (, m :
1‘# Py (it = 1)

Considere a sequéncia (Gy,)m>1, em que
Gm = Gl,m X ngm X ... X Gk,m'

Por temos

=1 =1

k k k
lim o(G,,) = lim Ho(Gi,m) = H ( lim O(Gi’m)> = pr” =n.
i=1

2.2 p-Grupos

Agora, abordaremos algumas classes de p-grupos e as relacionaremos com a ordem
média. O intuito é realizar um panorama geral sobre o tema e, ao final, expor resultados

mais especificos que terao consequéncias no proximo capitulo.

2.2.1 p-Grupos anti-Hughes

Nesta Subsecao discutiremos contraexemplos esperados para algumas questoes
propostas por E. I. Khukhro, A. Moret6 e M. Zarrin [2]. A motivacdo inicial esta re-
lacionada a Conjectura de Hughes e aos chamados p-grupos anti-Hughes. Provaremos
inicialmente um resultado que relaciona diretamente as fungoes k(G) e o(G), na qual

k(G) denota a quantidade de classes de conjugagao de um determinado grupo finito G.

Teorema 2.6. (Lema 2.9 de [1]) Sejam G um grupo finito e S um subconjunto invariante
de G. Entao

Em particular, k(G) > o(G).

Demonstracao. Seja S C G. Considere uma acao ¢ tal que
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p:GxS— S
(9,x) — a9=g lag,
Logo,
Go={9€G|glag=a}={geG|xg=gz}=Cqx)

Pelo Lema de Burnside [I.2] temos

=15 - Z' = (g X [Cele

zeS

Se G = S, entao

& 2 |Cala)

Z‘GG

Como |Cg(x)| > |x| para todo x € G, temos

Z\CG \_l > lzl=0(@)

:JcEG :BEG

O

A partir de agora, enunciaremos algumas questoes propostas por E. I. Khukhro,
A. Moret6 e M. Zarrin [2] motivadas pelo estudo das fungdes k(G) e o(G).

Questao 2.1. Seja G um p-grupo finito. E verdade que k(G) > exp (G)1/2 ?

Se a Questao tiver uma resposta afirmativa, ela mostrara que p-grupos com
poucas classes de conjugacao necessariamente tém expoente “pequeno”. Os contraexem-
plos no Capitulo 3 nao fornecem contraexemplo para a Questao Tais contraexemplos
mostram que, se essa cota existe, entao ela nao ¢ consequéncia imediata de um resultado
geral relacionando o(G) e o(IN), onde N é o subgrupo abeliano normal de G. No préximo
capitulo veremos mais detalhadamente a relagao entre o(G) e o(N).

Dado este contexto, outra questao foi proposta similarmente a Questao , em [2].
Questao 2.2. Seja G um p-grupo finito. E verdade que o(G) > exp (G)1/2 ?

Observe que dado H < G, temos

Saf < G 6.

\H| 2 |H|

Logo, o(H) < exp (G) para qualquer subgrupo H de G.

Vejamos uma construgao para possiveis contraexemplos a Questao [2.2] Para ca-
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racteriza-los, elucidaremos o significado da Conjectura de Hughes, proposta por D. R.
Hughes em 1957 [6].

Conjectura 2.1. (Conjectura de Hughes) Seja G um grupo finito ¢ p um primo.
Defina H,(G) o subgrupo de G gerado pelos elementos com ordem diferente de p. Entao
para 1 # H,(G) # G temos que [G : H,(G)] = p.

Antes de voltarmos para a Questao 2.2 vejamos um panorama histérico sobre a
Conjectura de Hughes [2.1]

Os matemadticos D. R. Hughes e J. G. Thompson [7] provaram que a conjectura é
valida para todos os grupos que nao sao p-grupos. No ambito dos p-grupos, foi provado
que a Conjectura de Hughes [2.1| também vale para p = 2 (finito ou infinito) e p = 3 (finito
ou infinito), em 1955 (antes de 1957, mesmo que parcialmente) por D. R. Hughes [§] e
em 1957 por Straus e Szekeres [9], respectivamente. Sao conhecidos contraexemplos para

p € {5,7,11,13,19} e possivelmente para mais primos [2].

Definicao 2.2. Um contraexemplo para a Conjectura de Hughes|2.1|é chamado de grupo
anti-Hughes.

Os grupos anti-Hughes conhecidos possuem propriedades interessantes, por exem-
plo [G : H,(G)] = p* e exp (G) = p?. Espera-se que existam contraexemplos para todo
primo maior ou igual a 5 e que existam grupos anti-Hughes G tais que [G : H,(G)] > p?

e exp (G) > p*.

Pela definigdo de H,(G), todos os elementos de G \ H,(G) tem ordem p. Note que

G\ Hy(G)] = |G] = [Hy(G)]
= P|H,(G)] = [H,(G)|

= |H,(G)|(p* - 1)

G
%‘(pz—l)-

Assim, se G é um grupo anti-Hughes, entdao a proporgao de elementos com ordem p é
pelo menos (p? — 1)/p?. E natural verificar se poderfamos ter um contraexemplo para as
Questoes 2.1 e 2.2 entre os grupos anti-Hughes. No entanto, temos o seguinte.

Observagao 2.1. A Questao[2.2] possui resposta afirmativa para os p-grupos anti-Hughes.
De fato, considere G um grupo anti-Hughes tal que |G| = p". Neste caso, [G : H,(G)] = p?
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e |Hy(G)| = p" 2. Entao

o) = e 2l _ 2vemy@ |t Zeeavmy @) 1]
p p

N A A e A S
Pt p? p"

1 p2—1
— ——|—p

p p

1 1 2\1/2 1/2
= E‘HU—];ZPZ(Z?) =exp (G)'".

Portanto, nao ha contraexemplos para estas questoes entre os grupos anti-Hughes

conhecidos. Entretanto, podemos considerar o seguinte.

Proposigao 2.2. Seja G um grupo anti-Hughes com expG = p? e |G : H,(G)| = p*.
Entao G é um contraexemplo para a Questao

Demonstragdo. Considere |G| = p". Como |G : H,(G)| = p?, temos |H,(G)| = p"2. A

quantidade de elementos com ordem p é
G\ Hy(G)] = |G| = [Hy(G)| = p" = p" 7.

Observe que se p > 5, temos que 4p* < p® = p - p*. Além disso, exp (G) = p3, logo

(G _ " =" + P

o(G) =

Gl ~ "
2pn+1 pn 1
- p"

1

o que finaliza a demonstracao.

2.2.2 p-Grupos powerful

Agora apresentaremos uma estimativa para a ordem média de uma importante
classe de grupos, os chamados p-grupos powerful. Estimar a ordem média de uma classe
de grupos ¢é algo interessante por si sé, ainda mais quando nao se tem a ordem média

explicita de um p-grupo powerful qualquer.



32

Para tanto, demonstraremos os Lemas e 2.7 os quais oferecem uma base de
entendimento para o principal resultado desta subsec¢ao, o Teorema [2.13] Antes disso,
aproveitamos para discorrer sobre alguns resultados essenciais sobre p-grupos powerful
que fundamentam a teoria. A principal referéncia é o livro Analytic Pro-p Groups, de
J. D. Dixon [12]. Vale ressaltar que, ao longo desta subsegao, utilizaremos fortemente o
Teorema da Base de Burnside [L.12l

Comecamos com a seguinte definigao.

Definicao 2.3. Seja G um p-grupo finito. Definimos
QU@ =(geC g =1),

G" =(¢" | g€ G),
Qy(G)={geCG|g" =1} e

o ={¢" | ge G}

para todo i > 0.

Note que se exp (G) = p*, entdo Q,(G) = G e G*" = 1. Além disso,

GP < (GPY < DG < G

A préxima defini¢ao estabelece uma relagao entre os subgrupos de G, de tal maneira

que podemos construir uma série de subgrupos.

Definigao 2.4. Seja G um p-grupo finito. Entao P;(G) = G e P11(G) = P,(G)?[P(G), G,

para ¢ > 1. Para simplificar, G; = P;(G). Esta série é denominada p-série.

Observe que

G, = P(G) = P(G)[P,(G), G] = G?[G, G] = ®(G).

Definamos, portanto, o conceito de p-grupo powerful e powerfully embedded.

Definigao 2.5. Um p-grupo finito G é powerful se p é impar e G/GP é abeliano, ou p = 2
e G/G* ¢é abeliano.

Exemplos imediatos de grupos powerful sao grupos abelianos, pois o subgrupo
derivado de um grupo abeliano é trivial. Ja exemplos de p-grupos powerful que nao sao

abelianos sao os p-grupos metaciclicos, com p > 3.
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Definicao 2.6. Um p-grupo metaciclico é um grupo GG que possui um subgrupo normal

ciclico N, de tal modo que o grupo quociente G/N também é ciclico.

Teorema 2.7. Seja p um primo impar. Todo p-grupo metaciclico é powerful.

Demonstracao. Se G é ciclico, entao é powerful. Suponha G nao ciclico, um p-grupo
metaciclico tal que p é impar. Tome N <1 G tal que N e G/N sao ciclicos, isto é, existem
y € NexeGtaisque N = (y) e G/N = (zN). Considere |[N| = p™, para algum inteiro
positivo m. Seja ¢ € G um elemento arbitrdrio. Se g € N, entdao g = ¥, para algum
i. Se g ¢ N, entao gN # N e suponha sem perda de generalidade que g = 27. Logo,
G = (z,y). Como y ¢ um dos geradores de G, segue que y ¢ ®(G). Além disso, G/N ser
ciclico implica que, pelo Teorema G' < N e G = (y"), para algum r. Como G é um
p-grupo, pela Proposi¢ao , G ¢ nilpotente e, pelo Teorema , temos que G' < ¢(G)
e, com isso, y" € ®(Q).

Assim, p divide r. De fato, pois se supormos que p nao divide r, entao mde(p™,r) =
1. Logo,
N=(y) =) <2(G) = ye2(0G),

absurdo. Com isso, existe ¢ tal que r = pq, sendo assim
Yy =y =l e = G <G
Portanto, G é powerful. O]
Um exemplo de 2-grupo metaciclico é o grupo diedral
Ds=(z,y|a*=9y*=1,2v=2a7"),

pois Dg/(x) é ciclico. Como exp Dg = 4 e Dg nao é abeliano, segue que, respectivamente,
(Dg)* =1 e Dj # 1. Portanto, Dg nao é powerful.

Exemplo 2.4. Podemos tomar um exemplo de 3-grupo powerful:
G={abl|a=0=1d=da").

De fato, G/{a) é ciclico e portanto G é powerful.

Definicao 2.7. Um subgrupo N de um p-grupo finito G é powerfully embedded em G, se
p é impar e [N,G] < NP, ouse p =2 e [N,G] < N*. Notagao: N p.e. G.

Observe que se N p.e. GG, entao

[N, N] < [N,G] < N?,
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isto é, N é powerful.

Note que um p-grupo powerful G é powerfully embedded nele mesmo, basta notar
que se N = G, entdo [G,G] < GP, para p > 2, ou |G, G] < G*, para p = 2.

Teorema 2.8. Seja G um p-grupo finito e seja N um subgrupo normal de G. Se N p.e

G ez € G, entdo (N, x) é powerful.

Demonstragao. Seja x € G. Suponha que N p.e. G. Denote H = (N, z). Provaremos
que [H, H] = [N, H|. Evidente que [N, H] < [H, H], pois N < H. Por outro lado, tome

arbitrariamente n, 2%, noz? € H com ny,ny € N. Assim, pela Proposicao (1.3, temos

[zt ne2?] = [ng, noa’]” [2F, naad]
= ([nhxj][nl?nﬂmj)xi [xi7xj][xi’n2]xj
j

(1, 7] ([n1, o)™ )" [, mo]®’
g, ][0t ng 2t g ).

O subgrupo N é normal em G, logo [ni2*, nox?] € [N, H] e [H,H| < [N, H]. Com
isso, [H, H] = [N, H]. Para p impar, temos que

[H, H] = [N, H) < [N,G] < N* < ",
E para p = 2 temos
[H, H] = [N, H] < [N,G] < N' < H*

Portanto, H é powerful para todo primo p. O

Teorema 2.9. Sejam GG um p-grupo finito e N < G. Se N p.e. GG, entao N? p.e. (.
Para uma demonstragao veja em [12].
Teorema 2.10. Seja G um p-grupo powerful.
(1) Para cada i, G; p.e. G e Giy1 = GY = O(G));
(2) Para cada i, a aplicagdo z — z? induz um homomorfismo de G/G ;1 sobre G;11/G ;2.
Demonstragao. (1) Para i = 1, temos G; = G p.e. G e Gy = P5(G) = ®(G) = (Gy).
Como G é powerful, segue que ®(G) = GP = GY, assim, Gy = G} = ®(G,).
Suponha que, por hipétese de indugdo, valha G; p.e. G e Gip1 = GY = O(G)).

Vejamos para i + 1. Como G,41 = G, entao pela Teorema temos G,y p.e. G.
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Agora observe que
Give = G1[Git1, Gl

Como G411 p.e. G, temos [G;41,G] < GY 4. Logo, Gipa = G 4.
Por fim, pelo Teorema da Base de Burnside [1.12) G7,; < ®(Gy41) e
(Git1) = Gf—l—l[GH—la Giy1).
Logo,
O(Giy1) = GV [Gipr, Gia] < GPL[Giga, G < G-

Logo, ®(Git1) = Gi,;-

(2) Pelo resultado anterior, G; p.e. G, logo G; é powerful, pois
G, Gy < [Gi,G] < GY.
Além disso, pela Definicao
Py (G;) = Pi(G)PIPi(G,), G] = GY[Gy,G] = Gy

Analogamente, P3(G;) = Giya.

Primeiramente, assuma i = 1 e, substituindo G por G/G3, G3 = 1. Note que, pelo

item anterior,

Gs = P5(G) = GB[Ga, G] = G3[Ga, G-

Com isso, [G5,G] < G3 = 1 e Gy < Z(G). Tome arbitrariamente z,y € G. Como
G' < ®(G) = G2 < Z(G), entdo G ¢é nilpotente de classe 2. Entdo, pela Proposicao [1.9]
temos

n(n—1)

(xy)" = 2"y [y, 2] 2, neN.

Considere n = p > 3 um primo, dai p divide p(p—1)/2. Além disso, [y, 2|’ € G5 = G3 = 1.
Logo, (xy)P = zPyP. Para p = 2, utilizando o fato de G ser powerful e o item anterior,
segue que

GG <G < (G < (@) =Gi=G3=1.
Dai [y,z] € [G,G] < G5 =1
‘|

(zy)* = 2°y’[y, 2] = 2"

Por fim, G§ = G3 = 1, G? = G5 e x — 2P induz um homomorfismo sobrejetivo de G/G5

sobre G5/G3. Analogamente prova-se para os casos em que ¢ > 1, uma vez que G; é
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powerful. n

O préximo resultado estabelece uma semelhanca entre os p-grupos powerful e os
grupos abelianos no geral, mostrando que os geradores do subgrupo G? sao inteiramente

determinados pelos geradores de (G, basta aplicar a poténcia p em cada gerador.

Teorema 2.11. Seja G um p-grupo powerful. Se G = {(ay, ..., aq), entdo GP = (af, ..., a}).

Demonstragao. Pelo Teorema [2.10] aplicacao ¢ tal que

Q G/G2 — GQ/G3

r +— xP.

¢ um homomorfismo. O quociente G/Gy é gerado pelo conjunto {a1Ga, ..., aqG2}, pois
por hipétese G é gerado por {ai,...,aq}. Assim, aplicando os geradores de G/G5 no
homomorfismo ¢, temos que o quociente Go/G5 é gerado por {p(ai1Ga),...,v(asG2)}.
Logo,

G2/Gs = (p(a1Gy), ..., ¢(adGs))
(G1G2)p, cee (adGz)p>
VG, ... ahGh)

(
(
(
(dGs, ..., diG3).

a
a
Com isso, Gy = (af,...,a})G3. Pelo Teorema 2.10, G3 = ®(G3) e Gy = GP, assim

GP = (a},...,d}))®(G3). Como o ®(G2) é constituido dos elementos nao geradores do

grupo G, dai concluimos que G? = (af, ..., a}). H
Teorema 2.12. Se G é um p-grupo powerful, entdao G? = (¢* | g € G) ={¢? | ¢ € G}.

Demonstragao. O resultado segue quando |G| = 1. Suponha que o resultado valha para

p-grupos powerful cuja ordem é estritamente menor que |G/|.

Tome arbitrariamente g € GP. Como G5 = GP, podemos construir um homomor-

fismo ¢ tal que
v:G/GP — GP/G3

r +— xP.

Como G2 p.e G, pelo Teorema [2.8 o subgrupo
H = (G?,z) = (G, x)

é powerful. Logo, pelos Teoremas e [2.10, temos HP = (G%,2P) = (G5, aP). Neste
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contexto, podemos escrever g = 2Py, para x € G e y € G3. Assim, g € H? = (G5, 27). No

caso em que H = G, temos que
G =H= (G 1) = (2(G) r) = (x),

ou seja, G é ciclico, o que satisfaz o teorema. Porém, se H # G, temos que |H| < |G| e
HP ={h? | h € H}. Logo, g € h*, para h € H. Em particular, todo g € G é poténcia de

um elemento de G. O

O Teorema é interessante, pois nos diz que o subconjunto {¢? | ¢ € G} coincide
com o subgrupo (¢* | g € G), ou seja, dados g*, h? € GP quaisquer, existe k € G tal que

gPhP = kP. J4 o proximo lema generaliza este resultado para outras poténcias de p.
Lema 2.6. Seja G = (ay, ..., ay) um p-grupo powerful. Entao

i—1 7—1 7—1

G=G"" ={" " |zeGt={(dd,. . . d )

Demonstracao. Fagamos por indugao sobre ¢. Se considerarmos i = 1, o resultado segue.
Agora suponha que o resultado seja valido para inteiros positivos estritamente menores
que i. Pelo Teorema segue que Gi11 = GY = ®(G;), para todo ¢ > 1. Isso implica
que G; é powerful, uma vez que [G;, G;] < GY = ®(G,;). Utilizando o Teorema

Gi+1 :Gf: {SCP | Tr € G}

Temos também

Gi = G?fl == {yp ’ Yy € Gi—l}-
Por hipétese de indugao,

i—2

G =G ={""|2eG =", . )

Assim,

i—2 i—1

Gi=G = (G ) =a"

i—1

G o={ lyeG}={""VP|zeG}={""]|zeq}=G"".
Como G,_1 é powerful e G;_; = GP'*, pelo Teorema , temos que

i—2 i—2 i—1

(GP Y = (@ P, () = =6

Concluimos
i—1

Gi=G""={"" |2eG=("",. . a )
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Lema 2.7. Sejam G um p-grupo powerful e c =1 — p~'. Entao k(G) > ¢ - exp(G).

Demonstragdo. Sejam exp(G) = p* e S C G o conjunto dos elementos de ordem pF.

Observe que Qi 1(G) = G\ S é o conjunto dos elementos de ordem que divide p*~*.

Afirmacao: ;_1(G) nao gera G. De fato. Suponha que Qj_1(G) gere G. Entao G =

(a1,...,aq) de tal modo que a; € Q_1(G), 1 < j < d. Pelo Lema [2.6] segue que
k-1 - 1 k1

G' = (a? ,...,a" ). Porém, cada afki =1, pois a; € —1(G). Logo, G~ = 1.
k—1

Absurdo, pois GF" < GP'™".

Assim, existe um subgrupo maximal M de G tal que Q;_1(G) < M. Além disso,

como [G : M| = p, pois M é maximal, temos
S| > |G| = M| =G| = (1/p)|G| = (1 = p~ |G| = ¢ |G].

Note que |Ca(z)| > |(x)| = p* para todo = € S. Pelo Teorema da Orbita-Estabilizador

= _ el
U= o] =

para todo z € S. O subconjunto S é normal em G, logo S é a uniao das t classes de

IN

conjugagao. Dali,

t
G| -t
S| = G Colx)| < L0
S| ;! a(s)| pr
Logo,

k

p* -S| S| c- |G| K
t> = > =c-p".
=76l e e

Uma vez que k(G) > t, entdao k(G) > ¢ p* = ¢ - exp(Q).

Por fim, o resultado principal desta Subsecao.

Teorema 2.13. (Lema 2.6 de [I]) Seja P um p-grupo powerful de expoente p*. Entao
p'=o(P) = (p— 1)

Demonstragdo. Considere S o conjunto de todos elementos de ordem p*. Como vimos na

demonstracao do Lema |S| > ¢ |P|. Logo,

Q-1 (P)] = |P| = |S| < [P|—c-|P|=p~"-|P|.
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Se x € P\ Q_1(P), entdo |z| = p*. Assim,

1

zeP [L’GP\Qkfl(G)
1 k
= — " (|P| = |Qu_1(P
B 7 (P = 12 (P)
_ e P (P)]
| P|
E o1
prop - |P k1
> -
| P|

Por fim,

]

Esta estimativa serd importante para a construcao de contraexemplos para a Con-

jectura de Andrei Jaikin-Zapirain no Capitulo 3.

2.2.3 p-Grupos secretos de Wall

A classe de grupos mais importante utilizada no préximo capitulo sao os chama-
dos p-grupos secretos de Wall. Com a construcao destes p-grupos secretos, G. E. Wall
respondeu uma questao de L. G. Kovacs, Joachim Neubuser e B.H. Neumann proposta em
[T4]. Vejamos a seguir alguns conceitos para compreender este contexto, especificamente

os chamados p-grupos secretos..

Seja G um grupo. Definimos o posto de G como o nimero min{|X| | G = (X)},
denotado por d(G). Se G tem base finita, dizemos que G tem posto finito. Definimos
k.(G) o conjunto dos elementos g € G que aparece em pelo menos um conjunto de
geradores com n elementos de G. Seja d(G) = d o posto do grupo G. Chamemos o primo
p de hidden prime (primo oculto) de G se p divide |G|, mas nao divide a ordem de

nenhum elemento de k4(G).

Exemplo 2.5. Seja G = A x Qg tal que A é um grupo abeliano elementar de ordem 9
gerado por u e v e Qs = {—1,1,—i,i,—j,j, —k, k} o grupo dos quatérnios gerado por i e
j. A acao de Qg sobre A é dada por:

O grupo tem ordem |G| = 72 e tem no minimo dois geradores. Com auxilio do [GAP],

conforme o Apéndice [3.2.3] podemos verificar que todo elemento de ko(G) possui ordem
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4. Portanto 3 é um primo oculto de G.

Dizemos que B é secreto se existe um subgrupo p-abeliano elementar A tal que
G =AB, ANB =1¢€péoculto em G. Quais condi¢oes para que o grupo B permite
“ocultar” o primo p em um produto semidireto G de A por B? Para tanto, o teorema

abaixo estabelece condigoes necessarias e suficientes, cuja demonstracao pode ser vista em
[14].

Teorema 2.14. (Teorema 5.1, [14]) Seja G um grupo finito tal que G = A x B com A
p-abeliano elementar e B um grupo. Entao as trés condigoes abaixo sao necessarias e

suficientes para ”ocultar” p em G:

(2) p nao divide a ordem de b, para todo b € ky(B);
(3) Nenhum elemento de k4(B) comuta com os elementos nao triviais de A.

Definicao 2.8. Chamamos o grupo B de secreto se existe A tal que valem os itens do

Teorema 2.14.

No caso do Exemplo, o grupo Qs é secreto. Comparando com os grupos powerful
vistos anteriormente, observe que (Qg)* = 1, pois exp (Qg) = 4. Como Qg é nao-abeliano,

entdo Qg # 1, portanto Qg nao é powerful.

G. E. Wall desenvolveu os dois préximos resultados. Eles sao a base de entendi-

mento para o Lema 2.4 abaixo. As demonstracoes destes resultados podem ser vistas em
[13].

Teorema 2.15. Seja p um primo e seja d, m inteiros tais que d < p™. Entao existe um

m+1

p-grupo finito B de posto d e expoente p que satisfaz as hipoteses do Teorema 2.14.

Corolario 2.1. Para cada primo p e um inteiro d > 2, existe um p-grupo secreto de posto

d.

Para contexto deste trabalho, é suficiente usarmos os p-grupos secretos de Wall,

que existem para todo primo p. Esta caracterizacao pode ser vista a seguir.

Lema 2.8. (p-Grupos secretos de Wall) Para todo primo, existe um p-grupo finito

P tal que
(1) ®(P) tem expoente p;
(2) [P: ®(P)] = p;

(3) todos os elementos em P\ ®(P) possuem ordem p? e suas p-ésimas poténcias sao

elementos nao triviais de um subgrupo central ciclico (z) = PP, no qual [(z)| = p.
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Esses grupos sao mais especificos de uma construcao mais geral de G. E. Wall em
[13]. Porém, os p-grupos secretos de Wall sao suficientes para atender nosso objetivo
no préoximo capitulo. Os p-grupos secretos de Wall sao uma forte restricao aos grupos
secretos. Uma observacao imediata nos diz que se G é um p-grupo abeliano elementar,

entao G' nao pode ser um grupo secreto de Wall, pois

(G)=G'GP =14p.

O Exemplo [2.4] nos mostra que
G={(a,b|a’=0b=1a"=a").
é powerful. Porém, trata-se de outro exemplo que nao é p-grupo secreto de Wall. Basta
notar que, como vimos, ®(G) = C3, logo |G : (G)| = 3% # 3.

Vejamos agora um breve estudo sobre representacoes de grupos e grupos abelianos
livres, com base nas referéncias [27] e [24], respectivamente. Tais conceitos serao utilizados
no Lema [2.10} o principal resultado para construcao dos contraexemplos da Conjectura

de Andrei Jaikin-Zapirain [3.1]

Definicao 2.9. Sejam G um grupo e V' é espago vetorial sobre um corpo F. Entao V é
chamado de FG-médulo se para todo v € V e g € G o produto vg é bem definido e, além

disso, se satisfaz as seguintes condicoes para u,v € V, a € Fe g,h € G:
(1) vgeV;

(2) v(gh) = (vg)h;

(3) vl =

(4) (av)g = afvg);

(5) (u+wv)g =ug+uvyg.

Definicao 2.10. Seja V um FG-médulo. O subespaco vetorial W de V sobre F é chamado
de FG-submédulo de V' se, para todo w € W, g € G, temos wg € W.

Denote o grupo dos operadores lineares invertiveis do espago vetorial V' sobre F
por GL(V) e o grupo das matrizes invertiveis n x n com coeficientes em F por GL(n,F),
em que dim(V) = n. Neste caso, GL(V) = GL(n,TF).

Uma representagao de um grupo G' é um homomorfismo

A:G = GL(V),
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em que V é um F-espacgo vetorial de dimensao finita.

Seja A uma representacao do grupo G em V sobre F. O nicleo de A\, denotado por
K, isto é,
K={g€G|X\yg) =1leLi)}

¢ denominado nicleo da representacao de GG, em que lgz(v) denota a aplicacao identi-
dade. Se A é um homomorfismo injetivo, temos que K ¢é trivial e dizemos que \ é uma

representacao fiel.

Definicao 2.11. Seja p uma representacao do grupo G em V sobre F. Dizemos que \ é
uma representacao irredutivel se 0 e V' sao os tnicos subespagos A-invariantes de V. Em

particular, neste caso, se V' é um FG-médulo dizemos que V' é um FG-médulo irredutivel.

Para nosso contexto, considere um CG-modulo V. Seja v € V e g € G. Considere

uma agao de G em V, definida por (v, g) — vg. Para cada g € G, podemos definir a

aplicacao
pg:V —V
v vg
Com isso, a aplicacao
p:G— GL(V)
g = Py

¢ dita uma representacao de GG sobre C, ou simplesmente uma representacao complexa

associada ao CG-modulo V.

Lema 2.9. Sejam G um grupo finito e 1 # ¢g € G. Entao existe uma representagao
complexa irredutivel p de G, tal que g ¢ ker(p), o que equivale a dizer que a intersegao

dos ntucleos das representacoes complexas irredutiveis é igual a 1.

Demonstragao. A demonstragao pode vista em [27], em que Lema 2.19 diz que o nicleo de
uma representacao € igual ao nicleo do seu caractere e o Lema 2.21 mostra que a intersecao
dos nucleos dos caracteres das representacoes irredutiveis é igual a 1. A definicao de

caractere pode ser vista na Definigao 2.20. [

Agora, considere G um grupo abeliano aditivo. Denote o elemento identidade por
0 e o elemento inverso de g € G por —g. Se G é um grupo abeliano, g € Gen € Z, a
notacao ng significa
g+...+g

n parcelas

e nG significa o subgrupo {ng | g € G}. Uma combinacao linear dos elementos de G é a
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soma da forma
k
E n;gi,
i=1

em que ¢q,...,9r € G eny,...,ng € Z. Denote ZG o grupo de todas as combinacoes
lineares dos elementos de G. Neste caso, ZG é dito grupo abeliano livre. Observe que se

|G| = n, entao ZG ~ Z" via aplicacao

klgl++kngn_><k17;kn)

O subconjunto S de G é dito linearmente independente se para quaisquer sy, . .., S, €

S, temos que
k
E n;s; =0  se, e somente se, n;=no=...=mn;=0.
=1

Uma base para G é um subconjunto linearmente independente que gera G.

Proposicao 2.3. Se GG é um grupo abeliano com base finita, entao qualquer base finita

tem a mesma quantidade de elementos.
Demonstragao. Pode ser vista em [24], Lema 9.18. O

Dizemos que g € GG é um elemento de torcao se ng = 0, para algum inteiro nao
nulo n. Dizemos que um grupo G é livre de torcao se o tnico elemento de torcao é a
identidade.

Proposicao 2.4. Todo grupo abeliano finitamente gerado e livre de tor¢ao é um grupo

abeliano livre de posto finito.
Demonstragao. Pode ser vista em [24], Proposicao 9.21. O

Seja G um p-grupo abeliano. Dizemos que o grupo G é um grupo homociclico
se G é produto direto de subgrupos ciclicos Ki,..., Ky, com |K;| = p", para 1l < i <'s
e n um inteiro positivo. O préximo resultado é fundamental para o Capitulo 3, mais
especificamente sobre a construcao de contraexemplos para a Conjectura de Andrei Jaikin-

Zapirain [3.1]

Lema 2.10. (Lema 4.2, de [2]) Seja P um p-grupo secreto de Wall e seja s > 0 um
inteiro. Entao existe um grupo homociclico Uy de expoente p® que admite uma acao de

P por automorfismos tal que o produto semidireto U, P satisfaz o seguinte:

(1) os elementos em U P \ U,®(P) possuem ordem p?;
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(2) os elementos em U,®(P) possuem ordem no méximo p**'.

Demonstragao. Pelo Lema2.8] PP = (z) é um subgrupo central de P e |z| = p. Pelo Lema
, existe uma representagao complexa irredutivel de P, digamos p : P — GL(V), tal
que z ¢ ker(p). Neste caso, V pode ser visto como um grupo aditivo. Considere o produto
semidireto V P. A acao a direita de P sobre V' é definida como agao de conjugagao, isto é,
(v, ) = vz, em que vz indica, por abuso de notagao, o conjugado de um elemento v € V

por um elemento x € P.

Considere agora A = pl.y : (2) = GL(V). A aplicacdo A é injetiva. Para verificar
isto, seja ker(A) < (z). Como |z| = p, segue que ou |ker(A)| = 1 ou |ker(A\)| = p. Suponha
que | ker(A)| = p, entéo ker(A\) = (2). Logo, z € ker()) e A(2) = 1lgrv). Com isso,

p(z) = P’<z>(z) = Az) = Larvy-

Porém, p foi escolhido de tal forma que z ¢ ker(p). Assim, A é injetiva.

Como no produto semidireto V P a acgao vz indica o conjugado de v por z, para

v €V ez € PP, podemos denotar o centralizador de z em V P como
Cv(z) ={veV]|vz=u}

O conjunto Cy(z) é um CP-mddulo de V. De fato, para quaisquer w € Cy(z) e x € P
temos que

(wz)z = w(zz) = w(zz) = (wz2)r = wz.
Logo, wz € Cy(z).

Seja
u=v4vz+vt+.. . +uP eV

Vamos mostrar que u € Cy(z). Como 2P = 1, temos
ur=@W+ve+vl+. . FoF Ve=ve v+ Fol v =u

Logo, uz =ueu € Cy(z). Como V é um CP-mdédulo irredutivel, temos que ou Cy(z) =0
ou Cy(z) = V. Suponha que Cy(z) = V. Assim, para todo elemento v € V, temos que

p(2z) = laroy, pois larvy : v — vz = v. Logo, z € ker(p), um absurdo. Portanto,

v4+vz+v 4. Pt =0 para todov €V. (1)



45
Tome 0 # a € V e seja
A=(ag|geP) <V

Pela Proposicao [2.4] como A é um subgrupo finitamente gerado do grupo aditivo livre
de torcao V, entao A é um grupo abeliano livre de posto finito. Construimos o grupo
Us = A/p*A, em que é p-grupo finito homociclico de expoente p® que admite uma agao

induzida por P.

Considere agora o produto semidireto U, P com a notagao multiplicativa. De modo

similiar ao feito em (1), temos que

woutout L u” =1 para todo u € Us.

p—1 / .
7 = =1 é equivalente a

. 2
Como 2P =1, a igualdade v - u* - u* ... u
(w2’ =w-u”-u® . u" =1

O mesmo vale para (uz®)? = 1, para qualquer u € U, e qualquer k € {1,2,...,p— 1}.
Observe que se g € U,P \ U;®(P), entdo g = wh, em que w € Us e h € P\ ®(P). Assim,

g* = (wh)? =vh?,  para algum v € Us.

Como h € P\ ®(P), pelo Lema , |h| = p? e h? = 2k, para k € {1,2,...,p— 1},
ou seja, h? = ¥ £ 1. Logo,

como queriamos.

J4 o expoente de U,®(P) é no méximo p**'. Basta observar que o expoente de U,
é igual a p® e o expoente de ®(P) ¢ igual a p, pelo Lema [2.§ O



Capitulo 3

Conjectura de Andrei

Jaikin-Zapirain e implicacoes

Abordaremos neste capitulo a construgao dos contraexemplos para a Conjectura
de Andrei Jaikin-Zapirain e apresentaremos um critério de solubilidade que envolve a

funcao ordem média.

3.1 Construcao de contraexemplos

A partir de agora apresentaremos uma conjectura proposta por Andrei Jaikin-
Zapirain envolvendo uma relagao entre o(G) e o(N), em que N é um subgrupo normal de
G, respondida por E. I. Khukhro, A. Moreté e M. Zarrin [2]. Vale ressaltar que Andrei
Jaikin-Zapirain, ao propor tal conjectura, investigava a funcao k(G), isto é, o niumero de
classes de conjugacao de um grupo finito G, que por sua vez possui relacao direta com a
ordem média, conforme o Teorema 2.6 mostra. Para tanto, alguns resultados sobre ordem
média de um grupo finito foram produzidos, incluindo uma estimativa da ordem média

de um p-grupo powerful, os quais utilizaremos ao longo do texto abaixo.

O préximo teorema motiva a questao principal deste capitulo proposta por Andrei

Jaikin-Zapirain.

Teorema 3.1. (A. Jaikin-Zapirain, Lema 2.7 de [I]) Seja G um grupo finito. Entao
o(G) = o(Z(G)).

Demonstracao. Seja x € G. Seja
m =min{ly| ; y € 2Z(G)}.
Neste caso, existe y € zZ(G) tal que |y| = m. Seja a € Z(G). Entao (ya)™ = a™ €

46
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Z(G)™. Assim, | = |yaZ(G)™| divide m. Por outro lado, existe z € Z(G) tal que
ya)!

m < I. Assim, m = [. Pela Proposigao temos que |(ya)™| = |ya|/mdc(m, |yal).
Observe que m = |yaZ(G)™| divide |ya|, assim (ya)™| = |ya|/m. Logo,

m

= 2™. Logo, (yaz~™")! = 1. Como m ¢ minimal e az~™/" € Z(G), temos que

—~

al
lyal = m - [(ya)™| = m - |a™| = m > |al.

|
mde(m, |a])

Logo, como |2Z(G)| = |Z(G)|, temos

1 1
o(zZ(G)) = Z(0)] ag(:G) lya| = mag(:@ la| = o(Z(G)).

Com isso, obtemos que ¥(xZ(G)) > ¢ (Z(G)). Considere

Portanto,

V(@ Z(G) + ..+ 9(@,2(G) |G Z(G)[(Z2(G))

@ = )

Este utimo teorema motiva a seguinte conjectura:
Conjectura 3.1. Seja G um grupo finito e seja N < G. Entdo o(G) > o(N)V2.

Em suma, E. I. Khukhro, A. Moret6 e M. Zarrin [2] forneceram uma resposta
negativa a Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain nao apenas para o expoente 1/2.

Vejamos o principal teorema produzido por estes autores.

Teorema 3.2. (E. I. Khukhro, A. Moreto e M. Zarrin, Teorema 1.2 de [2]) Seja ¢ > 0 um

numero real e seja p > 3/c um primo. Entao existe um p-grupo finito com um subgrupo

normal abeliano N tal que o(G) < o(N)°.

Demonstragao. Seja ¢ um nuimero real e seja o primo p tal que p > 3/c. Mostraremos que
hé um p-grupo finito G com subgrupo normal abeliano N tal que o(G) < o(NN)°. Para

tanto, utilizaremos fortemente o Lema [2.10]

Seja s = p+ 1. Definamos G = U;,P e N = U, em que U, é um grupo homociclico
de expoente s e P um p-grupo secreto. Considere |G| = p". Pelo Lema , temos,
respectivamente: se z € G\ U,®(P), entdo |x| = p* também, se x € U,P(P), entdo
2| < pott = ppt2,
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Observe que G é produto semidireto de Uy e P, isto é, UsNP =1 e |G| = |Us|| P].
Como ®(P) < P, segue que |Us®(P)| = |Us||®(P)|. Dali,

| e wlel e
@ URP = 5 am) ~ Ole@)]  e@)] P

A 1ltima igualdade é vélida pelo Lema , o que implica que |U;®(P)| = p"P. Assim,
existem p" — p" P elementos com ordem p? e p"~P elementos com ordem menor ou igual
a pP*2. Logo,

pr(p" —p" )+ pPtE e p P

o(G) < p
_ pn—|—2 _ pn—p+2 + pn+2
pn
= 2 —p*?
< 29°
< p.

O subgrupo N é homociclico e de expoente p®. Em particular, N é um p-grupo powerful.
Pelo Teorema [2.13],

o(N) > p* —p* =t = p*t —pP > pP.

Portanto,

o que finaliza a demonstracao.

]

Corolario 3.1. A Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain tem resposta negativa para
todo primo p > 7.

Demonstragao. Se ¢ = 1/2, pelo Teorema , ha contraexemplos para Conjectura de An-
drei Jaikin-Zapirain para p > 3/(1/2) = 6, ou seja, para p > 7. A mesma construgao
da demonstragao do Teorema vale para p = 5 e ¢ = 1/2. Para verificar isto, basta
utilizar novamente o Teorema Assim,

o(N)V2 > (5571 — 55)1/2 > 50 = 2. 52 > o(Q).

[]

Para além da Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain [3.1] segundo E. I. Khukhro, A.

Moreté e M. Zarrin [2], outras questoes similares foram postas por Andrei Jaikin-Zapirain,
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sao elas:

Questao 3.1. Seja mo(G) o méximo das ordens dos elementos de G. Existe uma cons-

tante ¢; > 0 tal que para todo grupo finito G temos que o(G) > ¢; - mo(G)Y/? ?

Questao 3.2. Existe uma constante c; > 0 tal que para todo grupo finito G e todo

subgrupo normal N de G temos que o(G) > ¢y - o(N)/2 2

Ambas possuem resposta negativa, basta utilizarmos o Teorema e a desigual-

dade
Y(N) _ mo(G) - |N|

= <
|V [N

o(N) = mo(QG).

Além disso, a seguinte questao permanece em aberta.

Questao 3.3. Seja p um primo. Existe um nimero ¢ = ¢(p) > 0 tal que o(G) > o(N)°
para qualquer p-grupo G e qualquer subgrupo normal N de G?

A seguir apresentamos um critério de solubilidade envolvendo a ordem média de um
grupo finito. Para tanto, utilizaremos resultados acerca de automorfismos e a classificagao

de grupos simples.

3.2 QOutro critério para solubilidade de grupos finitos

Nesta secao, apresentaremos um critério de solubilidade que envolve a ordem
média de um grupo finito. Este critério foi inicialmente conjecturado por E. I. Khukhro,
A. Moreté e M. Zarrin [2], presente no mesmo artigo em que os autores responderam a

Conjectura de Andrei Jaikin-Zapirain [3.1} Tal conjectura é a seguinte:
Conjectura 3.2. Seja G um grupo finito. Se o(G) < o(A4;), entdo G é soluvel.

Em 2022, M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj [3] responderam positivamente esta
conjectura. Com isso, o foco a partir de agora é demonstra-la, tomando como base o
estudo do artigo de M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj [3]. Por isso, iniciamos com

resultados que envolvem grupos simples e em seguida automorfismos.

3.2.1 Grupos simples

Primeiramente, denotamos o conjunto de todos os primos que dividem |G| por
II(G). Sejan um inteiro positivo, entao, neste caso, denotamos m(n) o conjunto de todos os
primos que dividem n. Trataremos de grupos simples G tais que II(G) C {2,3,5,7,11,13}.
Importante ressaltar algumas referéncias para o estudo destes grupos. M. Herzog [10]
estudou casos em que |II(G)| = 3. Para grupos simples com |II(G)| = 4, temos Y.
Bugeaud, Z. Cao ¢ M. Mignotte [I7] e para |II(G)| € {5,6} temos A. Jafarzadeh e A.
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Iranmanesh [18]. Também ha contribuigbes do artigo de D. Yu, J. Li, G. Chen, L. Zhang e
W. Shi [19]. A notacao dos grupos que utilizamos nesta Subsegao, é baseada em [15], bem
como as informacoes sobre ordem dos grupos, fatoracao das ordens, classificacao geral,

enfim caracteristicas que serao importantes para os proximos resultados.

Os grupos lineares, ortogonais, unitarios e simpléticos sao conhecidos como grupos
classicos. Com as contribui¢oes de Claude Chevalley, Robert Steinberg, Michio Suzuki,
Jacques Tits e Remhak Ree, os grupos classicos tiveram algumas generalizagoes. Cha-
mamos de grupos do tipo Lie os grupos classicos somados aos ditos grupos de Chevalley
[15]. Outra classe de grupo simples é conhecida como grupos esporadicos. H& 26 grupos
desta categoria. Listamos abaixo os grupos simples conforme sua quantidade de primos

que dividem suas respectivas ordens.

Denotamos a quantidade de elementos de um corpo finito F, por ¢, ou seja, g é

uma poténcia de primo.
Proposicao 3.1. Seja G um grupo finito simples com II(G) C {2,3,5,7,11, 13}. Entao:

(1) Se [II(G)| = 3, entao G ¢ isomorfo a um dos seguintes grupos:

As, Ag, Us(2) = S4(3), La(7), Lo(8), Ls3(3), Us(3).

(2) Se [II(G)| = 4, entao G ¢ isomorfo a um dos seguintes grupos:
Lo(g), para g wm primo, |a(@® — 1) =3,
Ly(2™), 2™ —1=w, 2™+ 1=3t, u, t primos, t> 3,
Ly(3™), 3™ —1=2u, 3™+ 1=4t, u, t primos,

L2(25>7 L2(49>7 L3 (4)7 L4(3)7 U3 (4)7 U3(5)7 U4(3)7 U5(2)7 54(5)7 54(7>7 Sﬁ(2>7

O;_(2)7 G2(3)7 3D4(2>7 2F4(2)/) SZ(8>7 A77 A87 A97 A107 M117 M127 J2-
(3) Se |II(G)| = 5, entao G ¢ isomorfo a um dos seguintes grupos:
Ly(q), para q uma poténcia de primo, |m(¢* —1)| =4,

Ls(q), para q uma poténcia de primo, |m((¢*> —1)(¢* —1))| = 4,
Us(q), para q uma poténcia de primo, |m((¢*> —1)(¢* +1))| = 4,
Os(q) = S4(q), para q uma poténcia de primo, |m(¢* —1)| = 4,

52(22m+1) ~ 232(22m+1), com |ﬂ_((22m+1 . 1)(24m+2 + 1))| — 4’
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R(q), com q=3"""" |n(¢* - 1)| =3¢ |m(¢* —q+1)| =1,
L4(3)7 56(3)7 U4(5)7 U6(2)7 07(3)7 08+<3)7 G2(4):

Anr, Avg, Moo, HS, McL.
(4) Se [II(G)| = 6, entao G ¢ isomorfo a um dos seguintes grupos:
Ly(q), para q uma poténcia de primo, |m(¢* —1)| =5,

Ls(q), para q uma poténcia de primo, |r((¢* —1)(¢*> —1))| =5,
Li(q), para q uma poténcia de primo, |m((¢* —1)(¢* —1)(¢* —1))| =5,
Us(q), para q uma poténcia de primo, |m((¢* —1)(¢* + 1)) = 5,
Us(q), para q uma poténcia de primo, |7((¢*> —1)(¢* +1)(¢* —1))| =5,
Os(q) = S4(q), para q uma poténcia de primo, |m(q* —1)| =5,
Ga(q), para q uma poténcia de primo, |m(¢® —1)| =5,

Sz (22 =2 2By (22t com |w((22T — 1)(2*" 2 + 1)) = 5,
R(3*™Y) com |m((3*™F —1)(3°"+3 4 1))| = 5,

Lg(3), A1z, A1a, Ays, Asg, Suz, Fligg.

A Tabela 3.1 apresenta limites inferiores para os valores de i5(G) e |G|, denotados
por f(G,2) e g(G), respectivamente.

Tabela 3.1: Limites inferiores para is(G) e |G|

Grupo f(G,2) 9(G)
Ly(q) = PSLn(q) (n®+n—2)/2 271 (qg+1) - ¢!
Un(q) = PSU,(q) (n2+n—2)/2 270 (g+ 1) g
PQn(q) = 05 (q) n?/4 g2 /8
2Ba(q) = Sz(22mH1), g =2" m > 1 3 ¢/2
PSpn(q)" = Sn(q) (n® + 2n) /4 g2 4
*Da(q) 16 /2

Fonte: T. C. Burness e S. D. Scott [4]
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O proximo teorema estabelece uma cota da quantidade de elementos de ordem 2
e 3 para grupo simples do tipo Lie. Utilizaremos este resultado para estimar a ordem
média destes grupos do tipo Lie. Observe que ¢g(G) < |G|. Com isso, temos o seguinte

resultado:

Teorema 3.3. Seja G um grupo simples do tipo Lie sobre F,. Para r € {2, 3},

in(G) < 2(1+q 1!

A demonstracao pode ser encontrada no Lema 2.13 de [4].
Lema 3.1. As afirmagdes abaixo sao validas.
(1) Seja G = A,,, com n > 5. Entao G = Aj ou o(G) > 3, 55;
(2) Seja G = Lo(q), com g > 4ell(G) C {2,3,5,7,11,13}. Entao G = A5 ouo(G) > 3, 55;
(3) Seja G = L3(q), com g € {3,4} ou ¢ > 8. Entao o(G) > 3, 55;

(4) Seja G = Us(q), com q € {3,4,5} ou ¢ > 8. Entao o(G) > 3,55.

Demonstracao. (1) Para n = 6, temos

(As) 1411
|Ag] 360

o(Ag) = > 3,91.

Suponha que n > 7. Pelo Lema 3.3 em [4], temos que

ia(An) _ 2 L2 ] L
A, ~ 8(m—4)  24.23 4 \(n—4) 46 )

Observe que quanto maior o valor de n tomarmos, o fator

1 1
(n—2! 16

diminui. Logo, ¢ suficiente mostrar que i(A7)/|A7| < 1/20 e utilizar o Lema [2.3] Segue

que
) L fL 1) 138 1
4] 4 \6 " 46/) 276 " 20

(2) Se ¢ € {4,5}, entdo G = A;. Se ¢ =7, entao

_ULa() T,

R TG R
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Se ¢ = 8, entao

B Q/J(LQ(S)) B 3319
= LE) s 2P

Se ¢ =9, entao Ly(9) = Ag e pelo item anterior o(Ly(9)) > 3,55. Se ¢ = 11, entao

0(L2(8))

o(Ly(11)) = zﬁﬁ%?) = 3676401 > 5,6.

Se ¢ = 13, entao
_ P(Ly(13)) _ 7281 > 6.6.
|Lo(13)] 1092

Como 17 divide |Ly(16)] e |L2(17)| e 19 divide |Ly(19)], considere grupos G = Ls(q) para
q > 23. Se q é par, entao |G| = q(¢> — 1) e is(G) = ¢* — 1 = |G| /q. Se q é impar, entao

0(Lx(13))

pelo Lema 3.4 em [4] temos

1, . 1 G|
Gl =5a(@ —1) e (G) < 5alg+1) p—
Como ¢ > 23, em ambos 0s casos
. Gl _ |G
G) < —— < —.
2(G) < g—17= 22

Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.

(3) Se ¢ € {4,8,9}, entdo, por [I5], tem apenas uma classe de conjugagao de
involucoes e as ordens de seus 2-subgrupos Sylow sdao 26,29 e 27, respectivamente. Se
g = 3, entao, por [15], G = L3(q) também tem apenas uma classe de conjugacao de

. - e , G
involugoes, e o tamanho dessa classe é L—;. Nos outros casos, temos is(G) < 1 logo

20
o(G) > 3,55.

Resta verificar para G = L3(q) para ¢ > 11. Pela Tabela e o Teorema [3.3]

temos que

Gl 1 ¢
_>_.
20 7 40 ¢+1
e
. 2(q +1)¢® 2¢° 2¢°
i2(G) < 2(q+ 1)¢* < = < :
() <200+ 0 S G ) T G R 1) S 1006 1 D)
Portanto,
. 1 ¢ G|
G)< —- < —
)< 51w

e pelo Lema [2.3| temos o(G) > 3, 55.

(4) Se ¢ € {3,4,8,9}, entao, por [15], tem apenas uma classe de conjugacao de

involucoes e as ordens de seus 2-subgrupos Sylow sao 25,2629 e 25, respectivamente. Se
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g = 5, entao, por [15], G = Us3(5) também tem apenas uma classe de conjugacao de

. - e . a
involugoes, e o tamanho dessa classe é 18l Nos outros casos, temos iy(G) < %,

510" logo
o(G) > 3,55.

Resta verificar com G = Us(q) para ¢ > 11. Pela Tabela e o Teorema ,

temos que

|G‘ 1 q8 . 4
—_— > = — G) <2 1)q".
20 710 g1 ¢ @) =2Aatl
Portanto, conforme o item anterior temos i2(G) < |G|/20 e o(G) > 3, 55. O

Lema 3.2. Sao validos cada um dos itens abaixo:

(1) Seja G = Ly(q) ou G = Uy(q), com ¢ > 3. Entao o(G) > 3,55;

(2) Seja G = Ls(q) ou G = Us(q), com ¢ > 2. Entao o(G) > 3, 55;

(3) Seja G = R(q) & 2Ga(q), com q = 3*"™! e n > 1. Entao o(G) > 3, 55;

(4) Seja G = G2(q), com g > 3. Entao o(G) > 3, 55;

(5) Seja G = S4(q), com g > 5. Entao o(G) > 3, 55;

(6) Seja G = Sz(2*™+1) = 2By(q), com g = 22" com m > 1. Entao o(G) > 3, 55;
(7) Seja G = Sg(q), com g > 2. Entéo o(G) > 3, 55;

(8) Seja G = Of (q), com ¢ > 2. Entao o(G) > 3, 55;

(9) Seja G =~ 3Dy4(2). Entao o(G) > 3,55;

(10) Seja G = 2Fy(2)'. Entao o(G) > 3, 55.

Demonstracao. As demonstragoes dos itens sao relativamente similares.

(1) Como mencionado anteriormente, |G| > g(G). Se G = L4(q) ou G = Uy(q)

com g > 3, entao pela Tabela [3.1], seque que

Gl 9@ _ 1 4° q"
20 20 20 2(¢g+1) 40(g+1)

Pelo Teorema [3.3] temos que

(@) <20 +q¢ Mg 7 = 2044
2(q+1)g"
(> —=1)(¢* - 1)¢

15

2q
100(g + 1)
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Assim,
24" ' ' @

2(G) < = < < —.
2(C) < 100001~ B0lgr D) ~ g+ 1) - 20
Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.

(2) O processo ¢ andlogo ao item anterior. Se G = Ls(q) ou G = Us(q) com q > 2,
entao pela Tabela [3.1], seque que

Gl _gG) 1 ¢* q*

20~ 20 20 2(q+1) 40(g+1)

Pelo Teorema [3.3], temos que

. 1y 5igs—2 _
(@) <20 +q¢NHg 2 =2(1+¢ Hg" = 2(¢" +¢")

2(g +1)¢*
(@ =D =17
24
< —2(] .
— 100(¢g+1)
Assim,
2424 g2 g G|

) < = —_—.
2(%) < 1000, 7D T 50(g 1) ~ 01 ~ 20

Pelo Lema 2.3} concluimos que o(G) > 3, 55.

(3) Se G = 2Gy(q) com q = 3" e n > 1, entdo pela Tabela 3.1} seque que

Gl oG L @i
2 40

207 20 20 2

Pelo Teorema [3.3] temos que

. _ 2(q+1)q" 2(q+1)q"
i2(G) <2(14+¢ Ng" =2(¢" +¢°) =2(¢ + 1)¢° = ( ¢ i q2q2>
7
< 2(g+1)q2
(> —1)q
7
< 2
=~ 100

Assim,
. 2" ¢ ¢ |G|
< = <<
2(G) < 705 =50 <20 < 20

Pelo Lema , concluimos que o(G) > 3,55.
(4) Se G = G3(q) com ¢ > 3, entdo pela Tabela [3.1] seque que

Gl _g(@) _ 1 ¢t _ 4"

20 20 20 2 40
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Pelo Teorema [3.3] temos que

7 _ 2(a+ g™ 2(q + g™
q ¢
2(q + 1)g*

(> —1)¢°
2(q+1)g™
(¢ —1)(qg+1)¢°
2q14
(¢—1)g°

2q14
100

i2(G) <20+ ¢ N =2(* +¢") =2(qg+ 1)q

IN

Assim,
21 g et G|

()R- S N i §
209 = 300 = 50 W0+ 20

Pelo Lema 2.3} concluimos que o(G) > 3, 55.

(5) Se G = S,(q) com g > 5, entao pela Tabela [3.1] seque que

80

Gl glG) 1 g° _q°
20 20 20 4

Pelo Teorema [3.3] temos que

. _ 4249.4 _ 2 q-+ 1 q10 2) q+ 1 qlo
ZQ(G)§2(1+(] 1)(] 1 :2(1“‘61 1)q6:2(q+1)q5: ( ) _ ( . 3)
q° q*q

2(q +1)g"°
(¢* - 1)¢®

2(q +1)g"°
(¢—1(g+1)¢*

2q10
(¢—1g*
2q10
200 °

IN

Assim,
) 2q10 qu qlo |G|
<=
2(G) < 500 = 100 < 80 < 20

Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3,55

(6) Para m = 1, entdo G = Sz(8) tem apenas uma classe de conjugacao de

G| /20

involugoes e a ordem de seu 2-subgrupos de Sylow é 2°. Assim, segue que i(G) <
e, com isso, o(G) > 3, 55.



Suponha m > 1 e ¢ > 32. Pela Tabela [3.1], seque que

Gl &) _ L ¢_o
2 a0

20~ 20 20 2

Pelo Teorema [3.3] temos que

i2(G) <2(0+q )’ =2( +¢°) =20+ )¢* = ——5"— =

Assim,
247 5 5 a
iQ(G)<—q —q—<q—<—| |

— 100 50 40 ~ 20°
Pelo Lema , concluimos que o(G) > 3,55

(7) Se G = Ss(q) com g > 2, entao pela Tabela [3.1] seque que

Pelo Teorema [3.3], temos que
() < —1y 62426 _ -1\ .12 _ 12 11y 11
ir(G) <2(14+¢ g © =2(1+q )g°=2(¢"+q") = 2(q¢+1)q
2(q+ 1)¢*!
*q®
2(q+ 1)q*!
(¢> = 1)g®
2q21
(¢ —1)¢
2q21
200

Assim,
) 2q21 q21 q21 |G|
<< —=— < — < —.
2(G) < 505 = 700 < 70 < 20

Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.

57
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8) Se G = Of (¢) com q > 2, entao pela Tabela [3.1] seque que
8

Pelo Teorema [3.3], temos que

. 1y 82 _ 2(q + 1)
2(G) <201+ q7)g% =21+ q7)g = 20g" + ¢ = 2(g + g = 2EIT qlg)
28
< 20¢+1)g
- (q2 _ 1)q11
_ 2(g+1)g®
(¢ —1)(g+1)g"
28
ot

400

Assim,
. 2(]28 q28 q28 |G|
o< T ¢ _ =l
2(G) < 200 = 200 < 160 < 20

Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.

(9) Por [15],
ig(G)<2'3|0i7|2<|2%|.
Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.
(10) Por [15],
ig(G)<2'%<|2%l.

Pelo Lema [2.3] concluimos que o(G) > 3, 55.

]

Proposigao 3.2. Seja G um grupo finito simples e suponha II(G) C {2,3,5,7,11, 13}.
(1) Se |II(G)| = 3, entdo G = A5 ou o(G) > 3,55;

(2) Se |II(G)| = 4, entao o(G) > 3, 55;

(3) Se |II(G)| = 5, entao o(G) > 3, 55;

(4) Se |II(G)| = 6, entao o(G) > 3, 55.

Demonstragao. (1) G é isomorfo a um dos grupos da Proposigao . Pelo Lema (3.1} se
G é isomorfo a Ag, La(7), Lo(8), L3(3) ou Us(3), entdao o(G) > 3,55. Restam Az e Uy(2).
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Suponha G = Uy(2), entao por [15]

: G| |G|
ZQ(G)<2 9% < 20

Portanto, pelo Lema [2.3| concluimos que o(G) > 3, 55.

(2) G é isomorfo a um dos grupos da Proposigao Pelo Lema , apenas o0s

grupos My, My e Jy precisam ser verificados. Por [15], se G = My, entao

i2(G) = % < %
Se G = M5, entao
MG)<2-%<%.
Se G =2 J,, entao
MG)<2-%<%.

Portanto, pelo Lema [2.3| concluimos que o(G) > 3, 55.

(3) G é isomorfo a um dos grupos da Proposigao Pelo Lema , apenas o0s
grupos Ugs(2), O(3), Moy, HS e McL precisam ser verificados. Por [15], se G = Ug(2),

entao

. G| |G|
w(G) <3 321 <50
Se G = 07(3), entao
. G| |G|
2(G) <3 3ol < %0
Se G = Mys, entao
. GG
2(G) =35, < 5p-
Se G = HS, entao
- G| |G|
_g. 1ol &l
22(G) 2830 = 20
Se G = McL, entao
. |G |G|
2(G) = 10320 < 20

(4) G é isomorfo a um dos grupos da Proposicao Pelo Lema [3.2) apenas os
grupos Lg(3), Suz e Fligy precisam ser verificados. Por [15], se G = Lg(3), entdo pelo
Teorema [3.3] e pela Tabela [3.1] segue que

1Gl

G
5 >@-:335>321 e 7;2((;)<8-319<321<u.

20

Assim, pelo Lema concluimos que o(G) > 3, 55.
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Se G = Suz, entao

: Gl _ 4]
9. 12 I
2(C) <2 5180 < 20
Se G = Fligy, entao
: |Gl |Gl
G)=3 ——— < —.
2(6) =3 o < 20
Portanto, pelo Lema [2.3| concluimos que o(G) > 3, 55. O

Teorema 3.4. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema 4.19 de [3]) Seja G um
grupo finito simples e suponha II(G) C {2,3,5,7,11, 13}. Entao

G=As ou oG) > 3,55 > 0(A4s).

Demonstra¢ao. Como G é um grupo simples, temos que |II(G)| € {3,4,5,6}. Portanto,
pela Proposicao concluimos que

G=A; ou o(G)> 3,55 > 0(As).

3.2.2 Automorfismos de grupos nao-soluveis

Nesta Subsecao, provaremos o Teorema/|3.6], essencial para o critério de solubilidade
que envolvem a ordem média. Primeiramente, abordaremos alguns lemas, em que para
demonstra-los serao utilizadas propriedades interessantes sobre automorfismos de grupos

finitos. O estudo dos préximos resultados desta Subsegao deve-se a W. M. Potter [20].

Vejamos alguns conceitos auxiliares. O primeiro deles é a definicao de grupo p-
nilpotente. Dizemos que um grupo finito G é p-nilpotente se existe N < G tal que
G =PNePNN =1,em que P € Syl,(G). Dizemos que N é um p-complemento normal

de P em (G. Agora, um teorema importante.

Teorema 3.5. Teorema do complemento normal de Burnside) Sejam p um primo,
G um grupo finito e P € Syl,(G). Se P < Z(Ng(P)), entao G é p-nilpotente. Além

disso, para P é abeliano temos que G é p-nilpotente se, e somente se, Ng(P) = Cg(P).
Demonstrag¢ao. Para uma demonstracao, veja o Teorema 7.50 de [22]. 0

Dizemos que 6 € Aut(G) inverte um elemento g € G se g’ = g~!. Defina

SO :={geCG | =9} e r(G0) = %
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Desta forma, r(G,0) determina a proporgao de elementos do grupo G que sao

invertidos pelo automorfismo 6.

Proposicao 3.3. Sejam G um grupo finito e 6 € Aut(G). Se r(G,0) > 4/15, entdao G é

soluvel.
Para uma demonstracao veja o Corolario 3.2 [20].

Considere z € G e § € Aut(G). Utilizaremos a notagdo x6 para denotar o auto-

morfismo de G definido por: ¢*? = (z71gz)".
Lema 3.3. Sejam 0 € Aut(G) e H < G. Entao
(1) se x € S(0), entao S(zf) = S(0)z~!;

(2) existe z € S(0) tal que

\Ha 0 S(0)| = |H N S(20)| > r(G,0) - |H|;

(3) Se H C S(#), entao para todo z € G ou
HznSO)=2 ou |HzNSO)| = |Cu((z))]

Demonstracao. (1) Seja x € S(). Entao

-1 6

y€ S(ad) =y ' =y = (a7 'y2)’ = a(yr)’ = (yx)™

= (y2)? <= yx € S(0).
Logo, existe

geS0), talque yr=9g = y=gr ' = S(zf) = S(O)x".

(2) Como |S(0)| = r(G,0) - |G| e G é a unido disjunta das classes laterais de H,
entao

wH N S0) > r(G,0) - |H]|

para todo x € G. Supondo que x € S(#) e conforme o item anterior, temos que

(xHNS(0)) 27" = HNS(x0).

(3) Se z,y € S(#), temos que zy € S(#) se, e somente se, [r,y] = 1. Suponha
Hz C S(0) e, sem perda de generalidade z € S(#). Uma vez que H < S(0), hz € S(0) se,
e somente se, h € Cy((z)). O
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Suponha que 6 € Aut(G) e que N JG tal que N é f—invariante. Entao definimos

o automorfismo 6 € Aut(G/N) por (¢N)? = ¢’ N, para todo gN € G/N.

Lema 3.4. Sejam G um grupo finito, N <G e 6 € Aut(G) tal que N’ = N. Se
lgN N S(0)] < [N,

para todo g € S(0), entdo
t1-r(G,0) <r(G/N,0).

Demonstracao. Seja x € S(6). Entao

(zN)? = 2N = 27 'N.

Logo, N € S(#). Seja um transversal 7 = {x1,...,2,} de N em G, tal que z, ...

)
S(0) e x;NNS(O) =0, para k < i <n. Entao

S(0) = G S() = | J(@:N nS(6)).

i=1
Logo,
k
[S@)] = |e:NNSO) = k- |z:N N S©O)].

=1

Por hipétese, |gN N S(8)] < t|N|, assim

|S(0)] |S(9)|~i§_1
SO =k-le;NNSO)| <k-t-|N| = k> = .

Observe que cada z; € S(6), para 1 <i < k, entdo

(xiN)‘9 = fo = mi_l — |S(§] > k.

Assim,
[S(@)] -t~

5@ >

Dividindo por |G/N| em ambos os lados da desigualdade obtemos

_IS@I L SO o

H(GINO) =GN 2 NI 16N

, T €

[]

Lema 3.5. Sejam G um grupo finito, H < G e p o menor primo que divide |H|. Se
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0 € Aut(G) que inverte cada elemento de H e r(G,60) > 1/p, entdo

p—1

[G:Co(H)| < W

Demonstragao. Por hipétese, H C S(0), logo H é abeliano e H < Cg(H). Seja 7 =

{z1,...,2,} um transversal de H em G, em que

Entao

Logo,
[S(0)] = |Ca(H) N S(O)| + Y |a:H USO)].

i=k+1
Pelo Lema3.3] temos z; HNS(0) = 0 ou |z, HNS ()| = |Cr({z;))]. Quandoi > k+1, temos
que Cx(x;) < H e como p é o menor primo que divide |H|, segue que |Cy(x;)| < p~'-|H|.
Como |Gg(H)U S(0)| < |Ce(H)| e sendo

n—k=[G:N]—[Co(H): H,

temos
15(0)] < |Ca(H)| + (n — k) - |H]|- % — |Ca(H)] + ]%|G\ - %|0G<H>|.

Ao multiplicar p em ambos os lados da desigualdade obtemos
p- SO <p-|Ca(H)| + |G| = |Ca(H)| = (p— 1)|Ca(H)| +|G].
Logo,
p-|5(0) = |Gl < (p — D[Ce(H)].
Dividindo |G| em ambos os lados e utilizando a hipétese de que (G, 6) > 1/p obtemos

p- SO 1G] _ |Ca(H)]

Portanto,
p—1

(G Ce(H)] < W

]

Lema 3.6. Sejam G um grupo finito, € Aut(G) e P um p-subgrupo de Sylow de G. Se
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r(G,0) >2/(p+1), entdo P é normal em G.
A demonstragao pode ser vista no Teorema 2.5 de [20].

Teorema 3.6. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema 5.5 de [3]) Seja G um
grupo finito nao-soluvel tal que G nao contém subgrupos normais soliveis nao triviais.
Seja 0 € Aut(G). Se r(G,0) > 2/9, entao G = As.

Demonstra¢ao. Suponha que 6 € Aut(G) e r(G,0) > 2/9. Suponha que G é um grupo
simples. Sejam p é um primo que divide |G| e P o p-subgrupo de Sylow de GG. Neste caso,

P nao é normal em G e pelo Lema [3.6] temos que

2
_ 0

NIl )

Assim, p+ 1 < 9, isto é, p € {2,3,5,7}. Como G é nao-soluvel, segue que |TI(G)| > 3.
Entao G possui um 5-subgrupo de Sylow ou 7-subgrupo de Sylow. Neste caso, p > 5, logo
pelo Lema [3.3| e ao substituir 26 por 6 (pois (G, x8) > 2/9), segue

2 1
POSE)| > r(G.O)PI >3 P> Pl

Entao (PN S(#)) = P e P’ = P. Como p é fmpar, pelo Lema 4.1 no Capitulo 10 de [25]
temos que P = Cp(6)(S(0) N P), logo

1P|

|ICp(0)] = SO NP

< p.

Assim, S(0) N P = P. Logo, P é invertido ponto a ponto por 6, o que implica que P é
abeliano. Como r(G,0) > 2/9 > 1/p, pelo Lema temos que

|G : Ca(p)| < b TéUG_’Ql) —1° p]?%__l 1 : -2;89—_9”
Se p = 5, entao
G : Ca(P)| < % = 36.
Se p =7, entao
|GICG(P)‘<%:;>:%<1L

Como P é abeliano e G nao é p-nilpotente (pois assumimos que G é simples), segue pelo
Teorema do complemento normal de Burnside que P < Cg(P) < Ng(P). Sep =17,
entdo |G : Ng(P)| > 8 e |G : Ce(P)| > 16, uma contradi¢ao. Portanto, p = 5. Logo,
II(G) € {2,3,5} e pela Proposicao G é isomorfo a um dos seguintes grupos: As. Ag
e S4(3). Por [15], no caso de |P| = |Cg(P)| =5 e se G ¢é isomorfo a Ag ou Sy(3), entdo
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|G : Ce(P)| > 36, uma contradi¢ao. Assim, G = As.

Suponha que G é um grupo nao-simples. Seja N um subgrupo normal minimal de
G. Uma vez que GG nao contém subgrupos normais soltiveis proprios, N é produto direto
de grupos simples isomorfos. Pelo Lema [3.3] podemos escolher um automorfismo 6 de G
tal que
2 1
INNS(0) > §|N| > 5|N|

Como N = N’, entao nao possui subgrupo préprio de indice menor ou igual a 4, logo
N=(NnS@®) e N’=N.
Seja X um dos fatores de N. Analogamente, e
2 0
I X NS@O) > §|X| e X'=X.

Entao, pela primeira parte da prova segue que X = As;. Como X é nao-solivel, pelo
Lema [3.3] e Proposicao [3.3] temos que

|XﬂS(y9)|:\XyﬂS(9)|§%|X], para todo y € NN S(H).

Assim, pelo Lema
15 2 5 4

r(N/X,0) > 19°%6 > 5
Pela Proposicao , N/X é soluvel. Assim, N = X = A;. Como X é normal em G,
segue analogamente que G/ X é solivel. Como X é simples, entao X NCq(X) = 1. Logo,
Ce(X) é subgrupo normal solivel de G. Mas G nao contém subgrupo normal solivel

préprio, entao Cg(X) = 1. Assim,
G = H < Aut(As) = Ss.

O grupo S5 nao possui automorfismo interno que inverte mais que (1/6)]S5| elementos.
Como 1/6 < 2/9, entao X < G e |G| < |S5|. Assim, G = X = A;, uma contradigao, pois

supomos que G é nao-simples. n

3.2.3 Critério

O critério que veremos agora deve-se a M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj [3]. Em
suma, utilizaremos os dois resultados principais das ultimas duas subsecoes: o Teoremas

e[3.4l Para tanto, precisamos do conceito de grupo p-solivel para prosseguir.
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Primeiramente, considere um grupo G e uma série

Dizemos que S é uma série de composicao se cada fator G;;1/G; é um grupo simples,

para 0 <7 <n—1.

Proposicao 3.4. Todo grupo finito possui uma série de composicao.

Demonstrag¢ao. Seja G um grupo finito. Fagamos por inducao em |G|. Para G = 1, temos
o resultado. Considere que para todo subgrupo H tal que |H| < |G| o resultado vale. Se G
é simples, entao 1 <1 G ja é uma série de composi¢ao. Se GG nao é simples, podemos tomar
um subgrupo normal M préprio de ordem maxima. Pelo Teorema da Correspondéncia
, o quociente G/M é simples, pois o inico subgrupo de G que contém M é o préprio
G. Como |M| < |G|, a série

1=My<M ... M,, =M
é uma série de composigao. Como G /M é simples, concluimos que
1=My<M; <...<M,,=M<G
é uma série de composicao para G. O]

Agora, denote por P o conjunto de todos os primos. Seja m C P. Defina 7’ := P\ 7.

Se p é um primo, chamamos um grupo G de p’-grupo, se |G| é coprima com p.

Definicao 3.1. Seja G um grupo finito. Dizemos que G é um grupo p-soltuvel se G possui

uma série normal em que cada fator é p-grupo ou p’-grupo.

Uma observagao direta é que todo grupo solivel G é um grupo p-solivel. Para
verificar isto, basta tomar uma série de composicao para GG. Como G é soluvel, cada fator
¢é abeliano e, como a série é de composicao, cada fator é simples. Logo, todo fator da série

de composicao possui ordem prima, ou seja, cada fator é p-grupo ou p’-grupo.

Além disso, todo grupo 2-solivel é também soluvel. Considere G um grupo 2-
soluvel. Isto ocorre, pois todo fator possui ordem 2", para algum inteiro positivo n, ou
possui ordem coprima com 2, isto é, ordem fmpar. Pelo Teorema de Feit-Thompson [I.7]
cada um dos fatores ¢ soluvel. Assim, G; e G/G; (a série ¢ normal) sao soliveis, logo G

é soluvel.
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Agora, seja

x€lrr(G)

em que [rr(G) é o conjunto de caracteres irredutiveis (complexos) de G. Neste caso,
i2(G) + 1 < T(G). Um estudo detalhado sobre este tema pode ser visto em [27] e [2§].

Seja um primo p > 7. Defina

p(p® — 1) _
91(p):m se. p=1 (mod 4)

g(p)=p—1 se p=3 (mod4)

Mp—%_

92(p) = b1

A demonstracao do resultado abaixo pode ser visto em [26].

Proposicao 3.5. Seja G um grupo finito. Se p > 7 e G é nao-p-soluvel, entao um dos
casos abaixo ocorre:
G| G

MO=0w "9 e "9

Proposicao 3.6. Sejam G um grupo finito nao-p-solivel e p um primo. Se p > 17, entao

i2(G) < (1/15)|G].

Demonstragao. Pela Proposicao [3.5] temos que
2(G) < T(G) < ——[G] < ——|d]
19 ~ p— 1 p— 5 .

Para p = 17, segue que
1

17 -2

. 1
2(G) < 7G| = =[G,

O

Lema 3.7. Sejam G um grupo finito ndo-solivel e p um primo tal que p divide |G|. Se
p> 17 e o(G) < o(A;), entdo G é p-solivel.

Demonstracao. Seja G um grupo nao-soluvel. Se p > 17 e GG é nao-p-soluvel, entao, pela
Proposicao 3.6} i2(G) < (1/15)|G|. Pelo Lema [2.3] o(G) > o(As), uma contradi¢ao. [

Prosseguimos agora para o resultado principal deste capitulo. Este teorema fornece

um critério de solubilidade para um grupo finito G.
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Teorema 3.7. (M. Herzog, P. Longobardi e M. Maj, Teorema B de [3]) Seja G um grupo

finito e suponha que
211

o(G) < of43) = -

Entao G é soluvel.

Demonstra¢ao. Suponha G um grupo nao-solivel finito que satisfaz duas condigoes: o(G) <
0(As) e G nao é isomorfo ao grupo As. Suponha também que G possui a menor ordem
possivel que satisfaga tais condigoes. Primeiramente, mostraremos que GG nao é um grupo

simples.

Suponha que G é um grupo simples. Seja p um primo que divide |G|. Se p > 17
e sendo G é um grupo nao-solivel que satisfaz o(G) < 0(Aj), entdo G é p-solivel (Lema
3.7). Porém, G é um grupo simples, logo G nao pode ser p-soluvel. Assim, II(G) C
{2,3,5,7,11,13} e pelo Teorema[3.4 G = A5 ou o(G) > 3,55 > o(As), uma contradigao,

pois estamos supondo que o(G) < o(As). Portanto, G nao é um grupo simples.

Assim existe S <1 G tal que 1 < |S] < |G|. Pelo Lema 2.2 temos que o(G/S) <
0(G) < 0o(As), logo G/S nao é isomorfo a As. Como o(G/S) < 0(As), pela minimalidade
de G temos que G/S é soluvel. Entao existem N <9 G e um primo p tal que |G/N|=pe

211
o(G/N) < o(G) < o(As) = w0 - 3,51666... < 3,52.
Como G é nao-soluvel, entao N é nao-soluvel.

Se p > 3, entao |G/N|=pe

oG/N) = o(Cy) = PO DT gy 1> 45 o)

p
uma contradicao. Assim, p = 2 ou p = 3, entao pelo Lema temos que o(G) > 3,66,
uma contradicao, pois o(G) < 3,52. Logo, p =2 e G = NUxN, para algum z € G\ N,
com |zN| =2 em G/N. Logo,
(G) = (N) + ¢ (aN).
Por |z N| = 2 divide |zn|, para cada n € N.

Se |zn| > 4, para cada n € N, entao ¥(xN) > 4|N| e ¥(G) > (N) + 4|N].

Portanto,

P(G) , ¥WV) AN O(N) A INT Ly

C=Tar = ar Ter T2 Tz 2
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Logo,
o(N)<2-(o(G)—2) <2-(3,52—2) = 3,04,

uma contradi¢ao pelo Lema [2.3] Assim, existe zn € N de ordem 2 e podemos assumir
que |z| = 2. Defina
X:={zn | neN, |zn| =2}

Temos que (zn)? =1 se, e somente se, znx = n~!, isto é, n® = n~!. Dessa forma,
I X|=|{neN |n"=n""}.
Assim,
B(EN) > 2 [X| +4- 2N\ X].

Se N contém um subgrupo normal soluvel K # 1, isto é, K << N, entao M = KK?* é um

subgrupo normal soluvel proprio de G e
o(G/M) < o(G) < o(As).

Como G/M é nao-solivel, pela minimalidade de G, temos que G/M = As, uma con-
tradicao, pois o(G/M) < 0o(As). Assim, N nao contém subgrupo normal solivel préprio
e NNCg(N) = 1. Além disso, se 6 denota a conjugacao de N por z, pelo Teorema
3.6, temos N = As ou |X| < (2/9)|N|. Suponha N = A;. Como NN Cg(N) =1, se
Ca(N) # 1, entao |Cg(N)|=2e G =N x Cg(N). Assim,

o(N) =0(G/Cg(N)) < o(G) < o(As),
uma contradicdo, pois N = As. Logo, Cg(N)=1¢

Como |G| = 2|N|, entdo G = S5. Porém

1
o(G) = oSs) = % — 4,175 > o(As),

uma contradi¢ao, pois o(G) < o(Aj).
Suponha que |X| < (2/9)|N|. Entao

2 7
eN\ X = |2N| = |X]| 2 |2N| = 5IN| = gIN].

Logo,
U(G) =Y(N) +9(aN) > Y(N) + 2| X[ + 4(|JzN \ X]).



Observe que 2|X| +4(JzN \ X|) = 2(|N| — | X]|) + 2|N|. Assim, temos

(@)

v

Y(N) +2/X| +4(JeN \ X))
> (N)+2- L[N +2IN]

Com isso,

_ (G o o)+ (7/9) - 2IN| + 2[N]
Gl |G|

1
> So(N)+ 1,777,

o(N) < 2(0(G) — 1,777) < 2(3,52 — 1,777) = 2- 1,743 = 3,486 < o(A5).

Como N < G e A5 # N, obtemos uma contradi¢ao pela minimalidade de |G|.
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Consideracoes Finais

Ao longo do trabalho, notamos diversas técnicas de demonstragao sobre o tema.
No Capitulo 2 vimos propriedades gerais da fun¢ao o(G) e abordamos algumas questoes,
que, por sua vez, conectamos com o estudo de p-grupos. Vimos que a classe de p-grupos
anti-Hughes aparece como candidata para construcao de contraexemplos a Conjectura de
Andrei Jaikin-Zapirain, diferente do caso dos p-grupos secretos de Wall, que de fato sao

utilizados para construir contraexemplos, conforme o Capitulo 3 nos apresentou.

Ainda no Capitulo 3, demonstramos um resultado importante que envolve a ordem
média de grupos simples e o grupo As e, também, demonstramos outro resultado impor-

tante que utiliza a fungao (G, ). Com isso, finalizamos o Capitulo 3 demonstrando o
Critério de Solubilidade B.7.

Agora, dedicamos esta parte da dissertacao para apontar possiveis pesquisas fu-
turas. Conforme foi visto no Capitulo 2, nao existe um grupo finito G tal que o(G) seja
um inteiro positivo par ou igual a 3. Além disso, o Teorema garantiu que todo inteiro

positivo maior ou igual a 2 é ponto aderente de Im(o).

Portanto, uma pergunta natural é se existe G em que o(G) é um inteiro positivo
fmpar? Em [31], os autores listaram alguns grupos cuja ordem média sao niimeros {mpares,

com auxilio do [GAP]. No entanto, a ordem dos grupos investigados é até 5000.

Questao 3.4. Existem grupos de ordem maior que 5000 em que a ordem média ¢ igual

a um inteiro positivo impar? Se sim, qual a estrutura desses grupos?
Questao 3.5. Para quais grupos finitos G temos que = € G tal que o(G) = |z|?

Espera-se que este trabalho estimule novas respostas sobre o tema.
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Apendice A
(GAP - Groups, Algorithms and

Programming)

O [GAP] (Groups, Algorithms and Programming) é um sistema computacional

algébrico, que possui como intuito auxiliar a investigacao sobre temas relacionados a teoria

de grupos e outras estruturas algébricas.

No Exemplo [2.5] comentamos sobre o grupo G = A x (Jg. A biblioteca do GAP

cataloga o grupo G como SmallGroup([72,41]), isto significa que |G| = 72 e a numeragao

de G nesta biblioteca é 41. Na ocasiao, dizemos que todo elemento de ko(G) possui

ordem 4. Abaixo, comentamos as funcoes do GAP utilizadas para verificar este fato.

Agradecemos ao Professor Martino Garonzi pelo auxilio.

StructureDescription(G): Retorna a descri¢ao da estrutura do grupo G conforme
a biblioteca do GAP.

MinimalGeneratingSet(G): Retorna um conjunto gerador de menor cardinali-
dade.

Elements(G): Retorna todos os elementos de G.

Combinations(Elements(G),2): Retorna todos os pares possiveis formados por

elementos de G.

A:=(Filtered(Combinations(Elements(G),2),x — Group(x[1],x[2])=G)):

Retorna a lista de todos os pares de elementos de GG, em que cada par gera G.

Flat(A): Retorna a mesma lista anterior sem os colchetes, isto ¢, lista todos os
elementos da lista anterior sem distin¢ao de pares, incluindo repeti¢oes. Um exemplo
numérico: seja a lista t:=list([[1,2,3][4,1]]), assim Flat(t) retorna [1,2,3,4, 1].

B:=Set(Flat(A)): Retorna a lista Flat(A), mas sem repeticoes.
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e C:= List(B,Order): Retorna uma lista composta da ordem de cada elemento da
lista B.

e Collected(C): Retorna uma nova lista composta com elementos da forma [z, ],
em que = é o elemento presente na lista B e y é o nimero de vezes que aparece na
lista. No nosso caso, esta lista é composta unicamente por [[4,54]]. Isto significa

que a lista C' possui 54 elementos e todos eles possuem ordem 4.

Ao utilizar estes comandos do GAP, constatamos que |k2(G)| = 54. Além disso,

para todo x € ko(G), temos que |z| = 4.
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