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RESUMO

O objetivo deste trabalho ¢ investigar/descrever propriedades estruturais de grupos (fini-
tos ou infinitos) a partir de restri¢oes sobre seus subgrupos.

Palavras Chaves: Critérios de Solubilidade. Grupos Finitos. Comutadores.



ABSTRACT

The goal of this work is to investigate/describe structural properties of groups (finite or
infinite) under some restrictions on their subgroups.

Keywords: Solubility Criteria. Finite Groups. Commutators.



Simbolo
ACG
ACG
A<G
A<G
N 944G

[z, 9]

Sylﬂ(G)

Lista de simbolos

Significado

A é subconjunto de G.

A é subconjunto de G com A # G.

A é um subgrupo de G.

A é um subgrupo proéprio de G.

N é um subgrupo subnormal de G.
Indice do subgrupo H em G.
Comutador de x e y.

N é um subgrupo normal de G.

N é um subgrupo normal minimal de G.
M é um subgrupo maximal de G.

M é um subgrupo ciclico maximal de G.

Grupo quociente de G por N.

H ¢ isomorfo a G.
Centralizador de H em G.
Normalizador de H em G.
Subgrupo derivado de G.
Produto direto.

Produto semidireto.
Centro do grupo de G.
Soma direta.

Grupo gerado pelo elemento a.
Ordem do elemento a.
Subgrupo de Frattini de G.

Conjunto dos primos que comparecem na fatoracao de |G|.

Conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G.
Ordem do grupo G.
O mdc entre m e n.
Conjugado de x por v,y tay.

Comutador dos elementos x e y (nessa ordem), x~ 'y~ txy.

Conjunto nao vazio de primos.
m-subgrupo de Sylow de G.
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Introducao

Neste trabalho, nosso objetivo é investigar propriedades estruturais de grupos a
partir de restrigdes sobre certos subgrupos (maximais). Em linhas gerais, investigamos as
seguintes duas questoes:

e Como a existéncia de um dado subgrupo abeliano pode influenciar na estrutura de
um grupo?

e O que podemos dizer acerca de grupos nos quais os subgrupos ciclicos maximais sao
ainda subgrupos maximais?

Todos os teoremas e exemplos aqui apresentados foram baseados nos trabalhos
de Brodie [1], Segal [5], Robinson [9], Gupta [10] e Juriaans e Rogério [13].

Os dois primeiros teoremas apresentados nesse trabalho investigam a estrutura de
um dado grupo a partir da existéncia de um subgrupo maximal e abeliano. O resultado
a seguir ¢ uma caracterizacao de p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal
ciclico.

Proposicao A. Um grupo de ordem p™ tem um subgrupo maximal ciclico se, e somente
se, for de um dos sequintes tipo:

a) Um grupo ciclico de ordem p™.

1

b) O produto direto de um grupo ciclico de ordem p"~' e o outro de ordem p.

n—1

¢) (oa|a?=1=a""", a® =a"" "), n>3.
d) O grupo diedral Dan, n > 3.
e) O grupo quatérnion generalizado Qan, n > 3.

1

f) O grupo semidiedral (x,a | 2> =1=0a2"", a* = a® "), n > 3.

O resultado a seguir é um critério de solubilidade para um grupo finito a partir
da existéncia de um subgrupo maximal abeliano.

Teorema B. (Herstein) Seja G um grupo finito admitindo um subgrupo mazximal abe-
liano H. Entao G € solivel.
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O proéximo resultado descreve propriedades do subgrupo derivado e da ordem
de um grupo que possui um subgrupo normal abeliano cujo quociente é ciclico. Mais
precisamente,

Teorema C. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de G. Suponhamos
que existe v € G, tal que GJ/A = (Az). Entao

(1) (Spiegel, [14]) {[a,z] [ a € A} < G.
(2) G' ={ [a,z] | a € A}.
(8) A aplicagio
r:A—¢
a+— |a, ]
€ um epimorfismo.
(4) Oker(T') = AN Z(G). Em particular,

A

inz@ = ¢

(5) Seja A um subgrupo mazimal de um p-grupo nao abeliano G. Suponhamos que A é
abeliano. Entao
(5.1) Z(G) < A.
(5.2) |Gl =p-1Z(G)]-|G].

A Proposicao A e os Teoremas B e C ja sao bastante conhecidos, mas optamos
por incluir as suas demonstracoes por uma questao de completude e evidenciar a impor-
tancia/influéncia dos subgrupos maximais/abelianos na estrutura do seu grupo.

Agora estamos interessados em investigar a estrutura de grupos que sao M.~
grupos. Fixemos a seguinte definicao. Dizemos que um grupo G é um M.-grupo se, e
somente se, as seguintes duas condigoes sao satisfeitas:

e Todo subgrupo ciclico maximal é maximal em G.
e (& contém pelo menos um subgrupo ciclico maximal préprio.

No contexto de grupos finitos: Juriaans e Rogério classificaram todos os M-
grupos. Mais precisamente,

Teorema D. (Juriaans e Rogério). Seja G um grupo finito. Entao G é um M.- grupo
se, e somente se, um dos sequintes vale:

(1) G € ciclico ou G = C, x Cp x Cy,, onde p € um primo que ndao divide n.
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(2) G = C,, x Qg com n impar.

(3) Ezistem primos g < p, uma sequéncia exata 1 - Z(G) - G — C, xC, — 1 e
Z(G) < (z) para qualquer (x) <. G.

Aqui, comecgaremos estudando uma caracterizagao de grupos ciclicos infinitos em
termos dos seus subgrupos (proprios) devido a Fedorov (veja 9, Exercicio 14.5.5]).

Teorema E. (Fedorov). Seja G um grupo infinito. Entao G ~ Cy (ciclico infinito) se,
e somente se, todos os subgrupos nao triviais de G tem indice finito.

No contexto dos M.-grupos infinitos a teoria é muito mais complicada e, até
agora, nao existe uma classificagdo completa para tais grupos. Aqui estudaremos os
seguintes resultados de Juriaans e Rogério acerca de M -grupos infinitos:

Teorema F. (Juriaans e Rogério). Seja G um M -grupo infinito.
(1) Se G € solivel, entao G € ciclico infinito.
(2) Entao G' = G".

(3) Se G € residualmente finito, entao G € ciclico infinito.

Observe que os itens (1) e (3) do Teorema F nos fornecem novas “caracterizagoes”
para grupos ciclicos infinito em termos de M.-grupos. Cabe destacar que nem sempre
um M. -grupo infinito é ciclico (infinito). Por exemplo, os grupos que ficaram conhecidos
como Monstro de Tarski sao M. -grupos infinitos. Tais grupos sao 2-gerado, simples,
infinito de expoente p, para primo “suficientemente grande”.

O trabalho foi dividido em 5 Capitulos e a sua estrutura em linhas gerais é a
seguinte:

e Capitulo 1: Neste capitulo apresentaremos alguns toépicos béasicos da Teoria dos
Grupos que serao necessarios para o desenvolvimento desse trabalho. Na secao 1.1
definiremos subgrupos normais, grupo quociente e morfismos de grupos e apresenta-
mos os Teoremas dos Indices, de Poincaré, da Correspondéncia e dos Isomorfismos.
Na secao 1.2 apresentaremos alguns subgrupos cléssicos os quais serao de grande
utilidade na prova dos principais resultados deste texto. Também apresentaremos
os Teoremas de Sylow. E por fim, na se¢cao 1.3 faremos uma breve sintese sobre
extensoes de grupos.

e Capitulo 2: Neste capitulo, faremos um breve estudo dos grupos ciclicos, abelianos,
soltveis, nilpotentes, supersoliveis e policiclicos, destacando alguns resultados ba-
sicos que nos serao fundamentais nos capitulos finais. Na tltima se¢ao faremos uma
comparagao entre tais classes.
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e Capitulo 3: Neste capitulo, estudaremos grupos que admitem um subgrupo maxi-
mal. Na se¢ao 3.1 apresentaremos uma classificagao de grupos, cuja ordem é uma
poténcia de niimero primo que possuem um subgrupo ciclico o qual é maximal.
Utilizaremos este resultado para provarmos o Teorema que caracteriza os grupos
nilpotentes finitos que sao M -grupos. Na secao 3.2, apresentaremos um teorema
de caracterizacao de grupos finitos que possuem um subgrupo maximal e abeliano,
para a demonstracao de tal resultado usaremos grupos de Frobenius, assim trazemos
a definicao e algumas propriedades de grupos de Frobenius. Na tultima se¢ao nos
ocuparemos de uma importante subclasse dos grupos soluveis chamados de grupos
“abeliano-por-ciclico”. A Proposigao A e os Teorema B e C serao demonstrados
neste capitulo.

e Capitulo 4: Aqui apresentaremos a prova do Teorema D. Iremos investigar a estru-
tura dos M -grupos. Na primeira sec¢ao, definiremos e exibiremos alguns exemplos e
propriedades dos M .-grupos e a se¢ao 4.2 iremos caracterizar os M -grupos finitos.

e Capitulo 5: Na primeira se¢ao deste capitulo, definiremos e apresentaremos algumas
propriedades de F'C-grupos. Na secao 5.2 apresentaremos o Teorema de Schur e
Fedorov e na secao 5.3 iremos classificar algumas familias de M .-grupos infinitos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns conceitos e resultados da Teoria
dos Grupos que serao importantes para as demonstragoes dos nossos resultados principais.
No intuito de consolidar a notacao que sera utilizada ao longo deste trabalho, facilitando
a compreensao dos lemas, proposicoes e teoremas abordados nos capitulos subsequentes.
Em geral, nao apresentaremos as demonstracoes destes resultados, entretanto elas podem
ser encontradas em |2, Capitulo 5|, [3, Capitulo 6] e |9, Capitulo 1].

1.1 Subgrupos Normais, Grupo Quociente e Morfismos
de Grupos

Definicao 1.1.1. Dizemos que um subgrupo N < G € um subgrupo normal se Ng = gN,
para todo g € G.

Notacao: N 4 G.

A partir de um subgrupo normal N induzimos uma operac¢ao natural sobre as
classes laterais: N - yN = zyN. O conjunto {zN | x € G} com a opera¢ao mencionada
¢ um grupo.

Notagao: G/N = {zN | z € G}.

Definicao 1.1.2. Seja N 9 G, o indice de N em G € definido por |G : N| := |G/N| =
{gN [ g € G}

Observagao 1.1.1. {1} e G sdo sempre subgrupos normais em G.

Definicao 1.1.3. A ordem do grupo G € o numero de elementos em G e serd denotada
por |G|. Se o é um elemento do grupo G, a ordem de v € a ordem do subgrupo gerado
por « que serd denotada por o(a) = |{a)].

Proposicao 1.1.1. Seja N < G com |G : N| =2, entao N JG.

Definigao 1.1.4. Sejam (K, x),(L,0) grupos. Dizemos que uma aplicagio ¢ : K — L €
um homomorfismo (de grupos) se p(x *y) = ¢(x) o p(y), para todo x,y € K.
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Exemplo 1.1.1.
1. Se N 4G, entio 7 : G — G/N dada por g — gN é um homomorfismo (projegao).
2. O det : GL,(n,F) = F* onde A* = detA e F* =F \ {0}. AquiF é um corpo.

Teorema 1.1.1. (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G, H grupos e ¢ : G — H
um homomorfismo de grupos. Entdo

G
Ker(y)

~ I'm(p).

Exemplo 1.1.2. A projecio m: G — G/N ¢é um epimorfismo cujo nicleo € ker(w) = N.

Corolario 1.1.1. (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H < G e

HN H
N < o NNH,N<NH ~ )
<G, entao NN H,N < e N TAN

Corolario 1.1.2. (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H < G, N <G
e H < N. Entao,

G G/H

N N/H
Teorema 1.1.2. (Teorema da Correspondéncia). Se G é um grupo e N < G, entao existe
uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de G que contém N e os subgrupos de

N Por esta correspondéncia, 0os subgrupos normais de G que contém N correspondem a

subgrupos normais de N € vale a reciproca.

Proposicao 1.1.2. (Teorema dos indices). Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Su-
ponhamos que H < K < G. Entao: |G: H| =|G: K|-|K : H|.

Teorema 1.1.3. (Lema de Poincaré) Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Entao

IG:HNK|<|G:H| |G: K|
Ademais, se (|G : H|,|G: K|) =1, entao |G: HNK|=1|G: H|-|G: K]|.

1.2 Subgrupos “Classicos”

Nesta secao definiremos alguns subgrupos especiais que serao utilizados na cons-
trucao do nosso trabalho, assim consolidando a notagao a ser usada no texto. Vejamos as
definic¢oes:

1) Se z,9 € G o conjugado de x por g sera x9 = g~ 'zg.
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2) Se x € G, a classe de conjugagao de x é o subconjunto:
2% = {29 | g € G}.

3) Se x € G, o centralizador de = em G é o subgrupo formado pelos elementos em G
que comutam com z, indicado por:

Co(x)={g€ G |z9=nx}.
4) Se H C G, o centralizador de H em G é o subgrupo:

Co(H)={ge G| =hVheH}= () Calh).

h € H

5) O centro do grupo G é o subgrupo formado pelos elementos de G que comutam com
todos os outros elementos de G e ¢ indicado por Z(G) = Cg(G).

6) Se H < G, definimos o normalizador de H em G como sendo o subgrupo
Ne(H)={g€G |g'Hg=H}.
Note que H < Ng(H) < G.
7) Se x,y € G, definimos o comutador de = e y como sendo:
[z,y] = 2y ay.
Observe que x e y comutam se, e somente se, o comutador é [z, y] = 1.
8) Definimos o subgrupo derivado
G'=(lz,y] |2,y € G).
Lembrando que se X C G, o subgrupo gerado por X seré:
(X)={a - 2225 ... a0 | neN, ;€ X, oy =+1}.
9) Se H, K C G definimos [H, K| = ([h,k] | h € H,k € K). Note que G' = [G, G].
10) Um grupo K é dito ser de tor¢do quando o(x) < oo,V = € K.
Proposigao 1.2.1. Seja G um grupo.
a) |29 = |G : Cg(x)|.

b) (Equagoes das Classes) Suponhamos que G € finito. Entao existem gi,--- ,9, € G
tais que

Gl =12(G)| +)_1G: Calgo)l-

i=1
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1.2.1 Teoremas de Sylow

Um dos Teoremas fundamentais da Teoria dos grupos finitos ¢ o Teorema de
Sylow que nos da uma “reciproca” do Teorema da Lagrange.

Teorema 1.2.1. Sejam G um grupo finito e p um primo. Escreva |G| = p®m, onde o
inteiro m nao € divisivel por p.

(1) Todo p-subgrupo de G estd contido em um subgrupo de ordem p®. Em particular,
como 1 € um p-subgrupo, p-subgrupos de Sylow sempre existem.

(2) Sen, € o numero de p-subgrupos de Sylow, n, =1 mod p.

(3) Todos os p-subgrupos de Sylow sao conjugados em G.

1.3 Extensoes

Definicao 1.3.1. Sejam A, B,C grupos e f: A— B e g: B — C homomorfismos de
grupos. Se f € injetiva, g sobrejetiva e Im(f) = Ker(g), a sequéncia

1—s A B %o

€ chamada de sequéncia exata curta. Em particular,
B

Tm(f) ~ (.

Exemplo 1.3.1. Se N < G, entao
1— NG G/N —1
€ uma sequéncia exata, por
i+ N—G
T
T : G— G/N
xr+— N

onde i € a func¢ao inclusao e ™ € a projecao candnica. Nesse caso, dizemos que G € uma
extensdo de N por G/N.

Exemplo 1.3.2. O grupo D, € extensao de Cy por Cy x Cs.

De fato, consideremos D, = (a,b | a* =b* =1, bab = a™!). Tomemos N = (a?).
Dai, D4/N = <CLN, bN) ~ CQ X 02.

Exemplo 1.3.3. O grupo D, € extensao de C, por Cs.

Com efeito, consideremos D, = (a,b | a? = b* = 1, bab = a™ '), com p primo.
Tomemos N = (a?) ~ C,. Dai, D,/N ~ C\.

Exemplo 1.3.4. O grupo G = {(a,b | a® = b* = 1,a° = a™!) ¢ extensio de Cy por Ds.
Tomemos N = (b*). Dai, G/N ~ Ds.
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Classes de Grupos

Ao longo do texto seré interessante descrever certas classes de grupos a partir de
extensoes.

Definicao 1.3.2. Dadas duas classes de grupos X; e Xy, podemos definir a classe X;-
por-Xy como sendo todos os grupos G nos quais existe um subgrupo normal N no qual
NGXl BG/NEXQ.

Definicao 1.3.3. Dizemos que um grupo G € abeliano-por-ciclico se existe um subgrupo
normal de G, tal que N € abeliano e G/N ¢€ ciclico.

Exemplo 1.3.5.
1. Todos os grupos que aparecem na Proposicio A sao abeliano-por-ciclico.
2. 0 grupo Ay = ((12)(34),(13)(24),(123)) € abeliano-por-ciclico.

Definicao 1.3.4. Dizemos que um grupo G € policiclico-por-finito se tiver um subgrupo
policiclico normal de indice finito. Ou seja, se houver um subgrupo normal de indice finito
que admita uma série subnormal com fatores ciclicos.

Definicao 1.3.5. Dizemos que um grupo G € central-por-finito se o indice |G : Z(G)| €
finito.

Exemplo 1.3.6. Todo grupo finito € central-por-finito.
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Entre Nilpotentes e Soltaveis

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre alguns resultados béasicos neces-
sarios para a compreensao dos resultados principais dos capitulos posteriores. Apresen-
taremos algumas defini¢goes e propriedades relevantes sobre grupos ciclicos, abelianos,
soluveis, nilpotentes, supersoliveis e policiclicos. O leitor interessado em mais detalhes
pode consultar [2, Capitulo 7|, [5, Capitulo 1], [9, Capitulo 5] e [12, Capitulo 6].

2.1 Grupos Ciclicos

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo, dizemos que G € um grupo ciclico se G € gerado por
um dnico elemento, isto €, se existe a € G tal que G = {(a).

Vejamos alguns exemplos de grupos ciclicos:
Exemplo 2.1.1.

1. O grupo aditivo dos numeros inteiros € um grupo ciclico infinito. De fato, Z € gerado
por 1 ou por —1 e estes sao seus unicos geradores.

2. Para todo numero inteiro n, o Grupo aditivo Z, dos Inteiros mddulo n € ciclico,
pois L, = (1).

3. O grupo multiplicativo C*, tal que, (i) = {i,—i,1,—1} € ciclico gerado por i.
4. Dado n > 2. Consideremos C,, = {z | 2™ =1} < C*.

Observagao 2.1.1. Se G € um grupo ciclico, entdo o gerador de G, isto €, o elemento

a € G tal que G = (a), em geral, nao € unico. Por exemplo, Zy = (1) e Zy = (3).

Proposicao 2.1.1. Se G é um grupo ciclico, entao todo subgrupo H de G também é
ciclico.

Proposicao 2.1.2. Seja G = (x) um grupo de ordem n. Se d é um divisor de n, entdo
existe um unico subgrupo H de G de ordem igual a d. Este subgrupo é H = <a”/d>.

Proposicao 2.1.3. Temos que C,, x C,, € ciclico se, e somente se, n e m $Go coprimos.

10
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2.2 Grupos Abeliano Finito

Definicao 2.2.1. Um grupo G é chamado de grupo abeliano se a operacao for comutativa,
ou seja,
ab = ba para todo a,b € G.

Exemplo 2.2.1.
1. (Z,+) é um grupo abeliano, pois

x+y=y+x, para todo x,y € 7.

2. (Q*,-) € um grupo abeliano, pois

xy = yx, para todo x,y € Q.

Proposicao 2.2.1. Se um grupo G € ciclico entao G € abeliano.

Observacgao 2.2.1. A reciproca da Proposicao 2.2.1 ¢ falsa, ou seja, nem todo grupo
abeliano € um grupo ciclico. Por exemplo, o Grupo de Klein,

K =A{1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}
€ abeliano, mas nao € ciclico.

Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados).
Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo existem unicos inteiros ti, ..., 7 > 1
er >0 tais que

7 7 7.®- - DL
G o ~——
T2 Ti 4 r vezes

sendo que T1|To| -+ Ti_1|Ty.

2.3 Grupos Solaveis

Nesta se¢ao iremos estudar brevemente grupos soltveis e grupos nilpotentes. Es-
tes grupos surgem da generalizacao da propriedade comutativa.

Definicao 2.3.1. Seja G um grupo. Consideremos
S:1=G <G <G, <--- 4G, =G
Uma série para G.

1) Dizemos que G € solivel se cada fator Gi11/G; € abeliano, 0 < i < n — 1. (uma
série com tal descrigao é chamada de série abeliana,).

2) Dizemos que G € policiclico se cada fator Gi11/G; € ciclico, 0 < i <n—1. (uma
série com tal descrigao é chamada de série ciclica).
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3) Dizemos que G € nilpotente se G; <G (1 <1i <n) e cada fator G;+1/G; < Z(G/G;),
tal que (0 < j <n—1). (uma série com tal descri¢io é chamada de série central).

O resultado a seguir nos mostra que os grupos soluveis é fechado para a formacao
de subgrupos e formagcao de grupos quocientes.

Proposicao 2.3.1. Sejam G um grupo, H < G e N <(.
a) Se G é solivel, entao H ¢é solivel.

b) Se G € solivel, entao G/N é solivel.

Demonstrac¢ao. Tomemos uma série genérica para G.
S:1=Go4G1 4---4G, =G,

a) Suponhamos que S é uma série abeliana para G, isto é, G;11/G; é abeliano, tal que,
0 <i < n—1. Consideremos a seguinte sequéncia finita de subgrupos: {G;, N H}"_,
eseja H, =G, N H. Como H; < H; ;. Assim,

Hi+1 HnN Gz‘—i—l HnN Gi+1 - Gz(H N Gz’+1) < Gz’+1

Hi N HOGZ (HﬂGi>ﬁGi+1_ Gz - Gz .

Portanto, o grupo quociente H;.i/H; é abeliano, pois é subgrupo de um grupo
abeliano. Logo, H ¢é soluvel.

b) Suponhamos que S é uma série abeliana para G. Consideremos a seguinte sequéncia
de subgrupos para G/N : {NG;/N}?_,. Pelo Teorema dos Isomorfismos, temos

(NGi1)/N N NGy
(NG)/N =~ NG:

Consequentemente, NG;/N < NG,,1/N. Mais ainda,

NG o (NGi+1)G; (NG;)Git1 N Git1 N Git1/G;

Como G41/G; € abeliano (0 < i < n—1), segue que a sequéncia { NG;/N}7_, forma
uma série abeliana para G/N. Logo, G/N é solavel.

Proposigao 2.3.2. Sejam N um subgrupo normal de um grupo G e H um subgrupo de

G.
a) Se N e G/N sao soliveis, entdo G é solivel.

b) Se N e H sao soliveis, entao NH € solivel.
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Demonstragio.  a) Suponhamos que {N;}i_, e {H;/N}i_, sdo séries abelianas para

N e G/N, respectivamente. Assim, Ny = 1,Nr = N,Hy/N = N/N,Hy, = G
Hiyy /N
H,/N
0,...,$). Mais ainda, cada um dos fatores, pelo Teorema dos Isomorfismos:

e, consequentemente, N; 1/N; abeliano (i = 0,---,7r) e ¢ abeliano (i =

Hig1 /N  Hip
H;,/N  H;
¢ abeliano. Assim, 1 = Ny<---IN = Hy<H; <--- < H, = G é uma série abeliana
para G. Dai, G é soluvel.

b) Sem perda de generalidade suponhamos que G = NH. Agora, notemos que

G NH H
N N T HNN
é soluvel. Assim, pelo item a) G = NH é soluvel.

2.3.1 Grupos Nilpotentes

Para a demonstragao do Teorema 4.2.3, usaremos o fato do grupo G ser nilpotente,
sendo assim indispensavel o estudo dessa classe para o entendimento da presente pesquisa.
Abordaremos aqui, algumas propriedades dos grupos nilpotentes.

Para conveniéncia do leitor, reapresentamos a definicao de grupos nilpotentes.

Definigao 2.3.2. Dizemos que G € nilpotente se G; < G (1 < i < n) e cada fator
Gi+1/Gj < Z(G/Gj), tal que (0 < j < n—1). (uma série com tal descri¢io é chamada
de série central).

Proposigao 2.3.3. Sejam n um inteiro positivo e p um primo. Suponhamos que |G| = p™.
Entao

a) Z(G) # 1.
b) G € nilpotente.

Observacao 2.3.1. Usando as notacoes da Definicdo 2.5.1
i) Se G é um grupo nilpotente, entio Z(G) # 1.

it) Notemos que todo grupo nilpotente €, em particular, solivel. Basta observar que cada
fator G;11/G; < Z(G/G;). Assim, cada fator Gj11/Gj € abeliano (0 < j <mn —1).

Exemplo 2.3.1.
1. Todo grupo abeliano é nilpotente.

2. Todo p-grupo finito é nilpotente.
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3. Todo grupo nilpotente € solivel.

4. Os grupos S3, Ay e Sy sao soluveis e nao sao nilpotentes. Pois, os centros dos
respectivos grupos sao triviais.

5. As nao € soluvel.

Defini¢ao 2.3.3. (Subnormalidade) Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um
subgrupo subnormal de G se existe uma sequéncia finita de subgrupos {Hj};‘zo, tal que

Notacao: H < <G.

Definicao 2.3.4. Seja G um grupo. Definimos o subgrupo de Frattini como sendo

o(G) = [ M.

M<G

Teorema 2.3.1. (Caracterizagio dos Grupos Nilpotentes Finitos). Seja G um grupo
finito. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) G ¢ nilpotente.

(2) Todo subgrupo de G € subnormall.

(3) Se H < G, entio H < Ng(H).

(4) Todo subgrupo mazximal de G é normal e existe p € w(G) tal que |G : M| = p.
(5) Todo p-subgrupo de Sylow de G é normal.

(6) G' < P(GQ).

(7) O grupo G € o produto direto dos seus p-subgrupos de Sylow.

Em alguns casos é pertinente reescrever a defini¢ao de grupo nilpotente em termos
de certos subgrupos comutadores.

Lema 2.3.1. O grupo G admite uma série central {G;}?_, se, e somente se [G;, G] < G;_1,
com1l <y <n.

A proposi¢ao a seguir nos mostra que as classes dos grupos nilpotentes é fechada
para subgrupos e formagao de grupos quocientes.

Proposicao 2.3.4. Sejam G um grupo, H < G e N <(.
a) Se G € nilpotente, entao H € nilpotente.
b) Se G € nilpotente, entao G/N € nilpotente.

Observagao 2.3.2. Notemos que a Proposicao 2.3.2, em geral, nao € vdlida para grupos
nilpotentes. Por exemplo, N = ((123)) < Ss3, sendo que H = ((1 2)) ~ S3/N sao ciclicos
(portanto nilpotentes), mas S3 = HN nao € nilpotente.
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2.3.2 Grupos Supersoltveis Finitos

Definicao 2.3.5. Dizemos que um grupo G € supersolivel se existe uma série G = Gy >
Gy > >G, =1, onde G; <G, tal que 1 < i < n e cada fator Gj11/G; € ciclico, tal
que 0 <73 <n—1.

Exemplo 2.3.2.

1. O grupo G = S3 € supersolivel. Tome a série
14C548;5.

2. O grupo D, = {a,b| a? =b*> =1, bab = a™ '), com p primo é supersolivel. Tome
a Série
D 2
14C, <D,

3. O grupo G = Sy nao € supersolivel. Pois,

43 2
14K 94,95,

que € a “maior” série (normal) de Sy e K, (onde K € o grupo de Klein) nao é
ciclico.

Observacao 2.3.3. Os numeros apresentados acima do simbolo de normalidade repre-
senta o indice entre 0s grupos.

Observacao 2.3.4. Todo grupo supersolivel € soluvel mas nem todo grupo solivel é su-
persoluvel.

Por exemplo, o grupo G = A, é solivel, pois temos a série
4 3
1<K <A,

K : . : .
Dado que e ~ K ~ (5 x (5 é abeliano e nao ¢é ciclico. Portanto, nao é supersoluvel.

Veremos nas Proposicoes 2.3.5 e 2.3.6 que a classe de grupos supersoliiveis é
fechada para subgrupos, quocientes e produto direto (de um ntamero finito de grupos).

Proposicao 2.3.5. Seja G um grupo supersolivel finito.
a) Se H < @G, entio H € supersolivel.
b) Se N <G, entdo G/N € supersolivel.
c) Se N -< G, entao existe um primo p tal que |[N| = p.
d) Se M < G, entao existe um primo p tal que |G : M| = p.

Demonstracao.
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a)

Seja H um subgrupo qualquer de G. Como G é supersoluvel, entao existe uma série

=Gy <G < <G =G

tal que G; <G e Gi;1/G; é ciclico para todo ¢ = 0,1,--- ,n — 1. Consideremos
Hi =HnN Gz Entao:

Hiyw HNGin HNGin N Gi(HNGia) < Gin

H,  HNG, (HNGi1)NG; — G - G

implicando que H;,q/H; é ciclico. Além disso, temos H; = HNG; < H (pois G; <G)
para todo i. Desse modo, H é supersolavel.

Considere N; = NG;/N. Temos que N; <G/N e N; < N;;; para todo i. Dai

Ni+1 o NGerl/N ~ NGi+1 _ (NGl)Gl+1 ~ Gi+1 ~ Gi+1/Gi

N;
implicando que 1 & ciclico. Portanto, G /N é supersolavel.

Seja N um subgrupo normal minimal de G. Temos que G ¢é supersolavel, entao
temos a série

1:GO§G1§§Gn:G>

onde G; G e Gi41/G; é ciclico. Seja k o menor inteiro tal que Gy N N # 1. Isto
implica que Gi_1 NN = 1. Ademais, G,N N IG el # GL,NN < N o que acarreta
que Gy NN = N. No qual N < Gy. Assim,

NGy _ G

N ~ <
Gr-1 — G

é ciclico. Logo, |N| = p para algum primo p.

Sabemos pelo item ¢) que um normal minimal N de G tem ordem |N| = ¢, para al-
gum primo ¢. Fagamos indugao sobre |G|. Temos que G/N é um grupo supersolivel
de ordem < |G|. Dado M < G, pode acontecer

Caso (1): Se N C M, entao

M G

W < N.
Dai, |G/N : M/N| = p, para algum primo p. Assim, |G : M| = |G/N : M/N| = p.
Caso (2): Se N € M, entdo G = MN, visto que M < G. Como |N| = ¢ primo,
segue que N N M = 1. Assim, |G| = |G : N||N| = |M||N| e, consequentemente,
|G : M| =|N| = g, primo.



CAPITULO 2. ENTRE NILPOTENTES E SOLUVEIS 17

~ . G L
Observacao 2.3.5. Nao € verdade que se N I G e N forem supersoliuveis, implica que

G € supersolivel.

Como vimos A4 nao é supersoluvel, porém K e % sao supersoliveis.
Proposicao 2.3.6. Sejam G, H, K grupos.
a) Se H, K sao supersoliveis e G = H x K, entao G € supersolivel.
b) Se G é nilpotente finito, entdo G € supersolivel.
Demonstragao.  a) Temos que

l=Hy<H, <---<H,=H

l=KydK; d---4dK,, =K

sao séries normais ciclicas para H e K, respectivamente. Para G = H x K, consi-
deremos:

I1<H x{1}<d---<dH, x{1} =Hx{1}9HxK;<---<dHxK,, =Hx K=0G.

Notemos que

Hjp x {1} Hjr {1} Hjn
Hj; x {1} H; {1} H;

é ciclico,0<j<n-—1e

J

HXK]' - H K] _K'+1

J

HxKjn H Kjpi | Kjn

é ciclico 0 < j <m — 1. Logo, G = H x K é supersoluvel.

b) Faremos Indugdo sobre |G|. Sabemos que G com ordem p primo ¢ ciclico e, conse-

quentemente, supersoluvel. Suponhamos que todos os grupos nilpotentes de ordem
< |G| s@o supersoluveis.
Como G ¢ nilpotente, temos que Z(G) # 1. Temos que existe p € w(G) tal que p
divide |Z(G)|. Dai, existe H < Z(G) tal que |H| = p. Em particular, H <G. Como
|G/H| ¢ nilpotente e tem ordem < |G|, temos que G/H & supersolivel. Assim,
existe uma série normal ciclica:

H Hy, H . G
H H—H~- — H H
Agora, como 1 < H < H; <--- < H, =G é uma série normal ciclica para G. Logo,

G é supersoluvel.
[ |
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Proposicao 2.3.7. Sejam G um grupo finito e p = mdz 7(G).

a) Se todos os subgrupos mazximais tem indice primo, para algum primo q € w(G),
entio P € Syl,(G) é um subgrupo normal de G.

b) Suponhamos adicionalmente que G' é supersolivel. Entdao existe um subgrupo normal
H de G com ordem, exatamente, p.

Demonstragao.  a) Consideremos P um p-grupo de Sylow de G e suponhamos que P
G. Desse modo, Ng(P) é um subgrupo proprio de G e, desta maneira, existe M <G
tal que Ng(P) < M. Por hipotese, |G : M| = ¢, para algum primo g € w(G).
Note que P é também um p-subgrupo de Sylow do subgrupo M e temos ainda
Ny (P) = Ng(P). Pelo Teorema de Sylow,

n, = |G : Ng(P)| =1 (mod p) en,=|M: Ny(P)| =1 (mod p).

Por outro lado, |G : Ng(P)| = |G : M||M : Ny (P)| e podemos escrever n, = f,q.
Das congruéncias acima, provenientes do Teorema de Sylow, concluimos que ¢ =
1 (mod p). Desta forma, p divide ¢g—1 e temos p < g. Absurdo, pois p = maz{w(G)}.

b) Pela Proposicao 2.3.5 ¢) e d), os subgrupos maximais de um grupo supersoltavel tém
indice primo e os normais minimais tem ordem prima. Dai, pelo item a), P < G,
sendo que P € Sylp(G). Com isso, é suficiente tomar um normal minimal N em G

que esteja contido em P.
|

Lema 2.3.2. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se N ¢ ciclico e G/N é
supersoluvel, entao G € supersolivel.

Demonstra¢ao. Se G/N é supersoluvel, por defini¢ao existe uma série normal ciclica
{N} =Gy <G, <--- <G, =G/N, ouseja, Gi;<G/N, com 0 <i <ne Gi/G;
é ciclico para 0 < i < n. Pelo Teorema da correspondéncia, para cada i € {0,1,--- ,n},
existe G; <G com G; > N tal que G; = G;/N e assim,

N=G, <G, <--- <G, =0G.

Pelo teorema do Isomorfismo,

Gin _ Gi+1/N -~ Git1
éi Gz/N N Gi,

Gi
G;
ramos a série S : {1} < N =Gy < G; <--- <G, = G. Portanto, S é uma série normal
de G, onde todos os fatores sao ciclicos, isto é, G' é supersolivel. [ |

para 0 <7 <n — 1. Logo é ciclico para cada i € {0,1,--- ,n — 1}. Assim, conside-
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2.3.3 Grupos Policiclicos: Grupos soliveis satisfazendo MAX

Para a comodidade do leitor reapresentaremos a definigao de grupo policiclico.

Definigao 2.3.6. Dizemos que um grupo € policiclico se admite uma série (subnormal)
cujos fatores sao ciclicos.

Proposicao 2.3.8. Grupos policiclicos sao solivel.
Proposicao 2.3.9. Grupos abelianos finitamente gerados sao policiclicos.

Demonstragao. Seja G' um grupo abeliano finitamente gerado por ay,as,--- ,a,. Tome-
mos G; = (ay,...,a;), tal que, 1 < i < n+ 1. Entao, G; esta contido em G;1 e G;
¢ normal em G;.1, ja que G é abeliano. Os quocientes G;.1/G; sdo gerados por a;G;.
Portanto, G;;1/G; é ciclico e os G; formam uma série policiclica para G.

[ |

Proposigao 2.3.10. Subgrupos de grupos policiclicos sao policiclicos.

Demonstracao. Seja 1 = Gg I Gy I Gy J--- <G, = G uma série policiclica para um
grupo G e seja H um subgrupo de G. Definamos H; = G; N H. Tomemos a € H; e
be H;i1, temos que a,b € H, e além disso, a € G; e b € G;;. Como G; < G,1, segue
que b~tab € G;. Logo, H; < H;,,. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

Hip1/H; = (G NH)/(GiNH) = (Giza N H)/(GiN (Giga N H))
Hiy1/H; = (Gig1 N H)G /Gy = HinGi/G;
que é um subgrupo do grupo ciclico G;1/G;. Logo, H;y1/H; é ciclico. Assim,
l=Hy<H,AH,Q---<4H, =G
é uma série policiclica para H. Portanto H é policiclico. [ |

As condigoes de finitude envolvendo cadeias (condigao de cadeia ascendente e/ou
descendente) s@o frequentes no estudo de estruturas algébricas. Nessa subsegao mostra-
remos que os grupos soluveis satisfazendo MAX sao, exatamente, os grupos policiclicos.

Defini¢ao 2.3.7. Sejam G um grupo e C = {H;}°, um conjunto de subgrupos de
1) Dizemos que C € uma cadeia ascendente (de subgrupos) se

Hy < Hy<Hz<---

2) Dizemos que C' é uma cadeia ascendente estaciondria se existir um inteiro positivo
n, tal que, H; = H,, para todo i > n.
Exemplo 2.3.3.

1. Qualquer cadeia ascendente de subgrupos em um grupo finito € estaciondria.
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2. Qualquer cadeia ascendente no grupo aditivo dos inteiros 7 € estaciondria.

3. Seja p um primo. O Grupo de Priifer Cpe possui cadeias ascendentes nao estacto-
narias.

De fato,

1. O resultado é uma consequéncia do Teorema de Lagrange.

2. Como todo subgrupo H nao trivial de Z é da forma mZ, para algum nimero inteiro
m # 0, segue que o indice de H em G é dado por [Z : H| = [Z : mZ] = m. Segue do
Teorema dos indices que toda cadeia ascendente em Z é estacionaria.

3. E suficiente construir uma cadeia ascendente nao estacionéria para o Priifer. De
fato, tomemos a seguinte cadeia propria infinita: C'= {H,;}2, dada por

H; = {x e Clz" =1},
Definicao 2.3.8. Dizemos que um grupo G satisfaz condi¢ao maximal se qualquer cadeia
ascendente em G € estaciondria. Para simplificar a escrita: dizemos que G satisfaz MAX.

Definicao 2.3.9. Dizemos que um grupo G satisfaz MAX-C se toda cadeia ascendente
de subgrupos ciclicos € estaciondria. Ou seja, {C;}2,, sendo que C; < G é ciclico,
C; < Ciqq1 para todo @ > 1, temos que existe k € N tal que

Cp = Cy,
para todo n > k.
Exemplo 2.3.4.
1. Todo grupo finito satisfaz MAX-C.

2. 0 grupo aditivo dos inteiros 7 satisfaz MAX-C. Logo, todos os grupos ciclicos
satisfazem MAX-C.

3. Seja p um primo. O grupo de Priifer Cpe nao satisfaz MAX-C.
4. O grupo Q nao satisfaz MAX-C.
Lema 2.3.3. G satisfaz MAX se e somente se cada subgrupo de G é finitamente gerado.

Demonstracao. Por contraposicao, suponhamos que existe um subgrupo H de G que nao
é finitamente gerado. Dali, construa a seguinte cadeia de subgrupos:

e Tomemos 1 # h; € H;. Como H nao é finitamente gerado, segue que

1 < (h) < H;
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e Tomemos hy € H \ (hy). Como H nao ¢é finitamente gerado, segue que

1 < (hy) < (h1,hq) < H;

e Tomemos h,1 € H\ (hy, - ,h,). Como H nao é finitamente gerado, segue que

(hi, -+ ha) <l

Assim, podemos construir uma cadeia nao estacionaria propria em H.

Reciprocamente, seja H; < Hy < H3 < --- uma cadeia ascendente de subgrupos
de G. Entao
o]
U
i=1
é um subgrupo de G e, consequentemente, H é finitamente gerado. Seja H = (hy, - , hy),
com h; € Hy,. Sen = max{n;|l < j < t}, entao h; € H, para todoi € {1,---,t} e
temos H, = H. Logo, H, = H,,1 =--- = H.
[ |

Lema 2.3.4. Seja K wm subgrupo normal de G. Entdo G satisfaz MAX-C se, e somente
se, K e G/K satisfazem MAX-C.

Demonstrag¢ao. Temos por hipétese que K é um subgrupo de G, segue que todos os
subgrupos de K sao finitamente gerados, logo K satisfaz MAX-C. Agora, vamos mostrar
que todos os subgrupos de G/ K sdo finitamente gerados. Tomemos arbitrariamente N <
G/K, assim, temos pelo Teorema da Correspondéncia, um subgrupo N < G tal que N =
N/K. Como N é subgrupo de G, temos que N é finitamente gerado, e consequentemente,
N ¢ finitamente gerado. Como a escolha foi arbitraria, temos que G /K satisfaz MAX-C.

Agora, dada C7; < Cy < C3 < --- uma cadeia ascendente de subgrupos ciclicos
em G. Como K e G/K satisfazem MAX-C, temos que existe um ntimero inteiro positivo
n de tal sorte que

CNK=C,NKeC;K=C,K,

para todo j > n. Seja {A;}2, tal que A; = C; N K e {B;}2, tal que B; = C;K, dado
1 > n, usando as igualdades acima e a Lei de Dedekind temos,

Portanto, a cadeia acima ¢é estacionaria e concluimos a prova. |
Corolario 2.3.1. Todo grupo policiclico satisfaz MAX-C.

Demonstragao. Seja G um grupo policiclico. Temos que G admite uma série (subnormal)
ciclica. Pelo Lema 2.3.4, GG satisfaz MAX-C. |
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Agora, vamos estudar grupos soluveis que satisfazem MAX-C. Primeiro vamos
caracterizar grupos abelianos que satisfazem MAX-C.

Lema 2.3.5. Seja A um grupo abeliano. Entao A € policiclico se, e somente se, A satisfaz
MAX-C.

Demonstra¢ao. (=) : Segue do Corolério 2.3.1.
(¢<=) : Temos que A ¢é finitamente gerado. Assim, A = (ay,--- ,a,). E suficiente
considerar a série:
19 (ar) dar,a2) D+ Dar, -+, an).

Dai, A é policiclico. [ |

Proposicao 2.3.11. Seja G um grupo solivel. Entdo G satisfaz MAX-C se, e somente
se, G € policiclico.

Demonstra¢ao. (=) : Faremos a nossa prova por indugao sobre o comprimento derivado
dl(G). Temos que o resultado é valido se dI(G) = 1, pois G ¢ abeliano e o resultado
segue do Lema 2.3.5. Agora, suponhamos que todos os grupo soluveis que satisfazem
MAX-C com comprimento derivado < d — 1 sao policiclicos. Dado G um grupo solivel
com dI(G). Temos que G/G’ é abeliano e dI(G’) < d — 1. Assim, ambos sdo policiclicos.
Assim, podemos construir duas séries cujos fatores sao ciclicos

1:H0§H1§"'§Hn71§]Hn:G/

G’ Ky, Ki Ky K, G
S oD g g2 9.4 ———
G’ G~ G -G~ -G G’

Agora, ajustando ambas as séries, obtemos uma nova série com ciclica para G-

l1=HydH, <---<H, 1 ]4H, =G =K, JK,4---4K, =G.

(«<=) : Segue do Corolario 2.3.1. |

2.3.4 Comparando as Classes de Grupos

Consideremos as seguintes classes dos grupos finitos:
e X, = classe dos p-grupos finitos.
e X, = classe dos grupos abelianos finitos.
e X, = classe dos grupos nilpotentes finitos.
° = classe dos grupos supersoluveis finitos.
e X, = classe dos grupos soluveis finitos.

e I = classe dos grupos finitos.
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Dai, podemos expressar as seguintes inclusoes entre as classes envolvidas:

X, C Xo.

X1 C Xy C C X, C X5
Vejamos as relacoes das classes dos grupos na figura 2.1.

Figura 2.1: Comparando Classes de Grupos 1

Fonte: Autoria Propria

No diagrama acima evidenciamos alguns grupos que pertencem a uma dada classe

e nao a outra. Vejamos:

S5 ¢é soluvel e nao nilpotente.

D4 é um p-grupo nilpotente e nao é abeliano.
S3 € supersolivel e nao é nilpotente.

Ay é soluvel e nao é supersolivel.

D, x C5 é nilpotente e nao é p-grupo.

As é um grupo finito nao soluvel.



Capitulo 3

Grupos Finitos com um Subgrupo
(Maximal) Abeliano

Neste capitulo investigaremos a propriedades de um grupo finito a partir da es-
trutura dos seus subgrupos maximais. O Capitulo é dividido em trés se¢coes. Na primeira
delas, 3.1 apresentaremos uma classificacao de p-grupos finitos que possuem um subgrupo
ciclico que é maximal. Utilizaremos fortemente este resultado para provarmos o Teorema
4.2.1 (veja Capitulo 4). Na segunda secao, 3.2 deste capitulo apresentando um teorema
de caracterizacao de grupos finitos que possuem um subgrupo abeliano e maximal. Usa-
remos tais resultados no capitulo 4. Finalizaremos obtendo caracteristicas de um dado
grupo supondo somente a existéncia de um subgrupo normal abeliano. Para o estudo
deste capitulo usaremos como base os textos [11] e [9, Capitulo 5].

3.1 p-Grupos com um Subgrupos Maximais Ciclicos

Antes do nosso primeiro resultado principal incluimos o seguinte fato elementar.
Sua demonstragao sera incluida para conveniéncia do leitor.

Lema 3.1.1. Sejam m € N e x,y elementos em um grupo G nilpotente de classe < 2.
Entao
(ay)™ = "y [y, 2)(5).

Demonstrag¢ao. Faremos indugao sobre m. Primeiramente vamos mostrar que [y™, x| =

[y, ]™. Para m = 1 é imediato. Suponhamos que a identidade seja valida para algum m.
Assim,

[yv x] [y> ‘r]m = y—1$—1yx[ym7 ZB]
y Y xla Ty =y (y ey )y

yf(m+1)xflym+lx — [merl, l‘}

Agora, voltaremos a nossa demonstragao. Prosseguiremos novamente com indu-
¢ao sobre m. Temos que é valido para m = 1. Suponhamos que o resultado seja valido
para algum m, lembrando que cada [z,y] € Z(G), temos que y™z = [y, z|"xy™. Logo,

24
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(2y)™ = (ay)"wy = "y [y, 2] (D ay
= 2"y a)yly 2)(3) = 2"y, ey yly, 2)(3)
= a"ay"yly, )"y, 2)(3) = 2y, 2] (3)
= gty o] (79)
uma vez que (m;rl) = (Z‘) + m. [ |

O seguinte resultado aparece na Introdugao com o nome de Proposigao A.

Proposicao 3.1.1. Um grupo de ordem p™ tem um subgrupo mazximal ciclico se, e somente
se, for de um dos sequintes tipo:

a) Um grupo ciclico de ordem p".

1

b) O produto direto de um grupo ciclico de ordem p™~' e o outro de ordem p.

n—1 T

¢) (xoa|a?=1=a”"", a" = a7y, n>3.
d) O grupo diedral Dayn,n > 3.

e) O grupo quatérnion generalizado Qan,n > 3.

1

f) O grupo semidiedral (z,a | 2> =1=0a2"", a* =a®" """, n > 3.

Demonstragao. Seja G = p™. Suponhamos que N = (a) é um subgrupo maximal ciclico
de G, assim N é normal em G e |G : N| = p. Agora, seja G/N = (zN), temos que
G = (z,a), dai |a|] = p" ' e a? € N. Se G ¢ abeliano e 27 = b°, tal que b € N, entao
(xb™1)P =1e G = (zb~!) x N, caso contrario ¥ = a' onde (i,p) =1, e G = (x). Assim,
se G é abeliano é do tipo a) ou b).

Suponhamos que G é nao abeliano, dai n > 2.

O elemento x induz um automorfismo em N que deve ter ordem p, dai a® = a™
onde m? = 1mod p"'el <m < p" . Agora, pelo Teorema de Fermat m?~! = 1 mod p,
entao segue que m = 1 mod p.

Por enquanto vamos assumir que p é impar. Consideremos m = 1 + kp’ onde
(p,k)=1e0<i<n-—1. Agora,

m? = (14 kp')P = 1+ kp't!' + Z%k2p2i+1 4 (p— 1)6<P —2) BB3p3 4
o que mostra que m? = 1 + kp'™! mod p*2. Mas m? = 1 mod p" ! de modo que
kptt + Ipt2 = I'p"~! com [ e I’ inteiros. Como i +1 < n —1e (p,k) = 1, segue-se
quei+1=mn—1ei=mn—2 Portanto m = 1+ kp"2. Agora existe um £’ tal que
kk' =1 mod p e @ = gk a*?"* indicando que podemos substituir z por
2¥ e assumir que m = 1 + p"~2. Resta discutir a posicdo de 2P em N. Agora (xP)® = aP
implicando que |z?| divide p"~2 e 2P € (aP), digamos 2P = I¥ onde b € N. Também G
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¢ nilpotente de classe 2 desde [a,z] = a?" . Portanto, (xb~1)P = 2Pb~P = 1 pelo Lema
3.1.1 ja que [b~!, x]P = 1. Substituindo z por zb~!, podemos supor que z? = 1, de modo
que que G é do tipo ¢).

De agora em diante seja p = 2. Certamente m ¢é impar, igual a 2k + 1. De m? =
1 mod 2" segue que k(k+1) = 0 mod 2" 3 e k = 0 ou —1 mod 2"~ 3. Existem, portanto,
duas formas possiveis: m = 2”2/ 4+ 1, onde [ é impar e m = 2" 2] — 1. No primeiro caso,
substituindo « por uma poténcia adequada, podemos supor que m = 2”2 + 1, enquanto
no segundo [ é par e podemos tomar m = 2" ! — 1 ou [ é fmpar e podemos tomar
m = 2"~2 — 1. Ha portanto, trés casos a examinar.

Suponhamos que m = 2! — 1, de modo que a® = a~!*. Como (z%)* = 22, o
elemento 2 tem ordem 1 ou 2 em N, o que mostra que 2 = 1 ou a?* 2 ¢ G ~ Dyn ou
G ~ Qo respectivamente. Agora, assuma que m = 2" 2 4+ 1. Como 22 nao pode gerar
N, temos 22 = a2 para algum 7. Definindo b = a"@"°~_ calculamos que

(l,b)Q _ beQ[b, 35] _ a2rar(2n*2—z)ar(2n*3—1)2n*2 _ ar22"*5‘

Se n > 4 esta poténcia de a é igual a 1 e G é do tipo (¢). No entanto, se n = 3, entao
a® =a1'ex? =1 ou a? de modo que G ~ Dg ou Qs.

Finalmente, seja m = 2"~2 — 1. Se 22 = a*", entdo a*" = (a*)" = a2 @71 caso
em que 2r = 0mod 2" 2e2? = 1oua?2. Sex # 1, entdo (za )% = a?" “a 2a~ @ "2

1 e G édo tipo f). [ |

3.2 Grupos com um Subgrupo Maximal Abeliano

Na demonstracao do teorema principal desta se¢ao usaremos o Teorema de Frobenius-
Thompson, para isso faremos uma breve sintese sobre os Grupos de Frobenius que serao
importantes na demonstracao do Teorema de Herstein.

Definigao 3.2.1. (Grupo de Frobenius) Seja H um subgrupo de G. Dizemos que G € um
grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H se H N H* = {1} para todo v € G\ H.

Definicao 3.2.2. Seja G um grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H. Definimos
o nucleo de Frobenius de G por

M:=G\ |J#H\N)
z € G

onde M um subconjunto normal de G tal que G = HM e HNM = 1. Além disso, dizemos
que H € o complemento de Frobenius de G.

Exemplo 3.2.1.

1. O grupo Ay = ((1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 2 3)) € grupo de Frobenius, com H =
(123)) e M = K, onde K € o grupo de Klein.

2. 0 grupo Sz ={1,(12),(13),(23),(123)} égrupo de Frobenius, com H = ((1 2))
e M = ((123)).
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3.

Consideremos o grupo Dy = {(a,b | a* = b* = 1,bab = a™'). Note que D, ndo é um
grupo de Frobenius com rela¢ao a nenhum de seus subgrupos pois as suas duas copias
do grupo de Klein e o ciclico de ordem 4 sao normais em Dy e as cinco copias de
Cy sao subnormais em Dy. Em geral, o grupo diedral D,, é um grupo de Frobenius
se, e somente se, n é impar.

Proposicao 3.2.1. Seja G um grupo de Frobenius finito com complemento H e o nicleo
M. Denotemos |G : H| = n, entao

a)
b)
c)

Ng(H) = H e H possui n conjugados em G.
M ¢é um subconjunto normal de G com |M| = n.

Cur(h) = {1},¥ h e H\ {1}.

d) Cg(m)={1},Y me M\ {1}.

e) Ca(m) C M,¥Y me M\ {1}.

f) 2(G) ={1}.

g) |H| divide n — 1 e em particular mdc(|H|,n) = 1.

O Teorema a seguir é bastante importante e profundo e sua demonstragao foge

dos nossos objetivos imediatos. A demonstra¢ao pode ser consultada em [9, 8.5.5 Capitulo
8 e 10.5.6 Capitulo 10].

Teorema 3.2.1. (Frobenius-Thompson). Seja G um grupo finito de Frobenius com com-
plemento H e nicleo K. Entao K € um subgrupo nilpotente.

O Teorema a seguir corresponde ao Teorema B da Introdugao.

Teorema 3.2.2. (Herstein) Seja G um grupo finito admitindo um subgrupo mazimal
abeliano H. Entao G € solivel.

Demonstrag¢ao. Temos que H < Ng(H) < G. A nossa prova seréa dividida em dois casos.

1)

2.1)

Se Ng(H) > H. Entao Ng(H) = G, pela maximalidade de H. Logo, H < G e
G/H é de ordem prima (pela maximalidade de H). Portanto, G/H é ciclico e em
particular G/H é solavel, como H é abeliano, também é soluvel. Dai G é solavel.

Se N¢(H) = H.

Consideremos W, = HNH? # {1}, para x € G\ H. Faremos indugao sobre a ordem
de G. Tomemos w € W, \ {1} e defina A := Cg(w) D H. Como x ¢ H = Ng(H),
entao H # H”. Note também que como w € W, temos que w = ¢*, tal que c € H
e dado h* € H?®, temos h®w = h®*c® = x 'her = x7'cha = ¢*h® = wh®, ou seja,
h* € Cg(w). Assim, H* < Cg(w) = A D H. Portanto, Cg(w) = A = G, o que
implica que w esté no centro de G. Logo, (w) <G. Portanto, H/(w) é um maximal
em G/(w). Assim, H/{w) é abeliano. Note ainda que |G/{w)| < |G|, pela nossa
hipotese G/(w) é soluvel e G também é solavel.
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2.2) Agora, seja W, = HN H® = {1}, para x € G\ H. Nestas condi¢bes estamos na
hipotese de G' ser um grupo de Frobenius. Seja K o ntcleo de Frobenius de G.
Assim, Pelo Teorema de Frobenius-Thompson, temos que K <G e G = KH e K
é nilpotente, e em particular, K ¢é soluvel, e como H ¢é abeliano, logo soltvel segue
que G é soluvel.

3.3 Grupos Abeliano-por-ciclico

A existéncia de um subgrupo normal abeliano pode influenciar bastante a estru-
tura de um grupo. Aqui nos ocuparemos de uma importante subclasse dos grupos soluveis
chamados de grupos “abeliano-por-ciclico” (veja a se¢ao 1.3 de Extensoes no Capitulo 1).

O resultado a seguir descreve propriedades do subgrupo derivado e a ordem de
um grupo abeliano-por-finito.

Teorema 3.3.1. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de G. Suponhamos
que existe v € G, tal que GJ/A = (Az). Entao

(1) (Spiegel) {[a,z] [a € A} <G.
(2) G'={ [a,2] | a € A}.
(3) A aplicagao
r:A—¢
a+— |a, x]
€ um epimorfismo.
(4) Oker(T) = AN Z(G). Em particular,

A

anzia =9

(5) Seja A um subgrupo mazimal de um p-grupo nao abeliano G. Suponhamos que A é
abeliano. Entao

(5.1) Z(GQ) < A.
(5.2) |G| =p-|Z(G)]-|G].
Demonstra¢ao. (1) Denotamos H = {[a,z]| | a € A}. Com efeito,

e Temos que H # (), pois [a,z] € H.

e Existe elemento neutro: basta considerar 1 = [1, x].
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e Existe elemento inverso para cada elemento [a, z]: de fato,
[a, 2] = a7, 2] € H.
Com isso, concluimos que H < G.

E suficiente mostrarmos que cada conjugado de [a,z] é ainda um elemento de H.
Com efeito, dado g € G: existem a; € A e i € Z tais que g = a;2*. Dai,

(0,2 = [a,]" = ([a,2]")" = [a,2)" = o, 2"] = [a,4] € A,

para algum a € A. Agora, vejamos que G' = H. De fato, é suficiente mostrarmos
que [z,y] € H, pois H < G'. Dados x,y € G, tomemos x = a,z° e y = apx’. Temos
que

[z,y] = [a12", aga?]

= [aq, agac]] [xi, anj]

= ([a1, 27][as, as]") (2", 27][2", as)
= [a1, 27][2", as] € H.
= [a1, 2/][ag, 2] € H.

Portanto, G' = { [a,z] | a € A}.

Por construgao temos que I' é sobrejetiva. Vamos mostrar que a aplicagao de fato é
um epimorfismo. Dados a,a; € A, temos

aay, x|

I'(aa,) = [aa,
[aux]al[ab ]
= [a, 1]

a, r|[ay, x]

I'(a) - T(a).

Por construgao ker(I') < A. Agora, tomemos « € ker(I'). Dai,

[, z] = 1.

Logo, = € Cg(a) e consequentemente, o € Z(G). Portanto, ker(I') < AN Z(G).

Por outro lado, se a € AN Z(G), entao I'(a) = [a,z] = 1. Logo, a € ker(I').
Portanto, ker(I') = AN Z(G). Finalmente, pelo Teorema do Isomorfismo

A /

ANZ(G) ¢
Suponhamos que Z(G) £ A. Com isso, pela maximalidade de A, temos que G =
AZ(G). Notemos que Cg(A) = G se, e somente se, A < Z(G). Assim, Z(G) = G.
De fato, temos que A < Cu(A) e Z(G) < Ci(A). Logo, G = AZ(G) < Ce(A) < G.
Temos que Cg(A) = G. Assim, A < Z(G). Portanto, AZ(G) = Z(G) = G, um
absurdo.
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(5.2) Pelo item anterior, Z(G) < A. Dai, pelo Teorema dos Indices temos que

Gl =G : Al - ]4]
=G Al-|[A:ANZ(G)|-|AN Z(G)]
=p-|G'-12(G)|.
[ |
Observagao 3.3.1. i) O item (5.2) exprime um fenémeno que ocorre para todos os

grupos da Proposicao A. Por outro lado, existem grupos que nao estao contemplados
na Proposicao A cuja ordem pode ser expressa em termos da mesma expressao (por
exemplo, Ay).

it) O item (2) do Teorema anterior é um caso particular do resultado [14, Teorema BJ.
Exemplo 3.3.1.

1. Sejan > 3. Considere o grupo G = S,,. Temos que |Z(G)| =1 e |G'| = |A,|=n!/2.
Dat,
nl = |G| =2-12(G)] - |G,

2. Tome o grupo G = Ay. Temos que |Z(G)| =1, |G'| = 4. Dai,
12 |G =3 |2(G)| - &

3. Seja o grupo G = Dyn. Temos que |Z(G)| =2, |G| = 2"72. Daj,
= |G| =2-12(G)|- |G

4. Considere o grupo G = Qan. Temos que |Z(G)| =2, |G'| = 2"2. Daj,
2" =G| =2-12(G)] - 1G]

Consideracgoes Finais do Capitulo 3

Impor restrigoes sobre os subgrupos maximais é um procedimento padrao em
Teoria dos Grupos. Um resultado bem conhecido nessa direcao é o Teorema de Schmidt
que caracteriza grupos finitos nos quais todos os subgrupos maximais sao nilpotentes
e o grupo em si nao ¢ (veja |9, Teorema 9.1.9]). Nesse capitulo estamos assumindo
que certos subgrupos maximais sdo abeliano (ou ciclico). Pensando nessa diregao parece
razoavel destacar os seguintes fatos/teoremas:

i) Existem grupos nao soltveis nos quais todos os seus subgrupos maximais sao so-
laveis. Por exemplo, G = A5 é um grupo nao soluvel e todos os seus subgrupos
maximais sao soliveis.

ii) Um famoso Teorema devido a Thompson assegura que se G é um grupo finito com
um subgrupo maximal M nilpotente de ordem impar, entao G é, necessariamente,
solavel.
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Observagao 3.3.2. A hipdtese de M ser impar no item ii) € essencial, por exemplo,
G ~ PSL(2,17).

Em conexao com o Teorema 3.3.1 (5.2) é possivel verificar que “muitos” grupos
soltveis (e ndo soliveis) satisfazem a expressao para a ordem em termos de |Z(G)| e |G].
Parece aceitével a seguinte questao:

Questao 3.3.1. Caracterizar todos 0s grupos soliveis finitos G tais que sua ordem € dada
por:

Gl =p-12(G)|- |G,

para algum p.



Capitulo 4
M -grupos Finitos

Agora, estamos interessados em investigar a estrutura de grupos que sao M.~
grupos. Primeiramente, estabeleceremos algumas propriedades gerais de grupos com tal
propriedade e classificaremos o caso finito. Neste capitulo usamos como principal referén-
cia [13].

4.1 Propriedades e Exemplos de M .-grupos

Definigao 4.1.1. Sejam G um grupo e M um subgrupo ciclico de G. O subgrupo M é
chamado ciclico mazimal se para todo H < G ciclico tal que M < H, temos M = H.
Notacao: M <. G.

Nesta segao os seguintes grupos Dy, S3, Qs, D,, K, Ay e S; e denotam os grupos:

e Dy={abla'=0"=1, bab=a1);
o S3={(a,b|a*=0*=1, bab=a"');
o Qs={(a,b|a*=1,02=a?% bab~' =a"1);

={a,b|a? =b*=1, bab = a™'), com p primo;
o K= {(12(30),13)24)
— (1234, (13)(2 1, (123));
((12),(12)(34),(13)(24),(123),(1234)).

Na tabela a seguir, temos os subgrupos maximais e subgrupos ciclicos maximais
dos respectivos grupos.

32
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Tabela 4.1: Subgrupos Maximais e Ciclicos Maximais

Grupo Subgrupos Maximais Subgrupos Ciclicos Maximais
D, (a), (a®,0) e (ba,a?) (a), (b), (ba), (ba®) e (ba’)
s, (@), (b), {ab) e {a’b) (a), (b), {ab) e (a®b)
Os (a), (b) e {ab) (@), (b) e (ab)
Dp <a>a <bai>ai€{17"' 7p} <a>7 <bai>>i6{17"' 7p}
% ((12)(34)), (13)(24)) e (14)(23)) | ((12)(34)), (13)(24)) e ((14)(23))
Ac | esp 2008 e3 0 e & | S S De )
s DS, e A, (12, {(123)) e (1423))

Fonte: Autoria Propria

Definicao 4.1.2. Dizemos que um grupo G é um M.-grupo se, e somente se, as sequintes
duas condigoes sao satisfeitas:

1) Todo subgrupo ciclico maximal é maximal em G.

2) G contém pelo menos um subgrupo ciclico maximal proprio.

Exemplo 4.1.1. Os grupos Ss, Qs, K e D, sao M.-grupos.

CQXCQ

7N N
I

{1}

/
{1}

/\\\

\ Cy Cy Cy Cy Oy

{1}

Fonte: Autoria Propria

Exemplo 4.1.2. Os grupos D4, Ay e Sy nao sao M-grupos.
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A4 D4

\02 X Cz / \

Cg Cg Cg C3 /
02 02 Cy

{1} {1}

Fonte: Autoria Propria

Lema 4.1.1. Se G ¢ um M -grupo, entao G €é 2-gerado.
Demonstra¢ao. Tomemos C' ciclico maximal (que é maximal em G). Dai,
G =(C,y),
YV y € G\C. Portanto, G é 2-gerado. [

Observacao 4.1.1. Em geral, a reciproca do Lema 4.1.1 € falsa. Por exemplo, G = D,
€ 2-gerado, porém nao € M -grupos.

Lema 4.1.2. Sejam G um M -grupo e N <IG. Suponha que G satisfaz uma das sequintes
condigoes:

(1) G tem MAX-C.

(2) G/N é finito.
Entio G/N é um M.-grupo. Ademais, se G € finito, entdo é solivel.

Demonstragao. (1) A nossa demonstragao sera feita por contradigdo. Suponhamos primei-
ramente que G tem MAX-C. Agora, vamos definir G := G//N e seja™: G — G a projecio
canonica. Tome z € G onde (Z) é um subgrupo ciclico maximal, ou seja, (Z) <. G mas
(z) ndo é maximal em G. Logo, existe z arbitrario em G tal que (Z) < (z,%) # G. Por
hipotese, temos que G é um M. -grupo entao podemos escolher y, arbitrario em G de
modo que ¥ € (y) < G. Mas, temos que (Z) <. G, logo (§) = (Z) e consequentemente
z ¢ (y). Assim, temos que G = (y,2) e logo G = (y,%), o que é uma contradicio.
Portanto, (z) < G.

(2) Suponhamos que G/N ¢ finito e tome z arbitrario em G, onde (z) é um
subgrupo ciclico maximal de G, ou seja, (z) <. G. Observamos que se N £ (z), entao
pela maximalidade G = N(z), logo G/N ¢é ciclico e, portanto, G/N é um M. -grupo.
Agora, se N < (z), entdo N é ciclico e em particular policiclico. Logo, G' é um grupo
policiclico-por-finito e entdo pelo Corolario 2.3.1 G tem MAX-C. Assim, pelo Lema 2.3.4
G/N satisfaz MAX-C. Portanto, G/N é um M.-grupo.

Agora, se G é finito e um M. -grupo, entao G tem um subgrupo maximal H
abeliano. E pelo Teorema 3.2.2 G é solavel.

[
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Lema 4.1.3. Seja G um M. -grupo nao abeliano.
(1) Se (x) < G, entao Cu(z) = (z).

(2) Seja A um subgrupo abeliano de G cujos geradores tém ordem finita em G (isto é,
A <Tor(G)). Entao A € ciclico.

Demonstragao. (1) Suponhamos que este nao é o caso, ou seja, Cg(x) # (x). Assim,
podemos escolher y arbitrario, tal que y € Cg(x) — () e, portanto, pela maximalidade,
temos que G = (x,y), entdo G seria abeliano.

(2) Seja a um gerador arbitrario de A, como G é M, -grupo por hipotese, existe
z € G tal que (z) <.G de modo que a € (z). Suponha que A nao é ciclico, entdo podemos
escolher y € A — (x). Assim, teriamos que G = (z,y). Note que a € Cg(x) = (x) e
a € Cg(y), pois y € A. Logo, a € Z(G) e consequentemente, A < Z(G). Como y € A, G
seria abeliano. O que é uma contradi¢ao. Portanto, A é ciclico. [ |

Lema 4.1.4. Um M. -grupo nao abeliano finito é supersolivel.

Demonstra¢ao. Seja G um contra-exemplo minimal. Seja G um M. -grupo nao abeliano
finito que nao é supersolivel. Como G é um M. -grupo finito, entao pelo (Lema 4.1.2), G
é solavel. Agora, tomemos N o menor termo nao trivial da série derivada de GG. Assim,
pelo (Lema 4.1.3), N é ciclico, e pela escolha de G, temos que G/N é supersoluvel. Dali,
pelo (Lema 2.3.2) G também é supersolivel, o que é uma contradigao. [ |

4.2 Caracterizagao de M .-grupos Finitos

Para simplificar a escrita do Teorema principal optamos por considerar alguns
casos particulares. No resultado a seguir estudaremos p-grupos que sao M -grupos.

Teorema 4.2.1. Seja G um p-grupo finito. Se G é um M., -grupo entao G € isomorfo ao
Qs, Cpn ou C, x C, para algum primo p.

Demonstragao. Por hipotese, temos que |G| = p™. Suponhamos que (a) é um subgrupo
ciclico maximal de G, como G é um M.-grupo, entdo (a) ¢ maximal em G, isto &, |(a)| =
p"~1. Logo, temos um p-grupo que possui um subgrupo ciclico que é maximal em G.

Portanto, pelo Teorema 3.1.1, temos as seguintes possibilidades para G:

1

2) G~ Cpn x O,

4) O grupo diedral Dyn = {a,b | a*" =1 =0b%,a® =a™1), n > 3.

5) O grupo quatérnion generalizado Qon = (z,y | 22" = 1,22 = g2, Y = b,

n > 3.

1) G
(2)
(3) (a,b]|a?=1=a""", a® = a1+p’“21>, n >3,
(4)
(5)
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(6) O grupo semidiedral (a,b | a*" =1=10% a* =a® ""1), n > 3.

Agora, para concluirmos a prova deste teorema, verificaremos quais dos grupos
acima sao M -grupos.

e Se G ciclico é um M. -grupo.

1

e Seja H do tipo (2). Temos H = Cpur x Cp = (z,y | 2#" =1 = yP, 2¥ = x),
n > 2. Como (x) ((y) = {1} e (x), (y) < H, pois H & abeliano, teremos

H = <.Z'> X <y> = {171.7 e 7xpn71717 Y, 7$yp717 T wfpnililyv T wxpnililypil}.

* Se p"~! > p, ou seja, n > 2, entdo (y) <.G e (y) ndao é maximal. De fato, como
y & (x), basta mostrarmos que y & (z'y’). Se y € (x'y’), com 1 <i < p* 1 -1
el <j<p-—1,entao y = (2'y)! = 2'y". Portanto, 2 = y*~7* e como
(x) N{y) = {1}, segue que z* =1 = y' 7!, Assim, temos
i) p" it
i) pl1 — jt.

De ii) temos que para m € Z

l—jt=pm=1=pm+jt = (p,t) = L.

Em i) temos que p"~']i, um absurdo, pois i < p"~!. Portanto, (y) nao esta
contido em nenhum ciclico de H, isto é, (y) <. H. Por outro lado, (y) < (z”)(y)
e assim (y) nao é subgrupo maximal em H. Portanto, para n > 2, H nao é

um M. -grupo.

* Sen =2, H=C,xC, e como mostramos na Tabela 4.1 H ¢ um M. - grupo.
Portanto, H ~ G.

e Seja H um grupo tipo (3). Temos que H é ndo abeliano , pois a® = a' """ # a.
Suponhamos que H é um M. -grupo, entdo pelo Lema 4.1.3 (2), todo subgrupo
abeliano de H ¢ ciclico. Consideremos o subgrupo A = (a?)(b) de H, como (a?)® =
(a®)P = (a1+pn_2)p — PP = P, segue que A é abeliano, logo ciclico. Mas isso
nao pode ocorrer, pois existem dois subgrupos ciclicos distintos em A de ordem p,
que sao: (a?" ") e (b). Portanto H nio pode ser M, -grupo.

e Seja H do tipo (4). Entao, H = Dy = {(a,b | a* =1 =10%a*=a"'), n > 3. Como
(a) Q H, pois |H : (a)| = 2, segue que

H = <a><b> = {1’(],70,2’ e 7a2n*17b, CLb, . ’a2"71b}.

Temos que cada involugao (a'b) <, H. Em particular, (b) <. H. Por outro lado, (b)
nao ¢ maximal em H, pois (b) < (b,a?) < H.
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e Seja H do tipo (5). Entdo, H = Qan = (2, | 2 = 1,227 =y o = 2,
n > 3. Como (x) < H (pois |H : (z)| = 2), temos

nfl_l

H — <l’><y> = {1’3:".. . ;an ’y7xy,. . ’x2n71_1y}‘

Observamos que os elementos y, x'y, com 1 < i < 2"7! — 1 tém ordem 4. De fato,
a relacao z'y = yr~%, com 1 < i < 2"~! — 1 obtida no item anterior, nos diz que
(z'y)? = y?, e isso implica que (z'y)? = (y?)*> =1, com 1 <14 < 2"~! — 1. Portanto,
o(y) = o(x'y) = 4 para todo 1 < i < 27! — 1. Agora notemos que

* Sen > 3, entdo (y) <. H mas (y) ndo é maximal em H. De fato, Suponhamos
que y € (z'y), para todo i # 2"%. Como [(y)| = [(z'y)|, segue que (y) = (z'y),
isso implica que z'y = y' para algum ¢ inteiro, isto é, ' = y'~1. Mas (z)N(y) =
{1,5?}, entdo 2* = 1 ou 2* = y*. Se 2! = 1, entdao 2" !|i um absurdo ja que
1 <4 <2"! —1; e como suponhamos 7 # 2" 2, temos que ' # y>. E com
isso concluimos que (y) <. H. Agora, note que y* = x 'yzr = (z*)7'y & (y),
portanto (y) 4 H, e como H é nilpotente segue que (y) ndo ¢ maximal em H
e por isso temos que H nao é um M. -grupo;

* Se n = 3, mostramos na Tabela 4.1 que H = Q93 ¢ um M. -grupo.

e Seja H do tipo (6). Entdao, H = (a,b | a® =1 =10 a* = a® 1, n > 3.
Notemos que H nao é abeliano, pois a® = q2" 1 # a. Suponhamos que H seja
um M.-grupo e considere o subgrupo A = (a®**)(b), como |A| = 22, segue que A é
abeliano, donde ciclico pelo Lema 4.1.3 (2), o que é um absurdo, pois (z2" ) e (y)
sao dois subgrupos de ordem 2 em A. Portanto, H nao é um M.-grupo.

Portanto, G ~ C,, x C,, ou G ~ ()3 ou ciclico Cpn. [ |

Para a demonstragao dos proximos resultados usaremos o fato de que subgrupos
maximais de um grupo supersoluvel tem indice primo, como foi mostrado no capitulo 2.
Iremos também usar o fato de que se um grupo quatérnion generalizado é um M.-grupo,
entao é isomorfico a (Jg, o grupo quatérnion de ordem 8.

Observagao 4.2.1. Com intuito de simplificar o enunciado dos resultados a sequir, de-
notaremos por X a classe composta pelos sequintes grupos

Proposigao 4.2.1. Seja G um M.-grupo nilpotente finito. Entao
a) G € ciclico ou G = C, x C, x C,, onde p é um primo que nao divide n.
b) G = C, x Qg com n impar.

Demonstragao. Sejam w(G) = {p1, -+ ,pr} € M<G. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que M é ciclico. Como G é nilpotente finito, temos que

|GIM|:p1,
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com M ciclico. Dai, P; € Syl,,(G), 2 < i < k ¢ ciclico. Pela Caracterizacio dos Grupos
Nilpotentes Finitos temos que G ~ P; X P X -+ X Py, sendo que P; € Sylp,(G). Pela
observagao acima podemos reescrever

G:P1 XCn, (41)
_ Gl
sendo que P, € Syl,, (G) e n = B
1
G
Como ol ~ P; pelo Lema 4.1.3 P, é um M. -grupo. Logo, pelo Teorema 4.2.1

n
temos que

P ~C,xCyouP; ~Qsoul;~Cp. (4.2)
Portanto, por (4.1) e (4.2)
G=PxC,~C,xC,xCC,, com (n,p) =1
ou
G:P1><O ﬁngon

tal que n é impar ou G é ciclico porque

G =P xC,=ChxC,

Proposicao 4.2.2. Seja G um grupo finito. Se G € X entao G € um M.-grupo.

Demonstragao.  a) Se G é ciclico, tal que G = C,,, entao pela Proposi¢ao 2.1.2 G é um
M, - grupo. Suponhamos que G = C), x C,, x C,, onde p é um primo que nao divide
n. Pela Proposicao 2.1.3 temos que G = C), x Cp,. Ainda mais, todos os subgrupos
ciclicos maximais de C), x C), sdo maximais, pois |G : Cp,| = p. Logo, C, x Cp, é
um M.-grupo. Portanto, G é um M.-grupo.

b) Suponhamos que G = C,, x Q. Sabemos que existem copias de Cy em Qg e copias
de C, em GG. Entao, pela Proposicao 2.1.3 existe uma copia de C, x Cy = Cy,.

n
Notemos que |G : Cy,| = = 2, o que implica que G é um M_-grupo.
n
[ |

Na prova do nosso préoximo teorema, iremos usar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 (Holder-Burnside-Zassenhaus). Se G é um grupo finito cujos subgrupos
Sylow sao ciclicos, entao G tem uma apresentacao

G={(a,b|a™=b"=1, a"=a"),

onde ™ =1 (mod m), m € impar, 0 < r < m e m n(r — 1)) sao coprimos. Por outro
lado, em um grupo com tal representacao, todos os subgrupos Sylow sao ciclicos.
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Nao faremos a demonstracao, pois foge do nosso objetivo, todavia a mesma pode
ser encontrada em |9, Teorema 10.1.10].

Proposicao 4.2.3. Seja G um grupo nao nilpotente. Entao G é um M.-grupo se, e
somente se, existe uma sequéncia exata

1=-Z(G) -G —=C,xCy—1
sendo que p e q sao primos (p > q) e Z(G) < (x) para todo (x) <.G.

Demonstracao. Suponhamos que todos os subgrupos Sylow de G sejam ciclicos. O Teo-
rema 4.2.2, nos diz que

G=(ablam=0b"=1 a"=d"),

onde 7" =1 (mod m),0 < r < m, m é impar e mdc(m, n(r —1)) = 1. Seja b € (t) <. G
e seja (t) N {a) = (a®). Segue-se que a*"Y = 1 e, portanto, m|s. Entdo provamos que
(b) = (t) <. G. Portanto, como G ¢é supersoluvel, (b) tem indice primo e assim m = p
¢ um primo. Mas G = (a) x (b) e entao Cg(a) = (a, Z(G)). Assim, existe y € G tal
que Cg(a) < (y) < G. No entanto, isso implicaria que y € Cg(a) e assim Cg(a) tem
indice primo ¢, digamos. Mas entao temos g = [(b) : Z(G)]. Logo, G/Z(G) é um grupo
isomorfico a C), x C, e assim ¢|(p — 1). Se (z) <. G, ja que G é ndo abeliano, (z, Z(G)) é
um subgrupo proprio. Portanto, como G é um M.-grupo, temos que ter Z(G) < (x).

2@)

Cp x Cy. E mais, todos os subgrupos de C), x C;; sao copias de C,, e C,. Logo, sao ciclicos

Reciprocamente, pela definigao de sequéncia exata, temos que Z(G)<4G e

também é um

maximais e portanto C, x C, ¢ um M.grupo. Logo, temos que

Z(G)
M.-grupo. Como (z) <.G ¢ Z(G) < (z), ja que G & nao abeliano, temos (z, Z(G)) ¢ um
subgrupo proprio. Portanto G é um M.-grupo. [ |

Combinando as Proposigoes 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 temos o Teorema principal do
Capitulo 4.

Teorema 4.2.3. Seja G um grupo finito. Entio G € um M .-grupo se, e somente se, um
dos sequintes vale:

(1) G € ciclico ou G = C, x C, x Cy,, onde p € um primo que ndao divide n.
(2) G = C,, x Qg com n impar.

(3) Ezistem primos q¢ < p, uma sequéncia exata 1 — Z(G) - G — C, x C, — 1 e
Z(G) < (x) para qualquer (z) <. G.

Exemplo 4.2.1. Seja G = {(a,b | a® = b* =1, a® = a™'). De acordo com o Teorema
4.2.3, temos que G € um M.-grupo. De fato, pois pelo item (3) Temos a sequéncia exata

1 — (b*) — (a) x (b) — (a) x (b*) — 1

e (1?) < (b) e (b) <. G.
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Exemplo 4.2.2. O Teorema 4.2.3 nos mostra que a classe de M.-grupos é fechada em
relacao a formacao de subgrupos, porém nao é com rela¢ao a produtos direto e semidireto.
Vejamos:

1. S5 e Qg sao M.-grupos, mas G = Cg X S3 nao € um M.-grupo.

2. C7 e S3 sao M.-grupos, mas G = C7 x S3 nao é um M. -grupo.

4.3 Aplicacao: Grupos Unicamente Cobertos

A tentativa de classificar grupos com uma propriedade especifica através de seus
subgrupos ¢ um tema frequente na Teoria dos Grupos. Muitos mateméaticos contribuiram
nestes estudos. Cabe destacar os trabalhos de [7, Neumann|, |6, Cohn]| e [8, Tomkinson]|.

Aqui apresentaremos a defini¢ao e algumas propriedades de grupos unicamente
cobertos estabelecidos por [1].

Definig¢ao 4.3.1. Sejam G um grupo e S = {H; | H; < G,i € I} uma familia de subgrupos
de G, sendo que I € um um conjunto de indices.

1) Dizemos que S é uma cobertura de G se
iel
2) Dizemos que S € uma cobertura irredundante de G se

i€l

i€ I}
para todo i € 1.

Exemplo 4.3.1.
1. S3= (o) U(r)U{oT) U (c?T).
2. Qs = (a) U (ab) U (b).

3. Ay = (1 2)(3 4),(1 3)(2
(12)(34)U((13)(24)u
4. D= (o) U(r)U(oT)U---U(cP 1 7).

5. Cy x Cy = (a) U (b) U (ab).
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Observacgao 4.3.1. Seja G um grupo finito. Suponhamos que (x1),--- ,{x,) sdo todos os
subgrupos ciclicos mazimais de G. Entao {(x1),---,(z,)} € uma cobertura irredundante
de G.

Demonstracao. De fato,

Pelo Teorema de Lagrange, todo subgrupo ciclico esta contido em, pelo menos, um sub-
grupo ciclico maximal. Por outro lado,

K= 'U@j) # G,

visto que z; € K. [ |

Definicao 4.3.2. Um grupo finito G € unicamente coberto quando possui exatamente uma
cobertura irredundante por subgrupos proprios.

Observagao 4.3.2. Em particular, se G € unicamente coberto, entdo a unica cobertura
possivel € a dada por subgrupos ciclicos mazximazis, dada por

G = U<%>,

sendo que {(x1),...,{(x,)} sdo todos os subgrupos ciclicos maximais de G.
Exemplo 4.3.2. Os grupos Qg,Cs x Cy e S3 sao unicamente cobertos.

Cabe destacar uma conexao entre grupos finitos unicamente cobertos e M-
grupos.

Proposicao 4.3.1. Um grupo G ¢ um M. - grupo se, e somente se, € unicamente coberto.

Demonstra¢ao. Tomemos {(z1),...,{x,)} o conjunto de todos os subgrupos ciclicos ma-
ximais de G.

m
Suponhamos que G é um M. -grupo. Dado G = |J H; uma cobertura irredun-
i=1
dante qualquer. Entao para todo i € {1,---,r} existe j; € {1,--- ,m} tal que z; € H;,.

Dali, temos que
<ZL‘Z> < Hji < G,

o que implica que (x;) = H;, (maximalidade do subgrupo (xz;)). Portanto, r = m e

-
=1

().

1

tal que, {j1,---,j-} = {1,---m}. Dai, a unica cobertura para G é
i

=
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Reciprocamente, usando a contrapositiva, suponhamos que G nao é um M,-
grupo. Dali, existe x; € G e M < G tais que (z;) < M e M nao é ciclico. Sem perda de
generalidade, podemos supor que ¢ = 1. Dai, G admite as seguintes coberturas irredun-

dantes:
I8

U (i) =G=MU((z2) U--- U (z,).

Em particular, podemos parafrasear as Proposi¢oes 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 no contexto
de grupos unicamente cobertos:

Proposicao 4.3.2. Um grupo G nilpotente € unicamente coberto se, e somente se, um
dos sequintes vale:

a) G € ciclico ou G = Cy x C, x Cy,, onde p € um primo que ndo divide n.
b) G = C, x Qg com n impar.

Proposigao 4.3.3. Seja G um grupo nao nilpotente. Entao G € unicamente coberto se,
e somente se, existe uma sequéncia exata

1= Z(G)»G—=CyxCy—1
sendo que p e q sao primos (p > q) e Z(G) < (x) para todo (x) <.G.

Tais resultados foram estudados originalmente por [1, Brodie].

M .~grupos e outras subclasses de grupos soliiveis

Agora, para finalizarmos essa se¢ao, observemos como a classe dos grupos aqui
apresentados se relacionam.

e X, = classe dos grupos ciclicos finitos;

e X, = classe dos grupos abelianos finitos;

e X, = classe dos grupos nilpotentes finitos;

° = classe dos grupos supersoluveis finitos;

e X, = classe dos grupos M. -grupos finitos.
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Figura 4.1: Comparando Classes de Grupos 2

Fonte: Autoria Propria

Dai, M -grupos formam uma subclasse dos grupos supersoliveis.



Capitulo 5

Grupos Infinitos

Aqui investigaremos propriedades estruturais de grupos infinitos a partir de certas
suposicoes sobre certos subgrupos ciclicos. Inicialmente, apresentaremos um breve resumo
sobre F'C-grupos. Em seguida apresentamos o Teorema de Schur e, como aplicagao,
demonstramos o Teorema de Fedorov que nos da uma caracterizacao de grupos ciclicos
infinitos. Na tultima se¢ao veremos algumas propriedades de M. -grupos infinitos. E, no
final, mencionaremos os Monstros de Tarski que nos mostram que M. -grupos infinitos
podem ser bastante complexos.

5.1 FC-grupos: Definicoes e Propriedades

Definicao 5.1.1. Um grupo G € dito FC-grupo se ¢ € finito para qualquer x € G.
Ademais, se existir k € N tal que |x%| < k para todo x € G, entio G ¢ chamado de
BFC-grupo.

Exemplo 5.1.1.
1. Todo grupo abeliano é FC-grupo.
2. Todo grupo finito é FC-grupo.
Proposicao 5.1.1. Se |G : Z(G)| < +o0, entao G é BFC-grupo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que |G : Z(G)| = n. Se z € G, entdo Z(G) < Cu(z) < G,
logo |2%] = |G : Cg(z)| < n. Consequentemente |2%| < n, para todo x € G. Portanto, GG

é um BFC-grupo. |
Proposicao 5.1.2. G ¢ um FC-grupo se, e somente se, % for finito para qualquer
x e G. o

Demonstragcdo. Suponhamos que G ¢ um FC-grupo. Tomemos ¢ = {x, 29, -+ , 7, }.
Entao

29| = 27| = |G : Co(@i)] = |G : Co(x)] = n.

44
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Pelo Lema de Poincaré, temos que

|G : Ca(2®)] = ‘G : DC'G(xi) < 4o00.

=1

G
Portanto, ———— ¢ finito.

Cg(wG)
Reciprocamente, tomemos z € G, Cg(2¢) < Cg(x) < G. Logo,

2% = |G : Cg(z)| < |G : Ca(z)] < 0.
Portanto, G é um F'C-grupo. [

Definigao 5.1.2. Um grupo G € dito residualmente finito se, dado 1 # g € G, existe um
N <G tal que g ¢ N e G/N € finito.

Teorema 5.1.1. (Baer). Se G é um FC-grupo, entao G/Z(G) é um grupo de tor¢io
residualmente finito.

Demonstragao. Temos que o Z(G) é a intersecao de todos os centralizadores de G. Como
cada um dos ultimos tem indice finito, G/Z(G) é residualmente finito. Temos que G é
um FC-grupo, logo |G : Cg(x)| = k < 400, para algum inteiro positivo k. Agora, seja
x € G tomemos um transversal {t;,--- ,t,} de Cg(z) em G. Considere H = NF_,Cq(t),
pelo Lema de Poincaré,

k k
G H|=|G:[Calt) < []IG: Calt)| =n < +oc
i=1 i=1

para algum inteiro positivo n, de onde o mesmo acontece com seu nucleo H. Assim,
2™ € H para algum inteiro positivo m, assim, x™t; = t;2™, 1 < ¢ < k. Segue que z™
centraliza cada t;. Como t; e Cu(x) geram G, temos que 2™ € Z(G). Portanto G/Z(G)
é de torcao. [ |

5.2 Teoremas de Schur e Fedorov

O objetivo dessa sera apresentar uma demonstracao do célebre Teorema de Schur
e, como aplicacao direta, demonstraremos o Teorema de Fedorov. A demonstracao que
apresentamos aqui foi inteiramente baseada no livro do John Dixon [4, Capitulo 5|.

Lema 5.2.1. Seja G um grupo com |G : Z(G)| = n. Entao o subgrupo comutador G' é
finitamente gerado. Mais ainda, G' é gerado por, no mdzimo, n* geradores.

Demonstra¢ao. Chamemos I :={1,2,...,n}. Tomemos 7 = {¢,ts,...,¢,} um transver-
sal de Z(G) em G. Dados z, y € G, existem indices i, j € I e elementos z1, 2o € Z(G)
tais que x = z1t;, y = 29t; € G. Note que
[z, y] = [21ts, 20t;] = (21t:) " (20t;) " (21ti) (2at)
=t ey ity = T = [, 1],

pois z1, 22 € Z(G). Logo, G' = ([z,y]|x,y € G) = ([t;, t;]|i,5 € I). |
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O proximo resultado mostra que, se o centro de um grupo G tiver indice n, entao
a (n+1)-ésima poténcia de qualquer comutador (em G) pode ser reescrita como o produto
de n comutadores.

Lema 5.2.2. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Entao, [z,y]"™ = [z, y?][zY,y]" !
para todo x,y € G.

Demonstra¢ao. Como G/Z(G) tem ordem n, segue que [z, y]" € Z(G) para todo z, y € G.
Entao,

= [z, y]" [z, y] = [z,y]"2" Yy ay

=y ez, y)y = 27y el g,y Ny

=z Yy eyl y]" ly = 27y ety ay) Ny
= [z, y?][2", y]" .

]n—l

Lema 5.2.3. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Entao, todo elemento do subgrupo
comutador G' pode ser escrito como um produto de, no mdzimo, n® comutadores.

Demonstra¢ao. Suponhamos que existe um elemento o € G’ o qual pode ser escrito como
um produto de n? + 1 comutadores e ndao menos, isto ¢,

Q= C1Cy...Cu3 11,

sendo que ¢; = [x;,;]. Por outro lado, pelo Lema 5.2.1, existem no maximo n? comuta-
dores em GG. Mais ainda, existem pelo menos um comutador, digamos [z, y], que ocorre
mais de n vezes nesse produto. Dai, podemos reescrever o da seguinte forma

n+1 ./

_ / /
o = [.T, y] Crn2Cpys3 - - - Cn3+1’

sendo que cada um dos ¢ ¢ um comutador conjugado a um dos comutadores (originais)
¢; sob alguma poténcia de [z,y]. Pelo Lema 5.2.2,

a= [z, 3/2] [2Y, y]n_lc;+2cgz+3 - 'C;3+1

e, consequentemente, o ¢ um produto de n® comutadores, absurdo. [ |

Agora estamos em condicoes de demonstrar o Teorma de Schur.

Teorema 5.2.1. (Schur) Seja G um grupo central-por-finito. Suponha que |G : Z(G)| =
n. Entao, o subgrupo comutador G' é finito.

Demonstracao. Pelo Lema 5.2.1, existem, no maximo, n? comutadores distintos. Ademais,

pelo Lema 5.2.3, cada elemento o € G’ pode ser escrito como um produto de, no méximo,

n® comutadores, digamos

= C1C2...Cp3.

Assim, |G| < (n2)" = n2". ]



CAPITULO 5. GRUPOS INFINITOS 47

Agora podemos demonstrar o Teorema de Fedorov |9, Exercicio 14.5.5]. O pro-
ximo resultado é o Teorema E da Introducao.

Teorema 5.2.2. (Fedorov). Seja G um grupo infinito. Entao G ~ C (ciclico infinito)
se, e somente se, todos os subgrupos nao triviais de G tem indice finito.

Demonstragao. Se G ~ C,, entao 1 # H < G é dado por H = (™) para algum m € N.

Reciprocamente, seja 1 # x € G. Como 1 # (z) < G temos por hipotese que
|G : (z)] =n < 4o00. Agora, tomemos {t,--- ,t,} um transversal de (x) em G de modo
que t; # 1, para todo i. Logo, G = |J (z)t; = (x,t1,--- ,t,). Note que, (z) C Cq(x).

Portanto, |G : Cg(x)| < |G : (x)] =n < +o00. Analogamente, para todo t; € {t1,--- ,t,},
temos 1 # (t;) < G e (t;) C Cq(t;). Logo, |G : Ca(t;)] < |G : (t;)| < +oo para todo i.
Agora, sendo Z(G) = [ Cg(y), segue do Lema de Poincaré que |G : Z(G)| <
ye{x’ti}
+00 e portanto, G’ é finito.

Afirmagao: G é livre de tor¢ao, ou seja, todo elemento, exceto a identidade tem
ordem infinita. De fato, seja 1 # a € G, de modo que a ordem de « é finita, entao teriamos
que |G| = |G : (a)||{a)| < o0 0 que é um absurdo. Portanto, temos que G’ = 1. Logo, G
é abeliano finitamente gerado e livre de tor¢ao. Dai G = Hy; X --- x H,, com H; ~ C,
tal que n = 1. Pois, caso contréario, se n > 1, tomando H = H; X --- x H,_, terfamos
que G/N ~ H,. Assim, H é um subgrupo de indice infinito em G o que é um absurdo.
Portanto, n =1 e G ~ Cy. [ |

O Teorema de Fedorov pode ser visto como uma caracterizagao de grupos ciclicos
infinitos. Na proxima secao veremos algumas caracterizacoes em termos de M -grupos.

5.3 M -grupos infinitos

Agora, nesta secao, iremos classificar algumas familias de M -grupos infinitos.

Teorema 5.3.1. (Robinson, Wehrfritz) . Suponha que G é um grupo solivel finitamente
gerado. Se G € nao nilpotente, entao ele tem uma imagem finita que € nao nilpotente.

A demonstragao do resultado supracitado nao sera feita aqui mas pode ser en-
contrada em [9, 15.5.3].
A proxima proposigao corresponde ao item (1) do Teorema F da Introdugao.

Proposicao 5.3.1. Seja G um M.-grupo solivel infinito. Entao G € ciclico infinito.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que G ¢ policiclico. Suponhamos que G é
nao nilpotente, logo pelo Teorema 5.3.1, G contém um subgrupo normal N, de modo
que G/N é finito e nao nilpotente. Note que, se (x) é um subgrupo ciclico maximal de
G, entao temos que N esta contido em (z), logo temos que G ¢é policiclico. Portanto,
todo subgrupo maximal de GG tem indice finito. Ademais, todo subgrupo ciclico de G
estd contido em um subgrupo ciclico de indice finito, logo G é um FC-grupo. Como G
¢ policiclico e FC-grupo, temos que G é central-por-finito e pelo Teorema 5.2.1, |G'| é
finito e portanto G’ = 1, ou seja, G ¢é livre de torcao. Logo, G ¢é abeliano e, portanto
G~0CL. [ |
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A proxima proposicao corresponde ao item (2) do Teorema F da Introdugao.
Proposigao 5.3.2. Seja G um M. -grupo infinito. Entio G' = G".

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradigao, que G’ # G” e seja (x) um subgrupo ciclico
maximal de G. Temos que G/G" nédo é abeliano, assim G” esta contido em (z), pois caso
contrério, se G” £ (), pela maximalidade G = G"(z), assim G/G” seria ciclico, mas ja
vimos que nao é o caso. E portanto, G é solivel, e pelo Proposicao 5.3.1 é abeliano. Dai
G' = G” = 1 uma contradicao. [

Aqui trataremos dos casos em que os grupos sao residualmente finitos.

Proposicao 5.3.3. Seja G um grupo residualmente finito. Entao

(l N=1

NG
|G:N|<+00

Demonstra¢ao. Suponhamos que G ¢é residualmente finito. Seja 1 # g € G. Como G é
residualmente finito temos que exitem F um grupo finito e um homomorfismo ¢ : G — F,
tal que g € Ker(¢). Como Ker(¢) <G podemos concluir que

g¢ [ N

NaG
|G:N|<+o0

Pela arbitrariedade da escolha de g podemos concluir que

(1 N=1

NG
|G:N|<+o00

Teorema 5.3.2. Seja G um M.-grupo infinito. Se G € residualmente finito, entao G €
ciclico infinito.

Demonstra¢ao. Tomemos N um subgrupo normal de indice finito de GG. Pela Proposicao

5.3.2 G' = G". Dai , .
G\ &N _ G'N (G
N)] N N \NJ]~

Por indugao, para todo n > 2, temos

(n) /
GWN (G (G\ GN
N \N \N] N
Como G/N é finito e M -grupo. Dai pelo Lema 4.1.2, G/N & solivel e existe n € N tal

que
, (n)
GN:<€) N wen

N
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Como tomemos N arbitrario, segue pela Propriedade que

¢< () N=1
NG

|G:N|<+o0
Dai, G é abeliano e pela Proposicao 5.3.1 G ~ C. [ |

5.4 Monstros de Tarski sao M -grupos?

Para cada p primo, p > 107, existe um p-grupo simples, 2-gerado infinito no qual
todo subgrupo proprio é ciclico (de ordem p). Em particular, tais grupos sao chamados
de Monstros de Tarski. Portanto, cada Monstro de Tarski é um M.-grupo.

Nem todo M,-grupo infinito é ciclico. Na verdade, eles podem ser bastante

complicados. Nesse contexto cabe destacar a seguinte pergunta devida ao légico polonés
Alfred Tarski:

Conjectura 5.4.1. (A. Tarski) Ezistem um primo p e um grupo infinito G tal que todos
0s subgrupos proprios (e nao triviais) sao ciclicos com p elementos?

Alexander Yu. Ol’shansky [15], mostrou que a Conjectura acima é verdadeira
para primos suficientemente grandes:

Teorema 5.4.1. (A. Yu. Ol’shansky) Seja p > 107. Eziste um grupo infnito G = G(p)
tal que todos os subgrupos proprios e nao triviais de G sao ciclicos de ordem p.

Observagao 5.4.1. Esses grupos ficaram conhecidos na literatura como Monstros de
Tarski. Outras propriedades desses grupos:

i) G é um grupo simples e nao abeliano.
it) Tais grupos sao 2-gerado.

i11) Tais grupos tem expoente exp(G) = p.

Mais ainda, eles sao contra-exemplos para questoes famosas em Teoria dos Gru-
pos, por exemplos: “Problemas de Burnside”. Veja mais detalhes e referéncias em [10].

Consideragoes Finais do Capitulo 5

Observagao 5.4.2. Sabemos que todo Monstro de Tarski € um M.-grupo. Uma pergunta
natural feita pelos autores de [13], € o sequinte: Qual seria uma condi¢ao suficiente para
um M. -grupo infinito G ser um Monstro de Tarski?

Defini¢ao 5.4.1. Dizemos que G # {1} € localmente graduado se todo subgrupo finita-
mente gerado (nao trivial) admite um subgrupo proprio de indice finito.

Exemplo 5.4.1.

1. Todo grupo residualmente finito € localmente graduado.

2. O grupo Q € localmente graduado e nao € residualmente finito.

Pergunta: Seja G um M. -grupo localmente graduado. Entao G ~ C.7



Consideracoes Finais

Nosso trabalho envolveu estudar propriedades estruturais de um dado grupo a
partir de restrigoes sobre certos subgrupos abelianos. O estudo foi majoritariamente
direcionado para os grupos finitos, salvo o Capitulo 5.

Ao longo do trabalho sugiram algumas questoes associadas aos teoremas/definigoes
expostas:

@1) O que podemos dizer de grupos finitos nos quais cada subgrupo maximal é um
M -grupo e G nao ¢? (minimais ndo M -grupos)

Observacao: Todos os subgrupos de A4 sao M.-grupos, mas ele nao é.

()2) (Juriaans e Rogério) Qual seria uma condigao suficiente para um M.-grupo G ser
um Monstro de Tarski?

Q3) Se G é um M. -grupo localmente graduado. Entao G ~ C.?
(Q)4) Quais sao os grupos soluveis finitos G tais que sua ordem é dada por:
Gl =p-|Z(G)]- |G,

para algum p?

Observagao: Todos os grupos que aparecem na Proposi¢ao A da Introdugao também
satisfazem a relacao acima.

20
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