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RESUMO

O objetivo deste trabalho é investigar/descrever propriedades estruturais de grupos (fini-
tos ou infinitos) a partir de restrições sobre seus subgrupos.

Palavras Chaves: Critérios de Solubilidade. Grupos Finitos. Comutadores.



ABSTRACT

The goal of this work is to investigate/describe structural properties of groups (finite or
infinite) under some restrictions on their subgroups.

Keywords: Solubility Criteria. Finite Groups. Commutators.



Lista de símbolos

Símbolo Significado
A ⊆ G A é subconjunto de G.
A ⊂ G A é subconjunto de G com A ̸= G.
A ≤ G A é um subgrupo de G.
A < G A é um subgrupo próprio de G.
N ��G N é um subgrupo subnormal de G.
|G : H| Índice do subgrupo H em G.
[x, y] Comutador de x e y.
N �G N é um subgrupo normal de G.
N ·� G N é um subgrupo normal minimal de G.
M ⋖G M é um subgrupo maximal de G.
M ⋖c G M é um subgrupo cíclico maximal de G.
G

N
Grupo quociente de G por N.

H ≃ G H é isomorfo a G.
CG(H) Centralizador de H em G.
NG(H) Normalizador de H em G.
G′ = [G,G] Subgrupo derivado de G.
P ×Q Produto direto.
P ⋊Q Produto semidireto.
Z(G) Centro do grupo de G.
S ⊕ V Soma direta.
⟨a⟩ Grupo gerado pelo elemento a.
o(a) Ordem do elemento a.
Φ(G) Subgrupo de Frattini de G.
π(G) Conjunto dos primos que comparecem na fatoração de |G|.
Sylp(G) Conjunto dos p-subgrupos de Sylow de G.
|G| Ordem do grupo G.
(m,n) O mdc entre m e n.
xy Conjugado de x por y, y−1xy.
[x, y] Comutador dos elementos x e y (nessa ordem), x−1y−1xy.
π Conjunto não vazio de primos.
Sylπ(G) π-subgrupo de Sylow de G.
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Introdução

Neste trabalho, nosso objetivo é investigar propriedades estruturais de grupos a
partir de restrições sobre certos subgrupos (maximais). Em linhas gerais, investigamos as
seguintes duas questões:

• Como a existência de um dado subgrupo abeliano pode influenciar na estrutura de
um grupo?

• O que podemos dizer acerca de grupos nos quais os subgrupos cíclicos maximais são
ainda subgrupos maximais?

Todos os teoremas e exemplos aqui apresentados foram baseados nos trabalhos
de Brodie [1], Segal [5], Robinson [9], Gupta [10] e Juriaans e Rogério [13].

Os dois primeiros teoremas apresentados nesse trabalho investigam a estrutura de
um dado grupo a partir da existência de um subgrupo maximal e abeliano. O resultado
a seguir é uma caracterização de p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal
cíclico.

Proposição A. Um grupo de ordem pn tem um subgrupo maximal cíclico se, e somente
se, for de um dos seguintes tipo:

a) Um grupo cíclico de ordem pn.

b) O produto direto de um grupo cíclico de ordem pn−1 e o outro de ordem p.

c) ⟨x, a | xp = 1 = ap
n−1, ax = a1+pn−2⟩, n ≥ 3.

d) O grupo diedral D2n, n ≥ 3.

e) O grupo quatérnion generalizado Q2n, n ≥ 3.

f) O grupo semidiedral ⟨x, a | x2 = 1 = a2
n−1, ax = a2

n−2−1⟩, n ≥ 3.

O resultado a seguir é um critério de solubilidade para um grupo finito a partir
da existência de um subgrupo maximal abeliano.

Teorema B. (Herstein) Seja G um grupo finito admitindo um subgrupo maximal abe-
liano H. Então G é solúvel.
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O próximo resultado descreve propriedades do subgrupo derivado e da ordem
de um grupo que possui um subgrupo normal abeliano cujo quociente é cíclico. Mais
precisamente,

Teorema C. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de G. Suponhamos
que existe x ∈ G, tal que G/A = ⟨Ax⟩. Então

(1) (Spiegel, [14]) {[a, x] | a ∈ A} ≤ G.

(2) G′ = { [a, x] | a ∈ A}.

(3) A aplicação

Γ : A −→ G′

a 7−→ [a, x]

é um epimorfismo.

(4) O ker(Γ) = A ∩ Z(G). Em particular,

A

A ∩ Z(G)
≃ G′.

(5) Seja A um subgrupo maximal de um p-grupo não abeliano G. Suponhamos que A é
abeliano. Então

(5.1) Z(G) ≤ A.

(5.2) |G| = p · |Z(G)| · |G′|.

A Proposição A e os Teoremas B e C já são bastante conhecidos, mas optamos
por incluir as suas demonstrações por uma questão de completude e evidenciar a impor-
tância/influência dos subgrupos maximais/abelianos na estrutura do seu grupo.

Agora estamos interessados em investigar a estrutura de grupos que são Mc-
grupos. Fixemos a seguinte definição. Dizemos que um grupo G é um Mc-grupo se, e
somente se, as seguintes duas condições são satisfeitas:

• Todo subgrupo cíclico maximal é maximal em G.

• G contém pelo menos um subgrupo cíclico maximal próprio.

No contexto de grupos finitos: Juriaans e Rogério classificaram todos os Mc-
grupos. Mais precisamente,

Teorema D. (Juriaans e Rogério). Seja G um grupo finito. Então G é um Mc- grupo
se, e somente se, um dos seguintes vale:

(1) G é cíclico ou G ⋍ Cp × Cp × Cn, onde p é um primo que não divide n.
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(2) G ⋍ Cn ×Q8 com n ímpar.

(3) Existem primos q < p, uma sequência exata 1 → Z(G) → G → Cp ⋊ Cq → 1 e
Z(G) ≤ ⟨x⟩ para qualquer ⟨x⟩⋖c G.

Aqui, começaremos estudando uma caracterização de grupos cíclicos infinitos em
termos dos seus subgrupos (próprios) devido a Fedorov (veja [9, Exercício 14.5.5]).

Teorema E. (Fedorov). Seja G um grupo infinito. Então G ≃ C∞ (cíclico infinito) se,
e somente se, todos os subgrupos não triviais de G tem índice finito.

No contexto dos Mc-grupos infinitos a teoria é muito mais complicada e, até
agora, não existe uma classificação completa para tais grupos. Aqui estudaremos os
seguintes resultados de Juriaans e Rogério acerca de Mc-grupos infinitos:

Teorema F. (Juriaans e Rogério). Seja G um Mc-grupo infinito.

(1) Se G é solúvel, então G é cíclico infinito.

(2) Então G′ = G′′.

(3) Se G é residualmente finito, então G é cíclico infinito.

Observe que os itens (1) e (3) do Teorema F nos fornecem novas “caracterizações”
para grupos cíclicos infinito em termos de Mc-grupos. Cabe destacar que nem sempre
um Mc-grupo infinito é cíclico (infinito). Por exemplo, os grupos que ficaram conhecidos
como Monstro de Tarski são Mc-grupos infinitos. Tais grupos são 2-gerado, simples,
infinito de expoente p, para primo “suficientemente grande”.

O trabalho foi dividido em 5 Capítulos e a sua estrutura em linhas gerais é a
seguinte:

• Capítulo 1: Neste capítulo apresentaremos alguns tópicos básicos da Teoria dos
Grupos que serão necessários para o desenvolvimento desse trabalho. Na seção 1.1
definiremos subgrupos normais, grupo quociente e morfismos de grupos e apresenta-
mos os Teoremas dos Índices, de Poincaré, da Correspondência e dos Isomorfismos.
Na seção 1.2 apresentaremos alguns subgrupos clássicos os quais serão de grande
utilidade na prova dos principais resultados deste texto. Também apresentaremos
os Teoremas de Sylow. E por fim, na seção 1.3 faremos uma breve síntese sobre
extensões de grupos.

• Capítulo 2: Neste capítulo, faremos um breve estudo dos grupos cíclicos, abelianos,
solúveis, nilpotentes, supersolúveis e policíclicos, destacando alguns resultados bá-
sicos que nos serão fundamentais nos capítulos finais. Na última seção faremos uma
comparação entre tais classes.
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• Capítulo 3: Neste capítulo, estudaremos grupos que admitem um subgrupo maxi-
mal. Na seção 3.1 apresentaremos uma classificação de grupos, cuja ordem é uma
potência de número primo que possuem um subgrupo cíclico o qual é maximal.
Utilizaremos este resultado para provarmos o Teorema que caracteriza os grupos
nilpotentes finitos que são Mc-grupos. Na seção 3.2, apresentaremos um teorema
de caracterização de grupos finitos que possuem um subgrupo maximal e abeliano,
para a demonstração de tal resultado usaremos grupos de Frobenius, assim trazemos
a definição e algumas propriedades de grupos de Frobenius. Na última seção nos
ocuparemos de uma importante subclasse dos grupos solúveis chamados de grupos
“abeliano-por-cíclico”. A Proposição A e os Teorema B e C serão demonstrados
neste capítulo.

• Capítulo 4: Aqui apresentaremos a prova do Teorema D. Iremos investigar a estru-
tura dos Mc-grupos. Na primeira seção, definiremos e exibiremos alguns exemplos e
propriedades dos Mc-grupos e a seção 4.2 iremos caracterizar os Mc-grupos finitos.

• Capítulo 5: Na primeira seção deste capítulo, definiremos e apresentaremos algumas
propriedades de FC-grupos. Na seção 5.2 apresentaremos o Teorema de Schur e
Fedorov e na seção 5.3 iremos classificar algumas famílias de Mc-grupos infinitos.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo faremos uma revisão de alguns conceitos e resultados da Teoria
dos Grupos que serão importantes para as demonstrações dos nossos resultados principais.
No intuito de consolidar a notação que será utilizada ao longo deste trabalho, facilitando
a compreensão dos lemas, proposições e teoremas abordados nos capítulos subsequentes.
Em geral, não apresentaremos as demonstrações destes resultados, entretanto elas podem
ser encontradas em [2, Capítulo 5], [3, Capítulo 6] e [9, Capítulo 1].

1.1 Subgrupos Normais, Grupo Quociente e Morfismos
de Grupos

Definição 1.1.1. Dizemos que um subgrupo N ≤ G é um subgrupo normal se Ng = gN ,
para todo g ∈ G.

Notação: N �G.
A partir de um subgrupo normal N induzimos uma operação natural sobre as

classes laterais: xN · yN = xyN. O conjunto {xN | x ∈ G} com a operação mencionada
é um grupo.
Notação: G/N = {xN | x ∈ G}.

Definição 1.1.2. Seja N � G, o índice de N em G é definido por |G : N | := |G/N | =
|{gN | g ∈ G}|.

Observação 1.1.1. {1} e G são sempre subgrupos normais em G.

Definição 1.1.3. A ordem do grupo G é o número de elementos em G e será denotada
por |G|. Se α é um elemento do grupo G, a ordem de α é a ordem do subgrupo gerado
por α que será denotada por o(α) = |⟨α⟩|.

Proposição 1.1.1. Seja N ≤ G com |G : N | = 2, então N �G.

Definição 1.1.4. Sejam (K, ∗), (L, ◦) grupos. Dizemos que uma aplicação φ : K −→ L é
um homomorfismo (de grupos) se φ(x ∗ y) = φ(x) ◦ φ(y), para todo x, y ∈ K.

5
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Exemplo 1.1.1.

1. Se N �G, então π : G −→ G/N dada por g 7→ gN é um homomorfismo (projeção).

2. O det : GLn(n,F) −→ F∗ onde Aα = detA e F∗ = F \ {0}. Aqui F é um corpo.

Teorema 1.1.1. (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G,H grupos e φ : G −→ H
um homomorfismo de grupos. Então

G

Ker(φ)
≃ Im(φ).

Exemplo 1.1.2. A projeção π : G −→ G/N é um epimorfismo cujo núcleo é ker(π) = N.

Corolário 1.1.1. (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H ≤ G e

N �G, então N ∩H,N �NH e
HN

N
≃ H

H ∩N
.

Corolário 1.1.2. (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo, H � G,N �G
e H ≤ N. Então,

G

N
≃ G/H

N/H
.

Teorema 1.1.2. (Teorema da Correspondência). Se G é um grupo e N � G, então existe
uma correspondência biunívoca entre os subgrupos de G que contém N e os subgrupos de
G

N
. Por esta correspondência, os subgrupos normais de G que contém N correspondem a

subgrupos normais de
G

N
e vale a recíproca.

Proposição 1.1.2. (Teorema dos índices). Sejam H,K subgrupos de um grupo G. Su-
ponhamos que H ≤ K ≤ G. Então: |G : H| = |G : K| · |K : H|.

Teorema 1.1.3. (Lema de Poincaré) Sejam H,K subgrupos de um grupo G. Então

|G : H ∩K| ≤ |G : H| · |G : K|.

Ademais, se (|G : H|, |G : K|) = 1, então |G : H ∩K| = |G : H| · |G : K|.

1.2 Subgrupos “Clássicos”
Nesta seção definiremos alguns subgrupos especiais que serão utilizados na cons-

trução do nosso trabalho, assim consolidando a notação a ser usada no texto. Vejamos as
definições:

1) Se x, g ∈ G o conjugado de x por g será xg = g−1xg.
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2) Se x ∈ G, a classe de conjugação de x é o subconjunto:

xG = {xg | g ∈ G}.

3) Se x ∈ G, o centralizador de x em G é o subgrupo formado pelos elementos em G
que comutam com x, indicado por:

CG(x) = {g ∈ G | xg = x}.

4) Se H ⊆ G, o centralizador de H em G é o subgrupo:

CG(H) = {g ∈ G | hg = h, ∀ h ∈ H} =
⋂

h ∈ H

CG(h).

5) O centro do grupo G é o subgrupo formado pelos elementos de G que comutam com
todos os outros elementos de G e é indicado por Z(G) = CG(G).

6) Se H ≤ G, definimos o normalizador de H em G como sendo o subgrupo

NG(H) = {g ∈ G | g−1Hg = H}.

Note que H �NG(H) ≤ G.

7) Se x, y ∈ G, definimos o comutador de x e y como sendo:

[x, y] = x−1y−1xy.

Observe que x e y comutam se, e somente se, o comutador é [x, y] = 1.

8) Definimos o subgrupo derivado

G′ = ⟨[x, y] | x, y ∈ G⟩.

Lembrando que se X ⊂ G, o subgrupo gerado por X será:

⟨X⟩ = {xα1
1 · xα2

2 · xα3
3 · . . . · xαn

n | n ∈ N, xi ∈ X, αi = ±1}.

9) Se H,K ⊂ G definimos [H,K] = ⟨[h, k] | h ∈ H, k ∈ K⟩. Note que G′ = [G,G].

10) Um grupo K é dito ser de torção quando o(x) < ∞,∀ x ∈ K.

Proposição 1.2.1. Seja G um grupo.

a) |xG| = |G : CG(x)|.

b) (Equações das Classes) Suponhamos que G é finito. Então existem g1, · · · , gr ∈ G
tais que

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

|G : CG(gi)|.
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1.2.1 Teoremas de Sylow

Um dos Teoremas fundamentais da Teoria dos grupos finitos é o Teorema de
Sylow que nos dá uma “recíproca” do Teorema da Lagrange.

Teorema 1.2.1. Sejam G um grupo finito e p um primo. Escreva |G| = pam, onde o
inteiro m não é divisível por p.

(1) Todo p-subgrupo de G está contido em um subgrupo de ordem pa. Em particular,
como 1 é um p-subgrupo, p-subgrupos de Sylow sempre existem.

(2) Se np é o número de p-subgrupos de Sylow, np ≡ 1 mod p.

(3) Todos os p-subgrupos de Sylow são conjugados em G.

1.3 Extensões
Definição 1.3.1. Sejam A,B,C grupos e f : A −→ B e g : B −→ C homomorfismos de
grupos. Se f é injetiva, g sobrejetiva e Im(f) = Ker(g), a sequência

1 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 1

é chamada de sequência exata curta. Em particular,
B

Im(f)
≃ C.

Exemplo 1.3.1. Se N �G, então

1 −→ N
i−→ G

π−→ G/N −→ 1

é uma sequência exata, por

i : N −→ G

x 7−→ x

π : G −→ G/N

x 7−→ xN

onde i é a função inclusão e π é a projeção canônica. Nesse caso, dizemos que G é uma
extensão de N por G/N .

Exemplo 1.3.2. O grupo D4 é extensão de C2 por C2 × C2.

De fato, consideremos D4 = ⟨a, b | a4 = b2 = 1, bab = a−1⟩. Tomemos N = ⟨a2⟩.
Daí, D4/N = ⟨aN, bN⟩ ≃ C2 × C2.

Exemplo 1.3.3. O grupo Dp é extensão de Cp por C2.

Com efeito, consideremos Dp = ⟨a, b | ap = b2 = 1, bab = a−1⟩, com p primo.
Tomemos N = ⟨ap⟩ ≃ Cp. Daí, Dp/N ≃ C2.

Exemplo 1.3.4. O grupo G = ⟨a, b | a5 = b4 = 1, ab = a−1⟩ é extensão de C2 por D5.
Tomemos N = ⟨b2⟩. Daí, G/N ≃ D5.
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Classes de Grupos

Ao longo do texto será interessante descrever certas classes de grupos a partir de
extensões.

Definição 1.3.2. Dadas duas classes de grupos X1 e X2, podemos definir a classe X1-
por-X2 como sendo todos os grupos G nos quais existe um subgrupo normal N no qual
N ∈ X1 e G/N ∈ X2.

Definição 1.3.3. Dizemos que um grupo G é abeliano-por-cíclico se existe um subgrupo
normal de G, tal que N é abeliano e G/N é cíclico.

Exemplo 1.3.5.

1. Todos os grupos que aparecem na Proposição A são abeliano-por-cíclico.

2. O grupo A4 = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 2 3)⟩ é abeliano-por-cíclico.

Definição 1.3.4. Dizemos que um grupo G é policíclico-por-finito se tiver um subgrupo
policíclico normal de índice finito. Ou seja, se houver um subgrupo normal de índice finito
que admita uma série subnormal com fatores cíclicos.

Definição 1.3.5. Dizemos que um grupo G é central-por-finito se o índice |G : Z(G)| é
finito.

Exemplo 1.3.6. Todo grupo finito é central-por-finito.



Capítulo 2

Entre Nilpotentes e Solúveis

Neste capítulo faremos um breve estudo sobre alguns resultados básicos neces-
sários para a compreensão dos resultados principais dos capítulos posteriores. Apresen-
taremos algumas definições e propriedades relevantes sobre grupos cíclicos, abelianos,
solúveis, nilpotentes, supersolúveis e policíclicos. O leitor interessado em mais detalhes
pode consultar [2, Capítulo 7], [5, Capítulo 1], [9, Capítulo 5] e [12, Capítulo 6].

2.1 Grupos Cíclicos
Definição 2.1.1. Seja G um grupo, dizemos que G é um grupo cíclico se G é gerado por
um único elemento, isto é, se existe a ∈ G tal que G = ⟨a⟩.

Vejamos alguns exemplos de grupos cíclicos:

Exemplo 2.1.1.

1. O grupo aditivo dos números inteiros é um grupo cíclico infinito. De fato, Z é gerado
por 1 ou por −1 e estes são seus únicos geradores.

2. Para todo número inteiro n, o Grupo aditivo Zn dos Inteiros módulo n é cíclico,
pois Zn = ⟨1̄⟩.

3. O grupo multiplicativo C∗, tal que, ⟨i⟩ = {i,−i, 1,−1} é cíclico gerado por i.

4. Dado n ≥ 2. Consideremos Cn = {x | xn = 1} ≤ C∗.

Observação 2.1.1. Se G é um grupo cíclico, então o gerador de G, isto é, o elemento
a ∈ G tal que G = ⟨a⟩, em geral, não é único. Por exemplo, Z4 = ⟨1̄⟩ e Z4 = ⟨3̄⟩.

Proposição 2.1.1. Se G é um grupo cíclico, então todo subgrupo H de G também é
cíclico.

Proposição 2.1.2. Seja G = ⟨x⟩ um grupo de ordem n. Se d é um divisor de n, então
existe um único subgrupo H de G de ordem igual a d. Este subgrupo é H = ⟨an/d⟩.

Proposição 2.1.3. Temos que Cn × Cm é cíclico se, e somente se, n e m são coprimos.

10
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2.2 Grupos Abeliano Finito
Definição 2.2.1. Um grupo G é chamado de grupo abeliano se a operação for comutativa,
ou seja,

ab = ba para todo a, b ∈ G.

Exemplo 2.2.1.

1. (Z,+) é um grupo abeliano, pois

x+ y = y + x, para todo x, y ∈ Z.

2. (Q∗, ·) é um grupo abeliano, pois

xy = yx, para todo x, y ∈ Q∗.

Proposição 2.2.1. Se um grupo G é cíclico então G é abeliano.

Observação 2.2.1. A recíproca da Proposição 2.2.1 é falsa, ou seja, nem todo grupo
abeliano é um grupo cíclico. Por exemplo, o Grupo de Klein,

K = {1, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}

é abeliano, mas não é cíclico.

Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados).
Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Então existem únicos inteiros τ1, . . . , τt > 1
e r ≥ 0 tais que

G ≃ Z
τ1Z

⊕ · · · ⊕ Z
τtZ

⊕
Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r vezes

sendo que τ1|τ2| · · · τt−1|τt.

2.3 Grupos Solúveis
Nesta seção iremos estudar brevemente grupos solúveis e grupos nilpotentes. Es-

tes grupos surgem da generalização da propriedade comutativa.

Definição 2.3.1. Seja G um grupo. Consideremos

S : 1 = G0 �G1 �G2 � · · ·�Gn = G

Uma série para G.

1) Dizemos que G é solúvel se cada fator Gi+1/Gi é abeliano, 0 ≤ i ≤ n − 1. (uma
série com tal descrição é chamada de série abeliana).

2) Dizemos que G é policíclico se cada fator Gi+1/Gi é cíclico, 0 ≤ i ≤ n − 1. (uma
série com tal descrição é chamada de série cíclica).
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3) Dizemos que G é nilpotente se Gi�G (1 ≤ i ≤ n) e cada fator Gj+1/Gj ≤ Z(G/Gj),
tal que (0 ≤ j ≤ n− 1). (uma série com tal descrição é chamada de série central).

O resultado a seguir nos mostra que os grupos solúveis é fechado para a formação
de subgrupos e formação de grupos quocientes.

Proposição 2.3.1. Sejam G um grupo, H ≤ G e N �G.

a) Se G é solúvel, então H é solúvel.

b) Se G é solúvel, então G/N é solúvel.

Demonstração. Tomemos uma série genérica para G.

S : 1 = G0 �G1 � · · ·�Gn = G.

a) Suponhamos que S é uma série abeliana para G, isto é, Gi+1/Gi é abeliano, tal que,
0 ≤ i ≤ n− 1. Consideremos a seguinte sequência finita de subgrupos: {Gi ∩H}ni=0

e seja Hi = Gi ∩H. Como Hi �Hi+1. Assim,

Hi+1

Hi

=
H ∩Gi+1

H ∩Gi

=
H ∩Gi+1

(H ∩Gi) ∩Gi+1

≃ Gi(H ∩Gi+1)

Gi

≤ Gi+1

Gi

.

Portanto, o grupo quociente Hi+1/Hi é abeliano, pois é subgrupo de um grupo
abeliano. Logo, H é solúvel.

b) Suponhamos que S é uma série abeliana para G. Consideremos a seguinte sequência
de subgrupos para G/N : {NGi/N}ni=0. Pelo Teorema dos Isomorfismos, temos

(NGi+1)/N

(NGi)/N
≃ NGi+1

NGi

.

Consequentemente, NGi/N �NGi+1/N. Mais ainda,

NGi+1

NGi

=
(NGi+1)Gi

NGi

=
(NGi)Gi+1

NGi

≃ Gi+1

Gi+1 ∩NGi

≃ Gi+1/Gi

(Gi+1 ∩NGi)/Gi

.

Como Gi+1/Gi é abeliano (0 ≤ i ≤ n−1), segue que a sequência {NGi/N}ni=0 forma
uma série abeliana para G/N . Logo, G/N é solúvel.

■

Proposição 2.3.2. Sejam N um subgrupo normal de um grupo G e H um subgrupo de
G.

a) Se N e G/N são solúveis, então G é solúvel.

b) Se N e H são solúveis, então NH é solúvel.
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Demonstração. a) Suponhamos que {Ni}ri=0 e {Hi/N}sj=0 são séries abelianas para
N e G/N , respectivamente. Assim, N0 = 1, Nr = N,H0/N = N/N,Hs = G

e, consequentemente, Ni+1/Ni abeliano (i = 0, · · · , r) e
Hi+1/N

Hi/N
é abeliano (i =

0, ..., s). Mais ainda, cada um dos fatores, pelo Teorema dos Isomorfismos:

Hi+1/N

Hi/N
≃ Hi+1

Hi

é abeliano. Assim, 1 = N0� · · ·�N = H0�H1� · · ·�Hs = G é uma série abeliana
para G. Daí, G é solúvel.

b) Sem perda de generalidade suponhamos que G = NH. Agora, notemos que

G

N
=

NH

N
≃ H

H ∩N

é solúvel. Assim, pelo item a) G = NH é solúvel.
■

2.3.1 Grupos Nilpotentes

Para a demonstração do Teorema 4.2.3, usaremos o fato do grupo G ser nilpotente,
sendo assim indispensável o estudo dessa classe para o entendimento da presente pesquisa.
Abordaremos aqui, algumas propriedades dos grupos nilpotentes.

Para conveniência do leitor, reapresentamos a definição de grupos nilpotentes.

Definição 2.3.2. Dizemos que G é nilpotente se Gi � G (1 ≤ i ≤ n) e cada fator
Gj+1/Gj ≤ Z(G/Gj), tal que (0 ≤ j ≤ n − 1). (uma série com tal descrição é chamada
de série central).

Proposição 2.3.3. Sejam n um inteiro positivo e p um primo. Suponhamos que |G| = pn.
Então

a) Z(G) ̸= 1.

b) G é nilpotente.

Observação 2.3.1. Usando as notações da Definição 2.3.1

i) Se G é um grupo nilpotente, então Z(G) ̸= 1.

ii) Notemos que todo grupo nilpotente é, em particular, solúvel. Basta observar que cada
fator Gj+1/Gj ≤ Z(G/Gj). Assim, cada fator Gj+1/Gj é abeliano (0 ≤ j ≤ n− 1).

Exemplo 2.3.1.

1. Todo grupo abeliano é nilpotente.

2. Todo p-grupo finito é nilpotente.
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3. Todo grupo nilpotente é solúvel.

4. Os grupos S3, A4 e S4 são solúveis e não são nilpotentes. Pois, os centros dos
respectivos grupos são triviais.

5. A5 não é solúvel.

Definição 2.3.3. (Subnormalidade) Seja H um subgrupo de G. Dizemos que H é um
subgrupo subnormal de G se existe uma sequência finita de subgrupos {Hj}nj=0, tal que

H = H0 �H1 � . . .�Hn = G.

Notação: H ��G.

Definição 2.3.4. Seja G um grupo. Definimos o subgrupo de Frattini como sendo

Φ(G) =
⋂

M⋖G

M.

Teorema 2.3.1. (Caracterização dos Grupos Nilpotentes Finitos). Seja G um grupo
finito. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) G é nilpotente.

(2) Todo subgrupo de G é subnormal.

(3) Se H < G, então H < NG(H).

(4) Todo subgrupo maximal de G é normal e existe p ∈ π(G) tal que |G : M | = p.

(5) Todo p-subgrupo de Sylow de G é normal.

(6) G′ ≤ Φ(G).

(7) O grupo G é o produto direto dos seus p-subgrupos de Sylow.

Em alguns casos é pertinente reescrever a definição de grupo nilpotente em termos
de certos subgrupos comutadores.

Lema 2.3.1. O grupo G admite uma série central {Gi}ni=0 se, e somente se [Gi, G] ≤ Gi−1,
com 1 ≤ i ≤ n.

A proposição a seguir nos mostra que as classes dos grupos nilpotentes é fechada
para subgrupos e formação de grupos quocientes.

Proposição 2.3.4. Sejam G um grupo, H ≤ G e N �G.

a) Se G é nilpotente, então H é nilpotente.

b) Se G é nilpotente, então G/N é nilpotente.

Observação 2.3.2. Notemos que a Proposição 2.3.2, em geral, não é válida para grupos
nilpotentes. Por exemplo, N = ⟨(123)⟩� S3, sendo que H = ⟨(1 2)⟩ ≃ S3/N são cíclicos
(portanto nilpotentes), mas S3 = HN não é nilpotente.
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2.3.2 Grupos Supersolúveis Finitos

Definição 2.3.5. Dizemos que um grupo G é supersolúvel se existe uma série G = G0 ≥
G1 ≥ · · · ≥ Gn = 1, onde Gi � G, tal que 1 ≤ i ≤ n e cada fator Gj+1/Gj é cíclico, tal
que 0 ≤ j ≤ n− 1.

Exemplo 2.3.2.

1. O grupo G = S3 é supersolúvel. Tome a série

1
3

⊴ C3

2

⊴ S3.

2. O grupo Dp = ⟨a, b | ap = b2 = 1, bab = a−1⟩, com p primo é supersolúvel. Tome
a série

1
p

⊴ Cp

2

⊴ Dp.

3. O grupo G = S4 não é supersolúvel. Pois,

1
4

⊴ K
3

⊴ A4

2

⊴ S4

que é a “maior” série (normal) de S4 e K, (onde K é o grupo de Klein) não é
cíclico.

Observação 2.3.3. Os números apresentados acima do símbolo de normalidade repre-
senta o índice entre os grupos.

Observação 2.3.4. Todo grupo supersolúvel é solúvel mas nem todo grupo solúvel é su-
persolúvel.

Por exemplo, o grupo G = A4 é solúvel, pois temos a série

1
4

⊴ K
3

⊴ A4.

Dado que
K

1
≃ K ≃ C2 × C2 é abeliano e não é cíclico. Portanto, não é supersolúvel.

Veremos nas Proposições 2.3.5 e 2.3.6 que a classe de grupos supersolúveis é
fechada para subgrupos, quocientes e produto direto (de um número finito de grupos).

Proposição 2.3.5. Seja G um grupo supersolúvel finito.

a) Se H ≤ G, então H é supersolúvel.

b) Se N �G, então G/N é supersolúvel.

c) Se N ·� G, então existe um primo p tal que |N | = p.

d) Se M ⋖G, então existe um primo p tal que |G : M | = p.

Demonstração.



CAPÍTULO 2. ENTRE NILPOTENTES E SOLÚVEIS 16

a) Seja H um subgrupo qualquer de G. Como G é supersolúvel, então existe uma série

1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

tal que Gi � G e Gi+1/Gi é cíclico para todo i = 0, 1, · · · , n − 1. Consideremos
Hi = H ∩Gi. Então:

Hi+1

Hi

=
H ∩Gi+1

H ∩Gi

=
H ∩Gi+1

(H ∩Gi+1) ∩Gi

≃ Gi(H ∩Gi+1)

Gi

≤ Gi+1

Gi

implicando que Hi+1/Hi é cíclico. Além disso, temos Hi = H∩Gi�H (pois Gi�G)
para todo i. Desse modo, H é supersolúvel.

b) Considere N̄i = NGi/N. Temos que N̄i �G/N e N̄i ≤ N̄i+1 para todo i. Daí

N̄i+1

N̄i

=
NGi+1/N

NGi/N
≃ NGi+1

NGi

=
(NGi)Gi+1

NGi

≃ Gi+1

(NGi) ∩Gi+1

≃ Gi+1/Gi

((NGi) ∩Gi+1)/Gi

implicando que
N̄i+1

N̄i

é cíclico. Portanto, G/N é supersolúvel.

c) Seja N um subgrupo normal minimal de G. Temos que G é supersolúvel, então
temos a série

1 = G0 �G1 � · · ·�Gn = G,

onde Gi � G e Gi+1/Gi é cíclico. Seja k o menor inteiro tal que Gk ∩ N ̸= 1. Isto
implica que Gk−1 ∩N = 1. Ademais, Gk ∩N �G e 1 ̸= Gk ∩N ≤ N o que acarreta
que Gk ∩N = N. No qual N ≤ Gk. Assim,

N ≃ NGk−1

Gk−1

≤ Gk

Gk−1

é cíclico. Logo, |N | = p para algum primo p.

d) Sabemos pelo item c) que um normal minimal N de G tem ordem |N | = q, para al-
gum primo q. Façamos indução sobre |G|. Temos que G/N é um grupo supersolúvel
de ordem < |G|. Dado M ⋖G, pode acontecer

Caso (1): Se N ⊆ M , então
M

N
⋖

G

N
.

Daí, |G/N : M/N | = p, para algum primo p. Assim, |G : M | = |G/N : M/N | = p.

Caso (2): Se N ⊈ M , então G = MN, visto que M ⋖ G. Como |N | = q primo,
segue que N ∩ M = 1. Assim, |G| = |G : N ||N | = |M ||N | e, consequentemente,
|G : M | = |N | = q, primo.

■
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Observação 2.3.5. Não é verdade que se N � G e
G

N
forem supersolúveis, implica que

G é supersolúvel.

Como vimos A4 não é supersolúvel, porém K e
A4

K
são supersolúveis.

Proposição 2.3.6. Sejam G,H,K grupos.

a) Se H,K são supersolúveis e G = H ×K, então G é supersolúvel.

b) Se G é nilpotente finito, então G é supersolúvel.

Demonstração. a) Temos que

1 = H0 �H1 � · · ·�Hn = H

e
1 = K0 �K1 � · · ·�Km = K

são séries normais cíclicas para H e K, respectivamente. Para G = H ×K, consi-
deremos:

1�H1 ×{1}� · · ·�Hn ×{1} = H ×{1}�H ×K1 � · · ·�H ×Km = H ×K = G.

Notemos que
Hj+1 × {1}
Hj × {1}

≃ Hj+1

Hj

× {1}
{1}

≃ Hj+1

Hj

é cíclico, 0 ≤ j ≤ n− 1 e

H ×Kj+1

H ×Kj

≃ H

H
× Kj+1

Kj

≃ Kj+1

Kj+1

é cíclico 0 ≤ j ≤ m− 1. Logo, G = H ×K é supersolúvel.

b) Faremos Indução sobre |G|. Sabemos que G com ordem p primo é cíclico e, conse-
quentemente, supersolúvel. Suponhamos que todos os grupos nilpotentes de ordem
< |G| são supersolúveis.

Como G é nilpotente, temos que Z(G) ̸= 1. Temos que existe p ∈ π(G) tal que p
divide |Z(G)|. Daí, existe H ≤ Z(G) tal que |H| = p. Em particular, H�G. Como
|G/H| é nilpotente e tem ordem < |G|, temos que G/H é supersolúvel. Assim,
existe uma série normal cíclica:

H

H
=

H0

H
�

H1

H
� · · ·� Hr

H
=

G

H
.

Agora, como 1�H �H1 � · · ·�Hr = G é uma série normal cíclica para G. Logo,
G é supersolúvel.

■
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Proposição 2.3.7. Sejam G um grupo finito e p = máx π(G).

a) Se todos os subgrupos maximais tem índice primo, para algum primo q ∈ π(G),
então P ∈ Sylp(G) é um subgrupo normal de G.

b) Suponhamos adicionalmente que G é supersolúvel. Então existe um subgrupo normal
H de G com ordem, exatamente, p.

Demonstração. a) Consideremos P um p-grupo de Sylow de G e suponhamos que P ̸⊴
G. Desse modo, NG(P ) é um subgrupo próprio de G e, desta maneira, existe M⋖G
tal que NG(P ) ≤ M . Por hipótese, |G : M | = q, para algum primo q ∈ π(G).
Note que P é também um p-subgrupo de Sylow do subgrupo M e temos ainda
NM(P ) = NG(P ). Pelo Teorema de Sylow,

np = |G : NG(P )| ≡ 1 (mod p) e ñp = |M : NM(P )| ≡ 1 (mod p).

Por outro lado, |G : NG(P )| = |G : M ||M : NM(P )| e podemos escrever np = ñpq.
Das congruências acima, provenientes do Teorema de Sylow, concluímos que q ≡
1 (mod p). Desta forma, p divide q−1 e temos p ≤ q. Absurdo, pois p = máx{π(G)}.

b) Pela Proposição 2.3.5 c) e d), os subgrupos maximais de um grupo supersolúvel têm
índice primo e os normais minimais tem ordem prima. Daí, pelo item a), P � G,
sendo que P ∈ Sylp(G). Com isso, é suficiente tomar um normal minimal N em G
que esteja contido em P .

■

Lema 2.3.2. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Se N é cíclico e G/N é
supersolúvel, então G é supersolúvel.

Demonstração. Se G/N é supersolúvel, por definição existe uma série normal cíclica
{N} = Ḡ0 ≤ Ḡ1 ≤ · · · ≤ Ḡn = G/N , ou seja, Ḡi � G/N, com 0 ≤ i ≤ n e Gi+1/Gi

é cíclico para 0 ≤ i ≤ n. Pelo Teorema da correspondência, para cada i ∈ {0, 1, · · · , n},
existe Gi �G com Gi ≥ N tal que Ḡi = Gi/N e assim,

N = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G.

Pelo teorema do Isomorfismo,

Ḡi+1

Ḡi

=
Gi+1/N

Gi/N
≃ Gi+1

Gi

,

para 0 ≤ i ≤ n− 1. Logo
Gi+1

Gi

é cíclico para cada i ∈ {0, 1, · · · , n− 1}. Assim, conside-

ramos a série S : {1} ≤ N = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G. Portanto, S é uma série normal
de G, onde todos os fatores são cíclicos, isto é, G é supersolúvel. ■
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2.3.3 Grupos Policíclicos: Grupos solúveis satisfazendo MÁX

Para a comodidade do leitor reapresentaremos a definição de grupo policíclico.

Definição 2.3.6. Dizemos que um grupo é policíclico se admite uma série (subnormal)
cujos fatores são cíclicos.

Proposição 2.3.8. Grupos policíclicos são solúvel.

Proposição 2.3.9. Grupos abelianos finitamente gerados são policíclicos.

Demonstração. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado por a1, a2, · · · , an. Tome-
mos Gi = ⟨a1, . . . , ai⟩, tal que, 1 ≤ i ≤ n + 1. Então, Gi está contido em Gi+1 e Gi

é normal em Gi+1, já que G é abeliano. Os quocientes Gi+1/Gi são gerados por aiGi.
Portanto, Gi+1/Gi é cíclico e os Gi formam uma série policíclica para G.

■

Proposição 2.3.10. Subgrupos de grupos policíclicos são policíclicos.

Demonstração. Seja 1 = G0 � G1 � G2 � · · · � Gn = G uma série policíclica para um
grupo G e seja H um subgrupo de G. Definamos Hi = Gi ∩ H. Tomemos a ∈ Hi e
b ∈ Hi+1, temos que a, b ∈ H, e além disso, a ∈ Gi e b ∈ Gi+1. Como Gi � Gi+1, segue
que b−1ab ∈ Gi. Logo, Hi �Hi+1. Pelo Teorema dos Isomorfismos,

Hi+1/Hi = (Gi+1 ∩H)/(Gi ∩H) = (Gi+1 ∩H)/(Gi ∩ (Gi+1 ∩H))

Hi+1/Hi ≃ (Gi+1 ∩H)Gi/Gi = Hi+1Gi/Gi

que é um subgrupo do grupo cíclico Gi+1/Gi. Logo, Hi+1/Hi é cíclico. Assim,

1 = H0 �H1 �H2 � · · ·�Hn = G

é uma série policíclica para H. Portanto H é policíclico. ■

As condições de finitude envolvendo cadeias (condição de cadeia ascendente e/ou
descendente) são frequentes no estudo de estruturas algébricas. Nessa subseção mostra-
remos que os grupos solúveis satisfazendo MÁX são, exatamente, os grupos policíclicos.

Definição 2.3.7. Sejam G um grupo e C = {Hi}∞i=1 um conjunto de subgrupos de

1) Dizemos que C é uma cadeia ascendente (de subgrupos) se

H1 ≤ H2 ≤ H3 ≤ · · ·

2) Dizemos que C é uma cadeia ascendente estacionária se existir um inteiro positivo
n, tal que, Hi = Hn, para todo i ≥ n.

Exemplo 2.3.3.

1. Qualquer cadeia ascendente de subgrupos em um grupo finito é estacionária.
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2. Qualquer cadeia ascendente no grupo aditivo dos inteiros Z é estacionária.

3. Seja p um primo. O Grupo de Prüfer Cp∞ possui cadeias ascendentes não estacio-
nárias.

De fato,

1. O resultado é uma consequência do Teorema de Lagrange.

2. Como todo subgrupo H não trivial de Z é da forma mZ, para algum número inteiro
m ̸= 0, segue que o índice de H em G é dado por [Z : H] = [Z : mZ] = m. Segue do
Teorema dos índices que toda cadeia ascendente em Z é estacionária.

3. É suficiente construir uma cadeia ascendente não estacionária para o Prüfer. De
fato, tomemos a seguinte cadeia própria infinita: C = {Hi}∞i=1 dada por

Hi = {x ∈ C|xpi = 1}.

Definição 2.3.8. Dizemos que um grupo G satisfaz condição maximal se qualquer cadeia
ascendente em G é estacionária. Para simplificar a escrita: dizemos que G satisfaz MÁX.

Definição 2.3.9. Dizemos que um grupo G satisfaz MÁX-C se toda cadeia ascendente
de subgrupos cíclicos é estacionária. Ou seja, {Ci}∞i=1, sendo que Ci ≤ G é cíclico,
Ci ≤ Ci+1 para todo i ≥ 1, temos que existe k ∈ N tal que

Cn = Ck,

para todo n ≥ k.

Exemplo 2.3.4.

1. Todo grupo finito satisfaz MÁX-C.

2. O grupo aditivo dos inteiros Z satisfaz MÁX-C. Logo, todos os grupos cíclicos
satisfazem MÁX-C.

3. Seja p um primo. O grupo de Prüfer Cp∞ não satisfaz MÁX-C.

4. O grupo Q não satisfaz MÁX-C.

Lema 2.3.3. G satisfaz MÁX se e somente se cada subgrupo de G é finitamente gerado.

Demonstração. Por contraposição, suponhamos que existe um subgrupo H de G que não
é finitamente gerado. Daí, construa a seguinte cadeia de subgrupos:

• Tomemos 1 ̸= h1 ∈ H1. Como H não é finitamente gerado, segue que

1 < ⟨h1⟩ < H;
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• Tomemos h2 ∈ H \ ⟨h1⟩. Como H não é finitamente gerado, segue que

1 < ⟨h1⟩ < ⟨h1, h2⟩ < H;

· · ·

• Tomemos hn+1 ∈ H \ ⟨h1, · · · , hn⟩. Como H não é finitamente gerado, segue que

⟨h1, · · · , hn⟩ < h;

· · ·

Assim, podemos construir uma cadeia não estacionária própria em H.
Reciprocamente, seja H1 ≤ H2 ≤ H3 ≤ · · · uma cadeia ascendente de subgrupos

de G. Então
∞⋃
i=1

Hi

é um subgrupo de G e, consequentemente, H é finitamente gerado. Seja H = ⟨h1, · · · , ht⟩,
com hj ∈ Hnj

. Se n = máx{nj|1 ≤ j ≤ t}, então hi ∈ Hn para todo i ∈ {1, · · · , t} e
temos Hn = H. Logo, Hn = Hn+1 = · · · = H.

■

Lema 2.3.4. Seja K um subgrupo normal de G. Então G satisfaz MÁX-C se, e somente
se, K e G/K satisfazem MÁX-C.

Demonstração. Temos por hipótese que K é um subgrupo de G, segue que todos os
subgrupos de K são finitamente gerados, logo K satisfaz MÁX-C. Agora, vamos mostrar
que todos os subgrupos de G/K são finitamente gerados. Tomemos arbitrariamente N̄ ≤
G/K, assim, temos pelo Teorema da Correspondência, um subgrupo N ≤ G tal que N̄ =
N/K. Como N é subgrupo de G, temos que N é finitamente gerado, e consequentemente,
N̄ é finitamente gerado. Como a escolha foi arbitrária, temos que G/K satisfaz MÁX-C.

Agora, dada C1 ≤ C2 ≤ C3 ≤ · · · uma cadeia ascendente de subgrupos cíclicos
em G. Como K e G/K satisfazem MÁX-C, temos que existe um número inteiro positivo
n de tal sorte que

Cj ∩K = Cn ∩K e CjK = CnK,

para todo j ≥ n. Seja {Ai}∞i=1 tal que Ai = Ci ∩ K e {Bi}∞i=1 tal que Bi = CiK, dado
i ≥ n, usando as igualdades acima e a Lei de Dedekind temos,

Ci = Ci ∩ (CiK) = Ci ∩ (CnK) = Cn(Ci ∩K) = Cn(Cn ∩K) = Cn.

Portanto, a cadeia acima é estacionária e concluímos a prova. ■

Corolário 2.3.1. Todo grupo policíclico satisfaz MÁX-C.

Demonstração. Seja G um grupo policíclico. Temos que G admite uma série (subnormal)
cíclica. Pelo Lema 2.3.4, G satisfaz MÁX-C. ■
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Agora, vamos estudar grupos solúveis que satisfazem MÁX-C. Primeiro vamos
caracterizar grupos abelianos que satisfazem MÁX-C.

Lema 2.3.5. Seja A um grupo abeliano. Então A é policíclico se, e somente se, A satisfaz
MÁX-C.

Demonstração. (=⇒) : Segue do Corolário 2.3.1.
(⇐=) : Temos que A é finitamente gerado. Assim, A = ⟨a1, · · · , an⟩. É suficiente

considerar a série:
1� ⟨a1⟩� ⟨a1, a2⟩� · · ·� ⟨a1, · · · , an⟩.

Daí, A é policíclico. ■

Proposição 2.3.11. Seja G um grupo solúvel. Então G satisfaz MÁX-C se, e somente
se, G é policíclico.

Demonstração. (=⇒) : Faremos a nossa prova por indução sobre o comprimento derivado
dl(G). Temos que o resultado é válido se dl(G) = 1, pois G é abeliano e o resultado
segue do Lema 2.3.5. Agora, suponhamos que todos os grupo solúveis que satisfazem
MÁX-C com comprimento derivado ≤ d − 1 são policíclicos. Dado G um grupo solúvel
com dl(G). Temos que G/G′ é abeliano e dl(G′) ≤ d − 1. Assim, ambos são policíclicos.
Assim, podemos construir duas séries cujos fatores são cíclicos

1 = H0 �H1 � · · ·�Hn−1 �Hn = G′

e
G′

G′ =
K0

G′ �
K1

G′ �
K2

G′ � · · ·� Km

G′ =
G

G′ .

Agora, ajustando ambas as séries, obtemos uma nova série com cíclica para G:

1 = H0 �H1 � · · ·�Hn−1 �Hn = G′ = K0 �K1 � · · ·�Km = G.

(⇐=) : Segue do Corolário 2.3.1. ■

2.3.4 Comparando as Classes de Grupos

Consideremos as seguintes classes dos grupos finitos:

• X0 = classe dos p-grupos finitos.

• X1 = classe dos grupos abelianos finitos.

• X2 = classe dos grupos nilpotentes finitos.

• X3 = classe dos grupos supersolúveis finitos.

• X4 = classe dos grupos solúveis finitos.

• X5 = classe dos grupos finitos.
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Daí, podemos expressar as seguintes inclusões entre as classes envolvidas:

• X0 ⊂ X2.

• X1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ X4 ⊂ X5.

Vejamos as relações das classes dos grupos na figura 2.1.

Figura 2.1: Comparando Classes de Grupos 1

Fonte: Autoria Própria

No diagrama acima evidenciamos alguns grupos que pertencem a uma dada classe
e não à outra. Vejamos:

• S3 é solúvel e não nilpotente.

• D4 é um p-grupo nilpotente e não é abeliano.

• S3 é supersolúvel e não é nilpotente.

• A4 é solúvel e não é supersolúvel.

• D4 × C3 é nilpotente e não é p-grupo.

• A5 é um grupo finito não solúvel.



Capítulo 3

Grupos Finitos com um Subgrupo
(Maximal) Abeliano

Neste capítulo investigaremos a propriedades de um grupo finito a partir da es-
trutura dos seus subgrupos maximais. O Capítulo é dividido em três seções. Na primeira
delas, 3.1 apresentaremos uma classificação de p-grupos finitos que possuem um subgrupo
cíclico que é maximal. Utilizaremos fortemente este resultado para provarmos o Teorema
4.2.1 (veja Capítulo 4). Na segunda seção, 3.2 deste capítulo apresentando um teorema
de caracterização de grupos finitos que possuem um subgrupo abeliano e maximal. Usa-
remos tais resultados no capítulo 4. Finalizaremos obtendo características de um dado
grupo supondo somente a existência de um subgrupo normal abeliano. Para o estudo
deste capítulo usaremos como base os textos [11] e [9, Capítulo 5].

3.1 p-Grupos com um Subgrupos Maximais Cíclicos
Antes do nosso primeiro resultado principal incluímos o seguinte fato elementar.

Sua demonstração será incluída para conveniência do leitor.

Lema 3.1.1. Sejam m ∈ N e x, y elementos em um grupo G nilpotente de classe ≤ 2.
Então

(xy)m = xmym[y, x](
m
2 ).

Demonstração. Faremos indução sobre m. Primeiramente vamos mostrar que [ym, x] =
[y, x]m. Para m = 1 é imediato. Suponhamos que a identidade seja válida para algum m.
Assim,

[y, x]m+1 = [y, x][y, x]m = y−1x−1yx[ym, x]

= y−1[ym, x]x−1yx = y−1(y−mx−1ymx)x−1yx

= y−(m+1)x−1ym+1x = [ym+1, x].

Agora, voltaremos a nossa demonstração. Prosseguiremos novamente com indu-
ção sobre m. Temos que é válido para m = 1. Suponhamos que o resultado seja válido
para algum m, lembrando que cada [x, y] ∈ Z(G), temos que ymx = [y, x]mxym. Logo,

24
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(xy)m+1 = (xy)mxy = xmym[y, x](
m
2 )xy

= xm(ymx)y[y, x](
m
2 ) = xm[y, x]mxymy[y, x](

m
2 )

= xmxymy[y, x]m[y, x](
m
2 ) = xm+1ym+1[y, x]m+(m2 )

= xm+1ym+1[y, x](
m+1

2 )

uma vez que
(
m+1
2

)
=
(
m
2

)
+m. ■

O seguinte resultado aparece na Introdução com o nome de Proposição A.

Proposição 3.1.1. Um grupo de ordem pn tem um subgrupo maximal cíclico se, e somente
se, for de um dos seguintes tipo:

a) Um grupo cíclico de ordem pn.

b) O produto direto de um grupo cíclico de ordem pn−1 e o outro de ordem p.

c) ⟨x, a | xp = 1 = ap
n−1, ax = a1+pn−2⟩, n ≥ 3.

d) O grupo diedral D2n , n ≥ 3.

e) O grupo quatérnion generalizado Q2n , n ≥ 3.

f) O grupo semidiedral ⟨x, a | x2 = 1 = a2
n−1, ax = a2

n−2−1⟩, n ≥ 3.

Demonstração. Seja G = pn. Suponhamos que N = ⟨a⟩ é um subgrupo maximal cíclico
de G, assim N é normal em G e |G : N | = p. Agora, seja G/N = ⟨xN⟩, temos que
G = ⟨x, a⟩, daí |a| = pn−1 e xp ∈ N . Se G é abeliano e xp = bp, tal que b ∈ N , então
(xb−1)p = 1 e G = ⟨xb−1⟩ ×N , caso contrário xp = ai onde (i, p) = 1, e G = ⟨x⟩. Assim,
se G é abeliano é do tipo a) ou b).

Suponhamos que G é não abeliano, daí n > 2.
O elemento x induz um automorfismo em N que deve ter ordem p, daí ax = am

onde mp ≡ 1 mod pn−1 e 1 < m < pn−1. Agora, pelo Teorema de Fermat mp−1 ≡ 1 mod p,
então segue que m ≡ 1 mod p.

Por enquanto vamos assumir que p é ímpar. Consideremos m = 1 + kpi onde
(p, k) = 1 e 0 < i < n− 1. Agora,

mp = (1 + kpi)p = 1 + kpi+1 +
p− 1

2
k2p2i+1 +

(p− 1)(p− 2)

6
k3p3i+1 + · · · ,

o que mostra que mp ≡ 1 + kpi+1 mod pi+2. Mas mp ≡ 1 mod pn−1 de modo que
kpi+1 + lpi+2 = l′pn−1 com l e l′ inteiros. Como i + 1 ≤ n − 1 e (p, k) = 1, segue-se
que i + 1 = n − 1 e i = n − 2. Portanto m = 1 + kpn−2. Agora existe um k′ tal que
kk′ ≡ 1 mod p e ax

k′
= a(1+kpn−2)k

′
= a1+pn−2 , indicando que podemos substituir x por

xk′ e assumir que m = 1 + pn−2. Resta discutir a posição de xp em N . Agora (xp)x = xp

implicando que |xp| divide pn−2 e xp ∈ ⟨ap⟩, digamos xp = bp onde b ∈ N . Também G
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é nilpotente de classe 2 desde [a, x] = ap
n−2 . Portanto, (xb−1)p = xpb−p = 1 pelo Lema

3.1.1 já que [b−1, x]p = 1. Substituindo x por xb−1, podemos supor que xp = 1, de modo
que que G é do tipo c).

De agora em diante seja p = 2. Certamente m é ímpar, igual a 2k + 1. De m2 ≡
1 mod 2n−1, segue que k(k+1) ≡ 0 mod 2n−3 e k ≡ 0 ou −1 mod 2n−3. Existem, portanto,
duas formas possíveis: m = 2n−2l+ 1, onde l é ímpar e m = 2n−2l− 1. No primeiro caso,
substituindo x por uma potência adequada, podemos supor que m = 2n−2 + 1, enquanto
no segundo l é par e podemos tomar m = 2n−1 − 1 ou l é ímpar e podemos tomar
m = 2n−2 − 1. Há portanto, três casos a examinar.

Suponhamos que m = 2n−1 − 1, de modo que ax = a−1. Como (x2)x = x2, o
elemento x2 tem ordem 1 ou 2 em N , o que mostra que x2 = 1 ou a2n−2 e G ≃ D2n ou
G ≃ Q2n respectivamente. Agora, assuma que m = 2n−2 + 1. Como x2 não pode gerar
N, temos x2 = a2r para algum r. Definindo b = ar(2

n−3−1), calculamos que

(xb)2 = x2b2[b, x] = a2rar(2
n−2−2)ar(2

n−3−1)2n−2

= ar2
2n−5

.

Se n ≥ 4 esta potência de a é igual a 1 e G é do tipo (c). No entanto, se n = 3, então
ax = a−1 e x2 = 1 ou a2, de modo que G ≃ D8 ou Q8.

Finalmente, seja m = 2n−2− 1. Se x2 = a2r, então a2r = (a2r)
x
= a2r(2

n−2−1), caso
em que 2r ≡ 0 mod 2n−2 e x2 = 1 ou a2n−2. Se x ̸= 1, então (xa−1)2 = a2

n−2
a−2a−(2n−2−2) =

1 e G é do tipo f). ■

3.2 Grupos com um Subgrupo Maximal Abeliano
Na demonstração do teorema principal desta seção usaremos o Teorema de Frobenius-

Thompson, para isso faremos uma breve síntese sobre os Grupos de Frobenius que serão
importantes na demonstração do Teorema de Herstein.

Definição 3.2.1. (Grupo de Frobenius) Seja H um subgrupo de G. Dizemos que G é um
grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H se H ∩Hx = {1} para todo x ∈ G \H.

Definição 3.2.2. Seja G um grupo de Frobenius com respeito ao subgrupo H. Definimos
o núcleo de Frobenius de G por

M := G \
⋃

x ∈ G

(H \ 1)x

onde M um subconjunto normal de G tal que G = HM e H∩M = 1. Além disso, dizemos
que H é o complemento de Frobenius de G.

Exemplo 3.2.1.

1. O grupo A4 = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 2 3)⟩ é grupo de Frobenius, com H =
⟨(1 2 3)⟩ e M = K, onde K é o grupo de Klein.

2. O grupo S3 = {1, (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3)} é grupo de Frobenius, com H = ⟨(1 2)⟩
e M = ⟨(1 2 3)⟩.
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3. Consideremos o grupo D4 = ⟨a, b | a4 = b2 = 1, bab = a−1⟩. Note que D4 não é um
grupo de Frobenius com relação a nenhum de seus subgrupos pois as suas duas cópias
do grupo de Klein e o cíclico de ordem 4 são normais em D4 e as cinco cópias de
C2 são subnormais em D4. Em geral, o grupo diedral Dn é um grupo de Frobenius
se, e somente se, n é ímpar.

Proposição 3.2.1. Seja G um grupo de Frobenius finito com complemento H e o núcleo
M . Denotemos |G : H| = n, então

a) NG(H) = H e H possui n conjugados em G.

b) M é um subconjunto normal de G com |M | = n.

c) CM(h) = {1},∀ h ∈ H \ {1}.

d) CH(m) = {1},∀ m ∈ M \ {1}.

e) CG(m) ⊂ M,∀ m ∈ M \ {1}.

f) Z(G) = {1}.

g) |H| divide n− 1 e em particular mdc(|H|, n) = 1.

O Teorema a seguir é bastante importante e profundo e sua demonstração foge
dos nossos objetivos imediatos. A demonstração pode ser consultada em [9, 8.5.5 Capítulo
8 e 10.5.6 Capítulo 10].

Teorema 3.2.1. (Frobenius-Thompson). Seja G um grupo finito de Frobenius com com-
plemento H e núcleo K. Então K é um subgrupo nilpotente.

O Teorema a seguir corresponde ao Teorema B da Introdução.

Teorema 3.2.2. (Herstein) Seja G um grupo finito admitindo um subgrupo maximal
abeliano H. Então G é solúvel.

Demonstração. Temos que H ≤ NG(H) ≤ G. A nossa prova será dividida em dois casos.

1) Se NG(H) > H. Então NG(H) = G, pela maximalidade de H. Logo, H � G e
G/H é de ordem prima (pela maximalidade de H). Portanto, G/H é cíclico e em
particular G/H é solúvel, como H é abeliano, também é solúvel. Daí G é solúvel.

2) Se NG(H) = H.

2.1) Consideremos Wx = H∩Hx ̸= {1}, para x ∈ G\H. Faremos indução sobre a ordem
de G. Tomemos w ∈ Wx \ {1} e defina A := CG(w) ⊃ H. Como x /∈ H = NG(H),
então H ̸= Hx. Note também que como w ∈ Wx, temos que w = cx, tal que c ∈ H
e dado hx ∈ Hx, temos hxw = hxcx = x−1hcx = x−1chx = cxhx = whx, ou seja,
hx ∈ CG(w). Assim, Hx ≤ CG(w) = A ⊃ H. Portanto, CG(w) = A = G, o que
implica que w está no centro de G. Logo, ⟨w⟩�G. Portanto, H/⟨w⟩ é um maximal
em G/⟨w⟩. Assim, H/⟨w⟩ é abeliano. Note ainda que |G/⟨w⟩| < |G|, pela nossa
hipótese G/⟨w⟩ é solúvel e G também é solúvel.
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2.2) Agora, seja Wx = H ∩ Hx = {1}, para x ∈ G \ H. Nestas condições estamos na
hipótese de G ser um grupo de Frobenius. Seja K o núcleo de Frobenius de G.
Assim, Pelo Teorema de Frobenius-Thompson, temos que K � G e G = KH e K
é nilpotente, e em particular, K é solúvel, e como H é abeliano, logo solúvel segue
que G é solúvel.

■

3.3 Grupos Abeliano-por-cíclico
A existência de um subgrupo normal abeliano pode influenciar bastante a estru-

tura de um grupo. Aqui nos ocuparemos de uma importante subclasse dos grupos solúveis
chamados de grupos “abeliano-por-cíclico” (veja a seção 1.3 de Extensões no Capítulo 1).

O resultado a seguir descreve propriedades do subgrupo derivado e a ordem de
um grupo abeliano-por-finito.

Teorema 3.3.1. Sejam G um grupo e A um subgrupo normal abeliano de G. Suponhamos
que existe x ∈ G, tal que G/A = ⟨Ax⟩. Então

(1) (Spiegel) {[a, x] | a ∈ A} ≤ G.

(2) G′ = { [a, x] | a ∈ A}.

(3) A aplicação

Γ : A −→ G′

a 7−→ [a, x]

é um epimorfismo.

(4) O ker(Γ) = A ∩ Z(G). Em particular,

A

A ∩ Z(G)
≃ G′.

(5) Seja A um subgrupo maximal de um p-grupo não abeliano G. Suponhamos que A é
abeliano. Então

(5.1) Z(G) ≤ A.

(5.2) |G| = p · |Z(G)| · |G′|.

Demonstração. (1) Denotamos H = {[a, x] | a ∈ A}. Com efeito,

• Temos que H ̸= ∅, pois [a, x] ∈ H.

• Existe elemento neutro: basta considerar 1 = [1, x].
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• Existe elemento inverso para cada elemento [a, x]: de fato,

[a, x]−1 = [a−1, x] ∈ H.

Com isso, concluímos que H ≤ G.

(2) É suficiente mostrarmos que cada conjugado de [a, x] é ainda um elemento de H.
Com efeito, dado g ∈ G: existem a1 ∈ A e i ∈ Z tais que g = a1x

i. Daí,

[a, x]g = [a, x]a1x
i

=
(
[a, x]a1

)xi

= [a, x]x
i

= [ax
i

, xxi

] = [ã, x] ∈ H,

para algum ã ∈ A. Agora, vejamos que G′ = H. De fato, é suficiente mostrarmos
que [x, y] ∈ H, pois H ≤ G′. Dados x, y ∈ G, tomemos x = a1x

i e y = a2x
j. Temos

que

[x, y] = [a1x
i, a2x

j]

= [a1, a2x
j]x

i

[xi, a2x
j]

= ([a1, x
j][a1, a2]

xj

)[xi, xj][xi, a2]

= [a1, x
j][xi, a2] ∈ H.

= [a1, x
j][a2, x

i]−1 ∈ H.

Portanto, G′ = { [a, x] | a ∈ A}.

(3) Por construção temos que Γ é sobrejetiva. Vamos mostrar que a aplicação de fato é
um epimorfismo. Dados a, a1 ∈ A, temos

Γ(aa1) = [aa1, x]

= [a, x]a1 [a1, x]

= [a, x][a1, x]

= Γ(a) · Γ(a1).

(4) Por construção ker(Γ) ≤ A. Agora, tomemos α ∈ ker(Γ). Daí,

[α, x] = 1.

Logo, x ∈ CG(α) e consequentemente, α ∈ Z(G). Portanto, ker(Γ) ≤ A ∩ Z(G).

Por outro lado, se ã ∈ A ∩ Z(G), então Γ(ã) = [ã, x] = 1. Logo, ã ∈ ker(Γ).
Portanto, ker(Γ) = A ∩ Z(G). Finalmente, pelo Teorema do Isomorfismo

A

A ∩ Z(G)
≃ G′.

(5.1) Suponhamos que Z(G) ≰ A. Com isso, pela maximalidade de A, temos que G =
AZ(G). Notemos que CG(A) = G se, e somente se, A ≤ Z(G). Assim, Z(G) = G.
De fato, temos que A ≤ CG(A) e Z(G) ≤ CG(A). Logo, G = AZ(G) ≤ CG(A) ≤ G.
Temos que CG(A) = G. Assim, A ≤ Z(G). Portanto, AZ(G) = Z(G) = G, um
absurdo.
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(5.2) Pelo item anterior, Z(G) ≤ A. Daí, pelo Teorema dos Índices temos que

|G| = |G : A| · |A|
= |G : A| · |A : A ∩ Z(G)| · |A ∩ Z(G)|
= p · |G′| · |Z(G)|.

■

Observação 3.3.1. i) O item (5.2) exprime um fenômeno que ocorre para todos os
grupos da Proposição A. Por outro lado, existem grupos que não estão contemplados
na Proposição A cuja ordem pode ser expressa em termos da mesma expressão (por
exemplo, A4).

ii) O item (2) do Teorema anterior é um caso particular do resultado [14, Teorema B].

Exemplo 3.3.1.

1. Seja n ≥ 3. Considere o grupo G = Sn. Temos que |Z(G)| = 1 e |G′| = |An|= n!/2.
Daí,

n! = |G| = 2 · |Z(G)| · |G′|.

2. Tome o grupo G = A4. Temos que |Z(G)| = 1, |G′| = 4. Daí,

12 = |G| = 3 · |Z(G)| · |G′|.

3. Seja o grupo G = D2n. Temos que |Z(G)| = 2, |G′| = 2n−2. Daí,

2n = |G| = 2 · |Z(G)| · |G′|.

4. Considere o grupo G = Q2n. Temos que |Z(G)| = 2, |G′| = 2n−2. Daí,

2n = |G| = 2 · |Z(G)| · |G′|.

Considerações Finais do Capítulo 3

Impor restrições sobre os subgrupos maximais é um procedimento padrão em
Teoria dos Grupos. Um resultado bem conhecido nessa direção é o Teorema de Schmidt
que caracteriza grupos finitos nos quais todos os subgrupos maximais são nilpotentes
e o grupo em si não é (veja [9, Teorema 9.1.9]). Nesse capítulo estamos assumindo
que certos subgrupos maximais são abeliano (ou cíclico). Pensando nessa direção parece
razoável destacar os seguintes fatos/teoremas:

i) Existem grupos não solúveis nos quais todos os seus subgrupos maximais são so-
lúveis. Por exemplo, G = A5 é um grupo não solúvel e todos os seus subgrupos
maximais são solúveis.

ii) Um famoso Teorema devido a Thompson assegura que se G é um grupo finito com
um subgrupo maximal M nilpotente de ordem ímpar, então G é, necessariamente,
solúvel.
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Observação 3.3.2. A hipótese de M ser ímpar no item ii) é essencial, por exemplo,
G ≃ PSL(2, 17).

Em conexão com o Teorema 3.3.1 (5.2) é possível verificar que “muitos” grupos
solúveis (e não solúveis) satisfazem a expressão para a ordem em termos de |Z(G)| e |G′|.
Parece aceitável a seguinte questão:

Questão 3.3.1. Caracterizar todos os grupos solúveis finitos G tais que sua ordem é dada
por:

|G| = p · |Z(G)| · |G′|,

para algum p.



Capítulo 4

Mc-grupos Finitos

Agora, estamos interessados em investigar a estrutura de grupos que são Mc-
grupos. Primeiramente, estabeleceremos algumas propriedades gerais de grupos com tal
propriedade e classificaremos o caso finito. Neste capítulo usamos como principal referên-
cia [13].

4.1 Propriedades e Exemplos de Mc-grupos
Definição 4.1.1. Sejam G um grupo e M um subgrupo cíclico de G. O subgrupo M é
chamado cíclico maximal se para todo H < G cíclico tal que M ≤ H, temos M = H.
Notação: M ⋖c G.

Nesta seção os seguintes grupos D4, S3, Q8, Dp, K, A4 e S4 e denotam os grupos:

• D4 = ⟨a, b | a4 = b2 = 1, bab = a−1⟩;

• S3 = ⟨a, b | a3 = b2 = 1, bab = a−1⟩;

• Q8 = ⟨a, b | a4 = 1, b2 = a2, bab−1 = a−1⟩;

• Dp = ⟨a, b | ap = b2 = 1, bab = a−1⟩, com p primo;

• K = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)⟩;

• A4 = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 2 3)⟩;

• S4 = ⟨(1 2), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 2 3), (1 2 3 4)⟩.

Na tabela a seguir, temos os subgrupos maximais e subgrupos cíclicos maximais
dos respectivos grupos.

32
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Tabela 4.1: Subgrupos Maximais e Cíclicos Maximais

Grupo Subgrupos Maximais Subgrupos Cíclicos Maximais

D4
⟨a⟩, ⟨a2, b⟩ e ⟨ba, a2⟩ ⟨a⟩, ⟨b⟩, ⟨ba⟩, ⟨ba2⟩ e ⟨ba3⟩

S3
⟨a⟩, ⟨b⟩, ⟨ab⟩ e ⟨a2b⟩ ⟨a⟩, ⟨b⟩, ⟨ab⟩ e ⟨a2b⟩

Q8
⟨a⟩, ⟨b⟩ e ⟨ab⟩ ⟨a⟩, ⟨b⟩ e ⟨ab⟩

Dp
⟨a⟩, ⟨bai⟩, i ∈ {1, · · · , p} ⟨a⟩, ⟨bai⟩, i ∈ {1, · · · , p}

K
⟨(1 2)(3 4)⟩, ⟨(1 3)(2 4)⟩ e ⟨(1 4)(2 3)⟩ ⟨(1 2)(3 4)⟩, ⟨(1 3)(2 4)⟩ e ⟨(1 4)(2 3)⟩

A4 ⟨(1 2 3)⟩, ⟨(1 2 4)⟩, ⟨(1 3 4)⟩, ⟨(2 3 4)⟩ e K
⟨(1 2 3)⟩, ⟨(1 2 4)⟩, ⟨(1 3 4)⟩, ⟨(2 3 4)⟩,
⟨(1 2)(3 4)⟩, ⟨(1 3)(2 4)⟩ e ⟨(1 4)(2 3)⟩

S4 D4, S3 e A4
⟨(1 2)⟩, ⟨(1 2 3)⟩ e ⟨(1 4 2 3)⟩

Fonte: Autoria Própria

Definição 4.1.2. Dizemos que um grupo G é um Mc-grupo se, e somente se, as seguintes
duas condições são satisfeitas:

1) Todo subgrupo cíclico maximal é maximal em G.

2) G contém pelo menos um subgrupo cíclico maximal próprio.

Exemplo 4.1.1. Os grupos S3, Q8, K e Dp são Mc-grupos.

S3

C3
C2 C2 C2

{1}

C2 × C2

C2 C2 C2

{1}

D5

C5
C2 C2 C2 C2 C2

{1}

Fonte: Autoria Própria

Exemplo 4.1.2. Os grupos D4, A4 e S4 não são Mc-grupos.
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A4

C2 × C2

C3C3C3C3

C2C2 C2

{1}

D4

C2 × C2 C4 C2 × C2

C2 C2 C2 C2 C2

{1}

Fonte: Autoria Própria

Lema 4.1.1. Se G é um Mc-grupo, então G é 2-gerado.

Demonstração. Tomemos C cíclico maximal (que é maximal em G). Daí,

G = ⟨C, y⟩,

∀ y ∈ G\C. Portanto, G é 2-gerado. ■

Observação 4.1.1. Em geral, a recíproca do Lema 4.1.1 é falsa. Por exemplo, G = D4

é 2-gerado, porém não é Mc-grupos.

Lema 4.1.2. Sejam G um Mc-grupo e N�G. Suponha que G satisfaz uma das seguintes
condições:

(1) G tem MÁX-C.

(2) G/N é finito.

Então G/N é um Mc-grupo. Ademais, se G é finito, então é solúvel.

Demonstração. (1) A nossa demonstração será feita por contradição. Suponhamos primei-
ramente que G tem MÁX-C. Agora, vamos definir Ḡ := G/N e seja¯: G → Ḡ a projeção
canônica. Tome x ∈ G onde ⟨x̄⟩ é um subgrupo cíclico maximal, ou seja, ⟨x̄⟩ ⋖c Ḡ mas
⟨x̄⟩ não é maximal em Ḡ. Logo, existe z arbitrário em G tal que ⟨x̄⟩ < ⟨x̄, z̄⟩ ̸= Ḡ. Por
hipótese, temos que G é um Mc-grupo então podemos escolher y, arbitrário em G de
modo que x ∈ ⟨y⟩ ⋖ G. Mas, temos que ⟨x̄⟩ ⋖c Ḡ, logo ⟨ȳ⟩ = ⟨x̄⟩ e consequentemente
z̄ /∈ ⟨ȳ⟩. Assim, temos que G = ⟨y, z⟩ e logo Ḡ = ⟨ȳ, z̄⟩, o que é uma contradição.
Portanto, ⟨x̄⟩⋖ Ḡ.

(2) Suponhamos que G/N é finito e tome z arbitrário em G, onde ⟨z⟩ é um
subgrupo cíclico maximal de G, ou seja, ⟨z⟩ ⋖c G. Observamos que se N ≰ ⟨z⟩, então
pela maximalidade G = N⟨z⟩, logo G/N é cíclico e, portanto, G/N é um Mc-grupo.
Agora, se N ≤ ⟨z⟩, então N é cíclico e em particular policíclico. Logo, G é um grupo
policíclico-por-finito e então pelo Corolário 2.3.1 G tem MÁX-C. Assim, pelo Lema 2.3.4
G/N satisfaz MÁX-C. Portanto, G/N é um Mc-grupo.

Agora, se G é finito e um Mc-grupo, então G tem um subgrupo maximal H
abeliano. E pelo Teorema 3.2.2 G é solúvel.

■
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Lema 4.1.3. Seja G um Mc-grupo não abeliano.

(1) Se ⟨x⟩⋖G, então CG(x) = ⟨x⟩.

(2) Seja A um subgrupo abeliano de G cujos geradores têm ordem finita em G (isto é,
A ≤ Tor(G)). Então A é cíclico.

Demonstração. (1) Suponhamos que este não é o caso, ou seja, CG(x) ̸= ⟨x⟩. Assim,
podemos escolher y arbitrário, tal que y ∈ CG(x) − ⟨x⟩ e, portanto, pela maximalidade,
temos que G = ⟨x, y⟩, então G seria abeliano.

(2) Seja a um gerador arbitrário de A, como G é Mc-grupo por hipótese, existe
x ∈ G tal que ⟨x⟩⋖cG de modo que a ∈ ⟨x⟩. Suponha que A não é cíclico, então podemos
escolher y ∈ A − ⟨x⟩. Assim, teríamos que G = ⟨x, y⟩. Note que a ∈ CG(x) = ⟨x⟩ e
a ∈ CG(y), pois y ∈ A. Logo, a ∈ Z(G) e consequentemente, A ≤ Z(G). Como y ∈ A, G
seria abeliano. O que é uma contradição. Portanto, A é cíclico. ■

Lema 4.1.4. Um Mc-grupo não abeliano finito é supersolúvel.

Demonstração. Seja G um contra-exemplo minimal. Seja G um Mc-grupo não abeliano
finito que não é supersolúvel. Como G é um Mc-grupo finito, então pelo (Lema 4.1.2), G
é solúvel. Agora, tomemos N o menor termo não trivial da série derivada de G. Assim,
pelo (Lema 4.1.3), N é cíclico, e pela escolha de G, temos que G/N é supersolúvel. Daí,
pelo (Lema 2.3.2) G também é supersolúvel, o que é uma contradição. ■

4.2 Caracterização de Mc-grupos Finitos
Para simplificar a escrita do Teorema principal optamos por considerar alguns

casos particulares. No resultado a seguir estudaremos p-grupos que são Mc-grupos.

Teorema 4.2.1. Seja G um p-grupo finito. Se G é um Mc-grupo então G é isomorfo ao
Q8, Cpn ou Cp × Cp para algum primo p.

Demonstração. Por hipótese, temos que |G| = pn. Suponhamos que ⟨a⟩ é um subgrupo
cíclico maximal de G, como G é um Mc-grupo, então ⟨a⟩ é maximal em G, isto é, |⟨a⟩| =
pn−1. Logo, temos um p-grupo que possui um subgrupo cíclico que é maximal em G.
Portanto, pelo Teorema 3.1.1, temos as seguintes possibilidades para G:

(1) G ≃ Cpn .

(2) G ≃ Cpn−1 × Cp.

(3) ⟨a, b | ap = 1 = ap
n−1 , ab = a1+pn−21⟩, n ≥ 3.

(4) O grupo diedral D2n = ⟨a, b | a2n = 1 = b2, ab = a−1⟩, n ≥ 3.

(5) O grupo quatérnion generalizado Q2n = ⟨x, y | x2n−1
= 1, x2n−2

= y2, xy = x−1⟩,
n ≥ 3.
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(6) O grupo semidiedral ⟨a, b | a2n−1
= 1 = b2, ab = a2

n−2−1⟩, n > 3.

Agora, para concluirmos a prova deste teorema, verificaremos quais dos grupos
acima são Mc-grupos.

• Se G cíclico é um Mc-grupo.

• Seja H do tipo (2). Temos H = Cpn−1 × Cp = ⟨x, y | xpn−1
= 1 = yp, xy = x⟩,

n ≥ 2. Como ⟨x⟩
⋂
⟨y⟩ = {1} e ⟨x⟩, ⟨y⟩�H, pois H é abeliano, teremos

H = ⟨x⟩ × ⟨y⟩ = {1, x, · · · , xpn−1−1, xy, · · · , xyp−1, · · · , xpn−1−1y, · · · , xpn−1−1yp−1}.

* Se pn−1 > p, ou seja, n > 2, então ⟨y⟩⋖cG e ⟨y⟩ não é maximal. De fato, como
y ̸∈ ⟨x⟩, basta mostrarmos que y ̸∈ ⟨xiyj⟩. Se y ∈ ⟨xiyj⟩, com 1 ≤ i ≤ pn−1− 1
e 1 ≤ j ≤ p − 1, então y = (xiyj)t = xityjt. Portanto, xit = y1−jt e como
⟨x⟩
⋂
⟨y⟩ = {1}, segue que xit = 1 = y1−jt. Assim, temos

i) pn−1|it;
ii) p|1− jt.
De ii) temos que para m ∈ Z

1− jt = pm =⇒ 1 = pm+ jt =⇒ (p, t) = 1.

Em i) temos que pn−1|i, um absurdo, pois i < pn−1. Portanto, ⟨y⟩ não está
contido em nenhum cíclico de H, isto é, ⟨y⟩⋖cH. Por outro lado, ⟨y⟩ < ⟨xp⟩⟨y⟩
e assim ⟨y⟩ não é subgrupo maximal em H. Portanto, para n > 2, H não é
um Mc-grupo.

* Se n = 2, H = Cp ×Cp e como mostramos na Tabela 4.1 H é um Mc - grupo.
Portanto, H ≃ G.

• Seja H um grupo tipo (3). Temos que H é não abeliano , pois ab = a1+pn−2 ̸= a.
Suponhamos que H é um Mc-grupo, então pelo Lema 4.1.3 (2), todo subgrupo
abeliano de H é cíclico. Consideremos o subgrupo A = ⟨ap⟩⟨b⟩ de H, como (ap)b =
(ab)p = (a1+pn−2

)p = ap+pn−1
= ap, segue que A é abeliano, logo cíclico. Mas isso

não pode ocorrer, pois existem dois subgrupos cíclicos distintos em A de ordem p,
que são: ⟨apn−2⟩ e ⟨b⟩. Portanto H não pode ser Mc-grupo.

• Seja H do tipo (4). Então, H = D2n = ⟨a, b | a2n = 1 = b2, ab = a−1⟩, n ≥ 3. Como
⟨a⟩�H, pois |H : ⟨a⟩| = 2, segue que

H = ⟨a⟩⟨b⟩ = {1, a, a2, · · · , a2n−1, b, ab, · · · , a2n−1b}.

Temos que cada involução ⟨aib⟩⋖c H. Em particular, ⟨b⟩⋖c H. Por outro lado, ⟨b⟩
não é maximal em H, pois ⟨b⟩ < ⟨b, a2⟩ < H.
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• Seja H do tipo (5). Então, H = Q2n = ⟨x, y | x2n−1
= 1, x2n−2

= y2, xy = x−1⟩,
n ≥ 3. Como ⟨x⟩�H (pois |H : ⟨x⟩| = 2), temos

H = ⟨x⟩⟨y⟩ = {1, x, · · · , xnn−1−1, y, xy, · · · , x2n−1−1y}.

Observamos que os elementos y, xiy, com 1 ≤ i ≤ 2n−1 − 1 têm ordem 4. De fato,
a relação xiy = yx−i, com 1 ≤ i ≤ 2n−1 − 1 obtida no item anterior, nos diz que
(xiy)2 = y2, e isso implica que (xiy)4 = (y2)2 = 1, com 1 ≤ i ≤ 2n−1 − 1. Portanto,
o(y) = o(xiy) = 4 para todo 1 ≤ i ≤ 2n−1 − 1. Agora notemos que

* Se n > 3, então ⟨y⟩⋖c H mas ⟨y⟩ não é maximal em H. De fato, Suponhamos
que y ∈ ⟨xiy⟩, para todo i ̸= 2n−2. Como |⟨y⟩| = |⟨xiy⟩|, segue que ⟨y⟩ = ⟨xiy⟩,
isso implica que xiy = yt para algum t inteiro, isto é, xi = yt−1. Mas ⟨x⟩∩⟨y⟩ =
{1, y2}, então xi = 1 ou xi = y2. Se xi = 1, então 2n−1|i um absurdo já que
1 ≤ i ≤ 2n−1 − 1; e como suponhamos i ̸= 2n−2, temos que xi ̸= y2. E com
isso concluímos que ⟨y⟩ ⋖c H. Agora, note que yx = x−1yx = (x2)−1y ̸∈ ⟨y⟩,
portanto ⟨y⟩ ̸⊴ H, e como H é nilpotente segue que ⟨y⟩ não é maximal em H
e por isso temos que H não é um Mc-grupo;

* Se n = 3, mostramos na Tabela 4.1 que H = Q23 é um Mc-grupo.

• Seja H do tipo (6). Então, H = ⟨a, b | a2n−1
= 1 = b2, ab = a2

n−2−1⟩, n > 3.
Notemos que H não é abeliano, pois ab = a2

n−2−1 ̸= a. Suponhamos que H seja
um Mc-grupo e considere o subgrupo A = ⟨a2n−2⟩⟨b⟩, como |A| = 22, segue que A é
abeliano, donde cíclico pelo Lema 4.1.3 (2), o que é um absurdo, pois ⟨x2n−2⟩ e ⟨y⟩
são dois subgrupos de ordem 2 em A. Portanto, H não é um Mc-grupo.

Portanto, G ≃ Cp × Cp ou G ≃ Q8 ou cíclico Cpn . ■

Para a demonstração dos próximos resultados usaremos o fato de que subgrupos
maximais de um grupo supersolúvel tem índice primo, como foi mostrado no capítulo 2.
Iremos também usar o fato de que se um grupo quatérnion generalizado é um Mc-grupo,
então é isomórfico a Q8, o grupo quatérnion de ordem 8.

Observação 4.2.1. Com intuito de simplificar o enunciado dos resultados a seguir, de-
notaremos por X a classe composta pelos seguintes grupos

Proposição 4.2.1. Seja G um Mc-grupo nilpotente finito. Então

a) G é cíclico ou G ⋍ Cp × Cp × Cn, onde p é um primo que não divide n.

b) G ⋍ Cn ×Q8 com n ímpar.

Demonstração. Sejam π(G) = {p1, · · · , pk} e M⋖G. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que M é cíclico. Como G é nilpotente finito, temos que

|G : M | = p1,
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com M cíclico. Daí, Pi ∈ Sylpi(G), 2 ≤ i ≤ k é cíclico. Pela Caracterização dos Grupos
Nilpotentes Finitos temos que G ≃ P1 × P2 × · · · × Pk, sendo que Pi ∈ SylPi

(G). Pela
observação acima podemos reescrever

G = P1 × Cn, (4.1)

sendo que P1 ∈ Sylp1(G) e n =
|G|
|P1|

.

Como
G

Cn

≃ P1 pelo Lema 4.1.3 P1 é um Mc-grupo. Logo, pelo Teorema 4.2.1
temos que

P1 ≃ Cp × Cp ou P1 ≃ Q8 ou P1 ≃ Cpn . (4.2)

Portanto, por (4.1) e (4.2)

G = P1 × Cn ≃ Cp × Cp × Cn, com (n, p) = 1

ou
G = P1 × Cn ≃ Q8 × Cn

tal que n é ímpar ou G é cíclico porque

G = P1 × Cn ≃ Ck1
p1

× Cn.

■

Proposição 4.2.2. Seja G um grupo finito. Se G ∈ X então G é um Mc-grupo.

Demonstração. a) Se G é cíclico, tal que G = Cn, então pela Proposição 2.1.2 G é um
Mc - grupo. Suponhamos que G ⋍ Cp×Cp×Cn, onde p é um primo que não divide
n. Pela Proposição 2.1.3 temos que G ⋍ Cp ×Cpn. Ainda mais, todos os subgrupos
cíclicos maximais de Cp × Cpn são maximais, pois |G : Cpn| = p. Logo, Cp × Cpn é
um Mc-grupo. Portanto, G é um Mc-grupo.

b) Suponhamos que G ⋍ Cn ×Q8. Sabemos que existem cópias de C4 em Q8 e cópias
de Cn em G. Então, pela Proposição 2.1.3 existe uma cópia de Cn × C4 ⋍ C4n.

Notemos que |G : C4n| =
8n

4n
= 2, o que implica que G é um Mc-grupo.

■

Na prova do nosso próximo teorema, iremos usar o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 (Hölder-Burnside-Zassenhaus). Se G é um grupo finito cujos subgrupos
Sylow são cíclicos, então G tem uma apresentação

G = ⟨a, b | am = bn = 1, ab = ar⟩,

onde rn ≡ 1 (mod m), m é ímpar, 0 ≤ r < m e m n(r − 1)) são coprimos. Por outro
lado, em um grupo com tal representação, todos os subgrupos Sylow são cíclicos.
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Não faremos a demonstração, pois foge do nosso objetivo, todavia a mesma pode
ser encontrada em [9, Teorema 10.1.10].

Proposição 4.2.3. Seja G um grupo não nilpotente. Então G é um Mc-grupo se, e
somente se, existe uma sequência exata

1 → Z(G) → G → Cp ⋊ Cq → 1

sendo que p e q são primos (p > q) e Z(G) ≤ ⟨x⟩ para todo ⟨x⟩⋖c G.

Demonstração. Suponhamos que todos os subgrupos Sylow de G sejam cíclicos. O Teo-
rema 4.2.2, nos diz que

G = ⟨a, b | am = bn = 1, ab = ar⟩,

onde rn ≡ 1 (mod m), 0 ≤ r < m, m é ímpar e mdc(m, n(r − 1)) = 1. Seja b ∈ ⟨t⟩⋖c G
e seja ⟨t⟩ ∩ ⟨a⟩ = ⟨as⟩. Segue-se que as(r−1) = 1 e, portanto, m|s. Então provamos que
⟨b⟩ = ⟨t⟩ ⋖c G. Portanto, como G é supersolúvel, ⟨b⟩ tem índice primo e assim m = p
é um primo. Mas G = ⟨a⟩ ⋊ ⟨b⟩ e então CG(a) = ⟨a, Z(G)⟩. Assim, existe y ∈ G tal
que CG(a) ≤ ⟨y⟩ < G. No entanto, isso implicaria que y ∈ CG(a) e assim CG(a) tem
índice primo q, digamos. Mas então temos q = [⟨b⟩ : Z(G)]. Logo, G/Z(G) é um grupo
isomórfico a Cp ⋊Cq e assim q|(p− 1). Se ⟨x⟩⋖c G, já que G é não abeliano, ⟨x, Z(G)⟩ é
um subgrupo próprio. Portanto, como G é um Mc-grupo, temos que ter Z(G) ≤ ⟨x⟩.

Reciprocamente, pela definição de sequência exata, temos que Z(G)�G e
G

Z(G)
⋍

Cp ⋊Cq. E mais, todos os subgrupos de Cp ⋊Cq são cópias de Cp e Cq. Logo, são cíclicos

maximais e portanto Cp ⋊ Cq é um Mc-grupo. Logo, temos que
G

Z(G)
também é um

Mc-grupo. Como ⟨x⟩⋖c G e Z(G) ≤ ⟨x⟩, já que G é não abeliano, temos ⟨x, Z(G)⟩ é um
subgrupo próprio. Portanto G é um Mc-grupo. ■

Combinando as Proposições 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 temos o Teorema principal do
Capítulo 4.

Teorema 4.2.3. Seja G um grupo finito. Então G é um Mc-grupo se, e somente se, um
dos seguintes vale:

(1) G é cíclico ou G ⋍ Cp × Cp × Cn, onde p é um primo que não divide n.

(2) G ⋍ Cn ×Q8 com n ímpar.

(3) Existem primos q < p, uma sequência exata 1 → Z(G) → G → Cp ⋊ Cq → 1 e
Z(G) ≤ ⟨x⟩ para qualquer ⟨x⟩⋖c G.

Exemplo 4.2.1. Seja G = ⟨a, b | a5 = b4 = 1, ab = a−1⟩. De acordo com o Teorema
4.2.3, temos que G é um Mc-grupo. De fato, pois pelo item (3) Temos a sequência exata

1 → ⟨b2⟩ → ⟨a⟩⋊ ⟨b⟩ → ⟨a⟩⋊ ⟨b2⟩ → 1

e ⟨b2⟩ ≤ ⟨b⟩ e ⟨b⟩⋖c G.
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Exemplo 4.2.2. O Teorema 4.2.3 nos mostra que a classe de Mc-grupos é fechada em
relação a formação de subgrupos, porém não é com relação a produtos direto e semidireto.
Vejamos:

1. S3 e Q8 são Mc-grupos, mas G = C8 ⋊ S3 não é um Mc-grupo.

2. C7 e S3 são Mc-grupos, mas G = C7 × S3 não é um Mc-grupo.

4.3 Aplicação: Grupos Unicamente Cobertos
A tentativa de classificar grupos com uma propriedade específica através de seus

subgrupos é um tema frequente na Teoria dos Grupos. Muitos matemáticos contribuíram
nestes estudos. Cabe destacar os trabalhos de [7, Neumann], [6, Cohn] e [8, Tomkinson].

Aqui apresentaremos a definição e algumas propriedades de grupos unicamente
cobertos estabelecidos por [1].

Definição 4.3.1. Sejam G um grupo e S = {Hi | Hi ≤ G, i ∈ I} uma família de subgrupos
de G, sendo que I é um um conjunto de índices.

1) Dizemos que S é uma cobertura de G se

G =
⋃
i ∈ I

Hi

2) Dizemos que S é uma cobertura irredundante de G se

G =
⋃
i ∈ I

Hi

e
Hi ̸⊆

⋃
j ∈ I\{i}

Hj,

para todo i ∈ I.

Exemplo 4.3.1.

1. S3 = ⟨σ⟩ ∪ ⟨τ⟩ ∪ ⟨στ⟩ ∪ ⟨σ2τ⟩.

2. Q8 = ⟨a⟩ ∪ ⟨ab⟩ ∪ ⟨b⟩.

3. A4 = ⟨(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)⟩ ∪ ⟨(1 2 3)⟩ ∪ ⟨(1 2 4)⟩ ∪ ⟨(1 3 4)⟩ ∪ ⟨(2 3 4)⟩ =
⟨(1 2)(3 4)⟩ ∪ ⟨(1 3)(2 4)⟩ ∪ ⟨(1 4)(2 3)⟩ ∪ ⟨(1 2 3)⟩ ∪ ⟨(1 2 4)⟩ ∪ ⟨(1 3 4)⟩ ∪ ⟨(2 3 4)⟩.

4. Dp = ⟨σ⟩ ∪ ⟨τ⟩ ∪ ⟨στ⟩ ∪ · · · ∪ ⟨σp−1τ⟩.

5. C2 × C2 = ⟨a⟩ ∪ ⟨b⟩ ∪ ⟨ab⟩.



CAPÍTULO 4. MC -GRUPOS FINITOS 41

Observação 4.3.1. Seja G um grupo finito. Suponhamos que ⟨x1⟩, · · · , ⟨xr⟩ são todos os
subgrupos cíclicos maximais de G. Então {⟨x1⟩, · · · , ⟨xr⟩} é uma cobertura irredundante
de G.

Demonstração. De fato,

G =
r⋃

i = 1

⟨xi⟩.

Pelo Teorema de Lagrange, todo subgrupo cíclico está contido em, pelo menos, um sub-
grupo cíclico maximal. Por outro lado,

K =
⋃
j ̸= i

⟨xj⟩ ≠ G,

visto que xi ̸∈ K. ■

Definição 4.3.2. Um grupo finito G é unicamente coberto quando possui exatamente uma
cobertura irredundante por subgrupos próprios.

Observação 4.3.2. Em particular, se G é unicamente coberto, então a única cobertura
possível é a dada por subgrupos cíclicos maximais, dada por

G =
r⋃

i=1

⟨xj⟩,

sendo que {⟨x1⟩, . . . , ⟨xr⟩} são todos os subgrupos cíclicos maximais de G.

Exemplo 4.3.2. Os grupos Q8, C2 × C2 e S3 são unicamente cobertos.

Cabe destacar uma conexão entre grupos finitos unicamente cobertos e Mc-
grupos.

Proposição 4.3.1. Um grupo G é um Mc - grupo se, e somente se, é unicamente coberto.

Demonstração. Tomemos {⟨x1⟩, . . . , ⟨xr⟩} o conjunto de todos os subgrupos cíclicos ma-
ximais de G.

Suponhamos que G é um Mc-grupo. Dado G =
m⋃

i = 1

Hi uma cobertura irredun-

dante qualquer. Então para todo i ∈ {1, · · · , r} existe ji ∈ {1, · · · ,m} tal que xi ∈ Hji .
Daí, temos que

⟨xi⟩ ≤ Hji < G,

o que implica que ⟨xi⟩ = Hji (maximalidade do subgrupo ⟨xi⟩). Portanto, r = m e

r⋃
i=1

Hji = G,

tal que, {j1, · · · , jr} = {1, · · ·m}. Daí, a única cobertura para G é
r⋃

i = 1

⟨xi⟩.
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Reciprocamente, usando a contrapositiva, suponhamos que G não é um Mc-
grupo. Daí, existe xi ∈ G e M ⋖ G tais que ⟨xi⟩ ≤ M e M não é cíclico. Sem perda de
generalidade, podemos supor que i = 1. Daí, G admite as seguintes coberturas irredun-
dantes:

r⋃
i = 1

⟨xi⟩ = G = M ∪ ⟨x2⟩ ∪ · · · ∪ ⟨xr⟩.

■

Em particular, podemos parafrasear as Proposições 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 no contexto
de grupos unicamente cobertos:

Proposição 4.3.2. Um grupo G nilpotente é unicamente coberto se, e somente se, um
dos seguintes vale:

a) G é cíclico ou G ⋍ Cp × Cp × Cn, onde p é um primo que não divide n.

b) G ⋍ Cn ×Q8 com n ímpar.

Proposição 4.3.3. Seja G um grupo não nilpotente. Então G é unicamente coberto se,
e somente se, existe uma sequência exata

1 → Z(G) → G → Cp ⋊ Cq → 1

sendo que p e q são primos (p > q) e Z(G) ≤ ⟨x⟩ para todo ⟨x⟩⋖c G.

Tais resultados foram estudados originalmente por [1, Brodie].

Mc-grupos e outras subclasses de grupos solúveis
Agora, para finalizarmos essa seção, observemos como a classe dos grupos aqui

apresentados se relacionam.

• X0 = classe dos grupos cíclicos finitos;

• X1 = classe dos grupos abelianos finitos;

• X2 = classe dos grupos nilpotentes finitos;

• X3 = classe dos grupos supersolúveis finitos;

• X4 = classe dos grupos Mc-grupos finitos.
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Figura 4.1: Comparando Classes de Grupos 2

Fonte: Autoria Própria

Daí, Mc-grupos formam uma subclasse dos grupos supersolúveis.



Capítulo 5

Grupos Infinitos

Aqui investigaremos propriedades estruturais de grupos infinitos a partir de certas
suposições sobre certos subgrupos cíclicos. Inicialmente, apresentaremos um breve resumo
sobre FC-grupos. Em seguida apresentamos o Teorema de Schur e, como aplicação,
demonstramos o Teorema de Fedorov que nos dá uma caracterização de grupos cíclicos
infinitos. Na última seção veremos algumas propriedades de Mc-grupos infinitos. E, no
final, mencionaremos os Monstros de Tarski que nos mostram que Mc-grupos infinitos
podem ser bastante complexos.

5.1 FC-grupos: Definições e Propriedades
Definição 5.1.1. Um grupo G é dito FC-grupo se xG é finito para qualquer x ∈ G.
Ademais, se existir k ∈ N tal que |xG| ≤ k para todo x ∈ G, então G é chamado de
BFC-grupo.

Exemplo 5.1.1.

1. Todo grupo abeliano é FC-grupo.

2. Todo grupo finito é FC-grupo.

Proposição 5.1.1. Se |G : Z(G)| < +∞, então G é BFC-grupo.

Demonstração. Suponhamos que |G : Z(G)| = n. Se x ∈ G, então Z(G) ≤ CG(x) ≤ G,
logo |xG| = |G : CG(x)| ≤ n. Consequentemente |xG| ≤ n, para todo x ∈ G. Portanto, G
é um BFC-grupo. ■

Proposição 5.1.2. G é um FC-grupo se, e somente se,
G

CG(xG)
for finito para qualquer

x ∈ G.

Demonstração. Suponhamos que G é um FC-grupo. Tomemos xG = {x1, x2, · · · , xn}.
Então

|xG| = |xG
i | = |G : CG(xi)| = |G : CG(x)| = n.

44
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Pelo Lema de Poincaré, temos que

|G : CG(x
G)| =

∣∣∣∣G :
n⋂

i=1

CG(xi)

∣∣∣∣ < +∞.

Portanto,
G

CG(xG)
é finito.

Reciprocamente, tomemos x ∈ G, CG(x
G) ≤ CG(x) ≤ G. Logo,

|xG| = |G : CG(x)| ≤ |G : CG(x
G)| < ∞.

Portanto, G é um FC-grupo. ■

Definição 5.1.2. Um grupo G é dito residualmente finito se, dado 1 ̸= g ∈ G, existe um
N �G tal que g ̸∈ N e G/N é finito.

Teorema 5.1.1. (Baer). Se G é um FC-grupo, então G/Z(G) é um grupo de torção
residualmente finito.

Demonstração. Temos que o Z(G) é a interseção de todos os centralizadores de G. Como
cada um dos últimos tem índice finito, G/Z(G) é residualmente finito. Temos que G é
um FC-grupo, logo |G : CG(x)| = k < +∞, para algum inteiro positivo k. Agora, seja
x ∈ G tomemos um transversal {t1, · · · , tk} de CG(x) em G. Considere H = ∩k

i=1CG(ti),
pelo Lema de Poincaré,

|G : H| = |G :
k⋂

i=1

CG(ti)| ≤
k∏

i=1

|G : CG(ti)| = n < +∞

para algum inteiro positivo n, de onde o mesmo acontece com seu núcleo H. Assim,
xm ∈ H para algum inteiro positivo m, assim, xmti = tix

m, 1 ≤ i ≤ k. Segue que xm

centraliza cada ti. Como ti e CG(x) geram G, temos que xm ∈ Z(G). Portanto G/Z(G)
é de torção. ■

5.2 Teoremas de Schur e Fedorov
O objetivo dessa será apresentar uma demonstração do célebre Teorema de Schur

e, como aplicação direta, demonstraremos o Teorema de Fedorov. A demonstração que
apresentamos aqui foi inteiramente baseada no livro do John Dixon [4, Capítulo 5].

Lema 5.2.1. Seja G um grupo com |G : Z(G)| = n. Então o subgrupo comutador G′ é
finitamente gerado. Mais ainda, G′ é gerado por, no máximo, n2 geradores.

Demonstração. Chamemos I := {1, 2, . . . , n}. Tomemos τ = {t1, t2, . . . , tn} um transver-
sal de Z(G) em G. Dados x, y ∈ G, existem índices i, j ∈ I e elementos z1, z2 ∈ Z(G)
tais que x = z1ti, y = z2tj ∈ G. Note que

[x, y] = [z1ti, z2tj] = (z1ti)
−1(z2tj)

−1(z1ti)(z2tj)

= t−1
i z−1

1 t−1
j z−1

2 z1tiz2tj = t−1
i t−1

j titj = [ti, tj],

pois z1, z2 ∈ Z(G). Logo, G′ = ⟨[x, y] |x, y ∈ G⟩ = ⟨[ti, tj] | i, j ∈ I⟩. ■
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O próximo resultado mostra que, se o centro de um grupo G tiver índice n, então
a (n+1)-ésima potência de qualquer comutador (em G) pode ser reescrita como o produto
de n comutadores.

Lema 5.2.2. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Então, [x, y]n+1 = [x, y2][xy, y]n−1

para todo x, y ∈ G.

Demonstração. Como G/Z(G) tem ordem n, segue que [x, y]n ∈ Z(G) para todo x, y ∈ G.
Então,

[x, y]n+1 = [x, y]n[x, y] = [x, y]nx−1y−1xy

= x−1y−1x[x, y]ny = x−1y−1x[x, y][x, y]n−1y

= x−1y−2xy[x, y]n−1y = x−1y−2xy2y−1[x, y]n−1y

= [x, y2][xy, y]n−1.

■

Lema 5.2.3. Seja um grupo G com |G : Z(G)| = n. Então, todo elemento do subgrupo
comutador G′ pode ser escrito como um produto de, no máximo, n3 comutadores.

Demonstração. Suponhamos que existe um elemento α ∈ G′ o qual pode ser escrito como
um produto de n3 + 1 comutadores e não menos, isto é,

α = c1c2 . . . cn3+1,

sendo que ci = [xi, yi]. Por outro lado, pelo Lema 5.2.1, existem no máximo n2 comuta-
dores em G. Mais ainda, existem pelo menos um comutador, digamos [x, y], que ocorre
mais de n vezes nesse produto. Daí, podemos reescrever α da seguinte forma

α = [x, y]n+1c′n+2c
′
n+3 . . . c

′
n3+1,

sendo que cada um dos c′j é um comutador conjugado a um dos comutadores (originais)
ci sob alguma potência de [x, y]. Pelo Lema 5.2.2,

α = [x, y2][xy, y]n−1c′n+2c
′
n+3 . . . c

′
n3+1

e, consequentemente, α é um produto de n3 comutadores, absurdo. ■

Agora estamos em condicões de demonstrar o Teorma de Schur.

Teorema 5.2.1. (Schur) Seja G um grupo central-por-finito. Suponha que |G : Z(G)| =
n. Então, o subgrupo comutador G′ é finito.

Demonstração. Pelo Lema 5.2.1, existem, no máximo, n2 comutadores distintos. Ademais,
pelo Lema 5.2.3, cada elemento α ∈ G′ pode ser escrito como um produto de, no máximo,
n3 comutadores, digamos

α = c1c2 . . . cn3 .

Assim, |G′| ⩽ (n2)n
3
= n2n3 . ■
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Agora podemos demonstrar o Teorema de Fedorov [9, Exercício 14.5.5]. O pró-
ximo resultado é o Teorema E da Introdução.

Teorema 5.2.2. (Fedorov). Seja G um grupo infinito. Então G ≃ C∞ (cíclico infinito)
se, e somente se, todos os subgrupos não triviais de G tem índice finito.

Demonstração. Se G ≃ C∞, então 1 ̸= H ≤ G é dado por H = ⟨xm⟩ para algum m ∈ N.
Reciprocamente, seja 1 ̸= x ∈ G. Como 1 ̸= ⟨x⟩ ≤ G temos por hipótese que

|G : ⟨x⟩| = n < +∞. Agora, tomemos {t1, · · · , tn} um transversal de ⟨x⟩ em G de modo
que ti ̸= 1, para todo i. Logo, G =

⋃̇
i

⟨x⟩ti = ⟨x, t1, · · · , tn⟩. Note que, ⟨x⟩ ⊂ CG(x).

Portanto, |G : CG(x)| ≤ |G : ⟨x⟩| = n < +∞. Analogamente, para todo ti ∈ {t1, · · · , tn},
temos 1 ̸= ⟨ti⟩ < G e ⟨ti⟩ ⊂ CG(ti). Logo, |G : CG(ti)| < |G : ⟨ti⟩| < +∞ para todo i.

Agora, sendo Z(G) =
⋂

y∈{x,ti}
CG(y), segue do Lema de Poincaré que |G : Z(G)| <

+∞ e portanto, G′ é finito.
Afirmação: G é livre de torção, ou seja, todo elemento, exceto a identidade tem

ordem infinita. De fato, seja 1 ̸= a ∈ G, de modo que a ordem de a é finita, então teríamos
que |G| = |G : ⟨a⟩||⟨a⟩| < ∞ o que é um absurdo. Portanto, temos que G′ = 1. Logo, G
é abeliano finitamente gerado e livre de torção. Daí G = H1 × · · · × Hn com Hi ≃ C∞,
tal que n = 1. Pois, caso contrário, se n > 1, tomando H = H1 × · · · × Hn−1, teríamos
que G/N ≃ Hn. Assim, H é um subgrupo de índice infinito em G o que é um absurdo.
Portanto, n = 1 e G ≃ C∞. ■

O Teorema de Fedorov pode ser visto como uma caracterização de grupos cíclicos
infinitos. Na próxima seção veremos algumas caracterizações em termos de Mc-grupos.

5.3 Mc-grupos infinitos
Agora, nesta seção, iremos classificar algumas famílias de Mc-grupos infinitos.

Teorema 5.3.1. (Robinson, Wehrfritz) . Suponha que G é um grupo solúvel finitamente
gerado. Se G é não nilpotente, então ele tem uma imagem finita que é não nilpotente.

A demonstração do resultado supracitado não será feita aqui mas pode ser en-
contrada em [9, 15.5.3].

A próxima proposição corresponde ao item (1) do Teorema F da Introdução.

Proposição 5.3.1. Seja G um Mc-grupo solúvel infinito. Então G é cíclico infinito.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar que G é policíclico. Suponhamos que G é
não nilpotente, logo pelo Teorema 5.3.1, G contém um subgrupo normal N , de modo
que G/N é finito e não nilpotente. Note que, se ⟨x⟩ é um subgrupo cíclico maximal de
G, então temos que N está contido em ⟨x⟩, logo temos que G é policíclico. Portanto,
todo subgrupo maximal de G tem índice finito. Ademais, todo subgrupo cíclico de G
está contido em um subgrupo cíclico de índice finito, logo G é um FC-grupo. Como G
é policíclico e FC-grupo, temos que G é central-por-finito e pelo Teorema 5.2.1, |G′| é
finito e portanto G′ = 1, ou seja, G é livre de torção. Logo, G é abeliano e, portanto
G ≃ C∞. ■
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A próxima proposição corresponde ao item (2) do Teorema F da Introdução.

Proposição 5.3.2. Seja G um Mc-grupo infinito. Então G′ = G′′.

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que G′ ̸= G′′ e seja ⟨x⟩ um subgrupo cíclico
maximal de G. Temos que G/G′′ não é abeliano, assim G′′ está contido em ⟨x⟩, pois caso
contrário, se G′′ ≰ ⟨x⟩, pela maximalidade G = G′′⟨x⟩, assim G/G′′ seria cíclico, mas já
vimos que não é o caso. E portanto, G é solúvel, e pelo Proposição 5.3.1 é abeliano. Daí
G′ = G′′ = 1 uma contradição. ■

Aqui trataremos dos casos em que os grupos são residualmente finitos.

Proposição 5.3.3. Seja G um grupo residualmente finito. Então⋂
N�G

|G:N |<+∞

N = 1.

Demonstração. Suponhamos que G é residualmente finito. Seja 1 ̸= g ∈ G. Como G é
residualmente finito temos que exitem F um grupo finito e um homomorfismo ϕ : G → F ,
tal que g ̸∈ Ker(ϕ). Como Ker(ϕ)�G podemos concluir que

g ̸∈
⋂
N�G

|G:N |<+∞

N.

Pela arbitrariedade da escolha de g podemos concluir que⋂
N�G

|G:N |<+∞

N = 1.

■

Teorema 5.3.2. Seja G um Mc-grupo infinito. Se G é residualmente finito, então G é
cíclico infinito.

Demonstração. Tomemos N um subgrupo normal de índice finito de G. Pela Proposição
5.3.2 G′ = G′′. Daí (

G

N

)′

=
G′N

N
=

G′′N

N
=

(
G

N

)′′

.

Por indução, para todo n ≥ 2, temos

G(n)N

N
=

(
G

N

)(n)

=

(
G

N

)′

=
G′N

N
.

Como G/N é finito e Mc-grupo. Daí pelo Lema 4.1.2, G/N é solúvel e existe n ∈ N tal
que

G′N

N
=

(
G

N

)(n)

=
N

N
=⇒ G′ ≤ N.
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Como tomemos N arbitrário, segue pela Propriedade que

G′ ≤
⋂
N�G

|G:N |<+∞

N = 1.

Daí, G é abeliano e pela Proposição 5.3.1 G ≃ C∞. ■

5.4 Monstros de Tarski são Mc-grupos?
Para cada p primo, p > 1075, existe um p-grupo simples, 2-gerado infinito no qual

todo subgrupo próprio é cíclico (de ordem p). Em particular, tais grupos são chamados
de Monstros de Tarski. Portanto, cada Monstro de Tarski é um Mc-grupo.

Nem todo Mc-grupo infinito é cíclico. Na verdade, eles podem ser bastante
complicados. Nesse contexto cabe destacar a seguinte pergunta devida ao lógico polonês
Alfred Tarski:
Conjectura 5.4.1. (A. Tarski) Existem um primo p e um grupo infinito G tal que todos
os subgrupos próprios (e não triviais) são cíclicos com p elementos?

Alexander Yu. Ol’shansky [15], mostrou que a Conjectura acima é verdadeira
para primos suficientemente grandes:
Teorema 5.4.1. (A. Yu. Ol’shansky) Seja p > 1075. Existe um grupo infnito G = G(p)
tal que todos os subgrupos próprios e não triviais de G são cíclicos de ordem p.

Observação 5.4.1. Esses grupos ficaram conhecidos na literatura como Monstros de
Tarski. Outras propriedades desses grupos:

i) G é um grupo simples e não abeliano.

ii) Tais grupos são 2-gerado.

iii) Tais grupos tem expoente exp(G) = p.

Mais ainda, eles são contra-exemplos para questões famosas em Teoria dos Gru-
pos, por exemplos: “Problemas de Burnside”. Veja mais detalhes e referências em [10].

Considerações Finais do Capítulo 5

Observação 5.4.2. Sabemos que todo Monstro de Tarski é um Mc-grupo. Uma pergunta
natural feita pelos autores de [13], é o seguinte: Qual seria uma condição suficiente para
um Mc-grupo infinito G ser um Monstro de Tarski?

Definição 5.4.1. Dizemos que G ̸= {1} é localmente graduado se todo subgrupo finita-
mente gerado (não trivial) admite um subgrupo próprio de índice finito.

Exemplo 5.4.1.

1. Todo grupo residualmente finito é localmente graduado.

2. O grupo Q é localmente graduado e não é residualmente finito.

Pergunta: Seja G um Mc-grupo localmente graduado. Então G ≃ C∞?



Considerações Finais

Nosso trabalho envolveu estudar propriedades estruturais de um dado grupo a
partir de restrições sobre certos subgrupos abelianos. O estudo foi majoritariamente
direcionado para os grupos finitos, salvo o Capítulo 5.

Ao longo do trabalho sugiram algumas questões associadas aos teoremas/definições
expostas:

Q1) O que podemos dizer de grupos finitos nos quais cada subgrupo maximal é um
Mc-grupo e G não é? (minimais não Mc-grupos)

Observação: Todos os subgrupos de A4 são Mc-grupos, mas ele não é.

Q2) (Juriaans e Rogério) Qual seria uma condição suficiente para um Mc-grupo G ser
um Monstro de Tarski?

Q3) Se G é um Mc-grupo localmente graduado. Então G ≃ C∞?

Q4) Quais são os grupos solúveis finitos G tais que sua ordem é dada por:

|G| = p · |Z(G)| · |G′|,

para algum p?

Observação: Todos os grupos que aparecem na Proposição A da Introdução também
satisfazem a relação acima.
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