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Resumo

O objetivo desse trabalho € investigar certas questdes sobre finitude em grupos e algebras
de Lie. Mais precisamente, o Problema de Burnside, cotas para a largura de um grupo e

condicdes de finitude para a subdlgebra derivada de uma élgebra de Lie.






Abstract

The aim of this work is to investigate certain questions about finiteness in groups and Lie
algebras. More precisely, the Burnside Problem, bounds for the commutator lenght of a

group and finiteness conditions for the derived subalgebra of a Lie algebra.
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Introducao

Em geral, dado um grupo G, o conjunto I'(G) dos comutadores [x,y] = x'y~!xy ndo
coincide com seu subgrupo derivado G, nesse contexto, definimos a largura A (G) como
0 menor inteiro n, caso exista, tal que todo elemento no subgrupo derivado é um produto
de n comutadores. Esse conceito, além de interessante por si sO, pode ser uma ferramenta
importante na resolucao de alguns problemas de finitude.

O Teorema de Schur afirma que, se um grupo € central-por-finito, entdo seu subgrupo
derivado € finito. Uma ideia geral de demonstracdo desse resultado consiste em provar que
tais grupo tem finitos comutadores e largura finita. Porém, nesse caso, se quisermos cotas
mais finas para a ordem do subgrupo derivado precisaremos de cotas mais finas para |['(G)|
e A(G).

Tendo isso como motivagdo, ¢ interessante tentarmos limitar A(G) nesse caso. M.
Rosenlitch [21] forneceu uma cota utilizando somente técnicas elementares de Teoria de
Grupos e argumentos combinatdrios, tal cota, porém, ndo é muito realista. Por outro lado, R.
M. Guralnick [8] forneceu uma cota bem fina para A (G) utilizando técnicas de representacdes
e caracteres complexos. A saber, R. M. Guralnick forneceu uma conexao entre A(G) e a
quantidade de graus distintos de caracteres irredutiveis de G, provando o seguinte resultado

Teorema (Guralnick, 1979). Seja G um grupo com [G : Z(G)] = n, entdo A(G) < 3p(n)/2.

Onde a fungdo p conta os divisores primos de 7 com multiplicidade, isto é, p(p{" -+ - p2) =
o+ -+ 0.

A largura de um grupo também aparece na teoria dos grupos profinitos. Nao iremos nos
aprofundar no tema, mas podemos citar o seguinte resultado do matematico D. Segal (cf.
[23])

Teorema (Segal, 1999). Em um grupo prosolivel finitamente gerado, todo subgrupo de
indice finito € aberto.

No caso, D. Segal utilizou que a largura A(G) de um grupo soldvel d-gerado é, no
maximo, 72d* +46d.
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Além disso, podemos citar o trabalho de D. Calegari (cf. [2]) para uma visdo mais
geométrica envolvendo largura de grupos.

O conceito de largura, de uma forma mais geral, também figura de forma importante no
Problema de Burnside. Tal problema consiste em provar que um grupo, finitamente gerado e
de expoente finito, € finito. Apenas alguns casos particulares desse problema que admitem
resposta positiva sdo conhecidos, no caso, quando o expoente € 2,3,4 ou 6. No entanto,
todos eles podem ser resolvidos ao se limitar uma certa largura. Além disso, € interessante
tentar encontrar cotas 6timas para a ordem do grupo, para tanto, quando o expoente for 3,

utilizaremos os chamados métodos de Lie para provar que

Teorema (Levi-Van der Waerden, 1933). Se G € um grupo r-gerado de expoente 3, entdo G

€ nilpotente de classe no maximo 3 e
G < 3+()+(),

A cota apresentada nesse resultado € 6tima, para efeito de comparagao, se o expoente for
4 ndo hé cota 6tima conhecida.

As dlgebras de Lie sdo estruturas que, em alguns casos, possuem propriedades similares
aos grupos. Tendo isso mente, também apresentaremos andlogos para dlgebras de Lie de
alguns resultados famosos de finitude em grupos.

Em linhas gerais, a divisdo do trabalho € feita da seguinte forma:

Capitulo 1: Apresentaremos os resultados que serdo necessarios para o desenvolvimento
do texto, em particular, discutiremos o Homomorfismo Transfer, o Teorema do subgrupo
focal de Higman e algumas propriedades de grupos nilpotentes finitamente gerados. Tam-
bém apresentaremos a defini¢ao e algumas propriedades das dlgebras de Lie, em especial,
demostraremos o Teorema de Kostrikin para p = 3.

Capitulo 2: Apresentaremos alguns teoremas famosos da teoria de grupos e seus andlogos
para dlgebras de Lie. Em particular, discutiremos o conceito de largura de uma algebra
de Lie e condicdes de finitude para a dlgebra derivada assumindo uma hipétese andloga a
defini¢do de BFC-grupo. Por fim, baseado em um exemplo dado por P. J. Cassidy em [3]
construiremos uma algebra de Lie de largura infinita.

Capitulo 3: Discutiremos os casos do Problema de Burnside que possuem resposta
positiva, a saber, quando o expoente € 2, 3, 4 ou 6. Além disso, discutiremos algumas
aplicacOes das algebras de Lie para obtencao de uma cota 6tima para a ordem de grupos

finitamente gerados de expoente 3.
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Capitulo 4: Faremos uma breve introdugao a teoria das representacdes e caracteres
complexos. Tal teoria fornecerd uma ferramenta extremamente importante para o desenvolvi-
mento dos resultados do Capitulo 4.

Capitulo 5: Discutiremos os resultados do artigo [8] de R. M. Guralnick. O foco
principal € obter cotas para a largura de um grupo satisfazendo certas hip6teses, como ter o
indice do centro finito. Por fim, apresentaremos uma aplica¢ao dos resultados no problema
de encontrar um p-grupo G de menor ordem com largura 3, mais precisamente, mostraremos
que ¢ suficiente procurar entre os de ordem p° e p'* e que os indices [G : Z(G)] e [G : G]
precisam ser maiores ou iguais a p6 e p3 respectivamente.

Apéndice A: Faremos alguns célculos no software livre GAP que s@o necessarios para
uma das demonstragdes do Capitulo 2.

Por fim, para a realizacdo dessa dissertacdo os trabalhos dos seguintes matematicos
foram essenciais: R. M. Guralnick [8] cujos resultados foram o objeto de estudo principal;
P. J. Cassidy [3], I. D. Macdonald [17], M. Rosenlitch [21] e J. Wiegold [29] pelos seus
estudos sobre comutadores e largura em grupos; K. Erdmann, J. M. Wildon [4] e J. E.
Humphreys [10] pelos seus livros sobre dlgebras de Lie; I. M. Isaacs [11], G. James, M.
Liebeck [14] pelos seus livros sobre representacdes e caracteres; M. Vaughan-Lee [27] por
seu livro sobre o Problema de Burnside; por fim, os matematicos do The GAP Group [26]

pelo desenvolvimento do software GAP.

O seguinte diagrama mostra a dependéncia dos capitulos.

Capitulo 4

Capitulo 1

Capitulo 3

Capitulo 2

Capitulo 5

Apéndice A






Capitulo 1

Preliminares

Comecaremos apresentando defini¢des e resultados que serdao usados ao longo do texto, no
entanto, a teoria bésica relativa a grupos e espacos vetoriais, salvo excecoes, serd admitida e

usada livremente.

1.1 Comutadores e 0 Teorema de Schur

Seja G um grupo, dados x,y € G definimos o comutador de x,y como o elemento [x,y] =
x~'y~xy, além disso, definimos I'(G) como o conjunto dos comutadores de G.

J4 o subgrupo gerado por I'(G) é chamado de subgrupo derivado e denotado por G'. E
conhecido que, em geral, I'(G) # G’ (cf. [7]). Nesse contexto, faz sentido definir a largura
de G, denotada por A(G), como o menor inteiro (caso exista) tal que todo elemento de G
pode ser escrito como um produto de A (G) comutadores. Se ndo existe um inteiro com essa
propriedade, entdo dizemos que G tem largura infinita e escrevemos A (G) = oo (cf. [3] para
um exemplo).

A largura de um grupo é uma defini¢ao interessante por si propria, porém uma justificativa
da sua importincia pode ser a seguinte: suponha que um grupo G satisfaz A(G) =1 e
IT(G)| = n, entdo, por um argumento de contagem, temos que |G| < n'.

Nesse contexto, uma classe de grupos que se destaca € a dos grupos centrais-por-finito,
i.e, grupos em que o indice do centro [G : Z(G)] é finito. O préximo resultado dd uma justifica

dessa importancia.
Proposicdo 1.1. Se G é um grupo com [G : Z(G)] = n, entdo |[(G)| < n?

Demonstragdo. Por hipétese G/Z(G) = {x1Z(G),x2Z(G),...,x,Z(G)}, assim, todo g € G é
escrito como x;z, onde 1 <i<nez¢€ Z(G). Tomando g,h € G e escrevendo esses elementos
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como acima obtemos
g, 1] = [xiz1,xjz2] = [xi,x;].
Onde usamos que, por defini¢do, os elementos do centro comutam com qualquer elemento de

G. Assim, mostramos que todo comutador ¢ da forma [x;,x;], por um argumento de contagem

vemos que existem, no maximo, n?* desses elementos. OJ

Ou seja, grupos centrais-por-finito possuem finitos comutadores, portanto para garantir
a finitude de G’ bastaria garantir a finitude da largura. Felizmente, isso também acontece,
como veremos mais adiante.

Por agora, consideraremos algumas identidades envolvendo comutadores.

Proposicao 1.2. ([19, 5.1.5]) Se x, y,z sdo elementos do grupo G, entdo as seguintes identi-
dades sdo validas:

L Py =yl
2. [yt = 57

|9Y)

- vz = P [l
4. [x,yz] = [x,7][x,y]*

5. T = nal.

AN

ey P e LAz, a7y = 1. (Identidade de Witt)

O Teorema de Schur assegura a finitude do subgrupo derivado de grupos centrais-por-
finito. Uma possibilidade, visto que tais grupos possuem finitos comutadores, é garantir a
finitude da largura. Uma prova elementar deste ultimo fato foi dada por M. Rosenlicht e se
utiliza dos seguintes lemas.

n+1 ]n—l

Lema 1.3. Se G é um grupo com [G : Z(G)] = n, entdo [x,y]""' = [x,y*][¥’,y para

quaisquer x,y € G.

Demonstracdo. Por hipdtese temos que [x,y]|" € Z(G), logo

ey = ey, )
=x 'y xley]"y
R [
=x "y ly ey y

=x "y Zayty eyt ly

=[x,y [y
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]

Note que esse resultado nos da algum controle sobre a largura de um grupo central-por-
finito pois escrevemos um produto de 7+ 1 comutadores como um produto de n comutadores.
Além disso, o lema seguinte nos permitird escrever um produto de comutadores de uma
forma conveniente, pois poderemos juntar os comutadores iguais sem alterar a quantidade de

comutadores envolvidos no produto.

Lema 1.4. Sejam x,y elementos de G, entdo

xyx = xX2y°.
Demonstragdo. Basta ver que xyx = x(xx~)yx = x>y". O

Assim, podemos escrever, por exemplo

[x,y][g,h][x,y] = [x,y]z[g[xvy]’h[x,y}]
Proposicdo 1.5. Seja G um grupo. Se [G : Z(G)] é finito, entdo A (G) < n’.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que A(G) > n’ + 1, assim, existe g€ G talquegéo

produto de n’ 4 1 comutadores e ndo menos que isso, logo podemos escrever

§=C1C2 " Cp3 1,

onde cada ¢; € um comutador.
Note que pela Proposicdo 1.1 existem, no maximo n? comutadores. Se todos ocorressem,

3 comutadores, absurdo. Existe entdo um

no maximo, n vezes, entao g seria escrito como n
comutador, ¢, = [x,y], que aparece n+ 1 vezes na expressdo de g, daf os lemas anteriores

garantem que

§= [x7y]n+1d1d2 o 'd(n3—(n+l)) = [xvyz] [xyvy]n_ldle v 'd(n3—(n+1))7
onde cada d; € também um comutador, por ser o conjugado de algum c;. Dessa forma

escrevemos g como um produto de n’ comutadores, absurdo. U

Observacdo 1. A demonstragdo usa, de forma implicita, o Principio da Casa de Pombos
para garantir que entre n’ 4+ 1 comutadores existe um deles que aparece pelo menos n+ 1

vezes, j4 que s6 existem n> comutadores.

Agora o Teorema de Schur segue de forma direta dos resultados vistos.
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Teorema 1.6. (Teorema de Schur) Seja G um grupo. Se [G : Z(G)] = n, entdo G’ é finito.
Demonstracdo. Como vimos |['(G)| < n? e A(G) < n®, portanto |G| < . O

Essa demonstracao somente argumentos combinatdrios e argumento bésicos de comutado-
res, porém nao oferece uma cota muito realista, veremos no Capitulo 5 como o matemadtico R.
M. Guralnick obteve uma cota mais fina utilizando técnicas de Representagdes e Caracteres
complexos.

Uma outra classe de grupos que se destaca é dos grupos simples nao-abelianos, nesse
caso, todos esses grupos tém largura 1. Tal fato foi conjecturado por O. Ore em 1951 e
provado somente em 2010 pelos matematicos M. W. Liebeck, E. A. O’Brien, A. Shalev, P.
H. Tiep (cf. [16]). Hoje esse resultado é conhecido como L.O.S.T Theorem e € considerado
seminal na Teoria de Grupos, em particular, na teoria dos grupos simples.

Vale comentar que até ordem 95 todos os grupos possuem largura 1 (cf. [7, Theorem
1]) e que existem dois grupos de ordem 96 com largura 2 (cf, [7]), ou seja, esses grupos sao
exemplos minimais de largura 2. Nao € conhecido um exemplo minimal de largura 3, mas
sabe-se, por exemplo, que tal exemplo precisa ter ordem maior que 1000 (cf. [15, Lemma
6.1]).

1.2 O Homomorfismo Transfer

O Homomorfismo Transfer €, grosso modo, uma forma de estendermos homomorfismos
definidos em subgrupos "grandes" para o grupo todo. Para uma referéncia veja [19, Chapter
10.1] e para uma ideia da versatilidade do Transfer veja [24, Pages 120-122].

Defini¢do 1.7. Sejam H um subgrupo de um grupo G com [G : H] = n, A um grupo abeliano
e 6 : H— A um homomorfismo de grupos. Consideramos um transversal T = {t1,t,...,t,}

de H em G, ou seja,

E dado qualquer elemento x € G: existe um unico par (¢;,h) € T x H tal que x = t;h.
Agora, consideramos a seguinte a¢do nas classes laterais: Hrix := Hi(;),, assim t,-xt(;)i €H.

Definamos a seguinte aplicacao:
0" : G — A

X — H(tixt(;)i) 0
=1

1
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Proposicio 1.8. ([19, 10.1.1]) Sejam H um subgrupo préprio de um grupo G com |G : H| =n,
A um grupo abeliano e 0 : H —+ A um homomorfismo de grupos. Consideramos um transversal
T=A{t,t,...,t,} de H em G. Entdo

7z

(a) 6™ é um homomorfismo de grupos;
(b) O homomorfismo 6* independe da escolha do transversal T de H em G.

Proposicao 1.9. ([19, 10.1.2]) Sejam A um grupo abeliano e H um subgrupo de indice finito
no grupo G. Suponhamos que existe um homomorfismo 6 : H — A e |G : H| = n. Entdo para

cada x € G existem /1,/05,...,l,, € Nesy,...,s, € G tais que

m
sxs e Zli:

i=1 i=1

:s

Teorema 1.10 (Teorema do subgrupo focal de Higman, [20, Corollary 10.34]). Sejam p um
primo, G um grupo finito e P € Syl ,(G). Entdo

PNG = (|h,g]|h€PgecGcomhdcP),

ou seja, PN G’ é gerado por comutadores de ordem poténcia de primo.

Proposicao 1.11. Sejam G um grupo finito e S um p-subgrupo de Sylow de G. Entdo
SNG' NZ(G) =5 NZ(G).

Demonstragdo. A inclusio S'NZ(G) < SNG'NZ(G) é imediata pois §' < Se S < G'. Para
a inclusdo inversa, usaremos a Proposi¢do 1.9 com A = S§/S', H=Se 0 : S — S’ a projegdo
candnica x — xS’. Primeiramente note que G’ < ker 6%, pois dado um comutador [g, /]

qualquer, temos

* *

g1 = (e H" () (9 (W? =1

pois 6" leva em um grupo abeliano. Agora, se x € Z(G), entdo

xe*:ﬁsxs Hs,xslS—sS
i=1

Ou seja, mostramos que se x € Z(G) NG, entdo x'S' = §', logo, x" € §'. Por fim, se
adicionalmente, x € S, entdo x € S’ pois n = [G : §] é coprimo com |S|. Como x foi tomado

arbitrariamente garantimos a inclusdo desejada.
]
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Corolario 1.12. Sejam G um grupo finito e p um divisor primo de |G|. Se p | |G’
pl1G:Z(G)].

, entao

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que p | |G| e pt[G : Z(G)]. Dessa forma, existe
S € Syl,(G) contido em Z(G) e, portanto, S'NZ(G) = 1. Por outro lado, SNG' NZ(G) =
SNG' # 1, pois SNG' € Syl ,(G'). Usando a Proposi¢do 1.11 obtemos um absurdo. O

1.3 Cotas para a ordem do subgrupo derivado

Munidos das consequéncias do Homomorfismo Transfer apresentaremos uma demonstragao
para uma versio do Teorema de Schur que, além da finitude de G’, fornece uma limitacdo
das poténcias de primos que dividem |G'|.

Definicao 1.13. Sejam G um grupo e H,K < G. Definimos:
* O subgrupo [H,K] = ([h,k] | h € H,k € K).

* A série 11(G) =G e %(G) =[G, ¥—-1(G)] se i > 2. Tal construgdo é chamada série
central inferior.

Definic¢do 1.14. Uma secdo do grupo G é um quociente N/K, onde N.K < Ge K<N.

Para o seguinte Lema usaremos o Teorema 1.35 que sera provado mais a frente. Tal
resultado diz que grupos nilpotentes finitamente gerados possuem um subgrupo de indice

finito, caracteristico e livre de tor¢do.

Lema 1.15. Se 7,(G) é finito, entdo G tem uma sessdo H finita tal que 7,(G) = v,(H). Em
particular, se r = 1, entdo A(G) = A(H).

Demonstragdo. Defina I'v(G) = {[x1,...,x;] | xi € G,i=1,...,r}, dessa forma, 7(G) =
(I'+(G)). Por hipétese I',(G) € finito, assim, escrevendo

L(G) = {[x11,- 51y [t o] | X € G < i< s, 1< <)

podemos definir o subgrupo K = (x;; | 1 <i<s,1 < j<r)deformaquel’,(G)=T,(K)e
%(G) = ¥+(K). Defina C = Cg(¥:(G)), como ¥(G) <G, em particular, temos 7,-(G) <K, ou
seja, K = Nk(7,(G)). Portanto

K/C = Nk(%(G))/Ck(7:(G)) < Aut(%(G)),
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como ¥%(G) é finito segue que Aut(7,(G)) é finito, como consequéncia do isomorfismo acima,
K /C sio finitos, dessa forma, C é finitamente gerado. Afirmamos que C é também nilpotente,
de fato, temos [C,7+(C)] = 1 pois C, por defini¢do, centraliza qualquer comutador de peso r.
Logo, pelo Teorema 1.35, C possui um subgrupo 7 caracteristico, livre de tor¢do e de indice
finito. A seciio H = K /T é finita, pois |K/T| = |K/C||C/T|. Além disso, temos

%K %(0)

Onde utilizamos o Teorema do Isomorfismo e que ¥(G) = 7-(K). Como T € livre de tor¢do e
7+(G) é finito temos T N %,(G) = 1 e assim obtemos o resultado desejado. Por fim, tomando
r=1temos G' = H’' e portanto A (G) = A(H). O

Os proximos dois resultados sdao devidos a J. Wiegold (cf. [28]), porém apresentaremos

demonstracdes elementares baseadas em [8, Lemma 5.3] e [8, Theorem 5.4] respectivamente.
Lema 1.16 (Wiegold). Seja G um p-grupo com |G/Z(G)| = p*. Entdo |G| < p*(*~1)/2]

Demonstracdo. Antes de comegarmos a demonstragio, definiremos Z,(G) como o subgrupo
de G satisfazendo Z,(G)/Z(G) = Z(G/Z(G)).
A demonstragdo sera por indu¢do em . Se G € abeliano, o que acontece se & = 1 ou
a = 0, entdo o resultado € trivial. Suponha & > 2 e G ndo-abeliano, assim, podemos tomar
a € Z»(G)/Z(G) néo trivial. Defina H = [G,a] C Z(G), afirmamos que H = {[g,a| | g € G},
de fato,
(g,al[h.a] = [g.a]"[h,a] = [gh.a].

Note que |H| = [G : Cg(a)] pois H = {(a ")%a| g € G} e daf |H| = [a®|, além disso,
Z(G) € Cg(a), pois a ¢ Z(G), dessa forma |H| < p®~!. Agora usaremos indugio em G/H,
para tanto, note que Z(G)/H C Z(G/H), de fato, aH € Z(G/H) pois [g,a|H = H para todo
g € G,mas se aH € Z(G)/H, entdo a € Z(G), absurdo. Logo

G/H G

G/H : 2(G/H)) < 57 = 706y = P

Por inducdo, segue que

|G'| < |G'/H||H| < |(G/H)||H| < pl@= D@22 pat = pola=/2,
O

Teorema 1.17 (Wiegold). Seja G um grupo. Se [G : Z(G)] = p{"--- p%, entdo |G| =
py' - pbr, onde B < oo +1)/2.
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Demonstragdo. Pelo Teorema de Schur e pela Proposi¢ao 1.15 podemos supor G finito. Se
T é um p-subgrupo de Sylow de G', entdo T = SN G’ onde S é subgrupo de Sylow de G,
além disso, pela Proposi¢ao 1.12 temos p € {py,...,p,}. Dessa forma, p = p; para algum
i=1,...,r. Como

[SNG :SNG' NZ(G)] = [(SNG)Z(G) : Z(G)] | [G: Z(G)] = p¥*--- p*

Temos [SNG': SNG' NZ(G)] < p{“. Pela Proposi¢do 1.11 obtemos
ISNG' NZ(G)| <Y
Por outro lado, utilizando ainda o Lema 1.16, segue que
RV
Logo,
ISNG'| < pYISNG' NZ(G)| < o+ 1) /2.

Como todo grupo finito é gerado pelos seus subgrupos de Sylow o resultado segue.
O]

1.4 Grupos nilpotentes finitamente gerados

Os resultados principais dessa secdo foram baseados nas referéncias [1, Chapter 2] e [25,
Chapter 7]. Comecgaremos com algumas definicoes.

Definiciio 1.18. Dizemos que um grupo G satisfaz MAX se toda cadeia de subgrupos

H| < H, < --- é estaciondria, isto é, existe n natural tal que H; = H,, para todo i > n.

Exemplo 1. Grupos finitos satisfazem MAX. Além disso, o grupo dos inteiros aditivo Z e o
dihedral infinito D., = (x,y | x> = y* = 1) satisfazem MAX. Por outro lado, o grupo aditivo
dos racionais Q ndo satisfaz MAX.

Proposicio 1.19. Um grupo G satisfaz MAX se, e somente se, todo subgrupo H < G ¢é

finitamente gerado.

Demonstragcdo. (=) Suponha, por absurdo, que exista H < G que nio € finitamente gerado,
tome h; € H e defina H; = (h;), como H ndo ¢ finitamente gerado podemos tomar A, €
H — H;. Defina Hy = (hy, h;) e repita o processo. Note que com isso construimos uma cadeia

de subgrupos Hy < H < --- de G que ndo € estaciondria.
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(=) Considere H; < H» < --- uma cadeia de subgrupos de G, dessa forma, H = U;>1H;
¢ subgrupo de G, sendo assim, H = (hy,...,h,). Paracadai=1,...,n existe um indice n;
tal que h; < H,,, tomando N como o méximo desses n; obtemos que Hy = H e a cadeia é

estacionaria. O]

Proposiciio 1.20. Seja N subgrupo normal de um grupo G. Entdo G satisfaz MAX se, e
somente se, N e G/N satisfazem MAX.

Demonstragdo. Suponha que G satisfaz MAX, como todo subgrupo de N é também subgrupo
de G, segue que N satisfaz MAX. Considere agora um subgrupo K de G /N. Pela Proposi¢do
1.19 o subgrupo K satisfazendo K/N = K € finitamente gerado e portanto K /N também
é, assim, como K foi arbitrdrio a Proposi¢do 1.19 garante que G/N satisfaz MAX. Para a

reciproca, considere H; < H < --- um cadeia de subgrupos de G. Por hipétese, as cadeias

HNN<H,NN<---,
HIN/N<HN/N<---.

sdo estaciondrias, assim, existe n natural tal que H; "N = H, N e H;N = H,N para todo

i > n. Usando essas igualdades e a Lei de Dedekind obtemos

H;=H;N(H;N) = H;N (H,N) = Hy,(H;i\N) = H,(H, \N) = Hy,
para todo i < n, ou seja, a cadeia H; < H, < --- tomada arbitrariamente € estaciondria. [
Proposicio 1.21. Grupos policiclicos satisfazem MAX.

Demonstragcdo. Basta usar a Proposi¢ao 1.20 nos fatores da série ciclica do grupo. [

Lema 1.22. Seja A um grupo abeliano. Entao A € policiclico se, e somente se, A satisfaz

z

MAX.

Demonstragdo. Suponha que A satisfaz MAX, em particular, A é finitamente gerado. Escre-
vendo A = (ay,ay,...,a,), segue que a cadeia

La{ar) <{ar,a2) <+ <ar,az,... . an)

€ uma série ciclica de A. A reciproca segue da Proposicdo 1.21. [

Proposiciio 1.23. Seja G um grupo solivel. Entdo G satisfaz MAX se, e somente se, G é
policiclico.
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Demonstracdo. Suponha que G satisfaz MAX. A prova seré por indugio no comprimento
derivado dI(G). Se dI(G) = 1, entdo G ¢ abeliano e o resultado segue pelo Lema 1.22.

Suponha agora que todos os grupos soliveis satisfazendo MAX com comprimento de
derivado menores que d sao policiclicos. Considere um grupo G satisfazendo as hipdteses
com dI(G) = d, como G/G' é abeliano e dI(G') < d segue, por indugdo, que G/G' e G’ sdo
policiclicos. Dai G € policiclico.

A reciproca segue da Proposi¢do 1.21. [
Proposicao 1.24. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado, entdo G € policiclico.

Demonstra¢do. Comegaremos observando que a hipdtese garante que os termos % (G) da
série central inferior de G sdo finitamente gerados. Suponha G nilpotente de classe ¢, o
subgrupo 7.—1(G) é abeliano e finitamente gerado, logo satisfaz MAX, o mesmo vale para
o quociente Y._2(G)/%—_1(G), assim, pelo Lema 1.20, segue que 7,._»(G) satisfaz MAX.
Prosseguindo dessa forma obtemos que G satisfaz MAX, usando agora a Proposicdo 1.23,
obtemos que G € policiclico. 0

Definicdo 1.25. Seja G um grupo, o conjunto 7(G) = {x € G| o(x) < e} é chamado con-
junto de tor¢do de G.

Em geral T(G) ndo é um subgrupo. Por exemplo, considere G = GL(2,R) um grupo

(0 9) (00

Entdo A* = B3 = I, mas AB tem ordem infinita. Porém, como veremos posteriormente,
T(G) < G caso G seja nilpotente.

linear geral e as matrizes

Lema 1.26. Suponha que um grupo G seja gerado por elementos de ordem finita, entdo os

fatores da série central inferior %(G)/¥+1(G) sdo grupos de tor¢do.

Demonstragdo. A prova serd por indugio. Para i = 0, o fator G/G’ é abeliano e gerado por
elementos de ordem finita, portanto, a afirmagdo se verifica.

Suponha agora que ¥;(G)/¥+1(G) é de tor¢do. Como %11(G)/%+2(G) é abeliano, é
suficiente provar que seus geradores tém ordem finita, para tanto, tome [g, ] € ¥;41(G), onde
g € G e h € ¥(G), pela hipétese de indugdo, existe n natural tal que " € ¥;41(G). assim
[g,1"] € ¥i+2(G), além disso, por ¥i+1(G)/Yi+2(G) ser abeliano, temos

[8,1]"Yi12(G) = [g,1"]¥i+2(G) = ¥i+2(G).
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Como [g, /] é um gerador arbitrdrio de ¥;+1(G)/%+2(G), provamos o desejado. O

Proposicao 1.27. O conjunto de tor¢do 7(G) de um grupo nilpotente G é um subgrupo
normal.

Demonstragdo. E imediato que 1 € T(G) e que T(G) é fechado para inversos. Tome x,y €
T(G), para mostrar que xy € T(G) considere o subgrupo H = (x,y) e denote por ¢ sua classe
de nilpoténcia.

Pelo Lema 1.26 o quociente H /H' ¢ de torgdo, assim existe 7 natural tal que (xy)™ € H'.
Novamente pelo Lema 1.26 o quociente H'/5(H) é de torgdo, assim, existe n, tal que
((xy)™)™ € y3(H), prosseguindo dessa forma podemos encontrar n natural tal que (xy)" €
Yet+1(H) = 1, como queriamos.

Para a normalidade basta observar que se x € T(G) tem ordem n, entdo x* também tem
ordem finita pois (x%)" = (x")¢ = 1. O

Proposicio 1.28. O subgrupo de tor¢do 7(G) de um grupo G nilpotente finitamente gerado
é finito.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 1.24 segue que G é policiclico, assim, 7(G) também é.
Considere 1 < H; < --- < H, < T(G) um série ciclica para T (G), como todo elemento de
T(G) tem ordem finita, segue que cada fator da série acima ¢ finito, dessa forma, T'(G)

também & finito. [
Agora definiremos e apresentaremos alguns fatos dos grupos residualmente finitos.

Defini¢ao 1.29. Um grupo G é dito residualmente finito se, para todo 1 # x € G, existe
N < G de indice finito tal que x ¢ N.

Lema 1.30. Se G = (x) é um grupo ciclico, entdo G ¢ residualmente finito.

Demonstracdo. Seja g =x" # 1 um elemento arbitrario de G. Se G for finito basta tomar
N, = 1, se G for infinito tome N, = (x" ™). O

Lema 1.31. Sejam G um grupo finitamente gerado e n um natural. Entdo existem apenas

finitos subgrupos de G de indice n.

Demonstragcdo. Apenas nessa demonstracao denotaremos, mesmo que H nao seja um sub-
grupo normal de G, o conjunto das classes laterais de H em G por G/H.

Se ndo existem subgrupos de indice n, terminamos. Suponha que exista H < G com
|G : H] = n. Primeiramente note que se G é r-gerado, entdo existem no maximo (n!)"

homomorfismo de G em §,,.
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Cada subgrupo H de indice n induz um homomorfismo ¢y de G em Sym(G/H) dado pela
acdo por multiplicacdo de G nas classes laterais de H. Associando cada classe lateral de H em
G aum natural j € {1,2,...,n} podemos considerar ¢y de G em S,,. Faremos tal associa¢do
de forma que a classe H e o natural 1 correspondam. Pelas observagdes estabelecidas, é
suficiente provar que subgrupos distintos H, K de indice n induzem homomorfismos ¢z ,0x
distintos.

Para tanto, denote, respectivamente, por Sg (j) e S (j) os estabilizadores de j € {1,2,...,n}
das agdes associadas aos homomorfismos ¢y € ¢x. Se ¢y = @k, teriamos Sy (1) = Sk (1),

Su(1)={g€G|ou(g)(1)=1}={geG|gH=H}=H.

E analogamente Sk (1) = K. O

Teorema 1.32. Se G possui um subgrupo normal H finitamente gerado e residualmente finito

tal que G/H é ciclico, entdo G é residualmente finito.

Demonstragdo. Suponha que G/H = (aH) e tome g € G. Se g ¢ H, entdo gH # H e, como
G/H é residualmente finito, segue que existe Ng/H < G/H tal que g¢H ¢ N,/H e o indice
[G/H : Ng/H] é finito. Logo g ¢ N, e [G : N,] é finito.

Resta lidar com o caso em que g € H. Afirmamos que existe C < H caracteristico e
de indice finito tal que g ¢ C. De fato, tome N € H tal que g ¢ N, definindo C como a
intersec¢do dos subgrupos K de H tal que [H : N] = [H : K| obtemos o desejado, pois pelo
Lema 1.31 e pelo Lema de Poincaré C tem indice finito, além disso, como automorfismos de
H ndo alteram o indice de seus subgrupos segue que C € caracteristico.

Se [G : H] é finito, entdo [G : C] é finito e podemos tomar N, = C. Para terminar, suponha
que G/H seja infinito e denote G=G/C,H =H/C,g=gCea=aC. SejaD = Cz(H), 0
NC-Lema garante que D tem indice finito em G. Se [G : D] = m, segue que @" centraliza
H. Considere agora o subgrupo A = (@"). Se g € A, entfio existiria k € N tal que d“ e H,
absurdo pois aH gera o ciclico infinito G/H.

Além disso A<G e [G : A] é finito pois G = (a)H. Tome entdo N, satisfazendo N, /C = A,
jdque [G: Ng| é finito e g & Nj. O

Definicao 1.33. Um grupo G é dito policiclico se possui uma série ciclica, ou seja, se existem
subgrupos 1 = H;<H,<---<H, = G tais que H; | /H; é ciclico paratodo 1 <i<n-—1.

Corolario 1.34 (Hirsch). Grupos policiclicos sdo residualmente finitos.

Demonstragdo. Seja G um grupo policiclico. Considere | = Hy < H; < H, <---<H, =G
uma série ciclica para G. O Teorema 1.32 garante que H, € finitamente residualmente finito,

pois Hy /H; é ciclico e H; é residualmente finito, jd que € ciclico (Lema 1.30).
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Ou seja, H; é residualmente finito, pois H, é residualmente finito e Hs/H, é ciclico.

Prosseguindo dessa forma obtemos que G € residualmente finito. U

Teorema 1.35. Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado. Entdo G possui um subgrupo

caracteristico, livre de torcdo e de indice finito.

Demonstragdo. Temos que G € residualmente finito (Corolario 1.34 e Proposicao 1.24) e
seu subgrupo de tor¢do T € finito (Proposic¢ao 1.28). Para cada x € T tome N, < G tal que
x ¢ Ny. Defina N = Nyer Ny, pelo Lema de Poincaré N possui indice finito.

Agora defina o conjunto X = {H <G| [G: H| =[G :N|} e o subgrupo C = NycxH.
Pelo Lema 1.31 e pelo Lema de Poincaré segue que C t€m indice finito, além disso, C € livre
de torcdo pois C <N e NNT = 1. Por fim, como um automorfismo de G preserva o indice

de seus subgrupos segue que C é caracteristico. [

1.5 Algebras de Lie

Podemos pensar, grosso modo, uma dlgebra de Lie como um espago vetorial (ou um médulo)
munido de um certo produto de vetores. No Capitulo 3 veremos suas aplicacdes na Teoria de

Grupos, ja no Capitulo 2 estudaremos algumas questdes envolvendo finitude nesses objetos.
Defini¢do 1.36. Sejam L um R-mdédulo e [, -] uma operagdo bindria em L satisfazendo:

1. [na+b,c] = nla,c]+ [b,c];

2. [a,nb+ c] = nla,b] + [a,c];

3. [a,a] =0;

4. [la,b],c]+[[b,c],a] + [[c,a],b] =0,

para quaisquer a,b,c € L e n € R. Entdo L é dita uma algebra de Lie.

Se, em particular, R = Z ou R = Z /n’Z, entdo L é dita um anel de Lie.

Exemplo 2. * Seja L um R-mddulo qualquer, entdo L € uma édlgebra de Lie se definirmos

[a,b] = 0 para quaisquer a,b € L.
« O R-espago vetorial R?> munido do produto vetorial é uma lgebra de Lie.

* Considere gl(n,R) o espago vetorial real das matrizes n X n com entradas em R, entdo
gl(n,R) é uma élgebra de Lie se munido do produto [A,B] = AB — BA.

Definicao 1.37. Sejam L uma 4lgebra de Lie e M um submédulo de L.
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1. Dizemos que M é uma subdlgebra de L se [x,y] € M para quaisquer x,y € M.
2. Dizemos que M é um ideal de L se [x,y| € M para quaisquerx e M ey € L.

Exemplo 3. Sejam L uma lgebra de Lie e X um subconjunto de L. E imediato que L e {0}
sdo ideais. O centralizador de X em L, definido como Cr(X) ={y € L | [y,x] =0,Vx € X}, é

uma subdlgebra. Em particular C(L) é um ideal chamado de centro e denotado por Z(L).

Proposicao 1.38. Sejam L um élgebra de Lie e /,J ideais de L. Entdo I +J = (x+y | x €
LyelJ)yell,J]=(x,y] |x €1,y €J) sdo ideais, em particular, [L,L] é chamada de subdlgebra
derivada e é denotada por L.

Definicao 1.39. Seja L uma algebra de Lie.
1. Se [x,y] = 0 para quaisquer x,y € L dizemos que L é abeliana.

2. Podemos definir recursivamente a seguinte sequéncia de ideais, L® = Le L' = [L, L]
se i > 1. Se existe um natural n tal que L" = 0 dizemos que L é nilpotente. Além disso,

se L° =0e L £ 0 dizemos que L é nilpotente de classe ¢ — 1.

Agora enunciaremos um resultado que serd fundamental para a teoria apresentada nesse
capitulo. Sua demonstrac¢do nao é elementar, mas conseguiremos demonstrar o caso particular

para p = 3, que serd suficiente para 0s nossos objetivos.

Definicao 1.40. Seja L uma dlgebra de Lie. Dizemos que L satisfaz a n-ésima identidade de
Engel se

by, =0
—
n vezes

para quaisquer x,y € L.

Teorema 1.41. ([27, Chapter 3] Teorema de Kostrikin) Seja L uma élgebra de Lie sobre
um corpo de caracteristica p. Se L satisfaz a (p — 1)-ésima identidade de Engel, entdo L é

nilpotente.
Na realidade, para o caso desejado precisaremos apenas de parte da hipétese.

Teorema 1.42. (Teorema de Kostrikin para p = 3) Seja L uma dlgebra de Lie (sobre um anel
qualquer). Se L satisfaz a segunda identidade de Engel, entdao L € nilpotente de classe no
maximo 3.
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Demonstragdo. A ideia da demonstracdo € utilizar que essas dlgebras de Lie possuem algum

nivel de comutatividade, mais precisamente, provaremos as identidades a seguir:

[be, 3], 2] = [ 2lx = [lz,x], 5] = =[[y A, 2] = =[x, 2], ] = [z, 5], 4].
Tome x,y,z € L, por hipétese temos
(b, 3], 5] = [[x,2l, 2] = [,y + 2,y +2] = 0.
Portanto [[x,y],z] = —[[x,z],y], pois

0=[[x,y+z,y+z] = [[x,y] + [x,2],y+ 2]
= [,y 3] + [, 3], 2] + [x, 2] 9] + [, 2], 2]
=[xyl 2] + [[x,2],y]

Como x,y,z sdo arbitrarios temos também
[ 2loa] = =l 2l [z, 5] = =[lz,y], 4]

Para terminar usaremos a anticomutatividade ([x,y] = —[y,x]) para obter que
[be,y], 2] = =[ds 2], [y aload = =[lz,y], 4

Agora, para provar a nilpoténcia, tome x,y,z,t € L. Usando a Identidade de Jacobi e as

identidades obtidas segue que

[, 3,2, 1) = [[[z.2], [x, ¥]]
= [[[z. ], %], 5] = [[[z,7], 5], %]
- [[[Zat]vx]7y] + [[[th]7x]7y]
:2[ [Z,th],y]
Por outro lado,
[[[x, 31,2, 1] = [[[z, %], 5], 1]
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Ou seja, [[[z,7],x],y] =0 O

Para mais detalhes sobre o anel de Lie associado e o Teorema de Kostrikin veja [27,
Chapters 2,3].



Capitulo 2
Finitude em algebras de Lie

Nesse capitulo, o anel R na defini¢do 1.36 serd sempre um corpo, ou seja, as dlgebras de Lie

serdo R-espaco vetoriais. Assim, a seguinte defini¢ao faz sentido.
Definicao 2.1. Sejam L uma 4lgebra de Lie (sobre um corpo K) e X um subconjunto de L.

1. Escrevemos (X) para denotar o subespago de L gerado por X.

2. Definimos a dimensao de uma 4lgebra de Lie L como a dimensdo de L visto como
espaco vetorial, isto é dimg (L), ou simplesmente: dim(L).

O objetivo desse capitulo, em linhas gerais, € investigar como certos resultados classicos
da Teoria de Grupos podem ser pensados em algebras de Lie. No caso, apresentaremos uma
definicdo de largura para uma algebra de Lie e também um teorema andlogo ao Teorema de
Neumann-Wiegold para BFC-grupos (cf. [29, Theorem 4.7]).

2.1 Largura de uma algebra de Lie

Andlogo ao que foi feito para grupos, definiremos o conjunto dos comutadores de uma édlgebra
de Lie L como I'(L) = {[x,y] | x,y € L}. Nesse contexto, podemos definir uma largura para
uma dlgebra de Lie, lembre-se que L' = [L,L] = ([x,y] | x,y € L)

Definicao 2.2. Seja L uma 4dlgebra de Lie. Definimos a largura de L como o menor natural n
(caso exista) tal que todo elemento de L’ pode ser escrito como uma combinacdo linear de n

comutadores, isto €, se x € L' entdo existem xp,...,x, € [(L) e c1,...,c, € K tais que

n
X = Z CiXi.
i=1

Se tal natural nao existe dizemos que L possui largura infinita.
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OBSERVACAO 1. Note que da linearidade do colchete de Lie podemos considerar ¢; = 1 para
i=1,2,---,n.

Proposicao 2.3. Seja L uma dlgebra de Lie ndo abeliana de dimenséo 2. Entdo dim(L") = 1.

Em particular, L tem largura 1.

Demonstracdo. Seja {x,y} uma base de L, entdo o comutador de um par de elementos
quaisquer de L é um muiltiplo de [x,y]. Dessa forma, L' é gerada por [x,y] e [x,y] # 0, caso

contrério L seria abeliana, absurdo. Logo dim(L) = 1. O

Proposicao 2.4. Seja L uma algebra de Lie na qual a subdlgebra derivada tem dimensao
finita. Entdo a largura da dlgebra de Lie L ¢ limitada por dimg (L').

Demonstragdo. Chamemos k = dimy (L'), como L’ = (['(G)) existem x1, - - - , x; comutado-
res tais que L' = (x1,---,x;). Dessa forma, todo elemento de L’ é soma de, no maximo,
k = dimg (L") comutadores. O

2.2 Uma algebra de Lie de largura infinita

Note que a Proposicdo 2.4 garante que dlgebras de Lie de dimensdo finita também possuem

largura finita, nesse contexto considere o seguinte problema.
PROBLEMA 1. Existem Algebras de Lie (de dimensdo infinita) com largura infinita?

Veremos que a resposta € positiva. O exemplo que faremos aqui € baseado em uma
construcdo andloga para grupos devida a P. J. Cassidy (cf. [3]). Para tanto, apresentaremos

uma forma geral de construir dlgebras de Lie a partir de dlgebras associativas.
Definicao 2.5. Seja A um K-espaco vetorial.

1. Dizemos que uma operacao bindria:
TAXA = A

¢ uma multiplicagdo de vetores se

(@) (aa)-b=a-(ab)=ala-b)e la=a.
(b) (a+b)-c=a-c+b-c
() a-(b+c)=a-b+a-c.

Para quaisquer a,b,c € Ae ot € K.
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2. Opar (A,-) é chamado de uma Algebra (ou K-4lgebra).
3. Se adicionalmente (a-b)-c=a-(b-c), entdo dizemos que A é uma édlgebra associativa.

Proposicao 2.6. Seja A uma K-dlgebra associativa. Defina a seguinte operagdo bindria:
[,-]:AxA—=A
dada por: [a,b] — ab — ba. Entdo [-,-] é um produto de Lie.
Demonstragdo. Paratodos a,b,c € A e o € K temos:
1. [a,a) = a® —a* =0.

2. [@a+b,c]=(aa+b)c—c(aa+b) = (ct(ac—ca))+ (bc —cb) = ala,c] + [b,c].

(O8]

. [a,ab+c] =a(ab+c) — (ab+c)a = (a(ab—ba)) + (ac — ca) = aa,b] + [a,c].
4. Note que
la,[b,c]] = [a,bc — cb] = a(bc — ¢b) — (bc — cb)a = abc — acb — bca + cba,

[b,[c,a]] = [b,ca—ac] = b(ca— ac) — (ca— ac)b = bca — bac — cab + acb,

[c,[a,b]] = [c,ab—ba] = c¢(ab — ba) — (ab — ba)c = cab — cba — abc + bac.
Como os termos das igualdades se cancelam vale a identidade de Jacobi, isto é,
[a,[b,c]]+[b,[c,a]] +[c,|a,b]] = 0.
Portanto, [-,-] € um produto de Lie. O

Considere o anel Rx,y] dos polindmios em duas incégnitas com coeficientes reais. Dados
f(x),8(y),h(x,y) € R[x,y] defina L como o conjunto das matrizes da forma

0 f(x) hlxy)
A(f(x),8():hlx,y)) = [0 0 g(y)
0 0 0

Entdo L € uma R-4lgebra associativa com as operac¢des usuais de matrizes, sendo assim, pela
Proposi¢do 2.6 podemos definir [-,-] : L x L — L como [A, B] = AB — BA de forma que L seja
uma algebra de Lie sobre os reais.

OBSERVACAO 2. Até o fim dessa secdo, L denotard a dlgebra de Lie definida acima. Além

disso, para simplificar a notagdo, denotaremos os elementos de L apenas por A(f, g,h).
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Proposicio 2.7. Sejam A(f,g,h), A(a,b,c) € L. Entdo
L. [A(fang),A(a,b?c)] :A(0,0,fb—(lg);

2. L' = (A(0,0,h)),

4. L é nilpotente de classe 2.

Demonstragdo. 1. De fato,
0 f(x) h(xy)\ (0 a(x) c(x,y)
A(f,8h)A(a,b,c)= | 0 gy) 1 {0 0 by

0 O 0 0 O 0
0 0 f(x)b(y)

=10 0 0
00 0

=A(0,0, fb)

Logo,

[A(f,8,1),A(a,b,c)]

A(f,g,h)A(a,b,c) —A(a,b,c)A(f,g,h)
A(0,0, fb) —A(0,0,ag)
A(0,0,fb—ag).

2. Pelo item anterior, a subdlgebra derivada L’ é gerada por elementos de L da forma

A(0,0, fb—ag).

Assim é imediato que L’ C (A(0,0,4)). Para a inclusdo contréria tome f(x) =x',b(y) =
y/,a(x) = g(y) =0, 1ogo A(0,0,x'y/) € L' para todo i, j € N. Tomando combinagdes
lineares desses elementos obtemos A(0,0,%) € L' para qualquer A(x,y) € Rx,y] e,
portanto, L' = (A(0,0,h)).

3. Mostraremos que Z(L) = (A(0,0,h)). A inclusdo (A(0,0,4)) C Z(L) é imediata. Se-
jam A(f,g,h) € Z(L) e A(a,b,c) € L, dessa forma

[A(f,g,h),A(a,b,c)] = A(0,0, fb—ag) = 0.
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Tomando a(x) = 0 e b(y) # 0 obtemos f(x) = 0, j4 se tormarmos a(x) # 0 e b(y) =0
obtemos g(x) = 0, logo A(f,g,h) = A(0,0,h) e vale a inclusdo contrdria. Por fim
Z(L) = (A(0,0,h)) = L.

4. O item anterior garante que [L,L'] = [L,Z(L)] = 0, logo a série central inferior de L
tem comprimento igual a 2.
U

Uma dlgebra de Lie V possui largura igual a 1 se, e somente se, todo elemento em V' é
comutador de um par de elementos em V, ou seja, se e somente se, V' = ['(V). Antes de

resolvermos o Problema 1 mostraremos que L possui largura maior do que 1.
Proposicio 2.8. Se k(x,y) = x* 4 xy +y?, entdo A(0,0,k) ¢ ['(L).

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existam elementos A(f,g,h),A(a,b,c) € L tais
que
[A(fagvh)aA<a;b7C)] :A(0,0,h)

ou seja,
F)b(y) —a(x)g(y) = k(x,y) = x> +xy+)* (2.1)

Podemos escrever para algum natural m,
fx)=fo+ fix+--+ fuxX", alx) =ap+arx+ -+ apx", (2.2)
onde a;, fj € Rparai, j=1,---,m. Substituindo as expressoes acima em 2.2 obtemos

(fob(y) — aog(y)) + (f1b(y) —a18())x+ -+ (fmb(y) — amg(»))x" = x* +xy+*.

Considerando essa igualdade no anel de polindmios R|y][x] temos

fob(y) — aog(y) = ¥*,
fib(y) —aig(y) =,
fob(y) —axg(y) = 1.

Absurdo, pois teriamos
(1,3,5%) € (b(»), (),

mas dimg ((1,y,5%)) = 3 e dimg((b(y).g(v))) < 2.
Ou seja, o conjunto dos comutadores I'(L) estd propriamente contido na subélgebra

derivada. L]
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A demonstracao da Proposi¢do 2.8 nos fornece uma ideia interessante que, com alguma

adaptacgdo, pode ser usada para responder o Problema 1.

Teorema 2.9. Para cada n natural defina k,(x,y) = Zl.zioxiyzn_i. Entdo A(0,0,k,) ndo é

soma de n comutadores.
Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existam n elementos da forma A(0,0, f;ib; —

ajgj),com j=1,--- n,tais que

n
A(0,0,k,) = Y A(0,0, fib — aigi) = A(0,0 Zﬁ a;g;)
i—=1
Nesse caso,
2n oni n
=Y Xy =Y fi(0bi(y) —ai(x)gi(y) (2.3)
i=0 i=1

Escrevendo para algum k,
fi(x) = foit+ frixd- 4 fid,

ai(x) = ap;+ayix+ - +a

e substituindo em (2) obtemos

sz 2n—i _ Z Joi+ frix+ -+ fiid)bi(y) — (a0 + a1 ix+ -+ ax iX*)gi()
=1

n

= LU0~ a0) + L (i)~ )) -+

i=1

(sz i) — arigi(y)xb)

HM:

Novamente, podemos considerar a igualdade acima no anel de polindmios R[y|[x] e, sem

perda de generalidade, supor k > 2n, assim obtemos as expressdes
. 2
Y. fo.ibi(y) —ao,igi(y) = y"
i=1

Y fribi(y) —arigi(y) ="
i=1

n
Zont a2n,igi()7) =1.
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Que nos levam ao seguinte absurdo

<17y7"' ,y2n> - <bl<y)7gl(y)7"’ 7bn(y)7gn(y)>a

pOiS dlmR(<17y7 ,y2n>) =2n+le dlmR(<b1(y)7gl(y)a 7bn(y)7gn(y)>) < 2n. LOgOLé
uma élgebra de Lie de largura infinita. 0

OBSERVACAO 3. Também poderiamos ter considerado L sobre um corpo K qualquer.

2.3 Condicoes de finitude para a algebra derivada

O objetivo dessa secdo € apresentar versoes andlogas para dlgebras de Lie de teoremas
famosos sobre grupos. Comegaremos vendo que € possivel provar uma versao do Teorema
de Schur para dlgebras de Lie.

Teorema 2.10. Seja L uma élgebra de Lie. Suponhamos que dimp(L/Z(L)) = n. Entdo a

subdlgebra derivada tem dimenséo dimg (L") < n(n—1)/2.

Demonstracdo. Como dimp(L/Z(L)) = n, existem x1,...,x, € L tais que

=

=(x1+Z(L),...,xn +Z(L)).

N

(L)

Escolha arbitrariamente a,f € L, dai existem Aj,..., A, Uy,..., U, € F e elementos

o= (g%&) +z1ef = (i_l.uixz) + 2.

Assim, usando a linearidade do colchete de Lie, temos

21,22 € Z(L) tais que

o, B € ([xixs] [ 1 <i < j<n).

E, consequentemente, dimp(L') < n(n—1)/2. O

Agora trataremos do Teorema de Neumann-Wiegold ([19, 14.5.11]). Esse resultado
aparece no contexto dos BFC-grupos e garante a finitude do subgrupo derivado desses
grupos.

Apresentaremos esse teorema e discutiremos sua versao para dlgebras de Lie.
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Definicdo 2.11. Sejam G um grupo e x € G. Denotaremos a classe de conjuga¢do de x por

xY.

Definicao 2.12. Seja G um grupo. Se existe m natural tal que |xG| < m para todo x € G,

dizemos que G € um BFC-grupo.
Teorema 2.13 (Neumann-Wiegold). Seja G um BFC-grupo. Entdo G’ € finito.

Em virtude do Teorema da Orbita-Estabilizador os BEC-grupos sdo exatamente aqueles no
qual existe m natural tal que [G : Cg(x)] < m para todo x € G. Usaremos essa caracterizagio

e o resultado a seguir para definirmos as “BFC-algebras de Lie".
Lema 2.14. Sejam L uma dlgebra de Lie, a € L e [L,a] = {[x,a] | x € L}. Entdo a aplicacdo
f:L/Ci(a) — [L,d] (2.4)
x+Cr(a) — [x,dq] (2.5)
¢ um isomorfismo de espagos vetoriais. Em particular, dim(L/Cy(a)) = dim([L,a]).

Ou seja, estaremos interessados nas dlgebras de Lie em que as dimensdes dim([L,a]) sdo
uniformemente limitadas. Para a demonstracdo do andlogo do Teorema 2.13 precisaremos de
mais um lema.

Lema 2.15. Sejam V um espaco vetorial e A, B subespacos de V. Entdo
dim(V/(ANB)) < dim(V /A) 4+ dim(V /B).
Demonstracdo. Basta considerar a aplicacio

¢0:V—-V/AGV/B
x+— (x+A,x+B)

Temos que ¢ é uma transformacio linear na qual ker(¢) = AN B. Assim, pelo Teorema

do Nicleo e da Imagem, obtemos

v v
ANB  ker(p)

e o resultado segue. [
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Naturalmente, o resultado anterior garante que

k k
dim(V /() Ai) Z m(V /A;)
i=1 i=1
para qualquer k € N, onde cada A; € subespaco do espaco vetorial V.
Por fim, resta observar que as questdes de finitude da ordem se traduzem para a finitude

das dimensdes dos objetos envolvidos.

Teorema 2.16. Seja L uma dlgebra de Lie. Suponha que exista m € N tal que dim([L,x]) < m
para todo x € L, entdo dim(L") < m® + m.

Demonstragdo. Sejaa € L tal que dim([L,a]) = m. Pelo Lema 2.14 temos dim(L/Cy(a)) =
m, daf existem 1, - ,1,, € L tais que para qualquer x € L podemos escrever

m
xX=c+ Z o;t;,
i=1
para algum ¢ € Cr(a). Assim, podemos construir uma base para [L,a], pois
m

[tla ] = Z[tiva]7

1 i=1

Ms

[x,a] = [c,a] +

i
logo [L,a] é gerado pelos m elementos [t;,a] e como dim([L,a]) = m esses elementos formam,
de fato, uma base desse espaco vetorial.

m

Agora defina C = () C.(t;). Pelo Lema 2.15 temos
i=1

im(L/Cr(1;)) Zdlm IL,1;]) < m?.
1 i=1

'MS

dim(L/C) = dim(L/ (Cult) <
i=1 1

Chame k = dim(L/C), dessa forma existem sy,s,--- , 5 € L tais que para qualquer x € L
podemos escrever
xX=c+ Z a;s;,
i=1
para algum ¢ € C. Note que € suficiente construirmos um espago vetorial V com L' CV e
dim(V) finita. Para tanto, defina

V =|[L,a]+[L,s1]+ -+ [L,sk].
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E imediato que V possui dimenso finita, resta verificar que L' C V. Seja [x,y] € L', escreva
k

x= Z o;si+crey= Z Bisi + ¢2, onde ¢y,cy € C. Dessa forma
i=1 i=1

k
eyl =) aijlsiosg]+ ZazszaCZ ch sil + [e1,¢a],

1<i,j<k

segue da defini¢do que os trés somatdrios acima estdo em V. Note que os elementos [f;, ]
geram o espago vetorial [L,a + c1], de fato, [t;,a+ c1| = [t;,a] + [ti,c1] = [t;,a], pois ¢; € C
e portanto [cy,%;] =0 parai=1,--- k. Assim, [L,c| + a] possui m elementos linearmente
independentes e como dim([L,c; +a]) < m segue que esses elementos formam uma base de

[L, c1+ a] e, em particular, geram esse espago vetorial. Dessa forma temos
m
[c2,c1+d] = Zli[ti,a],

ou seja,

s

[c1,62] = =) Ailti,a] + [cp,a] € [Lya] CV.

i=1

Como queriamos. Portanto L' C V e assim dim(L") < dimV < m +m. O

A demonstracao acima foi baseada na prova do Teorema de Neumann- Wiegold em [19,
14.5.11], vale ressaltar que em grupos os calculos sao mais complicados.

A demonstracao apresentada é completamente elementar, porém ndo oferece uma cota
realista. A fim de apresentarmos alguns exemplos, denotaremos por m(L) como o0 menor m
tal que dim|[L,x] < m para todo x € L.

Exemplo 4.  Se L é uma algebra de Lie abeliana, entdo m(L) = 0. Nesse caso a cota
obtida é zero e coincide com dimZ'.

« Considere L = R* munido do produto vetorial “A”. Entdo m(L) =2 e dimL = 3, por
outro lado a cota obtida é 2° +2 = 10.



Capitulo 3
O Problema de Burnside

Esse capitulo foi baseado em [27, Chapters 2,3,5,6]. Usaremos o termo Problemas de

Burnside para nos referimos a trés problemas, o primeiro deles é chamado de:

PROBLEMA 2. (Problema Geral de Burnside.) Todo grupo de tor¢do finitamente gerado é
finito?

Alguns contra-exemplos para esse problema ja sao conhecidos (cf. [5], [6], [9]).
O segundo deles € chamado de:

PROBLEMA 3. (Problema de Burnside.) Todo grupo de expoente finito e finitamente gerado
¢ finito?

Note que o Problema de Burnside possui a seguinte reformulagdo em termos de parame-
tros: para quaisquer par de naturais (r,n) um grupo r-gerado de expoente n é finito.

J4 sdo conhecidas respostas negativas para alguns valores (r,n), porém ainda estd longe
do problema ser bem conhecido para todo par (r,n). Por exemplo, ainda ndo sabemos se o
caso (2,5) possui resposta positiva ou negativa, por outro lado, como veremos mais a frente,
os pares (r,n) possuem solugdo positiva quando n =2,3,4,6 e r qualquer.

O dltimo desses problemas é conhecido por:

PROBLEMA 4. (Problema Restrito de Burnside) Fixados m,n naturais, entdo existe um

numero finito de grupos m-gerados de expoente 7 finitos.

Diferentemente dos outros problemas, esse possui resposta positiva, porém nada ele-
mentar. Uma das primeiras contribui¢des nessa dire¢do foi dada por A. Kostrikin. Ele
mostrou que grupos r-gerados de expoente p tem ordem limitada. A solucdo completa foi
dada pelo matematico E. I. Zelmanov em 1989. Devido a tal contribui¢do e diversas outras

ele foi premiado com a medalha Fields em 1994. Nao iremos estudar tal problema, porém
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estudaremos um pouco de uma das técnicas relacionadas para resolver tal problema (cf. [27,
Chapter 9]). Essa técnica € chamada de Mérodos de Lie (em grupos) € a usaremos para limitar
a classe de nilpoténcia de grupos finitamente gerados de expoente 3.

A referéncia [18] é um site que conta a histdria e avangos desse problema, fica a reco-

mendacao ao leitor interessado.

3.1 O anel de Lie de um grupo

A fim de estudar os grupos de expoente 3 faremos uso dos chamados Métodos de Lie. Grosso
modo, associaremos um grupo a um anel de Lie de sorte que a estrutura do grupo e do anel
de Lie se relacionem.

Note que todo grupo abeliano A possui estrutura natural de Z-mddulo, basta definir

na=a+a+---+a.
~—_————

n vezes

para quaisquern € Z e a € A.
Para construir o anel de Lie associado usaremos a série central inferior do grupo. Consi-
dere entdo cada fator L;(G) = %(G)/%+1(G) como um Z-médulo e defina o Z-médulo L(G)

como a soma direta dos L;(G), ou seja,
L(G)=Li(G)®Ly(G)® - DLy(G) D --- .

Para definir um produto de Lie em L(G) consideraremos primeiramente elementos a € L;(G)
e b € Lj(G) e depois estenderemos linearmente para L(G).
Assim, tome a = g%+1(G) € Li(G) e b = hyj+1(G) € L;(G) e defina

[a7b] = [g7h]yl+j+l(G)
Para ver que essa defini¢ao faz sentido usaremos o seguinte fato.

Proposicdo 3.1. ([19, Lemma 2.1.9]) Seja G um grupo. Entdo [%(G),7j(G)] < %+,(G) para
tdoi,j > 1.

Note que a Proposicdo 3.1 garante que [g,/4] € %4 ;(G) e também que |-, -] ndo depende
dos representantes das classes. Ademais, temos que [a,b] € L1 j(G).
Resta verificar que esse produto satisfaz os axiomas desejados, basicamente, veremos

como as propriedades dadas na Proposicdo 1.2 se traduzem para o anel de Lie associado.
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e (Linearidade) E suficiente verificar que
la-+b,c] = [a,c] + [b,¢]

quando a,b € L;(G), ¢ € Lj(G). Comecaremos escrevendo a = g¥;41(G), b =hv;1(G),
¢ = z¥j+1(G). Em grupos, a Proposi¢do 1.2 garante que

gh,2) = [g,2)"[h,2],

que se traduz como

22" [h 2%+ j+1(G)
2.2 %1 j+1(G)[h2]%ir j+1(G)
8,2 Vit j+1(G) [, 2]Yix j+1(G)
a,cl+[b,cl.

[a+b,c] = [gh,z]¥ivj+1(G) =

[
=
=
=

Pois como [g,2],/] € iy j(G) C Y j+1(G) temos [[g,2], A j41(G) = %t j41(G) €
portanto

18,24 j11(G) = (8,2 ¥ j41(G)

Analogamente provamos que [a,b+ c] = [a,b] + [a,c] paraa € Li(G) e b,c € L;(G).

* (la,a] =0) Para um elemento qualquer a = a; +az---+a, +--- em L(G), temos
[ava] = Z [aiaaj]'

i,j=1

Portanto ¢ suficiente verificar que [a;,a;] = 0 e que [a;,a;] = —|a;,a;]. Para a primeira
igualdade, observe que [a;,a;| = [gi,&i]Pi+1(G) = Pi+1(G) = 0. Para verificar a

segunda, note que
lai,a;) = [gi,hj) %1 j+1(G) = [hj,8i] " Yie j11(G) = —[aj, ).

* (Identidade de Jacobi) E suficiente mostrarmos que [[a, 5], ] + [[b, c],a] + [[c,a],b] = 0
quando a € Li(G), b € Lj(G) e ¢ € Li(G). Escreva a = g%+1(G), b = hyj11(G) e
¢ = fY+1(G). Temos que [[a,b],c|,[[b,c],a],|[c,a],b] € Yitj1k+1(G), sendo assim,
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mostrar que
[[avb]vc] + Hbcha] + [[Cva]ab] =0,

€ equivalente a mostrar que

[[gah]af] ’ Hhvag] ’ [[fag]ah]’yi—i—j—kk-i-l(G) = yi-i—j-i—k—l—l(G)'

Para tanto, comecaremos com a Identidade de Witt (1.2),

(g h ™', A1, 1.8 1 '] 0 = 1.

Trabalharemos com o termo [[g,2~ '], f]". Usando a Proposicdo 1.2,

N (PR i

Mas como [g,h] € %4 ;(G), temos que

(&2 )" % j11(G) = [g, A" mod ¥z 11 (G),

logo ([g,h]*l)*}fl = [g,h] " 'u, onde u € % j11(G). Substituindo, obtemos:

g, ™0, A1 = [lg. 1)ty 1" = (g )Y A1 [, £)" = (g, #1181, ).

Note que [u, f] € ¥t j+k+1(G). Além disso
(Hg7h]af]il)[hg]u’yi-i-j-i-k—kl(G) = Hgah]af]illyi-i-j-i-k-i-l(G)'

Ou seja, [[g,h '], f1"¥is jkr1(G) = [[g, ), f1™ it j+#+1(G). Analogamente, obtemos
também que

Hh7f_]]7g]f = [hvf_l]vg]_l%+j+k+l(G)
(s 08 = (e A i i (G).

Logo, unindo essas igualdades com a identidade de Witt obtemos

B 7f]h[[h7f71]>g]f“f7gil]>h]gyi+j+k+l(G)

[lg, "]
]7f] ’ Hhvf]ng] ) [[fvg]vh]%+j+k+l(G)

Yitj+kr1(G) =
=l

g h
g h

Como querfamos.
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Exemplo 5. Considere o grupo diedral Dg de ordem 8, entéo ¥ (Dg) = 7Z /27 e ¥;(Dg) = 1
parai > 3. Portanto L (Dg) = Z/27Z X Z/27, Ly(Dg) = 7Z/2Z ¢ Li(G) = 0 parai > 3. Logo

L(Dg) = (Z)2Z. X 7.)27) &7/ 27.

OBSERVACAO 4. Se G é um grupo de expoente n, entdo podemos considerar L(G) sobre
Z./nZ em vez de Z pois nesse caso os termos da série central inferior sdo grupos abelianos
de expoente dividindo 7.

O resultado a seguir trata do anel de Lie associado, perceba sua forte relacdo com o

Teorema de Kostrikin e também com o Problema de Burnside (Capitulo 3).

Teorema 3.2. [27, 2.4.8] Seja G um grupo de expoente p, entdo o anel de Lie associado tem

caracteristica p e satisfaz a (p — 1)-ésima identidade de Engel.

3.2 Grupos de expoente 2 ¢ 3

O primeiro caso que estudaremos € (r,2). Esse caso é bastante simples pois trataremos de

grupos abelianos, como mostra o lema seguinte:

Lema 3.3. Seja G um grupo com expoente 2. Entdo G ¢ abeliano.

1

Demonstragdo. Para todo x € G temos x = x, logo

P=xyy = ()2 = 1.

xyx_ly_
Ou seja xy = yx para quaisquer x,y € G. [

Teorema 3.4. Seja G um grupo r-gerado com expoente 2. Entdo |G| < 2". Além disso, a
cota é atingida se G = ®]_,Z/2Z.

Demonstragcdo. Pelo lema anterior G € abeliano, dessa forma, se xp, - - - ,x, sdo geradores de

G, entdo todo elemento de G é da forma

€l (93
xl cee X

onde cada ¢; é 0 ou 1. Por um argumento de contagem segue que |G| < 2". ]

Note que utilizamos a abelianidade para limitar uma certa "largura" do grupo. Vere-
mos que para expoente 3 e 4 a ideia serd basicamente essa. Por fim, para expoente 6,

conseguiremos reduzir aos casos de expoente 2 e 3.
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Teorema 3.5. Seja G um grupo r-gerado de expoente 3, entdo G € um 3-grupo finito.

Demonstracdo. Se G é ciclico, entdo |G| < 3. Suponha que G possui pelos menos dois
geradores, dessa forma, podemos escrever G = (H,a), onde H é um subgrupo (r — 1)-gerado.
Por indugdo em r, segue que H ¢ finito.

Tome g € G, naturalmente, ou g € H ou g ¢ H. Como estamos provando a finitude de G,
ndo precisaremos tratar do primeiro caso, ja que H ¢€ finito.

No segundo caso, podemos escrever
g = hlaelhzaez . -hkae"hkﬂ.

Onde cada ¢; € {1,2} e cada hj € H. Mostraremos que se k > 3, entdo podemos diminuir a

largura dessa expressdo, dessa forma, obtemos a finitude de G, pois ou g € H ou
g = /’llaelhzaezh3.

De qualquer forma, existem apenas finitas escolhas para g.
Por hipétese, temos ahahah = (ah)3 =1, ou seja, aha = h~'a='h=!. Além disso, temos
hl=htea ' = a2, portanto
aha = h?a’h?.

Analogamente, usando que (a’h)* = 1, obtemos
a*ha® = h*ah®

Assim, se na expressao de g tivermos e; = e;1 | para algum indice i podemos substituir
a“hi a1 por bl ja*h?, | ou por b7, ah? |, caso e; = e;,) = 1 ou ¢; = e;,1 = 2, respecti-
vamente. Note que assim diminuimos a largura da expressao.

Resta considerar quando isso ndo acontece, ou seja, quando oS e; € e; ] SA0 sempre
distintos. Nesse caso podemos multiplicar aha = W a*h? por a para obter que aha® = h*a*h’a.
Note que essa substitui¢cdo ndo altera a largura da expressdo, porém trocamos a ordem em

queae a® aparecem, dessa forma, podemos reduzir esse caso aos anteriores. 0

Esse teorema também nos garante a nilpoténcia de G, ja que G é um 3-grupo finito, além
disso, podemos usar os resultados apresentados para limitar a classe de nilpoténcia de G.
Uma consequéncia desse fato serd uma cota 6tima para a ordem de G, a fim de comparacao,

vale ressaltar que para expoente 4 ainda nao foi encontrada uma cota 6tima.

Teorema 3.6. [Levi-van der Waerden] Seja G um grupo r-gerado de expoente 3, entdo G é
G| < 3+ 0+,

nilpotente de classe no mdximo 3. Além disso,
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Demonstracdo. Pelo Teorema 3.2 o anel de Lie associado L(G) (sobre Zj3) satisfaz a segunda
identidade de Engel, isto é, [[x,y],y] = 1 para quaisquer x,y € L(G), logo, pelo Teorema de
Kostrikin (1.42), L(G) é nilpotente de classe no maximo 3, ou seja,

H[avb]’c]vd] =0,

para quaisquer a, b, c,d € L(G). Vamos verificar como essa identidade se traduz para o grupo
G. Escrevendo a = x(G),b = yy2(G),c = z%2(G),d = t1»(G), obtemos que

H[xvy]7z]at]')/5(G) = 0.

Isso significa que [[[x,y],z],7] € ¥5(G) para quaisquer x,y,z,7 € G, ou seja, 14(G) = ¥5(G).
Mas isso s6 é possivel se 71(G) = 1, pois caso contrdrio a série central inferior de G ndo
chegaria em 1, contrariando a nilpoténcia de G.

Dessa forma, mostramos que G € nilpotente de classe no maximo 3, portanto,

Gl =1m(G)/1(G)]1n(G)/1(G)n(G)].

Onde cada um desses grupos € um grupo abeliano de expoente 3, além disso, obtemos a
. . . r ~
cota requerida pois %(G)/7%+1(G) é gerado por | . | elementos, de fato, se xj,xp, -+ ,x, sd0
l

geradores de G, entao

7(G)/r(G) = (xin(G) |1 <i<r),
%(G)/1(G) = ([xi,x]3(G) [ 1 <i< j<7),
B(G) = ([xi,xjx) | 1 <i<j<k<r).

O]

OBSERVACAO 5. Considere F, o grupo livre de rank r e N = (¢" | g € F,) < F,. Entdo o
quociente F, /N é denotado por B(r,n) e é chamado grupo de Burnside r-gerado de expoente
n.

O grupo de Burnside B(r,3) de expoente 3 e r-gerado satisfaz |B(r,3)| = 3r+()+() (cf.

[27, Theorem 5.2.1]), ou seja, a cota dada em 3.6 € Stima.

Podemos agora derivar algumas identidades satisfeitas por grupos finitamente gerados de
expoente 3.
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Proposicao 3.7. Seja G um grupo finitamente gerado de expoente 3. Entdo

[x,3],2) = [ 2)x] = [[z,x], 5] = [l 2 ' =[x, 2] = [lzy],4] 7

para quaisquer x,y,z € G.

Demonstracdo. Novamente temos que o anel de Lie associado L(G) satisfaz a segunda
identidade de Engel. Assim, estamos nas condi¢des do Teorema de Kostrikin (1.42), note

que isso garante que as identidades desejadas sdo satisfeitas para L(G), ou seja,

[be,y] 2 = (2] 4] = [lz, 4], 0] = =[], 2l = =[x, 2], 3] = —[[z,¥], 4] (mod 1(G)).
Pelo Teorema 3.6, temos 74(G) = 1 e o resultado segue. O

OBSERVACAO 6. Como dito anteriormente, para expoente 5 ainda ndo ha uma resposta
para o Problema de Burnside. E natural se perguntar onde a demonstragio para expoente 3
falha para expoente 5. Uma possivel resposta seria observar que as identidades obtidas para
expoente 3 ndo teriam muita utilidade caso tentdssemos aplicar a estratégia para expoente 5,
por exemplo, considere o exemplo com poucos geradores: considere G = (a,b) um grupo

2-gerado de expoente 5, sendo assim, tomariamos H = (b) e escreveriamos um g € G como
g p 4
8= hlaelhzaez o -hkaekhk+] .

Onde todo h; € H etodo e; € {1,2,3,4}. A identidade ahahahahah = (ah)® pode ser reescrita
como

aha = h*a*h*a*n*a*n?.
Porém nesse caso essa identidade aumenta a largura da expressdo de g, em contraste com a
demonstracdo para expoente 3.

3.3 Grupos de expoente 4

O caso (r,4) foi resolvido por IN. Sanov [22], porém, baseamos essa se¢do nas demonstra-
coes dadas em [19, Chapter 14] e [27, Chapter 6]. O ponto chave da demonstracdo serd usar
o seguinte lema.

Lema 3.8. Seja G um grupo de expoente 4. Se existem H < G finito e x € G tal que
G = (H,x) e x*> € H, entdo G é finito.
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Demonstragdo. Como X*cHeG= (H,x) podemos escrever um elemento g € G qualquer

como
g = hixhox...hyxhy, 1, 3.1)

onde h; € H. Diremos que a expressdo acima t€m largura n.

Mostraremos que todo g € G possui uma expressio de largura n < |H|+ 2. Dessa forma,
G sera finito.

Por hipGtese, para qualquer i € H temos hxhxhxhx = (hx)* = 1. Assim, temos que

xhx=h"'x " = W3R R
onde usamos que x* = 1. Como x> € H podemos ainda escrever a igualdade acima como
xhx = h~'xh'xh~ 1,

onde /' = x*h~'x* € H.

. ~ — / _
Agora, usaremos isso para reescrever a expressao (3.1) trocando xh;x por h; xh xh; !

g = hixhyx ... hi—y(xhix)hip1hpxhy i

= hixhox... hi_oxhi_q (hflxh/xllfl )hi+1x - xhypxhy
Usando a associatividade,
g = hixhox.. . hy_ox(hi_thy D)l x(hy Vhiy)x- - xhyxhy .

Note que a expressdo obtida possui a mesma largura da original pois (/;_| h;l), (h 'hiyy)
e ' sdo elementos de H. Na expressdo obtida (i — 1)-ésimo fator de H é h,-_lhl-_l. Repetindo
0 mesmo argumento para esse termo obtemos uma nova expressao, de mesma largura, com o
(i — 2)-elemento igual a h,-,z(hi,lh,-)_l.

Dessa forma, poderiamos trocar sy por outros elementos de H sem aumentar a largura. A

ideia serd contar tais elementos, de maneira geral, trocariamos s, por um elemento da forma

ha, hahy', hohahy', hoha(hshs) ™'+
hohy -+ hos(h3hs - -has—1) "', hohg---hos(h3hs - - hagi1) ™! (3.2)

Onde s € o maior natural tal que 2s+1 <n—+1, ou seja, 2s+1 =n se n € impar e
2s+1=n—1senépar. Sen> |H|+3, entdo, 25 > |H|+ 1. Como em 3.2 hd 2s expressdes

podemos usar o Principio da Casa dos Pombos para garantir que duas delas devem ser iguais.
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Para terminar a demonstracdo, repare ha dois tipos de elementos em 3.2, aqueles que
possuem mais 4; de indice par e os que possuem mais /; de indice impar, iremos considerar
as igualdades tendo em vista as combinacdes possiveis dada essa divisdo. Se dois elementos
do primeiro tipo coincidem, entao

hohy- - hop(h3hs - -hor 1) ™' = hohy- - hoy(h3hs -y 1)~

com r > t. Logo

—1
hory2 - hor(hopr - -hop—1) " = 1.

Mas esse € um dos elementos que aparem ao fazer o processo descrito anteriormente para
ha,42, ou seja, obtemos uma expressao de largura menor. Analogamente, se dois elementos
do segundo tipo coincidem, entdo

-1 -1
hohy -+ hop(hshs---hopp1) " = hoha---hy(hshs---hoy) ™.

Ou se um do primeiro tipo coincide com um do segundo tipo, entdao

hahy - hop(hahs - hor1) ™" = hohy by (hahs by 1) ™"

De qualquer forma, obterifamos a mesma conclusdo. Dessa forma, para todo g € G,
podemos obter uma expresséo de largura n < |H|+ 2. O

Teorema 3.9. Seja G um grupo r-gerado com expoente 4. Entdo G ¢ finito.

Demonstragdo. A prova sera por inducdo em r. Primeiramente, sejam x, - - - ,x, geradores
de G. Se r = 1, entdo G = {x;,x7,x},x] }. Por indugdo, segue que H = (xy,--- ,x,_) € finito,
podemos entdo aplicar o Lema 3.8 considerando H e x = x,% para garantir que K = (H ,xﬁ) é

finito. Aplicando novamente o Lema 3.8 para K e x = x,, obtemos que G & finito. [
OBSERVACAO 7. Se G € um grupo r-gerado de expoente 4, entdo

|G| < 23(4+2V2)"
Ao contrério dos casos para expoente 2 e 3 essa cota ndo € 6tima. Por exemplo, o grupo de

Burnside B(2,4) satisfaz |B(2,4)| = 2!, mas 21(4H2V2)? 5 923,
Para mais detalhes veja [27, Chapter 6], em particular, [27, Theorem 6.5.1].
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3.4 Grupos de expoente 6

A demonstragdo desse caso é devida aos matematicos P. Hall e G. Higman. Precisaremos
utilizar os resultados para expoente 2 e 3. Além disso, também usaremos o software de
Algebra Computacional GAP (cf. Apéndice A) para provar o lema a seguir, dessa forma sua
demonstracdo serd dada na sec¢do A.1.

Lema 3.10. Sejam G um grupo de expoente 6, x € G um elemento de ordem 2 e A C G tal
que se a € A, entdo a® = (ax)?> = 1. Entdo (A) tem expoente 3.

Para o préximo teorema precisaremos do seguinte resultado

Proposicao 3.11. Seja G um grupo finitamente gerado. Se H < G tem indice finito, entdo H
¢ finitamente gerado.

Teorema 3.12. Seja G um grupo r-gerado de expoente 6. Entao G € finito.

Demonstragcdo. A ideia da demonstracao é considerar subgrupos P < M < G convenientes
de sorte que G/M e P tenham expoente 3 e M /P tenha expoente 2, pois nesse caso temos as
seguinte implicagdes: G/M é finitamente gerado e portanto € finito, assim M é um subgrupo
de indice finito de um grupo finitamente gerado e portanto também € finitamente gerado, logo
M /P é finitamente gerado e entdo finito, analogamente P é finitamente gerado e portanto
finito. Por fim, como

G| = |G/M|.|M/P].|P|

o grupo G sera finito.

Considere entio M = (g° | g € G) e P = (w* | w € M), é imediato que G/M tem expoente
3 e que M /P tem expoente 2, resta verificarmos que P tem expoente 3. Nesse ponto o Lema
3.10 serd fundamental.

Como G tem expoente 6 segue que M tem expoente 2, portanto podemos escrever w € M
como um produto w = xx3 - - - x; de elementos em M de ordem 2. Agora mostraremos que
w? pode ser escrito como um produto de comutadores da forma [x,u] onde x,u e M e * =1

A prova serd por inducdo em k. Se k = 1, entdo w=1lea afirmacdo segue. Para k = 2
temos w? = X1xXx1X2 = [x1,X2], 0 que verifica a afirmagdo. Para k > 2 podemos escrever

2

w = x1v, onde v = x; - - - x;. Por indugdo segue que v- é um produto de elementos da forma

desejada. Como

w? = xjvx v = [xl,v_l]vz,

temos que a afirmacdo € valida para k, como queriamos.
Temos entdo que P é gerado por elementos da forma [x,u| com x,u € M e X =1.

Mostraremos que esses elementos tem ordem 3. Para tanto escreva u = x1 - - - x; onde cada x; €
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M tem ordem 2. Novamente usaremos indugdo em k, se k = 1, entdo [x,u] = [x,x]] = (xx1)?
e portanto [x, u]3 = (xx1)6 = 1. Tomando agora k > 1 escreva u = vx; onde v = x1 - - - Xx3_1,

temos entao

Nesse momento usaremos o Lema 3.10 considerando A = {[x,x;],[x,v]}. Por inducdo,
segue que [x,x;]> = [x,v]> = 1, além disso, uma simples calcula¢io mostra que ([x,x]x)* =
([x,v]x)*> = 1. Assim, podemos aplicar o Lema 3.10 para garantir que [x,x;] '[x,v] € (A)
tem ordem 3 e, consequentemente, seu conjugado [x, u| também.

Agora, para cada x € M de ordem 2 defina A(x) = {[x,u] | u € M}, como demonstramos

2

segue que se a € A(x), entdo ¢’ = 1, além disso temos x> = (ax)? = 1 e portanto podemos

aplicar o Lema 3.10 para garantir que (A(x)) tem expoente 3. Agora tome w € M, note que

[x, u]w _ (xflxu)w

que é um elemento de (A(x)), ou seja, cada (A(x)) é normal em M.

Assim, podemos escrever P como um produto de 3-grupos e portanto ele proprio € um
3-grupo. Sendo também um subgrupo de um grupo de expoente 6, segue que P tem expoente
3, o que finaliza a demonstragao. [

OBSERVACAO 8. Se G € um grupo r-gerado de expoente 6, entao

G| < 22.30+(2)+()

Y

ondea=1+(r— 1)3’+(£)+(§) eb=14(r—1)2". Além disso, o grupo de Burnside B(r,06)
de expoente 6 e r-gerado realiza a cota (cf. [27, Theorem 5.3.1]).



Capitulo 4
Representacoes de grupos

Este capitulo € baseado em [14] e [12], seu objetivo € desenvolvermos a teoria de represen-
tacOes de grupos finitos necessaria para entendermos os resultados do artigo [8]. Grosso
modo, uma representacdo pode ser pensada como uma forma concreta de visualizar um grupo

abstrato através de um grupo de matrizes.

4.1 Representacoes e FG-maddulos

Denotaremos por GL(n, F) o grupo das matrizes n X n invertiveis com entradas em um corpo
F.

Defini¢ao 4.1. Sejam G um grupo finito e ' um corpo. Uma representacdo de G sobre F' é
um homomorfismo p de G em GL(n, F), para algum n. Nesse caso, p é dita ter grau n.

Observacio. Denotaremos p(g) por gp.

Exemplo 6. Qualquer grupo G admite uma representacio p : G — GL(n, F') dada por gp = I,
para todo g € G. Em particular, se n = 1 entdo p é chamada de representacao trivial.

Exemplo 7. Considere G = (a,b : a* = b* = 1,a® = a!) o grupo diedral de ordem 8.
Definindo p : G — GL(2,R) por

o (O 1) (10
p_—lo’p_O—l’

obtemos uma representacao real de grau 2 de Dsg.

Definicdo 4.2. Sejam p, ¢ : G — GL(n, F) representagdes do grupo G sobre o corpo F. Se
existe uma matriz T € GL(n, F) tal que gp = T~ '(g¢)T, para todo g € G entdo dizemos

que p e ¢ sdo equivalentes.
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Observacao. Até o fim desse capitulo todos os grupos serdo finitos e todos os espagos

vetoriais de dimensao finita.

Uma outra defini¢do importante é a de FG-md6dulo. Grosso modo, podemos pensar em

FG-mo6dulo como um grupo agindo em um espago vetorial.

Definicao 4.3. Sejam V um F-espaco vetorial e G um grupo. Se definirmos uma agao

V x G — V tal que, para quaisquer u,v € V, AL € F ¢ g,h € G, temos:
1. v(gh) = (vg)h
2. vl=v
3. (Av)g=A(vg)
4. (u+v)g=ug+vg.
Entio V é chamado de FG-médulo.

Antes de darmos exemplos € interessante conhecer a relacdo entre FG-mddulos e repre-
sentagdes. Primeiramente, note que se V € um FG-mddulo, entdo, dado g € G, a funcao
v — vg define um endomorfismo de V, dessa forma, fixada uma base B de V/, a matriz associ-
ada ao endomorfismo v — vg serd denotada por [g|z. Podemos entio enunciar o seguinte

teorema:
Teorema 4.4. [14, Theorem 4.4]

1. Se p: G— GL(n,F) é uma representagido do grupo G sobre o corpo F, entdo o espago
vetorial F" é um FG-mddulo munido da acdo definida por vg = v(gp), para quaisquer
geGeveF"

2. Se V é um FG-médulo com base B entdo a fungdo g — [g|s é uma representacdo de G
sobre F.

Exemplo 8. 1. No Exemplo 7 vimos uma representacao real do grupo Dg, o RDg-mddulo
associado € o espago vetorial real R? com a multiplicacdo dada como no Teorema 4.4.
Para exemplificar melhor essa constru¢cao podemos calcular como os geradores a, b de
Dg agem sobre a base B = {(1,0),(0,1)} de R?.

(1,0)a = (1,0)(ap) = (1,0) ( 01 é) —(0,1).
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(0,1)a = (0,1)(ap) = (0,1) (_01 (1)) — (~1,0).
Analogamente temos (1,0)b = (1,0) ¢ (0,1)b = (0,—1). Logo para (x,y) € R? temos
(xay)a = (_yax) € (xay)b = (xv _y)-

2. Seja G =S3. Se V =C> é um espaco vetorial complexo e B = {e},e;,e3} a base
candnica de C3, entdio C* é um CS3-médulo se definirmos e;g = eq(j)- Lembre que
Sz = ((12),(123)), assim, para calcular a representacdo associada ao CS3-médulo é
suficiente determinar a imagem de (12) e (123). Note que

e1(12) = ea, e2(12) = ey, e3(12) = e3,

61(123) =€), 62(123) = ée3, 63(123) = €]

logo
010 0 01
(12) =11 0 0],(123)=> |1 0 O
0 01 010

O Teorema 4.4 nos diz que hd uma equivaléncia entre as definicdes de FG-mddulo e de
representacdo, nessa dissertacdo optaremos por utilizar majoritariamente a linguagem dos

FG-modulos. Considere agora a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.5. Seja V. um FG-mdédulo. Um subespaco W de V € dito ser um FG-submédulo
se wg € W para quaisquer w € We g € G.

Exemplo 9. Considere o CS3-médulo definido no Exemplo 8. O subespago U = ((1,1,1)) é
um CS3-submédulo, de fato, (1,1,1)(12) = (1,1,1)(123) = (1,1,1) e portanto (1,1,1)g =
(1,1,1) para qualquer g € G (note que € suficiente verificar a condi¢do para um conjunto
gerador do espaco vetorial).

Além disso, para qualquer FG-médulo V temos que {0} e V sdo FG-submédulos. Assim,
faz sentido a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 4.6. Um FG-médulo V € dito irredutivel se seus dnicos FG-submédulos sdo {0} e
V.

Uma vantagem de conhecer os FG-submddulos de um FG-médulo V é que podemos

determinar uma base B de V cujas matrizes [g]z dos endomorfismos v — vg tenham entradas
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nulas. De fato, seja U um FG-submédulo de V e A uma base de U, podemos estender essa

base para uma base B de V. Como ug € U para qualquer g € G, temos

(x v
[g]B—OW-

Em particular, se conseguirmos escrever V como uma soma direta (no sentido de espago

Onde X, Y, Z sao matrizes.

vetorial) onde cada fator € um FG-submddulo de dimensao 1, entdo existe uma base 5 em
que cada matriz [g]p é diagonal. Futuramente veremos que para CG-mdédulos, onde G é

abeliano, sempre temos uma decomposi¢ao desse tipo (cf. Proposi¢cao 4.17).

4.2 A algebra de grupo

Dado um grupo G, podemos construir uma dlgebra associada a esse grupo que usaremos para
determinar todos os FG-submddulos irredutiveis de G quando F = C. Para tanto, considere

a seguinte construgao.

Definicdo 4.7. Seja G = {g1,82,---,8n} um grupo. Definimos o espaco vetorial FG sobre F

como conjunto das expressoes do tipo

Mg+ g+ +Augn,

comAy,...,A, € F. A soma é definida como

n

(Z%gi)‘i‘(iui& i Ai+ Ui)g
' i=1

i=1

e a multiplicagdo por escalar € definida por

HM:

)= L

Além disso, podemos usar o produto de G para definir uma multiplicacdo entre os vetores de

FG da seguinte forma

(L A (E ) = 1 f ey

Além disso, podemos mostrar que essa multiplicacdo satisfaz
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1. r(st) = (rs)t;

2. (Ar)s=A(rs) =r(As);

3. (r+s)t=rt+stet(r+s)=tr+ts,
4. ri=1r=r;

5. r0=0r=0.

Paratodos r,s,t € FGe A € F. O espaco vetorial FG munido desse produto é uma dlgebra com
identidade le, onde e € a identidade do grupo G e 1 a identidade do corpo F (escreveremos
apenas 1 para denotar le). Tal dlgebra é chamada de dlgebra de grupo sobre F (associada ao
grupo G).

Observacdo 2. Uma notagdo conveniente para um elemento da dlgebra de grupo é

Z Ag8

geiG

Assim, escrevemos, por exemplo,

(Y A0) (Y nh) =Y Agun(gh)

geiG heG g,heG

Definicao 4.8. Seja FG a dlgebra de grupo de G sobre F. O grupo G age de forma natural

em FG da seguinte forma

(Z Agé’)h = Zlg(gh)-

geG F4S

Com essa a¢do FG € um FG-médulo chamado de FG-moddulo regular. A representacao

associada é chamada de representacdo regular.

Observagdo 3. Note que FG age de forma natural em um FG-médulo V. De fato, dadov € V

e( Z A.g) € FG podemos definir
geG

V(Z lgg) = Z lg(vg),

geG geG
com as seguintes propriedades
1. v(rs) = (vr)s;

2. (A)r=A(vr) =v(Ar);
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3. (u+v)r=ur+vr
4. v(r+s) =vr+vs;
5. vl =v;

6. v0=0eO0r=0.

Para todos u,v€V,r,s cFGe A € F.

Essa observacao nos permite descrever FG-mddulos irredutiveis, como mostra a proposi-

¢do seguinte.

Proposicao 4.9. Sejam W um FG-médulo irredutivel e w € W nao-nulo. Entdo W =
{wr|r € FG}.

Demonstracdo. A Observagdo 3 garante que {wr | r € FG} é um FG-submédulo ndo-nulo

de W, assim como W é irredutivel, segue que W = {wr | r € FG}. O

4.3 FG-homomorfismos

Usualmente denotamos por ¢ (x) a imagem do elemento x pela fung¢do ¢, para manter uma

certa compatibilidade com a notacéo utilizada também escreveremos x¢ para denotar ¢ (x).

Definicao 4.10. Sejam V e W FG-mdédulos. Uma transformacao linear ¢ : V. — W é chamada
de FG-homomorfismo se (vg)9 = (v)g para quaisquerve Ve g € G.

Além disso, se ¢ for invertivel, entdo ¢ é chamada FG-isomorfismo e os FG-mdédulos V
e W sio ditos isomorfos, esse ultimo caso denotaremos por V =W,

Proposicao 4.11. Se ¢ : V — W € um FG-homomorfismo entre os FG-mddulos V e W, entdo
Ker(¢) € um FG-submédulo de V e Im(¢) é um FG-submédulo de W.

Demonstracdo. Como ¢ é uma transformacao linear entdo Ker(¢) é um subespaco de V
e Im(¢) é um subespago de W. Tome v € Ker(¢), entdo (vg)9 = (v¢)g = 0¢ = 0 para
todo g € G, logo vg € Ker(¢) e portanto Ker(¢) é FG-submédulo de V. Agora, tomando
w € Im(9), existe v € V tal que v = w, logo (vg)9 = (v¢)g = wg € Im(¢@) para todo g € G.
Portanto Im(¢) € um FG-submédulo de W. O

Considere agora os seguintes lemas. O primeiro deles nos dd um exemplo de FG-

homomorfismo.
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Lema 4.12. Sejam V um FG-mddulo e Uy, U,, . ..,U, uma cole¢do de FG-submddulos de V
tais que

V=U®Uy® --dU,.
Assim, dado v € V, existem unicos uy,uy,...,u, tais que v = u; +us + - - - + u,. Entdo, para

cadai=1,2,...,n, afuncdo m; : V — U, dada por v&; = u;, ¢ um FG-homomorfismo.

Demonstragdo. A verificagdo da linearidade de m; € imediata. Para ver que 7; é um FG-

homomorfismo tome v = uy +--- +u, €V e g € G quaisquer, assim

(vg)m; = uig = (vm;)g.

O préxima lema é um fato bésico de Algebra Linear.

Lema 4.13. ([14, Proposition 2.32]) Sejam V um espaco vetorial e 7 : V — V uma transfor-
mago linear tal que 7* = 7. Entdo V = Im(x) @ Ker (7).

Observagdo 4. Uma transformacio linear 7 tal que 7 = 7% é chamada projegdo. As transfor-

macodes do Lema 4.12 sao projecoes.

Agora enunciaremos uma versao do Teorema de Maschke', que serd um dos resultados

mais importantes desse texto.

Teorema 4.14 (Maschke). Sejam G um grupo finito e V um FG-médulo, onde F € {R,C}.
Se U € um FG-submoddulo de V, entao existe um FG-submédulo W de V talque V =U & W.

Demonstragdo. Tome Wy um subespaco de V tal que V. =U & W,y. Dado v € V escreva
v=u+wondeucUewéecWy. Definan:V — V por n(v) = u, assim 7 é uma projecéo
com Ker(m) =Wy e Im(m) = U. A partir de 7 defina ¢ : V — U por

1

-1
= — Z VgTg
’Gl geG

Vo

Note que ¢ € uma transformacao linear pois € a soma de compostas de transformacoes

lineares, além disso, mostraremos que ¢ é um FG-homomorfismo, para tanto tome 4 € G,

"Heinrich Maschke (1853-1908)
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temos

Onde fizemos hg = x e utilizamos que x percorre G quando g percorre G. Portanto ¢ ¢ um
FG-homomorfismo. Como unw = u ¢ U é um FG-submddulo temos
1

—1
up = — ) ugmg
Gl X

1

-1
=— Y ugg

Em particular, como Im(¢) C U, temos (v¢)$ = v¢, portanto ¢ é uma projecdo. Além disso,
segue que Im(¢) = U. Logo, pelo Lema 4.13 temos V = U & W onde W = Ker(¢). O

Corolario 4.15. Seja V um FG-mddulo, onde F € {R,C}. Entdao V =U; & --- ® U, onde
cada U; € um FG-submoddulo irredutivel de V.

Um resultado que complementa bem o Teorema de Machske € o Lema de Schur?, pois
trata de FG-mddulos irredutiveis. Para tanto, precisaremos nos restringir aos CG-modulos,

dessa forma, até o fim da secdo trataremos apenas esses casos.
Teorema 4.16 (Lema de Schur). Sejam V e W ambos CG-modulos irredutiveis.

1. Se ¢ : V— W € um CG-homomorfismo, entdo ou ¢ é um CG-isomorfismo, ou vgp =0
paratodov eV

%Issai Schur (1875-1941)
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2. Se ¢ : V — V é um CG-isomorfismo, entdo existe A € C tal que v¢ = Av para todo
veV.

Demonstragdo. Primeiramente, suponha que ¢ : V — W é um CG-homomorfismo. Podemos
supor que existe v € V tal que v¢ # 0, logo Ker(¢) # V, portanto como V & irredutivel segue
que Ker(¢) = {0} e assim, ¢ é invertivel.

Agora suponha que ¢ : V — V é um CG-isomorfismo. Como V € um C-espaco vetorial
segue que ¢ possui um autovalor A € C. Dessa forma o endomorfismo (¢ —AI):V —V,
dado por v(¢ — AI) =v¢ — Av, é um CG-homomorfismo com Ker(¢ —A) # {0}, como V
¢ irredutivel temos Ker(¢ — AI) =V, ou seja, v¢ — Av = 0 para todo v € V e o resultado

segue. [

Proposicao 4.17. Seja G um grupo abeliano. Se V € um CG-mdédulo irredutivel, entdo V
tem dimensao 1.

Demonstragcdo. Note que para grupos abelianos o endomorfismo de V dado por v — vg é
um CG-homomorfismo, pois (vh)g = v(hg) = v(gh) = (vg)h paratodoh € Gev € V. Pelo
Lema de Schur segue que existe A, € C tal que vg = A,v, dessa forma todo subespago de V é

um CG-modulo e como V € irredutivel sua dimensdo precisa ser 1. [

Com esse resultado podemos determinar todos as representagdes irredutiveis de um grupo
finito abeliano, para tanto, lembremos que um grupo finito abeliano € isomorfo a um produto

direto de grupos ciclicos.

Proposicao 4.18. Considere o grupo G = Cy, X --- X C,, . Entdo G possui exatamente |G|

representacdes irredutiveis.

Demonstragdo. Denotemos por g; um gerador de C,,, dessa forma G = (g1,...,8n) € para
definirmos uma representacao de G basta definirmos a imagem de cada g;. Tendo isso em
vista, tomemos A; uma raiz n;-ésima da unidade. Para cada escolha de A4, ..., A,, podemos

definir uma representacdo p, ;. de G dada por g;p = A;, assim, se g = g’f . -gf;;’, entao
gp — A{l .. .l’;’/lm.

Cada py, ., possui grau 1 e portanto € irredutivel, além disso, como os elementos de C
comutam, a Unica representagdo equivalente a py, ;€ ela propria. Assim, existem existem
ny---ny, = |G| representacdes desse tipo. Para terminar, considere p uma representacdo
irredutivel qualquer de G, da Proposic¢ao 4.17 segue que p tem grau 1, portanto existem
Al,..., Ay satisfazendo g;p = A; e, como g?' =1, temos que A, = 1 e assim A; é uma raiz

n;-ésima da unidade, ou seja, p = py, ) . 0
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Proposicao 4.19. Sejam G um grupo e V um CG-médulo. Dado g € G existe uma base B
de V tal que a matriz [g] é diagonal. Além disso, se n = o(g) entdo as entradas da diagonal
de [g]|3 s@o raizes n-ésimas da unidade.

Demonstracdo. Defina H = (g), temos que V é um CH-mddulo. Pelo Lema de Maschke
podemos decompor V como soma direta de CH-submddulos irredutiveis U;, comi=1,...,n.
Pela Proposi¢io 4.17 cada U; tem dimensao 1, dessa forma existe A; € C tal que u;g = Aju;
para todo u; € U;, além disso, tomando u; # 0 temos que A; € raiz da unidade, de fato,
u; = uje = u;g" = A'u;, logo A" = 1. Por fim, tomando B = {u,u,...,u,} tal que U; = (u;),

w0
0 .

temos

]

Podemos definir o centro da dlgebra de grupo de forma totalmente andloga a defini¢ao
para grupos. Como veremos na proxima proposi¢do, o centro da dlgebra de grupo CG age de

forma bastante simples em CG-mdédulos irredutiveis.

Definicao 4.20. Seja G um grupo e CG sua dlgebra de grupo. O centro de CG € definido
como Z(CG) = {z € CG | zr = rz,Vr € CG}.

Exemplo 10. Seja G = Dg, entdo os elementos e,a’,b+a’b,ab+a’b,a+a* € CG estio
em Z(CG). Verificaremos isso apenas para b + a’b, note que € suficiente mostrarmos que
(b+a*b)r =r(b+a’b) parar = ae r = b. Temos

(b+d*b)a = ba+a*ba = a’b+d*a’b = ab+a*b = a(b+a*b),

(b+a*b)b = b> +a* = b(b+ba®) = b(b+d°b).

Proposicao 4.21. Sejam V um CG-mddulo irredutivel e z € Z(CG). Entdo existe A € C tal
que vz = Av paratodov € V.

Demonstracdo. Note que o endomorfismo de V dado por v — vz € um CG-homomorfismo,
uma vez que (vz)g = v(zg) = v(gz) = (vg)z para todo g € G. Sendo V irredutivel o Lema de
Schur garante que existe A € C satisfazendo vz = Av. [

Anteriormente comentamos que CG pode ser usada para determinar todos os CG-moédulos
irredutiveis de G, o proximo teorema nos mostra isso, mas antes precisaremos de alguns
lemas.



4.3 FG-homomorfismos 53

Lema 4.22. Sejam V e W dois CG-médulos e ¢ : V — W um CG-homomorfismo. Entio
existe um CG-submédulo U de V tal que V = Ker(¢) & U, além disso, U = Im(¢).

Demonstragdo. Pelo Teorema de Maschke existe um CG-médulo U de V tal que V =
Ker(¢) @ U. Mostraremos que a fungdo ¢ : U — Im(¢) dada por u¢ = u¢ é um CG-
isomorfismo.

Note que ¢ é uma CG-homomorfismo pois herda as propriedades de ¢. Temos Ker(¢) C
Ker(¢)NU = 0, além disso, se w € Im(¢), entdo w = v para algum v € V. Escrevendo
v=k+ucomk € Ker(¢) euc U, temos w =v = k¢ +u¢p = ud € Im(¢). Assim U =

Im(§) = Im(9). =

Lema 4.23. Sejam V um CG-médulo e Uy, ...,U, uma colecdo de CG-submddulos irreduti-
veis de V tais que V =U; & - -- & U,. Entdo qualquer CG-submédulo U irredutivel de V é
CG-isomorfo a algum U;.

Demonstragdo. Tomemos u = uj + --- 4+ u, € U ndo-nulo, assim, para algum i =1,...,n
temos que u; € ndo-nulo. Considere 7; a projecao de V em U;, pelo Lema 4.12, 7; € um
CG-homomorfismo. Assim, restringindo 7; ao CG-subméddulo U segue pelo Lema de Schur
que 7; ¢ um CG-isomorfismo, pois U € irredutivel e 7; € ndo-nulo. [

Teorema 4.24. Seja CG o CG-mddulo regular e escreva CG = U; & - - - & U, onde cada U;
€ um CG-submoédulo irredutivel. Entdo qualquer CG-moédulo irredutivel W é isomorfo a
algum U;.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 4.9 segue que W = {wz | z € CG} para algum w € W ndo-
nulo, dessa forma ¢ : CG — W dado por z¢ = wz é uma transformacao linear sobrejetiva,
além disso, ¢ é um CG-homomorfismo pois (zg)¢$ = w(zg) = (wz)g = (z¢)g paratodo g € G.
Pelo Lema 4.22 existe um CG-submédulo U de V tal que V =Ker(¢) U e U ZIm(¢p) =W.
Como W ¢ irredutivel segue que U também ¢ irredutivel, logo o Lema 4.23 garante que
U =U=Wparaalgumi=1,...,n. [

Uma outra pergunta que podemos fazer é, dado W, quantos U; existem com W = U;?
Veremos que essa quantidade € exatamente dim W, para tanto, precisamos munir o conjunto

dos CG-homomorfismos de um grupo com uma estrutura linear.

Definicao 4.25. Sejam V e W dois CG-médulos. O conjunto dos CG-homomorfismos € um

C-espago vetorial se definirmos a soma ¢ + y e produto por escalar A¢ como
v(9+y) =vo+vy,

v(A9) = A (v9).
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para todo v € V. Denotaremos esse espaco por Homeg (V,W).
O préximo resultado € uma consequéncia direta do Lema de Schur.

Proposicao 4.26. Sejam V e W dois CG-médulos irredutiveis. Entdo

I, se V=W

dim(Homcg(V,W)) = {0 seVEW

Proposicao 4.27. Considere os CG-médulos V e W. Se Homeg(V,W) # {0}, entdo V e W

tém um fator de composicao em comum.

Demonstracdo. Tome ¢ € Homgg(V, W) ndo-nulo, pelo Teorema de Maschke (4.14) po-
demos escrever V = Ker(¢) @ U para algum CG-médulo U. Seja U; um CG-submédulo
irredutivel de U, temos que U ¢ # {0}, pois U NKer¢ = {0}, assim pelo Lema de Schur
(4.16), segue que U; ¢ = U}, como queriamos. [

Uma outra propriedade interessante é que dim(Homcg(V,W)) € "linear”, mais precisa-

mente:

Teorema 4.28. Sejam V e W ambos CG-médulos, escrevendo V =V, @&V, e W =W & W,,

entdao
1. dim(Homgg(V, W) &@W,)) = dim(Homcg(V,W)) + dim(Homeg (V, W2)).
2. dim(Homgg (V) @ V2, W)) = dim(Homeg (Vy,W)) +dim(Homeg (Va, W)).

Demonstragdo. 1. Tome ¢ € Homeg(V,W; @& W,) e considere as projegdes m; : W — W)
e m: W — W,. Como 7y, m sdo CG-homomorfismos segue que ¢y € Homeg(V, W) e
¢, € Homeg(V,W,), assim, defina

f :Homgg(V, W) @ Wz) — Homgg(V, W) @ Homeg(V, Wz)
¢ — (o1, 0m).

Provaremos que f € um isomorfismo, primeiramente note que linearidade de f € imediata.
Agora tome ¢ € Ker(f), assim, §71; = ¢, =0. Logo, dadov € V, temos vop = v (7 +mp) =
0, ou seja, v = 0. Para a sobrejetividade, tome ¢ € Homcg(V, W) e ¢» € Homeg(V,W>),
assim (¢, ¢,) é aimagem por f do CG-homomorfismo dado por v — v, +vé,, v € V.
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2. Considere ¢ € Homcg (V) @ Vo,W). Dado i = 1,2 defina o CG-homomorfismo
¢; : Vi — W dado por v;¢; = v;¢. Agora defina

f : Homgg (V) © V2, W) — Homeg (Vi, W) @ Homeg (V2, W)
¢ = (¢17¢2)‘

Se ¢ € Ker(f), entdo dado v = v + v, € V segue que vop = (vi +Vv2)9 = vi@ + 20, =0,
ou seja, ¢ = 0. Por outro lado, dados y; € Homeg(V,W) e y, € Homeg(Va, W) temos
(y1, ¥2) é imagem por f do CG-homomorfismo dado por v =v| + vy +— vi Y] +vo Y. Assim,
verificamos que f € um isomorfismo.

]

Combinando a Proposi¢do 4.26 e o Teorema 4.28 obtemos o seguinte coroldrio.

Coroléario 4.29. Sejam V e W ambos CG-médulos com W irredutivel. Escreva V = U; &
--- @ U, onde cada U; é um CG-submodulo irredutivel de V. Entdo

dim(Homeg(V,W)) = dim(Homeg(W,V)) = #{U; | Ui =W} .

Proposicao 4.30. Se V é um CG-médulo, entdo dim(Homgg(CG,V)) = dimV.

Demonstragdo. Denote dimV = d e sejam vq,...,v; uma base de V. A partir dessa base
construiremos uma base do espaco Homcg(CG,V). Defina, para cadai = 1,...,d, a fung¢do
¢; : CG — V por r¢; = v;r para todo r € CG. Temos que cada ¢; estd em Homcg(CG,V).
Tome ¢ € Homcg(CG,V), existem A; € C tais que 1¢ = Ajv; + -+ - + A4v4, dessa forma
temos

d d d
rg =(1r)p = (1¢)r= (;livi)rz ;livirz r(;lﬂi’i)-

Logo os CG-homomorfismos ¢, i = 1,...,d geram Homcg(CG,V). Para verificar que tam-
bém sdo linearmente independentes suponha que A; ¢; + - - - + A;0, € 0 CG-homomorfismo

identicamente nulo, logo

0=1(AM¢1+ -+ A@a) = livi + -+ Agva.

Ouseja, A;=0parai=1,...,d. Portanto ¢y, ..., ¢, formam uma base do espagco Homcg(CG, V)

e o resultado segue. U

Agora podemos provar o resultado mais importante dessa secao.
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Teorema 4.31. Seja CG o CG-mddulo regular. Escrevendo CG = U; & --- @ U, onde cada

U; € um CG-submoddulo irredutivel de CG. Se U é um CG-modulo irredutivel, entio
#{U; |U;=2U} =dimU.
Demonstragdo. Pela Proposi¢do 4.30 e Coroldrio 4.29 temos
dimU = dim(Hom¢g(CG,U)) =#{U; |U; = U}.

O

Até o momento vimos que existem finitos CG-mdédulos irredutiveis de um grupo G, além
disso, o CG-médulo regular determina todos eles. Nesse contexto, considere a seguinte
definic¢do.

Definicao 4.32. Dizemos que os CG-mddulos irredutiveis Vi, ..., V, formam um conjunto
completo de CG-médulos irredutiveis se sdo dois a dois ndo-isomorfos e se todo CG-

submddulo irredutivel U € isomorfo a algum dos V;.

O seguinte teorema fornece uma relagdo entre as dimensdes de CG-modulos irredutiveis
e a ordem de G.

Teorema 4.33. Seja Vy,...,V, um conjunto completo de CG-mdédulos irredutiveis. Entdo
n
Z (dimV;)? = |G|.

Demonstragcdo. Segue da defini¢do de conjunto completo de CG-médulos irredutiveis e do

Teorema 4.31 que
CG=(dimV;@&---dimV})@®--- & (dimV, & --- ®dimV,).

Onde cada V; aparece d; = dimV, vezes, parai = 1,...,n. Logo

™=

n
|G| =dimCG = Y d;(dimV;) =

i=1 i

(dimV;)2.

1
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4.4 Caracteres

Caracteres sdo fungdes que associam elementos de um grupo finito G a um elemento de um
corpo F (no nosso caso F = C) de uma forma particular. Grosso modo, os caracteres levam
cada g € G em tragos de certas matrizes, dessa forma, sdo fungdes bem simples mas que

podem determinar muito sobre o grupo e seus FG-mdédulos.

Definicao 4.34. Seja V um CG-mdédulo. Fixada uma base B de V defina o caracter de V
como a fungdo x : G — C dada por x(g) = tr[g|.

Além disso, se tivermos uma representacdo p de G, definimos o caracter de p como o
caracter do CG-mddulo associado, ou seja, y(g) = tr(gp).

O caracter ndo depende da base escolhida, pois se B e A sdao duas bases de V entdo, dado
g € G, existe uma matriz invertivel T tal que [g]g = T[g]4T ' Logo trg]s = tr[g] 4, por
esse motivo escreveremos apenas [g] em algumas ocasides.

Ademais, CG-médulos isomorfos possuem o mesmo caracter, de fato, suponha que ¢
seja um CG-isomorfismo entre V e W. Dada uma base B = {vj,...,v,} de V podemos

considerar a base C = {v;¢,...,v,0} de W de forma que [g]|z = [g]c-

Exemplo 11. Considere o CS3-mdédulo do Exemplo 8, temos

x((1,2)) =1

S = O
o O =
S = O
- O O
oS O =
Il
()

0
0] =1 x((1,2,3) =u
1

Definicao 4.35. Seja G um grupo. Entao:
1. Dizemos que y é um caracter de G se x € o caracter de algum CG-méddulo.

2. Dizemos que ) € um caracter irredutivel de G se x € o caracter de um CG-médulo

irredutivel.

3. O grau do caracter é definido como a dimensio do seu CG-mddulo associado. Caracte-

res de grau 1 sdo ditos lineares.

Observacdo. Ao identificarmos GL(1,C) e C* podemos identificar também um caracter
linear x a sua representagdo associada p, tendo em vista que gp = [A] e assim x(g) = A.

Faremos, em geral, essa identificacdo.
Agora daremos algumas propriedades bésicas de caracteres.

Proposicao 4.36. Sejam y o caracter de um CG-médulo V e g,h € G. Entio:
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1. Se h € g% entdo y(h) = x(g).
2. x(1) =dimV
3. x(g) é uma soma de raizes n-ésimas da unidade, onde n = o(g).

4. x(g ) =x(g).

Demonstragdo. 1. Como h € g% existe x € G tal que h =x "' gx, portanto y (h) = y (x 'gx) =
(™' gx]) = ([~ [g] [¥]) = wlg].

2. Temos vl =v paratodov € V,logo [1] =1, onde m =dimV edai (1) =tr[l] =dimV.
3. Pela Proposicdo 4.19 temos que existe uma base B de V tal que
w0

gls = 7

0

onde cada A; é uma raiz n-ésima da unidade, portanto, x(g) =tr[g]g = A1 + - -+ Ay

4. Escolha uma base 3 como no item anterior. Temos
0 At

Onde cada A; é uma raiz da unidade, assim, ;' = A;. Logo x(g~ ') = A, '+ +
)%1:1_]4_...4_E:)L]+...+A =x(g)-

s s =

]

Proposicao 4.37. Seja V um CG-médulo. Se V € escrito como uma soma direta de CG-
submédulos Uy, ..., U,, entdo x é a soma dos caracteres dos CG-submédulos Uy, ..., U,.

Demonstragdo. Podemos construir uma base B de V unindo bases B; de U;, comi=1,...,n.

Assim, para qualquer g € G

[g]Bl O
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Logo x(g) =tr[g]g =tr[g]p, + - tr[g]p, = x1(g) + -+ xn(g), onde x; é o cardcter de Uj,
i=1,...,n. ]

Definicdo 4.38. Sejam G um grupo e CG sua dlgebra de grupo. Entdo o caracter de CG serd
chamado de caracter regular e denotado por Yreg.

Tal caracter € bastante simples, como mostra a proxima proposicao.

Proposicao 4.39. Seja Yyeq 0 caracter regular de G. Entdo

_JIG| seg=1
Xreg(g)—{o seg 1.

Demonstragdo. Considere a base B de CG formada pelos elementos g1, ..., g, do grupo G.
Como vimos (1) = dim(CG) = |G|. Agora considere 1 # g € G. O ii termo da matrix [g|z
¢ zero pois g;g # gi paratodo i = 1,...,n, assim x(g) = tr[g]g = 0. ]

4.5 Produto interno de caracteres

Comecaremos relembrando a defini¢do de produto interno.

Definicao 4.40. Seja V um C-espaco vetorial. Um produto interno sobre V é uma func¢io

(-,-) : V xV — C satisfazendo as condi¢des abaixo para quaisquer u,v,w € Ve A € C:

L. (Au+v,w) = A{u,w) + (v,w).

2. (u,v) = (v,u).
3. (u,u) >0,seu0.

Em especial, dado um grupo finito G, consideraremos V como o espago das func¢des
¢ : G — C munido da soma e produto por escalar usuais. Note que o conjunto dos caracteres
de G estd contidos em V.

Proposicao 4.41. Seja G um grupo e ¢,y : G — C fungdes. Defina

1

el Y o(e)wig).

geiG

(9, v)

Entdo (-, -) definido como acima é um produto interno no espago das fungdes de G em C.

Antes de continuar precisaremos de algumas defini¢oes.
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Definicao 4.42. Seja ¥ um caracter de um grupo G. Defina os conjuntos:
* Z(x)={g€G|lx(l=x(1)}
* Ker(x) ={gc G| x(e)=2(1)}

Caso Ker(y) = {1} dizemos que ¥ é fiel.

OBSERVACAO 9. Se y é um caricter de G associado a representacéo p, entdo Ker(y) =1 se,

e somente se, Ker(p) = 1, ou seja, x ¢é fiel se, e somente se, p é fiel (cf. [11, Lemma 2.19]).

Dado um subgrupo H de G, note que um CG-médulo V é também um CH-mdbdulo.
Assim, podemos definir o seguinte.

Definicao 4.43. Se V ¢ um CG-mddulo e H < G, entdo o CH-médulo associado é denotado

por V | H. Nesse contexto, se ¥ € o caracter de V, entdo o caracter de V | H é denotado por
X1 H.

Note que o caracter ¥ | H coincide com |p.

Lema 4.44. Seja y um caracter de um grupo G e p a representagdo associada. Entdo
1. Z(x) ={g € G| gp = Al, para algum A € C}.
2. Z(x) € um subgrupo de normal G.

3. x1Z(x)=x(1)wy, onde y é um caracter linear (e portanto irredutivel) de Z(). Além
disso y é fiel se yx € fiel.

4. Se y éfiel, entdo Z(G) = Z(y).

Demonstracdo. 1. Seja g € G com gp = Al para algum A unitdrio, entdo |x(g)| =
x(1)|A| = x(1). Reciprocamente, suponha g € Z(x), pela Proposicao 4.19 existe uma
base de C" tal que

w0
0 .

Onde cada A; é uma raiz m-ésima da unidade. Assim,n=x(1)=x(g)=A1+---+A,.

gp =

Nesse ponto utilizaremos uma propriedade de nimeros complexos que garante que,

para quaisquer zy,...,2, € C, vale a seguinte desigualdade
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lz1 4+ zn| <|zi|+ -+ |zal-

Além disso, a igualdade € satisfeita somente quando todos os z;’s coincidem. Note
que para Ai,..., A, a igualdade acima é satisfeita pois |A;| = 1 paratodoi=1,...,n,

garantindo entdo que A; = --- = A, = A4, ou seja, gp = Al

2. Temos 1 € Z(y) pois 1p = 1. Tome g,h € Z(x), temos (xy )p = (xp)(yp) ! =

() () ™'1) = (R )L como [, 1] = 2412, = 1 segue que xy! € Z(x).
assim, Z() é um subgrupo de G. Para a normalidade basta lembrar que ) é constante

nas classes de conjugacdo de G.

3. Considere a fungio y : Z(x) — C* que associada cada g € Z()) ao valor y(g) que

satisfaz gp = y(g)I. Note que ¥ é um homomorfismo pois

(xy)p = (xp)(yp) = w()Iv(Y)I = w(g)w(y)I,

para quaisquer x,y € Z(x). Ou seja, ¥ é uma representagio (de grau 1) de Z(), além
disso, para todo g € Z(x), temos x(g) = tr(gp) = tr(y(g)I) = x(1)y(g), ou seja,

X+ Z(x) = x(1)y. Por fim, se y(g) = y(1) = 1 para g € Z(), entdo x(g) = x(1),
logo v é fiel se y for fiel.

4. Como Z(G) é abeliano, dado x € Z(G), entdo xp = Al para algum A € C, assim
x € Z(x). Reciprocamente, fixe x € Z()). Dado g € G, os itens anteriores garantem
que

-1

x(g.x]) =28 "'g) =x(V)wi(g ') = x(Dw(g) 'wig) = x(1).

Logo [g,x] € Ker(x) = 1 para qualquer g € G, ou seja, x € Z(G), como querfamos.
O

Lema 4.45. Sejam G um grupo e ¥ um caracter de G. Se H < G, entao
(xVH,x L H) <[G:H|(x,x)-

Demonstracdo. O resultado é uma consequéncia direta de (-, -) ser um produto interno, de
fato,

H{(x VH.x LHY =Y [x(W*< Y [x(8)]* = |Gl{x. x)-
heH geG
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Teorema 4.46. Seja y um caracter irredutivel de um grupo finito G. Entdo x(1)* < [G :
Z(0)l-

Demonstracdo. Pelo Lema 4.44 temos x | Z(x) = x(1)y onde y é um caracter linear de
Z(x)- Logo
L2002 4 Z2(0)) = x(1)* (v, w) = 2(1)*.

Por outro lado, pelo Lema 4.45 temos (x L Z(x), x 4 Z(x)) < [G: Z(x){x, x) =[G : Z(x)]
Assim

x(1)* <[G:Z(x)].
]

Corolario 4.47. Seja y um caracter irredutivel de um grupo finito G. Entdo x(1)> < [G :
Z(G)).
Demonstragdo. Basta ver que Z(G) < Z(x), assim x(1)2 < [G: Z(x)] < [G:Z(G)]. O

Nesse ponto estudaremos as consequéncias de decompor a dlgebra de grupo de uma certa

forma, assim, considere a seguinte hipdtese.

Hipétese 4.1. Sejam G um grupo e CG sua dlgebra de grupo. Suponha que CG =W, &W,
onde W; e W, sdo CG-submodulos que ndo possuem fator de composi¢do em comum. Além

disso, escreva l =e¢;+eponde e; € W e ey € Wh.

A ideia por trds da decomposicdo 1 = e| + e; acima € que o termo e possui duas expres-

soes que, quando comparadas, fornecerdo uma relagdo fundamental envolvendo caracteres.

Proposicao 4.48. Assuma a Hipdtese 4.1. Entdo, para quaisquer w; € Wj e wy € W», temos
waer =0, wiez =0, wiep =wy, wrer =ws.

Demonstragdo. Como Wy e W, ndo possuem fator de composicao em comum, os homomor-
fismos wy — wiep € wo — waep, onde wy € Wi e wp € W,, precisam ser triviais, provando
assim as duas primeiras igualdades, para as outras duas note que

wi =w;il =wi(e] +e2) = wiej,

parai=1,2. [

Corolario 4.49. Assuma a Hipétese 4.1. Entao

2 2
e|=e;, €5 =e, ee;=ejer=0.
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Demonstragdo. Tome wi = e € wy = e na Proposicao 4.48. L]

Proposicao 4.50. Assuma a Hipétese 4.1. Seja x o caracter de Wy, entdo

-1
e = X g
o

Demonstragdo. Fixado x € G, defina o endomorfismo 6 de CG dado por w@ = weix LA
demonstracdo consistird em calcular de duas formas expressoes para o traco de 6.

Primeiramente calcularemos tr@ quando restrito a W; e W,, para tanto usaremos a Pro-
posicdo 4.48. Tomando w; € Wi, temos w0 = wlelel = w1x*1, ja tomando wy € W,
obtemos w0 = wzelx_l =0.

Logo 6 possui tragco 0 quando restrito a W,. Ja restrito a Wi vemos que 0 é da forma
w1 — wix~ !, ou seja, possui trago igual 2 ¥ (x~!). Como CG = W; & W, segue que tr =
x(xh).

Por outro lado, escreva

= Z Ag8.

geG
Assim 6 ¢ soma de endomorfismos 6, dados por w /'Lg(ngfl) para todo g € G. Como
trOg = Ag Xreg (gx~ ') a Proposicdo 4.39 garante que trf, = |G| se g =xe trf, = 0 se g # x.
Obtemos entdo trf = A,|G|, combinando as duas expressdes obtidas segue que A,|G| =

% (g~ 1), substituindo na expressio de e; obtemos

71
e = |G! Z%

geG

Corolario 4.51. Seja W; o CG-médulo da Hipétese 4.1 e x seu caracter. Entao

220 = x(1).
Demonstracdo. A ideia da demonstracdo € calcular o coeficiente de 1 em e% de duas formas
1
distintas. Primeiramente, o Corolério 4.49 garante que e% = e e portanto A; = %

Por outro lado, temos

= (B e) (1 B e ) = (je B vt -
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Dai

]

Teorema 4.52. Considere os CG-maddulos irredutiveis e ndo-isomorfos U e V com caracteres

X € y, respectivamente. Entdo

Xx)=1
(x,v)=0.

Demonstragdo. Pela Proposicdo 4.31 a dlgebra de grupo CG pode ser escrita como CG =
Uy & ---® U, onde cada U; € irredutivel e, além disso, a quantidade de U; isomorfos a U €
m = dimU. Suponha, sem perda de generalidade, que Uy, ... ,U, sdo isomorfos a U.

A fim de utilizar a Hipétese 4.1 defina W = U1 ®---PU, e Z=Ups1 B --- B Uy,
dessa forma, W e Z ndo possuem fator de composicdo em comum, como desejado. Note
que o caracter de W é my, assim, o Coroldrio 4.50 garante que (my,my) = my(1) = m?,
pois m = dimU = x(1). Por outro lado, usando linearidade, temos (my,my) = m*(x,x).
Igualando as expressdes obtemos (x,x) = 1.

Para obtermos a segunda igualdade defina Y como a soma dos U; que sdo isomorfos a U
ou a V, novamente, defina Z como a soma dos Uj restantes. Como o caracter de Y é my + [y,
onde [ = dimV, o Coroldrio 4.51 garante que (my + Iy, my +1y) =my (1) +1y(1). Por
outro lado

(my + Ly, my +1y) =m*(x, x) + 2y, v) +mn{x, ).

Sabemos que (1) =m e y(1) = n, ademais, pelo o que acabamos de provar, (¥, ) =
(y,y) = 1, fazendo as substitui¢cdes e igualando as expressdes obtemos (x, y) = 0.
O

4.6 Elevacoes de caracteres

Os caracteres de um grupo G se comportam bem quando passamos para algum quociente
G/N ou mesmo quando passamos de um quociente G/N para o grupo G. Nessa secdo
exploraremos essa ideia com o objetivo de estudar os caracteres lineares de um grupo.

Também estudaremos o processo de restricao de um caracter a um subgrupo de G.
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Proposicao 4.53. Sejam G um grupo, N<G e y um caracter de G/N. Entdo a fungéo
x : G — C, dada por, x(g) = x(gN) é um caracter de G. Ademais, ¥ e ¥ possuem 0 mesmo

grau.

Demonstragdo. Seja p : G/N — GL(n,C) a representac¢@o associada ao caracter y, defina
p : G — GL(n,C) por p = p ox, onde 7 é a projecdo candnica de G em G/N. Temos que p
¢ um homomorfismo, portanto, uma representacio de G. Se x for o caracter associada a p,
entdo

x(g) =tr(gp) =tr((gN)p) = X (gN).

Por fim, temos (1) = x(N), ou seja, ¥ € ¥ possuem 0 mesmo grau. O

Definicdo 4.54. Sejam G um grupo, N <G e ) um caracter de G/N, o caracter de G definido
por x(g) = x(gN) é chamado de levantamento de ¥.

O processo de levantamento de caracteres nos d4 uma bijegao entre os caracteres de G/N
e certos caracteres de G.

Proposi¢iao 4.55. Sejam G um grupo finito, ¥ um caracter de G e p : G — GL(n,C) a
representacdo associada. Entéo Ker(y) = Ker(p), em particular, Ker() é um subgrupo de
G.

Demonstracdo. Se g € Ker(p), entdo x(g) =tr(gp) =tr(l,) =n= x(1), ouseja, g € Ker(y).
Por outro lado, tome g € Ker( ), pela Proposi¢do 4.19 existe uma base de C" tal que

w0
0 .

Onde cada A; é uma raiz m-ésima da unidade. Assim,n=x(1)=x(g)=A1+---+As.

gp =

Logo, temos
Mt At A =n= M|+ + A =0

e, como feito na demonstra¢do do Lema 4.44, segue que x(g) = An, ja que todos os A,
coincidem.

Por fim, como g € Ker(y) e (1) =n, temos x(1) = A;x(1), assim A; = 1 e portanto
gp =1. Ou seja, g € Ker(p). O

Agora podemos enunciar a constru¢do dual a apresentada na Proposicao 4.53.
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Proposic¢io 4.56. Sejam G um grupo, N<G e y um caracter de G com N C Ker(). Entdo a
fungdo x : G — C dada por X (gN) = x(g) € um caracter de G/N. Ademais, ) € ¥ possuem

0 mesmo grau.

Demonstracdo. Seja p : G — GL(n,C) a representagdo associada ao caracter ), defina
p : G/N — GL(n,C) por (gN)p = gp. Note que p estd bem definida pois se gh € outro
representante da classe lateral gV, entdo

(hN)B = (gh)p = (¢p)(hp) = gp = (gN)P.

Afirmamos que p é uma representacdo. De fato, para quaisquer gN,xN € G/N temos

(gNxN)p = (gxN)p = (gx)p = (gp)(xp) = (gN)p (xN)p.

Por fim, o caracter y associado a p satisfaz

X(gN) = u((gN)p) =1r(gp) = x(8)-
Para todo g € G. Em particular x (N) = x(1). O

Nesse ponto € interessante sintetizar os tltimos resultados, além disso, também € possivel
mostrar que o levantamento de caracteres “preserva a irredutibilidade". Esse € o conteido da

préxima proposicao.

Proposicao 4.57. Sejam G um grupo e N <G. O processo de levantamento dos caracteres
de G/N define um bije¢do entre os caracteres ¥ de G/N e os caracteres ¥ de G tais que

N C Ker(). Ademais, x é irredutivel se, e somente se, ¥ também é.

Demonstracdo. Em virtude das proposi¢des 4.53 e 4.56 € suficiente provar que y é irredutivel
se, e somente se, ¥ € irredutivel.

Para tanto, considere V um subespaco de C", se p e p sio as representagdes associadas
aos caracteres ) € X respectivamente, entdo dado v € V temos v(gp) = v((gN)p) para todo
g € G. Ou seja, V é CG-submddulo, se e somente se, V é C(G/N)-submédulo, em particular,

x é irredutivel, se e somente se, ¥ € irredutivel. O]

O levantamento de caracteres funciona especialmente bem quando consideramos o
subgrupo derivado G’, o préximo resultado tem como objetivo explorar esse caso particular,

pois suas consequéncias serao necessarias mais a frente.
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Proposicao 4.58. Seja G um grupo. Entdo o processo de levantamento define uma bijecdo
entre os caracteres lineares de G e os caracteres irredutiveis de G/G’. Em particular, G possui

|G/G'| caracteres lineares.

z

Demonstragdo. Como G/G' é abeliano, a Proposi¢do 4.17 garante que todo caracter ¥
irredutivel de G/G’ tem grau 1, dessa forma, o levantamento y de ¥ é um caracter linear de
G.

Por outro lado, note que se ¥ € um caracter linear de G, entdao G < Ker(y). De fato, seja

[g,h] um comutador qualquer de G, temos

x(g.h) = x(g "ngh) = x(8) ') ' x(g)x(h) =1,

pois x leva G em um grupo abeliano. Ademais, cada caracter linear de G € também irredutivel
e portanto € associado 2 um caracter irredutivel de G/G'.
Por fim, pela Proposigdo 4.18, G/G' possui |G/G'| caracteres irredutiveis, dessa forma G

. / . s .
possui |G/G'| caracteres irredutiveis. O

4.7 Inteiros algébricos

Nessa secdo exploraremos uma certa conexao dos caracteres com a Teoria dos Numeros,
para tanto, assumiremos alguns resultados sobre inteiros algébricos. Para uma referéncia
veja [14, Chapter 22].

Definicao 4.59. Um nimero complexo A é dito ser um inteiro algébrico se A é raiz de um

polindmio néo-nulo com coeficientes inteiros da forma p(x) = x" +a,,— 1x”_1 +---+ajx+agp.

Equivalentemente, A € C ¢ um inteiro algébrico se € autovalor de uma matriz com
coeficientes inteiros.

A préxima proposicdo € uma jungdo dos resultados 22.2, 22.3 e 22.4 da referéncia [14].

Proposicao 4.60. 1. Se A e u sdo inteiros algébricos, entdo A + i e AU sdo inteiros

algébricos.
2. Se A € C é uma raiz da unidade, entdo A é inteiro algébrico.
3. Se A € Q é um inteiro algébrico, entdo A € Z.

Proposicao 4.61. Se ) é um caracter de um grupo G, entdo x(g) € inteiro algébrico para
todo g € G.
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Demonstracdo. Segue da Proposigdo 4.60 e do fato de x/(g) ser soma de raizes da unidade.
O

Definicdo 4.62. Sejam G um grupo e C uma classe de conjugacdo de G. Entdo o elemento

C= Z g € CG é chamado soma de classe.
geC

Proposicao 4.63. Sejam G um grupo e C uma classe de conjugacdo de G. Entdo a soma de

classe C estd em Z(CG).

Demonstracdo. Suponha que C é composta dos elementos g, ..., g"" para algum g € G,
n

assim C = Zgyi. Dado h € G temos

i=1

Pois conjugar por & define uma bijecdo da classe C nela mesma. Assim, C comuta com todo

elemento de G e portanto com todo elemento de CG. [l

Lema 4.64. Sejam G um grupo, g € G e C = gY. Considere U um CG-médulo irredutivel

com caracter . Entdo

uC=Au, uc U,
onde ()
X8

A =|C|Z=2£.
| ’x(1>

Demonstragdo. Como C € Z(CG) a Proposicio 4.21 garante que existe A € C satisfazendo

uC = Au para todo u € U, ou seja, se B for uma base de U, entdo o endomorfismo

M'-)MEZ ZLLX

xeC

tem, por um lado, traco

Y x(x).

xeC

E por outro lado tem trago Ay (1). Como y é constante em C podemos ainda escrever

Ax(1) =IClx(g)-

Como desejado. 0
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Teorema 4.65. Sejam G um grupo e y um caracter irredutivel de G. Entdo para todo g € G

€ um inteiro algébrico.

Demonstracdo. Tome g € G, mostraremos que A € autovalor de uma matriz com coeficientes
inteiros, para tanto considere o endomorfismo de CG dado por r — rC, onde C = g°. Sejam

g1,---,8n 0s elementos de G, entdo g; € levado em Z giX, ou seja, a matriz associada a esse

xeC
endomorfismo possui coeficientes inteiros, por fim, o Lema 4.64 garante que

A= ‘ )CG‘ X (g )
x(1)
¢ autovalor desse automorfismo, ou seja, A € inteiro algébrico. O

Lema 4.66. Sejam ) um caracter do grupo G e x € G. Entao

Y X8 =|Cg(x)
geG

onde C = xC.

h

Demonstragcdo. O Lema é consequéncia do seguinte fato. Se x* e x”* sdo dois conjugados de

x em G, entdo x% = x”* se, e somente se, g =ch com ¢ € Cg(x). O

Proposicao 4.67. Seja x um caracter irredutivel do grupo G. Entdo para quaisquer g,h € G

temos

x(8)x x(ght).
Sy

7eG

Demonstragdo. Pelo Lema 4.66 temos

Y ghi=g) I =glCs(h)|C,

zeG z€eG

onde C = h®. Usando o Lema 4.64 podemos ainda reescrever

:_ IClx(h)  |Glx(h)
Z;Ggh = |Cg(h)] <) 5= ) ¢

Dessa forma obtemos

o _ Glx(h)
ZGZGX (gh) () —=x(g).
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Equivalentemente,

Lema 4.68. Tome x,y € G, entdo a relagdo definida em G por
x ~ y se, e somente se, existe z € Z(G) tal que x € (yz)°.

€ uma relacdo de equivaléncia. Além disso a classe de equivaléncia de x € G € da forma
x={x%z]g€G,z€ Z(G)}.

Demonstragdo. Verificaremos as condi¢Oes necessarias para ~ ser uma relacdo de equiva-

1éncia
* x ~xpoisx € (x1)°.

. -1 :
» Sex ~y, entdo x = y¥z para certos g € G,z € Z(G), equivalentemente y = x* z, assim

Yy~ X,

h

* Sex~yey~zentdox=yrey=z'scomghe GerscZ(G). Portanto x = y¢" s,

ou seja, x ~ Z.
O
Teorema 4.69. Sejam G um grupo e y um caracter irredutivel de G. Entdo x (1) | [G: Z()].

Demonstragdo. Comecaremos supondo que Ker()) = 1, nesse caso, Z(x) = Z(G) pelo
Lema 4.44. Considere a relagdo ~ definida anteriormente. Afirmamos que |x| € constante
nas ~-classes, ou seja, que |x(x)| = |x(x®z)| para quaisquer x,g € G e z € Z(G). Note
primeiramente que |x (x*z)| = |x((xz)®)| = |x(xz)|. Pela Proposi¢ao 4.67 temos

_x(1) _x(1)
2(x)x(z) = W Z x(x7") = W

yeG

Y x(xz) = x(1)x(xz),

yeG

pois z € Z(G). Agora pelo Lema 4.44 temos que x(z) = x(1)y(z) onde v é um caracter
linear fiel de Z(x) = Z(G). Assim x(x)x(z) = x(1)x(x)w(z), substituindo na expressdo
acima obtemos ¥ (xz) = x(x)y(1), como |y(z)| = 1 segue que |x(x)| = |x(xz)|, como
queriamos.

Considere %7, ..., %, as ~-classes em que ) ndo se anula, temos

r

Gl=Y x(3)* =Y 1%lx(gi)*

geG i=1
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onde g; € um representante de %;.

Mostraremos agora que |%;| = |g%||Z(G)|, como podemos escrever

%%=bwwegﬁz€ﬂGﬁ

¢ suficiente provar que todos os elementos yz € ¢ sdo distintos, para tanto suponha y;z; =

y22» onde yi,y, € giG e 71,22 € Z(G). Assim temos

200 w(z) = x(v2)w(z2),

mas X (y1) = x(»n) = x(gi) # 0, logo y(z1) = y(z2). Como y tem grau 1, entdo y é um

homomorfismo, juntamente com Y ser fiel, obtemos que z; = z» e portanto, y; = y;.

948
x(1)

Logo, denotando por A; =

, temos

G = ZlgGHZ )|x(8i)?
—ZI&GIIZ )x(gi)x(gi ")

Z(G)|x(DAix(g; )

I
™= T

I
_

Portanto
[G z

- Lt

O lado esquerdo da igualdade € um racional, ja o lado direito, pelo o que foi visto, € um

[G:Z(G)]

x(1) _

Para o caso geral, considere o quociente G = G/Ker() e o caracter ) de G associado a

x- Note que ¥ é fiel, pois se ) (gKer(x)) = x(Ker(x)), entdo x(g) = x(1) e dai g € Ker(y),
ou seja, gKer(y) = Ker()). Logo obtemos que

inteiro algébrico, assim, concluimos que € um inteiro.

[G:2(G)]
X (Ker())

¢ um inteiro. Como  (Ker(x)) = x(1) e

[G:Z(G)] (G 2(G)]
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[G:Z(G)]
x(1)

Corolario 4.70. Sejam G um grupo e x um caracter irredutivel de G. Entdo x (1) | [G : Z(G)].

segue que ¢ inteiro. 0

Demonstracdo. Basta usar que Z(G) < Z(y) e portanto x(1) | [G: Z(x)] | [G: Z(G)]. O

Sintetizaremos no proximo resultado as relacdes entre o grau de um cardcter irredutivel e
o indice do centro do grupo dadas no Corolério 4.47 e no Coroldrio 4.70

Corolario 4.71. Se y é um caracter irredutivel de G. Entdo (1) | [G: Z(G)] e x(1)* < [G:
Z(G)].



Capitulo 5
Largura de comutadores em grupos

Todos os resultados desse capitulo, salvo men¢ao do contrério, sdo do artigo [8].

5.1 Comutadores e caracteres

A primeira relagdo que veremos entre largura e caracteres € o seguinte teorema, que foi
conjecturado por W. Burnside e demonstrado por P. X. Gallagher (cf. [13, Theorem 1]).

Teorema 5.1 (Critério de Burnside-Gallagher). Sejam G um grupo finito, x € G’ e X1 ..., Xn
os caracteres irredutiveis de G. Entdo x ndo é um produto de k comutadores se, e somente se,

! 1
; W?&(X) =0,

paratodo j=0,...,k.
Agora considere algumas defini¢des que serdo tteis para o proximo resultado.
Definicao 5.2. Sejam G um grupo e n um natural. Definimos:

* m(G) = |{x(1) | x € Irr(G)} |, onde Irr(G) é o conjunto dos caracteres irredutiveis de
G.

* o nimero dos divisores de n, denotado por d(n).
* o nimero de divisores primos de n, contando multiplicidade, por p(n).

Ou seja, se p{' -~ pi» é a fatoragdo prima de n, entdo

din)=(a;+1).---(am+1)
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p(n) :al+"'+am'

O préximo teorema fornecerd a conexdo entre a largura e os caracteres irredutiveis de um
grupo, para sua demonstracao precisaremos do seguinte lema que trata sobre o determinante
de certas matrizes.

Lema 5.3. Sejam A, A, ..., A, nimeros complexos e
1 1 ... 1
M A . A
M= .l '2 . .k
AE 2k gk
Entao,

det)= [ (i-2y)

1<j<i<k

Demonstracdo. A demonstragdo serd por inducao sobre k. Para k = 2 o resultado € valido
pois det(M) = A, — A;.

Agora suponha o resultado vélido para k — 1. Considere a operagdo elementar que
consiste em trocar a i-ésima linha pela i-ésima linha somada com a (i — 1)-ésima linha
multiplicada por A;. Podemos aplicar essa operacdo para de i = k até i = 2, como nao
alteramos o determinante de M obtemos
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1 1 1
0 M —M M — A
det(M) =10 lz()tz —l]) lk(lk—)tl)

0 Af_l(kz—)q) )u,f_l(lk—)ul)
M —M M — M

. LA —A1) .. AM—A)

/1571(12—&1) l]fil(lk—ll)

k A A - A
2 3
=[Tx—21)- k
l':2 . . . .
)uzk_l )ué(_l )“lf_l
Por fim, a hip6tese de indugdo garante que det(M) = H (i —4j). O
1<j<i<k

Teorema 5.4. Seja G um grupo finito. Entdo A(G) < m(G).

Demonstracdo. A base da demonstracdo serd aplicar o Critério de Burnside-Gallagher
com k = m(G) — 1. Antes disso, defina m = m(G) e seja fi,..., fim 0s diferentes graus
dos caracteres irredutiveis de G. Podemos supor f; = 1. Defina também A; = fl._2 para

i=1,...,m. Agora, para cada i defina ¢; : G — C por

¢i=Y x(1)x

onde os caracteres presentes em ¢; sdo tais que x (1) = f;.
Tome x € G'. Pelo Critério de Burnside-Gallagher x ndo é um produto de k = m — 1
comutadores se, € somente se,

1

Z ———x(x)=0 (5.1)
2j—1

eim(c) X ()7

para todo j =0,...,k. Com as defini¢des estabelecidas no inicio da demonstracdo podemos

escrever (5.1) como
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le.f(pi(x) =0,
i=1

para j =0,...,k. Assim, x € G’ nio é um produto de k comutadores se, e somente se,

(ngE

1

~.

para j =0,...,k, onde a; = ¢;(x). As equacdes acima definem um sistema homogéneo de m
equacdes em m incognitas. Note que o determinante da matriz associada é ndo-nulo, de fato,

pelo Lema 5.3, o determinante

1 1 ... 1

M A o A

. .. LT H ()Lh_)Lj)
: : T : 1<I<h<k
AkAk Ak

¢ ndo-nulo pois os A; sdo dois a dois distintos. Dessa forma, esse sistema possui apenas
solugdo trivial, em particular, a; = ¢;(x) = 0. Por outro lado, ¢; é a soma dos caracteres
lineares de G. Denote por L o conjunto dos caracteres lineares de G. Usando o Teorema 4.58
temos

o)=Y x(x)= ) 2x6G)= )Y 1=|G/G]
XEL xelr(G/G") x<lr(G/G")

Assim, chegamos a um absurdo supondo que x € G’ ndo pode ser escrito como um
produto de k = m — 1 comutadores, ou seja, A(G) < m— 1. O

Note que o ponto chave da demonstracdo € conseguir transformar um problema envol-
vendo largura em solucionar um sistema linear homogéneo com determinante ndo-nulo. Para

o proximo teorema € interessante considerar o lema a seguir.

Lema 5.5. Seja G um grupo com |G/Z(G)| = n. Entdo G possui um subgrupo H finitamente

gerado satisfazendo:
. G/ — H/

« G/Z(G) = H/Z(H).
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Demonstragdo. Por hipdtese existem xi, .. .,x, tais que todo elemento g € G € produto de
algum x; por um elemento em Z(G). Dessa forma G = HZ(G) onde H = (xy,...,x,). Por
um lado, é imediato que H "' C G'. Por outro lado, tome um comutador arbitrario [g,h] de G.
Podemos escrever g = x;z1 e h =x;zp paraalgum 1 <i,j<nez;,22 € Z(G). Dessa forma,

g.h] = [xiz1,xjz2] = [xi,xj] € H'.

Logo G’ C H' e portanto, G' = H'.

Agora, pelo Teorema dos Isomorfismos, temos

G/Z(G) = HZ(G)/Z(G) = H/H N Z(G),

Assim, € suficiente provarmos que H satisfaz HNZ(G) = Z(H). A inclusdo HNZ(G) C
Z(H) ¢é valida para qualquer subgrupo, para a inclusdo inversa tome g € G e h € Z(H)

quaisquer. Escrevendo g = x;z para algum 1 <i<nez € Z(G) vemos que i € Z(G) pois
gh = xjzh = xjhz = hx;z = hg.

Jaque x; € H. Como h € H temos Z(H) C HNZ(G). O
Teorema 5.6. Seja G um grupo com |G/Z(G)| = n. Entdao A(G) < d(n)/2.

Demonstragdo. Tome H como no Lema 5.5. Note que G' = H' e G/Z(G) = H/Z(H)
garantem que podemos supor, sem perda de generalidade, que G € finitamente gerado. Dessa
forma, como Z(G) tem indice finito, segue que Z(G) também ¢ finitamente gerado, assim,
para qualquer k, o quociente G/Z(G)* é finito, pelo Teorema 5.4 segue que A(G/Z(G)¥) <
m(G/Z(G)").

Se A = x(1) para algum caracter irredutivel de G/Z(G)*, entdo o Corolario 4.71 garante
que A |neA? <n,logo A(G/Z(G)¥) < d(n)/2.

Portanto, tomando x € G’ temos que x = y;zx onde y; é um produto de até d(n)/2
comutadores e 75 € Z (G)k . Para cada k, escreva z;, = yk_lx, como existem finitos comutadores
em G entdo existem finitos y; €, consequentemente, finitos z;. Dessa forma existe algum
z =z tal que z € Z(G)¥ para todo k suficientemente grande. Por outro lado, sendo Z(G)
abeliano e finitamente gerado, segue que

ou seja, z = 1 e daf x = y;, onde, como mostrado acima, y; é um produto de até d(n)/2

comutadores. L]
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Esse resultado ja nos oferece uma melhor cota para a largura de um grupo central-por-
finito (cf. Proposi¢do 1.5), mas veremos que ainda € possivel refind-la ainda mais. Além
disso, ele fornece uma outra demonstracdo do Teorema de Schur.

Usando o Lema 1.15 podemos obter uma nova cota caso G seja nilpotente, mais ainda,

utilizando o resultado para grupos nilpotentes podemos refinar a cota no caso geral.

Teorema 5.7. Se G é um grupo nilpotente e |G/Z(G)| = p}" --- p%. Entdo

1
A(G) < Emax{al,...,ar}.

Demonstragdo. Como G é central-por-finito, entdo G’ é finito pelo Teorema de Schur. Logo,
pelo Lema 1.15 podemos supor que G € finito. Dessa forma, como G € nilpotente, po-
demos escrevé-lo como produto dos seus subgrupos de Sylow (cf. [19, 5.2.4]), como
|G| = p{" -+ p% - |Z(G)|, podemos escrever G= P x -+ X P, x P, onde P; € Syl,.(G) e P ¢
produto direto dos subgrupos de Sylow de G contidos no centro Z(G). Observe que P, por
ser central, ndo serd relevante para a estimativa de A (G).

Pelo Teorema 5.6 temos A (P;) < (a;+1)/2, ou seja, A(P;) < /2, pois caso contrério
terfamos o < 2A(P;) < o+ 1, absurdo. Como G' = P{ x --- x P/, segue que

A(G) < max{A(P),...,A(F)} <max{a1/2,...,0,/2} = %max{al,...,a,}.

]

Para o préximo lema, note que, dados um grupo finito G e T € Syl p(G’), podemos tomar
S € Syl,(G) tal que T = G' NS, de fato, como T é um p-subgrupo de G, existe S € Syl,,(G)
tal que T C S, ou seja, T C G' NS, mas como G' NS é um p-subgrupo de G’ e T é maximal

nesse sentindo, temos 7 = G’ N S.

Teorema 5.8. Seja G um grupo finito com |G/Z(G)| = p*g, onde (p,q) = 1. Sex € T, com

T € Syl p(G'), entdo x é um produto de, no médximo, 3a/2 comutadores.

Demonstragdo. Pelo Teorema do Subgrupo Focal [Teorema 1.10] temos

T={[g;s][g€G,s€S [g,5] €5),

onde S € Syl ,(G) é tal que T = SN G'. Como T é finito podemos escolher gi,...,gg € G e
S1,---,58 € S de sorte que T = ([gy,s1], ..., [g5,55]7S’>.
Agora, note que [g,s]"S" = [g,s"]S’. Param = 1 é imediato, a fim de utilizar indug@o,

considere o caso m = 2.
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(,5°)8" =g s 2gs”S’
— s lgss gl gs2
= [g,s]s ' [g,s]sS’
= [g,5]%[s, 8)s ' [g,5]sS’

= [g,5)%([g,5],5]S" = [g,5]2S.

Jaque [[g,s],s] € 5.

Agora supondo que a igualdade vale para m — 1, com m > 2, temos:

g,s™)S =g s Mgs™S
_ gflsf(m l)g m— lsf(mfl)gflsflgsmsl
= [g,s" s Dg, 5]
= [g.5]" (g, 5][s.gls """ Vg, s]s" 1S’
= [g,5)"[[g,s],5" "] = [g,s]"S".

pois [[g,s],s" ] € §'. Assim, dado x € T, temos

B B
%8 = [ Tleis 518" = [ l2i-s7'1S'.
i=1

=1

~.

B
Logo x = H[gi,sfi]s, onde s € §'. Portanto A (T) = 8 + A(S).
i=1
Primeiramente, mostraremos que A(S) < /2. Como S é p-grupo, usaremos o Teorema 5.7.
Note que

S/Z(8)| < S/(SNZ(G))| = IS2(G)/Z(G)| < |G/Z(G)| = p®q,

mas como S é p-grupo, temos |S/Z(S)| < p% e portanto, A(S) < a/2.
Resta mostrarmos que 8 < o. Temos primeiramente que |7 /S'| > pﬁ pois tal quociente
¢ abeliano e gerado por 8 elementos. Por outro lado, temos

IT/SNG'NZ(G)| = |T/TNZ(G)| = |TZ(G)/Z(G)| < |G/Z(G)| < p%q
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e como T é p-grupo temos |T| < p*|SNG' NZ(G)|. Por fim, a Proposi¢do 1.11 garante que

«SNG'NZ(G)| _ 4ISNG'NZ(G)| _ 4
s =P Tsnze)) ©

T/S'|<p

Logo B < a. O
Teorema 5.9. Seja G um grupo com |G/Z(G)| = n. Entdo A(G) < 3p(n)/2.

Demonstragcdo. Usando o Lema 1.15 podemos supor G finito. Agora, pelo Corolério 1.12,

0
b

~ . a /
, entdo p | n. Assim, escrevendo n = pl1 - ,p,",dado x € G', temos x = x1 - - - X,

se p |G

onde x; € Sylpl_(G’). Paracadai=1,...,r o Lema 5.8 garante que x; € um produto de, no
r

méximo, 30;/2 comutadores. Portanto x é um produto de, no méaximo, Z 3a;/2=3p(n)/2,
i=1
ou seja, A(G) < 3p(n)/2. O

5.2 Subgrupos abelianos e largura

Como vimos, o centro de um grupo tem bastante influéncia na sua largura, nesse contexto,
€ natural perguntar se subgrupos abelianos também teriam um papel similar. Nesse se¢cao
veremos que a resposta dessa pergunta € sim.

Comecaremos com o seguinte resultado.
Proposi¢io 5.10. Um grupo finito G de ordem |G| = n pode ser gerado por p(n) elementos.

Demonstragdo. Provaremos primeiramente, por indug@o, o caso em que |G| = pk. Como
Z(G) # 1, podemos tomar x; € Z(G) de ordem p de forma que |G/ (x| )| = p*~, por indugo
G/(x1) = (xa(x1),...,x(x1)). Logo, G = (x1,x,...,x;) e como p(p*) = k obtemos o

resultado.
Para terminar, escreva n = pllcl .- pkm nesse caso, G = (Py,--- ,P,,) onde P; € Syl,,,(G).
Usando o caso anterior, temos que G pode ser gerado por kj + - - -k, = p(n). [

Considere agora o seguinte lema.

Lema 5.11. Sejam G um grupo e K < G. Suponhaque [G,K] <Z(K)e G= ({xq | @ € I} ,Cs(K)),

onde / € um conjunto qualquer. Entao

[G.K] = {H[xayka] | kot GK}

acl
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Demonstracdo. Denote A = {H[xa,ka] | ko, € K ;. Por definicdo, temos A C [G,K]. Note

acl
que A € um subgrupo de G, pois para todo o € I e k,h € K temos

e, k] [xe, h] ™' = [xa, k] [xa, B) L (kT hh ™ k)
— xg k xgklxg, h) (kT ) (h k)
= xg 'k gk (k™ R) (W x g g ) (R k)
= xg k' hxgh 'k
= [xq,h k] €A,

onde usamos que [G,K]| C Z(K). Logo,

[ Tbe: kel ([Txa hal) ™" = [ 1o kaha'] € A,

acl acl ael

como queriamos. Ademais, temos A <G, pois tomando 3 € I temos

XBI [X(x,k]xlg :xlgl[xa,k]xlg [k7xa][xa,k]
= [XB, [xOhk]il][x(x,k] €A.

Portanto, como G = ({xq | & € I},Cg(K)), segue que g~ ' [xq, kg € A para todo g € G. Por
fim, como
g_l(H[xwka])g = Hg_l[xwka]g cA

acl ael

para todo g € G obtemos que A <G. Para terminar a demonstragdo, usaremos que

[xaxg, k| = [xq, kP [xg, k] € A.

m

Logo, dado g = Hxaiy, onde a; € I e y € Cg(K), podemos usar indugdo em m para mostrar
i=1

que [g,k] € A para todos g € G e k € K, ou seja, [G,K]| C A e portanto [G,K] = A. O

Esse teorema vale, em particular, para subgrupos normais abelianos de indice finito. De

fato, se K < G satisfaz essas condicoes, entdo
G={(x1,...,%,K) = (x1,...,%,C5(K)),

pois K C C(K). Além disso, para quaisquer g € G e k € K temos [g,k] = (k~')%k € K, ou

seja, [G,K] C K = Z(K). Dessa forma, temos o seguinte coroldrio.
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Corolario 5.12. Sejam G um grupo e K< G abeliano com [G : K| = n, entdo todo elemento

de [G,K] é um produto de p(n) comutadores.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 5.10 podemos tomar r < p(n) tal que G = (x1,...,x,,K),
logo
[G,K] = {H[xr,kr] | k € K} )
i=1

como queriamos. [
Usaremos esse fato para provar um andlogo do Teorema 5.9.

Teorema 5.13. Sejam G um grupo e A um subgrupo subnormal abeliano de G. Se [G : A] = n,
entdo A(G) < 5p(n)/2.

Demonstragdo. Primeiramente, se A <G, entdo pelo coroldrio anterior, temos que os ele-
mentos de [G,A] se escrevem como um produto de r < p(n) comutadores. Assim, temos
A(G) < A(G/|G,A]) +r, pois tomando x € G, temos x[G,A] € (G/[G,A])’, ou seja, podemos
escrever x = xx2, onde x; € G é um produto de até A(G/[G,A]) comutadores e x; € [G,A] é
um produto de até r comutadores.

Podemos limitar A(G/[G,A]) com o Teorema 5.9, para tanto note que [G,A] < A, pois
A <G, além disso, temos A/[G,A] < Z(G/[G,A]) e portanto

(G/1G,A]: 2(G/[G,A])] | [G/[G,A]:4/[G,A]] = [G,A] = n.

Logo A(G/[G,A]) < 3p(n)/2. Por fim, temos A(G) < 3p(n)/2+p(n) =5p(n)/2.

Agora, supondo A = Ag<A;<---Ar = G, com k > 0, usaremos indu¢do em k. O caso
k =1 jé foi feito, suponha que o resultado vale para algum k > 1. Denote [A;_; : A] = m, por
indugao, temos A (Ax_1) < 5p(m)/2. Além disso,

A1 < G
(Arm1)" (Axmr)”

E também que,

[G/(Ak1)" 1 At (A1)] =[G 1 Ag] = (G A]/[Ak—1 JA] = n/m.
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Portanto pelo caso base temos, A(G/(A;_1)") < 5p(m/n)/2. Por fim, temos

A(G) < A(G/(Ar1)) + AAg_) = 5p(n/m) . 5p(m)

2 2
_5(pn/m)+p(m))
2
_Sp(n)
2

Para grupos soldveis € possivel refinar ainda mais a cota.

Proposicao 5.14. Sejam G um grupo solivel e um A subgrupo subnormal abeliano de G
com [G : Al =n, entdo A(G) < p(n).

Demonstragcdo. Usaremos indug¢do em n, para n = 1 o resultado segue pois teriamos G = A,
dai A(G) =0 = p(1), assim suponha n > 1. Como A é subnormal, existe M <G normal
maximal tal que A < M. Como G é soluvel temos [G,M] = p, para algum p primo, logo
[M : A] = n/p < n, portanto a hipétese de indugdo garante que A (M) < p(n/p) = p(n)— 1.
Além disso, como G/M é ciclico, temos G' = [G,M], de fato, dado [g,h] € G’ podemos

escrever g = x'neh=x*m,onde m,n € Mexétal que xM gera G/M. Dai
(8.4 = [x'n,x"m]
= X nxdfmnx " tm Ik
= (x mx D (Fmx o F T (ol e xR ok )

= noxl moxkx*l ny 1x*kma !

= (noxlmox_lnalmal)mono (xlxkx_l)nalx_kmal
[nox mo]monoxkno I~ kmo1

[nox mo) [no,xk]mo € [G,M].

Onde ng = x'nx~" e my = x*mx~*. Logo G’ C [G,M], como também vale [G,M] C G’ temos
a igualdade desejada. Ademais, note que, dado [g,n] € [G,M]

lg,n] = [x'm,n] = x'mnm™'x"'n = [m,n]xl ', n] € [x,n)M’,

ou seja, todo elemento de G = [G,M] é um comutador médulo M’, dessa forma temos
QL(G/M’) < 1. Portanto A(G) < QL(G/M/) +AM)<14+p(n)—1=p(n). OJ
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Como vimos, o indice [G : Z(G)] tem forte influéncia na largura A(G). E natural se
perguntar o que aconteceria caso substituissemos a hipétese do quociente G/Z(G) ser finito
por ser finitamente gerado. Se G = F, é o grupo livre 2-gerado, entdo G/Z(G) =G e
portanto é finitamente gerado, mas A(G) € infinita. Ou seja, pedindo somente que G/Z(G)
seja finitamente gerado ndo poderfamos dizer muito sobre A (G). Sendo assim, adicionaremos

hipdteses de nilpoténcia para obter resultados mais interessantes.

Lema 5.15. Sejam G um grupo e yi,...,y, € G. Considere H = (y1,...,yu), K o fecho
normal de H em G, K| = [G,K] e K;+; = [K,K;] para i > 1. Suponha ainda que G =
(x1,...,%,,C5(K)). Se K, = 1 para algum r, entdo

[G,K]:{Hx,, ﬁy,, ]| hiyhj eK}
=1

j=1

Demonstracdo. A demonstragdo serd por indugdo em r. Se r = 2, estamos nas condicdes do
Lema 5.11, pois [K, [G,K]] = 1 e dessa forma [G,K]| < Z(K), a fim de obtermos a igualdade
desejada, aplique o Lema 5.11 com G = (xy,...,Xn,¥1,---,Ym, Cc(K)).

Suponha agora r > 2. Defina

m
A= {wa H)’Ja |hl7h EK}
i=1

j=1

E B = [G,K,_1]. A fim de usar indugio no grupo G = G/B, suponha primeiramente que
B # 1. Nesse caso, considere H = (y1B,...,ynB) e K é o fecho normal de H em G.
Note que K = K/B e K,_1 = 1. Por indugdo, temos

[ 7K] = [G7K]/B: {

1

n m
xiB,hiB] [ [[y;B.k;B] | hi,h; EK}
=1 j=1

Logo [G, K] = AB. Para terminarmos, ¢ suficiente mostrar que AB C A. Usando novamente o

Lema 5.11 obtemos
n
[G7Kr—l] = {H[xiazi] | % € Kr—l} .
i=1

Como K,_1 < Z(K), temos

m n n m

m
H[Xn Hy]7 [xi, zi] :H[Xia i, zil | | s kil = | | zihi H)’]a
=1

i=1 j=1 i=1 i=1 j i=1 j=1

N
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Para quaisquer hy,. .., hy,ki,....kn € Kezi,...,2, € K,_1, ouseja, AB C A e assim [G,K]| =
A, como queriamos.

Suponha agora que B = 1, ou seja, que K,_; < Z(G). Usaremos induc¢do em G/K,_1,
de forma andloga, temos [G, K] = AK,_;. Note que estamos nas condi¢des do Lema 5.11
considerando o subgrupo K,_; = [K,K,_»| < Z(K), assim,

m
Kt = {H TT0% )| i Krz} .
j=1geG

Jd que K ¢é gerado pelos conjugados dos geradores de H, mas como K,_; < Z(G) podemos

reescrever os elementos de K, da seguinte forma

HH[yf”h,g

j=1geG

Es

yl7
geG

~.
I
—_

Il
famE

yl? lg
geG

yl7 Hh
geG

|
~.
[
N

e’

[thl]

~.
I
—_

Onde z; = H h‘i; € K,_». Novamente, usando que K,_; < Z(G), podemos mostrar que

geG
AK,_1 C A, pois

n m
H-xl? H[)’j; J]Hyzyzz H[xzu H[)’p yj7zj]_Hxl7 Hyjuzj
i=1 i=1 i=1 j=1

]

Teorema 5.16. Se G é um grupo nilpotente e G/Z(G) pode ser gerado por n elementos,
entdo A(G) < n.

Demonstragdo. A demonstracio é andloga ao Lema 5.15, mostraremos que G’ = A, onde
n
A=< [xvillyieGy.
i=1

Com xy,...,x, os geradores de G. Suponha G nilpotente de classe r e denote K = %, (G),
assim, temos %_1(G) < Z(G). Aplicando indugdo em G/K, obtemos que G' = AK. A
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inclusdo K C A segue do Lema 5.11 e do subgrupo K ser central, assim como no Lema 5.15.

Logo, qualquer elemento de G’ é um produto de até n comutadores, ou seja, A (G) < n.
]

Teorema 5.17. Se G é finitamente gerado e nilpotent-por-nilpotente, entdo A (G) é finita.

Demonstracdo. Seja N <G com N e G/N nilpotentes. Temos ¥,(G/N) = 1 para algum r, ou
seja, 7-(G) < N, como N é nilpotente segue que ¥,(G) é nilpotente. Dessa forma, o Lema

5.15 se aplica fazendo K = ¥,(G), pois
* G = (x1,...,x,) por hipétese.

* 7.(G) é o fecho normal de um grupo finitamente gerado, a saber, o grupos gerado pelos

comutadores de peso r formados pelos geradores de G.

* K;1 =[G,K] CK eassimK; C %(K). Como K é nilpotente, temos K, = 1 para algum

r.

Logo G tem largura finita. [

5.3 Grupos de Macdonald

Com o objetivo de apresentar exemplos elementares de grupos com largura maior do que 1, I.
D. Macdonald construiu, para cada n natural, grupos de matrizes n-gerados (n > 3) e provou
que para n > 6 esses grupos possuem, de fato, tal propriedade (cf. [17]).

Aqui mostraremos que esse fato também se realiza para n = 4,5, mais do que isso,
calcularemos a largura exata para n qualquer quando as entradas das matrizes estdo sobre um
corpo de caracteristica 2. Com isso, também conseguiremos mostrar que as cotas obtidas por
Guralnick sao bastante finas.

Comecaremos com alguns fatos sobre matrizes.
Definicao 5.18. Seja M um matriz com entradas sobre algum corpo F.
¢ Definimos rank(M) como a dimensdo do F-espaco vetorial gerado pelas linhas de M.
* Se M for uma matriz quadrada que satisfaz M = —M" , entdo M ¢é dita antissimétrica.
Proposicao 5.19. Sejam A, B matriz reais. Entao
* rank(AB) < min {rank(A),rank(B)}.

e rank(A + B) < rank(A) + rank(B).
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Agora veremos que € possivel ter algum controle sobre a largura de um grupo nilpotente

de classe 2 associando cada elemento do subgrupo derivado a uma matriz antissimétrica.

Defini¢iio 5.20. Seja G = (x1,...,x,) um grupo com G’ C Z(G). Defina ¢;; = [x;,x,] para 1 <

.. Aij .
i < j <n. Tomando c € G podemos escrever ¢ = H . j’ para certos A;; € Z. Associaremos

i<jCi
uma expressdo do tipo a uma matriz antissimétrica, A(c) = (a;;) com coeficientes inteiros,

onde a;; = Ajjsei < jea;=0,istoé,

0 A2 A3z o A

A2 O Az o A

Ale)= |41 —Ann 0 - A3y
_lln _AZn _A3n o 0

Lema 5.21. Seja G = (xy,...,x,) um grupo com G’ C Z(G). Se w é um comutador de G,
entdo rank(A(w)) < 2.

Demonstragcdo. Temos

w= [fo‘i,nx?i] = Hc?jiﬁj_ajﬁi. (5.2)

i=1 =1 i<j

Pois G’ C Z(G). Assim podemos escrever A(w) = AB" — BA, onde

a 0 -~ 0 Bl 0 -+ 0
P R FY S L
% 0 - 0 B, 0 - 0
Sendo assim rank(A(w)) < 2. O

De forma geral, denotaremos por E (i, j) = (a,s) a matriz quadrada (de alguma ordem)

com coeficientes em [, definida por a,; =1 se r = i,s = j € a,; = 0 caso contrério.

Definicao 5.22. Definiremos M,, como o grupo gerado pelas matrizes, com entradas em [, e
ordem (n® +3n)/2 x (n* + 3n) /2, definidas por

i—1
Ai=I+EQ2i—1.2)+ Y EQji+(j+1)(n—(j(j+1))/2)).

i=1
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Ondei=1,---,n.
Por exemplo, M3 é gerado por
Ay =1+E(1,2).

Ay =1+E(3,4)+E(2,7).
A3 =1+E(5,6)+E(2,8)+E(4,9).

A ideia por tras dessa definicdo € considerar matrizes "esparsas" de forma que calcular
seus produtos seja simples, lembre-se que
Lema 5.23. E(i, j))E(l,k) =0se j#1le E(i,j)E(l,k) = E(i,k) se j = .
Proposi¢ao 5.24. Sejam A; e A; geradores do grupo M, entdo

1 AA, — Ai+Ar—1, sei>k
ST A+ A — T+HEQi— 1 k+ (i+1)(n—(i+1)/2), sei<k

2. A7 =4,

3, (A = I+EQRk—1,i+(k+1D)(n—k(k+1)/2)), sei>k

PRI T4 EQi— Lk+ i+ D)(n—i(i+1)/2)), sei<k
Demonstragdo. 1. Usando distributividade temos

k—1
AiA = Ai+AE(2k—1,2k)+A; Y E(2jk+ (j+1)(n—(j(j+1))/2)).
i=1
Agora suponha i > k. Note que pelo Lema 5.23 temos A;E (2k — 1,2k) = E(2k— 1,2k)
e também
k—1

k—1
Ai Y EQjk+(+1)(n=(j(j+1))/2) = Y} E@jk+(i+1)n—(j(j+1)/2)
i=1 i=1

=Ar—E(2k—1,2k)—1.
Logo
AA,=A;+A— I
Considere agora i < k. Da mesma forma A;E (2k — 1,2k) = E(2k — 1,2k), mas agora,
k—1

A Y EQjk+(j+1)(n—(i(j+1))/2)

i=1
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vale
k—1
EQi—Lk+(i+1)(n—(i+1)/2))+ Y EQ2jk+(j+1)(n—(j(j+1))/2)),
i=1
ou seja,
AAr=Ay—EQ2k—1,2k) —I+EQRi— Lk+(i+1)(n—(i+1)/2)).
2. Do item anterior A;A; = A; +A; — I = I pois estamos sobre [F;.

3. Como os casos i > k e i < k sdo andlogos faremos apenas o caso i > k. Temos

A1, A = (AiAr)?
— A+ AA AT
— At Ap T+ A+ Ag T+ EQk— i+ (k+1)(n— (k+1)/2)) +1
—[+EQ2k—1,i+ (k+1)(n—(k+1)/2)).

[
Proposic¢ao 5.25. Considere G = M,,. Entao
1. G é nilpotente de classe 2.
2. G =Z(G).
3. G| = 212 ¢ |Gl = (=12,
Demonstragao. 1. Considere A;,A;,A; geradores de M,,, suponha que i > k e denote

E=EQ2k—1,i+(k+1)(n— (k+1)/2)). Entdo

A1, Akl A = (I+E)'A7 T+ E)A,
— (1 +E)AZ(I+E)AZ
= (A; +EA;)?
= (A/+E)?

=Al+E*=1+0=1.

Analogamente [[A;,A;],A;] = I se i < k. De qualquer forma, vemos que G’ < Z(G).
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2. Como G’ < Z(G) é suficiente mostrarmos que [G : G'] =[G : Z(G))]. Para tanto, observe
que G/G' quanto G/Z(G) sdo grupos 2-abeliano elementar gerados por n elementos,
de forma que |G/G'| = |G/Z(G)|.

3. Mostraremos primeiramente que |G| = on(n—1)/2

. Note que os comutadores [A;, Ai]
com 1 <i <k <ngeram G', além disso, tais comutadores sdo linearmente independen-
tes (vendo G’ como um IF»-espaco vetorial). Para ver isso, observe que cada comutador

[A;,Ay] tem 1 na posi¢do (2i — 1,k+ (i+1)(n—i(i+1)/2)), de sorte que a equagido

H [AivAk]/lij =1

1<i<k<n

s6 tem soluc@o quando cada A;; for nulo.
Assim |G'| = 2""=1)/2 Agora, temos que A G',A,G',. .., A,G’ é uma base para G/G',
ou seja, |G/G'| =2". Por fim, temos |G| = |G/G'||Z(G)| = 27"~ 1)/2,

O

Considere G = M,,. Tome ¢ € G, como o conjunto {ci i [1<i<j< n} forma uma base

para G, existem unicos A; jcom 1 <i< j<ntais que
c= ]I <
1<i<j<n
Assim, a matriz A(c) definida em 5.20 é tnica, usaremos isso para calcular a largura de M,,.

Teorema 5.26. Considere G = M,,. Entdo A(G) =n/2senépare A(G)=(n—1)/2sené

impar.

Demonstragdo. Como [G : Z(G)] = 2" o Teorema 5.7 garante que A(G) < n/2. Suponha n
par, tome ¢ = 1234 Cp—1 0 € G, assim

0 1
-1 0
0 1

0 1
-1 0
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Logo rank(A(c)) = n. Supondo que ¢ pudesse ser escrito como um produto de k < n/2

comutadores wi,...,w; chegaremos ao seguinte absurdo,
rank(A(c)) < rank(A(wyp)) + - --rank(A(wy)) < 2k < n.

Sendo assim A(G) = n/2.
Suponha n = 2m+ 1 impar, considere ¢ = c21¢43 -+ - Com2m—1 = cl_zlc; 41 . .CZ_ni—l om» 10€0

0 —1
I 0

1 0

0 -1
1 0 O
0 O

Assim, rank(A(c)) = 2m. Novamente, supondo que ¢ pudesse ser escrito como um

produto de k < m comutadores temos um absurdo, pois
rank(A(c)) <2k < 2m.

Sendo assim, (n—1)/2A(G) <n/2,logo A(G) = (n—1)/2, como queriamos. O

Os grupos de Macdonald mostram que as cotas obtidas por Guralnick sdo bastante finas,
para ver isso considere G = Mj,,, entdo, como vimos, A(G) = m. A tabela seguinte sintetiza

algumas das cotas obtidas. Usaremos que [G : Z(G)] = 2%™".

Teorema 5.7 | Teorema 5.9 | Teorema 5.13 | Proposicdo 5.14
A(G) < m 3m 5m 2m

Vemos que o Teorema 5.7 oferece a melhor a melhor estimativa, porém precisamos da
nilpoténcia do grupo.
5.4 Grupos de Largura 3

Em sua tese de doutorado R. M. Guralnick encontrou os menores grupos de largura 2, a saber,
tais grupos t€ém ordem 96 e sdo isomorfos a ((C4 X C3) X C4) X C3 e (Co X Cy X Qg) % C3.
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Nesse sentido, uma questdo natural € encontrar um grupo minimal com largura 3, sendo

assim, considere uma versdao mais restrita desse problema.
PROBLEMA 5. Encontre um p-grupo G de menor ordem tal que A (G) = 3.

As ferramentas construidas nesse capitulo possibilitam alguma consideracdo sobre essa
questao.

Proposiciio 5.27. Se G é um p-grupo de largura 3, entdo [G : Z(G)] > p®e [G: G'] > p*.

Demonstracdo. Pelo Teorema 5.4 temos m(G) > A(G) = 3. Por outro lado, usando o
Corolario 4.71 temos que (1) | [G : Z(G)] e x(1)* < [G : Z(G)] para todo caracter irredutivel
% de G. Logo, supondo [G: Z(G)] < p°, entdo x (1) € {1, p, p*}, ou seja, m(G) < 3, absurdo.
Se [G: G| < p?, entdo pelo Teorema de Base de Burnside ([19, 5.3.2]) segue que G €
2-gerado, sendo assim, G/Z(G) é 2-gerado. Portanto, o Teorema 5.16 garante que A(G) < 2.
O

Além disso, usando o Teorema [13, Theorem 1b], para que A (G) = 3 € necessdrio que
|G'| > p®. Unindo isso com a proposi¢do anterior obtemos que |G| > p°. Em resumo, para
que um p-grupo tenha largura 3 € necessdrio que

* |G| > p.
* [G:Z(G)] = p°.
« [G:G'>p .

Pelo resultado da secdo anterior Mg € um 2-grupo de ordem 2?le largura 3. Mais ainda,
em [8], Guralnick construiu, para cada p primo, um p-grupo de ordem p'> e largura 3. Sendo
assim, a busca por um p-grupo de largura 3 de menor ordem fica restrita aos p-grupos de
ordem entre p9 e p]4.

Por fim, terminamos o capitulo deixando o survey [15] como recomendagao para mais
detalhes sobre comutadores.
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Apéndice A
Alguns calculos e o software GAP

De forma sucinta, o GAP (Groups, Algorithms, Programming) é um software livre de
Algebra Computacional focado especialmente em Teoria de Grupos. De maneira geral, o
GAP consegue realizar célculos aritméticos e possui operadores 16gicos comuns presentes em
outras linguagens de programacgdo, como loops e condicionais. Dessa forma, discutiremos
apenas as fungdes e objetos particulares da Teoria de Grupos.

O GAP possui implementado fungdes para construir grupos particulares, como grupos de
matrizes, diedrais, ciclicos, entre outros. Além disso, € possivel construir grupos a partir de
seus geradores, basta escrever

Group([gen]);
onde [gen] € uma lista dos geradores. J4 para definir um grupo livre n-gerado escrevemos
FreeGroup(n) ;

Além disso, também € possivel descrever as relacdes que os geradores satisfazem, ilustra-

remos tal construgdo através de um exemplo. Suponha que escrevemos
g:=FreeGroup(3);

definindo um grupo g 3-gerado. Denote por g1,g2,g3 0s geradores desse grupo, se por

exemplo, quisermos um grupo satisfazendo gg2g3 = g7 = | escrevemos
g/lg.1xg.2%g.3 , g.1°2]

De forma geral, escrevemos
g/lw_1,w_2,...,w_n]

onde w; sdo as relagdes que desejamos que os geradores satisfagcam.
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A.1 Grupos de expoente 6

Na demonstracdo do Lema 3.10 utilizaremos GAP para realizar algumas contas. Essa parte
do texto servird para clarificar um pouco mais esse processo.
Primeiramente, escreveremos

f:=FreeGroup("x","a","b");

para definir o grupo livre gerado por x,a,b. Queremos o grupo satisfazendo
= (xa)? = (xb)? =da’ =b> = (ab)® = (ab™")® = (xab)® = (a(ab)*)® =1
Portanto escrevemos

g:=f/ [f.1°2,
(f.1%f.2)"2,
(f.1%£f.3)"2,

f.2°3,

£.3°3,

(f.2%f.3)"6,
(f.2%x((£.3)~(-1)))"6,
(f.1%f.2%f.3)"6,
(f.1%(f.2%f.3)"3)"6];

Ja o grupo satisfazendo

@ =b=c = (ab)® = (bc)® = (ca)® = (bc ') = (ca™)? = (ab™")? = (abac)® =

= (abac™ ")} =ab lac)? = (ab~'ca')? = (a7 'bc)® = (ab~'¢)® = (abc™1)° =1
pode ser calculado com o comando:

h:=f/[f.1°3,f.2°3,f.3"3,
(f.2%f.3)"3,(£.3%f.1)"3, (f.1%f.2)"3,
(£.2%(£.37(-1)))"3,(£.3*(£f.1°(-1))) "3,
(f.1%(£.2°(-1))) "3, (f.1%f . 2%f . 1%f .3) "3,
(f.1%f.2%f . 1*%(£.37(-1))) "3,
(f.1x(£f.2°(-1))*f.1x£.3) "3,
(f.1%(f.2°(-1))*f . 1% (£.3°(-1))) "3,
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((f.1~(-1))*f.2%f.3)"6,
(f.1x(£f.27(-1))*f.3)"6,
(f.1*f.2%(£.3°(-1)))"6];

Por fim, para calcularmos as ordens desses grupos escrevemos
Order(g) ;0rder(h);

e 0 GAP nos retorna que g e i tém ordens 2 - 33e37, respectivamente.

Agora estamos em condic¢Oes de demonstrar o Lema 3.10.

Lema (3.10). Sejam G um grupo de expoente 6, x € G um elemento de ordem 2 e A C G tal
que se a € A, entdo a® = (ax)? = 1. Entdo (A) tem expoente 3.

Demonstracdo do Lema 3.10. Tome a,b € A, mostraremos que {(a,b) tem expoente 3. Para
tanto, defina H como o subgrupo gerado por a,b,x. Note que (a,b) <H, pois a hipdtese nos
garante que

x lax = ail,xflbx —p!

Além disso, (a,b) tem indice 2 em H. Para finalizar, note que as hipéteses garantem que
os geradores a,b,x de H satisfazem

= (ax)? = (bx)? = a’ = b* = (ab)® = (ab™")® = (xab)® = (a(ab)*)® = 1.

Assim, usando as contas que foram feitas no GAP vemos que |H| < 2.3%, portanto
[{(a,b)| = 3. Por fim, como (a,b) é um 3-grupo que é subgrupo de um grupo de expoente 6,
ele proprio precisa ter expoente 3.

Agora tomando a,b,c € A mostraremos que (a,b,c) também tem expoente 3. Como
aba,ab”'a € (a,b) esses elementos tem ordem 3, além disso,

x(aba)x = (xax)(xbx)(xax) =a 'b"'a™ ! = (aba)™".
Analogamente x(ab™'a)x = (ab~'a)”!. Esses fatos e a igualdade
(A) = (A, aba,ab™'a),

garantem que podemos supor, sem perda de generalidade, que aba,ab™'a € A. Dessa forma

segue que (aba,c) e (ab~'a,c) tém expoente 3, portanto
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@ =b=c = (ab)® = (bc)® = (ca)® = (bc™')? = (ca™)? = (ab™1)? = (abac)?

= (abacil)3 = (abilac)3 = (abilac*1)3 = (aflbc)6 = (abflc)6 = (abc*1)6 =1

Novamente, considerando as contas feitas no GAP vemos que |(a,b,c)| < 37 e portanto
{a,b,c) possui expoente 3.

Mostraremos agora que (a,b,c,d) é nilpotente verificando que [x},x7,x3,x4,x5] = 1 para
quaisquer x1,x3,x3,%4,%5 € {a,b,c,d}.

O Teorema 3.6, garante que qualquer grupo de expoente 3 tem classe de nilpoténcia no
maximo 3. Dessa forma, a identidade desejada para um comutador em que algum dos termos

X1,X2,Xx3,Xx4 se repete € garantida. Resta verificar entdo que
la,b,c,d,a] = [a,b,c,d,b] = [a,b,c,d,c] = |a,b,c,d,d] =1

Para tanto, com um argumento analogo ao utilizando anteriormente, podemos supor que
[a,b,c] € A, pois [a,b,c]®> = 1 e x[a,b,c]x = [a,b,c] . Assim, o subgrupo ([a,b,c],d,a) tem
expoente 3 e portanto a Proposicdo 3.7 garante que [[a,b,c],d,a] = [[a,b,c],a,d] ™!, ou seja,

la,b,c,d,a) = [[a,b,c],d,a] = [[a,b,c],a,d] " = [[a,b,c,a],d] ' =1.
Pois, como vimos, [a,b,c,a] = 1. Analogamente provamos que
la,b,c,d,b] = [a,b,c,d,c] =1.
Por fim, como ([a, b, c|,d) tem expoente 3, novamente o Teorema 3.6, garante que
la,b,c,d,d] = [|a,b,c|,d,d] = 1.

Logo (a,b,c,d) é nilpotente de classe no maximo 4.

Mostraremos agora que os fatores ¥;((a,b,c,d))/¥i+1({a,b,c,d)) para 1 <i <4 tem expo-
ente 3. O termo ¥ ({a,b,c,d))/Y;+1({a,b,c,d)) é gerado, médulo ¥;+1({a,b,c,d)) por comu-
tadores [ay,--- ,a;] onde a; € {a,b,c,d}, se i <3, entdo |ay,a;,a3] € (a1,az,a3) que possui
expoente 3. Se i =4, entdo [ay, a2, a3,a4]’ = [[a1,a2,a3)?, as] pois ¥ ((a, b,c,d)) /Yir1((a,b,c,d))
é abeliano. Como [a1,ay,a3]® = 1 terminamos.

Logo, os fatores da série central inferior de (a,b,c,d) sdo grupos de expoente 3 e,
portanto, 3-grupos, o que garante que {(a,b,c,d) também é 3-grupo. Sendo também um

subgrupo de um grupo de expoente 6, (a,b,c,d) tem expoente 3. Portanto, pelo Teorema 3.6,
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(a,b,c,d) tem classe de nilpoténcia no maximo 3, logo [a,b,c,d] = 1 onde a,b,c,d foram
tomados arbitrariamente em A, ou seja, (A) € nilpotente de classe no maximo 3, analogamente
ao argumento para (a, b, c,d), temos que (A) possui expoente 3. O
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