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Resumo

Com o aumento do volume de dados observacionais obtidos por levantamentos astrono-
micos e a melhora na precisao desses dados, os erros estatisticos nas estimativas de pa-
rametros cosmologicos e astrofisicos vém sendo superados pelos erros sistematicos. Para
melhor restringir esses parametros e minimizar o impacto dos erros sisteméaticos nas ané-
lises, além do céalculo do espectro de poténcia angular de uma certa sonda cosmolégica,
uma outra ferramenta vem ganhando importancia: o espectro cruzado de poténcia angu-
lar entre sondas de diferentes naturezas. Além disso, com a melhor precisao dos dados, é
necessario também que os calculos numéricos tenham precisdo suficiente para que erros
numéricos nao interfiram nas analises dos dados, de forma que a comparacao e valida-
¢ao de diferentes bibliotecas computacionais é essencial para garantir tal precisdo. Neste
trabalho, tratamos do calculo tedrico dos auto-espectros e espectro cruzado de poténcia
angular de galdxias e do lenteamento gravitacional da radiagao césmica de fundo (Cosmic
Microwave Background - CMB). Para tanto, fazemos uma revisao bibliografica do modelo
cosmolégico padrao a fim de obter o espectro de poténcia linear de matéria. Em seguida,
abordamos o cédlculo da correlagao de dois pontos e, consequentemente, do espectro de
poténcia angular. Discutimos, entao, dois tragadores de matéria: distribuicao de galaxias
e o lenteamento da CMB. Finalmente, realizamos o calculo numérico dos auto-espectros
e do espectro cruzado utilizando as bibliotecas de programacao Core Cosmology Library
(CCL) e Numerical Cosmology (NumCosmo), as quais sao utilizadas pela colaboragao
Dark Energy Science Collaboration do Legacy Survey of Space and Time (DESC/LSST).
Calculamos, entao, a diferenca relativa entre os resultados de ambas as bibliotecas e dis-

cutimos a precisao numérica desses calculos.

Palavras-chaves: modelo cosmolégico padrao, correlagao cruzada, galaxias, radiacao cos-

mica de fundo, lenteamento gravitacional.






Abstract

With the increase in the volume of observational data obtained from astronomical surveys
and the improvement in the accuracy of these data, statistical errors in the estimates
of cosmological and astrophysical parameters are being surpassed by systematic errors.
To better constrain these parameters and minimize the impact of systematic errors on
analyses, in addition to calculating the angular power spectrum of a certain cosmological
probe, another tool is gaining importance: the cross-angular power spectrum between
probes of different natures. Furthermore, with the improved precision of the data, it is also
necessary for numerical calculations to have sufficient precision so that numerical errors
do not interfere with data analyses. Therefore, the comparison and validation of different
computational libraries are essential to ensure such precision. In this work, we focus on
the theoretical calculation of auto- and cross-angular power spectra of galaxies and the
gravitational lensing of the cosmic microwave background (CMB). To do this, we conduct
a literature review of the standard cosmological model to obtain the linear matter power
spectrum. Next, we address the calculation of the two-point correlation and, consequently,
the angular power spectrum. We then discuss two matter tracers: the distribution of
galaxies and CMB lensing. Finally, we perform the numerical calculation of auto- and
cross- power spectra using the programming libraries Core Cosmology Library (CCL)
and Numerical Cosmology (NumCosmo), which are used by the Dark Energy Science
Collaboration of the Legacy Survey of Space and Time (DESC/LSST). We calculate the
relative difference between the results of both libraries and discuss the numerical accuracy

of these calculations.

Key-words: standard cosmological model, cross-correlation, galaxies, cosmic microwave

background, gravitational lensing.
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Introducao

Com o passar dos anos, o volume de dados observacionais obtidos por levantamen-
tos astronomicos tem aumentado, bem como a precisao desses dados. Exemplos desses
levantamentos, no caso de galaxias, sdo o Hyper Suprime-Cam Subaru Strategic Survey
(HSC) (2014 a 2021) (NAOJ, 2021) e o Dark Energy Survey (DES) (2013 a 2019) (CTIO,
2019). Os dois levantamentos citados obtiveram informagoes de uma quantidade de ob-
jetos da ordem de 500 milhoes. Um dos préximos levantamentos a serem feitos, o Legacy
Survey of Space and Time (LSST) (RUBIN-OBSERVATORY, 2023), previsto para co-
megar a operar em 2025, pretende obter informacgoes de cerca de 20 bilhoes de galaxias
(IVEZI¢ et al., 2019), um aumento de cerca de duas ordens de grandeza no volume de
objetos. No caso da radiagdo césmica de fundo (Cosmic Microwave Background - CMB),
exemplos de levantamentos sao o Planck (2009 a 2013) (ESA, 2013), o Atacama Cosmology
Telescope (ACT) (2007 a 2022) (LCO, 2022) e o South Pole Telescope (SPT) (2007 até
a atualidade) (ASSPS, 2022). Levantamentos futuros da CMB, como o Cosmic Origins
Ezxplorer (CORE), Probe of Inflation and Cosmic Origins (PICO) e o CMB-S4 (ZOTTI
et al., 2019) pretendem melhorar a resolu¢ao na observagao para niveis muito proximos

ao limite de difracgao.

Assim, a cosmologia comecga a entrar numa era em que as incertezas nas estimati-
vas nao serao mais dominadas por erros estatisticos, mas sim por erros sistematicos. Neste
contexto, analises cosmoldgicas que consideram diferentes sondas somente de forma inde-
pendente nao extraem o maximo de informacao possivel. A andlise conjunta de diversas

sondas, que leva em conta correlagoes entre elas, tem ganhado cada vez mais importancia.

Uma das principais informagoes extraidas das diversas sondas cosmolégicas, como
galaxias, flutuacao da temperatura da radiacdo cosmica de fundo, cisalhamento de ga-
laxias, entre outras, é a autocorrelacdo de dois pontos e o correspondente espectro de
poténcia, angulares ou tri-dimensionais. De posse desses espectros de poténcia, ¢ pos-
sivel, por exemplo, inferirmos informagdes sobre o modelo teérico considerado, obtendo
restrigoes dos parametros cosmolégicos. Porém, para extrair o maximo de informacao das
sondas e minimizar o impacto dos erros sistematicos nas analises, a obten¢ao dos espectros
cruzados de poténcia entre observaveis de diferentes naturezas é essencial (RHODES et
al., 2015) (DOUX et al., 2018) (ABBOTT et al., 2023) (PRAT et al., 2023).

Para calcularmos esses espectros de poténcia neste trabalho, sao utilizadas bibli-
otecas computacionais, como a Numerical Cosmology Library (NumCosmo) (VITENTTI;
PENNA-LIMA, 2014) e a Core Cosmology Library (CCL) (CHISARI et al., 2019a). Na

era da cosmologia de precisao, devemos ser cuidadosos também em relagao aos erros
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numéricos nos calculos computacionais. Para isto, a comparagao e validagao dessas dife-
rentes bibliotecas, de forma a assegurar um calculo numérico suficientemente preciso e,

consequentemente, resultados fisicos corretos, também é uma tarefa essencial.

O objetivo deste trabalho ¢ fazermos uma revisao do modelo cosmolégico padrao
e também apresentarmos comparagoes entre as duas bibliotecas mencionadas, no con-
texto do calculo dos auto-espectros de poténcia angular e espectros cruzados de poténcia

angular. Para tanto, ele é dividido em quatro capitulos.

No capitulo 1, apresentamos o modelo cosmolégico padrao na auséncia de perturba-
¢oes. Esse modelo se baseia no principio cosmolégico, ou seja, na suposicao de homogenei-
dade e isotropia estatistica em largas escalas. Primeiramente, fazemos algumas defini¢oes
iniciais, como a da distancia comével, fator de escala, redshift e constante de Hubble.
Em seguida, discutimos os sistemas de coordenadas polares em espagos bi-dimensionais.
Essa discussao é importante para um melhor entendimento da meétrica correspondente
ao principio cosmolégico, a métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (métrica
FLRW), apresentada logo depois. Apds isso, as equagoes de Friedmann, que relacionam a
taxa de variacao do fator de escala as diferentes componentes do universo, sao obtidas a
partir da equagao de Einstein. Apresentamos, entao, as diferentes defini¢oes das distancias
cosmologicas. Na penultima se¢ao, apresentamos a equagao de Boltzmann, que descreve
as particulas que interagem gravitacionalmente. Por fim, o modelo ACDM é apresentado,

e alguns dos parametros cosmologicos obtidos pelo levantamento Planck sao exibidos.

O capitulo 2 tem como foco a descricdo do universo perturbado, isto ¢, introdu-
zimos perturbacoes no modelo cosmologico padrao, necessarias para que o modelo seja
capaz de explicar fend6menos como as estruturas verificadas no universo tardio e as flu-
tuagoes na CMB. Primeiramente, a métrica perturbada no calibre Newtoniano conforme
¢ apresentada. Em seguida, obtemos as equacoes de Boltzmann perturbadas para os f6-
tons, neutrinos, matéria baridnica e matéria escura. A decomposicao das perturbacoes
na métrica em escalares, vetoriais e tensoriais é entao apresentada, incluindo uma breve
discussao sobre a liberdade de calibre na métrica. Apds isso, apresentamos as equagoes de
Einstein para as perturbacoes escalares e tensoriais. Por fim, o modelo de inflagao é discu-
tido, culminando na obtencao do espectro de poténcia para as perturbagoes de curvatura

primordiais.

No capitulo 3, por sua vez, discutimos a evolugao das perturbacoes até a época
atual, onde as observamos, e como relacionar os observaveis (como galdxias e lentea-
mento de CMB) com a teoria desenvolvida até entdo. Primeiro, fazemos uma discussao
da evolugao do potencial gravitacional para diferentes modos, apresentando a funcao de
transferéncia e o fator de crescimento. Em seguida, apresentamos a expressao do espectro
de poténcia linear de matéria nos tempos atuais em termos da funcao de transferéncia,

do fator de crescimento e do espectro de poténcia para as perturbacoes de curvatura pri-
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mordiais. Apdés isso, o tratamento das varidveis cosmolédgicas como varidveis aleatérias é
discutido, acompanhado das definicbes de homogeneidade e isotropia estatistica, funcao
de correlacao de dois pontos e espectro de poténcia. A relacao entre as médias de conjunto
estatistico e as médias espaciais é apresentada, bem como a definicdo da varidncia cos-
mica. Finalmente, apresentamos a expressao para o calculo do auto-espectro de poténcia
angular de um observavel e do espectro cruzado de poténcia entre diferentes observaveis
a partir do espectro de poténcia linear de matéria. Fazemos, entao, discussoes sobre dois
tracadores de estruturas: as galaxias e o lenteamento de CMB. A forma como o célculo
dos espectros de poténcia ¢é feita nas bibliotecas NumCosmo e CCL, considerando esses

dois tracadores, também é apresentada.

No capitulo 4, apresentamos os resultados obtidos na comparagao de ambas as
bibliotecas. Primeiramente definimos alguns parametros e fungoes a serem utilizados.
Em seguida, apresentamos as diferentes cosmologias consideradas para a comparacao. As
quatro distribuicoes de redshift de galdxias utilizadas sao entao apresentadas. O critério
utilizado para a comparacao dos resultados é entao definido, mencionando o que seria
esperado de acordo com validagoes ja feitas da CCL. Por fim, os resultados obtidos sao
apresentados, seguidos de uma breve discussao sobre as possiveis origens dos desvios de
alguns dos resultados do que seria esperado. Os scripts que usamos para gerar os resultados

desse capitulo estao incluidos no apéndice A.

No primeiro capitulo, até a secao 1.2, utilizamos o sistema de unidades internacio-
nal, com o aparecimento explicito da velocidade da luz no vacuo ¢ nas equagoes. A partir
da secao 1.3, adotamos o sistema de unidades naturais no qual h = ¢ = kg = 1, onde
h é a constante reduzida de Planck e kg é a constante de Boltzmann. Além disso, em
parte da secao 1.5 e nos capitulos 2, 3 e 4, para simplificar as equagoes e motivados por
evidéncias observacionais, consideramos um universo espacialmente plano, com parametro
de densidade de curvatura nulo. Isso e as mudancas de unidades serao mencionadas ao
longo do texto, quando ocorrerem. Em relagao a métrica, utilizaremos, ao longo de todo
o trabalho, a convencao “maximamente positiva”, onde o termo temporal é negativo e os

termos espaciais sdo positivos, também chamada de convengao {—1,1,1,1}.
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1 Modelo Cosmolodgico Padrao

A cosmologia é o ramo da fisica que estuda o universo como um todo, sua evolucao
e sua estrutura. O interesse nesse estudo vem desde os primérdios da humanidade, com
a curiosidade de entender a origem e o destino de todas as estruturas que observamos ao

redor de nossa posicao no universo.

Os rumos que levariam ao advento da cosmologia moderna ja se delineavam no
século XIX. Em 1826, por exemplo, Heinrich Olbers (OLBERS, 1826) exp6s um paradoxo
que motivou uma reflexdo acerca da natureza do universo. Com célculos relativamente
simples, podemos mostrar que, supondo um universo espacialmente e temporalmente in-
finito, o céu noturno deveria ser extremamente brilhante (RYDEN, 2017, p. 20-24). Para

resolver esse paradoxo, era necessario reavaliar as premissas de um universo infinito.

1.1 Definicoes iniciais e equacdo de Hubble

Observagoes, como as de Edwin Hubble (HUBBLE, 1929) na década de 1920, indi-
caram que o universo deve estar em expansao. Por meio da observagao de diversas galaxias,
Hubble mostrou que, quanto mais distante a galdxia, maior a velocidade de afastamento.
Antes de exibir a equagdao de Hubble, é importante definirmos alguns pardmetros para

descrever um universo em expansao.

Primeiramente, vamos considerar uma analogia. Imaginemos o universo como um
balao, e observemos uma pequena regiao desse balao de perto, de tal modo que a curvatura
possa ser desconsiderada. Podemos marcar posicoes X; e Xo nessa regiao com um pincel;
elas remetem ao sistema de coordenadas comdveis. Veja que, por mais que o baldo seja
inflado, as marcagoes do pincel nele permanecerao as mesmas. Se a distancia entre esses
pontos for definida como =z = |x2 — x3|, ela também permanecerd a mesma - essa é
a chamada distancia comovel. Porém, a distancia fisica, ou distancia propria, entre as
marcagoes ira aumentar. Esse aumento pode ser representado pelo fator de escala a. Se a

distancia fisica, ou distancia proépria, for representada por d,, temos

dy(t) = a(t)z, (1.1)

onde z é a distancia comodvel entre os pontos e t é o tempo cdésmico. A figura 1 ilustra essa
defini¢ao. Agora, considerando que estamos em um desse pontos (em xp, por exemplo), e

definindo nossa posicao como a origem do espaco, podemos escrever

dy(t) = alt)x (1.2)
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onde, agora, d,(t) ¢ a distancia propria a um certo ponto que estd a uma distancia comével

x de nossa posi¢ao, no instante t.

f| . JL-_g = JL] .
o o o | H i
—
alty)
alts)

Figura 1 — Ilustracao representando as coordenadas comdveis e o fator de escala, retirada
do livro Modern Cosmology (DODELSON; SCHMIDT, 2021). O fator de es-
cala, dependente do tempo, é responsavel por relacionar a distancia fisica com
a distancia comovel.

Outro conceito importante ¢ a do redshift z *. Quando a luz viaja pelo universo
em expansao, o seu comprimento de onda fisico aumenta proporcionalmente ao fator de
escala. O redshift pode ser definido como

. ()\obs - Aemit)) (13)

Aemit
e sua relagdo com o fator de escala é dada por

>\OS o0s 1
14+2=22 = Db _ ) (1.4)

Aemit Qemit Aemit

onde A\ys € 0 comprimento de onda observado, Ae;: € 0 comprimento de onda quando
a luz foi emitida, a.s ¢ o fator de escala no momento de observagao, e aenm; ¢ o fator
de escala no momento de emissdo. A ultima igualdade segue ao considerarmos o fator
de escala no momento atual como sendo a.,s = 1, uma convencao muito utilizada na
literatura. Uma deducao relativamente simples para a relacdo exposta acima pode ser
vista no livro Introduction to Cosmology (RYDEN, 2017, p. 70-75).

Finalmente, para medirmos a taxa de mudanca do fator de escala no tempo, é

importante definir o parametro de Hubble,

1da
H(t) = ——.
*) a dt

Em portugués dizemos “desvio para o vermelho”, mas opto, ao longo deste trabalho, por usar o termo
em inglés.

(1.5)

1
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Quando avaliado no presente momento ele é chamado de constante de Hubble, dada por

Na literatura, muitos autores utilizam, ao invés da constante de Hubble, a constante de

Hubble adimensional. Ela ¢ definida por

km
Hy = 100h . 1.7
0 s - Mpc (1.7)

Agora, consideremos uma certa fonte a uma distancia comovel fixa Y¢onte de nos,

que se move apenas devido a expansao do universo, ou seja, sem velocidade peculiar
(L — ) (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 6-8). Podemos escrever

d (aXfonte)

TR aXfonte = H (t)d,(1), (1.8)

Uy =

onde v, é a velocidade radial, ou velocidade de recessao. Para baixos redshifts, como sera
discutido mais a frente, H(t) ~ Hy, v, & v,s, onde v,; = cz é a velocidade que uma fonte
com redshift z teria se estivesse sujeita a um efeito Doppler linear (a fonte se movendo em
uma velocidade v < ¢ devido a um movimento peculiar, sem a expansao do universo),
e d, = dups, isto ¢, as distancias que podemos realmente observar, para z pequeno, sao

iguais a distancia prépria (ndo observavel). Sob essas aproximagoes, podemos escrever
Ups = Hodops, (2 < 1). (1.9)

Essa é a lei de Hubble.

Quando Hubble obteve essa relacdo, ja existia medidas de velocidades relativas
de recessao de varias galaxias, mas havia poucas medidas de distancia. Em seus esforcos
para medir essas distancias, Hubble chegou ao grafico exibido na figura 2, e, portanto, a
relacao linear da equagao 1.9.

No entanto, os erros nas medidas eram significativos e fez com que ele obtivesse

km

um valor de Hy ~ 50()S_MpC

. Com a melhora na precisao das medidas ao longo do tempo,

km
s-Mpc”

os valores obtidos atualmente sao da ordem de Hy ~ 70 Aqui, usamos a expres-
sao “da ordem de”, pois, na verdade, ha discrepancias entre diversas medidas atuais da
constante de Hubble, algumas das quais estatisticamente significativas. Esse problema é
conhecido como “tensao de Hubble”. Para se ter uma ideia, medidas obtidas a partir da
radiacao coésmica de fundo, por meio do ajuste do modelo padrao da cosmologia aos dados
observados, levaram a obtengao de Hy = (67.4 £ 0.5)5_1;/[—“1pC (AGHANIM et al., 2021), en-
quanto que medidas obtidas a partir de medidas diretas de distancia em baixos redshifts,
utilizando velas-padrao como cefeidas e supernovas do tipo Ia, levaram a obtencao de
Hy = (73.04 £ 1.04) S.ﬁ?}c (RIESS et al., 2022). Essas medidas tém entre si uma discre-
pancia da ordem de 5¢0. Varios caminhos para solucionar a tensao de Hubble vém sendo
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Figura 2 — Grafico original de Hubble (HUBBLE, 1929). As velocidades sdo medidas em
bm o as distancias em Parsecs.

investigados, como a possivel existéncia de erros sistematicos nao identificados (erros na
modelagem para os célculos de distancia no universo local, por exemplo) (KENWORTHY,
2022) e até mesmo a modificagdo do modelo padrao da cosmologia (POULIN, 2020). O
objetivo aqui nao é detalhar a tensao de Hubble. Caso o leitor tenha interesse em apro-

fundar os estudos nessa tensao, além das referéncias ja citadas, uma discussao detalhada
pode ser vista em (SHAH; LEMOS; LAHAV, 2021).

1.1.1 Tempo de Hubble e distancia de Hubble

Outra definicao importante é a do tempo de Hubble. Ele pode ser obtido a partir
do seguinte desenvolvimento: imaginemos duas galaxias, separadas por uma distancia
d. Sabemos que o universo estd em expansao, portanto, em algum momento no passado,
essas galaxias devem ter estado extremamente préoximas. Considerando que as velocidades
relativas entre dois pontos quaisquer no universo é constante (é o caso, por exemplo, de um
modelo de universo vazio (RYDEN, 2017, p. 113-117)), o tempo desde que elas estiveram

em contato é dado por

d d
ty =~ =——=H;" 1.10
0 ™ Hod 0 (1.10)
Este é o tempo de Hubble. Para uma constante de Hubble da ordem de Hy ~ 695.1&“;0,

por exemplo, o tempo de Hubble ¢ da ordem de tg ~ 14.4 x 10° anos, ou 14.4 bilhdes de
anos. E importante mencionar que ele nao é, necessariamente, igual a idade do universo,
pois a suposigao de velocidades relativas constantes nao é necessariamente valida (nao é

valida para o universo em que vivemos, por exemplo).

Seguindo a defini¢ao do tempo de Hubble, definimos também a distancia de Hub-
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ble,
c

dg = ctyg = o (1.11)
que é a distancia que a luz poderia percorrer em um tempo de Hubble. Da mesma forma
que o tempo de Hubble indica uma escala natural para o tempo em cosmologia, a distancia
de Hubble indica uma escala natural para a distancia. Considerando novamente Hy ~

69 Ape, temos dp ~ 4350 Mpc,

1.2 Meétrica de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker

1.2.1 Homogeneidade e isotropia

Em grandes escalas, consideramos que o universo seja homogéneo e isotrépico. O
conceito de homogeneidade esta relacionado com a ideia de que nao ha locais privilegiados
no universo; de onde quer que estejamos olhando, o universo parecera o mesmo. Por sua
vez, o conceito de isotropia refere-se ao fato de nao haver dire¢oes privilegiadas no universo;
para onde quer que olhemos, o universo também parecera o mesmo. Essa consideracao
sobre a homogeneidade e isotropia do universo em grandes escalas é chamada de “Principio

Cosmoldgico”.

A principio, a suposicao de homogeneidade e isotropia nao é ébvia. Em pequenas
escalas, o que vemos ao nosso redor é altamente inomogéneo e anisotrépico. Em uma
escala de alguns metros, por exemplo, aqui na Terra, nds mesmos somos corpos com alta
densidade em comparagdo com o meio, e podemos definir uma diregdo privilegiada (a
diregdo para onde as coisas caem, por exemplo). Mesmo na escala de aglomerados de
galdxias (~ 5 Mpc), ainda temos claramente locais de alta densidade (os aglomerados)
e locais de baixa densidade (os vazios). Porém, regides com raio da ordem de 100 Mpc
contém basicamente os mesmos padroes de sobredensidades e vazios e entdao, em um
sentido estatistico, podemos dizer que nessa escala o universo ¢ em boa aproximacao
homogéneo e isotrépico (RYDEN, 2017, p. 24-27).

1.2.2 Sistema de coordenadas polares em espacos bi-dimensionais

Para termos uma visualizagao dos espagos e dos sistemas de coordenadas a se-
rem apresentados na se¢ao seguinte, apresentaremos aqui os analogos em duas dimensoes.
Nos casos de um espago bi-dimensional de curvatura uniforme nula, ou espaco plano,
e de um espaco bi-dimensional de curvatura uniforme positiva, ou espago esférico, po-
demos construi-los embutidos em um espaco euclidiano tri-dimensional. Porém, um es-
paco bi-dimensional de curvatura uniforme negativa, ou espaco hiperbdlico, nao pode ser
construido embutido em um espaco euclidiano tri-dimensional, como comprovado pelo

matemético David Hilbert (RYDEN, 2017, p. 64); o que podemos fazer para ter um vis-
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lumbre de um espago desse tipo, no espacgo euclidiano 3D, seria, por exemplo, olhar a
regiao central de uma sela. Nas proximidades da regiao central, a sela tem uma curvatura

aproximadamente uniforme e negativa.

A seguir, usaremos as letras x e r para as coordenadas radiais dos sistemas polares
de coordenadas. No caso do espaco plano, elas serao iguais, mas para os demais casos
as coordenadas radiais possuem defini¢oes distintas. Além disso, usaremos também as

coordenadas radiais adimensionais, definidas por

_ X
== 1.12
Y= R (1.12)
e
T
=T (113)

onde R é uma constante que, no caso dos espacos esférico e hiperbdlico, é identificada

como o raio de curvatura dos espacos. A coordenada angular, por sua vez, serd denotada
por ¢.
Na figura 3, temos uma representacao de um espaco plano bi-dimensional com

a representacdo das coordenadas polares. No espaco plano, a geodésica’? é uma linha

reta. Podemos definir um sistema de coordenadas polares pegando uma dessas linhas

~

>
=~

.

Figura 3 — Um esboco de um espaco plano bi-dimensional, exibindo as coordenadas po-
lares.

como referéncia para a definicdo da coordenada angular. Nesse sistema de coordenadas,

a métrica® espacial é dada por

di? = dy* + x*d¢?. (1.14)

2 A geodésica é a generalizacdo, para espacos curvos, do conceito de uma “linha reta”. Ela é a trajetéria

seguida por uma particula se movendo livremente ou em queda livre. No caso do espago plano ela é,
trivialmente, uma linha reta, como mencionado aqui. Porém, como veremos logo a seguir, o mesmo nao
acontece para outros espagos de curvatura nao-nula. Posteriormente, uma outra definicao de geodésica,
em termos da derivada covariante, serd mencionada no texto.

A métrica é uma estrutura adicional em uma variedade com a qual podemos definir certas propriedades
geométricas, como distancias e angulos. Na relatividade geral, ela descreve as estruturas geométricas
e causais do espago-tempo, e define, por exemplo, o intervalo s entre dois eventos e a curvatura do
espago-tempo via conexao de Levi-Civita.
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No caso do espaco plano, a coordenada y também poderia ser chamada de r, de forma que
X = r. Em termos da coordenada radial adimensional, dada pela equacao 1.12 ou 1.13,
onde R nesse caso é alguma constante arbitraria com dimensoes de espaco, a métrica

espacial pode ser escrita como
dI? = R*(dy® + x*de?). (1.15)

Agora, imaginemos um tridngulo nesse espaco plano, formado pela intersecao de trés
geodésicas. A soma dos dngulos internos desse tridngulo sera igual a m rad. Além disso,
esse espaco possui uma area infinita, ou seja, podemos delimitar regioes de area qualquer.

Veja a figura 4.

Figura 4 — Uma ilustragdo de um triangulo em um espaco plano bi-dimensional, retirada
do livro de (RYDEN, 2017). Nesse espago, a soma dos angulos internos de um
triangulo obedece a + 5 + v = 7 rad.

Por sua vez, na figura 5, temos uma representacdo de um espago esférico bi-

dimensional, com a representacao das coordenadas polares. Nesse espaco, a geodésica

Figura 5 — Um esbogo de um espaco esférico bi-dimensional, exibindo as coordenadas
polares.
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¢ uma porcao de um circulo cujo centro coincide com o centro da esfera. Podemos defi-
nir um sistema de coordenadas polares definindo um polo norte e um polo sul e tomando
uma das geodésicas entre esses dois pontos como referéncia para a defini¢ao da coordenada

angular. Nesse sistema de coordenadas, a métrica espacial é dada por
d? = dy? + Rsin? (é) dé?, (1.16)

onde aqui R ¢é identificado como o raio de curvatura do espago. Definindo uma nova

coordenada radial, dada por

r = Rsin (é) : (1.17)
podemos escrever a métrica espacial como
d 2
A2 = 1 L+ r2dgn (1.18)
T R?

Esse sistema de coordenadas com coordenada radial » também é chamado Coordenadas
Polares de Circunferéncia Reduzida (em inglés, Reduced-Circumference Polar Coordina-
tes). Enquanto a coordenada x se encontra no intervalo [0, 7 R], a coordenada r se encontra
no intervalo [0, R] e s6 tem uma relagdo um para um com a coordenada x até x = IR,
onde r = R. Depois disso, temos uma degenerescéncia da coordenada r, pois ela volta
a diminuir. Em termos da coordenada radial adimensional Y (equagao 1.12), a métrica

espacial pode ser escrita como
dI? = R*(dx? + sin*(x)d¢?). (1.19)

Analogamente, para a coordenada radial adimensional 7 (equagao 1.13), podemos escrever

a métrica como

dr?
1—72

di* = R? ( + f2d<b2> : (1.20)

Enquanto a coordenada y se encontra no intervalo [0, 7], a coordenada 7 se encontra no
intervalo [0, 1] e, assim como a coordenada r, é degenerada. Agora, no caso de um espago
esférico, a soma dos angulos internos de um tridngulo desenhado a partir da intersecao
de trés geodésicas desse espaco nao sera de m rad; ela serd maior. O quao maior ela sera
depende da area do tridngulo e do raio de curvatura R do espaco. Além disso, esse espago
terd uma area finita, ou seja, ha um limite maximo para a area de uma certa regiao
delimitada, e é possivel circunavega-lo, viajando uma distancia de C' = 27rR (RYDEN,
2017). Veja a figura 6.

Por fim, na figura 7, temos uma representacdo de um espago hiperbdlico bi-
dimensional, com a representacao das coordenadas polares. Ressaltamos aqui, novamente,
que essa representacao s6 ¢ aproximadamente valida nas proximidades da regiao central

da sela. Podemos definir o sistema de coordenadas polares nesse espaco tomando uma
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Figura 6 — Uma ilustragdo de um triangulo em um espaco esférico bi-dimensional, retirada
do livro de (RYDEN;, 2017). Nesse espago, a soma dos dngulos internos de um

triangulo obedece o + S+ v =7 + %, onde A é a area do triangulo.

Figura 7 — Um esbog¢o de um espago hiperboélico bi-dimensional, exibindo as coordenadas
polares. Essa representacao so é aproximadamente valida nas proximidades da
regiao central da sela.

geodésica, que parte da origem, como referéncia para a definicdo da coordenada angular.

Assim, a métrica espacial pode ser escrita como

d? = dy® + R2sinh? (2) d¢?, (1.21)

onde R é o raio de curvatura do espaco. Definindo uma nova coordenada radial, dada por

r = Rsinh (é) , (1.22)
a métrica pode ser escrita como
d 2
A2 = = 4 2dg? (1.23)
1+ &

A coordenada y pode assumir qualquer valor no intervalo [0, co], bem como a coordenada

r. Como f(z) = sinh(z) é bijetora em R, aqui ndo hé degenerescéncia. Em termos da



36 Capitulo 1. Modelo Cosmoldgico Padrdo

coordenada radial adimensional Y (equagao 1.12), a métrica pode ser escrita como

dI? = R*(dx? + sinh?(x)d¢?). (1.24)
Ja em termos da coordenada radial adimensional 7 (equagao 1.13), a métrica fica
dr?
di* = R? rde? ) . 1.2
R<1+F2+r gb) (1.25)

No caso de um espaco hiperbdlico, a soma dos dngulos internos de um triangulo desenhado
a partir de trés geodésicas sera menor que 7 rad. O quao menor ela serd também depende
da area do triangulo e do raio de curvatura do espaco. Além disso, esse espaco nao tem
limitacao de area (RYDEN, 2017). Veja a figura 8.

Figura 8 — Uma ilustragao de um tridngulo em um espago hiperbélico bi-dimensional (re-
gido central da sela), retirada do livro de (RYDEN, 2017). Nesse espaco, a
soma dos angulos internos de um triangulo obedece ao+  + v =71 — onde
A é a area do triangulo.

A
R27

Podemos, ainda, compactar todas as métricas descritas anteriormente. Primeira-
mente, definimos uma varidavel K que assume os valores {—1,0, 1}, onde K = —1 refere-se
ao espaco hiperbdlico, K = 0 ao espaco plano e K = 1 ao espaco esférico. Definimos tam-

bém a variavel x, dada por

K

=7 (1.26)
de forma que Kk = g—% < 0 refere-se ao espaco hiperbdlico, kK = p% = 0 ao espago plano
e K = % > (0 ao espaco esférico. Assim, as métricas 1.14, 1.16 e 1.21, em termos da

coordenada radial y, podem ser escritas como
dl? = dy® + S2(y)d¢?, (1.27)

onde
k|~ 2sinh(|k|2 ), se k < 0,

SK(X) =r=49%, se K = (), (1.28)

K2sin(kzy), se k > 0.
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Ja as métricas 1.14, 1.18 e 1.23, em termos da coordenada radial r, podem ser escritas

como )
4P — dr

2142
= do”. 1.29
Por sua vez, as métricas 1.15, 1.19 e 1.24, em termos da coordenada radial adimensional

X, podem ser escritas como
di* = R*(dy* + Sk (X)d¢’) (1.30)

onde
sinh(x), se K = —1,

SK()_() =r= X5 se K =0, (131)
sin(x), se K =1.

Ja as métricas 1.15, 1.20 e 1.25, em termos da coordenada radial adimensional 7, podem

ser escritas como

dr?

2 2

+ F2d¢2> : (1.32)

1.2.3 A métrica correspondente ao Principio Cosmoldgico

Nessa secao, vamos exibir a métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson—Walker
(métrica FLRW), que é a métrica correspondente ao Principio Cosmoldgico. Considerando
esse principio, ou seja, considerando espagos homogéneos e isotrépicos, hé trés possibilida-
des®: um de curvatura espacial uniforme positiva (também chamado de espago “esférico”,
em analogia com o caso bidimensional de uma superficie esférica, ou fechado), um de
curvatura espacial uniforme nula (também chamado de espago Euclideano ou “plano”,
em analogia com o caso bidimensional de um plano) e um de curvatura espacial uniforme

negativa (também chamado de espago “hiperbédlico”, ou aberto).

A métrica que representa os espacos acima descritos pode ser escrita, em termos
da coordenada radial x, como (RYDEN, 2017, p. 69)

ds? = —2dt® + a2(#)(dx? + S2(x)dQ?). (1.33)

onde t é o tempo césmico, a(t) é o fator de escala adimensional, S,(x) é dado pela
equagdo 1.28 e d§) é dado por dQ2 = db? + sin?(0)d¢?, onde 6 é o angulo polar e ¢
¢ o angulo azimutal do sistema de coordenadas esféricas. Essa é a métrica de Fried-
mann—Lemaitre-Robertson—Walker. Escrita em termos da coordenada radial r, como de-
finida na secao passada, a métrica FLRW fica

ds? = —cdt?* + a*(t) <d7n2

1 — kr?

+ r2d92> : (1.34)

4 A demonstracio formal segue o conceito de espacos maximamente simétricos, que sdo completamente

caracterizados por sua curvatura escalar. Para mais detalhes, ver (WEINBERG, 1972, p. 409-412).
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onde k é dado pela equacao 1.26 e pode ser positivo, nulo ou negativo, a depender do tipo

de espaco considerado.
Podemos, ainda, optar por incluir as dimensoes de espago no fator de escala,
definindo o fator de escala dimensional,

R(t) = a(t)R, (1.35)

onde R pode ser identificado como o raio de curvatura do espago, nos casos esférico e

hiperbdlico, no instante de tempo t,or onde a(t,of) = 1, de forma que
R = R(tef)- (1.36)

Uma convencao muito utilizada, como ja mencionado, é a de que o fator de escala adi-

mensional é igual a 1 no presente momento ¢y, ou seja, a(ty) = ag = 1, de forma que

R = R(ty) = Ry (1.37)

é identificado como o raio de curvatura atual do espaco, sob essa convencao. Utilizando
a coordenada radial adimensional y, como definida na se¢do passada, a métrica pode ser

escrita, entao, como
ds? = —c2dt* + R*(t) (dx” + Sk (0)d2?) , (1.38)

onde S k(x) é dado pela equagao 1.31. Analogamente, para a coordenada radial adimen-

sional 7, podemos escrever

dr?

2 _ 2 142 2

+ F2d92> : (1.39)

onde K foi definido na secao passada e assume os valores {—1,0,1}, a depender do tipo

de espaco considerado.

Por fim, se considerarmos um espaco plano, a métrica, em coordenadas cartesianas,

assume a forma simples

ds® = —c2dt® + a2(t)(da? + dy? + d2?). (1.40)

1.3 Equacoes de Friedmann
A partir dessa secao, sera utilizado o sistema de unidades no qual
h=c=kg=1, (1.41)

onde h é a constante reduzida de Planck, ¢ é a velocidade da luz no vacuo e kg é a

constante de Boltzmann.
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Indices gregos, por exemplo pu, abrangem os valores {0, 1, 2,3} que correspondem,
respectivamente, a coordenada temporal e as trés coordenadas espaciais. Ja os indices la-
tinos, por exemplo i, abrangem os valores {1, 2,3}, e correspondem apenas as coordenadas
espaciais.

Sera utilizada também a convencao de soma de Einstein, onde indices repetidos

em um mesmo termo de uma equagao representam uma soma.

Em relacao a métrica, como pode ser visto na se¢oes anteriores, sera utilizada
a convencao “maximamente positiva”, onde o termo temporal é negativo e os termos
espaciais sao positivos, também chamada de convencao {—1,1,1,1}. Caso haja alguma

parte com convengao diferente, isso sera explicitado no texto.

1.3.1 Equacao de Einstein

Para deduzir as equagoes de Friedmann, partimos das equacgoes de Einstein,
G, +Ag,, =8rGT,,. (1.42)

O lado esquerdo dessa equagao esta relacionado a geometria do espago-tempo e seus termos
sao fungdes da métrica. Ja o lado direito esta relacionado as componentes de matéria do
universo. Em termos simples, a equacao de Einstein nos mostra que, assim como a matéria
dita como o espaco-tempo deve se curvar, o espago-tempo curvo dita como a matéria deve

se mover. Abaixo, descreveremos cada termo que aparece nessa equagao.

O primeiro termo, G, é o tensor de Einstein, dado por

1
G,=R,, — §gWR. (1.43)
O tensor R, denominado tensor de Ricci, é dado por

R, =T%0—T%0, + 1,07, — 1%,

uv

(1.44)

poes

onde I' refere-se aos simbolos de Christoffel, que, por sua vez, podem ser obtidos direta-

mente da métrica por meio de

9"
[op = 7[%%5 + 9pva = Yapul; (1.45)
onde ¢g"” é a métrica inversa. Nas relagoes anteriores, a virgula denomina a derivada

parcial com relacao a coordenada de indice correspondente; por exemplo, gau 3 = %i“;. O

escalar R, por sua vez, é chamado de escalar de Ricci, e é obtido por meio da contracao

do tensor de Ricci com a métrica,

R=g"R,, (1.46)



40 Capitulo 1. Modelo Cosmoldgico Padrdo

O segundo termo, Ag,,, contém a chamada constante cosmolégica A e a métrica
Guv-

O terceiro termo, 87GT),, contém a constante da gravitacao de Newton G e o
tensor energia-momento 7}, que esta relacionado as caracteristicas daquilo que esté inte-
ragindo gravitacionalmente, seja matéria, radiagdo ou outro tipo de componente. No caso

da métrica FLRW, o tensor energia-momento esta sujeto as seguintes restrigoes (PTAT-
TELLA, 2018, p. 29):

e nao se pode ter fluxo de energia para nenhuma direcao, pois isso violaria o principio

de isotropia, portanto Ty, = T;p = 0;

 ao calcular o tensor de Einstein, temos que G;;  g;;, de forma que, pela equacao

de Einstein 1.42, T}; o< gi;;

e assim como o tensor de Einstein s6 depende do tempo, o tensor energia-momento

também dependera apenas do tempo.

Considerando essas restrigdes, o tensor energia-momento para as diversas componentes

do universo pode ser escrito (CARROLL, 2004, p. 333), na forma covariante, como

p 0 0 O
0
T, = , (1.47)
0 9ij§
0
ou, na forma mista,
—p 0 0 O
0 0 0
T — v , (1.48)
0 p O
0 0 p

onde p é a densidade de energia® e p é a pressdo. A transicdo entre ambas as formas é

dada pela relacao
T = g"*T,,. (1.49)

1.3.2 Equacao de conservacao de energia

Para entender a evolugdo do tensor energia-momento, é necessario considerar a

equacgao de conservagao de energia. Apenas para analogia, no caso sem gravidade, um

fluido com velocidades despreziveis seria descrito pelas equacoes de continuidade, % =0,

e de Euler, 22 = 0 (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 34). A generalizacdo para o

) Oxt

> Como estamos utilizando as unidades naturais, ndo ha necessidade de distinguir entre densidade de

matéria e energia aqui.
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contexto da relatividade geral é feita substituindo as derivadas comuns por derivadas
covariantes. Assim, a equacao de conservacao de energia é dada por
T, = orv, r« T —1re T =
Vul"y, = Ok + aput v vpt o T 0. (150)
Por meio da andlise da componente v = 0 da equacao 1.50, considerando um
universo homogéneo e isotropico que possui uma métrica FLRW, chegamos a seguinte
expressao para a lei de conservacao,
dp a
— + —[3p+3p] = 0. 1.51
2+ 2o+ 3¢) (1.51)
Uma outra equacao importante é a equacao de estado, a qual relaciona a densidade
e a pressao de uma certa componente. Para materiais em geral, essa equacao pode ser bem
complicada e altamente nao linear, mas, no caso da cosmologia, por causa da diluicao das
componentes no universo (RYDEN, 2017, p. 94), a equagao de estado assume uma forma

bem simples,
s = WspPs, (152)
onde w, é o parametro da equagao de estado,

s
ws = —, (1.53)

Ps
e o subindice “s” pode se referir a qualquer uma das componentes do universo. Por exem-
plo, para matéria temos w = 0, para radiagao temos w = % e para uma constante cosmo-

l6gica temos w = —1 6.

Considerando os valores de w mencionados acima e a equagao 1.51, é possivel
obtermos a dependéncia das componentes com relacdo ao fator de escala. Temos, por
exemplo, p,, < a”3 e p, oc a~*. A primeira relacdo se deve, basicamente, ao decréscimo na,
densidade numérica de particulas de matéria conforme o universo se expande. A segunda
relacdo, referente a densidade de radiacao, se deve ao fato de, além da densidade numérica
de fétons decrescer de acordo com a~3, os fétons ainda perdem energia devido ao redshift

(a energia cai com a~1). De forma geral, se w ¢ constante,

p o a~30Fws), (1.54)

1.3.3 As equacdes de Friedmann

Trabalhando com as componentes puv = 00 e uv = 15 da equacao de Einstein 1.42,

considerando a métrica FLRW, chegamos as seguintes equagoes para o fator de escala

(CARROLL, 2004, p. 336),
SN\ 2
(“) _81G & (1.55)

a 3 a?
Para uma descri¢do um pouco mais detalhada do porqué desses valores, veja (RYDEN, 2017, p. 93-96)
e (CARROLL, 2004, p. 333-335).

6
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a 4G
el . 1.
o Tt s0) (1.56)

Essas sao as equagoes de Friedmann, que relacionam a taxa de variacao do fator de escala
as componentes do universo. Aqui, a constante cosmoldgica A nao aparece explicitamente,
pois ela j4 foi inclusa na densidade p, juntamente as outras componentes’. A primeira
equacao de Friedmann 1.55 é suficiente para resolvermos para o fator de escala, caso
saibamos a dependéncia de p em a. Ela é muitas vezes chamada simplesmente de “equacgao
de Friedmann”, enquanto a segunda é chamada de “segunda equacao de Friedmann”, ou
“equacao da aceleragao”. Vale notar que as equagoes de Friedmann (equagoes 1.55 e 1.56)
e a equacao de conservacao de energia (equagao 1.51) ndo sdo independentes, pois esta
ultima pode ser obtida diretamente da equacao de Einstein por meio da identidade de
Bianchi,

Ropysie T Rapsey T Rageys = 0, (1.57)

onde ; refere-se a derivada covariante.

Podemos, ainda, definir o parametro de densidade, dado por

SOV (1.58)

0=
3H? Per

onde p.. é a densidade critica, definida por

3H?
- = ——. 1.59
Por = o (1.59)
Usando essas definigoes, a equacao de Friedmann 1.55 pode ser reescrita como
K

Vemos, entao, a razao de p,,. ser assim denominada: a razao da densidade das componentes
com a densidade critica é o que determina o sinal da curvatura do universo. Se {2 = p—’; > 1,
o lado esquerdo dessa equacao é positivo e, consequentemente, devemos ter 1 > 0 do lado
direito, correspondente a um universo esférico. Ja se () = p% < 1, o lado esquerdo dessa

equagao ¢ negativo e, portanto, devemos ter k < 0 do lado direito, correspondente a um
p

cr

universo hiperbélico. Por fim, se 2 = = 1, o lado esquerdo da equacao é nulo e,

consequentemente, devemos ter k = 0, correspondente a um universo plano.

Também é comum encontrarmos uma outra definicao para os parametros de den-
3H2

sidade, a definicao em termos da densidade critica atual, pe.o = 582,

0= %p: P (1.61)
3]{0 Pero
Lembre que podemos considerar a constante cosmoldgica como uma componente que obedece uma
equacao de estado do tipo ppn = —pp, onde pp = ﬁ. Outra forma de visualizar isso é “passando”
o termo que envolve a constante cosmolégica na equagao de Einstein 1.42 para o lado direito e entao
embuti-lo no tensor energia-momento.
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Com essa defini¢ao, a equacao de Friedmann 1.55 pode ser escrita como

H? K
— =0 - . 1.62
3 HZa? (1.62)

Podemos pensar no termo de curvatura como um outro parametro de densidade, apenas

para deixarmos a notacao mais enxuta®,

K

Qe=———. 1.63
H2a? ( )
Assim, a equacao de Friedmann se torna
H2
— =0+ Q,. 1.64
Além disso, usando a equacao 1.54, podemos escrever
—3(14ws)
s Ps ai 3(14ws)
g — P _ P () Yo (“0) : (1.65)
Pero Pero

onde o subindice s refere-se a uma componente qualquer, psy é a densidade atual dessa

componente e

Oy = 0. (1.66)
Pero

Dessa forma, podemos reescrever a equacao de Friedmann como
H? an 3(1+ws) an\ 2
T _ s a, (Cf) + (;) . (1.67)

Os indices r, m, v e DFE correspondem a radiagao, matéria, neutrinos e energia escura,
respectivamente. Até aqui, a energia escura vem sendo tratada como uma constante cos-
molégica, ou seja DE = A, mas é interessante deixar o indice nessa relacado como DFE,

pois assim podemos considerar outras possiveis formas de energia escura.

1.4 Distancias cosmolégicas

1.4.1 Revisitando a lei de Hubble

No inicio desse capitulo, foi apresentada a equagao de Hubble (equagao 1.9). Agora
que ja vimos a métrica correspondente ao principio cosmolégico, ou seja, a métrica FLRW,
vamos realizar uma discussao mais detalhada da lei de Hubble. Porque essa lei s6 vale

para pequenas distancias, ou, equivalentemente, pequenos redshifts?

Consideremos a métrica dada pela equacao 1.33. Agora, de acordo com essa relacao,

a distancia fisica instantanea (isto é, considerando d§2 = 0 e dt = 0), ou distancia propria,

8 Vale ressaltar, porém, que o pardmetro de densidade de curvatura nio corresponde a uma densidade

de energia de fato. E apenas um artificio.
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entre nossa posicao (x = 0) e uma fonte na posicao fixa Xgute ¢ dada, para um certo

tempo ¢, por

dp<t> = a(t>Xf0nte7 (168)

considerando a auséncia de velocidades peculiares, como foi feito no inicio do capitulo.
Apenas para visualizacdo, a distancia propria atual seria a medida que obteriamos se utili-
zéssemos uma régua bem grande (da ordem das distancias cosmoldgicas) e a colocassemos
entre a fonte e a nossa posicado de forma instantanea, o que é fisicamente impossivel de

ocorrer.

Agora, vamos definir a velocidade de recessio como sendo v, = d, = H(t)d,(t).
Veja, nao ha problemas se essa velocidade eventualmente for maior que a velocidade da
luz, pois nao ha nada se movendo nessa velocidade - o espago entre os pontos é que esta
expandindo °. Porém, novamente, nio temos como observar essa velocidade de recessao

diretamente.

O que podemos, entao, observar? Podemos observar redshift z, fluxo de luz F,
distancia angular 06, dentre outras grandezas. Consideremos primeiramente o redshift.
Como ele se relaciona com a velocidade de recessao? A distancia fisica instantanea atual
entre nossa posicao e uma certa fonte, na auséncia de movimentos peculiares, também
pode ser definida a partir da métrica 1.33 por meio do caminho que um féton percorre

entre a fonte e nossa posigao atual (ds* = 0). Assim, podemos escrever!”

dt
a(t)’

onde t. é o tempo quando um féton foi emitido pela fonte, x(t.) é a distancia comével

dp(to) = alto)x(te) = ao /tto (1.69)

percorrida pelo foton desde a sua emissao em t, até ser detectado no instante atual ¢,
que coincide com a distancia comoével da fonte, dado que ela se encontra a uma distancia
Xfonte fiXa, € a(ty) = ag. Como o fator de escala varia de forma suave na histéria recente do
universo, podemos expandir % em uma série de Taylor para tempos proximos ao tempo
atual. Essa expansio é dada, até segunda ordem (RYDEN, 2017, p. 157), por

Qg

a(t)

onde ¢y ¢ o parametro de desaceleragao,

qo = — <da>t:t0 : (1.71)

a2

~1— Hy(t —t) + <1 + qzo) H2(t —to)?, (1.70)

Portanto, a relagao 1.69 fica

dp(to) =~ (to — te) + [;O(to —te)?, (1.72)

9 Alids, em um espaco-tempo curvo, ndo ha nem sentido em se comparar velocidades de objetos em

pontos distintos da variedade.
10 Tembre que, agora, estamos usando um sistema de unidades no qual ¢ = 1.
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onde (to—t.) é chamado de tempo de retrospectiva ou, em inglés, lookback time. O redshift

z, dado pela equacao 1.4 também pode ser aproximado usando a relagao 1.70,

2z~ Hy(ty —t.) + (1 + q2°> Hi(to —to)?, (1.73)
de onde temos que
to —t, ~ H'! [z - (1 + (120> ZQ} . (1.74)

Combinando as equacgoes 1.72 e 1.74, temos, finalmente

1 1 + qo :|
~—z|1— 1.
Gt~ 5z |1 - 522 (1.75)
ou 1
wn(to) = Hody(to) ~ = [1 _ —ZCJO z] . (1.76)

Veja, portanto, que a velocidade de recessao v, s6 pode ser associada a uma velocidade
de redshift v, = z para z < ﬁ (no modelo padrao atual, gy =& —0.53 (RYDEN, 2017,
p. 156)).

Portanto, a equagao de Hubble (equagao 1.9) s6 é valida, considerando v como uma
velocidade de redshift (que é o que conseguimos observar), para baixos redshifts. Além
disso, como veremos a seguir, as distancias observaveis s6 coincidem com a distancia
propria, a qual ndo conseguimos observar, para baixos redshifts. Ou seja, a lei de Hubble,
escrita como

Urs = H0d0b87 (177)

onde v,; é uma velocidade inferida por redshift e d,,s uma distancia observavel, s6 é valida

para z < 1.

1.4.2 Distancia comodvel

A distancia comovel que a luz percorre desde que foi emitida por um objeto no
tempo t até a observarmos no tempo atual ¢y, considerando a métrica FLRW (equagao
1.33), é dada por

to dt’ a  da = dY
t) = — = — = — 1.78
x(®) /t a(t") /a(t) a?H(a') /0 agH (')’ (1.78)
onde a(t) é o fator de escala no momento da emissao e a(ty) = ap. As dltimas igualdades
sdo obtidas considerando a defini¢ao do pardmetro de Hubble (equagdo 1.5) e do redshift

(equacao 1.4). Esta ndo é uma distancia observavel, mas é muito utilizada ao longo dos

calculos tedricos, entao é importante a definirmos aqui.

A distancia prépria atual da localizagdo de onde o foton foi emitido, de distancia

comével x(t), até nés é dada por

dp(to; t) = a(to)x(t) = aox(t), (1.79)

Ela coincide com a distancia propria atual da fonte na auséncia de velocidades peculiares.



46 Capitulo 1. Modelo Cosmoldgico Padrdo

1.4.3 Distancia diametro angular

Uma das maneiras comuns de se medir distancias em astronomia é utilizando
fontes cujo tamanho fisico [ é conhecido, chamadas de “régua padrao” Se o angulo 66

subentendido no céu por essa fonte for pequeno, podemos escrever

[

dy = —
A 697

(1.80)

onde d4 é a distdncia didmetro angular. Utilizando a métrica FLRW (equacao 1.33),

podemos mostrar que [ ¢ dado por
1= a(t)S.(x(t))09, (1.81)

onde a(t) é o fator de escala quando a luz foi emitida. Dessa forma, podemos escrever

Sk(x(2))

dy = a(t)Sn(X<t)> = Qo 142

, (1.82)

onde usamos a defini¢do do redshift (equacao 1.4).

Para z < 1, temos que S,(x) = x e, portanto, d4 ~ apx = d,.

1.4.4 Distancia luminosidade

Uma outra maneira comum de se medir as distancias em astronomia é por meio
de fontes cuja luminosidade L é conhecida, chamadas de “vela padrao”. Ao medir o fluxo

f dessa fonte, podemos obter a distancia luminosidade dj por meio da relagao

L \?

Considerando a métrica FLRW (equagao 1.33), podemos mostrar que os f6tons,
no caminho até nos, sao distribuidos sobre a superficie de uma esfera de raio préprio

dy(to;t) = agx(t) e drea propria A,(to;t) = 4m[agS.(x(¢))]*. Além disso, a energia do

foton cai por um fator de % = 1+ z ao longo do caminho, pois seu comprimento de
onda é esticado com a expansao do universo, e o intervalo entre a deteccdo de dois fotons
aumenta por um fator de % = 1 + z, por causa da expansao do espaco entre eles ao

longo do caminho. Dessa forma, o fluxo observado é dado por

L
f = s, P T 2P (184
de forma que
dr, = apSe(x(2))(1 + 2). (1.85)

Para z < 1, temos novamente que Si(x) = x e, portanto, dr, = apx = d,.
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1.5 Equacao de Boltzmann

Nas se¢Oes anteriores, vimos as equacoes que descrevem a geometria, ou seja, a
gravidade, em espagos homogéneos e isotropicos. Porém, para uma descricdo completa do
cenario cosmologico, precisamos também das equagoes que descrevem as particulas que
interagem gravitacionalmente. Essa descricao é feita por meio da equacao de Boltzmann,

que sera apresentada a seguir.

1.5.1 Funcao de distribuicao

Antes de apresentarmos a equagao de Boltzmann em sua forma relativistica, vamos
definir a funcao de distribuicao em sua forma classica. Isso pode ser feito por meio da
equagao
(d°x)(d°p)

(2m)®

onde dN(x,p,t) é o nimero de particulas em um volume infinitesimal no espago de fase,

f(x,p,t) é a fungao de distribuicao, e % ¢é o elemento de volume do espaco de fase.

dN(x,p,t) = f(x,p,t) (1.86)

Esse fator de (27)3 aparece por causa do principio de incerteza de Heisenberg, que diz
que é impossivel localizar precisamente uma particula no espaco de fase. O maximo que
podemos fazer é localizd-la em um volume minimo de V' = (27)3 ! ao redor de um ponto
(x,p).

Com a fungao de distribuicao, é possivel obtermos diversas grandezas relacionadas

ao sistema de particulas. A densidade numérica de particulas de uma certa espécie s, por
exemplo, é dada por (PIATTELLA, 2018, p. 62)

3

ns(x,t) = gs / (;17Tp>3fs(x,p,t), (1.87)

onde g5 ¢ a degenerescéncia da espécie em questao.

A densidade de energia, por sua vez, é dada por

3

px.t) = g [ G x DO, (1.5%)

onde Es(p) = \/m é a energia e p = |p|.

Podemos também definir a pressao em termos da funcao de distribuicao. Ela é

dada por
d3p p2
Sx,t:s/isx, t . 1.89
11 Em unidades SI, esse volume seria dado por V = (27wh)3. Para uma dedugdo desse volume, ver

(PIATTELLA, 2018, p. 61-62).
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Na forma relativistica, generalizando as relagoes anteriores, o tensor energia-momento
pode ser escrito (PIATTELLA, 2018, p. 62), em termos da funcao de distribuigao, como

dPdPdPs 1 PEP,
T (x,t) = gs/ fs(x,p,t), (1.90)
(2m)? —det[g,4] PO
onde
da#
Pt =— 1.91
™ (1.91)

¢ o momento comovel e A ¢ um parametro afim, geralmente tomado como sendo A = =
para particulas massivas, onde 7 é o tempo proprio. Podemos perceber que a funcao de
distribuicao continua dependendo apenas do tri-momento p. Ela nao aparece com uma
dependéncia generalizada em P* pois é possivel eliminar a dependéncia em P° em detri-

mento das componentes espaciais do quadri-momento, como sera exibido mais adiante.

1.5.2 Equacdo de Boltzmann classica

A funcao de distribuicdo para uma dada espécie evolui conforme a equagao de

Boltzmann, dada por

df
S =clp), (1.92)

onde C[f] é chamado termo de colisdo, e representa a interagdo entre particulas (DO-
DELSON; SCHMIDT, 2021, p. 63).

A derivada total em relacdo ao tempo pode ser expressa em termos do operador
de Liouville (PTATTELLA, 2018, p. 78),

df of dx

dp s
T o E'fo‘{‘a'fo:L(f)- (1.93)

Se nao ha interacoes entre diferentes particulas, ou se essas interagoes nao sao relevantes,

podemos escrever

dr _

=0 1.94
=0, (1.94)

que representa o fato de que o niimero de particulas é conservado em um elemento de

volume do espaco de fase.

1.5.3 Equacdo de Boltzmann relativistica

No caso relativistico, a funcao de distribuicao deve ser escrita com uma dependén-
cia mais geral em z# e P*, isto é, f(x*, P*). A equacao de Boltzmann tem uma forma

analoga a equacao 1.92, porém a derivada da funcao de distribuicao nao é feita em relagao
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ao tempo, mas sim em relagao a um parametro afim A > (PIATTELLA, 2018, p. 81),
df  Of dzv  Of dPe

d\ Oz AN OP# dX
Utilizando agora a equacdo da geodésica '3, que carrega as informacoes da geometria,

(1.95)

dpP*
) PVPP — 1.
55 + 0, (1.96)
a equacao 1.95 se torna
df af of .
—— =pr_— _TH pVpPr__—_ =], 1.
d\ Ok vp oPn rel(f), ( 97)

onde f/rel( f) é o operador de Liouville relativistico.

Podemos, ainda, eliminar a dependéncia da funcao de distribuicdo em P, utili-

zando a relagao
g P'PY = —m?, (1.98)
também chamada de vinculo de camada de massa (mass-shell constraint). Para obtermos

essa equacao, consideremos a métrica, dada por

ds?* = g, dzda”. (1.99)
Dividindo ambos os lados dessa equagio por (d\)?, temos que
(ds)* _
W PH P 1.100
@) (1.100)
utilizando a equagao 1.91. No caso de uma particula massiva, podemos escolher A = =
onde 7 é o tempo proprio, definido por ds? = —d72. Dessa forma, temos
d
(ds)” _20ds)” o (1.101)

@z~ " (dr)?

que, junto com a equacao 1.100, implica na equagao 1.98. No caso de uma particula sem

massa, segue diretamente da equacao 1.100 que

G, P*PY = 0. (1.102)

A equacao 1.97 fica, portanto,
df of of
— =Pt —I, Y
dA Ozt opP’
onde, agora, a fungao de distribui¢do depende de x# e P, isto é, f = f(x#, PY).

(1.103)

12 De acordo com o principio da covaridncia geral, as leis da fisica devem ser invariantes sob mudancas
de coordenadas. Nessa equagdo e na equagao da geodésica, para escrevé-las de forma geral, sem nos
restringirmos ao uso de um sistema de coordenadas especifico, é necessario que a derivada total seja
tomada com relacdo a um pardmetro afim, preservando, portanto, o principio da covaridncia na escrita
da equagao.

A geodésica pode ser definida como uma curva que transporta o seu vetor tangente paralelamente ao
longo de si mesma, isto é, u? v/, u* = 0, onde u* = dd“")\ é o vetor tangente ao caminho considerado. Ao
definirmos a geodésica dessa maneira, estamos definindo também a parametrizacio dessa geodésica em
termos de um pardmetro afim, isto é, qualquer pardmetro relacionado ao tempo préprio por meio da
equacdo A = a7 + b (CARROLL, 2004). Portanto, a forma da equagdo da geodésica apresentada aqui
ja considera, necessariamente, uma parametrizacao afim. Se fosse utilizada outra classe de parametros,
o lado direito da equagao nao seria nulo.

13
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1.5.4 Equacao de Boltzmann para a métrica FLRW

Aqui, vamos supor um universo espacialmente plano, isto é, K = 0 na métrica
FLRW, nao apenas para simplificar as dedugoes, mas também pelo fato de haver fortes
evidéncias observacionais em favor de um universo espacialmente plano (AGHANIM et
al., 2021). Caso o leitor tenha interesse em uma discussao sem essa restrigdo na curvatura

espacial, uma boa referéncia é a tese de doutorado de Wayne Hu (HU, 1995).

Primeiramente, vamos definir a norma do tri-momento em termos das componentes
do quadri-momento, dada por
P’ =g, PP (1.104)

J

Utilizando essa equacao e a equacao 1.98, obtemos, para a métrica FLRW (equacao 1.40),

E? = —gyo(P%)? = p* + m?. (1.105)

Para conseguirmos trabalhar com a funcao de distribui¢cao com dependéncia no tri-
momento, f(x,p,t), é util descrever o tri-momento p em termos de seu médulo p e seus
vetores unitdrios p* = p;, que satisfazem, por defini¢do, 0;;pp’ = 1. Esperamos, ainda,
que os vetores unitarios sejam proporcionais as componentes espaciais do quadri-momento

(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 66), isto &,
P' = Cp', (1.106)

onde C' é a constante de proporcionalidade. Para descobri-la, podemos utilizar a equacao
1.104, tal que

P’ =g,;0'PC*. (1.107)
Aplicando essa equacao para a métrica FLRW, chegamos a
p? = a*C?, (1.108)

ou seja, C' = 2. Dessa forma, podemos escrever as componentes do quadri-momento em
termos do tri-momento como

pi="Ly (1.109)

a

Podemos mostrar, por meio da equacao 1.103 apds o calculo dos simbolos de
Christoffel e utilizagdo das relagoes anteriores entre o tri-momento e o quadri-momento,
que a equacao de Boltzmann para um universo homogéneo e isotrépico espacialmente

plano é dada por

of  ppof of
— 4+ =———Hp—=
ot + E a 0x* p@p

Nessa equagao, nao ha dependéncia na direcao do momento, apenas em seu modulo,

1. (1.110)

devido & homogeneidade e isotropia. O termo que contém a dependéncia na posicao z*
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também poderia ser retirado, pelo mesmo motivo, mas ele serd deixado aqui para uso em

consideracoes posteriores.

Além disso, integrando a equacao 1.110 em relacdo ao momento p, considerando

g :f; = 0 na integragdo, obtemos também a seguinte equagdo para a densidade numérica

n(t) no universo homogéneo e isotrépico,

dn(t)
dt

"+ 3Hn(t) = /éjggcm. (1.111)

Essa equagao, considerando um termo de colisao nulo, ¢ andloga a equacao de conservagao
de energia 1.51. Na auséncia de colisoes, vemos que a densidade numérica de particulas cai
com a3, pois o volume de uma certa regido contendo um ntimero constante de particulas
cresce com a®. No entanto, se o termo de colisdo for ndo nulo, a densidade numérica de
uma certa espécie de particulas é modificada nao apenas pelo aumento do volume do
universo, mas também pela interagdo com as demais espécies (DODELSON; SCHMIDT,
2021, p. 68).

1.5.5 Termos de colisao

O termo de colisdo carrega as informacoes acerca da interagao entre particulas.
Um processo comumente estudado em cosmologia é o processo do tipo (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 68)

(1)p + (2)q A (3)1)’ + (4)q” (1-112)

onde os subindices referem-se aos momentos das particulas interagentes. Nesse processo,
energia e momento sao conservados. Para um certo tipo de particulas, diferentes estados,
como os estados de spin, possuem as mesmas fungoes de distribuicao em geral. Portanto, ao
invés de definir uma funcao de distribuicao para cada estado, é comum trata-los utilizando
apenas uma funcao de distribuicdo multiplicada pelo peso estatistico correspondente g,

também chamado de degenerescéncia.

Como a colisao ¢ local, ou seja, ocorre na mesma posicao x e instante de tempo
t, o termo de colisao dependera apenas do momento p. Para as particulas do tipo 1,
por exemplo, precisamos contabilizar, para um certo momento p no espaco de fase, as
particulas de tipo 1 que estao deixando esse elemento do espaco de fase e as que estao
entrando nele. Para isso, precisamos somar sobre todos os outros momentos que afetam

a fungao de distribuicao fi(p).
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O termo de colisao é dado pela expressao

1 d3q dsp/ d3q/ )
Clhap) = 2F;(p) / (2m)32E5(q )/(27?)32E3(p’) / (27T)32E4(q’)|///|
x 2m)65)[p + a — 0 — 165 [E1(p) + Ea(q) — Es(p') — Ea(q)]
(

x {f3(p) fa(d)[1 £ fr(P)][L * fo(@)] — fi(p)fo(a)[1 £ fs(P)][L £ fu(d)]},
(1.113)

onde Ey(p) é a energia da particula s, dada pela mesma expressao ja vista anteriormente,

Ey(p) = \/p* + mZ, (1.114)

fs é a funcao de distribuicio das particulas de tipo s e [.Z|? é a amplitude de espalhamento
quadratica e depende dos detalhes microfisicos da interacao que esta ocorrendo. As fungoes
deltas de Dirac estdo presentes para impor a conservacao de energia e momento. Além
disso, termos da forma 1 + f e 1 — f estdo presentes para contabilizar os efeitos de
emissao estimulada e do principio de exclusao de Pauli. Para mais detalhes da deducao
dessa equacao, ver (PIATTELLA, 2018, p. 84 — 87) e (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p.
68 — 70).

1.6 O modelo ACDM

O modelo mais bem sucedido em explicar as observacoes cosmolégicas, considerado
o modelo padrao da cosmologia, é o chamado modelo ACDM. Esse modelo é composto por
matéria barionica (matéria composta de prétons, néutrons e elétrons'?), radiagio (fétons
e neutrinos'®), matéria escura fria (em inglés, cold dark matter, abreviado como CDM)
e energia escura na forma de uma constante cosmoldgica A. Nesse modelo, a equacao de

Friedmann 1.67 é dada por

H2
H_QA+QC()( 0) + Q0 (ao) +Qm< 0) + Qo (“0) | (1.115)
0

O sucesso desse modelo reside em sua série de explicagdes e previsdoes bem su-
cedidas. Por exemplo, as curvas de rotagao de galaxias e o lenteamento gravitacional
dependem da existéncia de matéria escura para sua explicagdo, componente importante
do modelo padrao. A introducao da constante cosmoldgica também tem papel importante
na explicagao da expansao acelerada do universo. O modelo também fez previsoes bem su-

cedidas, como as previsoes dos espectros de poténcia da radiagao cosmica de fundo. Esses

14 Elétrons na verdade sdo 1éptons, mas chamamos tudo de “matéria baridnica” pois a massa dos prétons
e néutrons é muito maior que a dos elétrons.

15 Os neutrinos, na verdade, deixam de ser relativisticos no universo recente, devendo entéo ser incluidos
como uma componente de matéria, e ndo de radiagdo, nesse periodo.
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sao apenas alguns poucos exemplos dos sucessos desse modelo, os quais vém sustentando-
0 ao longo das ultimas décadas. Porém, ha também problemas importantes em aberto.
Nao sabemos, por exemplo, a natureza fisica da matéria escura e da energia escura; alias,
para esta ultima, calculos na tentativa de associar a energia escura a energia do vacuo
chegaram a discrepancias de dezenas de ordens de grandeza. Temos também o problema
da tensao de Hubble, mencionado anteriormente. Uma boa referéncia para uma discussao
dos sucessos e falhas desse modelo, e possiveis solucoes, pode ser vista em (BULL et al.,
2016).

A seguir, vamos exibir alguns valores recentes obtidos para esses parametros. O
proposito aqui é apenas mostrar esses valores obtidos em um levantamento especifico, sem
entrar em detalhes nos métodos utilizados para a obtencao destes e nem na comparacao
entre diferentes levantamentos. A ideia é apenas ilustrarmos os valores atuais dos para-
metros cosmologicos. Os ultimos resultados do levantamento Planck (AGHANIM et al.,
2021) indicam os seguintes valores para alguns desses pardmetros cosmolégicos, ao nivel

de confianca de 68%:

Q.0 = 0.001 £ 0.002, (1.116)
Q0h* = 0.120 £ 0.001, (1.117)
Quoh? = 0.0224 4 0.0001, (1.118)
Ho = (67.4 4+ 0.05) 2 (1.119)
0= "/ sMpc '
(S
Qo = 0.315 £ 0.007. (1.120)

Além disso, a partir de calculos utilizando a equagdo de Boltzmann e considerando a
temperatura observada da CMB, T¢yp, € o nimero efetivo das espécies de neutrinos
observado, N.¢r = N,g,, onde N, é o nimero de diferentes espécies de neutrinos e g, ¢ a

degenerescéncia dos neutrinos (PIATTELLA, 2018), é possivel mostrar que

Q0h® =247 x 107° (1.121)

Q,0h* =~ 1.68 x 107°. (1.122)

Como esses parametros de radiacdo sdo muito pequenos em comparagao a €,,9, podemos
obter (2, diretamente de €2,,o por meio da relacao 25 = 1—¢2,,,0, considerando um universo
plano €, = 0. Nesse caso, temos (AGHANIM et al., 2021)

Q) = 0.685 =+ 0.007, (1.123)
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ao nivel de confianca de 68%.

Vemos, portanto, que a componente dominante atualmente é a energia escura.
Em relagao a matéria, apenas uma pequena fragao 2y =~ 0.05 corresponde a matéria
baridnica, cujas propriedades fisicas sdao bem conhecidas. Ou seja, s6 conhecemos bem as

propriedades de 5% das componentes de nosso universo, um fato intrigante.
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2 O Universo Perturbado

Deste capitulo em diante, serao utilizados o mesmo sistema de unidades e as mes-
mas convengoes apresentadas na secao 1.3 do capitulo anterior. Além disso, considerare-
mos um universo espacialmente plano, da mesma forma que foi feito em parte da secao

1.5. Passaremos a utilizar também a convengao de que a(tg) = ag = 1.

2.1 Introducdo as perturbacdes

Até agora, trabalhamos com o universo perfeitamente homogéneo e isotropico.
Porém, como ja vimos, isso s6 é valido em grandes escalas. Em pequenas escalas, o universo
é altamente inomogéneo e anisotrépico (HELBIG, 2020). Para levar em conta a formagao
de estruturas em nosso universo, portanto, é necessario perturbar o “plano de fundo”

homogéneo e isotropico.

2.1.1 Perturbacoes na métrica

Uma das maneiras de escrever a métrica perturbada é (DODELSON; SCHMIDT,
2021, p. 71)

Joo (X, 1) = =1 — 2¥(x, 1),
90i(%,1) = 0, (2.1)
Yij (x,t) a’2<t>5ij[1 +29(x, t)],

onde ¥(x,t) corresponde ao potencial Newtoniano e ®(x,t) é a perturbagdo da parte
espacial da métrica, que pode ser interpretada como uma perturbacgao local do fator de
escala !. Essas perturbacoes tém magnitudes da ordem de 10~* em nosso universo, o que

justifica o tratamento por teoria de perturbacao.

Na equacao 2.1, aparecem apenas perturbacoes escalares, mas ha também as per-
turbagoes vetoriais e tensoriais, que nao serao discutidas nesse momento. Como os diferen-
tes tipos de perturbacao evoluem de forma independente, podemos tratar separadamente
as perturbagoes escalares. Além disso, a forma da métrica exibida corresponde a um tipo
particular de escolha de coordenadas, denominado calibre Newtoniano conforme. Esses
diferentes tipos de escolhas de coordenadas nao modificam a fisica do problema, afinal,
os resultados fisicos devem ser os mesmos. Elas apenas alteram a forma das variaveis,

podendo simplificar os calculos e a interpretaciao de certos resultados.

1 Alguns livros tém notacdo distinta para essas perturbagdes. No livro de Steven Weinberg (WEIN-

BERG, 2008), por exemplo, ¥ — & e & — —U.



o6 Capitulo 2. O Universo Perturbado

2.1.2 A equacao de Boltzmann para a radiacao, sem colisao

Por meio da equacgao 1.103, calculando os simbolos de Christoffel para a métrica
perturbada 2.1 e eliminando termos de segunda ordem, ¢ possivel mostrar que a equacao

de Boltzmann para a radiacao (m =0 e E = p) é dada por

df _of [ ofp _&f{ by 1 Ly }
= B axia(l O + U) o [H—i—@]p—i—ap\llﬂ 2
of 1 o '

onde, relembrando, a virgula no subindice refere-se as derivadas com relacao a coordenada

z de indice correspondente, p = pp' e ® representa a derivada com relagdo ao tempo de
D,

Além disso, os fotons no universo homogéneo obedecem a uma distribuicao de Bose-
Einstein, sendo esta a distribuicao de equilibrio para bdsons a uma certa temperatura T
(PIATTELLA, 2018, p. 65). Ela é dada por

1
Jep(E) = a1

(2.3)
A distribuicao analoga para férmions em equilibrio é a distribuicao de Fermi-Dirac, dada
por

1

Jro(E) = Cammm 1

(2.4)
Em ambas as distribuicoes, i é o potencial quimico. Essas distribuicoes nao dependem
da posicao x nem da dire¢do do momento P, e sim do mdédulo do momento p por meio da

energia F(p).

Portanto, a equagao 2.3 representa a funcao de distribuicao de ordem zero dos
fotons. Como ela nao depende de x e P, as derivadas dessa funcao em relagao a posicao e
a direcao do momento sao de primeira ordem, e ao multiplicar outros termos de primeira
ordem, surgem termos de segunda ordem, que podem ser eliminados 2. Além disso, o
potencial quimico pode ser desprezado para os fétons (4 < 9 x 107°) (PIATTELLA,
2018, p. 67). Portanto, a equagdo de Boltzmann para a radiacdo se torna

. 1 .
— [H+<I>+ﬁ‘
a

dt ~ Ot ' a Ox

df _of ¥ 0f

‘N’] of (2.5)

oxt p(?p'

2 Aqui, supomos que os desvios da distribuicdo de ordem zero sejam da mesma ordem de magnitude

das perturbagoes gravitacionais ® e ¥ (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 78).
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2.1.3 A equacao de Boltzmann para particulas massivas, sem colisao

Para as particulas massivas, utilizando a equacao 1.103, os simbolos de Christoffel

para a métrica perturbada e eliminando termos de segunda ordem, podemos obter

ﬂ—g+ f—f(1—<1>+\11) zg [H+¢>+Eﬁ"\k,~]

dt ot OxiaE ap

/\2/\]{?
(7o) -7 (o),

) )

of B (2.6)

op* ap

Além disso, supondo também que a funcao de distribuicdo da matéria nao depende da
posicao e da direcao do momento, Chegamos a equagéo

af _of of
dt ot Ea@’

(2.7)

OV Of
H+d+— )
[ + + 8371] 8p

Se E = p, caso dos fotons, essa equacgao se reduz a equagao 2.5.

No caso da matéria, porém, a premissa de um comportamento linear nao é valida
para o universo tardio. Nesse caso, as equagoes devem ser modificadas para incluir efeitos

nao-lineares.

2.2 As equacoes de Boltzmann perturbadas para fétons, neutrinos

e matéria

2.2.1 Foétons

2.2.1.1 A funcdo de distribuicao perturbada para os fétons

Além das equagoes perturbadas obtidas anteriormente, é necessério, ainda, pertur-
barmos a funcao de distribuicao. No caso dos fétons, essa perturbagao pode ser introduzida

escrevendo a funcao de distribui¢do da seguinte forma:

f(x,p,p,t) = {exp [T(ml —i—l(i)(x,f),t)]] — 1}. (2.8)

Nessa equacao, ©(x, P, t) é a perturbacao de temperatura fracionaria, que também pode

ser representada por %T. A dependéncia dela no médulo do momento p pode ser desconsi-

derada, pois a interacdo dominante (espalhamento Compton) praticamente ndo modifica
o momento dos fétons (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 113).

Podemos expandir a fungao de distribui¢gdo em primeira ordem em O(x, p,t), ob-

tendo
a1 (p, 1)

fxp,t) = fOp,t) —p s

O(x,p, 1), (2.9)

onde

fOp,t) = (2.10)

I
exp {%} -1
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é a distribuicao de ordem zero, uma distribui¢ao de Bose-Einstein com potencial quimico

nulo. As derivadas em relagao ao médulo do momento podem ser convertidas em derivadas

N . : ©) (0)
em relacao a temperatura, ou vice-versa, via T — _pd
) ) oT op

Agora, a equacao de Boltzmann 2.5 pode ser separada em uma parte de ordem

zero e uma parte de primeira ordem. A parte de ordem zero é dada por (ver equagio

1.110)
df of© i af©

E ordem zero N ot P 8]7

Como estamos tratando da distribui¢ao de ordem zero, ou seja, a distribuigao de equilibrio,

— 0. (2.11)

o termo de colisdo consequentemente é nulo (a taxa para uma dada reagao e a taxa da

reagao inversa se anulam no caso do equilibrio).

Por outro lado, se inserirmos na equacao 2.5 a expansao 2.9, podemos extrair a

seguinte equacao de Boltzmann, envolvendo apenas termos de primeira ordem:
d ©) 8@ : pt oW

df N ) P P

a

dt primeira ordem 817

(2.12)

2.2.1.2 Termo de colisao

Aqui, serd feita uma discussao resumida do termo de colisao para os fotons. Para
um desenvolvimento mais detalhado e, consequentemente, justificativas para as suposic¢oes
feitas em algumas partes dessa se¢ao, ver (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 114-119) e
(PIATTELLA, 2018, p. 173-176).

O processo de interesse, no caso dos fétons, é o espalhamento Compton,

e”(a) +(p) « e (d) + (), (2.13)

onde os termos nos parénteses sao os momentos de cada particula. Considerando a equacao
1.113 e integrando sobre os momentos, exceto p (estamos interessados em analisar a

equagao de Boltzmann para a func¢ao de distribui¢do f(p)), temos

1 d3q dSq/ )
Clfp)] = 2E(p) / (27)32E.(q) / (2m)32E.(¢) / (zw 323 3% 4
< )P 0p+ q - p' — IV EG) + Eg) - W) - E) MY
x {fe(d)f(P) = fela) f(P)},

onde a soma ¢é sobre os estados finais de spins do elétron e do féton apds a colisao, sendo
dois estados para cada, e do elétron que colide inicialmente com o féton de momento p.
Nessa equacao, os fatores de emissao estimulada e de exclusao de Pauli nao aparecem. Isto
ocorre porque os fatores de emissao estimulada se cancelam, enquanto que a exclusao de
Pauli deixa de ser importante apds a época de aniquilacao elétron-pésitron. As energias

dos fotons sao dadas por E(p) = p e E(p') = p/. J& para os elétrons, serd considerado o
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limite nao-relativistico (na recombinacao, as energias cinéticas dos elétrons, da ordem da

temperatura 7', sio muito menores que sua massa). Portanto, préximo ao equilibrio,

Ep)=p~T,

2 (2.15)

q 2m,
E.(q) —m, = ~T=qg~T ,
() =m 2me 1 T

onde p é o momento do féton, E.(q) refere-se a energia do elétron, ¢ é o momento do

elétron e m, é a massa do elétron.

Para prosseguir, iremos considerar que pouca energia é transferida (p ~ p’) no

espalhamento Compton. O termo de colisdo se torna, sob essa aproximagao,

ClIw) = g [ s hila) [ i 3 L

8mgp 27T) p 3sp1ns
oo ) (2.16)
x{ag><p—p'>+<p ) alypor }{f( )~ f0))

Em relacao a amplitude quadratica do espalhamento Compton, podemos escrever,

no limite de baixas energias (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 117) (PIATTELLA, 2018,
p. 175)

> | #|? =32norm? (média sobre os spins e angulos), (2.17)

3 spins

onde o é a se¢ao de choque de Thomson. Neste trabalho, ndo entraremos em detalhes na
obtenc¢ao dessa amplitude quadratica, que depende dos detalhes microscopicos da intera-
¢ao considerada. O calculo completo dessa amplitude é feito no contexto da teoria quantica
de campos (ver, por exemplo, (BURDMAN;, 2023)). O que é importante ressaltar é que
essa expressao final é obtida fazendo uma média sobre os estados de spin dos fétons inci-
dente e espalhado e também sobre os dngulos (a principio, haveria um fator dependente
de p - [;’ nessa expressao). Por conta disso, a polarizagdo da radiagdo é ignorada, bem
como a dependéncia angular do espalhamento Compton. Porém, o efeito de polarizacao é
importante e se acopla com as perturbagoes de temperatura. Para o tratamento completo
dos fotons, portanto, é importante introduzir esse termo de polarizacao posteriormente. A
seguir, consideramos essa expressao para a amplitude quadratica. Além disso, termos de
segunda ordem na transferéncia de energia (lembremos que, no espalhamento Compton, a
transferéncia de energia é pequena) serao descartados. Com essas consideragoes e algumas

manipulacgoes algébricas, chegamos a equacao

of©
Clfp)] = —p—5— o ne.or[© — O(P) + D - w), (2.18)

onde u, é a velocidade de grupo (em inglés, bulk velocity) dos elétrons, n. é a densidade

de elétrons livres e ©y é o monopolo, definido por

1
Golx,t) = - / A0, x, 1), (2.19)
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onde ' é o angulo solido associado ao vetor unitario p’.

Quando o espalhamento Compton é muito eficiente, somente a perturbacio de
monopolo sobrevive, desconsiderando a velocidade de grupo dos elétrons. Por outro lado,
se essa velocidade é importante, haverd também a contribuicao de um momento de dipolo.
O espalhamento Compton deixa de ser eficiente depois do desacoplamento da matéria
baridnica e dos fétons, porém a abordagem a partir da equagao de Boltzmann permanece

valida.

2.2.1.3 A equacdo de Boltzmann para os fétons

Finalmente, igualando as equagoes 2.12 e 2.18, obtemos

. Ppoe . povw
o+ ,+<I>+Zi—,:neaT[®o—@+f>~ub], (2.20)
a 0z’ a Oxt

onde os pontos denotam derivadas com relagao ao tempo t.

E interessante escrever essa equacao em termos do tempo conforme, ao invés do

tempo cosmico. Ele é definido por

dt todt’
dy =< ou —-:/—. 2.21
= U e (2.21)
Nessa equagao, a variacao n — 1; representa também a distancia comoével que um féton

viaja entre os tempos 7 e ;. Agora, considerando que n(t; = 0) = 0 3, podemos escrever

n(t) = /0 t ae(lz). (2.22)

Essa tultima equagao define o horizonte comovel, isto é, a distancia comdvel que a luz
poderia ter percorrido desde o inicio dos tempos. Portanto, nenhuma informagao poderia
ter se propagado entre regides cuja distancia entre elas fosse maior que 7 para um certo
tempo t. Além dessa interpretacdo clara do tempo conforme em termos da distancia
comével que a luz percorre, uma outra vantagem dele é que a métrica (equacgao 1.40)

assume uma forma simples,

ds? = a*(n)(—dn? + dz® + dy? + dz?). (2.23)

Portanto, a equacao 2.20, em termos do tempo conforme, fica

.00 oA
@'—f—ﬁl@ —|—<I>’—|—]51% = neoral©y — O + P - uy, (2.24)

onde as linhas, por exemplo em ©', agora denotam derivadas com relacao ao tempo

conforme.

3 Essa ndo é uma boa definicdo no contexto da inflacdo. Nele, é mais conveniente que 7 seja nulo para

t; = te, onde t. € o momento do fim da inflacao.
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E comum, e mais prético, trabalharmos com as equagoes diferenciais no espaco de
Fourier. A transformada de Fourier espacial de uma funcao é definida (RILEY; HOBSON;
BENCE, 2006, p. 451-453)

£ 1 —ik-x
9 = oy [ Hwe s (225)
e a transformada inversa é dada por
1 . o
fx) = W/f(k)e“‘ d’k, (2.26)

onde k é o vetor de onda e x é o vetor de posicao. As constantes que aparecem nas defi-

ni¢oes dessas transformadas podem ser escolhidas de formas diferentes; o inico requisito

1
(2m)3

transformadas, uma delas é que as derivadas se tornam relagoes algébricas no espacgo de

é que, quando multiplicadas, resultem em . Dentre varias propriedades tteis dessas

Fourier *,
(w — ik f(k, n). (2.27)
Para escrever a equacao de Boltzmann para os fétons, equacao 2.24, no espago de
Fourier, primeiro vamos definir algumas variaveis. A primeira é o cosseno entre k e P,
denominado p e definido por A
= kkp (2.28)

Assim, se pensarmos em uma perturbagao de temperatura na forma de uma onda plana,
definida por um certo k que aponta na direcdo em que a temperatura muda (aponta na
diregao do gradiente), ©(k, u = 1) representaria, por exemplo, um féton que viaja na

mesma diregdo do gradiente (ver a figura 9).

Além disso, no contexto das observacgoes cosmoldgicas em grande escala, verifi-
camos que o campo de velocidade possui rotacional praticamente nulo. Dessa forma, a
velocidade é irrotacional no espago real. De forma bem geral, isso é explicado pois, no
modelo padrao da cosmologia, ndao ha fontes para campos de velocidades com vorticidade,
isto é, com rotacional nao nulo. As condigoes iniciais do universo no modelo padrao tam-
bém sao irrotacionais. Nao entraremos em detalhes dessa questao neste trabalho; mais
informagoes podem ser vistas em (BERTSCHINGER, 1995) e (UMEH, 2023). No espago
de Fourier, isso quer dizer que a velocidade aponta na mesma diregao de k (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 121). Portanto, podemos escrever

k

ub(k7 77) = %ub(k7 77) (229)

Por fim, podemos definir a profundidade 6tica,

r)= [ dyneora, (2.30)

n
Como o vetor de onda é definido no espaco Euclideano, k* = k;.

4
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N

ik k

Figura 9 — Um esbog¢o de uma perturbacao de temperatura na forma de uma onda plana,
retirado do livro de (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Nesse esbogo, podemos
ter uma ideia do significado do vetor de onda k, que aponta na direcao do
gradiente da temperatura, e da relagao da variavel p com a dire¢do de pro-
pagacio do féton. Areas mais claras representam regides mais frias, enquanto
areas mais escuras representam regioes mais quentes.

que esta relacionada a opacidade dos elétrons livres a passagem dos fétons desde o mo-
mento em que foram emitidos até o momento de observagao atual. Para o universo jovem
(n < 1no), a densidade de elétrons livres n, era muito grande, de forma que 7 é muito

grande. J& para o universo tardio (n ~ 1), n. é muito pequeno, de forma que 7 < 1.

Com essas defini¢oes, a equacao de Boltzmann para os fotons pode ser escrita como

O + iku® + @' + iku¥ = —7'[09 — O + pwy). (2.31)

Podemos, portanto, resolver essa equacao para os diferentes k e o de forma independente.
Essa equagao, porém, nao engloba a dependéncia angular do espalhamento Compton nem
os efeitos de polarizacao da CMB, como discutido na se¢ao do termo de colisao. A equacao
de Boltzmann completa para os fétons, incluindo esses efeitos, é dada por (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 132)

1
O + tku® = -0 — ikp¥ — 7'[0¢ — O + puy — 5732(#)1_[], (2.32)

onde
II =03+ 0Ops+ Op. (2.33)

Nessas equagoes, Pa(i) é o segundo polindémio de Legendre, O, é o quadrupolo da dis-
tribuicdo de temperatura e ©p é o campo de polariza¢ao, que tem como fonte apenas
O,. Além disso, ©py e Ops sdo o monopolo e o quadrupolo do campo de polarizagao. Os

momentos de multipolo do campo de temperatura sido definidos por

1
Ok, P ()6 ). (2.34)
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onde P;(i) é o polinémio de Legendre de ordem [. Por exemplo, ©y é o monopolo, ©
¢ o dipolo, Oy é o quadrupolo, O3 é o octopolo, e assim por diante. Quanto maior o [,
menor ¢ a escala em que o polinomio de Legendre varia. Portanto, momentos de multipolo
com alto valor de [ capturam informagoes de perturbagoes de temperatura em pequenas

escalas.

2.2.2 Matéria escura fria

Para obtermos a equagao de Boltzmann perturbada para a matéria escura fria, o
desenvolvimento é analogo ao dos fétons, com algumas diferengas. Primeiramente, pas-
sado algum tempo apds a sua criacao, a matéria escura nao interage mais com os demais
constituintes do universo e, considerando que ela também nao interage fortemente consigo
mesma, nao ha necessidade de considerarmos um termo de colisao (DODELSON; SCH-
MIDT, 2021, p. 122). Além disso, as particulas de matéria escura fria devem ser muito
massivas (PIATTELLA, 2018, 164), de forma que podemos considerar as velocidades das
particulas como nao-relativisticas. Partiremos, portanto, da equacao 2.7, igualando-a a

zero por causa da auséncia do termo de colisao,

afc pﬁz afc - E Aaqj afc
———— — | H+d+ —p'—
ot + E a 0xt Ter app ox’ b dp

= 0. (2.35)

Como as particulas possuem baixa velocidade, podemos descartar termos que en-

volvam poténcias quadréticas ou superiores de (2 ), guardando apenas termos de ordem

zero e primeira ordem. Com isso em mente, vamos considerar o momento de ordem zero

dessa equacao de Boltzmann. Multiplicando a equagao 2.35 por Cp o integrando, obte-

2n)
mos
o [ &% 10 d , pp . d®p Of.
&/ (27?)3fC * a Oz / (27r)3ch(p) — A+ 2] / (27?)3p op (2.36)
adzi) (2m)% Op p/p =1

Por integragdo por partes, podemos mostrar que o tltimo termo é nulo. Para trabalharmos

com os demais, temos que ter em mente as expressoes para a densidade de matéria escura,

d3p
(& = (%] 237
ne= | o (2.37)
e para a velocidade do “fluido” de matéria escura,
1L &P, pp
= ; . 2.38
=5 (2:3%)

Inserindo essas expressoes na equacao 2.36, obtemos, apds algumas manipulagoes, a ge-
neralizagao cosmoldgica da equacao de continuidade,

i

on.  10(ncuy)

: H + ®|n. = 0. 2.
8t+a pps +3[H + ®jn. =0 (2.39)




64 Capitulo 2. O Universo Perturbado

Podemos, ainda, separar a parte de ordem zero e de primeira ordem nessa equagao. Como
a velocidade e as perturbagoes da métrica sao de primeira ordem, a equacao de ordem

zero é dada por
on..
ot

onde n. é a parte de ordem zero da densidade, ou seja, a densidade média correspondente

+3Hn. =0, (2.40)

ao que teriamos em um universo perfeitamente homogéneo e isotrépico. Agora, para ob-
termos a equagao de primeira ordem, é necessario definir a perturbagao fracionaria da

densidade de matéria escura, 0.(x,t),
ne(X,t) = n(t)[1 + d.(x, t)]. (2.41)

Essa perturbacao J. também é igual a sobredensidade fracionaria de energia da matéria

escura, % (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 124). Introduzindo essa defini¢ao na equa-

¢ao 2.39 e eliminando termos de segunda ordem, obtemos a equacao de primeira ordem
6. 10u’

243 =0. 2.42
ot +a8:v’ + ( )

Obtemos aqui uma equagdo para as duas novas varidveis 0. e u’. Precisamos,
portanto, de outra equagao, que é obtida a partir do primeiro momento da equagao 2.35.
Para tal, multiplicamos essa equacio por (d3p/(27)3)pp’/E e integramos. Apds algumas
manipulac¢oes, chegamos a equagao

oul

5 T Hul + —— =0. (2.43)

a 0x7

Por fim, podemos escrever essas duas equagoes que governam a evolugao da matéria
escura fria no espago de Fourier e em termos do tempo conforme. Iremos supor aqui,

novamente, que a velocidade ¢ irrotacional, como na equacgao 2.29. Elas ficam, portanto,

8 + ikue + 39" = 0, (2.44)
a/

u + =g + kW = 0. (2.45)

a

2.2.3 Barions

Agora, iremos obter a equacao de Boltzmann perturbada para a matéria baridnica,
isto é, a matéria composta por protons, néutrons e também os elétrons; esses tltimos sao,
na verdade, 1éptons, mas sao inclusos nessa definicdo cosmoldgica de matéria barionica
por, dentre outros motivos, contribuirem muito pouco para a densidade de energia em
comparacao aos protons e néutrons. Na discussao a seguir, falaremos apenas “prétons”,

mas na verdade estao inclusos também outros nucleos de menor quantidade, como o Hélio

(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 126).
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Os elétrons e protons sao acoplados fortemente pelo espalhamento Coulombiano
(e + p <> e + p). Iremos supor que essa interagao ¢é tao eficiente que os elétrons e prétons

possuem valores de sobredensidades praticamente iguais®,

Pe — Pe Pp — P,
— =2 _TP = (2.46)
Pe Pp
ou seja, nao esperamos ter mais elétrons em uma regiao e mais prétons em outra, gerando

dipolos césmicos. Dada essa suposicao, o mesmo acontece para as velocidades,

u. = u, = u,. (2.47)

Como, para as épocas de interesse, T" < m,, a matéria barionica pode ser tratada
como um fluido nao relativistico, assim como a matéria escura. Aqui, porém, devemos

considerar a interacdo da matéria barionica com os fotons.

Considerando o momento de ordem zero da equacao de Boltzmann para particulas

massivas, assim como no caso da matéria escura, somos levados a equagao
oy, + ikuy + 39" = 0. (2.48)

Apesar de que, agora, devemos levar em conta um termo de colisao nas dedugoes, o lado
direito dessa equacao, a qual esta relacionada com a generalizagao cosmoldgica da equacao
de continuidade, acaba zerando, pois as colisdes consideradas nao alteram o nimero de

elétrons e prétons nas épocas de interesse (préximo e depois da recombinagao).

Por outro lado, considerando o momento de primeira ordem da equacao de Boltz-

mann, somos levados a equagao

8(nbui)

myny, OW
m PR
Poot

a OxJ

+ 4Hmynyul + = F. (x,1), (2.49)

onde agora o termo de colisao F. nao ¢ nulo. O espalhamento Compton gera transferéncia

de momento entre fétons e elétrons que, por sua vez, transferem momento aos nucleos, e

isso ¢ incorporado ao termo de colisao. Dividindo essa equagao por p, = m,n;, obtemos
ouy, 10V 1

b4 Hul + -=— = —F’ t). 2.
ot + ub+a8xﬂ Ob 67<X7 ) ( 50)

Agora, para trabalharmos com o termo de colisao integrado F7 , que descreve a trans-
feréncia de momento entre fétons e elétrons, partiremos do seguinte raciocinio: como o
momento é conservado a cada colisao, esse termo de colisao deve ser igual e oposto ao que

aparece na equagao analoga para os fotons. O termo de colisdo integrado dos fétons, por

5 Um fato curioso é que, além das sobredensidades serem iguais, as observacdes, como a isotropia de raios

césmicos, a isotropia da CMB e a abundancia de elementos leves, também indicam que o universo deve
ser eletricamente neutro, ou seja, o nimero de prétons e de elétrons também deve ser igual (SIEGEL;
FRY, 2006).
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sua vez, é obtido a partir do primeiro momento da equagao para o termo de colisao do
foton, equacao 2.16. Nao faremos aqui uma dedugao detalhada desse termo, que pode ser
encontrada em (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 128). Uma vez obtido esse termo, po-
demos inseri-lo na equacgao 2.50, obtendo, ja no espaco de Fourier e em relagao ao tempo
conforme,
p o 140y 1o
up + —up + kY = 7' =[3i01 + wp), (2.51)
a 30

onde © é o dipolo da distribuicao dos fotons. Ainda é possivel reescrever o lado direito

dessa equacao se definirmos a razao dos fétons para os barions como

R(n) — 3p(n)

Apesar dessa equacao ter sido obtida considerando prétons e elétrons livres, ela
também ¢ valida na presenca de hidrogénio neutro e hélio, isso porque estes também sao
fortemente acoplados aos protons e elétrons, de modo que a equagao obtida pode descrever

todos os barions.

2.2.4 Neutrinos

Por fim, para os neutrinos, seguiremos um caminho analogo ao dos fétons, dado
que eles possuem uma distribui¢do de equilibrio de Fermi-Dirac e que sao relativisticos

no universo jovem. Dessa forma, podemos escrever a funcao de distribuicdo perturbada

como
» -1
v 7 7t = 1
)= [er{ o+
; (2.53)
=|1- tp—| fIV
- g | 100
onde f(p) = [e?/T*® 4 1]71 ¢ a distribuicdo de ordem zero dos neutrinos e .4 é a

perturbagao de temperatura.

Como nas épocas de interesse, depois do desacoplamento dos neutrinos, eles nao
interagem com nenhuma outra componente de forma significativa, o termo de colisao é

nulo. Portanto, usando a equacao 2.7, obtemos, em primeira ordem,

P 0 . Eu(p)
N —Hp— N = =" — ik
E,(p) Pop s

N (K, p, ) + ikp v. (2.54)
E importante notar que, ao contrario dos fo6tons, ndo podemos supor que a perturbacao de
temperatura nao depende de p, pois, uma vez que deixem de ser ultra-relativisticos, neu-

trinos em diferentes partes da distribui¢ao se moverdao de formas distintas (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 130).
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2.3 As equacoOes para as perturbacoes gravitacionais

Nessa secao, iremos obter as equacoes para a evolucao das perturbagoes gravita-
cionais W e ®. Além disso, veremos também a questao da liberdade de calibre (em inglés,
gauge freedom) na escolha de coordenadas; a depender da escolha, o formato da métrica

perturbada pode mudar, destoando daquela apresentada no calibre Newtoniano conforme.

2.3.1 Decomposicao das perturbacdes na métrica

Na equacao 2.1, vimos uma das possiveis formas de escrever a métrica pertur-
bada. Essa forma, no entanto, nao ¢ a forma mais geral e nao abrange todos os tipos de

perturbacao de interesse. A métrica perturbada pode ser escrita, de forma geral, como
(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 135)

Goo (X, 1) = =1+ hgy(x, 1),
a(t)hg;(x,t) = a(t)hy(x, 1), (2.55)
a2<t)[5ij + hij (x,1)],

Yoi (x,1)
Gij (x,t)

onde todas as perturbacoes, denotadas por h, sao consideradas pequenas. Essas pertur-
bacoes, por sua vez, podem ser classificadas como escalares, vetoriais ou tensoriais, a

depender do comportamento delas sob rotagoes espaciais.

A perturbagao denotada por hy, ¢é classificada como escalar, por nao conter nenhum

indice espacial. Podemos defini-la como
hyo = —2A. (2.56)

Nao ha nada de especial nesse fator de —2 nem na funcao escalar A, é apenas uma questao

de convencao notacional.

A perturbacao hy,;, por sua vez, é um tri-vetor. Podemos decompor essa pertur-

bacao em termos de um campo vetorial de divergéncia nula e um de rotacional nulo
(decomposicao de Helmholtz (ARFKEN; WEBER; HARRIS, 2013, p. 177)). Podemos

escrever, portanto
0B . 0B;
hy, =—=— — B; de B," = L=, 2.57
0¢ ot onae ) ort ( )

e B e B; sdo uma func¢ao escalar e uma funcao vetorial, respectivamente. No espago de

Fourier, temos

hy;(k,t) = —ik; B(k,t) — Bi(k,t) onde k'B;=0. (2.58)

Em relagao a perturbagao tensorial h,., um tensor simétrico de ordem trés, pode-

137
mos decompo-la em uma parte proporcional ao delta de Kronecker, uma parte contendo

duas derivadas espaciais de uma funcdo escalar, e uma parte em termos da derivada de
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um campo vetorial de divergéncia nula. Todas essas componentes serdo, por definicao,
simétricas. Porém, uma parte da perturbagao tensorial nao pode ser decomposta em ter-
mos de fungoes escalares e vetoriais - hd uma parte dessa perturbacao que é “puramente

tensorial”, a qual denotaremos h?;T. Temos, portanto,

— Tr
hy =2Db,; —2E +V,; +V,;; +h, (2.59)

iy
ou, no espaco de Fourier,

hy = 2D3,; + 2k;k; E + ik;V; + ik; Vi + hET. (2.60)

As perturbagoes podem ser separadas, portanto, em escalares, vetoriais e tenso-
riais, como visto acima. Porque, entao, trabalhamos até aqui apenas com perturbagoes
escalares, usando a métrica 2.17 Isso nao ird gerar um problema, dado que nao considera-
mos os outros tipos de perturbagdes? A resposta é que nao teremos problemas, por causa
do teorema da decomposi¢ao. De acordo com ele, em primeira ordem, as perturbagoes
evoluem de forma independente em nosso universo. Isso se deve, principalmente, a isotro-
pia espacial do universo de FLRW (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 137). Podemos,
portanto, trabalhar com os diferentes tipos de perturbagoes separadamente. Além disso,
as perturbacgoes escalares tém como fonte as flutuacoes de densidade, que é justamente
o que foi trabalhado anteriormente nesse capitulo, justificando, portanto, o uso anterior

apenas das perturbagoes escalares na métrica.

2.3.2 Transformacao de coordenadas

No estudo das perturbagoes, diferentes escolhas de coordenadas sao denominadas
calibres (em inglés, gauges). Essas escolhas podem, por exemplo, simplificar certas con-
tas ou exibir de maneira mais clara as ligacoes entre parametros tedricos e observaveis.
A seguir, veremos como um campo escalar e como a métrica se transformam sob uma
mudancga de coordenadas (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 137-140). A motivagdo por

tras disso é que o periodo de inflagdo acontece na presenca de um campo escalar.

Seja um campo escalar ¢(z), onde = se refere as coordenadas espago-temporais
(x,t) (a partir deste ponto, = ird se referir as coordenadas espago-temporais, enquanto
que a distancia comdvel serd representada por y). Podemos escrevé-lo em termos de sua

parte de ordem zero e uma perturbacao,

gb(l’) = ¢(t) + 5¢(X7 t)v (2'61)

onde q@(t) nao depende de x, pois o universo de fundo é homogéneo. Agora, vamos conside-
rar uma transformagao de coordenadas escalar pequena, dada por x — Z(x). Expandindo

em série de Taylor, temos

t—t=t+((x,1), (262)
' — 3 =1+ & (x,t), .



2.8. As equagdes para as perturbacdes gravitacionais 69

onde ((x,t) é o desvio no tempo e &(x,t) é o desvio espacial, que é escrito como o
gradiente de uma outra funcgao escalar &, ou seja, temos aqui apenas escalares, pois estamos

trabalhando por enquanto com as perturbacoes escalares.

O campo escalar se transforma trivialmente como

A~

o(2) = ¢la[t]) = o(f — (% — V). (2.63)
J& sua perturbagao se transforma da seguinte maneira:
ol t) = s0(x.) - X (e ) (2.6

Agora, vamos aplicar essa transformacao de coordenadas a métrica perturbada

(equagao 2.55) considerando apenas transformagoes escalares, ou seja, a métrica

Joo = _(1 + 2A)>
Yoi = —aB;, (2.65)
gﬁszd1+ﬂn—2ﬂﬂ.

A métrica, por sua vez, se transforma de acordo com a relagdao

R Oz® 0z

g,uu<x) - %%gaﬁ(l’% (266)
ou, inversamente,

. 01* 078

Gop(Z) S D G (). (2.67)

Trabalhando com essa relagao, e eliminando termos de segunda ordem, podemos relacionar

as perturbagoes da métrica transformada com as perturbacoes da métrica original,

A:A_lcl7
a
D -1 /
B=B-arc+d, (2.68)
D =D - H(,
E=FE+¢

Portanto, apesar de termos quatro funcoes caracterizando as perturbacgoes escalares na
métrica a principio, podemos, por meio de uma transformacgao de coordenadas, eliminar
algumas delas. Por exemplo, se escolhermos & = —FE, a nova métrica tera E = 0. Por
causa dessas possibilidades de escolha das fungoes ( e £, temos, na verdade, apenas dois
graus de liberdade fisicos na métrica com perturbagoes escalares, ao invés de quatro. No
calibre Newtoniano conforme, por exemplo, eliminamos B e E utilizando essa liberdade

na escolha das fungoes.

Além disso, também é util obter variaveis que sao invariantes sob as transforma-

¢oes das equagoes 2.68 (varidveis invariantes por transformacdo de calibre). Com elas,
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podemos alterar mais facilmente entre um calibre e outro, bastando calcular a variavel
em um calibre, calcular no outro, e igualar as duas expressoes. As varidveis de Bardeen
(BARDEEN, 1980), por exemplo, sdo muito utilizadas. Elas sdo dadas por

a0
®A:A+a877[ (E' - B)], (2.69)

by =—-D+aH(B-FE).
No caso do calibre Newtoniano, &4 =V e &y = —P.

Claro que poderiamos, também, fazer desenvolvimentos andlogos para as pertur-
bacoes vetoriais e tensoriais. No caso das vetoriais, terlamos um grau de liberdade a mais
na transformacdo de coordenadas, dado por um vetor transversal !, que nos permitiria
eliminar B; ou V;. J& a perturbacao tensorial hj;" ¢é invariante por transformacoes de
calibre em primeira ordem. Assim, os dez graus de liberdade que tinhamos inicialmente,
considerando as perturbacoes escalares, vetoriais e tensoriais, se reduzem, na verdade, a

seis (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 140).

2.3.3 As equacoes de Einstein para as perturbacoes escalares

Para obter as equacoes de Einstein para as perturbacoes escalares, partiremos da
métrica perturbada no calibre Newtoniano conforme dada pela equacio 2.1. E necessario
calcular os simbolos de Christoffel, o tensor de Ricci, o escalar de Ricci e, por fim, o tensor
energia-momento (equagao 1.90). A ideia, ao longo desses célculos, é coletar as partes de
primeira ordem do tensor de Einstein e do tensor energia-momento e iguala-las. Também
¢é necessario ficarmos atentos para que, ao longo das contas, eliminemos termos de segunda

ordem.

Nao faremos esse desenvolvimento detalhado aqui, que pode ser facilmente encon-
trado na literatura (ver, por exemplo, (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 141-146) ou
(PIATTELLA, 2018, p. 145-149)). A seguir, iremos exibir as equagoes finais obtidas para

0s potenciais gravitacionais.

A primeira equacao de evolugao para os potenciais gravitacionais é dada por

/ /
K2 + 3% ((I)’ . xp‘é) = 47Ga?[ped. + Py + 4p,Op + 4p, ). (2.70)

No limite estatico, ou seja, quando a = constante, essa equacao se reduz a equagao de

Poisson para a gravidade.

A segunda equacao de evolucao é dada por
(D + 0) = —32rGa’[p,O2 + p,Na). (2.71)

Nessa equacao, ¢ importante notar que, se os momentos de quadrupolo forem despreziveis,

teremos ® = —W.
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2.3.4 As equacoes de Einstein para as perturbacdes tensoriais

Outro tipo de perturbacao de interesse sao as perturbagoes tensoriais, que estao
associadas as ondas gravitacionais primordiais, formadas no periodo de inflacdo. Aqui,
trataremos dessas perturbacoes. As perturbagoes vetoriais, por sua vez, nao serao discu-
tidas nesse trabalho, pois elas nao sao geradas em quantidades significativas e, de toda
forma, decaem rapidamente (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 147) (WEINBERG, 2008,
p. 227). Porém, se for do interesse do leitor, elas sdo tratadas em (PIATTELLA, 2018, p.
152-154) e (MUKHANOV, 2005, p. 271-275).

Para as perturbagoes tensoriais, partimos da métrica dada pela equacao 2.55 com
hQOZO, hol-:()e

hy hy O
8gij(x,t) = a*()h (x,t), BT =|h.e hy 0O]. (2.72)
0 0 0

Ao escrevermos a perturbacgao tensorial dessa forma, estamos definindo a direcdo Z como
sendo a direcao de propagacao da onda, ou seja, k=2 (PIATTELLA, 2018, p. 150). De
forma geral, hy e hy, devem ser componentes de um tensor de divergéncia nula, trago
nulo e simétrico, isso porque estamos tratando a perturbacao tensorial “pura” (a parte

de divergéncia nao nula da perturbacao h;;, por exemplo, esta contida nas perturbacoes

IR
escalares e vetoriais) (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 148).

Para obter as equacoes para as perturbagoes tensoriais, os passos sao 0s mesmos
das perturbacgoes escalares: calcular o tensor de Einstein e o tensor energia-momento e

extrair as componentes de primeira ordem. Fazendo isso, chegamos a seguinte equacao:
a//

onde t = +, xX. Nessa equagao, estamos desconsiderando o estresse anisotropico, que é a
fonte dessas perturbagoes gravitacionais. Se o considerarmos, o lado direito dessa equacgao
nao seria nulo (ver (PIATTELLA, 2018, p. 149)), mas sim proporcional ao quadrupolos
das componentes de radiagao (fétons e neutrinos). Isso influencia significativamente nos

modos tensoriais em baixa escala, mas pode ser desprezado para os modos em larga escala
(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 151).

A equacgdo 2.73 é uma equacao de onda, a partir da qual temos as ondas gravitacio-
nais. Isso fica ainda mais claro se considerarmos o limite de nao expansao (a = constante,
a’ = 0). Uma ilustragdo dessas ondas é mostrada na figura 10.

Enquanto um certo modo k é maior que o horizonte (kn < 1), ou seja, o horizonte

comovel 7 (equagdo 2.21) é menor que a escala A associada ao modo (k o }), o modo é

constante. Quando o modo entra no horizonte (kn = 1), ele comega a decair. Modos de

menores comprimentos (ou k grande) entraram mais rapidamente no horizonte e, portanto,
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Gravitational wave amplitude

h-}-.x”]

t

Spacetime distortion

C
S

Figura 10 — ITlustracdo de uma onda gravitacional cosmoldgica associada as perturbacgoes
tensoriais, no limite estatico ao longo de um periodo, retirada do livro de
(DODELSON; SCHMIDT, 2021). Acima, temos como a amplitude dessas
perturbagoes evoluem com o tempo e, abaixo, como seriam as distor¢oes no
plano x-y associadas a propagac¢ao da onda em diferentes instantes do ciclo.
A direcao de propagacao é perpendicular a figura.

() ()
0 O C

decairam mais ao longo da expansao do universo do que modos de maiores comprimentos
(ou k pequeno) (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 152).

2.4 Inflacao

Temos, agora, o conjunto completo de equagoes governando as perturbagoes em
torno de um universo homogéneo e isotrépico. Porém, para resolvé-las, precisamos de

condicoes iniciais. Essas condigoes advém, por exemplo, da teoria de inflagao.

Um dos pontos de partida do seu desenvolvimento foi resolver o problema do
horizonte, isto é, para explicar como regides que nao deveriam estar em contato causal
possuem temperaturas extremamente semelhantes, com flutuacoes da ordem de 107° K.
Porém, além de resolver este e outros problemas, a inflacao ainda nos fornece as condic¢oes
iniciais para as perturbacoes no universo, o que possibilita a resolucao das equagoes de
Boltzmann e equacoes de Einstein perturbardas. Apesar de nao fornecer as perturbagoes
primordiais de forma exata em cada ponto, ela nos fornece as distribuicoes estatisticas
das quais essas perturbagoes provém por meio dos espectros de poténcia primordiais das

perturbagoes escalares e tensoriais.

O proposito dessa secao nao é descrever a inflagdo em detalhes. O objetivo prin-
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cipal é apresentar os espectros de poténcia primordiais. Para descri¢goes mais detalhadas,
ver (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 157-189), (PIATTELLA, 2018, p. 235-271) ou
(WEINBERG, 2008, p. 201-217).

Vale lembrar que, apesar de as teorias inflacionarias serem amplamente utilizadas
e investigadas na literatura, existem outras teorias cujas previsoes sao compativeis com
os dados observacionais, como é o caso dos modelos de universo eterno com ricochete.
Este trabalho nao tem como foco a descricdo desses modelos alternativos, mas, para os
interessados, uma boa referéncia é a de (VITENTI, 2011).

2.4.1 O problema do horizonte

Na época da recombinagao (¢ ~ 380.000 anos), o universo era extremamente uni-
forme. Como dito, as flutuacoes eram da ordem de 107°. Como explicar essa uniformidade?
Poderiamos pensar, inicialmente, em termalizagao, ou seja, o contato térmico entre as di-
ferentes regides levaria, ao longo do tempo, a uniformidade. Porém, nessa época, diferentes
partes do universo ainda nao tinham contato causal, de forma que elas nao poderiam ter

termalizado.

O horizonte comével na época da recombinagao, isto é, a distadncia comével que
a luz poderia ter percorrido até entdo, é 1. = n(a,) ~ 281h 'Mpc. A distancia comével
atual entre duas partes do céu da CMB separadas por um angulo 6, suposto pequeno, é

dada por
X(0) = X0 = (no — n.)0. (2.74)

Atualmente, temos 7y ~ 14200h~'Mpc, de modo que regioes do céu da CMB separadas

por um angulo

§> =
o — T«

nao podiam estar em contato causal (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 158) (PIAT-
TELLA, 2018, p. 238).

A~ 1.2° (2.75)

Uma outra forma de escrever a expressao para o horizonte comdvel é a seguinte
(as linhas na seguinte expressao sdo apenas para denotar a variavel de integragao - nao

confundir com as derivadas em rela¢do ao tempo conforme):

na) = [ din(@)-, le). (2.76)

O termo ﬁ que aparece nessa expressao ¢ chamado de raio de Hubble comédvel, e expressa
a distancia que a luz pode viajar ao longo do tempo que o fator de escala cresce por um
fator de e. Dessa forma, para um universo dominado por matéria ou radiacio (H o a=3/2
ou a~?2), esse raio comével sempre cresce, de forma que mais regides entram em contato

causal quanto mais perto da época atual.
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Entao, se houvesse um periodo no universo em que o raio de Hubble comoével
decrescesse, significaria que, em épocas muito iniciais, mais regides estariam em contato
causal. Assim, para que ﬁ = % decresca, devemos ter um a crescente, ou seja, @ > 0. Uma
época de expansao acelerada nos primérdios do universo, portanto, resolve o problema do

horizonte. Essa é a época da inflagao.

Nos primordios da inflacao, todos os modos de interesse estao dentro do horizonte
(k> aH), ou seja, seus comprimentos sao muito menores que o raio de Hubble comével.
Ao fim da inflagdo, esses modos nao mais estardo dentro do horizonte, pois o raio de
Hubble comével é extremamente diminuido (kK < aH). Posteriormente, porém, esses

modos entram novamente no horizonte, ja que o raio comoével volta a crescer.

Uma ultima defini¢do importante a se fazer é a do horizonte comével. Para incluir-

mos a inflacdo na defini¢do, escrevemos

n(t) = /tt ae(li,,), (2.77)

onde t, refere-se ao fim da inflagdo. Assim, temos n > 0 para periodos depois da inflagao,

e n < 0 para o periodo de inflacao.

Ha& outros problemas que podem ser resolvidos com a inflagao, como o problema da
planeza, mas eles nao serdo discutidos aqui. Para mais detalhes, ver (WEINBERG, 2008)
ou (HU; TURNER; WEINBERG, 1994). Além disso, ha teorias alternativas & inflagdo que
também resolvem os problemas mencionados, como, por exemplo, os modelos de Bounce.
Para mais informagoes, ver (VITENTI, 2011).

2.4.2 As equacoes da inflacao

Assim como a energia escura, cuja pressao € negativa, leva a uma expansao ace-
lerada do universo, a componente que domina na época inflacionaria também deve ter

pressao negativa.

Uma maneira de gerar essa expansao acelerada é considerar o potencial de um
campo escalar. Este campo, porém, ndo esta entre os campos escalares fisicos que conhe-
cemos (pelo menos até agora as propriedades do campos conhecidos nao correspondem
as do campo da inflacao) (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 163). H4, ainda, modelos
que consideram outras componentes, diferentes de campos escalares, para o periodo de in-
flacao (ver, por exemplo, (GOLOVNEV; MUKHANOV; VANCHURIN, 2008), para uma

inflagdo regida por um campo vetorial).

O tensor energia-momento de um campo escalar com um potencial pode ser escrito

como (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 164)

W90 00 (L0000
oxv 0xP B 2g ozt Oxv

T =g V(o). (278)
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onde ¢ é o campo escalar e V(¢) é o potencial para o campo.

Considerando apenas a parte homogénea do campo, devemos ter apenas derivadas

temporais. Assim, o tensor energia-momento fica
el @ J e 1,
T = —5°06%¢% + 6% [2¢2 - V(qﬁ)] : (2.79)
A partir da componente TY , temos a densidade,

p= 5B+ V() (2.80)

O primeiro termo a direita é a densidade de energia cinética do campo e o segundo termo

¢ a densidade de energia potencial.

A pressao, por sua vez, ¢ dada por p = T, para um dado valor de i (aqui,

especificamente, ndo temos uma soma). Logo,

1.
o= 3¢~ V(o) (281)
Por meio da equagao de conservacao do tensor energia momento, 7, 7%, = 0,
obtemos
¢" +2aH¢ + a®Vy =0, (2.82)
ja em termos do tempo conforme, onde V, = %.

Muitos modelos de inflacdo sdo modelos de slow-roll, ou seja, o campo e a taxa
de Hubble variam devagar (ver, por exemplo, (LINDE, 1982)). Assim, durante a inflacao,

podemos escrever, para o tempo conforme,

e da 1 reda 1
n=| —~— | —~—p (2.83)
a Ha?  H Ja. a? aH
onde a, é o fator de escala ao fim da inflagao. A primeira aproximagao se deve ao fato de
H ser quase constante ao longo da inflacao, enquanto que a segunda aproximacao se deve

ao fato de que a, > a no meio do periodo inflacionario.

Para quantificar o slow-roll, sao usados certos parametros. Dois deles sao exibidos

a seguir. O primeiro é chamado ¢, dado por

d /1 H

€ = — () 7 (2.84)
dt \H aH?

e quantifica, basicamente, o quanto desviamos de um espag¢o dominado por uma constante

cosmoldgica (espago de de Sitter). O segundo pardmetro é dado por
5 oo | o 1
T H¢  aHe

1
- _ o [3aH¢ + a*Vy,

[&H¢/ _ ¢//:|
(2.85)
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e quantifica o quao devagar o campo estd variando. Ambos os pardmetros, em modelos

de slow-roll, devem ser pequenos.

Ao fim da inflagdo, saimos da fase de slow-roll. O potencial se torna ingreme e o
campo se aproxima do valor minimo do potencial. Nesse momento, a energia cinética do
campo se torna significativa e ele oscila em torno desse minimo. Esse é o fim da inflacao, e o
universo passa, entao, para uma fase de expansao desacelerada (DODELSON; SCHMIDT,
2021, p. 167) (ver figura 11).

A

Vo)

Y

Figura 11 — Tlustracao de um campo escalar “rolando” lentamente ao longo de um poten-
cial V(¢), retirada do livro de (DODELSON; SCHMIDT, 2021). Enquanto
se encontra na fase de slow-roll, o campo tem pouca energia cinética, porém
possui uma energia potencial ndo-nula, de forma que a pressao é negativa,
conforme equacgao 2.81. Quando o campo atinge o minimo do potencial, temos
o fim da fase inflacionaria.

2.4.3 Perturbacoes tensoriais

Em ordem zero, a inflagdo é dominada por um campo uniforme. Porém, existem
flutuagoes quanticas nesse campo e, conforme o universo expande aceleradamente, essas
flutuacoes sdo “esticadas”, gerando as perturbagoes macroscopicas que dao origem as
estruturas do universo. A média das flutuagdes sera nula, porém a sua varidncia nao
serd. De posse desta variancia, poderemos gerar uma distribuicdo da qual extrairemos as
condigbes iniciais para a formagao de estruturas do universo (DODELSON; SCHMIDT,
2021, p. 168).

A inflagdo nao fornece exatamente essas perturbacoes em cada local do universo,
mas sim a distribuicao estatistica a partir da qual essas perturbacoes tém origem. Na
verdade, na maioria dos estudos em cosmologia, trabalhamos com conceitos estatisticos,
como a funcao de correlagao ou o espectro de poténcia. Posteriormente, a intengao ¢ asso-

ciar o valor esperado quéntico dessas flutuagoes primordiais com uma média de conjunto



2.4. Inflacio 7

estatistico (ensemble average) de campos classicos aleatdrios associados aos observaveis,

a ser discutida posteriormente.

No caso das perturbacoes tensoriais, para obter o espectro de poténcia primordial
partimos da equagao 2.73, considerando apenas um modo (¢ = + ou t = x). A ideia é
fazer de h um operador quantico e, utilizando teoria quantica de campos, obter o valor

esperado no vacuo da variancia desse operador. O espectro de poténcia P, serd definido,

entao, por
(R m)) = Pk n)(2m)*35) (k — K). (2:36)
Uma outra definicdo muito utilizada é a do espectro de poténcia adimensional,
L3
Aj(k,n) = 2—7T2Ph(k,77). (2.87)

Depois que o modo é esticado pela inflagdo e fica maior que o horizonte comével,
esse espectro de poténcia fica constante. Essa constante pode ser utilizada, posteriormente,

como condic¢ao inicial depois que o modo entrar novamente no horizonte. Ela é dada por

_167TG 1 _871'GH2

Pu(k -
Wb =" g K lkini=1’

(2.88)

usando a aproximacao 2.83.

Uma medida desse espectro de poténcia poderia, portanto, dar informacao acerca
da constante de Hubble na época da inflacdo, e também do potencial inflacionario. Além
disso, as flutuagoes em h basicamente gaussianas, uma previsao importante da inflacao
que se reflete na estrutura observada em grande escala no universo. Para mais detalhes
das contas desta se¢do e da justificativa dos conceitos, ver (DODELSON; SCHMIDT,
2021, p. 167-173) e (PIATTELLA, 2018, p. 248-255).

2.4.4 Perturbacoes escalares

A ideia aqui é analoga & da secdo anterior: obter um espectro de poténcia pri-
mordial para as perturbacgoes escalares. Uma das previsoes da inflacio com um tnico
campo escalar é que as perturbagoes sao adiabaticas, isto é, as perturbacoes de densidade

fracionarias sdo iguais para todas as componentes do universo,

ops _ 0p

ps P

(2.89)

Basta, portanto, obter o espectro de poténcia para dp, ou equivalentemente, utilizando as
equagoes de Einstein, para ¥ (no regime de interesse ¥ = —®). Para tal, precisaremos

associar o espectro de poténcia primordial das perturbag¢oes do campo d¢ com o de W.

Utilizando a equacao de conservacao do tensor energia momento para o campo

perturbado, ¢(x,t) = ¢(t) + 0o (x,t) e fazendo uma analogia com o caso das perturbagoes
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tensoriais, é possivel mostrar, desconsiderando perturbacoes na métrica, que
H2
2k3°

Essa aproximacao, de desconsiderar as perturbagoes na métrica (ou seja, desconsiderar

Pss (2.90)

V), é véilida durante a inflagdo. Porém, préximo ao fim da inflagdo, isso ja nao vale mais.
Precisamos, em algum ponto, converter as perturbagoes em d¢ para as perturbagoes em

.

Para fazermos essa conversao, usamos a perturbagao de curvatura %,

_ iki0TY (k, n)a*H (n)
Z(k,n) = 20+ o)) — U(k,n). (2.91)

Essa variavel é conservada depois que o modo cruza o horizonte. Assim, por meio dela,

podemos relacionar a perturbagao escalar d¢ no momento em que o modo cruza o horizonte

com o potencial ¥ ja depois da inflagdo. Durante a inflagdo, temos

H
K = —L&b (durante a inflacao), (2.92)
¢/
enquanto que depois da inflacdo, ja na era de dominagao da radiacao, temos
3
X = —5\11 (apés a inflagao). (2.93)
Dessa forma, temos
2 0
v =—aH qu , (2.94)
ap6s a inflacdo 3 QSI ao cruzar o horizonte

e, para o espectro de poténcia,

4 (aH\’
Pu(k) =5 (%) P
apds a inflagdo 9 925

_ 2 (Y’
e Q_ﬁl

Podemos, ainda, reescrever esse espectro de poténcia em termos da varidvel de

aft=t (2.95)

aH=Fk

slow-roll e,. Ele fica

Py (k) = Pp(k) = EZ;{EZ L (2.96)
2.4.4.1 Utilizando o calibre spatially flat slicing
Nesse calibre, a métrica é dada por
ds® = —[1+ 2A(x, 1)]dt? — 2a(t) B,(x, t)dz'dt + a*(t)d;;dx'da. (2.97)

A vantagem desse calibre é que a perturbacao d¢ é desacoplada da perturbacao W, de
forma que o espectro de poténcia para d¢ é dado de forma exata pela equacao 2.90, e nao

de forma aproximada, como vimos anteriormente.
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Agora, consideremos uma das varidveis invariantes por calibre de Bardeen, dada

por
ik; adT% (k. t)
v = B(k,t) + ——2 7 2.98
et) 4 00 (295)
No calibre spatially flat slicing, temos
¢'3¢ . .
VYV =B — ———— (spatially flat slicing). 2.99
0+ o) ( ) (2.99)

Nesse calibre, a outra variavel de Bardeen &y é dada por aH B. Podemos definir uma

outra variavel invariante por calibre dada por
=—dy+aHY, (2.100)
de modo que, nesse calibre,

H
KX = —a&&b (spatially flat slicing). (2.101)

Assim, podemos relacionar os espectros de poténcia das duas variaveis por

al\”
Py(k) = ? Psy(k). (2.102)
Usando a equagao 2.90, temos, portanto,
2 G H?
Py(k) = —— . 2.1
(k) gy (2.103)

Temos, finalmente, o espectro de poténcia primordial das perturbagoes escalares
em termos de uma variavel invariante por transformacoes de calibre. Isso é importante
pois, dessa forma, podemos calcular a variavel Z em qualquer calibre e entdo relacionar
o espectro de poténcia neste determinado calibre ao espectro de poténcia invariante dado
pela equacgao 2.103. No calibre Newtoniano, por exemplo, vimos que Z = 3®/2, de forma
que Py = 4P4/9. Usando a equagdo 2.103, essa relacao retorna exatamente o espectro
de poténcia dado pela equacao 2.96. Por causa dessa vantagem de podermos transitar
facilmente entre diferentes calibres, o espectro de poténcia primordial em termos de #Z é

o mais utilizado na literatura.

Novamente, para mais detalhes das contas desta secao e da justificativa dos concei-
tos, ver (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 173-183) e (PIATTELLA, 2018, p. 256-262).

2.4.5 [ndices espectrais

E comum escrevermos os espectros de poténcia nas formas apresentadas a seguir

(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 187) (PIATTELLA, 2018, p. 262):

_27T H?

13,2 .
kg mMpi€sr laH=Ek

L ns(k)—1
=2l k> () (2.104)

P,k
(k) .
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32m H>

Pr(k) = 4P, (k) = —=
r(k) = APR) = T |

) s k nr (k)
=2 atrk ™ | — , (2.105)
kp

onde mp; é a massa de Planck (em unidades S.I., é dada por mp; = \/% ) e Pr é o espectro
de poténcia total das ondas gravitacionais primordiais (engloba ambas as polarizagoes
dos modos tensoriais). Os fatores o7, e @7 sao chamados de amplitudes espectrais e estao
relacionados com a escala de energia da inflagao (PIATTELLA, 2018, p. 262). kp, por sua
vez, é a escala pivo, definida por convencao (o time do levantamento Planck, por exemplo,
usa kp = 0.05 Mpc~! (ADE et al., 2016)). J& ny(k) e ny(k) sdo os indices espectrais, que
carregam a dependéncia dos modos na escala (veja, por exemplo, que se ny(k) = 1 para
um certo modo k, o espectro de poténcia adimensional A2, = Q%P@ nao dependera da

escala).

No modelo cosmolégico tratado até aqui, a ordem de grandeza das perturbacoes na

escala kp é dada por /<7, = %P@(kp) ~ 1075, que coincide com a ordem de grandeza

das perturbacoes observadas na CMB.

Muitas vezes, ao invés de trabalharmos com .27, trabalhamos com a razao tensor-

escalar, definida por

Pr(k) x=kp Sy
Pyp(k) o’

que pode ser escrita, utilizando as defini¢oes anteriores dos espectros de poténcia, como

r(k) = (2.106)

r(k) = 16¢, . (2.107)
aH=k

Além disso, os indices espectrais também podem ser escritos em termos dos pardmetros

de slow-roll:
nr = —2¢q, (2.108)

ne =1 —4es, — 204, (2.109)

A importancia dessas rela¢oes reside no fato de que, se conseguirmos observar ng e nr e,
consequentemente, obter informagoes sobre os parametros de slow-roll, poderemos adqui-
rir informagoes sobre o potencial no periodo inflacionario, pois €, e d,,. estao diretamente

ligados a ele.



81

3 Evolucao das Perturbacoes e Tracadores de

Estruturas

Como vimos, as perturbacoes primordiais sio da ordem de 107°. Porém, com o
passar do tempo, a gravidade atua e o acimulo de matéria leva a formagao das estrutu-
ras que conhecemos hoje. Ao mesmo tempo em que a gravidade leva a esse acumulo, a
expansao do universo e regioes de alta pressao de matéria barionica e fétons tendem a

retardar esse acumulo.

De posse das equagdes que governam as perturbacoes, obtidas no capitulo anterior,
como podemos fazer para relacionar as perturbagoes primordiais com as perturbagoes
verificadas no universo tardio, em especial o contraste de densidade de matéria total

dm(k,a) e o respectivo espectro de poténcia linear Pr(k,a)?

Além disso, ndo conseguimos observar diretamente o contraste de densidade de
matéria. Para obtermos informagoes deste, utilizamos os tragadores, como galaxias, as
anisotropias secundarias da CMB, lenteamento gravitacional, dentre varios outros. Como
podemos, entao, relacionar esses observaveis com as grandezas tedricas que queremos
obter?

Este capitulo tem o objetivo de responder a essas perguntas.

3.1 Evolucao das perturbacoes

3.1.1 A funcdo de transferéncia e o fator de crescimento

Ao fim da inflagdo, em 1 = 0, todos os modos estao fora do horizonte, isto é,
kn < 1. Conforme o universo se expande, os modos passam a entrar novamente no
horizonte. Além disso, o universo transita entre as fases de dominagao de radiagao e
dominacao de matéria, transi¢do esta que ocorre em a.,, 0 fator de escala na época de
igualdade entre radiagdo e matéria. Os modos de pequena escala (k grande) entram no
horizonte primeiro, ainda na fase de dominio da radiacao, enquanto que os modos de
grande escala (k pequeno) entram no horizonte depois. Isso faz com que os modos evoluam

de forma diferente em suas “reentradas”.

Passado algum tempo depois da época de igualdade, ja no meio da fase de domina-
¢ao de matéria (denominamos por a;u. 0 fator de escala de referéncia quando ja estamos
profundamente dentro da fase de dominagao de matéria), os modos permanecem constan-
tes. J& proximo a época atual, eles passam a decair novamente por causa da dominacao

de energia escura. Isso pode ser observado na figura 12.
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Figura 12 — Evolugao linear do potencial gravitacional ¢ para diferentes modos, retirada
do livro de (DODELSON; SCHMIDT, 2021).

Para relacionarmos o potencial na época que conseguimos observar, ao final da
época de dominacgao de matéria, com a perturbagao de curvatura primordial, podemos
escrever (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 197)

3
d(k,a) = g,%’(k) x {Fungao de Transferéncia(k)} x {Fator de Crescimento(a)}. (3.1)

A fungao de transferéncia engloba a evoluc¢ao dos modos ao entrarem novamente no ho-
rizonte e também ao passarem pela época de equivaléncia entre radiagao e matéria. Ja o
fator de crescimento! descreve a evolucao independente de k dos modos j& no meio da fase
de dominagao de matéria. Como mesmo os maiores modos decaem um pouco na época
de equivaléncia, é comum normalizarmos a funcao de transferéncia para que ela assuma
o valor 1 para o potencial dos modos de larga escala. Assim, temos, para a funcao de

transferéncia,
d (kv alate)
T(k) = , 3.2
( ) CI)g]rande—escala (k7 alate) ( )

onde Pgrande-escala (K, @are) € a solugao do potencial gravitacional para os modos que entra-

ram no horizonte muito depois da época de equivaléncia.

Ja o fator de crescimento esta relacionado ao potencial por meio da equacao

d(k,a) D, (a)

B0k, am) - (@ > aqge)- (3.3)

Na época de dominagao de matéria, o potencial é constante e, portanto, D, (a) = a.

O fator g que aparece na relacao entre o potencial e a perturbagao de curvatura

primordial nao sera explicado em detalhes aqui. Ele vem da relagdo entre o potencial e

1O fator de crescimento tem esse nome pois o contraste de densidade de matéria total &, cresce

proporcionalmente a ele.
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a perturbacao de curvatura na época de dominagao de matéria e do decréscimo menci-
onado acima para os modos de grandes escalas. Para mais detalhes, ver (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 203-207).

Finalmente, temos a seguinte relagao para o potencial gravitacional em funcao de

D, (a)

a

B(k, a) = g%(k)T(k) (@ > Qo). (3.4)

E de onde obtemos a fun¢ao de transferéncia e o fator de crescimento? Iremos obté-
los resolvendo as equagoes encontradas no capitulo anterior, isto é, as equagoes de Boltz-
mann perturbadas e as equagoes de Einstein perturbadas (PIATTELLA, 2018, p. 223).
Essa nao é uma tarefa simples, muitas vezes sem solugoes analiticas, porém ja existem
c6digos computacionais eficientes que fazem esses calculos, como o Code for Anisotropies
in the Microwave Background (CAMB) (LEWIS; CHALLINOR, 2011) e o Cosmic Li-
near Anisotropy Solving System (CLASS) (LESGOURGUES; TRAM; SCHOENEBERG,
2011).

E importante mencionar ainda que os neutrinos e suas massas impactam nos fa-
tores da equacao 3.1. Por serem massivos, em algum momento eles deixam de contribuir
como componente de radiacao e passam a contribuir como componente de matéria, con-
forme o universo se expande e resfria. Isso influencia em H(a) (a densidade de energia
de neutrinos deixa de decair com a~* e passa a decair com a~?) e, consequentemente, no
fator de crescimento. Além disso, a presenca dos neutrinos leva a um amortecimento sig-
nificativo das perturbac¢oes em pequenas escalas e impacta também a evolucao dos modos
de larga escala, esse tultimo de maneira menos significativa, o que influencia na funcao
de transferéncia. Nao trataremos em detalhes desses efeitos aqui, por nao ser o foco do
trabalho. Além disso, a cosmologia de neutrinos é uma &area por si s0, tendo inclusive
livros-textos inteiros e indimeros artigos destinados ao estudo desse topico (ver, por exem-
plo, (LESGOURGUES et al., 2013)). De toda forma, em caso de necessidade nas andlises
dos resultados, as bibliotecas computacionais cosmoldgicas a serem utilizadas fornecem

ferramentas para incluir esses efeitos dos neutrinos.

3.1.2 O espectro de poténcia para a matéria

No universo tardio, a matéria bariénica e a matéria escura se movem juntas (u, =
u.) e tém os mesmos contrastes de densidade (§, = d.) (DODELSON; SCHMIDT, 2021,
p.302). E comum, portanto, descrevé-las em termos do contraste de densidade de matéria
total d,,, e seu respectivo campo de velocidade u,,. Para relacionar o contraste de densidade
de matéria com o potencial em tempos recentes, podemos usar a equacao de Poisson dada

por 2.70, no limite em que os modos j estao dentro do horizonte (k > aH) e sem radiagao,
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E*®(k,a) = 47Gpy(a)a®s,(k,a) (a > e, k > aH). (3.5)

Agora, temos que p,, = 28 e 4rGp,, = $HZ, de modo que

2
2k3a

30, H?

Podemos entao escrever, usando a equacao 3.4:

dmk,a) = g1{372%(k)T(k‘)DJr(a) (@ > ajgpe, k> aH). (3.7)
50, Hg
Ja para o espectro de poténcia, tendo em mente a relagao 2.104, podemos escrever
812 o, kns
25 Q2 Hgkps=t

om(k,a) = O(k,a) (a> ape, k> aH). (3.6)

PL<k7 a) =

D (a)T* (k) (3.8)

Esse espectro de poténcia é mostrado na figura 13. Nela, podemos ver que, depois de um
certo k = kg, 0 espectro de poténcia diminui. Isso se deve ao fato de que modos que
entram cedo no horizonte (k grande), ainda na época dominada por radiacao, sofrem uma
supressao (o potencial diminui para esse modos, conforme vemos na figura 12 e, conse-
quentemente, o crescimento do contraste de densidade de matéria é retardado). Quanto
mais cedo um modo entra no horizonte, maior a supressao. k., refere-se ao modo que
entra no horizonte exatamente na época de equivaléncia entre radiacao e matéria. Uma

medida de k., nos permitiria restringir o pardmetro de densidade de matéria no universo

(DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 200).
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Figura 13 — Grafico do espectro de poténcia linear de matéria, retirado do livro de (DO-
DELSON; SCHMIDT, 2021), para diferentes redshifts. kyp, refere-se a escala
a partir da qual efeitos nao-lineares nao podem ser ignorados.

3.2 Homogeneidade e isotropia estatistica

Na secao anterior, exibimos o espectro de poténcia linear de matéria. Nele, vemos

uma dependéncia apenas em k, e nao em k. Isso acontece porque, ao considerarmos o que
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podemos realmente observar no universo, somos levados a pensar nas variaveis cosmolé-
gicas, como 9d,,(x, a), como variaveis aleatérias. Consequentemente, suas correspondentes
no espago de Fourier, como 0,,(k,a), também serdo varidveis aleatérias. Além disso, su-
pomos que essas variaveis sao estatisticamente homogéneas e isotrépicas acima de uma

certa escala. Isso sera detalhado a seguir.

Como vimos no capitulo anterior, as equagoes diferenciais que governam as pertur-
bacoes nas diferentes componentes do universo e nos potenciais gravitacionais dependem
apenas do médulo k£ dos modos, e nao em k. Isso significa que apenas as condigoes iniciais
dependem de k. Por isso escrevemos os esquemas da equacao 3.1 e, consequentemente,
da equagao 3.7. Veja que, nessas equacoes, a dependéncia em k estda toda contida na

perturbacao de curvatura primordial 2 (k).

Porém, nao temos como obter exatamente Z (k). As equagdes que obtivemos para
as perturbacoes sao validas apds a fase inflacionaria, quando ja estamos no regime de
gravitagao classica. As condigbes iniciais, por sua vez, tém origem quéntica, e ainda nao
temos uma teoria de gravitacdo quéntica que permita descrever em detalhes essa fase
inicial da evolucao do universo. No entanto, por terem origem quantica, essas condig¢oes
iniciais tém caracteristicas probabilisticas. Se elas tém origem em um processo gaussiano,
essas caracteristicas estardo contidas no espectro de poténcia (equivalente a varidncia)
das perturbacoes primordiais - esse sim nds conseguimos obter a partir de uma teoria

inflacionaria.

Além disso, também nao conseguimos obter exatamente d,,(x,a), e, consequen-
temente, d,,(k,a). Isso porque, quando fazemos uma observagao astrondmica, estamos
vendo o nosso cone de luz passado. Nao temos como, portanto, determinar, para um certo
instante de tempo césmico correspondente a um certo a, qual é a posicao de cada galaxia
no universo e, consequentemente, o contraste de densidade de matéria em cada ponto
no universo. Assim, nao temos como recuperar a condic¢ao inicial Z (k) a partir das ob-
servagoes e, por mais que tivéssemos uma teoria de gravitacao quéantica de forma que a
previssemos com exatidao, nao teriamos como testa-la, pois ndo temos acesso completo a
dm(k,a) para um certo a (PIATTELLA, 2018, p. 212).

A solugao é, portanto, tratarmos essas variaveis cosmoldgicas como variaveis alea-
torias, de modo que possamos estimar os seus valores esperados, espectros de poténcia e

até mesmo momentos estatisticos de ordem maior.

3.2.1 Campos aleatérios

Para tratarmos as varidveis cosmoldgicas como variaveis aleatorias, precisamos
explorar o conceito de campos aleatérios. Denotaremos por G(x) um campo aleatério

qualquer. No contexto da cosmologia, esse campo aleatorio seria, por exemplo, o campo
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de contraste de densidade de matéria d,,(x). Nesta subsecao e nas seguintes, seguiremos,
principalmente, a discussao feita em (PIATTELLA, 2018, p. 211-234).

Uma fungao G(x) é um campo aleatério se, para qualquer ponto x, os valores que
ela pode assumir sao variaveis aleatorias e se, para qualquer valor de n, existem fungoes

de distribuicao dadas por

F1,2,.‘.,n(917927 7gn) = P[G(X1> < 91, G(X2) <92, G(Xn) < gn] (39)

Nessa equacao, g se refere a um certo valor que o campo aleatorio pode assumir em uma
certa posigao dentre todos aqueles que formam o conjunto estatistico (ou ensemble). gy,
por exemplo, é um certo valor que o campo pode assumir na posi¢ao x;. Além disso, P se
refere a probabilidade, por exemplo, P[G(x;) < ¢;1] seria a probabilidade de que o campo
assumisse um valor menor que g; no ponto x;. No caso de fungoes de distribui¢ao con-
juntas, por exemplo Fis(g1, 92) = P[G(x1) < g1, G(X2) < ¢o], as virgulas devem ser lidas

(1]

como “e”, no sentido de que ambos os argumentos devem ser satisfeitos simultaneamente.

Em cada ponto, existe também um funcional de densidade de probabilidade p(g),

de tal forma que, por exemplo,
pi(g1)dg: (3.10)

fornece a probabilidade do campo assumir um certo valor g; no ponto x;. A relagdo com

a funcao de distribuicao é dada por

dFi(g1)
dgr .

pi(g1) = (3.11)

Como a funcao de distribuicao esté associada a uma probabilidade acumulada, temos que
Fi(—00) =0e Fi(+00) = 1.

O valor esperado do campo aleatorio pode ser obtido por meio da média de con-

junto estatistico (ensemble average),

(G(x1)) = /lepl(gl)dgl, (3.12)

onde, nesta secao, €2 se refere ao ensemble.
Em geral, podemos ter

pi(g1) # p2(92), (3.13)

isto é, as distribui¢oes de probabilidade podem ser diferentes em pontos distintos. Quando
isso nao acontece, ou seja, quando a distribuicao de probabilidade ¢ invariante por trans-
lagao, dizemos que o campo aleatdrio é estatisticamente homogéneo (PIATTELLA,

2018, p. 214). Se isso acontece, podemos escrever

(G) = /Q gp(g)dg. (3.14)
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Por outro lado, dada uma matriz de rotagdo R, e definindo xg; = Rx;, dizemos
que o campo aleatério é estatisticamente isotrépico se a distribuicao de probabilidade
é invariante por rotagao (PTATTELLA, 2018, p. 214), ou seja,

p1(91) = pri(9r1), VR. (3.15)

Agora, podemos questionar qual é a probabilidade de o campo assumir um valor

G(x1) = g1 no ponto x; e G(x2) = go no ponto Xs, simultaneamente. Essa probabilidade
¢é dada por

p12(91, g2)dgidgs, (3.16)

onde p12(g1,92) é a densidade de probabilidade conjunta, dada por

6)21712(917 92)

3.17
091092 ( )

p12(91; 92) =

Em geral,
p12(91, 92) # P1(91)P2(92). (3.18)

Se p12(91,92) = p1(g1)p2(g2), isso significa que as realizagoes sao independentes, e o pro-

cesso aleatorio é denominado processo de Poisson.

Podemos também definir a funcdo de correlacao de dois pontos, dada por

§(x1,%X2) = (G(x1)G(x2)) = /991921?12(91,92)(191@2, (3.19)

e, de forma geral, a fungao de correlagao de N-pontos, dada por

f(Xth, --~7XN) = <G(X1)G(X2)-~G(XN)> = /99192«--91\/]?12...N(91,92, ---,gN)d91d92«--dgN-
(3.20)

Em geral, p1o. v # po1..n, Ou seja, a ordem dos pontos importa. Além disso, nessa equagao,

consideramos o mesmo ensemble em cada ponto.

E possivel mostrarmos que, para um campo aleatério estatisticamente homogéneo,
a correlagao de dois pontos s6 depende do vetor de diferenga entre os pontos (PIAT-
TELLA, 2018, p.214), ou seja

E(x1,%x9) = &(x1 — Xa), (3.21)

e que, para um campo aleatorio estatisticamente homogéneo e estatisticamente isotrépico,
essa correlagao s6 depende do médulo desse vetor de diferenca, ou seja, da distancia entre
os dois pontos (PTATTELLA, 2018, p. 215),

§(x1,%2) = &£(r12), (3.22)

onde ri2 = X1 — Xo|.
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Finalmente, a varidncia de conjunto estatistico (ensemble variance) é dada por
0%(x1,%2) = (G (x1)G(x2)) — (G(x1)) (G(x2)) - (3.23)
Se o campo aleatério é estatisticamente homogeéneo e isotropico,
02 (r12) = (r1a) — (G)?, (3.24)

2~ .~ ;. .
onde (G)” nao depende da posigao. Se o processo aleatorio fosse um processo de Poisson,

terfamos pi2(g1, g2) = p1(g1)p2(92) e, portanto,
E(r2) = (G)?, (3.25)

ou seja, 02 = 0. Esse nao é o caso, por exemplo, para o contraste de densidade de
galaxias, pois estas tendem a estar mais proximas umas das outras por causa da atracao
gravitacional, de modo que as distribuicoes de probabilidade em pontos distintos nao
sao independentes. A funcao de correlagdo de dois pontos, portanto, pode quantificar
esse desvio do que seria esperado em um processo de Poisson, desvio esse associado a

gravidade.

3.2.2 De médias de conjunto estatistico para médias espaciais

Na cosmologia, nos deparamos com alguns problemas, e um deles ¢ que s6 temos
uma realizacdo do universo a disposicao para as observagoes. Nao conseguimos reproduzir
o universo varias e varias vezes para fazermos as médias de conjunto estatistico. O que
conseguimos fazer sao médias espaciais na nossa realizacdo do universo. Para as relaci-
onarmos, considere a seguinte definicdo da média espacial do campo aleatério sobre um
volume V/,

1 ,
G= V/Vd xG(x). (3.26)

Vamos estimar o erro que estamos cometendo ao trocar a média de conjunto estatis-
tico pela média espacial por meio da varidgvel X = G — (G). Supondo homogeneidade
estatistica, temos que

(X)=0 (3.27)

(x?) = ‘1//Vd3r§(r) (G, (3.28)

onde r = X; — X,. E possivel mostrarmos (PIATTELLA, 2018, p. 231-233) que essa
variancia tende a zero conforme V tende a infinito por causa do teorema ergddico. Esse
teorema esta intimamente ligado a hipdtese de amostra justa, que diz que a parte do
universo a que temos acesso por meio das observagoes é uma amostra justa de todo o
universo (CHAVEZ, 2019, p. 38). Na pratica, porém, o volume é finito e essa varidncia é

diferente de zero, e é chamada de varidncia césmica.
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Todas as propriedades anteriores também se aplicam a transformada de Fourier do
campo (G(x), pois a transformada de um campo aleatério também é um campo aleatorio
(PIATTELLA, 2018, p. 216). Em se tratando das observagdes, como geralmente estamos
restritos a um certo volume, por exemplo uma caixa de volume L2, precisamos usar, ao

invés da transformada de Fourier, uma expansao em termos da série de Fourier,

1 tkp x
G(x) = I > Getnx, (3.29)
onde
G, = / PBxG (x)e k> (3.30)
e os vetores de onda sao quantizados,
2
k, = %n, (3.31)

onde n ¢ um vetor com componentes inteiras. Nessa equacao, podemos pensar que L esta

relacionado a escala limite do levantamento considerado.

3.2.3 O espectro de poténcia

Supondo homogeneidade estatistica, é possivel mostrarmos, por meio da transfor-

mada de Fourier da funcao de correlacao de dois pontos, que
(GG (K)) = (2m)*6P (k — k') P5(K), (3.32)

onde
Po(k) = / Pxég(x)e k> (3.33)

é o espectro de poténcia, definido pela transformada de Fourier da funcao de correlacao
de dois pontos. Além disso, se também supusermos isotropia estatistica, veremos que o
espectro de poténcia s6 dependerd de k, ou seja, teremos P(k). E justamente por essas

suposicoes que o espectro de poténcia exibido na equagao 3.8 depende apenas de k.

Do ponto de vista observacional, considerando o espectro de poténcia do campo
aleatério G(x), com transformada de Fourier discreta dada pelos coeficientes G,,, e consi-
derando também a substituicdo de médias de conjunto estatistico por médias espaciais ao
longo do desenvolvimento para a obtencao desse espectro de poténcia, podemos mostrar
que a variancia coésmica’® do espectro de poténcia pode ser dada por (ver (PIATTELLA,
2018, 219-221) para mais detalhes)

O'p(]{?) -~ 1
P(k) ~ kL

Na verdade, tecnicamente, estamos exibindo aqui o desvio padrao, apenas por uma questao de ele-
gancia da equagdo. A varidncia césmica em si seria 0% (k).

(3.34)

2
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De acordo com essa equacao, a variancia cosmica é pequena quando a escala considerada
¢ muito menor que a escala limite do levantamento (kL > 1). Para modos de pequenas
escalas, temos muitos elementos de volume d3x = dV para executar as médias espaciais,
enquanto que, para modos de grandes escalas, perdemos precisao estatistica pela baixa

quantidade de termos no cédlculo da média.

Se por um lado temos a variancia césmica que limita a informacao que podemos
obter sobre modos de grande escala (k pequeno), por outro lado, em pequenas escalas (k
grande) a suposi¢ao de homogeneidade e isotropia estatistica ndo pode ser aplicada, pois
nessas escalas vemos um universo inomogéneo e anisotropico. Nelas, devemos corrigir a
previsao do espectro de poténcia com a inclusdo dos efeitos nao lineares, que nao serao
discutidos a fundo nesse trabalho. Uma discussao da inclusao desses efeitos pode ser vista
em (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 325-369).

3.3 Tracadores de estruturas

Vamos agora nos voltar para a segunda pergunta elencada no inicio do capitulo,

referente a como relacionar os observaveis com a teoria desenvolvida até aqui.

Uma das principais informagoes obtidas por meio das observagoes é a do espectro
de poténcia angular de um certo observavel. De posse do espectro de poténcia angu-
lar observado, é possivel compara-lo com o previsto pela teoria. Por meio dessa andlise

comparativa, é possivel restringirmos os valores dos parametros cosmolégicos.

Com o aumento da precisao e do volume de dados dos levantamentos observacionais
ao longo dos anos, os erros estatisticos nos levantamentos tém ficado cada vez menores.
Estamos, agora, em um periodo em que esses erros comecam a ser superados pelos erros

sistematicos. Estes, por sua vez, nao sao resolvidos simplesmente por meio do aumento

do volume dos dados (LEGRAND, 2020).

Para extrairmos toda a informacao possivel das observacoes e superarmos essas
limita¢Oes impostas pelos erros sistematicos, a analise combinada de diferentes observa-
veis tem ganhado uma importancia cada vez maior. Isso se deve, dentre outros motivos,
ao fato de que observaveis de naturezas distintas, associados a levantamentos distintos,
sofrem com erros sistematicos distintos (LEGRAND, 2020). Ao correlacionarmos esses
observaveis, esperamos que os erros sistematicos nao estejam correlacionados e, portanto,

tenham um impacto menor nos resultados da analise.

Por essa razao, além dos espectros de poténcia angular de um observavel apenas, é
importante calcularmos os espectros de poténcia angular cruzados entre diferentes obser-
vaveis. Comparando-os com aqueles obtidos por meio da observacao, é possivel obtermos

melhores restricoes dos parametros cosmologicos.
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Para essa secao e as seguintes, vale lembrar que podemos alternar facilmente entre

as variaveis ¢, n e z pensando nas relagoes 1.4 e 2.21.

3.3.1 O espectro de poténcia angular

Os espectros de poténcia angular podem ser obtidos a partir da projecao dos
campos aleatérios no céu. Para um certo campo aleatério projetado, podemos escrever
(DOUX et al., 2018)

A(R) = /0 T WA(2)0, (x ()R, 2), (3.35)

onde A(fi) é um campo aleatério projetado qualquer e W4(z) ¢ a funcdo nicleo (em
inglés, kernel function). Aqui, ja escrevemos essa relagdo em termos do redshift e x(z)
esta relacionado a z por meio da equacao 1.78. O kernel contém toda a informacao acerca
do observavel, de modo a ligar diretamente o contraste de densidade de matéria tedrico

com o campo projetado de um certo observavel.

Para a radiagdo césmica de fundo, por exemplo, é natural trabalharmos com o
campo projetado, afinal, o seu sinal ¢ um campo 2D observado no céu. Ja para observaveis
que possuem uma certa distribuicao 3D, como as galaxias, podemos projetar a distribuicao
de objetos no céu, ou seja, em uma esfera 2D, e entao estudar esse campo projetado e sua

ligacao com o contraste de densidade de matéria 6,,.

Para obtermos o espectro de poténcia angular de um observavel, ou até mesmo o
espectro de poténcia angular cruzado entre dois observaveis, partimos da correlagao entre
os campos projetados (A(A)B*(@')). Os campos com que trabalhamos em cosmologia sdo,
em geral, supostos estatisticamente homogéneos e isotropicos. Dessa forma, a correlagao
s6 depende de 1 - it e pode ser expandida como (DOUX et al., 2018)

ams @) = 2 pa s (3.36)

=0

onde P, sdo os polinémios de Legendre e C/AP ¢ o espectro de poténcia angular. Uma
outra forma comum de definirmos o espectro de poténcia angular é a partir da expansao

dos campos em termos dos harmonicos esféricos. Por exemplo, podemos escrever
A(D) = Ay Vi (), (3.37)
im

onde Y, = 272 Zlmzfl e Ay, sdo os coeficientes da expansao. Nessa forma, o espectro

de poténcia angular é definido por
<AlmBl’m’> = ClABcSZMmm/. (338)

Apdbs algumas manipulagoes algébricas, utilizando a transformada inversa da equagao 3.35
(uma dedugdo andloga, porém restrita ao caso de galdxias, pode ser vista em (DODEL-
SON; SCHMIDT, 2021, p. 312)) e também a expansao de onda plana das exponenciais



92 Capitulo 3. FEwvolugdo das Perturbagoes e Tracadores de Estruturas

complexas (aparecem as fungdes de Bessel), podemos escrever (DOUX et al., 2018)

CAB = /dkk?/dzw Diilkx(z /deB Vikx(Z) x Ps(k, 2, 2),  (3.39)

onde j; sao as fungoes de Bessel esféricas e Ps(k, z,2’) é o espectro de poténcia linear de
matéria entre duas épocas diferentes (unequal-time matter power spectrum). Essa é a ex-
pressao geral para o espectro de poténcia angular entre dois campos aleatorios projetados

quaisquer.

E possivel, ainda, expressarmos o espectro de poténcia de matéria entre duas
épocas diferentes em termos do espectro de poténcia primordial das perturbagoes escalares
(equagao 2.104). Isso é possivel pois, na teoria linear, podemos desacoplar a dependéncia
em z e 2’ desse espectro por meio da seguinte relagdo (LEGRAND, 2020) (CHISARI et

al., 2019b),

2
Py(k, 2, #') = Ty(k, )Ty (k, z')%;%(k;), (3.40)

7 A~ . . . . . 3

onde #4 ¢é o espectro de poténcia primordial adimensiona ado por 255 vezes a expres-
de P4 tro d t dial ad 13 dad ke

’ 27

sao 2.104. A funcao Ty também é chamada de funcao transferéncia, mas nao é a mesma
que foi definida anteriormente nesse capitulo. Ela é definida pela razao da quantidade em

questao pela perturbagdo de curvatura primordial(CHISARI et al., 2019b),

X(k,z2)
Z(k)

Ty(k,z) = (3.41)

Por exemplo, a funcao de transferéncia do contraste de densidade de matéria linear pode

ser escrita como

om(k,2) 2 k?

Ts(k,z) = =-—-T(k)D k 42
5( 7Z) %(k) 5QmH§ ( ) +(z) (Z < Zlate, K > 1—}—2)’ (3 )
onde usamos a relacao 3.7 e 1.4. Aqui, 24 = i -1
Podemos, entao, reescrever a relagao 3.39 como
i = an [ gk ) [ d=WAE)Tyk, 2) il (2))
k (3.43)
x [ AWEET (k)i k().
Definindo as fungoes de transferéncia dos tracadores como
AMR) = [ a=WAE)Ts (0, 2)i(Rx(2)), (3.44)
podemos escrever
dk
CAP = 4r — 7 2 (K)AL (K)AP (k). (3.45)

3 Anteriormente haviamos chamado o espectro de poténcia primordial adimensional de A%ﬁ mas daqui

a pouco o simbolo A serd usado para outra grandeza, entao resolvemos mudar a notagao.
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3.3.2 A aproximacao de Limber

As expressoes exibidas na secao passada sdo expressdes gerais para o calculo do
espectro de poténcia angular, porém os calculos sdo muito custosos, pois envolvem trés
integrais sobre as fungoes oscilatorias j;. Para tornar os calculos mais rapidos, é comum

usarmos a aproximagao de Limber, descrita a seguir.

Podemos mostrar que, para [ grande, o produto entre duas fungoes de Bessel
Ji(kx)qi(kx') possui picos estreitos em torno de kx ~ kx' ~ /(I +1) ~ [+ (DODEL-
SON; SCHMIDT, 2021, p. 313). Isso se baseia no fato de que o primeiro pico da funcao
esférica de Bessel, que se encontra aproximadamente nessa regiao, ¢ dominante em rela-
¢ao aos demais picos (FELDBRUGGE, 2023). Se o espectro de poténcia varia pouco no
intervalo Ak em que o produto das fung¢oes de Bessel é nao nulo, podemos aproximar o
espectro de poténcia de matéria (ver equagao 3.39) como constante na integracao em k.

Podemos usar, entao, a seguinte relacao:
2 . . 1
;/k2dkjl(kx)jl(kx’) = ?5531)()( —x'). (3.46)

Normalmente, essa aproximagao tem uma boa precisdo para [ 2 20, porém ela tem um
grande erro para [’s muito pequenos, para kernels que variam rapidamente, como kernels
estreitos, e, no caso do espectro cruzado de poténcia angular, para kernels que tenham uma
sobreposi¢ao pequena nos redshifts (LOVERDE; AFSHORDI, 2008) (FELDBRUGGE,
2023).

A partir da definicao da distancia comével 1.78, temos que

dz
dy = —— 3.47
X= ey (3.47)
e podemos, entao, escrever a equacao 3.39 na aproximacao de Limber como
H I+1
CAB = / dz Q(Z) WA()WE(2) P <k _ 2,z> . (3.48)
X*(2) x(2)
Sabemos que, na aproximacao de Limber,
I+3
k= 2 (3.49)
X
Diferenciando essa equacgao, temos
[+3
dk = — 22dx, (3.50)
X
e, como dy = dz/H(z), temos
H 2
dz = ——2_dk. (3.51)

[+3
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Portanto, efetuando uma mudanga de varidvel na equagao 3.48 de z para k (o sinal negativo

é incorporado ajustando os limites de integra¢ao), obtemos
2
CAB = ST /dkP(;(k:,zl)[H(zl)WA(zl)][H(ZZ)WB(ZZ)], (3.52)
onde z; = Y *(xu(k)), isto é, a inversa da definicao 1.78 calculada em Y;, dado por

xi=(+1/2)/k. (3.53)

Definindo, agora, as fungoes de transferéncia dos observaveis na aproximacao de
Limber como

Al = H(z)W(z), (3.54)

podemos escrever

9 o
G = 5 / dk Py(k, 2) AAAE. (3.55)

3.3.3 Tracadores de estruturas - galaxias

Um dos observaveis mais comuns sao as galaxias. Os levantamentos de redshifts de
galdxias, como o 2dF Galaxy Redshift Survey® (AAO, 2002) e o Sloan Digital Sky Survey
(APO, 2023) °, fornecem a posicao angular das galaxias e os seus respectivos redshifts. A
partir destes levantamentos, podemos obter o contraste de densidade de galaxias observado
em uma certa casca esférica correspondente ao redshift z, isto é, d,0bs(x = x(2)1, 2).
Porém, nao podemos fazer uma associagao direta de d, s a0 contraste de densidade de

matéria 9,,, pelas razdes expressas a seguir.

Primeiramente, as galaxias sao resultado de um complexo processo de formacao
de estrutura e sdo objetos altamente nao-lineares. Nao devemos esperar, portanto, que a
distribuicao desses objetos nos indicara diretamente a distribuicao de matéria. Dizemos,
portanto, que as galaxias sao um tracador enviesado da distribui¢ao de matéria, e a relagao
entre essas distribuigoes pode ser muito complicada em geral (DESJACQUES; JEONG;
SCHMIDT, 2018). Porém, em grandes escalas, a formacao de estruturas é dominada pela
gravidade, de forma que podemos escrever, em primeira ordem, uma relagdo simples entre

o contraste de densidade de galaxias,

0y(x,2) = ng(x,;z) ng(z)’ (3.56)
nig(2)

4O 2dF Galazy Redshift Survey operou de 1997 a 2002 e obteve o espectro de 245591 objetos, em sua
maioria galdxias, e cobriu uma area de cerca de 1500 graus quadrados (aproximadamente 4% do céu)
(AAO, 2002).
O Sloan Digital Sky Survey comegou em 2000 e continua até hoje. Ele se encontra em sua quinta
fase, prevista para durar até 2027 e cobrir o céu inteiro. Em sua terceira fase (2008 a 2014), um de
seus programas denominado Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) (DAWSON et al., 2013)
observou cerca de 1.5 milhdo de galdxias em uma drea de 10000 graus quadrados (cerca de 25%) do
céu.
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onde n, ¢ a densidade numérica de galaxias e 1, ¢ a densidade numérica média de galaxias,

e o contraste de densidade de matéria. Essa relacao é dada por
dy(x,2) = b(2)0(x, 2), (3.57)

onde b(z) é o fator de viés.

Além disso, o contraste de densidade de galdxias observado d, .5 nao nos fornece
diretamente o contraste de densidade de galdxias real d,. Isso porque 6,45 €stéd sujeito
a efeitos observacionais como os efeitos de distor¢ao de espago de redshift (em inglés,
redshift-space distortions, ou RSD) e de magnification bias. O efeito de RSD tem origem
nas velocidades peculiares das galaxias. Galaxias que se afastam de nés introduzem um
redshift extra na observacao, e aparentam estar mais distantes, enquanto que galaxias se
aproximando de nos aparentam estar mais proximas do que realmente estao. Uma discus-
sao detalhada desse efeito pode ser vista em (KAISER, 1987). Ja o efeito de magnification
bias modifica a densidade observada de galdxias, pois o fluxo observado de uma deter-
minada fonte pode ser aumentado ou diminuido pelo efeito de lenteamento gravitacional,
fazendo com que galdxias com magnitude m acima do limite do levantamento (pouco
brilho) acabem sendo detectadas ou com que galdxias abaixo do limite de magnitude do

levantamento (com brilho a principio suficiente para ser detectado) sejam excluidas dele
(para mais detalhes, ver, por exemplo, (WENZL; CHEN; BEAN, 2023)).

3.3.3.1 O contraste de densidade de galaxias projetado

A ideia por tras da obtencao do espectro de poténcia angular de galdxias estd
em projetar o contraste de densidade de galdxias observado d4 s no céu. Isso pode ser

representado pela seguinte relagao,

G(h) = /0 " Aep. (2)8, 05 (X (2)12, 2), (3.58)

onde G(n) é o contraste de densidade de galdxias projetado. Nessa relacdo, p.(z) é a

distribuicao normalizada de distancias das galédxias, dada por

1 dN_dn

= —— = — 3.59
Np dz dz’ ( )

p=(2)

onde Ny é o ntmero total de galdxias de um certo levantamento, N(z) é a contagem
. /. , . N . ~ . .
cumulativa de galdxias até o redshift z e n = Ny A integracao de p,(z) de z =0a z = o0
tem como resultado 1, ou seja, essa func¢ao é normalizada nesse intervalo. Para grandes
valores de z essa funcao cai para zero, pois as galaxias estao muito distantes para serem

detectadas. Para baixos valores ela também cai para zero, pois o volume é muito pequeno
e hé, portanto, poucas galixias (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 311).

Para relacionarmos diretamente o contraste de densidade de matéria com o con-

traste de densidade projetado de galédxias, usamos a relacao 3.35. No caso das galéxias,
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o kernel WY (2) engloba a distribuicio de distancias, o bias e, ainda, outras corregoes
provenientes de efeitos como o de lenteamento gravitacional. Porém, a inclusao do efeito
de distorcao do espacgo de redshift é mais sutil, pois envolve um divergente do campo de

velocidade,

6g,RSD (X) = b5m<X)

0 [“m(x)x] . (3.60)

C0x aH

3.3.3.2 Calculo do espectro de poténcia angular de galaxias na CCL

A biblioteca computacional Core Cosmology Library (CCL) % (CHISARI et al.,
2019a) parte da equagdo 3.45 para o célculo do espectro de poténcia angular. Um dos
pontos interessantes em usarmos essa relacao é que o efeito de distor¢ao de redshift linear

pode ser incluido como uma componente da funcio de transferéncia das galaxias Af.

A funcao de transferéncia das galdxias, na CCL, é separada em trés contribuigoes,
AF = AP+ AP+ AM. A primeira contribuigao, proporcional ao contraste de densidade
de matéria, é dada por (CHISARI et al., 2019b)

AP(R) = [ dzpa(2)b()Ts(k, 2)i(kx(2)), (3.61)

_ dn

onde p.(z) = ¢

é a distribuicao de distancias normalizada das galaxias.

A segunda contribuicao, correspondente a contribuicao linear do efeito de distorc¢ao
do espago de redshift, é dada por (CHISARI et al., 2019b)

a2 = [ ST ), (3.62)

onde j;'(kx(2)) é a segunda derivada da fungao esférica de Bessel e Ty(k, z) é a fungao de

transferéncia da divergéncia do campo de velocidade 0(k, z), definido por

—H
Ok, 2) = ik - (k, 2) = —LEE 54y (3.63)
1+z
onde f(a(z)) = din(Dy)/din(a) é a taxa de crescimento linear e a ultima igualdade

segue ao considerarmos as velocidades como irrotacionais, como na equagao 2.29, e a
equagao 2.44 (ver (DODELSON; SCHMIDT, 2021, p. 302)). Dividindo ambos os lados

dessa equagao por Z(k), podemos escrever, portanto,

—H(2)f(2)

Ts(k, z). (3.64)

Este trabalho nao tem como foco o detalhamento do efeito de distor¢ao do espaco de
redshift e da obtencdo de sua funcdo de transferéncia AfP. Porém, para os interessa-
dos, boas discussoes podem ser vistas em (BONVIN; DURRER, 2011), (GAO; VLAH;
CHALLINOR, 2023), (ASSASSI; SIMONOVI¢; ZALDARRIAGA, 2017) e (SAITO, 2016),

6 Neste trabalho, utilizamos a versao 3.0.0 da CCL.
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incluindo discussoes sobre como lidar com as derivadas segundas das funcoes esféricas de

Bessel.

Por fim, a terceira contribuicao, correspondente aos efeitos de lenteamento gravi-
tacional, ¢ dada por (CHISARI et al., 2019b)

M dz

AP (k) =—l(1+1) H(Z)wM(Z)qu_@(k,Z)jz(kX(Z)% (3.65)
onde *
Moy [ on0s(E) —2X =X
wM(z) = / A2'ps() A (3.66)

Nas expressoes acima, Ty _¢(k, z) é a fungdo transferéncia para os potenciais gravitacio-
nais, dada por

30, H?
-7
e s(z) é a derivada logaritmica do nimero de fontes com magnitude limite (CHALLINOR;
LEWIS, 2011),

Ty_o(k,z) = (1+ 2)T5(k, 2), (3.67)

_ OlogN(z,m <m’)
(z) B am, m/:mma17

(3.68)

onde N(z,m < m') é a contagem cumulativa de objetos com magnitude abaixo de m/
e é estimada no limite de magnitude do catdlogo. Essa contribuicdo engloba efeitos de
lenteamento gravitacional, como o aumento aparente do volume do levantamento e o efeito
de magnification bias (ver (WENZL; CHEN; BEAN, 2023)). Novamente, esse trabalho
nao tem por objetivo detalhar o efeito de magnification bias e sua inclusao no espectro
de poténcia angular. Para mais detalhes, ver, por exemplo, (PEIRIS; SPERGEL, 2000) e
(CHALLINOR; LEWIS, 2011).

Podemos optar também, na CCL, por efetuar o calculo do espectro de poténcia
angular utilizando a aproximacao de Limber. Ele é feito a partir da relacdo 3.55. As
diferentes contribui¢oes para a funcao de transferéncia de galdxias na aproximacao de
Limber sdo, entao, dadas por (CHISARI et al., 2019Db)

AP (k) = p.(2)b(z) H (), (3.69)

AIP(R) = G (0 GOH () = 57 L G G Ba) 370

I(1+1)
k2
Lembre que estamos considerando, ao longo deste trabalho, um universo espacialmente plano. No
tratamento do lenteamento feito aqui, e também no tratamento do lenteamento de CMB a ser feito

posteriormente, se ndo estivéssemos fazendo essa consideragdo, as distdncias comoéveis deveriam ser
substituidas por Sy (x).

AM (k) = 3Q,,H? (1 + 2)wM(z). (3.71)

e
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3.3.3.3 Calculo do espectro de poténcia angular de galaxias na NumCosmo

A biblioteca cosmoldgica Numerical Cosmology Library (NumCosmo) ® (VITENTTI;
PENNA-LIMA, 2014), por sua vez, ainda nao tem suporte para o calculo do espectro de
poténcia angular por métodos diferentes da aproximacao de Limber. Nela, o calculo, utili-
zando a aproximacao de Limber, ¢é feito a partir da relacao 3.48. O kernel na aproximacao
de Limber é entdo escrito, desconsiderando efeitos de distorgao de redshift, como (DOUX
et al., 2018)

dn | 30, HE
dz 2 H(z)

WE(2) = b(2) (14 2)x(2)(5s — 2)g(z2), (3.72)

onde

g(z) = /:O dz’ (1 - ;&f%) j:/ (3.73)

O primeiro termo da equacao 3.72 ¢é facilmente relacionado com o termo dado
pela equacéo 3.69, bastando dividir AP (k) por H(z), conforme definicio 3.54. O segundo
termo da equacao 3.39 também é facilmente relacionado com o termo dado pela equacao
3.71, bastando dividir AM (k) por H(z), utilizar o fato de que, na aproximacéo de Limber,
l(l];'gl) ~ x?> (I > 1), e, por ultimo, considerar que a fungdo s(z) é uma constante. Essa

ultima aproximagao pode ser boa a depender da analise e do levantamento considerado,

mas deve ser feita com cautela (para uma discussdo acerca dessa dependéncia em z do
pardmetro s, ver (WENZL; CHEN; BEAN, 2023)).

3.3.4 Tracadores de estruturas - lenteamento de CMB

Um outro tragador importante é o lenteamento da CMB. Ao viajar da tltima
superficie de espalhamento até nés, os fétons da CMB sofrem deflexbes por causa das
estruturas no caminho. Isso faz com que os pontos frios e quentes do campo de temperatura
da CMB sejam distorcidos em torno dessas estruturas do universo tardio (HU, 1996). A

seguir, descreveremos esse efeito.

3.3.4.1 Perturbacdes no caminho dos fétons

Aqui, iremos considerar apenas efeitos de lenteamento fraco, em que os desvios an-
gulares das trajetorias dos fotons sao pequenos. Isso é esperado porque poucas linhas de
visada se encontram perto de estruturas extremamente densas, como buracos negros, ca-
pazes de gerar desvios significativos da aproximacao de angulo pequeno (LEWIS; CHAL-
LINOR, 2006).

Considerando a equagdo da geodésica para o fétons (equagao 1.96), dada a mé-

trica perturbada no calibre newtoniano (equagao 2.1), podemos mostrar que (LEWIS;

8 Neste trabalho, utilizamos a versao 0.18.2 da NumCosmo.
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CHALLINOR, 2006, p. 11-13)

X Xs — 0
O(ro — v.) = 0 —/ WX %y, _ 74
(10 — X+) = 0o ; o Cagtw o (xAi; 1o — X) (3.74)
¢ 2 9
Xx X+ — X
— %) = — d \Ij e - .
¢(no — X«) = do /O X 50 0g W »1 (X3 10 — X), (3.75)

onde Y, ¢ a distancia comével da tultima superficie de espalhamento, 6 e ¢ sao as coorde-
nadas angulares no sistema de coordenadas esféricas, 0y e ¢g sdo as coordenadas angulares

da linha de visada fi e Wy, é o potencial de Weyl, definido por

-3
\I]Weyl — T (376)
O vetor de deslocamento a, por sua vez, tem componentes dadas por oy = 6 — 6,

e ay = sin*0(¢ — ¢g), de modo que podemos escrever

= —2/ dx X Vﬁ Wiyt (X0 10 — X), (3.77)

onde /4 ¢é a derivada covariante na esfera. O vetor de deslocamento nos fornece, portanto,
o angulo de deflexao de uma fonte a distancia y,. Agora, podemos definir o potencial de

lenteamento,

~ X X« — X N
Y(h) = —2/0 dx . Uiyt (X030 — X)s (3.78)

de forma que o angulo de deflexdao é dado por /5.

A temperatura lenteada da CMB em uma certa direcdo n é igual a temperatura
nao lenteada ao longo da direcdo deslocada, isto é, T(f) = T(fi 4+ a). Isso se deve ao
fato de a intensidade da CMB s6 variar com a frequéncia, e esta, por sua vez, so se altera
em razao do redshift cosmolégico, redshifts gravitacionais e efeito Doppler (DODELSON;
SCHMIDT, 2021, p. 378). A alteracao na diregao, portanto, ndo gera uma alteragao na

intensidade e, consequentemente, na temperatura.

3.3.4.2 Espectro de poténcia angular do potencial de lenteamento

Para obtermos o espectro de poténcia angular do potencial de lenteamento, o
processo é igual aquele que levou a equagao 3.39, e pode ser visto em detalhes em (LEWIS;
CHALLINOR, 2006, p. 27-29). Ele é dado por

CY =167 k dxT: kimo — k . 3.79
l ()| [ T = 000 (X5 (3.79)

Como o angulo de deflexao é o mais relevante fisicamente, é mais comum vermos o espectro

de poténcia angular da convergéncia x,

K=—7Va . (3.80)
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Ele é dado por

I(1+1)]?
Croms — [(Z)]Clw. (3.81)
Usando a relagao 3.47 e que
Ty_
T\I/Weyl = \Il2 (D7 (382)

obtemos

2

W) pe de xz) =X p i) . (3.83)

2 Jo H(z) x(z)x(2)

dk
leiCMB = A1 ?{@% [

3.3.4.3 Calculo do espectro de poténcia angular de lenteamento de CMB na CCL

Na CCL, assim como anteriormente, o calculo do espectro de poténcia angular
do lenteamento de CMB ¢ feito a partir da relacao 3.45, com a funcao de transferéncia

(CHISARI et al., 2019b):

[+1) = dz x(z) = x(2)

TSR TG GG

Ty-o(k, 2)5(kx(2)). (3.84)

Ja na aproximacao de Limber, considerando a relacao 3.55, podemos escrever

3

Apenn(z) = S, gD

o (Lt pXla) = x(@) (3.85)

X (z:)x(2)

3.3.4.4 Calculo do espectro de poténcia angular de lenteamento de CMB na NumCosmo

A NumCosmo faz o cédlculo do espectro de poténcia angular do lenteamento de
CMB j4 considerando a aproximacao de Limber. O kernel, por sua vez, é dado por (DOUX

et al., 2018):

WKCA{B( ) SQ H2(1+Z> (Z)X(Z*)_X(Z)_ (386)

Hiz) T X (=)

E ficil relacionar esse kernel com o termo dado pela equacdo 3.85, bastando dividir

AFeMB () por H(z), considerando a relacio 3.54, e utilizar o fato de que, na aproximacio

de Limber, l(l,:;” ~x: (I>1).
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4 Comparacao das bibliotecas Numerical
Cosmology Library e Core Cosmology Li-
brary

Chegamos, entao, ao “kernel” deste trabalho. Trocadilho a parte, o propdsito dessa
secao é apresentar os resultados obtidos na comparacao das bibliotecas Numerical Cosmo-
logy Library (NumCosmo) e Core Cosmology Library (CCL). As fungoes computacionais
implementadas foram a do auto-espectro de poténcia angular de galaxias, auto-espectro
de poténcia angular de lenteamento de CMB e o espectro de poténcia angular cruzado
entre esses dois tipos de sondas cosmoldgicas, sob a aproximacao de Limber. A seguir,
descreveremos quais os dados utilizados, os critérios para a comparagao e apresentaremos

os graficos e resultados obtidos.

4.1 Parametros e funcoes utilizados na definicao do modelo cos-
moldgico

Para que as comparacoes sejam acuradas, é essencial que as fungoes e os parametros
utilizados na definicao inicial das cosmologias em ambas as bibliotecas estejam alinhados.

A seguir, eles serao apresentados.

4.1.1 Espectro de poténcia de matéria e funcao de transferéncia

Neste trabalho, nao lidaremos com efeitos nao-lineares, de modo que o espectro
de poténcia utilizado nas comparagoes ¢ o espectro de poténcia linear de matéria. Para
calcula-lo, precisamos da funcao de transferéncia, do fator de crescimento e do espectro
de poténcia primordial, como foi visto no capitulo 3. O fator de crescimento é calculado
a partir das equagoes de Boltzmann e o espectro de poténcia primordial a partir da

expressao analitica exibida no capitulo 2.

A expressao da funcao de transferéncia utilizada nos cédigos, por sua vez, foi a
expressao analitica aproximada de Eiseinstein-Hu, dada por
Oy

T(k) = @Tb(k?) + g;Tc(k;), (4.1)

onde Ty(k) e T.(k) sao as contribuigoes da matéria bariénica e da matéria escura para a

funcao de transferéncia. Para mais detalhes dessa expressao e dos parametros envolvidos
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em seu cédlculo, ver (EISENSTEIN; HU, 1998). Um dos motivos para a utiliza¢do de uma

expressao analitica aproximada ¢é agilizar o calculo numérico.

Vale lembrar que existem outras expressoes analiticas aproximadas para a fungao
de transferéncia, como a de Bardeen, Bond, Kaiser e Szalay (BBKS) (BARDEEN et al.,
1986). Além disso, existem cddigos que calculam a fungao de transferéncia diretamente da
resolucao do sistema de equagdes de Boltzmann, como o CAMB ( Code for Anisotropies in
the Microwave Background) (LEWIS; CHALLINOR, 2011). Como o foco deste trabalho
nao é no calculo das fungoes de transferéncia e nas especificidades de cada uma, a funcao

de transferéncia de Eiseinstein-Hu servira aos nossos propositos.

4.1.2 Equacao de estado da energia escura

Até agora trabalhamos principalmente com uma componente de energia escura
dada por uma constante cosmolégica, com o parametro da equacao de estado dado por
wpg = —1. Porém, apesar de ser uma grande candidata a energia escura, ela nao é a inica.
Uma forma de escrevermos a equacao de estado para que ela englobe uma variedade
maior de candidatos ao posto de energia escura é por meio da equacao de estado de
Chevallier—Polarski-Linder (CHEVALLIER; POLARSKI, 2001) (LINDER, 2003), dada
por

w(z) = wo + wq (4.2)

1+2z
Nessa equagao, wy ¢ o valor atual da equacao de estado e o termo w, estd associado a
evolucao temporal dessa equacao. Dessa forma, o modelo de constante cosmolégica é um

caso particular, dado por wy = —1 e w, = 0.

4.1.3 O parametro oy

Um outro pardmetro muito utilizado na cosmologia é a média quadratica (root
mean square - RMS) do contraste de densidade em esferas de raio de R = 8h~'Mpc, que

pode ser calculado por meio da relagao:

o = \/ 217# / dkk2 Py (k)W2(k), (4.3)

onde Ps(k) é o espectro de poténcia linear de matéria em z = 0 e Wx(k) ¢ a transformada

de Fourier de um filtro top hat esférico, dada por

Walk) = (]:)R?’)[Sin(kR) _ kReos(kR)). (4.4)

Esse, porém, nao é um parametro fundamental, e sim um parametro derivado do espectro

de poténcia linear de matéria, que por sua vez esta relacionado ao espectro de poténcia

primordial das perturbagoes escalares. Este tltimo depende dos parametros fundamentais
oy e ng.
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Ao definirmos a cosmologia na CCL, podemos estabelecer a normalizacao do espec-
tro de poténcia de duas maneiras. A primeira é fornecermos o valor de g, que estabelece
uma normalizagdo em z = 0. A segunda ¢ estabelecermos a normalizacao em altos redshifts
a partir do fornecimento da amplitude do espectro de poténcia primordial 7. Se forne-
cermos o valor de og para a CCL, ela calcula automaticamente o @7 para a cosmologia
especificada (CHISARI et al., 2019b). O problema disso é que algumas fungoes na biblio-
teca podem ser instanciadas em termos de og, outras em termos de .@7;, e corremos o risco
de ter func¢des que nao sao compativeis com ambos os parametros, ou até mesmo que nao

compatibilizem os parametros entre si.

Ao definirmos a cosmologia na NumCosmo, por outro lado, ela parte necessaria-
mente do parametro fundamental .o7,. Assim, og ¢ um parametro derivado na biblioteca.

Isso garante com que todas as fungoes tenham o7, e og compativeis.

De toda forma, mesmo que tenhamos apenas o valor do parametro derivado og, é
facil alinhar as cosmologias da CCL e da NumCosmo. Dado um valor padrao @7, = &/N¢

da NumCosmo, basta redefini-lo de acordo com a relagao

cor o5 " i NC
A=\ x| 27, (4.5)
g8
onde oL é o valor fornecido de og e o' é o valor de oy calculado na NumCosmo antes

do alinhamento. Nessa equacao, consideramos que os demais parametros cosmolégicos

utilizados na definicao inicial das cosmologias ja estao alinhados.

4.2 Cosmologias utilizadas

Os espectros de poténcia angular foram calculados para modelos cosmolégicos com
densidade de curvatura nula. Isso se deve ao fato de ambas as bibliotecas nao possuirem,
por enquanto, um suporte completo ao calculo dos espectros de poténcia angular em uni-
versos abertos e fechados. A biblioteca NumCosmo utiliza as expressoes encontradas em
(DOUX et al., 2018) e exibidas no capitulo anterior, que sdo obtidas no contexto de uma
cosmologia plana, e utiliza as funcoes esféricas de Bessel. A biblioteca CCL, sob a apro-
ximacao de Limber, também nao possui suporte para as cosmologias nao planas, e ela
nao faz a substituicdo das fungoes de Bessel esféricas pelas fungoes de Bessel hiperesféri-
cas, substituicdo esta necessaria para uma correta abordagem de cosmologias nao-planas
(CHISARI et al., 2019b). O propésito aqui nao é detalharmos essas diferengas dos célculos
no contexto de uma cosmologia plana e nao-plana, mas sim nos deixar cientes de que elas
existem para que, futuramente, possam ser investigadas a fundo para uma possivel im-
plementagao nas bibliotecas. De toda forma, para os interessados nesse aprofundamento,
uma boa referéncia de partida pode ser encontrada em (KAMIONKOWSKI; SPERGEL,
1994).
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Além disso, cosmologias com neutrinos massivos também nao foram utilizadas nas
comparagoes feitas aqui, pois, apds a ultima atualizagao da CCL (versao 3.0.0), as fungoes
de alinhamento entre as cosmologias implementadas na NumCosmo (versao 0.18.2) ainda
nao foram atualizadas para a inclusao dos neutrinos massivos. No futuro, quando houver
essas atualizagoes, também seria interessante implementarmos essas comparagoes, para

verificar o comportamento e precisao das bibliotecas nesse contexto.

Os modelos cosmoldgicos implementados' ? sdo exibidos na tabela 1. Esses sdo
alguns dos modelos utilizados na validagao da CCL descrita no artigo (CHISARI et al.,
2019b). A temperatura atual da CMB, o ntimero efetivo de neutrinos e o redshift da ultima

superficie de espalhamento foram fixados em Ty p = 2.726, Nesr = 3.0 e 2, = 1090.0.

Nome Modelo O, Q N ho 0 T Wy W,
CCL1 ACDM plano | 0.3 0.05 0.7 0.7 0.8 0.96 | —1 0
CCL2 wCDM 0.3 0.05 0.7 0.7 0.8 096 | —09 10
CCL3 wCDM 0.3 0.05 0.7 0.7 0.8 096 | —0.9 0.1

WMAP7 ACDM plano | 0.272 | 0.0455 | 0.728 | 0.704 | 0.810 | 0.967 | —1 0

Planck 2013 | ACDM plano | 0.318 | 0.0490 | 0.682 | 0.671 | 0.834 | 0.962 | —1 0

Tabela 1 — Diferentes cosmologias utilizadas para a comparac¢ao das bibliotecas.

4.3 Distribuicoes de redshift de galaxias

Seguindo o artigo de (CHISARI et al., 2019b), foram utilizadas quatro distribuigdes
de redshifts para o calculo do espectro de poténcia angular de galaxias, duas distribuigoes
analiticas, dadas por gaussianas com centros em z; = 1 e 2z, = 1.5 e desvio padrao de
o = 0.15, e duas distribui¢coes na forma de histogramas, cuja largura de cada bin de
redshift é de 0.0075. Essas distribuicoes sdo mostradas na figura 14. O propdsito de
utilizarmos esses histogramas ¢é verificarmos a existéncia de erros numéricos oriundos das

interpolagoes sobre os pontos dessa distribuicao.

Além disso, neste trabalho, nao incluiremos os efeitos de magnification bias e RSD
nas fungoes de transferéncia das galdxias. Utilizaremos apenas a contribuicao proporci-
onal ao contraste de densidade de matéria (equacao 3.61). Enquanto que a comparagao

incluindo o magnification bias pode ser facilmente feita no futuro, dado que este efeito

1 Em relacdo ao modelo WMAP7, a Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) (NASA, 2010)
foi uma sonda da National Aeronautics and Space Administration (NASA) que operou de 2001 a 2010,
cujo objetivo principal era medir as anisotropias da CMB. Os parametros utilizados aqui podem ser
encontrados na tabela 8 do artigo de (LARSON et al., 2011).

Em relacdo ao modelo Planck 2013, ele estd relacionado & sonda espacial Planck (ESA, 2013), ja
mencionada anteriormente nesse trabalho, cujo objetivo principal também era medir as anisotropias
da CMB. Os parametros utilizados aqui podem ser encontrados na tabela 5 do artigo (ADE et al.,
2014).

Nao confundir com a largura a meia altura do histograma. A largura que eu menciono aqui é de cada
bin. Apenas para exemplificar, um dos bins é limitado pelos redshifts 1.00625 e 1.01375.



4.4. Critério para a compara¢io dos resultados 105

—— dndz_bin1_histo

dndz_bin2_histo
=== dndz_analytical_1
=== dndz_analytical_2

2.5 7

2.0

1.5 A

dndz

1.0

0.5

007 =———===—-——EE e

Figura 14 — Distribuicoes de redshift utilizadas para o cédlculo do espectro de poténcia
angular de galdxias, seguindo o artigo de (CHISARI et al., 2019b). As distri-
buigoes na forma de histogramas podem ser encontradas no github da CCL
(CHISARI et al., 2019a), no diretério /CCL/benchmarks/data/. Neste gra-
fico, essas distribuigoes nao estdo normalizadas, porém as bibliotecas as nor-
malizam automaticamente para realizar os calculos dos espectros de poténcia
angular.

ja esta implementando em ambas as bibliotecas, a NumCosmo ainda nao possui suporte

para o céalculo do efeito de RSD.

4.4 Critério para a comparacao dos resultados

Para a comparagao dos resultados dos espectros de poténcia angular entre as bi-
bliotecas, a métrica de acuracia utilizada foi o médulo da razao da diferenca dos calculos

dos () entre elas e da variancia césmica oy,

CCL NC
Gt -G

A= ’ , (4.6)

gy

onde o erro proveniente da varidncia cosmica para o espectro de poténcia angular entre

dois campos a e b é dado por

,_ Crcl + (G

_ 4
i A +1 (4.7)

Essa foi a métrica utilizada para a validagao da CCL no artigo de (CHISARI et al., 2019b).
Para o calculo do o, foram utilizados os espectros de poténcia angular calculados pela
NumCosmo. De acordo com esse artigo, a acuracia esperada para a CCL é de A < 0.1.
Além disso, a expressao 4.7 é obtida considerando um levantamento de céu inteiro. Na
pratica a cobertura do levantamento é menor, o que faz com que a variancia césmica

aumente. A acuracia exigida na CCL, portanto, é mais restringente do que seria o caso
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considerando a varidncia césmica dos levantamentos reais. O Legacy Survey of Space and
Time (LSST) (RUBIN-OBSERVATORY, 2023), por exemplo, previsto para comegar a
operar em 2025, deve cobrir por volta de 40% do céu (IVEZI¢ et al., 2019).

4.5 Resultados dos auto-espectros de poténcia angular

Nesta e nas secOes seguintes, serao apresentados e discutidos os resultados dos
espectros de poténcia angular calculados neste trabalho. Os scripts nos quais esses resul-

tados sao gerados podem ser vistos no apéndice A.

Os calculos dos auto-espectros de poténcia angular foram feitos em ambas as bi-

bliotecas, considerando as diversas cosmologias da tabela 1, para os casos a seguir:

1. Auto-espectro de poténcia angular galaxia-galaxia considerando a distribuicao de

redshifts dada pela distribuigdo analitica 1 (Al) na figura 14.

2. Auto-espectro de poténcia angular galaxia-galaxia considerando a distribuicao de

redshifts dada pela distribuigao analitica 2 (A2) na figura 14.

3. Auto-espectro de poténcia angular galaxia-galaxia considerando a distribui¢ao de
redshifts dada pelo histograma 1 (H1) na figura 14.

4. Auto-espectro de poténcia angular galaxia-galaxia considerando a distribuicao de
redshifts dada pelo histograma 2 (H2) na figura 14.

5. Auto-espectro de poténcia angular lenteamento de CMB-lenteamento de CMB.

Apos a obtencao desses espectros de poténcia, foram calculadas as métricas de acuracia
(equagao 4.6) entre os resultados das bibliotecas para cada um dos casos. Os resultados

sao exibidos na figura 15.

Como podemos ver, os resultados para os auto-espectros de poténcia angular
galaxia-galaxia utilizando as distribuicdes analiticas 1 e 2 se encontram bem abaixo do
limite esperado de acurécia de 0.1, para todas as cosmologias. Além disso, a acuracia varia

de forma razoavelmente suave ao longo dos diferentes valores de .

No caso dos auto-espectros de poténcia angular galaxia-galaxia utilizando os histo-
gramas 1 e 2, a acuracia nao apresenta um comportamento suave, apresentando oscilagoes
bruscas para alguns valores de [. Além disso, para o auto-espectro utilizando o histograma
1 e as cosmologias CCL2 e CCL3 (modelos wCDM), alguns valores de A passam do limite

esperado, como mostrado na tabela 2.

Por fim, para os auto-espectros de poténcia angular lenteamento de CMB-lenteamento
de CMB, a acurédcia também nao apresenta um comportamento suave. Além disso, alguns

valores de A passam do limite esperado, como mostrado na tabela 3.
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Figura 15 — Acurécias (equagao 4.6) calculadas entre as bibliotecas para os diferentes
casos dos auto-espectros de poténcia angular calculados, considerando as di-

ferentes cosmologias da tabela 1.
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CCL2 CCL3
l A l A

520 0.13034823 | 469 0.11816312
a87 0.13818622 | 488 0.12059318
731 0.1530142
799 0.15979073
932 0.17225958
1064 | 0.18347048
1148 | 0.18980029
1149 | 0.18989404
1190 | 0.19343655
1191 | 0.19351013

Tabela 2 — Valores da acuracia que passam do limite esperado, para o auto-espectro de
poténcia angular galaxia-galaxia calculado utilizando o histograma 1.

CCL1 CCL2 CCL3 WMAPT Planck 2013
[ | A A A A A

1] 0.2570369 | 0.25703992 | 0.25703991 | 0.25704742 | 0.25705569
0.1239521 | 0.12395445 | 0.12395433 | 0.12396942 | 0.12398276

Tabela 3 — Valores da acuracia que passam do limite esperado, para o auto-espectro de
poténcia angular lenteamento de CMB-lenteamento de CMB.

4.6 Resultados dos espectros cruzados de poténcia angular

Os célculos dos espectros cruzados de poténcia angular foram feitos em ambas as

bibliotecas, considerando as diversas cosmologias da tabela 1, para os casos a seguir:

1. Espectro cruzado de poténcia angular galaxia-galaxia entre as distribuicoes de redshifts
dadas pela distribui¢ao analitica 1 (A1) e pela distribuicao analitica 2 (A2) na figura
14.

2. Espectro cruzado de poténcia angular galaxia-galaxia entre as distribuicoes de redshifts

dadas pelo histograma 1 (H1) e pelo histograma 2 (H2) na figura 14.

3. Espectro cruzado de poténcia angular galaxia-lenteamento de CMB, usando as dis-
tribuicoes de redshifts dadas pela distribui¢ao analitica 1 (A1) e pela distribuicao

analitica 2 (A2) para as galdxias.

4. Espectro cruzado de poténcia angular galaxia-lenteamento de CMB, usando as dis-
tribuicoes de redshifts dadas pelo histograma 1 (H1) e pelo histograma 2 (H2) para

as galaxias.

Apds a obtencao desses espectros de poténcia, foram calculadas as métricas de acuracia

(equagao 4.6) entre os resultados das bibliotecas para cada um dos casos. Os resultados
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Figura 16 — Acurécias (equagao 4.6) calculadas entre as bibliotecas para os diferentes
casos dos espectros cruzados de poténcia angular calculados, considerando as
diferentes cosmologias da tabela 1.

sao exibidos na figura 16.

Como podemos ver, os resultados para os espectros cruzados de poténcia angular,
em todos os casos e cosmologias consideradas, se encontram abaixo do limite esperado de
acuracia de 0.1. Além disso, a acuracia varia de forma razoavelmente suave ao longo dos
diferentes valores de [ para aqueles em que sao utilizadas as distribui¢oes analiticas. No

caso dos histogramas, temos variagoes bruscas, como aquelas vistas na se¢ao passada.

4.7 Discussao dos resultados

As oscilagoes bruscas da acuracia verificadas nas segoes passadas podem estar
relacionadas ao modo como as interpolacoes sao feitas nas bibliotecas, suposicao essa re-

forgada pelo fato de que as curvas de acuracia mais irregulares foram aquelas relacionadas
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as distribuicoes de redshift na forma de histogramas, extremamente dependentes da forma

de interpolacao utilizada.

O método utilizado para as interpolagoes das distribui¢oes de redshift na Num-
Cosmo foi o de interpolacao por spline ciibica com a condi¢do de contorno “not-a-knot”,
na qual as derivadas terceiras dos dois primeiros nés sao definidas como sendo iguais, bem
como as derivadas terceiras dos dois ultimos nés (VITENTI; PENNA-LIMA, 2019). Na
NumCosmo, a implementacao desse tipo de interpolacao ¢ feita de forma independente,
dentro da proépria biblioteca. Nesse método de interpolacao com essa condi¢ao de con-
torno, as derivadas primeiras ou segundas nao precisam ser conhecidas e fornecidas nos
limites do intervalo de interpolagao (SUN et al., 2023). O interessante desse método é
que o erro de interpolagdo ¢ da ordem de &(a*), onde @ é a maxima distancia entre dois
nos adjacentes. Para comparagao, o spline ctibico com condi¢oes de contorno naturais
(derivadas segundas definidas como nulas nos extremos do intervalo) tem erro de &'(a?)
e o spline linear de O(a') (VITENTI; PENNA-LIMA, 2019).

Ja a CCL, por sua vez, utiliza o método de interpolagao de Akima (AKIMA, 1970)
implementado na biblioteca GNU Scientific Library (GSL) (GALASSI et al., 2021). Esse
método determina a inclinacao da curva em cada ponto de maneira local, utilizando dois
pontos anteriores e dois pontos posteriores, e depois os usa juntamente com os valores
da fun¢ao para determinar um polindmio ciibico em cada intervalo. A funcao interpolada
resultante, no entanto, nao é um spline, pois somente a funcao e sua derivada primeira
sdo continuas (VITENTI; PENNA-LIMA, 2019). Enquanto os métodos de interpolagao
ctibica podem oscilar em regides préximas a um outlier (ponto cujo valor da ordenada
seja muito superior ou inferior aos valores vizinhos), esse método tem uma estabilidade
melhor nessas regides (ALGLIB, 2023). Além disso, por ser um algoritmo local, é mais
simples e rapido. No entanto, o erro de interpolaciao, de &'(a?), é pior do que o de uma
spline cibica com condicao de contorno “not-a-knot” (VITENTIL;, PENNA-LIMA, 2019).

Veja também que, como ha uma dependéncia do calculo do espectro de poténcia
angular no espectro de poténcia linear de matéria (ver, por exemplo, equagao 3.48), a
definicdo dos limites inferior e superior de k e consequentemente as interpolagdes dessa
funcao nesse intervalo também podem ser fonte de erros numéricos nos resultados, prin-
cipalmente préximo aos limites do intervalo, onde é necessario aplicarmos as condigoes
de contorno. Neste trabalho, os valores minimo e maximo dos modos k para o calculo do
espectro de poténcia linear de matéria, em ambas as bibliotecas, foram definidos como
1076 e 103.

Uma outra informagao a mencionarmos é que, na CCL, a definicao dos nés utiliza-
dos nas splines é fixa. Dada uma certa fung¢ao em um certo intervalo delimitado por pontos
Tmin € Tmaz, @ CCL define um conjunto de nos fixos nesse intervalo, independente da pre-

cisdo numérica selecionada na biblioteca. No caso da NumCosmo, a definicao desses nos,
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para um certo intervalo, varia automaticamente de acordo com a precisdo numérica sele-
cionada, garantindo essa precisao nos calculos (VITENTI et al., To-be-submited). Uma

proposta esta em elaboracao para a implementacao desse modo automatico de selecao dos
nos na CCL (VITENTTI et al., To-be-submited).

No caso do auto-espectro de poténcia angular lenteamento de CMB-lenteamento
de CMB, vemos que em todos os casos o parametro de acuracia passa do limite esperado
para [ = 1 e [ = 2, e isso acontece para todas as cosmologias consideradas. No artigo
de (CHISARI et al., 2019b), é mencionado que os resultados, no caso de lenteamento de
CMB, sao particularemente sensiveis a erros numéricos no célculo das distancias até a
ultima superficie de espalhamento. Portanto, um ponto de investigacao futura pode ser o
modo como o calculo dessas distdncias é feito em ambas as bibliotecas. Além disso, esse
auto-espectro de poténcia angular também sofre dos possiveis erros numéricos associados
as interpolagoes mencionados anteriormente, afinal, o calculo dele também depende do
espectro de poténcia linear de matéria. Agora, em se tratando especificamente do redshift
da superficie de espalhamento, a defini¢do em ambas as bibliotecas foi igual (z, = 1090.0),
de modo que a definicdo desse parametro em especifico ndo deve ser fonte de erro nos

calculos.

Os modos como as bibliotecas lidam com as interpolagoes, em especial nas extre-
midades dos intervalos, portanto, podem ser as fontes de erro numérico que geraram os
valores de acurécia divergentes do esperado. Futuramente, é importante fazermos uma
investigagdo mais a fundo das implementacgoes das interpolagdes em ambas as bibliotecas,

e como isso pode ser fonte das divergéncias verificadas.

Um outro ponto de investigacao futura interessante seria como implementar as cos-
mologias nao-planas no contexto do calculo dos espectros de poténcia angular, em ambas
as bibliotecas. Além disso, apés a atualizagao da NumCosmo para compatibilizar a funcao
do alinhamento das cosmologias com a nova versao da CCL, seria interessante fazermos

as analises dos espectros de poténcia incluindo os neutrinos massivos nas cosmologias.

Por fim, é importante mencionar que, no futuro, as comparagoes feitas aqui serao
estendidas para as distribui¢oes de redshift esperadas do LSST ao longo de seus anos de
operagao (MANDELBAUM et al., 2021) (ZHANG et al., 2023), afinal a CCL ¢ a biblioteca
principal da colaboragdo Dark Energy Science Collaboration (DESC) do LSST.
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Conclusao

Para um entendimento sélido das cosmologias, fungoes e parametros utilizados nas
implementagoes computacionais no contexto do capitulo 4, o estudo da fisica por tras deles
foi essencial. Para isso, o ponto de partida foi a construcao do modelo cosmolégico padrao,
na auséncia e presenca das perturbacoes, nos capitulos 1 e 2, e também a construgao das

expressoes dos espectros de poténcia angular feita no capitulo 3.

Essa construcao tedrica foi muito importante para a compreensao dos modelos
utilizados e de como conectar esses modelos com os observaveis que podemos medir nos
levantamentos cosmoldgicos. Esse estudo também possibilitou uma maior agilidade no
desenvolvimento dos scripts e um melhor entendimento das estruturas das bibliotecas
NumCosmo e CCL.

Feita essa revisao da teoria, os resultados das comparagoes entre as bibliotecas, no
contexto do calculo dos espectros de poténcia angular, foram entao obtidos, e eles foram
exibidos no capitulo 4. Como vimos nesse capitulo, algumas curvas de acuracia, como
mostrado nas figuras 15 e 16, apresentaram oscilagoes bruscas em determinados pontos,
inclusive extrapolando o limite esperado (A < 0.1) para alguns valores especificos de [.
Apesar disso, entendemos que esses resultados nao indicam a presenca de um erro global
na implementacao do espectro de poténcia angular. Dada a dependéncia do calculo desses
espectros de poténcia e da distribuicao de galaxias nas formas de interpolacao utilizadas,
é provavel que essas irregularidades tenham origem nas diferencas entre os critérios de
interpolagdo de ambas as bibliotecas como, por exemplo, o critério de determinagao dos
nos. No caso do auto-espectro de poténcia angular de lenteamento de CMB, para o qual a
acuracia extrapola o limite esperado em baixos valores de [, as irregularidades podem estar
relacionadas a forma como a interpolacao é feita no intervalo de k£ do espectro de poténcia
linear de matéria, principalmente nas extremidades do intervalo. E importante, portanto,
que uma investigacao mais profunda das implementagoes dos métodos de interpolagao em

ambas as bibliotecas seja conduzida futuramente.

Essas analises corroboram o que foi dito na introducao deste trabalho sobre a
importancia da comparagao e validacao entre as bibliotecas. Na era da cosmologia de
precisao, precisamos garantir que as bibliotecas fornecam resultados compativeis entre si
dentro do limite de acuracia necessario para que os erros numéricos nao interfiram nas
analises fisicas. Buscarmos entender os fatores que geraram os comportamentos irregulares

nos resultados e como resolvé-los é, portanto, uma tarefa essencial.

Em relagao as cosmologias, as comparagoes deste trabalho foram feitas para cinco
das doze cosmologias mencionadas no artigo da CCL (CHISARI et al., 2019b). Os mode-
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los com curvatura nao-nula e com neutrinos massivos nao foram utilizados neste trabalho,
pelos motivos mencionados no capitulo 4. No futuro, com as atualizagoes das bibliotecas
e compatibilizagdo com esses outros modelos no contexto do calculo dos espectros de po-
téncia angular, é importante que as valida¢oes sejam feitas considerando-os também, com

0 mesmo objetivo mencionado de garantir a acuracia numérica suficiente dos resultados.

Além disso, como mencionado, é importante que as comparacoes feitas neste tra-
balho sejam estendidas para as distribui¢oes representativas dos anos de operacao do
LSST, para garantir que as bibliotecas estao realizando os céalculos corretamente para

essas distribuigoes de interesse.
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APENDICE A - Scripts utilizados para

gerar os resultados

Neste apéndice, incluimos todos os scripts utilizados para gerar os resultados apre-

sentados no capitulo 4.
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[]:

MASTER-THESIS-AUTO-GALAXY

December 23, 2023

NC__CCL_auto_ cross_ galaxy galaxy
Copyright (C) 2023 Luigi Lucas de Carvalho Silva luigi.lcsilva@gmail.com

numcosmo is free software: you can redistribute it and/or modify it under the terms of the GNU
General Public License as published by the Free Software Foundation, either version 3 of the License,
or (at your option) any later version.

numcosmo is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY;
without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR
PURPOSE. See the GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License along with this program. If
not, see http://www.gnu.org/licenses/.

0.1 Startups and Packages
First of all, let us import some useful packages.

#unni#nn NUM COSMO ########

try:
import gi
gi.require_version("NumCosmo", "1.0")
gi.require_version("NumCosmoMath", "1.0")
except:
pass

from gi.repository import GObject
from gi.repository import NumCosmo as Nc
from gi.repository import NumCosmoMath as Ncm

#u#nnnn#t CCL ##A#A#A#HHH
import pyccl as pyccl

######## GENERAL ##A##HHHHE
import sys
import numpy as np



[]:

[1:

[ 1:
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import math
import matplotlib.pyplot as plt
/matplotlib inline

#u#n#n#### COMPARISSON ########

sys.path.append('/home/luigi/cosmology/NumCosmo/numcosmo_py/ccl/"')

from nc_ccl import create_nc_obj, ccl_cosmo_set_high prec

#create_nc_obj: Create a NumCosmo object from a CCL cosmology.
#ccl_cosmo_set_high_prec: Set CCL cosmology to high precision.
Now, let us get the libraries versions.

### GETTING NUMCOSMO VERSION
#dir(Nem) # Show the library functions.

ncmpath = Ncm.__path__[0]
ncmpath = ncmpath.replace("/NumCosmoMath-1.0.typelib","")
buildfile = open(ncmpath+"/build_cfg.h", "r").readlines()

for line in buildfile:
if "NUMCOSMO_VERSION" in line:
ncversion=line

for ch in ['#define', 'NUMCOSMO_VERSION','"','\n',' ']:

if ch in ncversion:
ncversion = ncversion.replace(ch,'')
print ('NumCosmo Version: '+ncversion)

### GETTING CCL VERSION
print ("CCL Version: "+str(pyccl.__version__))

Now, let us initialize the NumCosmo library.

Nem.cfg_init ()

Ncm.cfg_set_log_handler(lambda msg: sys.stdout.write(msg) and sys.stdout.

oflush())

0.2 Cosmological parameters

# Fized parameters.

Neff_massless_neutrinos = 3.0 # Effective number of massless meutrinos,

wpresent. For the massive case, the Neff s

# defined with the other parameters in the,

wcosmology array.

T CMB = 2.726 # The CMB temperature today.
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[]:

#H####A### COSMOLOGIES ###HHHHHAHHA

#Reference: htips://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf, Table 3 and Table 4.

#0rder of parameters: Umega_c, Umega_b, Omega_v, h, stgma8, n_s, w0, wa, Neff,,
“m_nu

CCL_cosmologies = {}

### MASSLESS NEUTRINOS ####

CCL_cosmologies["CCL1"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
oNeff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["CCL2"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.0,
~Neff massless_neutrinos, 0] #wCDM

CCL_cosmologies["CCL3"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
~Neff massless_neutrinos, O ] #wCDM

#CCL_cosmologies["CCL4"] = [0.25, 0.05, 0.65, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff _massless_neutrinos, 0] #open wCDM # Bad results for k different from,
‘—}0.

#CCL_cosmologies["CCL5"] = [0.25, 0.05, 0.75, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff massless_neutrinos, 0] #closed wCDM # Bad results for k different from,
‘—)0.

#CCL_cosmologies["CCL6"] = [0.3, 0.0, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
wNeff massless_neutrinos, 0] #flat ACDM # Kernel dying for this,
~cosmology

CCL_cosmologies["WMAP7"] = [0.2265, 0.0455, 0.728, 0.704, 0.810, 0.967, -1.0, O.
-0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["Planck2013"] = [0.269, 0.0490, 0.682, 0.671, 0.834, 0.962, -1.
<0, 0.0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

### MASSIVE NEUTRINOS ####

# 0Obs.: The create_nc_obj from nc_ccl.py ts not updated for the mew version of,
~CCL. So, we cannot include massive neutrinos right now.

#CCL_cosmologies["CCL7"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0, 3.013,,
- [0.04,0,0]] #flat ACDM, m

names = []
for key, value in CCL_cosmologies.items():
names . append (key)

1 Defining the tracers

######A## REDSHIFT DISTRIBUTION OF OBJECTS FROM HISTOGRAM ###H###A##

### Getting the redshift distribution for the objects from the CCL binl_histo,
wand bin2_histo files.

# Source: https://github.com/LSSTDESC/CCL/tree/master/benchmarks/data —— Files,
binl_histo.txt and bin2_histo.txt

# Used in the CCL article: https://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf
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# Loading the data. The txzt files have 2 columns. The first column contains the,
<redshift values,

# and the second column contains the dndz values.

binl_histo = np.loadtxt("./data/binl_histo.txt", delimiter=" ") # Loading the,
<first histogram.

len_binl_histo = binl_histo.shapel[0] # Getting the number of lines.

bin2_histo = np.loadtxt("./data/bin2_histo.txt", delimiter=" ") # Loading the,
~second histogram.
len_bin2_histo = bin2_histo.shapel0] # Getting the number of lines.

# Saving the redshift in two lists.
z_binl_histo = []
z_bin2_histo = []

for i in range(len_binl_histo):
z_binl_histo.append(binl_histo[i] [0])

for i in range(len_bin2_histo):
z_bin2_histo.append(bin2_histo[i] [0])

z_binl_histo_np = np.array(z_binl_histo)
z_bin2_histo_np = np.array(z_bin2_histo)

# Checking i1f the histograms have the same number of lines, and if the,
wredshifts values are equal.
if len_binl _histo != len_bin2_ histo:
print("Different histograms size!")
else:
print ("Equal histograms size! \n")
z_histo_diff = [z_binl_histo[i] - z_bin2_histo[i] for i in
~range(len_binl_histo)]
count_z_histo_diff_nonzero = np.count_nonzero(z_histo_diff)
if count_z_histo_diff_nonzero == 0:
print ("Redshifts are also equall!")

# Saving the dndz wvalues in two lists.

dndz_binl_histo = []

dndz_bin2_histo = []

for i in range(len_binl_histo):
dndz_binl_histo.append(binl_histo[i] [1])

for i in range(len_bin2_histo):
dndz_bin2_histo.append(bin2_histo[i] [1])

dndz_binl_histo_np = np.array(dndz_binl_histo)
dndz_bin2_histo_np = np.array(dndz_bin2_histo)
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[]:

[ 1:

[ 1:

######## ANALYTICAL REDSHIFT DISTRIBUTION OF UBJECTS ####H###AH

### Getting the analytical redshift distribution for the objects as used in CCL,
warticle.

# Source: https://github.com/LSSTDESC/CCL/tree/master/benchmarks/data —- Files
binl_histo.txt and bin2_histo.txt

# Used in the CCL article: htips://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf

# Redshift walues.
z_analytical_max = math.ceil(max(z_binl_histo))
z_analytical = np.arange(0O, z_analytical_max, 0.001)

# Below, I will multiply the gaussian distributions by the mazimum value of the,
»binl_histo distribution, just for better visualization.

# The libraries used here do the normalization automatically.

peak_factor = max(dndz_binl_histo)

# Analytical redshift distributions.

analytical_zmean_1 = 1.0

analytical_sigz_1 = 0.15

analytical_zmean_2 = 1.5

analytical_sigz_2 = 0.15

dndz_analytical_1 = peak_factor*np.exp(-0.5 * ((z_analytical -
—analytical_zmean_1) / analytical_sigz_1)*%*2)

dndz_analytical_2 = peak_factor*np.exp(-0.5 * ((z_analytical -
—analytical_zmean_2) / analytical_sigz_2)**2)

#u##A### PLOT OF THE REDSHIFT DISTRIBUTIONS OF OBJECTS ########

plt.plot(z_binl_histo, dndz_binl_histo, label='dndz_binl_histo')

plt.plot(z_bin2_histo, dndz_bin2_histo, label='dndz_bin2_histo')

plt.plot(z_analytical, dndz_analytical_1, label='dndz_analytical_1',,
~linestyle='dashed')

plt.plot(z_analytical, dndz_analytical_2, label='dndz_analytical_2',,
~linestyle='dashed')

plt.legend()

plt.xlabel('z')

plt.ylabel('dndz')

plt.show()

2 Defining the function for the comparisson

# 0Obs.: Problem with the "mass_function”" in the nc_ccl.py file. I commented it
~there.

def compare_galaxy_galaxy_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega v, h, sigma8, n_s,
~w0, wa, Neff, m_nu, zl, z2, dndzl, dndz2, ells):

nmnn
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Compare the angular power spectrum of two galazy type probes.
##### GENERAL #H####

# Set Umega_K in a consistent way

Omega_k = 1.0 - Omega_c - Omega_b - Omega_v

##### COSMOLOGIES #####
# Defining the CCL cosmology.
ccl_cosmo = pyccl.Cosmology(
Omega_c=0Omega_c,
Omega_b=0mega_b,
Neff=Neff,
m_nu=m_nu,
h=h,
n_s=n_s,
Omega_k=0Omega_k,
Omega_g=None,
wO0=wO0,
wa=wa,
sigma8=sigma8,
transfer_function='eisenstein_hu',
T_CMB = T_CMB,
matter_power_spectrum='linear',
)
# Setting CCL to high prectision.
ccl_cosmo_set_high prec()

# Defining the NumCosmo cosmology.

cosmo, dist, ps_lin, ps_nln, hmfunc = create_nc_obj(ccl_cosmo)

# More info: https://github.com/NumCosmo/NumCosmo/blob/master/numcosmo_py/
weel/ne_ccel.py

##### CCL POWER SPECTRUM COMPUTATION #####

# Setting the galazy bias to unity.

unity_bias_1 = np.array([l for i in np.arange(0, len(z1))])
unity_bias_2 = np.array([l for i in np.arange(0, len(z2))])

# Initialize tracers in CCL.

tres_ccl = dict()

trcs_ccl['gl'] = pyccl.NumberCountsTracer(cosmo=ccl_cosmo, dndz=(z1,,
~dndz1), bias=(zl, unity_bias_1), mag_bias=None, has_rsd=False)

trcs_ccl['g2'] = pyccl.NumberCountsTracer (cosmo=ccl_cosmo, dndz=(z2,
~dndz2), bias=(z2, unity_bias_2), mag_bias=None, has_rsd=False)

# Computing the angular power spectrum in CCL.
ccl_cl_cross = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['gl']l, trcs_ccll'g2'],,,
~ells)
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ccl_cl_autol = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['gl'], trcs_ccll'gl'],,
~ells)

ccl_cl_auto2 = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['g2'], trcs_ccl['g2'],,
~ells)

# Converting the results to Numpy arrays.
ccl_cl_cross_np np.array(ccl_cl_cross)
ccl_cl_autol_np = np.array(ccl_cl_autol)
ccl_cl_auto2_np = np.array(ccl_cl_auto2)

##### NUMCOSMO POWER SPECTRUM COMPUTATION #####
# Defining the z and dndz as wvectors in NumCosmo.

v_zl = Ncm.Vector.new_array (z1)
v_z2 = Ncm.Vector.new_array (z2)
v_pzl = Ncm.Vector.new_array (dndzl)

v_pz2 = Ncm.Vector.new_array (dndz2)

# Obtaining the spline in NumCosmo.

# Parameters Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full:

# zv: NcmVector of knots

# yv: NcmVector of the walues of the function, to be interpolated, computed,
<at zv

# init: TRUE to prepare the new NcmSpline or FALSE to not prepare it

s_pzl = Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full (v_zl, v_pzl, True)

s_pz2 Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full (v_z2, v_pz2, True)

# Defining the kernels in NumCosmo.

nc_gl = None

nc_g2 = None

# Parameters Nc.XcorLimberKernelGal.new:

#zmin: a gdouble.

#zmazxz: a gdouble.

#np: number of points in the interpolation.

#nbarml: a gdouble, nmoise spectrum.

#dn_dz: a NcmSpline.

#dist: a NcDistance.

#domagbias: whether to do magnification bias.

nc_gl = Nc.XcorLimberKernelGal.new (z1[0], z1[-1], 1, 0.0, s_pzl, dist,
~False)

nc_g2 = Nc.XcorLimberKernelGal.new (z2[0], z2[-1], 1, 0.0, s_pz2, dist,
~False)

# Pushing the objects to mset in NumCosmo.
mset = Ncm.MSet.empty_new ()

mset.set (cosmo)

mset.push (nc_gl)

mset.push (nc_g2)
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# Computing the angular power spectrum in NumCosmo.

# Parameters mnc_xzcor_neuw:

# nc_zcor_new (NcDistance *dist, NcmPowspec *ps, NcXcorLimberMethod meth);

# Two methods are available to compute Limber—-approxzimated integrals:
windependent GSL numerical integration or

# vector integration using Sundials's CVode algorithm.

xcor = Nc.Xcor.new (dist, ps_lin, Nc.XcorLimberMethod.GSL)

#HHHH

vp_cross = Ncm.Vector.new (lmax + 1)

vp_autol = Ncm.Vector.new (lmax + 1)

vp_auto2 = Ncm.Vector.new (lmax + 1)

HHHH

xcor.prepare (cosmo)

HHHH#
Parameters zcor.limber:

zc —> a NcXcor

xzclkl -> a NcXcorLimberKernel

xzclk2 —> a NcXcorLimberKernel

cosmo -> a NcHICosmo

lmin -> a guint

lmax -> a guint

vp —> a NcmVector

if nc_gl and nc_g2:

nc_gl.prepare (cosmo)

nc_g2.prepare (cosmo)

xcor.limber (nc_gl, nc_g2, cosmo, O, lmax, vp_cross)
xcor.limber (nc_gl, nc_gl, cosmo, O, lmax, vp_autol)
xcor.limber (nc_g2, nc_g2, cosmo, O, lmax, vp_auto2)

H O OB OB OR R R R

# Getting the results and converting them to Numpy arrays.
nc_cl_cross
nc_cl_autol
nc_cl_auto2

[Ncm.Vector.get (vp_cross, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]
[Ncm.Vector.get (vp_autol, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]
[Ncm.Vector.get (vp_auto2, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]

nc_cl_cross_np = np.array(nc_cl_cross)
nc_cl_autol_np = np.array(nc_cl_autol)
nc_cl_auto2_np = np.array(nc_cl_auto2)

##### RELATIVE DIFFERENCE COMPUTATION #####

relative_diff_cross = (nc_cl_cross_np - ccl_cl_cross_np)/nc_cl_cross_np
relative_diff_autol (nc_cl_autol_np - ccl_cl_autol_np)/nc_cl_autol_np
relative_diff_auto?2 (nc_cl_auto2_np - ccl_cl_auto2_np)/nc_cl_auto2_np

### ACCURACY METRIC ###
## CROSS
# Source: page 28, https://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf
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CCL_Cl_cross = ccl_cl_cross_np

# For cross PS of fields a and b, we must have Caa, Cbb and Cab of the,
<independent realization.

# For auto PS of field a, Caa, Cbb and Cab can be set to the same wvalue.

Caa_cross = nc_cl_autol_np

Cbb_cross = nc_cl_auto2_np

Cab_cross = nc_cl_cross_np

grid_cross = np.indices(Cab_cross.shape)

1_index_cross = grid_cross[0]

intern_fact_cross = (Caa_cross*Cbb_cross + Cab_cross*#*2)/(2*1_index_cross+1)
sig_1_cross = np.sqrt(intern_fact_cross)

A_acc_cross

## AUTO 1

CCL_Cl_autol = ccl_cl_autol_np

# For cross PS of fields a and b, we must have Caa, Cbb and Cab of the,
<independent realization.

# For auto PS of field a, Caa, Cbb and Cab can be set to the same wvalue.

Caa_autol = nc_cl_autol_np

Cbb_autol nc_cl_autol_np

Cab_autol = nc_cl_autol_np

grid_autol = np.indices(Cab_autol.shape)

1_index_autol = grid_autol[0]

np.abs((CCL_Cl_cross - Cab_cross)/sig_l_cross)

intern_fact_autol = (Caa_autol*Cbb_autol + Cab_autol#*#*2)/(2*1_index_autol+1)
sig_1_autol = np.sqrt(intern_fact_autol)

A_acc_autol = np.abs((CCL_Cl_autol - Cab_autol)/sig_l_autol)

## AUTO 2

CCL_Cl_auto2 = ccl_cl_auto2_np

# For cross PS of fields a and b, we must have Caa, Cbb and Cab of the,
—independent realization.

# For auto PS of field a, Caa, Cbb and Cab can be set to the same wvalue.

Caa_auto2 = nc_cl_auto2_np

Cbb_auto2 = nc_cl_auto2_np

Cab_auto2 = nc_cl_auto2_np

grid_auto2 = np.indices(Cab_auto2.shape)

1_index_auto2 = grid_auto2[0]

intern_fact_auto2 = (Caa_auto2+*Cbb_auto2 + Cab_auto2**2)/(2*1_ index_auto2+1)
sig_1_auto2 = np.sqrt(intern_fact_auto2)

A_acc_auto2 = np.abs((CCL_Cl_auto2 - Cab_auto2)/sig_l_auto2)

return ccl_cl_cross_np, ccl_cl_autol_np, ccl_cl_auto2_np, nc_cl_cross_np,
onc_cl_autol_np, nc_cl_auto2_np, relative_diff_cross,\
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relative_diff_autol, relative_diff_auto2, A_acc_cross, A_acc_autol,

<A_acc_auto2

3 Doing the Galaxy-Galaxy comparisson for the histogram case

1max=3000
ells = np.arange(lmax+1)

z1=z_binl_histo_np
z2=z_bin2_histo_np
dndzl=dndz_binl_histo_np
dndz2=dndz_bin2_histo_np

fig, axs = plt.subplots(5, 2, figsize=(12,30))

i=0
for cosmology in names:

Omega_c = CCL_cosmologies[cosmology] [0]
Omega_b = CCL_cosmologies[cosmology] [1]
Omega_v = CCL_cosmologies[cosmology] [2]

h=2C
sigma
n_s =
w0
wa =
Neff
m_nu

CL_cosmologies[cosmology] [3]

8 = CCL_cosmologies[cosmology] [4]
CCL_cosmologies[cosmology] [5]
CCL_cosmologies[cosmology] [6]
CCL_cosmologies[cosmology] [7]

= CCL_cosmologies[cosmology] [8]

= CCL_cosmologies [cosmology] [9]

name=cosmology

ccl_cl_cross_np, ccl_cl_autol_np, ccl_cl_auto2_np, nc_cl_cross_np,
onc_cl_autol_np, nc_cl_auto2_np, relative_diff_cross,\
relative_diff_autol, relative_diff_auto2, A_acc_cross, A_acc_autol,

<A _acc_auto2 = \

compare_galaxy_galaxy_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8, n_s,,
~w0, wa, Neff, m_nu, zl1l, z2, dndzl, dndz2, ells)

label cross_nc = 'nc_'+name
label_cross_ccl = 'ccl_'+name
label_cross_rel diff = name
label_cross_A_acc = name

label_autol _nc = 'nc_'+name
label_autol_ccl = 'ccl_'+name
label_autol_rel _diff = name
label_autol_A_acc = name
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label_auto2_nc =
label_auto2_ccl =

label_auto2_rel diff

label_auto2_A_acc =

0].
0]

axs [0,
axs [0,

1]
1]

axs [0,
axs[0,

0]
0]

axs[1,
axs[1,

1]

axs[1,

nc_'+name
'ccl_'+name

name
name

plot(ells[1:], nc_cl_cross_np[l:], label=label_cross_nc)
.plot(ells[1:], ccl_cl_cross_np[l:], label=label_cross_ccl)
.plot(ells[1:], nc_cl_autol_np[l:], label=label_autol_nc)
.plot(ells[1:]1, ccl_cl_autol_np[l:], label=label_autol_ccl)
.plot(ells[1:], nc_cl_auto2_np[l:], label=label_auto2_nc)
.plot(ells[1:], ccl_cl_auto2_np[l:], label=label_autol_ccl)
.plot(ells[1:], relative_diff_cross[1:],,,

< label=label_cross_rel diff)

axs[2, 0] .plot(ells[1:], relative_diff_autol[1:],,,
< label=label autol _rel diff)

axs[2, 1].plot(ells[1:], relative_diff_auto2[1:],,,
~label=label auto2 rel diff)

axs[3, 0].plot(ells[1:], A_acc_cross[i:], label=label_cross_A_acc)

axs[3, 1].plot(ells[1:], A_acc_autol[1:], label=label_autol_A_acc)

axs[4, 0] .plot(ells[1:]1, A_acc_auto2[1:], label=label_auto2_A_acc)

if A_acc_cross.max()>0.1:

print("A_acc_cross max "+name+" = "+ str(A_acc_cross[A_acc_cross>0.
“11)+"\n")
print("A_acc_cross max value position "+name+" = "+ str(ap.

~where(A_acc_cross>0.1) [0])+"\n")

if A_acc_autol.max()>0.1:

print("A_acc_autol max "+name+" = "+ str(A_acc_autol[A_acc_autol>0.
”1] )+||\nu)
print("A_acc_autol max value position "+name+" = "+ str(ap.

~where(A_acc_auto1>0.1) [0])+"\n")

if A_acc_auto2.max()>0.1:

print ("A_acc_auto2 max "+name+" = "+ str(A_acc_auto2[A_acc_auto2>0.
Hl] )+Il\nll)
print("A_acc_auto2 max value position "+name+" = "+ str(ap.

~where(A_acc_auto2>0.1) [0])+"\n")
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i+=1

axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]

axs[0, 1]
axs[0, 1]
axs[0, 1]
axs[0, 1]

axs[1, 0]
axs[1, 0]
axs[1, 0]
axs[1, 0]

axs[1, 1]
axs[1, 1]
axs[1, 1]
axs[1, 1]

axs[2, 0]
axs[2, 0]
axs[2, 0]
axs[2, 0]

axs[2, 1]
axs[2, 1]
axs[2, 1]
axs[2, 1]

.set_title('Galaxy-Galaxy Cross PS - H1 H2')
.legend ()

.set(xlabel='1', ylabel='C_1")
.set(xscale="'log')

.set_title('Galaxy-Galaxy Auto PS - H1')
.legend ()

.set(xlabel='1l", ylabel='C_1")
.set(xscale='log"')

.set_title('Galaxy-Galaxy Auto PS - H2')
.legend ()

.set(xlabel='1"', ylabel='C_1")
.set(xscale="'log")

.set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Cross H1 H2')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Rel. Diff."')
.set(xscale="'log")

.set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Auto H1')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Rel. Diff.')
.set(xscale='log"')

.set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Auto H2')
.legend ()

.set(xlabel='1"', ylabel='Rel. Diff')
.set(xscale='log"')

expected_acc = np.empty(len(ells))
expected_acc.£ill(0.1)

axs[3, 0]
axs[3, 0]
axs[3, 0]
axs[3, 0]
axs[3, 0]
axs[3, 0]

axs[3, 1]
axs[3, 1]
axs[3, 1]
axs[3, 1]
axs[3, 1]

.plot(ells[1:], expected_acc[1:])
.set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Cross H1 H2')
.legend )

.set(xlabel='1l"', ylabel='Accuracy')
.set(xscale="'log')

.set(yscale="'log')

.plot(ells[1:], expected_acc[1:])
.set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Auto H1')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Accuracy')
.set(xscale='log"')
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axs[3, 1].set(yscale='log')

axs[4, 0] .plot(ells[1:], expected_acc[1:])

axs[4, 0].set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Auto H2')
axs[4, 0].legend()

axs[4, 0].set(xlabel='1l', ylabel='Accuracy')

axs[4, 0].set(xscale='log')

axs[4, 0].set(yscale='log')

4 Doing the Galaxy-(Galaxy comparisson for the analytic case

[ 1: 1max=3000

ells = np.arange(lmax+1)

zl=z_analytical
z2=z_analytical
dndzl=dndz_analytical_1
dndz2=dndz_analytical_2

[ 1: fig, axs = plt.subplots(5, 2, figsize=(12,30))

i=0
for cosmology in names:
Omega_c = CCL_cosmologies[cosmology] [0]
Omega_b = CCL_cosmologies[cosmology] [1]
Omega_v = CCL_cosmologies[cosmology] [2]
h = CCL_cosmologies [cosmology] [3]
sigma8 = CCL_cosmologies[cosmology] [4]
n_s = CCL_cosmologies[cosmology] [5]
w0 = CCL_cosmologies[cosmology] [6]
wa = CCL_cosmologies[cosmology] [7]
Neff = CCL_cosmologies[cosmology] [8]
CCL_cosmologies [cosmology] [9]

m_nu
name=cosmology

ccl_cl_cross_np, ccl_cl_autol_np, ccl_cl_auto2_np, nc_cl_cross_np,
onc_cl_autol_np, nc_cl_auto2_np, relative_diff_cross,\

relative_diff_autol, relative_diff_auto2, A_acc_cross, A_acc_autol,
~A_acc_auto2 = \

compare_galaxy_galaxy_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8, n_s,
~w0, wa, Neff, m_nu, zl1l, z2, dndzl, dndz2, ells)

label_cross_nc = 'nc_'+name
label_cross_ccl = 'ccl_'+name
label_cross_rel_diff = name
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label_

label _
label _
label _
label _

label _
label _
label_
label_

axs [0,
axs [0,

axs [0,
axs [0,

axs[1,
axs[1,

axs[1,

cross_A_acc = name
autol nc = 'nc_'+name
autol_ccl = 'ccl_'+name
autol_rel _diff = name
autol_A_acc = name

auto2_nc = 'nc_'+name
auto2_ccl = 'ccl_'+name
auto2_rel_diff = name
auto2_A_acc = name

0] .plot(ells[1:], nc_cl_cross_np[l:], label=label_cross_nc)
0] .plot(ells[1:], ccl_cl_cross_np[l:], label=label_cross_ccl)

1] .plot(ells[1:], nc_cl_autol _np[1:], label=label_autol_nc)
1] .plot(ells[1:]1, ccl_cl_autol_np[1:], label=label_autol_ccl)

0] .plot(ells[1:], nc_cl_auto2_np[1:], label=label_auto2_nc)
0] .plot(ells[1:], ccl_cl_auto2_np[l:], label=label_autol_ccl)

1] .plot(ells[1:], relative_diff_cross[1:],

~label=label cross rel diff)

axs[2,

0] .plot(ells[1:], relative_diff_autol[1:],

<. label=label_autol rel diff)

axs[2,

1] .plot(ells([1:], relative_diff_auto2[1:],

<. label=label_auto2 rel diff)

axs[3,
axs[3,
axs[4,
i+=1
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 1]
axs[0, 1]
axs[0, 1]

axs[0, 1]

0] .plot(ells[1:], A_acc_cross[l:], label=label_cross_A_acc)
1] .plot(ells[1:]1, A_acc_autol[1:], label=label_autol_A_acc)

0] .plot(ells[1:], A_acc_auto2[1:], label=label_auto2_A_acc)

.set_title('Galaxy-Galaxy Cross PS - Al A2')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='C_1")
.set(xscale="'log')

.set_title('Galaxy-Galaxy Auto PS - Al')
.legend ()

.set(xlabel='1"', ylabel='C_1")
.set(xscale="'log")
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axs[1, 0].set_title('Galaxy-Galaxy Auto PS - A2')
axs[1, 0].legend()
axs[1, 0].set(xlabel='1l', ylabel='C_1"')
axs[1, 0].set(xscale='log')
axs[1, 1].set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Cross Al A2')
axs[1, 1].legend()
axs[1, 1].set(xlabel='1l', ylabel='Rel. Diff.')
axs[1, 1] .set(xscale='log')
axs[2, O0].set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Auto Al')
axs[2, 0].legend()
axs[2, 0] .set(xlabel='l', ylabel='Rel. Diff.')
axs[2, 0].set(xscale='log')
axs[2, 1].set_title('Rel. Diff. - Galaxy-Galaxy Auto A2')
axs[2, 1].legend()
axs[2, 1].set(xlabel='l', ylabel='Rel. Diff')
axs[2, 1].set(xscale='log')

expected_acc = np.empty(len(ells))
expected_acc.£il1(0.1)

axs[3,
axs[3,
axs[3,
axs|[3,
axs|[3,
axs[3,

axs[3,
axs[3,
axs[3,
axs[3,
axs[3,
axs[3,

axs[4,
axs[4,
axs[4,
axs[4,
axs[4,
axs[4,

0]
0]
0]
0]
0]
0]

1]
1]
1]
1]
1]
1]

0]
0]
0]
0]
0]
0]

.plot(ells[1:], expected_acc[1:])
.set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Cross Al A2')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Accuracy')
.set(xscale="'log')

.set(yscale="'log")

.plot(ells[1:], expected_acc[1:])
.set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Auto Al')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Accuracy')
.set(xscale="'log")

.set(yscale="'log")

.plot(ells[1:], expected_acc[i:])
.set_title('Accuracy - Galaxy-Galaxy Auto A2')
.legend ()

.set(xlabel='1l"', ylabel='Accuracy')
.set(xscale='log"')

.set(yscale='log"')
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MASTER-THESIS-AUTO-CMB-LENSING

December 23, 2023

NC__CCL_ auto__cmblensing_cmblensing
Copyright (C) 2023 Luigi Lucas de Carvalho Silva luigi.lcsilva@gmail.com

numcosmo is free software: you can redistribute it and/or modify it under the terms of the GNU
General Public License as published by the Free Software Foundation, either version 3 of the License,
or (at your option) any later version.

numcosmo is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY;
without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR
PURPOSE. See the GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License along with this program. If
not, see http://www.gnu.org/licenses/.

0.1 Startups and Packages
First of all, let us import some useful packages.

[ 1: | #aettasst NUM COSMO ########

try:
import gi
gi.require_version("NumCosmo", "1.0")
gi.require_version("NumCosmoMath", "1.0")
except:
pass

from gi.repository import GObject
from gi.repository import NumCosmo as Nc
from gi.repository import NumCosmoMath as Ncm

#u#nnnn#t CCL ##A#A#A#HHH
import pyccl as pyccl

######## GENERAL ##A##HHHHE
import sys
import numpy as np
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import math
import matplotlib.pyplot as plt
/matplotlib inline

######## COMPARISSON ########
sys.path.append('/home/luigi/cosmology/NumCosmo/numcosmo_py/ccl/"')

from nc_ccl import create_nc_obj, ccl_cosmo_set_high prec

#create_nc_obj: Create a NumCosmo object from a CCL cosmology.
#ccl_cosmo_set_high_prec: Set CCL cosmology to high precision.
Now, let us get the libraries versions.

[ 1: ### GETTING NUMCOSMO VERSION
#dir(Nem) # Show the library functions.

ncmpath = Ncm.__path__[0]
ncmpath = ncmpath.replace("/NumCosmoMath-1.0.typelib","")
buildfile = open(ncmpath+"/build_cfg.h", "r").readlines()

for line in buildfile:
if "NUMCOSMO_VERSION" in line:
ncversion=line
for ch in ['#define', 'NUMCOSMO_VERSION','"','\n',"' 'J:
if ch in ncversion:
ncversion = ncversion.replace(ch,'')
print ('NumCosmo Version: '+ncversion)

### GETTING CCL VERSION
print ("CCL Version: "+str(pyccl.__version__))

Now, let us initialize the NumCosmo library.

[ 1: Nem.cfg_init O
Ncm.cfg_set_log_handler(lambda msg: sys.stdout.write(msg) and sys.stdout.
~flush())

0.2 Cosmological parameters

[ 1: # Fized parameters.
Neff_massless_neutrinos = 3.0 # Effective number of massless meutrinos,
wpresent. For the massive case, the Neff s
# defined with the other parameters in the,
wcosmology array.
T CMB = 2.726 # The CMB temperature today.
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#H####A### COSMOLOGIES ###HHHHHAHHA

#Reference: htips://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf, Table 3 and Table 4.

#0rder of parameters: Umega_c, Umega_b, Omega_v, h, stgma8, n_s, w0, wa, Neff,,
“m_nu

CCL_cosmologies = {}

### MASSLESS NEUTRINOS ####

CCL_cosmologies["CCL1"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
oNeff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["CCL2"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.0,
~Neff massless_neutrinos, 0] #wCDM

CCL_cosmologies["CCL3"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
~Neff massless_neutrinos, O ] #wCDM

#CCL_cosmologies["CCL4"] = [0.25, 0.05, 0.65, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff _massless_neutrinos, 0] #open wCDM # Bad results for k different from,
L>0.

#CCL_cosmologies["CCL5"] = [0.25, 0.05, 0.75, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff massless_neutrinos, 0] #closed wCDM # Bad results for k different from,
‘—)0.

#CCL_cosmologies["CCL6"] = [0.3, 0.0, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
wNeff massless_neutrinos, 0] #flat ACDM # Kernel dying for this,
~cosmology

CCL_cosmologies["WMAP7"] = [0.2265, 0.0455, 0.728, 0.704, 0.810, 0.967, -1.0, O.
-0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["Planck2013"] = [0.269, 0.0490, 0.682, 0.671, 0.834, 0.962, -1.
<0, 0.0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

### MASSIVE NEUTRINOS ####

# 0Obs.: The create_nc_obj from nc_ccl.py ts not updated for the mew version of,
~CCL. So, we cannot include massive neutrinos right now.

#CCL_cosmologies["CCL7"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0, 3.013,,
-[0.04,0,0]] #flat ACDM, m

names = []
for key, value in CCL_cosmologies.items():
names . append (key)

1 Defining the function for the comparisson

[ 1: #CMB Lensing not working properly.
def compare_CMBlens_CMBlens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, z_lss, ells):

nmnn

Compare the angular power spectrum of CMB lensing.
nmnn

##### GENERAL #####
# Set Umega_K in a consistent way
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Omega_k = 1.0 - Omega_c - Omega_b - Omega_v

##### COSMOLOGIES #####
# Defining the CCL cosmology.
ccl_cosmo = pyccl.Cosmology(
Omega_c=0Omega_c,
Omega_b=0mega_b,
Neff=Neff,
m_nu=m_nu,
h=h,
n_s=n_s,
Omega_k=0Omega_k,
Omega_g=None,
wO0=wO0,
wa=wa,
sigma8=sigma8,
transfer_function='eisenstein_hu',
T_CMB = T_CMB,
matter_power_spectrum='linear',
)
# Setting CCL to high precision.
ccl_cosmo_set_high prec()

# Defining the NumCosmo cosmology.

cosmo, dist, ps_lin, ps_nln, hmfunc = create_nc_obj(ccl_cosmo)

# More info: https://github.com/NumCosmo/NumCosmo/blob/master/numcosmo_py/
weel/ne_ccel.py

##### CCL POWER SPECTRUM COMPUTATION #####

# Initialize tracers im CCL.

trcs_ccl = dict()

trcs_ccl['cmbl'] = pyccl.CMBLensingTracer(ccl_cosmo, z_source=z_lss)

# Computing the angular power spectrum in CCL.
ccl_cl_cmblens_autol = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trecs_ccl['cmbl'],,
owtrcs_ccl['cmbl'], ells, 1_limber=-1)

# Converting to Numpy array
ccl_cl_cmblens_autol_np = np.array(ccl_cl_cmblens_autol)

##### NUMCOSMO POWER SPECTRUM COMPUTATION #####

### Recombination by Seager

recomb = Nc.RecombSeager ()

N1_lensing = Ncm.Vector.new_array (np.zeros(lmax+1))
#recombd.prepare (cosmo)

# Defining the kernels in NumCosmo.
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nc_cmblens_1 = None

##### NcXcorLimberKernelCMBLensing

# Parameters

#dist: a NcDistance

#recomb: a NcRecomb

#N1: a NcmVector

nc_cmblens_1 = Nc.XcorLimberKernelCMBLensing.new (dist, recomb, N1_lensing)

# Pushing the objects to mset in NumCosmo.
mset = Ncm.MSet.empty_new ()

mset.set (cosmo)

mset.push (nc_cmblens_1)

# Computing the angular power spectrum in NumCosmo.
# Parameters mc_zcor_mnew:
# nc_zcor_new (NcDistance *dist, NemPowspec *ps, NcXcorLimberMethod meth);
# Two methods are available to compute Limber—approxzimated integrals:
<independent GSL numerical integration or
# wvector integration using Sundials's CVode algorithm.
xcor = Nc.Xcor.new (dist, ps_lin, Nc.XcorLimberMethod.GSL)
H#H#
vp_cmblens_autol = Ncm.Vector.new (lmax + 1)
HHH#
xcor.prepare (cosmo)
#H#H
Parameters zcor.limber:
zc -> a NcXcor
zclkl -> a NcXcorLimberKernel
zclk2 -> a NcXcorLimberKernel
cosmo —-> a NcHICosmo
lmin -> a guint
lmaxz -> a guint
vp —> a NcmVector

HORH OB OB R R W R

nc_cmblens_1.prepare (cosmo)
xcor.limber (nc_cmblens_1, nc_cmblens_1, cosmo, O, lmax, vp_cmblens_autol)

# Getting the results and converting them to Numpy arrays.
nc_cl_cmblens_autol = [Ncm.Vector.get (vp_cmblens_autol, i) for i in np.
warange (0, lmax+1)]

nc_cl_cmblens_autol_np = np.array(nc_cl_cmblens_autol)
##### RELATIVE DIFFERENCE COMPUTATION #####

relative_diff_cmblens_autol = (nc_cl_cmblens_autol_np -,
~ccl_cl_cmblens_autol_np)/nc_cl_cmblens_autol_np
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### ACCURACY METRIC ###

# Source: page 28, https://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf

## AUTO 1

CCL_Cl_autol = ccl_cl_cmblens_autol_np

# For cross PS of fields a and b, we must have Caa, Cbb and Cab of the,
—tndependent realization.

# For auto PS of field a, Caa, Cbb and Cab can be set to the same wvalue.

Caa_autol = nc_cl_cmblens_autol_np
Cbb_autol = nc_cl_cmblens_autol_np
Cab_autol = nc_cl_cmblens_autol_np

grid_autol = np.indices(Cab_autol.shape)
1_index_autol = grid_autol[0]

intern_fact_autol = (Caa_autol*Cbb_autol + Cab_autol#*#*2)/(2*1_index_autol+1)
sig_1_autol = np.sqrt(intern_fact_autol)

A_acc_cmblens_autol = np.abs((CCL_Cl_autol - Cab_autol)/sig_1_autol)
return ccl_cl_cmblens_autol_np, nc_cl_cmblens_autol_np,

srelative_diff cmblens_autol, A_acc_cmblens_autol

2 Doing the CMB Lensing comparisson

[ 1: 1max=3000

ells = np.arange(lmax+1)
z_1lss = 1090.0

[ 1: fig, axs = plt.subplots(2, 2, figsize=(12,12))

i=0

for cosmology in names:
Omega_c = CCL_cosmologies[cosmology] [0]
Omega_b = CCL_cosmologies[cosmology] [1]
Omega_v = CCL_cosmologies[cosmology] [2]
h = CCL_cosmologies[cosmology] [3]
sigma8 = CCL_cosmologies[cosmology] [4]
n_s = CCL_cosmologies[cosmology] [5]
w0 = CCL_cosmologies[cosmology] [6]

CCL_cosmologies[cosmology] [7]

Neff = CCL_cosmologies[cosmology] [8]

m_nu = CCL_cosmologies[cosmology] [9]

wa

name=cosmology

ccl_cl_cmblens_autol_np, nc_cl_cmblens_autol_np,,
wrelative_diff_cmblens_autol, A_acc_cmblens_autol = \
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compare_CMBlens_CMBlens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, z_lss, ells)

label_autol _nc = 'nc_'+name
label_autol_ccl = 'ccl_'+name
label_autol _rel diff = name
label_autol_A_acc = name

axs[0,0] .plot(ells[1:], nc_cl_cmblens_autol_np[1:], label=label_autol_nc)
axs[0,0] .plot(ells[1:], ccl_cl_cmblens_autol_np[l:], label=label_autol_ccl)

axs[0,1] .plot(ells[1:], relative_diff_cmblens_autol[1:],
~label=label_autol_rel diff)

axs[1,0] .plot(ells[1:], A_acc_cmblens_autol[1:], label=label_autol_A_acc)

if A_acc_cmblens_autol.max()>0.1:
print("A_acc_cmblens_autol max "+nmame+" = "+
<str(A_acc_cmblens_autol[A_acc_cmblens_autol1>0.1])+"\n")
print("A_acc_cmblens_autol max value position "+name+" = "+ str(anp.
~where(A_acc_cmblens_autol1>0.1) [0])+"\n")

i+=1

axs[0, 0].set_title('CMB Lensing-CMB Lensing Auto PS')
axs[0, 0].legend(loc='upper right')

axs[0, 0].set(xlabel='l"', ylabel='C_1")

axs [0, 0].set(xscale='log')

axs[0, 1].set_title('Rel. Diff. - CMB Lensing-CMB Lensing')
axs [0, 1].legend()

axs[0, 1].set(xlabel='l', ylabel='Rel. Diff.')

axs[0, 1].set(xscale='log')

expected_acc = np.empty(len(ells))

expected_acc.£ill(0.1)

axs[1, 0].plot(ells[1:], expected_acc[1:])

axs[1, 0].set_title('Accuracy - CMB Lensing-CMB Lensing')
axs[1, 0].legend()

axs[1, 0].set(xlabel='1l', ylabel='Accuracy')

axs[1, 0].set(xscale='log')

axs[1, 0].set(yscale='log')
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[]:

MASTER-THESIS-CROSS-GALAXY-CMB-LENSING

December 23, 2023

NC__CCL_ cross_galaxy_cmblensing
Copyright (C) 2023 Luigi Lucas de Carvalho Silva luigi.lcsilva@gmail.com

numcosmo is free software: you can redistribute it and/or modify it under the terms of the GNU
General Public License as published by the Free Software Foundation, either version 3 of the License,
or (at your option) any later version.

numcosmo is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY;
without even the implied warranty of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR
PURPOSE. See the GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License along with this program. If
not, see http://www.gnu.org/licenses/.

0.1 Startups and Packages
First of all, let us import some useful packages.

#unni#nn NUM COSMO ########

try:
import gi
gi.require_version("NumCosmo", "1.0")
gi.require_version("NumCosmoMath", "1.0")
except:
pass

from gi.repository import GObject
from gi.repository import NumCosmo as Nc
from gi.repository import NumCosmoMath as Ncm

#u#nnnn#t CCL ##A#A#A#HHH
import pyccl as pyccl

######## GENERAL ##A##HHHHE
import sys
import numpy as np
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[1:

[ 1:
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import math
import matplotlib.pyplot as plt
/matplotlib inline

#u#n#n#### COMPARISSON ########

sys.path.append('/home/luigi/cosmology/NumCosmo/numcosmo_py/ccl/"')

from nc_ccl import create_nc_obj, ccl_cosmo_set_high prec

#create_nc_obj: Create a NumCosmo object from a CCL cosmology.
#ccl_cosmo_set_high_prec: Set CCL cosmology to high precision.
Now, let us get the libraries versions.

### GETTING NUMCOSMO VERSION
#dir(Nem) # Show the library functions.

ncmpath = Ncm.__path__[0]
ncmpath = ncmpath.replace("/NumCosmoMath-1.0.typelib","")
buildfile = open(ncmpath+"/build_cfg.h", "r").readlines()

for line in buildfile:
if "NUMCOSMO_VERSION" in line:
ncversion=line

for ch in ['#define', 'NUMCOSMO_VERSION','"','\n',' ']:

if ch in ncversion:
ncversion = ncversion.replace(ch,'')
print ('NumCosmo Version: '+ncversion)

### GETTING CCL VERSION
print ("CCL Version: "+str(pyccl.__version__))

Now, let us initialize the NumCosmo library.

Nem.cfg_init ()

Ncm.cfg_set_log_handler(lambda msg: sys.stdout.write(msg) and sys.stdout.

oflush())

0.2 Cosmological parameters

# Fized parameters.

Neff_massless_neutrinos = 3.0 # Effective number of massless meutrinos,

wpresent. For the massive case, the Neff s

# defined with the other parameters in the,

wcosmology array.

T CMB = 2.726 # The CMB temperature today.
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[]:

#H####A### COSMOLOGIES ###HHHHHAHHA

#Reference: htips://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf, Table 3 and Table 4.

#0rder of parameters: Umega_c, Umega_b, Omega_v, h, stgma8, n_s, w0, wa, Neff,,
“m_nu

CCL_cosmologies = {}

### MASSLESS NEUTRINOS ####

CCL_cosmologies["CCL1"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
oNeff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["CCL2"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.0,
~Neff massless_neutrinos, 0] #wCDM

CCL_cosmologies["CCL3"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
~Neff massless_neutrinos, O ] #wCDM

#CCL_cosmologies["CCL4"] = [0.25, 0.05, 0.65, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff _massless_neutrinos, 0] #open wCDM # Bad results for k different from,
‘—}0.

#CCL_cosmologies["CCL5"] = [0.25, 0.05, 0.75, 0.7, 0.8, 0.96, -0.9, 0.1,
wNeff massless_neutrinos, 0] #closed wCDM # Bad results for k different from,
‘—)0.

#CCL_cosmologies["CCL6"] = [0.3, 0.0, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0,
wNeff massless_neutrinos, 0] #flat ACDM # Kernel dying for this,
~cosmology

CCL_cosmologies["WMAP7"] = [0.2265, 0.0455, 0.728, 0.704, 0.810, 0.967, -1.0, O.
-0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

CCL_cosmologies["Planck2013"] = [0.269, 0.0490, 0.682, 0.671, 0.834, 0.962, -1.
<0, 0.0, Neff_massless_neutrinos, 0] #flat ACDM

### MASSIVE NEUTRINOS ####

# 0Obs.: The create_nc_obj from nc_ccl.py ts not updated for the mew version of,
~CCL. So, we cannot include massive neutrinos right now.

#CCL_cosmologies["CCL7"] = [0.25, 0.05, 0.7, 0.7, 0.8, 0.96, -1.0, 0.0, 3.013,,
- [0.04,0,0]] #flat ACDM, m

names = []
for key, value in CCL_cosmologies.items():
names . append (key)

1 Defining the tracers

######A## REDSHIFT DISTRIBUTION OF OBJECTS FROM HISTOGRAM ###H###A##

### Getting the redshift distribution for the objects from the CCL binl_histo,
wand bin2_histo files.

# Source: https://github.com/LSSTDESC/CCL/tree/master/benchmarks/data —— Files,
binl_histo.txt and bin2_histo.txt

# Used in the CCL article: https://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf
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# Loading the data. The txzt files have 2 columns. The first column contains the,
<redshift values,

# and the second column contains the dndz values.

binl_histo = np.loadtxt("./data/binl_histo.txt", delimiter=" ") # Loading the,
<first histogram.

len_binl_histo = binl_histo.shapel[0] # Getting the number of lines.

bin2_histo = np.loadtxt("./data/bin2_histo.txt", delimiter=" ") # Loading the,
~second histogram.
len_bin2_histo = bin2_histo.shapel0] # Getting the number of lines.

# Saving the redshift in two lists.
z_binl_histo = []
z_bin2_histo = []

for i in range(len_binl_histo):
z_binl_histo.append(binl_histo[i] [0])

for i in range(len_bin2_histo):
z_bin2_histo.append(bin2_histo[i] [0])

z_binl_histo_np = np.array(z_binl_histo)
z_bin2_histo_np = np.array(z_bin2_histo)

# Checking i1f the histograms have the same number of lines, and if the,
wredshifts values are equal.
if len_binl _histo != len_bin2_ histo:
print("Different histograms size!")
else:
print ("Equal histograms size! \n")
z_histo_diff = [z_binl_histo[i] - z_bin2_histo[i] for i in
~range(len_binl_histo)]
count_z_histo_diff_nonzero = np.count_nonzero(z_histo_diff)
if count_z_histo_diff_nonzero == 0:
print ("Redshifts are also equall!")

# Saving the dndz wvalues in two lists.

dndz_binl_histo = []

dndz_bin2_histo = []

for i in range(len_binl_histo):
dndz_binl_histo.append(binl_histo[i] [1])

for i in range(len_bin2_histo):
dndz_bin2_histo.append(bin2_histo[i] [1])

dndz_binl_histo_np = np.array(dndz_binl_histo)
dndz_bin2_histo_np = np.array(dndz_bin2_histo)
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[]:

[ 1:

[ 1:

######## ANALYTICAL REDSHIFT DISTRIBUTION OF UBJECTS ####H###AH

### Getting the analytical redshift distribution for the objects as used in CCL,
warticle.

# Source: https://github.com/LSSTDESC/CCL/tree/master/benchmarks/data —— Files,
binl_histo.txt and bin2_histo.txt

# Used in the CCL article: htips://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf

# Redshift walues.
z_analytical_max = math.ceil(max(z_binl_histo))
z_analytical = np.arange(0O, z_analytical_max, 0.001)

# Below, I will multiply the gaussian distributions by the mazimum value of the,
»binl_histo distribution, just for better visualization.

# The libraries used here do the normalization automatically.

peak_factor = max(dndz_binl_histo)

# Analytical redshift distributions.

analytical_zmean_1 = 1.0

analytical_sigz_1 = 0.15

analytical_zmean_2 = 1.5

analytical_sigz_2 = 0.15

dndz_analytical_1 = peak_factor*np.exp(-0.5 * ((z_analytical -
—analytical_zmean_1) / analytical_sigz_1)*%*2)

dndz_analytical_2 = peak_factor*np.exp(-0.5 * ((z_analytical -
—analytical_zmean_2) / analytical_sigz_2)**2)

#u##A### PLOT OF THE REDSHIFT DISTRIBUTIONS OF OBJECTS ########

plt.plot(z_binl_histo, dndz_binl_histo, label='dndz_binl_histo')

plt.plot(z_bin2_histo, dndz_bin2_histo, label='dndz_bin2_histo')

plt.plot(z_analytical, dndz_analytical_1, label='dndz_analytical_1',,
~linestyle='dashed')

plt.plot(z_analytical, dndz_analytical_2, label='dndz_analytical_2',,
~linestyle='dashed')

plt.legend()

plt.xlabel('z')

plt.ylabel('dndz')

plt.show()

2 Defining the function for the comparisson

# 0Obs.: Problem with the "mass_function”" in the nc_ccl.py file. I commented it
~there.

def compare_galaxy_cmblens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, zl, dndzl, z_lss, ells):

nmnn
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Compare the cross— angular power spectrum of galazy and CMB Lensing.
##### GENERAL #H####

# Set Umega_K in a consistent way

Omega_k = 1.0 - Omega_c - Omega_b - Omega_v

##### COSMOLOGIES #####
# Defining the CCL cosmology.
ccl_cosmo = pyccl.Cosmology(
Omega_c=0Omega_c,
Omega_b=0mega_b,
Neff=Neff,
m_nu=m_nu,
h=h,
n_s=n_s,
Omega_k=0Omega_k,
Omega_g=None,
wO0=wO0,
wa=wa,
sigma8=sigma8,
transfer_function='eisenstein_hu',
T_CMB = T_CMB,
matter_power_spectrum='linear',
)
# Setting CCL to high prectision.
ccl_cosmo_set_high prec()

# Defining the NumCosmo cosmology.

cosmo, dist, ps_lin, ps_nln, hmfunc = create_nc_obj(ccl_cosmo)

# More info: https://github.com/NumCosmo/NumCosmo/blob/master/numcosmo_py/
weel/ne_ccel.py

##### CCL POWER SPECTRUM COMPUTATION #####
# Setting the galazy bias to unity.
unity_bias_1 = np.array([l for i in np.arange(0, len(z1))])

# Initialize tracers inm CCL.

trcs_ccl = dict()

trcs_ccl['gl'] = pyccl.NumberCountsTracer (cosmo=ccl_cosmo, dndz=(z1,,
~dndz1), bias=(zl, unity_bias_1), mag_bias=None, has_rsd=False)

trcs_ccl['cmbl'] = pyccl.CMBLensingTracer(ccl_cosmo, z_source=z_lss)

# Computing the angular power spectrum in CCL.

ccl_cl_cross = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['gl'],,
wtrcs_ccl['cmbl'], ells)

#ccl_cl_autol = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['gl'], trcs_ccl['gl'],.
<—>€LLS)
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#ccl_cl_auto2 = pyccl.angular_cl(ccl_cosmo, trcs_ccl['embl'],,
wtres_ccl['embl'], ells)

# Converting the results to Numpy arrays.
ccl_cl_cross_np = np.array(ccl_cl_cross)

#ccl_cl_autol_np = np.array(ccl_cl_autol)
#ccl_cl_auto2 np = np.array(ccl_cl_autol)

##### NUMCOSMO POWER SPECTRUM COMPUTATION #####
# Defining the z and dndz as wvectors in NumCosmo.
v_zl = Ncm.Vector.new_array (zl)

v_pzl = Ncm.Vector.new_array (dndzl)

# Obtaining the spline in NumCosmo.

# Parameters Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full:

# zv: NcmVector of knots

# yv: NcmVector of the walues of the function, to be interpolated, computed,
—at TV

# tnit: TRUE to prepare the new NcmSpline or FALSE to not prepare it

s_pzl = Ncm.SplineCubicNotaknot.new_full (v_zl, v_pzl, True)

### Recombination by Seager

recomb = Nc.RecombSeager ()

N1_lensing = Ncm.Vector.new_array (np.zeros(lmax+1))
#recomb.prepare (cosmo)

# Defining the kernels in NumCosmo.

nc_gl = None

nc_cmblens_1 = None

##### Nc.XcorLimberKernelGal.new:

#zmin: a gdouble.

#zmazxz: a gdouble.

#np: number of points in the interpolation.

#nbarml: a gdouble, nmoise spectrum.

#dn_dz: a NcmSpline.

#dist: a NcDistance.

#domagbias: whether to do magnification bias.

##### NcXcorLimberKernelCMBLensing.new:

# Parameters

#dist: a NcDistance

#recomb: a NcRecomb

#N1: a NcmVector

nc_gl = Nc.XcorLimberKernelGal.new (z1[0], z1[-1], 1, 0.0, s_pzl, dist,
~False)

nc_cmblens_1 = Nc.XcorLimberKernelCMBLensing.new (dist, recomb, N1_lensing)

# Pushing the objects to mset in NumCosmo.
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mset = Ncm.MSet.empty_new ()
mset.set (cosmo)

mset.push (nc_gl)

mset.push (nc_cmblens_1)

# Computing the angular power spectrum in NumCosmo.

# Parameters mc_xzcor_neuw:

# nc_xzcor_new (NcDistance *dist, NemPowspec *ps, NcXcorLimberMethod meth);

# Two methods are avatilable to compute Limber-approzimated integrals:
windependent GSL numerical integration or

# vector integration using Sundials's CVode algorithm.

xcor = Nc.Xcor.new (dist, ps_lin, Nc.XcorLimberMethod.GSL)

#A#A

vp_cross = Ncm.Vector.new (lmax + 1)
vp_autol = Ncm.Vector.new (lmax + 1)
vp_auto2 = Ncm.Vector.new (lmax + 1)
HH###

xcor.prepare (cosmo)

HH###

# Parameters zcor.limber:

# xc —> a NcXcor

# xclkl -> a NcXcorLimberKernel

# zclk2 -> a NcXcorLimberKernel

# cosmo -> a NcHICosmo

# lmin -> a guint

# lmaxz -> a guint

# vp -> a NcmVector

nc_gl.prepare (cosmo)

nc_cmblens_1.prepare (cosmo)

xcor.limber (nc_gl, nc_cmblens_1, cosmo, O, lmax, vp_cross)
xcor.limber (nc_gl, nc_gl, cosmo, O, lmax, vp_autol)

xcor.limber (nc_cmblens_1, nc_cmblens_1, cosmo, 0, lmax, vp_auto2)

# Getting the results and converting them to Numpy arrays.

nc_cl_cross = [Ncm.Vector.get (vp_cross, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]
nc_cl_autol [Ncm.Vector.get (vp_autol, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]
nc_cl_auto2 = [Ncm.Vector.get (vp_auto2, i) for i in np.arange(0,lmax+1)]

nc_cl_cross_np = np.array(nc_cl_cross)
nc_cl_autol_np = np.array(nc_cl_autol)
nc_cl_auto2_np = np.array(nc_cl_auto?2)

##### RELATIVE DIFFERENCE COMPUTATION #####

relative_diff_cross = (nc_cl_cross_np - ccl_cl_cross_np)/nc_cl_cross_np
#relative_diff_autol = (nc_cl_autol_np - ccl_cl_autol_np)/nc_cl_autol_np
#relative_diff_auto2 (nc_cl_auto2 np - ccl_cl_auto2_np)/nc_cl_auto2_np



156

[]:

[]1:

### ACCURACY METRIC ###

## CROSS

# Source: page 28, https://arziv.org/pdf/1812.05995.pdf

CCL_Cl_cross = ccl_cl_cross_np

# For cross PS of fields a and b, we must have Caa, Cbb and Cab of the,
—tndependent realization.

# For auto PS of field a, Caa, Cbb and Cab can be set to the same wvalue.

Caa_cross = nc_cl_autol_np

Cbb_cross = nc_cl_auto2_np

Cab_cross nc_cl_cross_np

grid_cross = np.indices(Cab_cross.shape)

1_index_cross = grid_cross[0]

intern_fact_cross = (Caa_cross*Cbb_cross + Cab_cross+*#*2)/(2*1_index_cross+1)

sig_1_cross = np.sqrt(intern_fact_cross)

A_acc_cross = np.abs((CCL_Cl_cross - Cab_cross)/sig_l_cross)

return ccl_cl_cross_np, nc_cl_cross_np, relative_diff_cross, A_acc_cross

3 Doing the Galaxy-CMB Lensing comparisson for the histogram

case

1max=3000
ells = np.arange(lmax+1)

z1=z_binl_histo_np
z2=z_bin2_histo_np
dndzl=dndz_binl_histo_np
dndz2=dndz_bin2_histo_np

z_1lss = 1090.0
fig, axs = plt.subplots(2, 2, figsize=(12,12))

i=0

for cosmology in names:
Omega_c = CCL_cosmologies[cosmology] [0]
Omega_b = CCL_cosmologies[cosmology] [1]
Omega_v = CCL_cosmologies[cosmology] [2]
h = CCL_cosmologies[cosmology] [3]
sigma8 = CCL_cosmologies[cosmology] [4]
n_s = CCL_cosmologies[cosmology] [5]
w0 = CCL_cosmologies[cosmology] [6]
wa = CCL_cosmologies[cosmology] [7]
Neff = CCL_cosmologies[cosmology] [8]

APENDICE A. Scripts utilizados para gerar os resultados
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m_nu = CCL_cosmologies[cosmology] [9]
name=cosmology

ccl_cl_cross_np_H1l, nc_cl_cross_np_H1l, relative_diff_cross_H1,
~A_acc_cross_H1 = \

compare_galaxy_cmblens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h,
-n_s, w0, wa, Neff, m nu, zl, dndzl, z_lss, ells)

sigma8,

ccl_cl_cross_np_H2, nc_cl_cross_np_H2, relative_diff_cross_H2,
~A_acc_cross_H2 = \

compare_galaxy_cmblens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, z2, dndz2, z_lss, ells)

sigma8,

label_cross_nc_H1 = 'nc_'+name
label_cross_ccl_H1 = 'ccl_'+name
label_cross_rel _diff _H1 = 'H1_'+name
label_cross_A_acc_H1 = 'H1_'+name

label_cross_nc_H2 = 'nc_'+name

label_cross_ccl _H2 = 'ccl_'+name
label _cross_rel diff H2 = 'H2_ '+name
label _cross_A_acc_H2 = 'H2_'+name

axs[0, 0].plot(ells[1:], nc_cl_cross_np_H1[1:], label=label_cross_nc_H1)
axs[0, 0] .plot(ells[1:], ccl_cl_cross_np H1[1:], label=label_cross_ccl_H1)

axs[0, 1].plot(ells[1:], nc_cl_cross_np H2[1:], label=label_cross_nc_H2)
axs[0, 1].plot(ells[1:]1, ccl_cl_cross_np H2[1:], label=label_cross_ccl_H2)

axs[1, 0].plot(ells[1:], relative_diff_cross_H1[1:],
~label=label_cross_rel_diff_ H1)

axs[1, 0].plot(ells[1:], relative_diff_cross_H2[1:],
~label=label_cross_rel_diff_H2)

axs[1, 1].plot(ells([1:], A_acc_cross_H1[1:], label=label cross_A_acc_H1)
axs[1, 1].plot(ells([1:], A_acc_cross_H2[1:], label=label_cross_A_acc_H2)

i+=1
axs [0, 0].set_title('Galaxy H1 - CMB Lensing Cross PS')
axs [0, 0].legend()
axs [0, 0].set(xlabel='1l', ylabel='C_1"')
axs [0, 0].set(xscale='log')
axs[0, 1].set_title('Galaxy H2 - CMB Lensing Cross PS')
axs [0, 1].legend()
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[]:

[]1:

axs[0, 1].set(xlabel='1l', ylabel='C_1")
axs [0, 1].set(xscale='log')

axs[1, 0].set_title('Rel. Diff. - Galaxy(H1,H2)-CMB Lensing')
axs[1, 0].legend()

axs[1, 0].set(xlabel='1l', ylabel='Rel. Diff.')

axs[1, 0].set(xscale='log')

expected_acc = np.empty(len(ells))
expected_acc.£ill(0.1)

axs[1, 1].plot(ells[1:], expected_acc[l:])

axs[1, 1].set_title('Accuracy - Galaxy(H1,H2)-CMB Lensing')
axs[1, 1].legend()

axs[1, 1].set(xlabel='1l', ylabel='Accuracy')

axs[1, 1].set(xscale='log')

axs[1, 1].set(yscale='log')

4 Doing the Galaxy-CMB Lensing comparisson for the analytic
case

Imax=3000
ells = np.arange(lmax+1)

z1=z_analytical
z2=z_analytical
dndzl=dndz_analytical_1
dndz2=dndz_analytical_2

z_1lss = 1090.0
fig, axs = plt.subplots(2, 2, figsize=(12,12))

i=0

for cosmology in names:
Omega_c = CCL_cosmologies[cosmology] [0]
Omega_b = CCL_cosmologies[cosmology] [1]
Omega_v = CCL_cosmologies[cosmology] [2]
h = CCL_cosmologies[cosmology] [3]
sigma8 = CCL_cosmologies[cosmology] [4]
n_s = CCL_cosmologies[cosmology] [5]
w0 = CCL_cosmologies[cosmology] [6]
wa = CCL_cosmologies[cosmology] [7]
Neff = CCL_cosmologies[cosmology] [8]
m_nu = CCL_cosmologies[cosmology] [9]
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name=cosmology

ccl_cl_cross_np_Al, nc_cl_cross_np_Al, relative_diff_cross_A1l,
~A_acc_cross_Al =\

compare_galaxy_cmblens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, z1, dndzl, z_lss, ells)

ccl_cl_cross_np_A2, nc_cl_cross_np_A2, relative_diff_cross_A2,
~A_acc_cross_A2 = \

compare_galaxy_cmblens_angular_cl(Omega_c, Omega_b, Omega_v, h, sigma8,
-n_s, w0, wa, Neff, m_nu, z2, dndz2, z_lss, ells)

label_
label_
label_
label_

label_
label_
label_
label _

axs [0,
axs [0,

axs [0,
axs [0,

axs[1,

cross_nc_Al = 'nc_'+name
cross_ccl_Al = 'ccl_'+name
cross_rel _diff Al = 'Al_'+name
cross_A_acc_Al = 'Al_ '+name
cross_nc_A2 = '
cross_ccl_A2 = 'ccl_'+name
cross_rel diff A2 = 'A2_ '+name
cross_A_acc_A2 = 'A2 '+name

nc_'+name

0] .plot(ells[1:], nc_cl_cross_np_A1[1:], label=label_cross_nc_A1l)
0] .plot(ells[1:], ccl_cl_cross_np_A1[1:], label=label_cross_ccl_A1l)

1] .plot(ells[1:], nc_cl_cross_np_A2[1:], label=label_cross_nc_A2)
1] .plot(ells[1:], ccl_cl_cross_np_A2[1:], label=label_cross_ccl_A2)

0] .plot(ells[1:], relative_diff_cross_A1[1:],,

~label=label _cross_rel_diff A1)

axs[1,

0] .plot(ells[1:], relative_diff_cross_A2[1:],,

~label=label_cross_rel_diff_ A2)

axs[1,

axs[1,

i+=1
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 0]
axs[0, 1]
axs[0, 1]

axs[0, 1]

1] .plot(ells[1:]1, A_acc_cross_A1[1:], label=label_cross_A_acc_A1l)
1] .plot(ells[1:]1, A_acc_cross_A2[1:], label=label_cross_A_acc_A2)

.set_title('Galaxy Al - CMB Lensing Cross PS')
.legend ()

.set(xlabel='1', ylabel='C_1")
.set(xscale="'log")

.set_title('Galaxy A2 - CMB Lensing Cross PS')
.legend ()
.set(xlabel='1"', ylabel='C_1"')
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axs[0, 1].set(xscale='log')

axs[1, 0].set_title('Rel. Diff. - Galaxy(A1,A2)-CMB Lensing')
axs[1, 0].legend()

axs[1, 0].set(xlabel='1l', ylabel='Rel. Diff.')

axs[1, 0].set(xscale='log')

expected_acc = np.empty(len(ells))
expected_acc.fill(0.1)

axs[1, 1].plot(ells[1:], expected_acc[l:])

axs[1, 1].set_title('Accuracy - Galaxy(A1l,A2)-CMB Lensing')
axs[1, 1].legend()

axs[1, 1].set(xlabel='1l', ylabel='Accuracy')

axs[1, 1].set(xscale='log')

axs[1, 1].set(yscale='log')
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