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Resumo
Seja F um corpo e seja A a F-álgebra associativa livre (sem unidade) com

geradores livres x1, x2, .... Seja f = f(x1, ..., xn) ∈ A e seja G uma álgebra
associtativa sobre F. Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial (ou
apenas uma identidade) em G se f(g1, ..., gn) = 0 para todos g1, ..., gn ∈ G.
Dois sistemas de identidades polinomiais {ui = 0 | i ∈ I} e {vj = 0 | j ∈ J}
são equivalentes se toda F-álgebra associativa satisfazendo todas as identi-
dades ui = 0 satisfaz todas as identidades vj = 0 e vice-versa. Se o sistema
de identidades polinomiais {ui = 0 | i ∈ I} é equivalente a algum sistema
finito de identidades, dizemos que o sistema {ui = 0 | i ∈ I} tem base finita.

Nesta dissertação, faremos um estudo detalhado de dois sistemas de
identidades polinomiais que não possuem base finita, ou seja, que não são
equivalentes a um conjunto finito de identidades. O primeiro deles consiste
num sistema de identidades polinomiais que não tem base finita em álgebras
associativas (sobre um corpo de caracteŕıstica 2) sem unidade e com unidade,
enquanto o segundo vale apenas para álgebras associativas (sobre um corpo de
caracteŕıstica 2) sem unidade e contém a identidade x6 = 0. Esta dissertação
foi baseada nos artigos [7] e [8] de Gupta e Krasilnikov, e no caṕıtulo 3 do
livro Free Algebras and PI-Algebras do Drensky [4].

Palavras-chave: Identidades polinomais, variedades de álgebras, propriedade
da base finita.



Abstract
Let F be a field and let A be the free associative F-algebra (without

1) on free generators x1, x2, .... Let f = f(x1, ..., xn) ∈ A and let G be an
associative algebra over F. We say that f = 0 is a polynomial identity (or
an identity) in G if f(g1, ..., gn) = 0 for all g1, ..., gn ∈ G. Two systems of
polynomial identities {ui = 0 | i ∈ I} and {vj = 0 | j ∈ J} are equivalent
if every associative F-algebra satisfying all the identities ui = 0 satisfies all
the identities vj = 0 and vice versa. If a system of polynomial identities
{ui = 0 | i ∈ I} is equivalent to some finite system of identities, we say that
the system {ui = 0 | i ∈ I} has a finite basis or is finitely based.

In this dissertation, we study in detail two systems of polynomial iden-
tites that are not finitely based, that is, they are not equivalent to a finite
set of identities. The first one consists of a system of polynomial identities
that has no finite basis in associative algebras (over a field of characteristic
2) with or without unity, whereas the second one works only in non-unitary
associative algebras (over a field of characteristic 2) and contains the identity
x6 = 0. This dissertation was based on the articles [7] and [8] by Gupta and
Krasilnikov, and the chapter 3 from the book Free Algebras and PI-Algebras
by Drensky [4].

Keywords: Polynomial Identities, varieties of algebras, finite basis property.
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Introdução

Uma das razões de se introduzir a noção de variedades de grupos e
álgebras é que as variedades dão uma classificação, ainda que simples, de
todos os grupos e álgebras em termos da linguagem de identidades. Essa
classificação é muito rudimentar no sentido que é posśıvel, por exemplo,
provar que a única variedade de álgebras comutativas unitárias sobre um
corpo infinito é a variedade de todas as álgebras comutativas. Desse ponto
de vista, álgebras comutativas são “triviais”. Como nós queremos classificar
todas as variedades, a primeira pergunta que surge é se podemos fazer isso
em um número finito de termos.

Uma variedade tem base finita quando pode ser definida por um sistema
finito de identidades. O problema da base finita, um dos problemas fundamen-
tais no estudo de identidades polinomiais para um sistema de identidades em
grupos ou álgebras, consiste em descobrir se o sistema é equivalente a algum
sistema finito de identidades. Neste trabalho nós consideramos o problema
para variedades de álgebras associativas, a questão é se todas elas podem ser
definidas por um sistema finito de identidades polinomiais. Junto com um
caso similar na teoria dos grupos, esse foi um dos principais problemas na
teoria de variedades de grupos e álgebras por mais de 30 anos. Se charF = 0
esse problema é conhecido como o problema de Specht que diz: todo sistema
de identidades polinomiais em F-álgebras associativas tem base finita? Se F
é um corpo de caracteŕıstica 0, então a resposta é sim. Esse é um resultado
celebrado obtido por Kemer em 1987 [9]. Por outro lado, se F é um corpo
de caracteŕıstica p > 0, então a resposta é não. Isso foi provado por Belov
[2], Grishin [5] (para p = 2) e Shchigolev [13] (vide também [3, 6, 14]). O
problema foi inicialmente questionado para grupos por Neumann em sua tese
em 1935 (vide [10] para referências) e por Specht [15] em 1950 para álgebras
associativas sobre um corpo de caracteŕıstica 0.

Até hoje, está em aberto o problema para algumas classes de grupos
e álgebras. Aqui nós daremos alguns exemplos de variedades de álgebras
associativas sobre um corpo de caracteŕıstica 2 que não tem base finita de
suas identidades polinomiais.
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Seja F um corpo e seja A uma F-álgebra associativa livre (sem unidade)
com geradores livres x1, x2, .... Seja f = f(x1, ..., xn) ∈ A e seja G uma
álgebra associtativa sobre F. Dizemos que f = 0 é uma identidade poli-
nomial (ou apenas uma identidade) em G se f(g1, ..., gn) = 0 para todos
g1, ..., gn ∈ G. Dois sistemas de identidades polinomiais {ui = 0 | i ∈ I} e
{vj = 0 | j ∈ J} são equivalentes se toda F-álgebra associativa satisfazendo
todas as identidades ui satisfaz todas as identidades vj e vice-versa. Se o
sistema de identidades polinomiais {ui = 0 | i ∈ I} é equivalente a algum
sistema finito de identidades, dizemos que o sistema {ui = 0 | i ∈ I} tem base
finita.

O objetivo do presente trabalho é estudar sistemas de identidades poli-
nomiais sem base finita de álgebras associativas sobre um corpo de carac-
teŕıstica 2. Seja [x, y] = xy − yx. O primeiro de nossos resultados principais
é o seguinte teorema demonstrado por Gupta e Krasilnikov em [7].

Teorema 1 ([7]). Para um corpo F qualquer de caracteŕıstica 2 o sistema de
identidades polinomiais

{[x, y2]x2
1x

2
2 · · ·x2

n[x, y2]3 |n = 0, 1, 2, ...}

não é equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-álgebras associativas.

No final dos anos setenta e ińıcio dos anos oitenta, a seguinte conjectura
foi muito conhecida entre os algebristas trabalhando no problema da base
finita para anéis associativos.

Conjectura. Existem sistemas de identidades polinomiais sem base finita
em anéis associativos que contém uma identidade da forma xn = 0. Em par-
ticular, existem tais sistemas que contém a identidade x8 = 0.

Em [5] Grishin provou que a primeira parte da conjectura era verdade:
existe um sistema sem base finita que contém a identidade x32 = 0. Neste
trabalho também vamos estudar uma demonstração para a segunda parte da
conjectura (numa forma ainda mais forte) e ver que ela é verdade. Seja

un = [[y1, z1], t1]x
2
1x

2
2 · · ·x2

n[[y2, z2], t2][[y1, z1], t1][[y2, z2], t2],

o segundo resultado principal do texto é o seguinte teorema demonstrado por
Gupta e Krasilnikov em [8].

Teorema 2 ([8]). Para um corpo F qualquer de caracteŕıstica 2 o sistema de
identidades polinomiais

{x6 = 0} ∪ {un = 0 |n = 0, 1, ...}

2



não é equivalente a nenhum sistema finito de identidades em F-álgebras as-
sociativas.

Note que ambos os teoremas valem se F = Z/2Z, logo vale o corolário
abaixo.

Corolário. Os sistemas

{x6 = 0} ∪ {un = 0 |n = 0, 1, ...}

e
{[x, y2]x2

1x
2
2 · · ·x2

n[x, y2]3 |n = 0, 1, 2, ...}

de identidades polinomiais em anéis associativos não tem base finita.

Segue de um resultado de Popov [16] que sobre qualquer corpo F, qual-
quer sistema de identidades polinomiais em F-álgebras associativas contendo,
para algum n, a identidade

[...[[x1, x2], x3], ..., xn][[xn+1, xn+2], xn+3], ..., x2n] = 0

tem base finita. O mesmo é verdade para qualquer sistema de identidades
contendo, para algum n, a identidade

[x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] = 0

desde que o corpo F seja infinito [17]. Por outro lado, ao contrário das duas
identidades acima, a identidade

x1[[x2, x3], x4]x5[[x6, x7], x8]x9

pode ser inclúıda num sistema de identidades polinomiais sem base finita.
Isso segue do seguinte corolário.

Corolário. Para um corpo F qualquer de caracteŕıstica 2 o sistema que
consiste da identidade

x1[[x2, x3], x4]x5[[x6, x7], x8]x9 = 0,

e das identidades

wn = [x, y2]x2
1 · · ·x2

n[x, y2]3 (n = 0, 1, 2, ...)

não é equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-álgebras associativas.
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Podemos considerar o problema da base finita para álgebras unitárias
(isto é, para álgebras com unidade 1) bem como para álgebras que não
são necessariamente unitárias. Veremos que o Teorema 1 também vale para
álgebras unitárias, esse fato será um corolário da demonstração. No entanto
para o Teorema 2 já não podemos dizer o mesmo. De fato, em geral uma
álgebra com unidade não satisfaz uma identidade da forma xn = 0.

No primeiro caṕıtulo daremos as definições necessárias para o entendi-
mento do resto do texto, tanto para as demonstrações dos teoremas principais
quanto para os resultados auxiliares, junto com elas algumas proposições e
teoremas que são resultados relativamente bem conhecidos da álgebra geral.

No segundo caṕıtulo faremos uma exposição detalhada da construção de
uma álgebra que nos possibilitará provar os dois teoremas aqui enunciados.
Finalmente no terceiro caṕıtulo faremos a demonstração dos teoremas prin-
cipais e enunciaremos (com demonstração) alguns corolários provenientes da
demonstração do primeiro teorema.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo vamos expor as definições das principais estruturas algébricas
usadas no decorrer da dissertação, além de resultados conhecidos sobre as
mesmas. Falaremos sobre álgebras livres e identidades polinomiais, o que
nos permitirá entender a teoria por trás dos teoremas principais. Alguns re-
sultados aqui apresentados serão expostos sem demonstração, faremos apenas
referência a livros em que o leitor poderá consultá-las se desejar.

1.1 Propriedades Básicas de Álgebras

Nesta seção, K será um corpo de caracteŕıstica qualquer, salvo menção
contrária. Todos os espaços vetoriais e álgebras são sobre o corpo K.

Definição 1. Um espaço vetorial R é chamado uma álgebra linear (ou
uma K-álgebra) se R é equipado com uma operação binária ∗ (isto é, uma
aplicação ∗ : (R,R)→ R), chamada multiplicação, tal que para todo a, b, c ∈
R e qualquer α ∈ K

(a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c,

a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c,

α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Definição 2. O subespaço S de uma álgebra R é chamado de subálgebra se é
fechado com respeito a multiplicação, isto é, s1,s2 ∈ S implica que s1∗s2 ∈ S.
A subálgebra I de R é chamada um ideal à esquerda de R se RI ⊆ I (isto
é, r ∗ i ∈ I para todo r ∈ R, i ∈ I). Similarmente definimos ideal à direita e
ideal bilateral (ou simplesmente ideal, que significa um ideal à esquerda e à
direita ao mesmo tempo e é denotado por I / R).
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Abaixo seguem exemplos de álgebras sobre um corpo K.

Exemplo 1. (i) L - uma extensão qualquer do corpo K com as operações
usuais;
(ii) K[x], K[x1, ..., xm] - os polinômios em uma ou várias variáveis (comuta-
tivas);
(iii) Mn(K) - o espaço vetorial de todas as matrizes n× n com entradas em
K, e com multiplicação usual de matrizes.

Os teoremas usuais sobre homomorfismos de espaços vetoriais, grupos e
anéis continuam valendo para álgebras.

Definição 3. Seja R uma álgebra sobre K.

(i) R é associativa se (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) para todo a, b, c ∈ R;
(ii) R é comutativa se a ∗ b = b ∗ a, a, b ∈ R;
(iii) R é uma álgebra de Lie se para todo a, b, c ∈ R,

a ∗ a = 0, anticomutatividade,
(a ∗ b) ∗ c+ (b ∗ c) ∗ a+ (c ∗ a) ∗ b = 0, a identidade de Jacobi;

(iv) R é unitária se R tem uma unidade e com a propriedade e∗r = r∗e = r,
para todo r ∈ R.

Definição 4. Sejam V e W espaços vetoriais. Para construirmos o produto
tensorial V ⊗KW de V e W primeiro consideramos o conjunto dos elementos
do produto cartesiano V ×W . O espaço F (V ×W ) denotará o espaço vetorial
que tem como base os elementos do conjunto V ×W . Seja R o subespaço de
F (V ×W ) gerado por

(v1 + v2)× w − (v1 × w + v2 × w);

v × (w1 + w2)− (v × w1 + v × w2);

c(v × w)− (cv)× w;

c(v × w)− v × (cw).

Dessa forma o produto tensorial entre dois espaços V e W é o espaço quo-
ciente F (V ×W )/R. É imediato verificar que as seguintes igualdades valem
em V ⊗K W

(v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w;

v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2;
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cv ⊗ w = v ⊗ cw = c(v ⊗ w).

onde v, vi, w, e wi são vetores de V e W (respectivamente). Assim podemos
dizer que

(
∑
i∈I

αivi)⊗ (
∑
j∈J

βjwj) =
∑
i∈I

∑
j∈J

αiβj(vi ⊗ wj), αi, βj ∈ K.

Se V eW são álgebras, então V⊗W também é uma álgebra com multiplicação
definida a partir de

(v′ ⊗ w′)(v′′ ⊗ w′′) = (v′v′′)⊗ (w′w′′), v′, v′′ ∈ V,w′, w′′ ∈ W.

O produto tensorial é caracterizado por uma propriedade universal. Con-
sidere o problema de construir uma aplicação bilinear ψ do produto cartesiano
V ×W no espaço vetorial X. A construção do produto tensorial V ⊗W ,
junto com a aplicação bilinear natural ϕ : V ×W → V ⊗W dada por

ϕ(u,w) = u⊗ w,

é a solução universal desse problema no seguinte sentido. Para qualquer
outro par (X,ψ), onde X é um espaço vetorial, e ψ uma aplicação bilinear
V ×W → X, existe uma única aplicação linear

T : V ⊗W → X

tal que

ψ = T ◦ ϕ.

Como qualquer propriedade universal, isso caracteriza o produto tensorial
unicamente a menos de isomorfismo.

Daremos agora a definição de álgebra livre, cuja compreensão é essencial
para entender as álgebras com identidade polinomiais.

Definição 5. Seja C uma classe de álgebras e seja F ∈ C uma álgebra
gerada pelo conjunto X. A álgebra F é chamada de álgebra livre na classe
C, livremente gerada pelo conjunto X, se para qualquer álgebra R ∈ C,
toda aplicação X → R pode ser extendida a um homomorfismo F → R. A
cardinalidade |X| do conjunto X é chamada de posto de F .

Exemplo 2. Para qualquer conjunto X a álgebra de polinômios K[X] é livre
na classe de todas as K-álgebras associativas, comutativas e unitárias.
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Exemplo 3. Para qualquer conjunto X a álgebra K〈X〉 com base o conjunto
de todas as palavras

xi1 · · ·xin , xij ∈ X, n = 0, 1, 2, ...,

e multiplicação definida por

(xi1 · · ·xim)(xj1 · · ·xjn) = xi1 · · ·ximxj1 · · ·xjn , xik , xjl ∈ X,

é livre na classe de todas as álgebras unitárias associativas.

1.2 Álgebras com Identidades Polinomiais

Nesta seção, fixaremos X = {x1, x2, ...} como um conjunto infinito enu-
merável e K será um corpo de caracteŕıstica qualquer. Algumas vezes serão
utilizados outros śımbolos, (por exemplo y, z, yi, zj, etc.) para os elementos
de X.

Definição 6. (i) Seja f = f(x1, ..., xn) ∈ K〈X〉 e seja R uma álgebra asso-
ciativa. Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial para R se

f(r1, ..., rn) = 0 para todo r1, ..., rn ∈ R.

Muitas vezes é dito apenas que f é uma identidade polinomial para R.

(ii) Se a álgebra associativa R satisfaz uma identidade polinomial f =
0 não trivial (isto é, f é um elemento não nulo de K〈X〉), chamamos R
de uma PI-álgebra (“PI”= “Polynomial Identity”, que significa identidade
polinomial em português).

Exemplo 4. (i) A álgebra R é comutativa se e somente se satisfaz a identi-
dade polinomial

[x1, x2] = x1x2 − x2x1 = 0

.
(ii) Seja R uma álgebra associativa de dimensão finita, e seja dimR < n.

Então R satisfaz a identidade padrão (ou “standard”) de grau n

sn(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1) · · ·xσ(n) = 0,

onde Sn é o grupo simétrico de ordem n.

8



Algumas propriedades importantes de álgebras associativas são expressas
na linguagem de identidades polinomiais. Nós vimos isso para a comutativi-
dade no exemplo acima. Existem outros exemplos para álgebras sem unidade.
A álgebra R é nil de ı́ndice limitado se existe um n ∈ N tal que xn = 0 é
uma identidade em R; a álgebra R é nilpotente de classe ≤ n se x1 · · ·xn = 0
em R.

Vamos falar agora sobre Variedades e Álgebras Relativamente Livres

Definição 7. Seja {fi(x1, ..., xni
) ∈ K〈X〉| i ∈ I} um conjunto de polinômios

na álgebra associativa livre K〈X〉. A classe C de todas as álgebras associa-
tivas satisfazendo as identidades polinomiais fi = 0, i ∈ I, é chamada de
variedade (de álgebras associativas) definida (ou determinada) pelo sistema
de identidades polinomiais {fi| i ∈ I}. A variedade B é chamada de subvar-
iedade de C se B ⊂ C. O conjunto T (C) de todas as identidades polinomiais
satisfeitas pela variedade C é chamado de T -ideal ou o ideal verbal de C. Nós
dizemos que o T -ideal T (C) é gerado como um T -ideal pelo conjunto de iden-
tidades {fi| i ∈ I} da variedade C. Nós usamos a notação T (C) = 〈fi| i ∈ I〉T
e dizemos que o conjunto {fi| i ∈ I} é uma base de identidades polinomiais
de C. Os elementos de T (C) são chamados de consequências das identidades
polinomiais da base. Se R é uma álgebra qualquer, denotamos por T (R) o
T -ideal das identidades polinomiais de R.

Exemplo 5. A classe de todas as álgebras comutativas é uma variedade
definida pela identidade [x1, x2] = 0. A classe de todas as álgebras associa-
tivas é também uma variedade definida pelo conjunto vazio de identidades
polinomiais.

Definição 8. Fixamos um conjunto Y . A álgebra FY (C) na variedade C
é chamada de álgebra relativamente livre de C livremente gerada por Y , se
FY (C) é livre na classe C.

Agora vamos ver que álgebras relativamente livres existem e que duas
álgebras de mesmo posto são isomorfas.

Proposição 1. Seja C a variedade definida por {fi| i ∈ I}, seja Y um
conjunto qualquer e seja J o ideal de K〈Y 〉 gerado por

{fi(g1, ..., gni
) | gj ∈ K〈Y 〉, i ∈ I}.

Então a álgebra F = K〈Y 〉/J é uma álgebra relativamente livre em C com
conjunto de geradores livres Y = {y + J | y ∈ Y }. Quaisquer duas álgebras
relativamente livres de mesmo posto em C são isomorfas.
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Demonstração. Ver [4, p.23].

Para finalizar a seção, enunciamos o Teorema de Birkhoff que nos dá
uma forma de encontrar variedades de álgebras sem necessariamente termos
as identidades correspondentes.

Teorema 3 (Birkhoff). A classe de álgebras C é uma variedade se, e somente
se, C é fechada sobre somas cartesianas, subálgebras e álgebras quocientes de
álgebras em C.

Demonstração. Ver [4, p.24].

1.3 A Propriedade da Base Finita

Definição 9. Uma variedade de álgebras associativas C tem base finita,
se C pode ser definida por um sistema finito de identidades polinomiais (da
álgebra associativa livre K〈X〉, X = {x1, x2, ...}). Se C não pode ser definida
por um sistema finito de identidades, então C tem base infinita. Se todas as
subvariedades de C, incluindo a própria C, têm base finita, então C satisfaz
a propriedade de Specht.

O problema de Specht consiste em decidir se toda variedade de álgebras
associativas ou de Lie tem base finita (pode ser feita a mesma pergunta para
grupos). As investigações no problema de Specht seguem duas direções:

(i) Mostrar que algumas variedades satisfazem a propriedade de Specht.

(ii) Construir contra-exemplos para o problema de Specht, isto é, exem-
plos de variedades que não tem base finita para suas identidades.

Nesse sentido, o primeiro resultado significativo na direção (i) foi devido
a Oates e Powell [11] que estabeleceram que uma variedade gerada por um
grupo finito tem a propriedade de Specht. Depois, o método foi extendido
para o caso quando a variedade é gerada por um anel finito com algumas
condições (por exemplo, anéis de Lie, anéis associativos, etc.).

Teorema 4 ([9], [1]). Seja R um grupo finito ou uma álgebra (associa-
tiva ou de Lie) finita sobre um corpo finito. Então varR (a variedade de
álgebras/grupos correspondente a T(R)) tem a propriedade de Specht.
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Enunciamos aqui formalmente o Teorema de Kemer, que foi mencionado
na introdução.

Teorema 5 (Kemer). Toda variedade de álgebras associativas sobre um corpo
de caracteŕıstica 0 tem uma base finita.

Uma identidade polinomial g = 0 é uma consequência das identidades
fi = 0, i ∈ I, se g ∈ 〈fi | i ∈ I〉T , o T -ideal gerado por fi, i ∈ I.

Daremos agora a definição abaixo que é equivalente à outra definição para
sistemas de identidades polinomiais equivalentes apresentada na introdução.

Definição 10. Dois conjuntos de identidades polinomiais são equivalentes se
eles geram o mesmo T -ideal.

1.4 Apresentações de Grupos

Definição 11. Se X é um subconjunto de um grupo F , então F é um grupo
livre com base X se, para cada grupo G e toda função f : X → G, existe um
único homomorfismo ϕ : F → G com ϕ(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Seja X um conjunto não vazio, e seja X−1 uma réplica disjunta de X;
isto é, X e X−1 são disjuntos e existe uma bijeção X → X−1 a qual nós
denotamos por x 7→ x−1. Defina o alfabeto em X como sendo

X ∪X−1.

Se n é um inteiro positivo, definimos uma palavra em X de comprimento
n ≥ 1 como sendo uma função w : {1, 2, ..., n} → X ∪ X−1. Na prática,
escrevemos uma palavra w de comprimento n da seguinte forma: se w(i) =
xei
i , então

w = xe11 · · ·xen
n ,

onde xi ∈ X e ei = ±1.
É posśıvel provar que para cada conjunto X, existe um grupo livre que

é livre na base X. Uma pergunta que surge naturalmente é se dois grupos
livres com mesma base X são isomorfos.
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Proposição 2. (i) Seja X1 a base de um grupo livre F1 e X2 a base de
um grupo livre F2. Se existe uma bijeção f : X1 → X2, então existe um
isomorfismo φ : F1 → F2 extendendo f .
(ii) Se F é um grupo livre com base X, então F é gerado por X.

Demonstração. Ver [12, p.304].

Proposição 3. Todo grupo G é quociente de um grupo livre.

Demonstração. Seja X um conjunto tal que existe uma bijeção f : X → G
(por exemplo, podeŕıamos tomar X como o conjunto subjacente ao grupo G e
f = 1G ), e seja F o grupo livre com base X. Então existe um homomorfismo
φ : F → G extendendo f , e φ é sobrejetiva pois f o é. Então, G ' F/kerφ.

Agora estamos em condição de dar a definição do que seria apresentação
de um grupo.

Definição 12. Uma apresentação de um grupo G é um par ordenado

G = (X |R),

onde X é um conjunto, R é um conjunto de palavras em X, e G = F/N ,
onde F é o grupo livre com base X e N é o subgrupo normal gerado por
R, ou seja, o subgrupo gerado por todos os conjugados dos elementos de R.
Chamamos o conjunto X de geradores e o conjunto R de relações.

Note que a proposição 2 diz que todo grupo tem uma apresentação.

Definição 13. Um grupo G é dito finitamente gerado se ele tem uma
apresentação (X |R) em que X é finito. Um grupo G é dito finitamente
apresentável se tem uma apresentação (X |R) em que tanto X como R
são finitos.

Como observação, lembramos que existem grupos finitamente gerados
que não tem apresentação finita. Daremos agora alguns exemplos de apre-
sentações de grupos.

Exemplo 6. (i) Um grupo pode admitir várias apresentações. Por exemplo,
G = Z6 tem apresentações

(x |x6)

bem como

12



(a, b | a3, b2, aba−1b−1).

Um problema muito conhecido é o de determinar se duas apresentações
determinam grupos isomorfos. Pode ser provado que não existe um algoritmo
que resolve esse problema.

(ii) O grupo livre com base X tem apresentação

(X | ∅).

Um grupo livre é assim chamado precisamente porque tem uma apresentação
com nenhuma relação.

Um estudo mais detalhado sobre grupos livres (construção e prova de
existência) e apresentações poderá ser visto em [12, p. 297].
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Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

Neste caṕıtulo vamos construir uma álgebra R que satisfaz propriedades
importantes que serão desejadas na demonstração dos teoremas principais.
Aqui definiremos a álgebra e demonstraremos duas proposições referentes a
ela. Observamos que durante todo o caṕıtulo F será um corpo de carac-
teŕıstica 2.

2.1 A Álgebra R

Seja (a, b) = a−1b−1ab e seja G um grupo dado pela apresentação

G = 〈ai (i ∈ N) | ((ai, aj), ak), (ai, aj)
2, a4

i (i, j, k ∈ N)〉

Lema 1. Dados g, h, l ∈ G temos :

(i) (g, h) ∈ Z(G), onde Z(G) denota o centro do grupo G;

(ii) (gh, l) = (g, l)(h, l);

(iii) (g, h)2 = 1;

(iv) g4 = 1.

Demonstração. Começamos lembrando as seguintes propriedades gerais para
comutadores: (ab, c) = (a, c)b(b, c) e (a, bc) = (a, c)(a, b)c, onde zw é o ele-
mento w−1zw, para z, w ∈ G. Perceba que (ai, aj) ∈ Z(G) e portanto
(ai, aj)

x ∈ Z(G) para x ∈ G. Podemos, em geral, escrever

(g, h) = (ai1 · · · aim , aj1 · · · ajn)
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e usando as propriedades mencionadas, conclúımos diretamente que todo ele-
mento da forma (g, h) com g, h ∈ G pode ser escrito como produto de comuta-
dores de geradores da forma (ai, aj), e portanto pertence ao centro de G. Isso
demonstra a afirmação (i) e a afirmação (ii) é imediata. Para a afirmação (iii)
basta notar que como todo comutador (g, h) pode ser escrito como produto
de comutadores de geradores, por exemplo (g, h) = (ai1 , ai2) · · · (ain−1 , ain),
então

(g, h)2 = (ai1 , ai2)
2 · · · (ain−1 , ain)2 = 1.

Lembramos que por (ii) (a2
i , aj) = (ai, aj)

2 = 1 e portanto a2
i está no centro de

G. Note que um elemento g ∈ G pode ser escrito na forma ai1 · · · aij , e que vale
o seguinte (ai1 · · · aij )2 = a2

i1
· · · a2

ij
h onde h é um produto de comutadores.

Como quadrados e comutadores de variáveis são centrais, segue pela própria
definição do grupo G que(ai1 · · · aij )4 = 1, assim temos o resultado (iv).

Seja G2 o subgrupo de G gerado por todos os elementos g2 (g ∈ G). Como
(g2, h) = (g, h)2 = 1 para todo g, h ∈ G, temos que G2 é central em G.

Seja FG a álgebra do grupo G sobre o corpo F. Seja fij = (ai, aj) +
a2
i a

2
j + a2

i + a2
j ∈ FG e V o ideal em FG gerado pelos elementos fij (i, j ∈ N).

Defina R = FG/V .
Seja Mn o conjunto das combinações F-lineares de elementos do conjunto

{r2
1 · · · r2

l | l ≤ n, ri ∈ R para todo i}. Lembre-se que [r, s] = rs − sr. Para
provar os teoremas precisaremos do seguinte

Proposição 4. Para cada inteiro positivo n existem s1, ..., sn+1 ∈ R tais que
s2
1 · · · s2

n+1 /∈Mn.

Proposição 5. Para cada r, s, t ∈ R temos [r2, t] = 0 e [[r, s], t] = 0.

2.2 Demonstração da Proposição 4

Lema 2. Seja f(g1, g2) = (g1, g2) + g2
1g

2
2 + g2

1 + g2
2 (g1, g2 ∈ G). Para cada

g1, g2 ∈ G temos f(g1, g2) ∈ V .

Demonstração. Todo elemento g ∈ G pode ser escrito como g = ai1 · · · aikh
onde i1 < · · · < ik, h ∈ G2. De fato, um elemento g qualquer pode ser escrito
na forma g = aj1 · · · ajk e com a simples observação de que aiaj = ajai(ai, aj)
podemos trocar as ordens dos ı́ndices se necessário colocando um comutador
na frente. Dáı segue que g pode ser escrito como produto de geradores
satisfazendo i1 < · · · < il com possivelmente um produto de quadrados
(caso alguma variável se repita) e comutadores de geradores à direita. Um
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produto de comutadores pode ser escrito como um elemento de G2, basta
notar que para um grupo G qualquer o grupo quociente G/G2 é um grupo de
expoente 2 e portanto abeliano, logo G′ ≤ G2. Para um elemento g ∈ G como
descrito acima, defina o seu peso por wt(g) = k. Perceba que se wt(g1) = 0
ou wt(g2) = 0, então f(g1, g2) = 0. Por exemplo, se wt(g1) = 0, então
g1 = h ∈ G2 e portanto

f(g1, g2) = (h, g2) + h2g2
2 + h2 + g2

2 = 1 + g2
2 + 1 + g2

2 = 0,

basta notar que h é de forma geral um produto de elementos de G2 onde
todos elementos comutam e assim sendo h2 é um produto de elementos do
tipo g4 que como observamos anteriormente são iguais a 1.

Vamos provar o Lema 2 por indução em wt(g1) + wt(g2). Se wt(g1) +
wt(g2) = 2, então wt(gi) = 0 (para i = 1 ou 2) e isso já implica que f(g1, g2) =
0, ou wt(g1) = wt(g2) = 1 e nesse caso g1 = ai1h

′ e g2 = aj1h
′′ e lembrando

que h′, h′′ ∈ G2 e portanto comutam, é imediato verificar que f(g1, g2) = fij
para algum i, j ∈ N, assim f(g1, g2) ∈ V .

Suponha que f(h1, h2) ∈ V para todos h1, h2 ∈ G tais que wt(h1) +
wt(h2) < n. Sejam g1, g2 ∈ G , wt(g1) + wt(g2) = n > 2. Suponha que
wt(g1) > 1, perceba que g1 pode ser escrito de tal forma que g1 = g′1g

′′
1 , onde

wt(g1) = wt(g′1) + wt(g′′1) e wt(g′1), wt(g
′′
1) > 0. Como wt(g1) > 1 temos que

wt(g2) < n, e já que

(g′1, g2) + (g′1)
2g2

2 + (g′1)
2 + g2

2 + V = V

pela hipótese de indução, o que implica

(g′1, g2) + V = (g′1)
2g2

2 + (g′1)
2 + g2

2 + V,

e equações similares valem para (g′′1 , g2) e (g′1, g
′′
1) temos

(g1, g2) + g2
1g

2
2 + g2

1 + g2
2 + V = (g′1g

′′
1 , g2) + (g′1g

′′
1)2g2

2 + (g′1g
′′
1)2 + g2

2 + V

= (g′1, g2)(g
′′
1 , g2) + (g′1)

2(g′′1)2g2
2(g′1, g

′′
1) + (g′1)

2(g′′1)2(g′1, g
′′
1) + g2

2 + V

= ((g′1)
2(g2)

2 + (g′1)
2 + g2

2)((g′′1)2g2
2 + (g′′1)2 + g2

2) + (g′1)
2(g′′1)2(g2

2 + 1)

×((g′1)
2(g′′1)2 + (g′1)

2 + (g′′1)2) + g2
2 + V = f + V
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Usando a distributividade, com cálculos diretos mostramos que f = 0. Por-
tanto, se wt(g1) + wt(g2) = n e wt(g1) > 1, então f(g1, g2) ∈ V . Caso
wt(g1) + wt(g2) = n > 2 e wt(g1) = 1 então wt(g2) > 1 e pelo argu-
mento acima, f(g2, g1) ∈ V . Note agora que dados g, h quaisquer em G,
temos que ( g, h)(g, h) = 1 e (g, h)(h, g) = 1, logo (g, h) = (h, g) e portanto
f(g2, g1) = f(g1, g2), o que conclui a demonstração.

Lema 3. Para cada g1, g2 ∈ G temos

(g1g2)
2 + 1 + V = (g2

1 + 1) + (g2
2 + 1) + V.

Demonstração. Temos que

(g1g2)
2 + 1 + V = g2

1g
2
2(g1, g2) + 1 + V

= g2
1g

2
2(g1, g2) + g2

1g
2
2(g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) + g2

1g
2
2(g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) + 1 + V

= g2
1g

2
2((g1, g2) + g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) + g2

1g
2
2(g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) + 1 + V = a.

Pelo Lema 1
f = (g1, g2) + g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2 ∈ V

e portanto
g2
1g

2
2((g1, g2) + g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) ∈ V.

Logo,
a = g2

1g
2
2(g2

1g
2
2 + g2

1 + g2
2) + 1 + V

= 1 + g2
2 + g2

1 + 1 + V = (g2
1 + 1) + (g2

2 + 1) + V

como queŕıamos.

Lema 4. Seja hi ∈ G (i = 1, ..., 2s) e seja c = h1 · · ·h2s. Se c ∈ G2 então

[h1, h2] · · · [h2s−1, h2s] ∈ V .

Demonstração. Seja u = [h1, h2] · · · [h2s−1, h2s] + V . Note que pelo Lema 2,
(1 + (hi, hj)) + V = (1 + h2

i )(1 + h2
j) + V e portanto

[hi, hj] + V = hihj(1 + (hi, hj)) + V = hihj(1 + h2
i )(1 + h2

j) + V.

A primeira igualdade se dá pelo fato do corpo F ser de caracteŕıstica 2.
Note que (1 + h2

i )b = b + h2
i b = b + bh2

i = b(1 + h2
i ), logo temos que u =

h1 · · ·h2s(1 + h2
1) · · · (1 + h2

2s) + V . Perceba que h2s = h−1
2s−1 · · ·h−1

1 c e que
como h4 = 1 nós temos que h2 = h−2. Pelo Lema 3, conclúımos que

(1 +h2
2s) +V = (1 + (h−1

2s−1 · · ·h−1
1 c)2) +V = (1 +h2

1) + · · ·+ (1 +h2
2s−1) +V .
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Já que (1 + h2
i )

2 = 1 + h4
i = 0 para todo i, temos que

u = h1 · · ·h2s(1 + h2
1) · · · (1 + h2

2s−1)((1 + h2
1) + · · ·+ (1 + h2

2s−1)) + V = V

como queŕıamos.

Lema 5. A álgebra R = FG/V é soma direta de espaços vetoriais

(ai1 · · · aiqFG2 + V )/V (q ≥ 0 , i1 < · · · < iq)

Demonstração. Começamos com a observação preliminar de que se U é um
espaco vetorial dado por U = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk e V é um subespaço de U
tal que V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, onde Vi é subespaço de Ui, então U/V '
U1/V1 ⊕ · · · ⊕ Uk/Vk. Note que FG é soma direta dos subespaços vetori-
ais ai1 · · · aiqFG2 (q ≥ 0, i1 < · · · < iq). De fato, é imediato que a interseção
entre quaisquer dois desses subespaços é nula, e para um elemento f ∈ FG
temos que f = α1g1 + α2g2 + · · · + αkgk. Como foi visto no Lema 2, cada
gi pode ser escrito na forma ai1 · · · aimh onde i1 < · · · < im e h ∈ G2, logo
f ∈

⊕
q≥0,i1<···<iq ai1 · · · aiqFG

2. Assim sendo, para provar o Lema 5 basta
provar que

V =
⊕

q≥0,i1<···<iq

V ∩ ai1 · · · aiqFG2.

Seja V ′ o ideal de FG2 gerado por todos elementos fij = (ai, aj)+a2
i a

2
j+a

2
i+a

2
j

( i, j = 1, 2, ...). Então

V = FG · V ′ =
⊕

q≥0,i1<···<iq

ai1 · · · aiqFG2 · V ′ =
⊕

q≥0,i1<···<iq

ai1 · · · aiqV ′.(3)

Como ai1 · · · aiqV ′ ⊆ V ∩ ai1 · · · aiqFG2, o resultado segue.

Note que na verdade, ai1 · · · aiqV ′ = V ∩ ai1 · · · aiqFG2. De fato, se
v ∈ V ∩ai1 · · · aiqFG2 então, por (3), v =

∑
vj1···jl com vj1···jl ∈ aj1 · · · ajlV ′ ⊆

aj1 · · · ajlFG2. Por outro lado, v é escrito como elemento da forma ai1 · · · aiqh
com h ∈ FG2, logo v = vi1···iq ∈ ai1 · · · aiqV ′.

Lema 6. Seja

A = {(a2
j1

+ 1) · · · (a2
jm + 1) |m ≥ 0, j1 < · · · < jm}.

Então o subconjunto A + V da álgebra FG/V é linearmente independente
sobre F.

18



Demonstração. Como A ⊂ FG2, é suficiente provar que A+V é linearmente
independente em (FG2 + V )/V . Lembramos que se A é uma álgebra, B
uma subálgebra de A e V / A então (B + V )/V ' B/(B ∩ V ), esse é o
primeiro teorema do isomorfismo (para álgebras). Assim, é equivalente provar
que A + (FG2 ∩ V ) é linearmente independente em FG2/(FG2 ∩ V ). Como
V ′ = V ∩ FG2, é suficiente provar que A + V ′ é linearmente independente
em FG2/V ′. Seja R = F[ti | i = 1, 2, ...] e sejam I e J os ideais de R gerados
por {ti | i = 1, 2, ...} e {t2i | i = 1, 2, ...} respectivamente. É fácil verificar que
o conjunto {(1 + f) + J | f ∈ I} é um subgrupo abeliano de expoente 2 do
grupo U(R/J) de todas as unidades da álgebra R/J . De fato basta notar que
(1 + f)2 + J = 1 + 2f + f 2 + J = 1 + J . Lembramos aqui que se temos uma
função f que aplica elementos da base de um espaço vetorial E num espaço
vetorial F , então f pode ser extendida a uma aplicação linear T : E → F .
Note agora que o grupo G2 é um 2-grupo abeliano elementar (e portanto um
espaço vetorial sobre Z2), logo qualquer aplicação de elementos da base de
G2 para um grupo pode ser extendida para uma aplicação linear de G2 nesse
grupo. Afirmamos que uma base para G2 é

{a2
i | i = 1, 2, ...} ∪ {(ai, aj) | i, j = 1, 2, ...; i > j}.

Basta notar que todos os elementos desse conjunto são linearmente indepen-
dentes, centrais e um elemento qualquer de G2 pode ser escrito como produto
de quadrados de geradores e comutadores deles pelo mesmo motivo explicado
no Lema 1. Assim sendo, a aplicação

χ : (ai, aj) 7→ titj + 1 + J ; a2
i 7→ ti + 1 + J

pode ser extendida a um homomorfismo de G2 em U(R/J) e pelo mesmo
motivo podemos estender essa aplicação χ para um homomorfismo da álgebra
do grupo G2 sobre o corpo F para a álgebra do grupo U(R/J) sobre o corpo
F. Denotaremos também por χ essa aplicação. Já que

χ((ai, aj) + a2
i a

2
j + a2

i + a2
j) = χ((ai, aj)) + χ(a2

i a
2
j) + χ(a2

i ) + χ(a2
j)

= titj + 1 + titj + ti + tj + 1 + ti + 1 + tj + 1 = 0

para todo i, j, nós temos que χ(V ′) = 0. Portanto, o homomorfismo χ :
FG2/V ′ → R/J que faz corresponder χ(f +V ′) = χ(f) para todo f ∈ FG2 é
bem definido. É imediato verificar que χ((a2

j1
+1) · · · (a2

jm +1)) = tj1 · · · tjm +
J . Note que o conjunto

χ(A+ V ′) = {tj1 · · · tjm + J |m ≥ 0, j1 < · · · < jm}
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é claramente uma base para R/J , logo seus elementos são linearmente inde-
pendentes em R/J e portanto A+V ′ é linearmente independente em FG2/V ′.
Isso completa a demonstração do Lema 6.

Agora estamos em condição de completar a demonstração da Proposição
4. Seja Ln o conjunto das combinações F-lineares de elementos do conjunto
{r2

1 · · · r2
l | l ≤ n, ri ∈ FG ∀ i} e assim (Ln + V )/V = Mn. Tome si = ai + V

(i = 1, ..., n+ 1). É suficiente provar que a2
1 · · · a2

n+1 /∈ Ln + V . Seja r ∈ FG,
r =

∑
i αigi onde αi ∈ F, gi ∈ G para todo i. Observamos que

(
n∑
i=1

xi)
2 =

n∑
i=1

n∑
j=1

xixj =
n∑
i=1

x2
i +

n∑
i>j

(xixj + xjxi) =
n∑
i=1

x2
i +

n∑
i>j

[xi, xj].

Então nós temos que

r2 = (
∑
i

αigi)
2 = (α+

∑
i

αi(gi+1))2 = α2 +
∑
i

α2
i (g

2
i +1)+

∑
i<j

αiαj[gi, gj],

onde α =
∑

i αi. Portanto, para cada r1, ..., rl ∈ FG, o produto r2
1 · · · r2

l

é uma combinação F-linear de 1 e elementos da forma (g2
1 + 1) · · · (g2

k + 1)
(k ≤ l) e (g2

1 + 1) · · · (g2
p + 1)[h1, h2] · · · [h2q−1, h2q] (q > 0, p + q ≤ l), onde

gi, hi ∈ G para todo i, j. Segue que todo elemento de Ln é uma combinação
de 1 e elementos das formas

(g2
1 + 1) · · · (g2

l + 1) (0 < l ≤ n) (5)

e

(g2
1 + 1) · · · (g2

p + 1)[h1, h2] · · · [h2q−1, h2q] (q > 0, p+ q ≤ n). (6)

Suponha por absurdo que a2
1 · · · a2

n+1 ∈ Ln +V , então (a2
1 + 1) · · · (a2

n+1 +
1) ∈ Ln + V , basta fazer as multiplicações e observar que aparecem somas
de monômios que são produtos (com número de termos menor ou igual a n)
de quadrados mais um monômio da forma a2

1 · · · a2
n+1, e portanto

(a2
1 + 1) · · · (a2

n+1 + 1) + V = β +
∑
i

β
(1)
i f

(1)
i +

∑
j

β
(2)
j f

(2)
j + V
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onde β, β
(1)
i , β

(2)
j ∈ F, em que f

(1)
i e f

(2)
j são da forma (5) e (6) respectiva-

mente. Note que (a2
1 + 1) · · · (a2

n+1 + 1) e β +
∑

i β
(1)
i f

(1)
i estão contidos em

FG2 enquanto cada elemento

f
(2)
j = (g2

j1 + 1) · · · (g2
jpj

+ 1)[h
(j)
1 , h

(j)
2 ] · · · [h(j)

2qj−1, h
(j)
2qj

]

da forma (6) está contido em h
(j)
1 · · ·h

(j)
2qj

FG2. Portanto, pelo Lema 5, temos

que, para todo j, h
(j)
1 · · ·h

(j)
2qj
∈ G2. Então, pelo Lema 4, [h

(j)
1 , hj2] · · · [h

j
2qj−1, h

(j)
2qj

] ∈
V e portanto f

(2)
j ∈ V para todo j. Dáı segue que, (a2

1+1) · · · (a2
n+1+1)+V =

β +
∑
βif

(1)
i + V , onde β, βi ∈ F e f

(1)
i é da forma (5) para todo i. Note

que, pelo Lema 3, para cada f
(1)
i da forma (5) o elemento f

(1)
i + V é uma

combinação linear de produtos (a2
i1

+1) · · · (a2
il

+1)+V com o mesmo número
l de fatores (a2

ik
+1) que em (5). Assim, o elemento (a2

1 +1) · · · (a2
n+1 +1)+V

é uma combinação F-linear de 1 + V e elementos (a2
i1

+ 1) · · · (a2
il

+ 1) + V
com l ≤ n. Isso contradiz o Lema 6 que diz que (a2

1 + 1) · · · (a2
n+1 + 1) + V ,

1 + V e (a2
i1

+ 1) · · · (a2
il

+ 1) + V (0 < l ≤ n; i1 < · · · < il) são linearmente
independentes em FG/V . A prova da Proposição 4 está completa.

2.3 Demonstração da Proposição 5

Perceba que [r2, t] = [[r, t], r] para todo r, t ∈ FG. Portanto, é suficiente
provar que [[r1, r2], r3] ∈ V para todo ri ∈ FG. Seja rl =

∑
jl
αljl

gljl
para

l = 1, 2 e 3 e αljl
∈ F, gljl

∈ G. Como

[[r1, r2], r3] =
∑
j1

∑
j2

∑
j3

α1j1
α2j2

α3j3
[[g1j1

, g2j2
], g3j3

],

para provarmos a Proposição 5 basta provar que [[g1, g2], g3] ∈ V para todo
g1, g2, g3 ∈ G.

Note que

[[g1, g2], g3] = g1g2g3 + g2g1g3 + g3g1g2 + g3g2g1

= g1g2g3(1 + (g2, g1) + (g3, g1)(g3, g2) + (g3, g2)(g3, g1)(g2, g1))

= g1g2g3(1 + (g2, g1))(1 + (g3, g1)(g3, g2)).

Pelo Lema 2 temos que

1 + (g2, g1) + V = (1 + g2
2)(1 + g2

1) + V,
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para todo g1, g2 ∈ G. Assim sendo, com cálculos diretos se verifica que

1 + (g3, g1)(g3, g2) + V = (1 + g2
3)(1 + g2

1) + (1 + g2
3)(1 + g2

2) + V.

Dáı segue que

[[g1, g2], g3]+V = g1g2g3(1+g2
2)(1+g2

1)((1+g2
3)(1+g2

1)+(1+g2
3)(1+g2

2))+V.

Note que (1 + g2)2 = 1 + g4 = 0, portanto temos que [[g1, g2], g3] + V = V .
Isso conclui a demonstração da Proposição 5.
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Caṕıtulo 3

Alguns Sistemas de Identidades
Polinomiais sem Base Finita

Neste caṕıtulo temos como objetivo demonstrar os teoremas principais
desse trabalho, que dão exemplos de sistemas de identidades polinomiais de
álgebras associativas sem base finita. As demonstrações aqui apresentadas
tem como base os artigos [7] e [8] de Gupta e Krasilnikov.

3.1 Demonstração do Teorema 1 e Corolários

Nesta seção vamos provar o Teorema 1 e seus corolários usando as Propo-
sições 4 e 5. Essas proposições foram demonstradas no caṕıtulo ‘Resultados
Auxiliares’.

Demonstração do Teorema 1

Seja F um corpo arbitrário de caracteŕıstica 2 e seja

wn = [x, y2]x2
1 · · ·x2

n[x, y2]3 (n = 0, 1, 2, ...).(4)

De acordo com a Definição 10 (dada no caṕıtulo de preliminares) o teo-
rema vale se o sistema {wn = 0 | n = 0, 1, ...} não é equivalente a nenhum
de seus subsistemas finitos. Vamos provar que isso acontece construindo,
para cada inteiro positivo n, uma álgebra associativa Bn sobre o corpo F tal
que Bn satisfaz as identidades wk = 0 para todo k < n mas não satisfaz a
identidade wn+1 = 0.

Vamos construir tal álgebra utilizando a F-álgebra R definida no caṕıtulo
de resultados auxiliares. Expomos novamente duas propriedades importantes
da álgebra R. Lembramos que Mn é o conjunto das combinações F-lineares
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de elementos do conjunto {r2
1 · · · r2

l | l ≤ n, ri ∈ R para todo i}. Pelas
Proposições 4 e 5, temos:

(i)Para cada inteiro positivo n existem s1, ..., sn+1 ∈ R tais que s2
1 · · · s2

n+1 /∈
Mn.

(ii) Para cada r, s, t ∈ R temos [r2, t] = 0 e [[r, s], t] = 0.

Defina Rn como sendo o quociente da álgebra de matrizes

A =


0 R R R R
0 R R R R
0 0 0 R R
0 0 0 R R
0 0 0 0 0

 =




0 a12 a13 a14 a15

0 a22 a23 a24 a25

0 0 0 a34 a35

0 0 0 a44 a45

0 0 0 0 0

 aij ∈ R


sobre o ideal

B =


0 0 0 0 Mn

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 =




0 0 0 0 a
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 a ∈Mn

 .

Ressaltamos aqui que B é de fato um ideal pois pela própria definição de
Mn, este é um subespaço vetorial de R e se multiplicarmos qualquer elemento
de B com algum de A é imediata a verificação de que este elemento é nulo,
logo pertence a B. Assim sendo escrevemos:

Rn =


0 R R R R/Mn

0 R R R R
0 0 0 R R
0 0 0 R R
0 0 0 0 0

 .
Seja

D =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


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e para cada r ∈ R, seja

r =


0 0 0 0 0
0 r 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 r 0
0 0 0 0 0

 , (3.1)

Defina Bn como sendo a subálgebra de Rn gerada por D e por todas as
matrizes r (r ∈ R). Vamos verificar que a álgebra Bn satisfaz as identidades
wk = 0 para todo k < n e, por outro lado, não satisfaz a identidade wn+1.

Seja I o ideal de Bn gerado (como um ideal bilateral) por D. Todo
elemento de I é da forma α D + v′ D + D u′ + v′′Du′′ + d , onde α ∈ F,
u′,v′,u′′,v′′ são da forma (3.1) para u′, v′, u′′, v′′ ∈ R e d ∈ I2. Com cálculos
diretos podemos verificar que v′′Du′′ = 0. Como um fato geral de matrizes
5× 5 podemos notar que qualquer elemento desse ideal I é da forma:


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0

 ,
onde os * indicam uma entrada qualquer.

Disso conclúımos com cálculos diretos que qualquer elemento d ∈ I2 deve
ser da forma


0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Fazendo os cálculos para v′ D e D u′ temos matrizes da forma
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v′D=


0 0 0 0 0
0 0 v′ 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 v′

0 0 0 0 0

 e Du′ =


0 u′ 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 u′ 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
Isto implica pelas observações anteriores que todo elemento de I é da forma:


0 u ∗ ∗ ∗
0 0 v ∗ ∗
0 0 0 u ∗
0 0 0 0 v
0 0 0 0 0

 , (3.2)

para u, v ∈ R (as entradas denotadas por * não são importantes para a
demonstração).

Considere agora a subálgebra R= {r | r ∈ R}. Pelas observações acima
é imediata a verificação que I ∩ R = 0 e ainda mais, temos que R é uma
álgebra isomorfa a R, basta considerar a aplicação de R em R que faz r 7→
r. Assim sendo, fica claro que Bn é uma extensão do ideal I pela subálgebra
R que, por ser isomorfa a R, satisfaz a identidade [x, y2] = 0. Portanto, para
cada b1, b2 ∈ Bn, temos que [b1, b

2
2] ∈ I, portanto [b1, b

2
2] é da forma (3.2).

Seja k um inteiro positivo. Seja ci ∈ Bn (i = 1, 2, ..., k) dado por ci =
ri + di (note que pela observação acima um elemento qualquer de Bn pode
ser escrito dessa forma), onde ri ∈ R e di ∈ I para todo i. Verificaremos que
o elemento

[b1, b
2
2]c

2
1c

2
2 · · · c2k[b1, b22]3

é da forma 
0 0 0 0 f +Mn

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (3.3)

onde f = r2
1 · · · r2

k(uv)2. De fato, temos que c2i = (ri+di)
2 = r2

i+ridi+diri+d
2
i

que é um elemento da forma
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
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 r2

i ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 r2

i ∗
0 0 0 0 0


e portanto c21 · · · c2k é igual a

0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 r2

1 · · · r2
k ∗ ∗ ∗

0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 r2

1 · · · r2
k ∗

0 0 0 0 0

 .
Suponha então que [b1, b

2
2] seja escrito como


0 u ∗ ∗ ∗
0 0 v ∗ ∗
0 0 0 u ∗
0 0 0 0 v
0 0 0 0 0

 ,
fica então imediata a verificação de que [b1, b

2
2]

3 é igual a
0 0 0 uvu ∗
0 0 0 0 vuv
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
Logo [b1, b

2
2]c

2
1c

2
2 · · · c2k[b1, b22]3 é igual a


0 u ∗ ∗ ∗
0 0 v ∗ ∗
0 0 0 u ∗
0 0 0 0 v
0 0 0 0 0

 ×


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 r2

1 · · · r2
k ∗ ∗ ∗

0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 r2

1 · · · r2
k ∗

0 0 0 0 0

 ×


0 0 0 uvu ∗
0 0 0 0 vuv
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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=


0 0 0 0 f +Mn

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,
onde f = ur2

1 · · · r2
kvuv. Pela Proposição 5 os elementos da forma r2 estão

no centro de R e portanto f = r2
1 · · · r2

k(uv)2. Se k < n, então f ∈ Mn e
portanto

[b1, b
2
2]c

2
1c

2
2 · · · c2k[b1, b22]3 = 0

para todo bi, cj ∈ Bn. Logo, Bn satisfaz a identidade wk = 0 para todo k < n.

Para provar que Bn não satisfaz a identidade wn+1 = 0 considere o
elemento

d = [D,12]s2
1 · · · s2

n+1[D,1
2]3,

onde s1, ..., sn+1 ∈ R são tais que s2
1 · · · s2

n+1 /∈ Mn (tais termos existem pela
Proposição 4) e 1, si são matrizes da forma 3.1 correspondentes a 1 ∈ R e
si ∈ R respectivamente. É fácil verificar que [D,12] = D. De fato, 12 = 1 e

[D,1] =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

×


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0



−


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

×


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 = D.

Então calculando da mesma forma que foi feito acima veremos que d é da
forma 3.3 com f = s2

1 · · · s2
n+1 . Pela escolha dos elementos s1, ..., sn+1, nós

temos f /∈ Mn e portanto d 6= 0. Assim, wn+1 = 0 não é satisfeita por Bn

como requerido. Isso completa a prova do Teorema 1.

Seja, para cada n = 0, 1, 2, ...,

w(0)
n = [x, y2]3x2

1x
2
2 · · ·x2

n[x, y2],
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w(1)
n = [[x, y], z]x2

1x
2
2 · · ·x2

n[[x, y], z]3,

w(2)
n = [[y1, z1], t1]x

2
1x

2
2 · · ·x2

n[[y2, z2], t2][[y1, z1], t1][y2, z2], t2],

w(3)
n = [x, y2]x2

1x
2
2 · · ·x2

n[z, t2][x, y2][z, t2],

w(4)
n = [x, y2]x2

1x
2
2 · · ·x2

n[x, y2]2x2
n+1 · · ·x2

2n[x, y2],

w(5)
n = [[x, y], z]x2

1x
2
2 · · ·x2

n[[x, y], z]2x2
n+1 · · ·x2

2n[[x, y], z],

w(6)
n = [[y1, z1], t1]x

2
1x

2
2 · · ·x2

n[[y2, z2], t2][[y1, z1], t1]x
2
n+1 · · ·x2

2n[[y2, z2], t2].

Corolário 1. Seja F um corpo de caracteŕıstica 2, então para cada i =
0, 1, ..., 6 o sistema {w(i)

n = 0 |n = 0, 1, 2, ...} de identidades polinomiais não
tem base finita em F-álgebras associativas.

Demonstração. Observamos que pelo mesmo motivo que um comutador da
forma [x, y2] é da forma (3.2), um comutador da forma [[x, y], z] também
o é (basta notar que pela Proposição 4 a álgebra R satisfaz a identidade
[[x1, x2], x3] = 0). Basta então calcular diretamente usando os cálculos acima
para perceber que, para cada inteiro positivo n, a álgebra Bn satisfaz as
identidades w

(i)
k = 0 ( i = 0, 1, 2, 3; k < n) e não satisfaz as identidades

w
(i)
n+1 = 0 (i = 0, 1, 2, 3). E da mesma forma é posśıvel checar que B2n+1 sat-

isfaz as identidades w
(i)
k = 0 ( i = 4, 5, 6; k ≤ n) e não satisfaz as identidades

w
(i)
n+1 = 0 (i = 4, 5, 6).

Corolário 2. Seja F um corpo de caracteŕıstica 2, então o sistema de iden-
tidades

wn = [x, y2]x2
1 · · ·x2

n[x, y2]3 (n = 0, 1, 2, ...)

não é equivalente a nenhum sistema de identidades finito em F-álgebras as-
sociativas com unidade.

Demonstração. Seja B
(1)
n o fecho unitário (a menor álgebra contendo 1 e Bn)

da álgebra Bn. É imediato que B
(1)
n pode ser vista como F⊕Bn, ou seja, como

soma direta de espaços vetoriais F e Bn sobre o corpo F, onde os elementos
de F agem em Bn por multiplicação escalar e o elemento 1 de F é a unidade
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de B
(1)
n . Para provar o corolário basta provar que B

(1)
n satisfaz as identidades

wk = 0 (k < n) e, por outro lado, não satisfaz a identidade wn+1 = 0.

Seja b, b′, b1, ..., bk elementos arbitrários de B
(1)
n e seja

d = [b, (b′)2]b1
2 · · · bk

2
[b, (b′)2]3.

Então b = α + b, b′ = α′ + b′, bi = αi + bi onde α, α′, αi ∈ F, b, b′, bi ∈ Bn.
Temos

d = [α + b, (α′ + b′)2](α1 + b1)
2 · · · (αk + bk)

2[α + b, (α′ + b′)2]3

= [b, (b′)2](α2
1 + b21) · · · (α2

k + b2k)[b, (b
′)2]3.

Portanto, d é uma combinação linear (sobre o corpo F) de elementos

[b, (b′)2]b2i1 · · · b
2
il
[b, (b′)2]3 (l ≤ k; i1 < · · · < il ≤ k).

Como Bn satisfaz as identidades wl = 0 (l < n), nós temos que

[b, (b′)2]b2i1 · · · b
2
il
[b, (b′)2]3 = 0

para todo l ≤ k e portanto d = 0.

Assim sendo, B
(1)
n satisfaz as identidades wk = 0 (k < n). Por outro

lado, a álgebra B
(1)
n não satisfaz a identidade wn+1 = 0 pois a álgebra Bn não

a satisfaz. Isso completa a demonstração do corolário.

Corolário 3. Para um corpo F qualquer de caracteŕıstica 2 o sistema que
consiste da identidade

x1[[x2, x3], x4]x5[[x6, x7], x8]x9 = 0,

e das identidades

wn = [x, y2]x2
1 · · ·x2

n[x, y2]3 (n = 0, 1, 2, ...)

não é equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-álgebras associativas.

Demonstração. Sejam d1, ..., d9 elementos arbitrários de Bn. Lembre-se que
a álgebra R satisfaz a identidade [[x1, x2], x3] = 0, e portanto, para cada i, j, k
nós temos [[di, dj], dk] ∈ I o que implica que [[di, dj], dk] é da forma (3.2). Já
que
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
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0

×


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0

×


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0



×


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0

×


0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0

 = 0,

nós temos que d1[[d2, d3], d4]d5[[d6, d7], d8]d9 = 0. O resultado segue.

3.2 Demonstração do Teorema 2

Nesta seção vamos provar o Teorema 2 usando as Proposições 4 e 5. Essas
proposições foram demonstradas no caṕıtulo ‘Resultados Auxiliares’.

Demonstração do Teorema 2

Seja F um corpo arbitrário de caracteŕıstica 2 e seja

un = [[y1, z1], t1]x
2
1x

2
2 · · ·x2

n[[y2, z2], t2][[y1, z1], t1][[y2, z2], t2].(5)

De acordo com a Definição 10 (dada na seção de preliminares) o teorema vale
se o sistema {un = 0 |n = 0, 1, ...}∪ {x6 = 0} não é equivalente a nenhum de
seus subsistemas finitos. Vamos provar que isso acontece construindo, para
cada inteiro positivo n, uma álgebra associativa Bn sobre o corpo F tal que
Bn satisfaz as identidades uk = 0 e x6 = 0 para todo k < n mas não satisfaz
a identidade un+1 = 0.

Seja F[t1, t2, t3, t4] uma álgebra de polinômios sobre F, 1 ∈ F[t1, t2, t3, t4],
e seja L o ideal de F[t1, t2, t3, t4] gerado por {t3i | i = 1, 2, 3, 4}. Defina K =
F[t1, t2, t3, t4]/L e seja ξi = ti + L (i = 1, 2, 3, 4). É imediato que K é uma
F-álgebra com F-base {ξm1

1 ξm2
2 ξm3

3 ξm4
4 | 0 ≤ mi < 3}.

Seja δ o ideal de K gerado por ξi (i = 1, 2, 3, 4). Perceba que se α ∈ δ
então α é combinação de elementos da forma ξm1

1 ξm2
2 ξm3

3 ξm4
4 com mi não
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todos nulos, e lembrando que se f, g ∈ K então (f + g)4 = f 4 + g4, temos
que α4 = 0.

Seja R = K ⊗F R. Como a identidade [[x, y], z] é multilinear e, pela
Proposição 4, a álgebra R satisfaz essa identidade, R satisfaz a identidade
[[x, y], z] = 0 também. Como em uma álgebra sobre um corpo de carac-
teŕıstica 2 temos [x, y2] = [[x, y], y], a identidade [x, y2] = 0 também é satis-
feita em R.

Defina J como o ideal de R gerado por todos os elementos da forma
ξi ⊗ 1 (i = 1, 2, 3, 4) e 1 ⊗ (g + 1 + V ) (g ∈ G). Seja ∆ o ideal de FG
gerado por (g + 1), g ∈ G. É imediato verificar que V ⊂ ∆. Afirmamos que
J = δ ⊗ R + K ⊗ ∆/V . De fato, basta notar que o ideal gerado por um
elemento a⊗ b ∈ V ⊗W é da forma < a > ⊗ < b > onde < a > representa
o ideal gerado por a em V e < b > o ideal gerado por b em W . Note agora
que R = F(1 + V ) + ∆/V . Isso ocorre pois FG tem base

{g | g ∈ G}

= {1} ∪ {g | g ∈ G, g 6= 1},
logo também é base

{1} ∪ {g + 1 | g ∈ G, g 6= 1}.

Portanto o conjunto gerador de R = FG/V é {1 + V } ∪ {g + 1 + V | g ∈ G}
e o resultado segue. Assim sendo, segue que

J = δ ⊗ (F(1 + V ) + ∆/V ) + K⊗∆/V

= δ ⊗ F(1 + V ) + K⊗∆/V

e dáı verificamos que todo elemento de J pode ser escrito na forma α0⊗ 1 +∑
i≥1 αi ⊗ hi, onde α0 ∈ δ e, para todo i > 0, αi ∈ K e hi = gi + 1 + V para

algum gi ∈ G.
Seja Mn = K⊗FMn. É imediato verificar que R é um K-módulo. Vamos

provar que Mn é um K-submódulo de R gerado pelo conjunto {r2
1 · · · r2

k | 0 ≤
k ≤ n, ri ∈ R}. De fato, é suficiente provar que para cada k, 0 ≤ k ≤ n,
e qualquer ri ∈ R temos que r2

1 · · · r2
k ∈ Mn. Seja r ∈ R, r =

∑
i αi ⊗ hi,

onde αi ∈ K, hi ∈ R. Então pela mesma observação feita na demonstração
da Proposição 4 temos que

r2 =
∑
i

α2
i ⊗ h2

i +
∑
i<j

αiαj ⊗ [hi, hj],

e portanto r2
1 · · · r2

k é uma combinação K-linear de elementos da forma 1 ⊗
h2
i1
· · ·h2

ik
e 1⊗h2

i1
· · ·h2

ip [hj1 , hj2 ] · · · [hj2q−1 , hj2q ](p+q = k). Note que [hi, hj] ∈
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FG2 pois [hi, hj] = [hi, hj] + h2
i + h2

j + h2
i + h2

j = (hi + hj)
2 + h2

i + h2
j . Então

h2
i1
· · ·h2

ik
∈ Mn e h2

i1
· · ·h2

ip [hj1 , hj2 ] · · · [hj2q−1 , hj2q ] ∈ Mn se p + q = k, nós

temos r2
1 · · · r2

k ∈Mn como queŕıamos.
Defina Rn como o quociente da álgebra de matrizes

0 R R R R
0 R R R R
0 0 0 R R
0 0 0 R R
0 0 0 0 0


sobre o ideal 

0 0 0 0 Mn

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


assim sendo

Rn =


0 R R R R/Mn

0 R R R R
0 0 0 R R
0 0 0 R R
0 0 0 0 0

 .
Seja

D =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


e para cada r ∈ R, seja

r =


0 0 0 0 0
0 r 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 r 0
0 0 0 0 0

 . (3.4)

Defina Bn como a subálgebra de Rn gerada por D e por todas matrizes do
tipo r (r ∈ J). Nós vamos verificar que a álgebra Bn satisfaz as identidades
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wk = 0 para todo k < n e, por outro lado, não satisfaz a identidade wn+1 = 0.
Depois iremos provar que, para cada n, a identidade x6 = 0 é satisfeita em
Bn. Seja I o ideal de Bn gerado (como um ideal bilateral) por D. Todo
elemento de I é da forma

αD +Du1 + v1D + v2Du2 + βD2 + v3D
2 +D2u3 +Dw3D

+v4Dw4D +Dw5Du5 + v6D
2u6 + v7Dw7Du7 + d,

onde d ∈ I3, α, β ∈ K,ui,vj,wk são da forma 3.4 com ui, vj, wk ∈ J . Como
feito na demonstração do Teorema 1, é imediato checar que para todo r1, r2

da forma 3.4 nós temos que r1Dr2 = 0. Portanto

v2Du2 = v4Dw4D = Dw5Du5 = v7Dw7Du7 = 0.

Observe que

D2r =


0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

×


0 0 0 0 0
0 r 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 r 0
0 0 0 0 0

 =


0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


e portanto com cálculos inteiramente análogos conclúımos que os elementos
v3D

2, D2u3,v6D
2u6 e d são da forma

0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
Note agora que

DwD =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

×


0 0 0 0 0
0 w 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 w 0
0 0 0 0 0

×


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0


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=


0 0 w ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 w
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


e portanto segue que todo elemento de I é da forma

0 u w ∗ ∗
0 0 v ∗ ∗
0 0 0 u w
0 0 0 0 v
0 0 0 0 0

 (3.5)

para alguns u, v, w ∈ R (as entradas denotadas por ∗ não são importantes
para a demonstração).

É imediato que Bn é uma soma do ideal I e da subálgebra J = {r | r ∈ J}
e I∩J = 0. A álgebra J é isomorfa à álgebra J , basta considerar o isomorfismo
natural r 7→ r e a verificação é imediata. Assim J satisfaz a identidade
[[x, y], z] = 0.

Seja k um inteiro positivo e seja b
(l)
i , cj ∈ Bn(i = 1, 2, 3; l = 1, 2; j =

1, 2, ..., k). Pela observação acima [[b
(l)
1 , b

(l)
2 ], b

(l)
3 ] ∈ I, então [[b

(l)
1 , b

(l)
2 ], b

(l)
3 ] é

da forma (3.5) para l = 1, 2. Seja

[[b
(l)
1 , b

(l)
2 ], b

(l)
3 ] =


0 u(l) ∗ ∗ ∗
0 0 v(l) ∗ ∗
0 0 0 u(l) ∗
0 0 0 0 v(l)

0 0 0 0 0


e seja cj = rj + dj, onde rj ∈ J e dj ∈ I para todo j. Então com cálculos
da mesma forma que foram feitos na demonstração do Teorema 1 é imediato
verificar que o elemento

d = [[b
(1)
1 , b

(1)
2 ], b

(1)
3 ]c21c

2
2 · · · c2k[[b

(2)
1 , b

(2)
2 ], b

(2)
2 ][[b

(1)
1 , b

(1)
2 ], b

(1)
3 ][[b

(2)
1 , b

(2)
2 ], b

(2)
2 ]

é da forma 
0 0 0 0 f +Mn

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , (3.6)
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com f = u(1)r2
1 · · · r2

kv
(2)u(1)v(2). Como os quadrados são centrais na álgebra

R (Proposição 5), f = r2
1 · · · r2

k(u
(1)v(2))2. Se k < n nós temos que f ∈ Mn

então d = 0 para todo b
(l)
i , cj ∈ Bn. Logo, Bn satifaz todas as identidades

wk = 0 (k < n).
Para provar que Bn não satisfaz a identidade wn+1 = 0 considere o

elemento

d′ = [[D, ξ̃1], ξ̃2]s
2
1 · · · s2

n+1[[D, ξ̃3], ξ̃4][[D, ξ̃1], ξ̃2][[D, ξ̃3], ξ̃4],

onde ξ̃i = ξi⊗1, si = 1⊗(1+ai+V ) (lembre-se que {ai | i ∈ N} é um conjunto
de geradores livres para G) e si é uma matriz da forma (3.4) correspondente
a si. Esse cálculo se faz da mesma forma que o anterior para calcular 3.5 e
então é direto verificar que d′ é da forma 3.6 com

f = ξ2
1ξ

2
2ξ

2
3ξ

2
4 ⊗ ((1 + a2

1) · · · (1 + a2
n+1) + V ).

Pela Proposição 4, (1 + a2
1) · · · (1 + a2

n+1) /∈ Mn, então f /∈ Mn = K ⊗F Mn

e d′ 6= 0. Assim, Bn não satisfaz a identidade wn+1 = 0, como queŕıamos
demonstrar.

Falta agora provar que, para cada n > 0, a álgebra Bn satisfaz a identi-
dade x6 = 0. Nós precisaremos do seguinte lema.

Lema 7. A álgebra J satisfaz a identidade x4 = 0.

Demonstração. Seja f um elemento arbitrário de R, f =
∑

i≥0 αi ⊗ hi, onde
αi ∈ K, hi ∈ R. Então, como já foi explicado,

f 2 =
∑
i≥0

α2
i ⊗ h2

i +
∑

0≤i<j

αiαj ⊗ [hi, hj].

Como R satisfaz as identidades [[x, y], z] = 0 e [x, y2] = 0, segue que os
elementos α2

i ⊗h2
i e αiαj⊗ [hi, hj] são centrais em R para todo i, j. Portanto

f 4 =
∑
i≥0

α4
i ⊗ h4

i +
∑

0≤i<j

α2
iα

2
j ⊗ [hi, hj]

2.

Note que sobre um corpo de caracteŕıstica 2 nós temos que

[[x, xy], y] + x[[x, y], y] = [x2y + xyx, y] + x[xy + yx, y]

= x2y2 + yx2y + xyxy + yxyx+ x2y2 + xyxy + xyxy + xy2x

= yx2y + xyxy + yxyx+ xy2x = (xy)2 + xyyx+ yxxy + (yx)2 = [x, y]2.

Como R satisfaz a identidade [[x, y], z] = 0 , segue que R satisfaz a identidade
[x, y]2 = 0 também. Portanto, [hi, hj]

2 = 0 para todo i, j e f 4 =
∑

i≥0 α
4
i⊗h4

i .
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Agora suponha que f ∈ J . Então, como visto anteriormente f = α0 ⊗
1+

∑
i≥1 αi⊗hi onde α0 ∈ δ e, para todo i > 0, αi ∈ K e hi = gi+1+V para

algum gi ∈ G. Por outro lado vimos que para f ∈ R, f 4 =
∑

i≥0 α
4
i ⊗ h4

i .
Então se f ∈ J podemos assumir nessa última equação que, por exemplo,
α0 ∈ δ, h0 =, hi = (gi + 1) + V (i > 0), onde gi ∈ G para todo i. Segue que

f 4 = α4
0 ⊗ 1 +

∑
i≥1

α4
i ⊗ h4

i .

Como α0 ∈ δ, temos que α4
0 = 0. Por outro lado já checamos anteriormente

(conferir seção de preliminares) que g4 = 1 para todo g ∈ G, então

h4
i = (gi + 1)4 + V = (g4

i + 1) + V = 0 + V

para todo i ≥ 1.
Dáı f 4 = 0 para todo f ∈ J . E o lema está demonstrado.

Seja x um elemento arbitrário de Bn. Então x = r + x′, onde r é da
forma 3.4 com r ∈ J e x′ ∈ I. Como x′ é da forma 3.5 temos que

x =


0 u w ∗ ∗
0 r v ∗ ∗
0 0 0 u w
0 0 0 r v
0 0 0 0 0


com r ∈ J, u, v, w ∈ R. Lembre-se que [t, s2] = [t, s, s] = 0, e isso junto com
o Lema 7 nos dá que

r4 = 0 e s2t = ts2

para todo r ∈ J e s, t ∈ R. Vamos calcular diretamente x6, para isso sub-
stitúımos as entradas ∗ do elemento x para a, b, c e d de forma que

x =


0 u w a b
0 r v c d
0 0 0 u w
0 0 0 r v
0 0 0 0 0


logo
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x2 =


0 ur uv uc+ wu+ ar ud+ w2 + av
0 r2 rv rc+ vu+ cr rd+ vw + cv
0 0 0 ur uv
0 0 0 r2 rv
0 0 0 0 0

 .
Sejam

δ1 = uc+ wu+ ar,

δ2 = ud+ w2 + av,

δ3 = rc+ vu+ cr,

δ4 = rd+ vw + cv,

então

x2 =


0 ur uv δ1 δ2
0 r2 rv δ3 δ4
0 0 0 ur uv
0 0 0 r2 rv
0 0 0 0 0

 .
Portanto da mesma forma que calculamos x2 obtemos de imediato que

x4 =


0 ur3 ur2v urδ3 + uvur + δ1r

2 urδ4 + (uv)2 + δ1rv
0 0 r3v r2δ3 + rvur + δ3r

2 r2δ4 + rvuv + δ3rv
0 0 0 ur3 ur2v
0 0 0 0 r3v
0 0 0 0 0

 .
Sejam

∆1 = urδ3 + uvur + δ1r
2,

∆2 = urδ4 + (uv)2 + δ1rv,

∆3 = r2δ3 + rvur + δ3r
2,

∆4 = r2δ4 + rvuv + δ3rv,

então
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x4 =


0 ur3 ur2v ∆1 ∆2

0 0 r3v ∆3 ∆4

0 0 0 ur3 ur2v
0 0 0 0 r3v
0 0 0 0 0

 .
Como x6 = x4x2 temos que

x6 =


0 0 0 ur3δ3 + ur2vur + ∆1r

2 ur3δ4 + ur2vuv + ∆1rv
0 0 0 r3vur + ∆3r

2 r3vuv + ∆3rv
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
Note agora que

ur3δ3 + ur2vur + ∆1r
2

= ur3δ3 + ur2vur + (urδ3 + uvur + δ1r
2)r2

= ur3(rc+ vu+ cr) + uvur3 + ur3δ3 + uvur3

= ur3vu+ ur3cr + ur3(rc+ vu+ cr) = 0.

Procedendo analogamente para as expressões acima verifica-se que x6 é
um elemento da forma 3.6 com f = ur3vw + wur3v + urvurv. Como

f = [ur3v, w] + (urv)2 = (ur3v + w)2 + (ur3v)2 + w2 + (urv)2,

temos que f ∈Mn para todo n > 0 então x6 = 0.
Portanto a álgebra Bn satisfaz a identidade x6 = 0. Isso completa a

prova do teorema.
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