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Resumo

Seja F um corpo e seja A a F-dlgebra associativa livre (sem unidade) com
geradores livres x1, 29, .... Seja f = f(x1,...,z,) € A e seja G uma algebra
associtativa sobre F. Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial (ou
apenas uma identidade) em G se f(gi,...,g,) = 0 para todos ¢i, ..., g, € G.
Dois sistemas de identidades polinomiais {u; = 0]¢ € I} e {v; =0]j € J}
sao equivalentes se toda [F-dlgebra associativa satisfazendo todas as identi-
dades u; = 0 satisfaz todas as identidades v; = 0 e vice-versa. Se o sistema
de identidades polinomiais {u; = 0|7 € I} é equivalente a algum sistema
finito de identidades, dizemos que o sistema {u; = 0|i € I} tem base finita.

Nesta dissertacao, faremos um estudo detalhado de dois sistemas de
identidades polinomiais que nao possuem base finita, ou seja, que nao sao
equivalentes a um conjunto finito de identidades. O primeiro deles consiste
num sistema de identidades polinomiais que nao tem base finita em algebras
associativas (sobre um corpo de caracteristica 2) sem unidade e com unidade,
enquanto o segundo vale apenas para algebras associativas (sobre um corpo de
caracterfstica 2) sem unidade e contém a identidade 2° = 0. Esta dissertagao
foi baseada nos artigos [7] e [8] de Gupta e Krasilnikov, e no capitulo 3 do
livro Free Algebras and PI-Algebras do Drensky [4].

Palavras-chave: Identidades polinomais, variedades de algebras, propriedade
da base finita.



Abstract

Let F be a field and let A be the free associative F-algebra (without
1) on free generators zy,xs,.... Let f = f(z1,...,2,) € A and let G be an
associative algebra over F. We say that f = 0 is a polynomial identity (or
an identity) in G if f(g1,...,9,) = 0 for all gy,...,¢9, € G. Two systems of
polynomial identities {u; = 0|¢ € I} and {v; = 0]j € J} are equivalent
if every associative [F-algebra satisfying all the identities u; = 0 satisfies all
the identities v; = 0 and vice versa. If a system of polynomial identities
{u; = 0]i € I} is equivalent to some finite system of identities, we say that
the system {u; = 0|i € I} has a finite basis or is finitely based.

In this dissertation, we study in detail two systems of polynomial iden-
tites that are not finitely based, that is, they are not equivalent to a finite
set of identities. The first one consists of a system of polynomial identities
that has no finite basis in associative algebras (over a field of characteristic
2) with or without unity, whereas the second one works only in non-unitary
associative algebras (over a field of characteristic 2) and contains the identity
2% = 0. This dissertation was based on the articles [7] and [8] by Gupta and
Krasilnikov, and the chapter 3 from the book Free Algebras and PI-Algebras
by Drensky [4].

Keywords: Polynomial Identities, varieties of algebras, finite basis property.
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Introducao

Uma das razoes de se introduzir a nocao de variedades de grupos e
algebras é que as variedades dao uma classificacao, ainda que simples, de
todos os grupos e algebras em termos da linguagem de identidades. Essa
classificagao é muito rudimentar no sentido que é possivel, por exemplo,
provar que a unica variedade de &algebras comutativas unitarias sobre um
corpo infinito é a variedade de todas as algebras comutativas. Desse ponto
de vista, algebras comutativas sao “triviais”. Como nés queremos classificar
todas as variedades, a primeira pergunta que surge é se podemos fazer isso
em um numero finito de termos.

Uma variedade tem base finita quando pode ser definida por um sistema
finito de identidades. O problema da base finita, um dos problemas fundamen-
tais no estudo de identidades polinomiais para um sistema de identidades em
grupos ou algebras, consiste em descobrir se o sistema é equivalente a algum
sistema finito de identidades. Neste trabalho nés consideramos o problema
para variedades de algebras associativas, a questao ¢ se todas elas podem ser
definidas por um sistema finito de identidades polinomiais. Junto com um
caso similar na teoria dos grupos, esse foi um dos principais problemas na
teoria de variedades de grupos e algebras por mais de 30 anos. Se charF =0
esse problema é conhecido como o problema de Specht que diz: todo sistema
de identidades polinomiais em F-algebras associativas tem base finita? Se F
¢ um corpo de caracteristica 0, entao a resposta ¢ sim. Esse ¢ um resultado
celebrado obtido por Kemer em 1987 [9]. Por outro lado, se F é um corpo
de caracteristica p > 0, entao a resposta é nao. Isso foi provado por Belov
[2], Grishin [5] (para p = 2) e Shchigolev [13] (vide também [3, 6, 14]). O
problema foi inicialmente questionado para grupos por Neumann em sua tese
em 1935 (vide [10] para referéncias) e por Specht [15] em 1950 para algebras
associativas sobre um corpo de caracteristica 0.

Até hoje, estd em aberto o problema para algumas classes de grupos
e algebras. Aqui nés daremos alguns exemplos de variedades de &algebras
associativas sobre um corpo de caracteristica 2 que nao tem base finita de
suas identidades polinomiais.



Seja F um corpo e seja A uma F-dlgebra associativa livre (sem unidade)
com geradores livres x1,xs,.... Seja f = f(x1,...,2,) € A e seja G uma
algebra associtativa sobre F. Dizemos que f = 0 é uma identidade poli-
nomial (ou apenas uma identidade) em G se f(gi,...,g,) = 0 para todos
g1, -, gn € G. Dois sistemas de identidades polinomiais {u; = 0]i € I} e
{v; =0]j € J} sao equivalentes se toda F-algebra associativa satisfazendo
todas as identidades u, satisfaz todas as identidades v; e vice-versa. Se o
sistema de identidades polinomiais {u; = 0|7 € I} é equivalente a algum
sistema finito de identidades, dizemos que o sistema {u; = 0|i € I} tem base
finita.

O objetivo do presente trabalho é estudar sistemas de identidades poli-
nomiais sem base finita de algebras associativas sobre um corpo de carac-
teristica 2. Seja [z, y] = xy — yz. O primeiro de nossos resultados principais
é o seguinte teorema demonstrado por Gupta e Krasilnikov em [7].

Teorema 1 ([7]). Para um corpo F qualquer de caracteristica 2 o sistema de
tdentidades polinomiais

{lz,y)oias - 2yl y [n=0,1,2,..}

nao € equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-dlgebras associativas.

No final dos anos setenta e inicio dos anos oitenta, a seguinte conjectura
foi muito conhecida entre os algebristas trabalhando no problema da base
finita para anéis associativos.

Conjectura. FExistem sistemas de identidades polinomiais sem base finita
em anéis associativos que contém uma identidade da forma x™ = 0. Em par-
ticular, existem tais sistemas que contém a identidade x® = 0.

Em [5] Grishin provou que a primeira parte da conjectura era verdade:
existe um sistema sem base finita que contém a identidade x*? = 0. Neste
trabalho também vamos estudar uma demonstracao para a segunda parte da
conjectura (numa forma ainda mais forte) e ver que ela é verdade. Seja

un = [[y1, 21), talatad - - 22 [[y2, 22), to] [[yn, 1), 1] (w2, 2], 2],

o segundo resultado principal do texto é o seguinte teorema demonstrado por
Gupta e Krasilnikov em [8].

Teorema 2 ([8]). Para um corpo F qualquer de caracteristica 2 o sistema de
tdentidades polinomiais

{2°=0}U{u,=0|n=0,1,..}
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nao € equivalente a nenhum sistema finito de identidades em F-dlgebras as-
sociativas.

Note que ambos os teoremas valem se F = Z /27, logo vale o corolario
abaixo.

Corolario. Os sistemas

{2°=0}U{u,=0|n=0,1,..}

{[z,y")atzs - ap[z,y? [n=0,1,2,...}
de identidades polinomiais em anéis associativos nao tem base finita.
Segue de um resultado de Popov [16] que sobre qualquer corpo F, qual-

quer sistema de identidades polinomiais em [F-dlgebras associativas contendo,
para algum n, a identidade

[..[[1, x2), 23], -, ol [[Tna1s Tnre), Tnas], oy Ton] =0

tem base finita. O mesmo é verdade para qualquer sistema de identidades
contendo, para algum n, a identidade

[-’151, $2] [9537 334] s [$2n—1> 332n] =0

desde que o corpo F seja infinito [17]. Por outro lado, ao contrério das duas
identidades acima, a identidade

T [[902, $3], IE4]905 [[%’, 907] ) $8]$9

pode ser incluida num sistema de identidades polinomiais sem base finita.
Isso segue do seguinte corolario.

Corolario. Para um corpo F qualquer de caracteristica 2 o sistema que
consiste da identidade

w1[[T2, 23], T4]T5[[6, T7], W8] W9 = 0,
e das identidades
w, = [x,yQ]x% . -xi[x,gf]?’ (n=0,1,2,...)

nao € equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-dlgebras associativas.



Podemos considerar o problema da base finita para dlgebras unitarias
(isto é, para dlgebras com unidade 1) bem como para algebras que nao
sao necessariamente unitarias. Veremos que o Teorema 1 também vale para
algebras unitarias, esse fato sera um coroldrio da demonstracao. No entanto
para o Teorema 2 ja nao podemos dizer o mesmo. De fato, em geral uma
algebra com unidade nao satisfaz uma identidade da forma z™ = 0.

No primeiro capitulo daremos as definicdes necessarias para o entendi-
mento do resto do texto, tanto para as demonstragoes dos teoremas principais
quanto para os resultados auxiliares, junto com elas algumas proposicoes e
teoremas que sao resultados relativamente bem conhecidos da élgebra geral.

No segundo capitulo faremos uma exposicao detalhada da construcao de
uma algebra que nos possibilitard provar os dois teoremas aqui enunciados.
Finalmente no terceiro capitulo faremos a demonstracao dos teoremas prin-
cipais e enunciaremos (com demonstracao) alguns coroldrios provenientes da
demonstracao do primeiro teorema.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos expor as defini¢oes das principais estruturas algébricas

usadas no decorrer da dissertacao, além de resultados conhecidos sobre as
mesmas. Falaremos sobre algebras livres e identidades polinomiais, o que
nos permitird entender a teoria por tras dos teoremas principais. Alguns re-
sultados aqui apresentados serao expostos sem demonstragao, faremos apenas
referéncia a livros em que o leitor podera consulta-las se desejar.

1.1 Propriedades Basicas de Algebras

Nesta secao, K serda um corpo de caracteristica qualquer, salvo mencao
contraria. Todos os espacos vetoriais e algebras sao sobre o corpo K.

Definicao 1. Um espaco vetorial R é chamado uma é&lgebra linear (ou
uma K-dlgebra) se R é equipado com uma operagao bindria * (isto é, uma
aplicacao * : (R, R) — R), chamada multiplica¢ao, tal que para todo a, b, c €
R e qualquer a € K

(a+b)xc=a*xc+bxc,
ax(b+c)=axb+axc,
alaxb) = (aa) xb=ax (ab).

Definigao 2. O subespaco S de uma algebra R é chamado de subdlgebra se é
fechado com respeito a multiplicacao, isto é, s1,s9 € S implica que s1%s9 € S.
A subédlgebra I de R é chamada um ideal & esquerda de R se RI C [ (isto
é, rxi € I para todor € R, ¢ € I). Similarmente definimos ideal a direita e
ideal bilateral (ou simplesmente ideal, que significa um ideal a esquerda e a
direita ao mesmo tempo e é denotado por I < R).



Abaixo seguem exemplos de algebras sobre um corpo K.

Exemplo 1. (i) L - uma extensao qualquer do corpo K com as operagoes
usuais;

(17) Klz], K[x1, ..., 2] - 08 polindmios em uma ou vérias varidveis (comuta-
tivas);

(131) M, (K) - o espago vetorial de todas as matrizes n X n com entradas em
K, e com multiplicacao usual de matrizes.

Os teoremas usuais sobre homomorfismos de espagos vetoriais, grupos e
anéis continuam valendo para algebras.

Definicao 3. Seja R uma algebra sobre K.

(1) R é associativa se (a * b) *x ¢ = a * (b* ¢) para todo a,b,c € R;
(i7) R é comutativa se a xb=bx*a, a,b € R;
(#7i) R é uma algebra de Lie se para todo a,b,c € R,

a * a = 0, anticomutatividade,
(axb)xc+ (bxc)*xa+ (cxa)*b=0, aidentidade de Jacobi;

(iv) R é unitdria se R tem uma unidade e com a propriedade exr = rxe = r,
para todo r € R.

Definicao 4. Sejam V e W espagos vetoriais. Para construirmos o produto
tensorial V ®@x W de V e W primeiro consideramos o conjunto dos elementos
do produto cartesiano V x W. O espaco F'(V x W) denotard o espago vetorial
que tem como base os elementos do conjunto V' x W. Seja R o subespaco de
F(V x W) gerado por

(v1 +v9) X w — (V1 X W+ vy X W);
v X (wy + we) — (v X wy + v X wy);
c(v x w) — (cv) X w;
c(v x w) —v X (cw).
Dessa forma o produtg tensorial entre dois espagos V' e W é o espago quo-
ciente FI(V x W)/R. E imediato verificar que as seguintes igualdades valem
em Vg W
(01 4+ 12) W = v1 @ W + Vg @ W;
VR (W +we) =V wy + V& wa;



ORW=v®cw=c(vuw).

onde v, v;, w, e w; sao vetores de V e W (respectivamente). Assim podemos
dizer que

(Z av;) ® (Z Bjw;) = Z Z a;Bi(v; ® wy), o4, B € K.
iel j€J iel jeJ
Se Ve W sao dlgebras, entao V®@W também é uma algebra com multiplicagao
definida a partir de

(U/ ®w/)<v/1 ®w//) — (UIUH) ® (w/wll),vl,v// E ‘/”w/,w// E W

O produto tensorial é caracterizado por uma propriedade universal. Con-
sidere o problema de construir uma aplicacao bilinear v do produto cartesiano
V' x W no espaco vetorial X. A construcao do produto tensorial V ® W,
junto com a aplicacao bilinear natural ¢ : V x W — V @ W dada por

o(u,w) =u® w,

é a solugao universal desse problema no seguinte sentido. Para qualquer
outro par (X,), onde X é um espago vetorial, e ¢ uma aplicacao bilinear
V x W — X, existe uma tnica aplicagao linear

T: VoW —X
tal que

Y =Top.
Como qualquer propriedade universal, isso caracteriza o produto tensorial
unicamente a menos de isomorfismo.
Daremos agora a definicao de algebra livre, cuja compreensao é essencial
para entender as algebras com identidade polinomiais.

Definicao 5. Seja C' uma classe de algebras e seja F' € C' uma &lgebra
gerada pelo conjunto X. A algebra F' é chamada de dlgebra livre na classe
C, livremente gerada pelo conjunto X, se para qualquer algebra R € C,
toda aplicagao X — R pode ser extendida a um homomorfismo F' — R. A
cardinalidade |X| do conjunto X é chamada de posto de F.

Exemplo 2. Para qualquer conjunto X a algebra de polinomios K[X] é livre
na classe de todas as K-dlgebras associativas, comutativas e unitarias.



Exemplo 3. Para qualquer conjunto X a élgebra K (X) com base o conjunto
de todas as palavras
Tiy Ty, Ty, € X, n=0,1,2,

e multiplicacao definida por

(@i o, ) (@ @) = iy @ Ty T Ty, Ty € X

¢ livre na classe de todas as algebras unitarias associativas.

1.2 Algebras com Identidades Polinomiais

Nesta segdo, fixaremos X = {x1,x2,...} como um conjunto infinito enu-
meravel e K serda um corpo de caracteristica qualquer. Algumas vezes serao
utilizados outros simbolos, (por exemplo v, 2, y;, 2;, etc.) para os elementos
de X.

Definigao 6. (i) Seja f = f(x1,...,x,) € K(X) e seja R uma algebra asso-
ciativa. Dizemos que f = 0 é uma identidade polinomial para R se

f(ry,...,m,) = 0 para todo rq,...,r, € R.
Muitas vezes é dito apenas que f é uma identidade polinomial para R.

(77) Se a dlgebra associativa R satisfaz uma identidade polinomial f =
0 nao trivial (isto é, f é um elemento nao nulo de K (X)), chamamos R
de uma PI-algebra (“PI”= “Polynomial Identity”, que significa identidade
polinomial em portugués).

Exemplo 4. (i) A algebra R é comutativa se e somente se satisfaz a identi-
dade polinomial

[Z‘l,ZEQ] = T1T9 — X2X1 = 0

(77) Seja R uma algebra associativa de dimensao finita, e seja dimR < n.
Entao R satisfaz a identidade padrdo (ou “standard”) de grau n

Sn(‘rb ) l’n) - Z Sng(O').IU(l) " To(n) = O’

O’ESn

onde 5, é o grupo simétrico de ordem n.



Algumas propriedades importantes de algebras associativas sao expressas
na linguagem de identidades polinomiais. Nés vimos isso para a comutativi-
dade no exemplo acima. Existem outros exemplos para algebras sem unidade.
A dlgebra R é nil de indice limitado se existe um n € N tal que 2" = 0 ¢é
uma identidade em R; a algebra R é nilpotente de classe < nse xy---x, =0
em R.

Vamos falar agora sobre Variedades e Algebras Relativamente Livres

Definigao 7. Seja { f;(x1, ..., x,,) € K(X)|7 € I} um conjunto de polinémios
na algebra associativa livre K(X). A classe C de todas as élgebras associa-
tivas satisfazendo as identidades polinomiais f; = 0, ¢ € I, é chamada de
variedade (de dlgebras associativas) definida (ou determinada) pelo sistema
de identidades polinomiais {f;|i € I'}. A variedade B é chamada de subvar-
iedade de C'se B C C. O conjunto T'(C') de todas as identidades polinomiais
satisfeitas pela variedade C' é chamado de T-ideal ou o ideal verbal de C'. Nés
dizemos que o T-ideal T'(C') é gerado como um T-ideal pelo conjunto de iden-
tidades { f;| i € I'} da variedade C. Nés usamos a notagao T(C) = (f;|i € I)T
e dizemos que o conjunto {f;|i € I} é uma base de identidades polinomiais
de C. Os elementos de T'(C') sdo chamados de consequéncias das identidades
polinomiais da base. Se R é uma algebra qualquer, denotamos por T'(R) o
T-ideal das identidades polinomiais de R.

Exemplo 5. A classe de todas as algebras comutativas é uma variedade
definida pela identidade [z1,z5] = 0. A classe de todas as dlgebras associa-
tivas é também uma variedade definida pelo conjunto vazio de identidades
polinomiais.

Definigcao 8. Fixamos um conjunto Y. A élgebra Fy(C) na variedade C
é chamada de dlgebra relativamente livre de C' livremente gerada por Y, se
Fy(C) é livre na classe C.

Agora vamos ver que algebras relativamente livres existem e que duas
algebras de mesmo posto sao isomorfas.

Proposicao 1. Seja C' a variedade definida por {f;|i € I}, seja’Y um
conjunto qualquer e seja J o ideal de K(Y) gerado por

{fz‘<917 e Qm)

Entao a dlgebra F' = K(Y)/J € uma dlgebra relativamente livre em C' com
conjunto de geradores livres Y = {y + J |y € Y}. Quaisquer duas dlgebras
relativamente livres de mesmo posto em C' sao isomorfas.

g € K(Y), iell).



Demonstragao. Ver [4, p.23].
[l

Para finalizar a secao, enunciamos o Teorema de Birkhoff que nos da
uma forma de encontrar variedades de algebras sem necessariamente termos
as identidades correspondentes.

Teorema 3 (Birkhoff). A classe de dlgebras C' é uma variedade se, e somente
se, C' € fechada sobre somas cartesianas, subdlgebras e dlgebras quocientes de
algebras em C'.

Demonstragao. Ver [4, p.24].

1.3 A Propriedade da Base Finita

Definicao 9. Uma variedade de algebras associativas C' tem base finita,
se C' pode ser definida por um sistema finito de identidades polinomiais (da
algebra associativa livre K(X), X = {x, o, ...}). Se C nao pode ser definida
por um sistema finito de identidades, entao C' tem base infinita. Se todas as
subvariedades de C', incluindo a prépria C', tém base finita, entao C' satisfaz
a propriedade de Specht.

O problema de Specht consiste em decidir se toda variedade de dlgebras
associativas ou de Lie tem base finita (pode ser feita a mesma pergunta para
grupos). As investigagoes no problema de Specht seguem duas diregoes:

(1) Mostrar que algumas variedades satisfazem a propriedade de Specht.

(#7) Construir contra-exemplos para o problema de Specht, isto é, exem-
plos de variedades que nao tem base finita para suas identidades.

Nesse sentido, o primeiro resultado significativo na direcao (i) foi devido
a Oates e Powell [11] que estabeleceram que uma variedade gerada por um
grupo finito tem a propriedade de Specht. Depois, o método foi extendido
para o caso quando a variedade é gerada por um anel finito com algumas
condigoes (por exemplo, anéis de Lie, anéis associativos, etc.).

Teorema 4 ([9], [1]). Seja R um grupo finito ou uma dlgebra (associa-
tiva ou de Lie) finita sobre um corpo finito. Entdo varR (a variedade de
dlgebras/grupos correspondente a T(R)) tem a propriedade de Spechit.
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Enunciamos aqui formalmente o Teorema de Kemer, que foi mencionado
na introducgao.

Teorema 5 (Kemer). Toda variedade de dlgebras associativas sobre um corpo
de caracteristica O tem uma base finita.

Uma identidade polinomial ¢ = 0 é uma consequéncia das identidades
fi=0,ie€l sege (filiel)l, oT-ideal gerado por f;, i € I.

Daremos agora a defini¢ao abaixo que é equivalente a outra definicao para
sistemas de identidades polinomiais equivalentes apresentada na introducao.

Definicao 10. Dois conjuntos de identidades polinomiais sao equivalentes se
eles geram o mesmo T-ideal.

1.4 Apresentacoes de Grupos

Definicao 11. Se X é um subconjunto de um grupo F, entao F' é um grupo
livre com base X se, para cada grupo G e toda fungao f : X — G, existe um
tnico homomorfismo ¢ : F' — G com ¢(x) = f(x) para todo = € X.

F.
S @
4,

Seja X um conjunto nao vazio, e seja X ! uma réplica disjunta de X;
isto ¢, X e X! sdao disjuntos e existe uma bijecao X — X! a qual nds
denotamos por = — z~!. Defina o alfabeto em X como sendo

XuUux

Se n é um inteiro positivo, definimos uma palavra em X de comprimento
n > 1 como sendo uma fungao w : {1,2,...,n} — X U X~'. Na prética,
escrevemos uma palavra w de comprimento n da seguinte forma: se w(i) =
xi', entao

€n
n

w=z{'--x

onde z; € X e ¢; = 1.
E possivel provar que para cada conjunto X, existe um grupo livre que
é livre na base X. Uma pergunta que surge naturalmente é se dois grupos

livres com mesma base X sdo isomorfos.
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Proposicao 2. (i) Seja X; a base de um grupo livre Fy e Xy a base de
um grupo livre Fy. Se existe uma bijecao f : X1 — Xs, entao existe um
tsomorfismo ¢ : Fy — Fy extendendo f.

(17) Se F' € um grupo livre com base X, entdo F' ¢é gerado por X.

Demonstragao. Ver [12, p.304].

Proposicao 3. Todo grupo G é quociente de um grupo livre.

Demonstracdao. Seja X um conjunto tal que existe uma bijecao f: X — G
(por exemplo, poderiamos tomar X como o conjunto subjacente ao grupo G e
f=1g), eseja F o grupo livre com base X. Entao existe um homomorfismo
¢ F — G extendendo f, e ¢ é sobrejetiva pois f o é. Entao, G ~ F/ker¢.

O

Agora estamos em condi¢ao de dar a defini¢cao do que seria apresentacao
de um grupo.

Definicao 12. Uma apresentacao de um grupo G é um par ordenado
G = (X|R),

onde X é um conjunto, R é um conjunto de palavras em X, e G = F/N,
onde F' é o grupo livre com base X e N é o subgrupo normal gerado por
R, ou seja, o subgrupo gerado por todos os conjugados dos elementos de R.
Chamamos o conjunto X de geradores e o conjunto R de relagoes.

Note que a proposicao 2 diz que todo grupo tem uma apresentacao.

Definicao 13. Um grupo G é dito finitamente gerado se ele tem uma
apresentacao (X | R) em que X ¢é finito. Um grupo G ¢é dito finitamente
apresentdvel se tem uma apresentagao (X | R) em que tanto X como R
sao finitos.

Como observacao, lembramos que existem grupos finitamente gerados
que nao tem apresentagao finita. Daremos agora alguns exemplos de apre-
sentagoes de grupos.

Exemplo 6. (i) Um grupo pode admitir varias apresentagoes. Por exemplo,
G = Zg tem apresentacoes

(z]2°)

bem como

12



(a,b|a® b* aba b7 1).

Um problema muito conhecido é o de determinar se duas apresentagoes
determinam grupos isomorfos. Pode ser provado que nao existe um algoritmo
que resolve esse problema.

(1) O grupo livre com base X tem apresentagao

(X0).

Um grupo livre é assim chamado precisamente porque tem uma apresentacao
com nenhuma relacao.

Um estudo mais detalhado sobre grupos livres (construgao e prova de
existéncia) e apresentagoes poderd ser visto em [12, p. 297].
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Capitulo 2

Resultados Auxiliares

Neste capitulo vamos construir uma algebra R que satisfaz propriedades
importantes que serao desejadas na demonstracao dos teoremas principais.
Aqui definiremos a algebra e demonstraremos duas proposicoes referentes a
ela. Observamos que durante todo o capitulo F serd um corpo de carac-
teristica 2.

2.1 A Algebra R
Seja (a,b) = a~'b~tab e seja G um grupo dado pela apresentacao
G = <a’i (Z S N) ’ ((ai7aj>7ak)7 (aivaj)27 a’;l (Z,j,k € N>>

Lema 1. Dados g, h,l € G temos :

(i) (g.h) € Z(Q), onde Z(G) denota o centro do grupo G;
(@) (gh,1) = (g, D)(h, 1);
(idi) (g,h)* = 1;

(iv) g* = 1.
Demonstracao. Comegamos lembrando as seguintes propriedades gerais para
comutadores: (ab,c) = (a,c)’(b,c) e (a,bc) = (a,c)(a,b)", onde 2* é o ele-
mento w™'zw, para z,w € G. Perceba que (a;,a;) € Z(G) e portanto
(a;,a;)* € Z(G) para z € G. Podemos, em geral, escrever

(97 h) = (ail T Qg Ay .a’jn)
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e usando as propriedades mencionadas, concluimos diretamente que todo ele-
mento da forma (g, h) com g, h € G pode ser escrito como produto de comuta-
dores de geradores da forma (a;, a;), e portanto pertence ao centro de G. Isso
demonstra a afirmagao (7) e a afirmagao (i7) é imediata. Para a afirmagao (7i7)
basta notar que como todo comutador (g, h) pode ser escrito como produto
de comutadores de geradores, por exemplo (g,h) = (a;,ai,) - (a;,_,,a;,),
entao
(g’ h)z = (ain ai2)2 T (a’in717 ain)2 =1

Lembramos que por (1) (a?, a;) = (a;,a;)* = 1 e portanto a? estd no centro de

G. Note que um elemento g € G pode ser escrito na forma a;, - - - a;;, e que vale
o seguinte (a;, - --a;;)* = af, ---ai h onde h é um produto de comutadores.
Como quadrados e comutadores de variaveis sao centrais, segue pela prépria
definicao do grupo G que(a;, - - - a;)* = 1, assim temos o resultado (iv).

O

Seja G? o subgrupo de G gerado por todos os elementos g (g € G). Como
(g%, h) = (g,h)? =1 para todo g, h € G, temos que G? é central em G.

Seja FG a algebra do grupo G sobre o corpo F. Seja fi; = (a;,a;) +
a?a? +a? + a? € FG e V o ideal em FG gerado pelos elementos f;; (i, € N).
Defina R =FG/V.

Seja M,, o conjunto das combinagoes F-lineares de elementos do conjunto
{r?---r2 |1 <n,r; € Rparatodoi}. Lembre-se que [r,s] = rs — sr. Para
provar os teoremas precisaremos do seguinte

Proposicao 4. Para cada inteiro positivo n existem Sy, ..., Sp11 € R tais que
2 2
1 Supn & M.

Proposigao 5. Para cada r,s,t € Rtemos [r?t] =0e|[r, s],t] = 0.

2.2 Demonstracao da Proposicao 4

Lema 2. Seja f(g1,92) = (g1,92) + 9295 + g3 + 93 (91,92 € G). Para cada
91,92 € G temos f(g1,92) € V.

Demonstragao. Todo elemento g € GG pode ser escrito como g = a;, - - - a;, h
onde iy < --- < iy, h € G%. De fato, um elemento g qualquer pode ser escrito
na forma g = a;, - - - a;, e com a simples observagao de que a;a; = a;a;(a;, a;)
podemos trocar as ordens dos indices se necessario colocando um comutador
na frente. Dal segue que g pode ser escrito como produto de geradores
satisfazendo i, < --- < 1; com possivelmente um produto de quadrados
(caso alguma varidvel se repita) e comutadores de geradores a direita. Um
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produto de comutadores pode ser escrito como um elemento de G2, basta
notar que para um grupo G qualquer o grupo quociente G/G? é um grupo de
expoente 2 e portanto abeliano, logo G’ < G?. Para um elemento g € G como
descrito acima, defina o seu peso por wt(g) = k. Perceba que se wt(g;) = 0
ou wt(ga) = 0, entdo f(g1,92) = 0. Por exemplo, se wt(g;) = 0, entdo
g1 = h € G* e portanto

flg1,92) = (h,go) + RPg5 + h*+ g5 =1+ g5+ 1+ g5 =0,

basta notar que h é de forma geral um produto de elementos de G? onde
todos elementos comutam e assim sendo h? é um produto de elementos do
tipo g* que como observamos anteriormente sao iguais a 1.

Vamos provar o Lema 2 por indugdo em wt(g;) + wt(gz). Se wit(gr) +
wt(ga) = 2, entdo wt(g;) = 0 (parai = 1 ou 2) e isso ja implica que f(g1, g2) =
0, ou wt(g1) = wt(g2) = 1 e nesse caso g1 = a;,h’ e g = a;, 1" e lembrando
que A, h" € G? e portanto comutam, é imediato verificar que f(g1,92) = fi;
para algum 7,5 € N, assim f(g1,¢92) € V.

Suponha que f(hy,hy) € V para todos hi,hy € G tais que wt(hy) +
wt(hy) < n. Sejam g1,92 € G, wt(g1) + wt(ga) = n > 2. Suponha que
t(g1) > 1, perceba que g; pode ser escrito de tal forma que g; = ¢} ¢/, onde
wt(g1) = wt(gy) + wt(gy) e wt(gy), wt(g}) > 0. Como wt(gy) > 1 temos que
wt(g2) < n, e ja que

S

(91, 92) + (91)°% + (¢ + 5 +V =V

pela hipétese de inducao, o que implica

(91, 92) +V = (91)%95 + (¢))> + 95 + V,

e equagoes similares valem para (g7, g2) e (g1, g}) temos

(91,92) + G105 + i + 95+ V = (919}, 92) + (9197)%95 + (9197)* + 95+ V

= (91, 92) (g1, 92) + (9)*(91)? 95 (g1, g7) + (9)*(¢))* (91, 9)) + G5 + V

= ((91)%(92) + (91)* + 93)((91)%95 + (91)* + 93) + (91)(91)* (95 + 1)

(g2 + (@) + (@) + G+ V =f+V
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Usando a distributividade, com calculos diretos mostramos que f = 0. Por-
tanto, se wt(g1) + wt(ga) = n e wt(g1) > 1, entdao f(g1,92) € V. Caso
wt(g1) + wt(ga) = n > 2 e wt(gy) = 1 entdo wit(gy) > 1 e pelo argu-
mento acima, f(g2,91) € V. Note agora que dados g, h quaisquer em G,
temos que ( g,h)(g,h) =1 e (g,h)(h,g) =1, logo (g,h) = (h,g) e portanto
f(g2,91) = f(g1,92), 0 que conclui a demonstragao.

O
Lema 3. Para cada g1, 92 € G temos
(192)* +14+V =(gi +1)+ (g5 + 1)+ V.
Demonstracao. Temos que
(3192)° + 14V =gig5(g1,92) +1+V
= g195(g1, 92) + 9195(9195 + 91 + G3) + 9195 (9795 + 91 +g3) + 1+ V
=0195((91,92) + G105 + G + 93) + 1959395 + G5 + 95) + 1+ V =a.
Pelo Lema 1
f=(,0)+95%+g3+aGeV
e portanto
9195((g1.92) + 9795 + g7 + g3) € V.
Logo,
a=0g195(g105 +g; +93) +1+V
=14+ @G+ @ +1+V=(F+ D+ (2 +1)+V
como queriamos. O

Lema 4. Seja h; € G (i =1,..., 2s) e seja ¢ = hy - hy,. Se c € G? entao
[hh h2] T [h23—17 hQS] eV.

Demonstracao. Seja u = [hy, ha] - - - [has—1, has] + V. Note que pelo Lema 2,
(L4 (hiyhy)) +V = (14 h7)(1+ h3) +V e portanto

A primeira igualdade se dé pelo fato do corpo F ser de caracteristica 2.
Note que (1 + h2)b = b+ h?b = b+ bh? = b(1 + h?), logo temos que u =
By« hos(1+ h3)--- (1 + Rh%) + V. Perceba que hys = hy' | ---hi'c e que
como h* =1 nds temos que h? = h=2. Pelo Lema 3, concluimos que

(14+h3)+V =0+ (hgt - b)) +V =0+ +---+(1+h3,_)+V.
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J& que (1+ h?)* =1+ h} = 0 para todo i, temos que

w="hy - hos(14+R3) - (1+h3, (1 +h)+-+(1+h3, N+V=V

como queriamos.

O]
Lema 5. A dlgebra R =FG/V ¢é soma direta de espacos vetoriais
(ail---ainFG2~|—V)/V (q20,21<<2q)

Demonstracao. Comecamos com a observacao preliminar de que se U é um
espaco vetorial dado por U = Uy @ --- @ U, e V é um subespago de U
tal que V.= Vi @ --- @ Vi, onde V; é subespago de U;, entao U/V ~
Uy /Vi & -+ @ Uy /Vi. Note que FG é soma direta dos subespagos vetori-
als a;, -+ - - ainG2 (¢ >0, <--- <i,). De fato, é imediato que a intersegao
entre quaisquer dois desses subespacos é nula, e para um elemento f € FG
temos que f = a197 + 29> + - -+ + apgr. Como foi visto no Lema 2, cada
g; pode ser escrito na forma a;, ---a;, h onde i, < --- < i, e h € G2, logo
fe ®q20,i1<~--<iq a;, - ~~a,-qIFG2. Assim sendo, para provar o Lema 5 basta
provar que
v= & Vna,--aFGC.
G>0,i1 < <iq

Seja V’ o ideal de FG? gerado por todos elementos f;; = (a;, aj)+a22aj2-+a?+ajz
(i4,7=1,2,...). Entao

V=FG- V= @B a - afcd V= P a- V(3

q20,i1<-<iq q>0,i1 < <igq

Como a;, - -+ aqu’ CVna;,--- aiq]FGQ, o resultado segue.

Note que na verdade, a;, ---a;, V' = V Nay, - --ainFG2. De fato, se
v e VNa, ---a;, FG* entao, por (3), v = Y vj,..j, COM vj,..j, € aj, -+~ a; V' C
a;, - - - a; FG*. Por outro lado, v é escrito como elemento da forma a;, - - - a; h
com h € FG?, logo v = vj,...;, € a;, -+~ a;, V'

Lema 6. Seja

A={(a +1)--- (a5 +1)|m >0, < <jum}.

Im

Entao o subconjunto A+ 'V da dlgebra FG/V ¢é linearmente independente
sobre IF.
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Demonstracao. Como A C FG?, é suficiente provar que A +V é linearmente
independente em (FG? + V)/V. Lembramos que se A é uma algebra, B
uma subdlgebra de A e V < A entdao (B + V)/V ~ B/(BNYV), esse é o
primeiro teorema do isomorfismo (para algebras). Assim, é equivalente provar
que A + (FG*N'V) é linearmente independente em FG?/(FG* N V). Como
V' = V NFG?, é suficiente provar que A + V' é linearmente independente
em FG?/V'. Seja R=F[t;|i=1,2,..] e sejam I e J os ideais de R gerados
por {t;|i=1,2,..} e {t2|i =1,2,..} respectivamente. E fcil verificar que
o conjunto {(1+ f) + J| f € I} é um subgrupo abeliano de expoente 2 do
grupo U(R/J) de todas as unidades da dlgebra R/.J. De fato basta notar que
1+ f)2+J=1+2f+ f*+J =1+ J. Lembramos aqui que se temos uma
funcao f que aplica elementos da base de um espaco vetorial £ num espaco
vetorial F', entao f pode ser extendida a uma aplicacao linear 7' : £ — F.
Note agora que o grupo G* é um 2-grupo abeliano elementar (e portanto um
espago vetorial sobre Zs), logo qualquer aplicacao de elementos da base de
G? para um grupo pode ser extendida para uma aplicacao linear de G2 nesse
grupo. Afirmamos que uma base para G2 ¢é

{a?]i=1,2,..} U{(aj,a;)|i,j =1,2,...;i > j}.

Basta notar que todos os elementos desse conjunto sao linearmente indepen-
dentes, centrais e um elemento qualquer de G? pode ser escrito como produto
de quadrados de geradores e comutadores deles pelo mesmo motivo explicado
no Lema 1. Assim sendo, a aplicagao

X (aa) —titj+1+J;a =t +1+J

pode ser extendida a um homomorfismo de G* em U(R/J) e pelo mesmo
motivo podemos estender essa aplicacao y para um homomorfismo da algebra
do grupo G? sobre o corpo F para a dlgebra do grupo U(R/.J) sobre o corpo
. Denotaremos também por y essa aplicagao. Ja que

X((ai, a5) + ajaj + a + aj) = x((ai, a5)) + x(a7aF) + x(a7) + x(a5)

=titj+14+tt;+ti+t+1+4L+1+t+1=0

para todo i, j, nés temos que x(V’) = 0. Portanto, o homomorfismo X :
FG?/V' — R/J que faz corresponder X(f + V') = x(f) para todo f € FG? ¢
bem definido. E imediato verificar que x((a3, +1) -+ (a3, +1)) =tj, -, +
J. Note que o conjunto

XA+V)Y={t;, -t +TIm>0,j1 < < jm}

19



é claramente uma base para R/J, logo seus elementos sao linearmente inde-
pendentes em R/J e portanto A+ V"’ ¢ linearmente independente em FG?/V".
Isso completa a demonstracao do Lema 6.

[]

Agora estamos em condi¢ao de completar a demonstracao da Proposicao
4. Seja L, o conjunto das combinacoes F-lineares de elementos do conjunto
{r}---r?|l <n,r; e FGVi} e assim (L, +V)/V = M,. Tome s; = a; +V
(i=1,..,n+1). E suficiente provar que a?---a2,, ¢ L, +V. Sejar € FG,
r=>,ag onde o; € F, g; € G para todo i. Observamos que

(Z 7;)? = Z Z%’ﬂfj = 29312 + Z(l‘i%’ + z3;) = 29312 + Z[% ;).
=1 =1 =1

i=1 j=1 i>j i>j

Entao nds temos que

7"2 — (Z aigi)Q —_ (a—{—z O./Z(gl—l—l))2 — a2+z a?(g?—}-l)—f—z oziozj[gi,gj],

i<j

onde a = Y, ;. Portanto, para cada rq,...,r; € FG, o produto r}---r?
é uma combinacio F-linear de 1 e elementos da forma (g7 +1)--- (g2 + 1)
(k <1)e(gi+1)--- (g5 + D[h1, ho] - [hog-1, hag) (¢ > 0,p 4 ¢q < 1), onde
gi, h; € G para todo i, 7. Segue que todo elemento de L,, ¢ uma combinagao
de 1 e elementos das formas

(gi+1) (g +1) (0<i<n) (5

(g7 +1) - (gp + D, ha] - [hag-1,hag) - (> 0,p+q <n). (6)
Suponha por absurdo que ai --- a2, € L, +V, entao (af+1)--- (a2, +
1) € L, +V, basta fazer as multiplicagdes e observar que aparecem somas

de monomios que sao produtos (com nimero de termos menor ou igual a n)
de quadrados mais um monémio da forma a3 - - - a2, e portanto

(a§+1)...(a3+1+1)+v:g+zﬂi(1)fi(1)+Zﬂ§z>f](2)+v
i j
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onde 3, ﬁi(l),ﬁj(.z) € F, em que fi(l) e f;z) sao da forma (5) e (6) respectiva-
mente. Note que (a7 +1)--- (a2, +1) e+, ﬁfl)fi(l) estao contidos em
FG? enquanto cada elemento

2 =g+ 1) (g2, + DY B 1) R

da forma (6) esta contido em hgj) e hg@FGQ. Portanto, pelo Lema 5, temos
que, para todo 7, hgj) e hé{;j € G?. Entao, pelo Lema 4, [hgj), hj)--- [hgqj_l, héjq)y] €
V e portanto f]@) € V para todo j. Daf segue que, (a3+1)--- (a2, +1)+V =
B+ zﬂifi(l) +V,onde 3,6, € Fe fi(l) é da forma (5) para todo 7. Note
que, pelo Lema 3, para cada fl-(l) da forma (5) o elemento fi(l) + V é uma
combinagao linear de produtos (a7, +1)--- (a7 +1)+V com o0 mesmo nimero
I de fatores (a; +1) que em (5). Assim, o elemento (a7+1)---(ap,,+1)+V
é uma combinagao F-linear de 1+ V e elementos (a7, +1)---(a} + 1) +V
com [ < n. Isso contradiz o Lema 6 que diz que (a +1)--- (a2, + 1) +V,
1+Ve(a, +1)---(af + 1)+ V(0 <l <m; iy <--- <4 sdo linearmente
independentes em FG/V. A prova da Proposigao 4 esta completa.

2.3 Demonstracao da Proposicao 5

Perceba que [r?,t] = [[r,t],r] para todo r,t € FG. Portanto, ¢ suficiente
provar que [[ry,r2],r3] € V para todo r; € FG. Seja r, = Zjl ay; gi;, para
l=12e3ca, €F, g, € G. Como

[[Th T2]7 T3] - Z Z Z aljl a2j2 a3j3 Hgljl ) g2j2]7 g3j3]7
Ji1 J2 J3
para provarmos a Proposi¢ao 5 basta provar que [[g1, g2], g3] € V para todo
91,92, 93 € G.

Note que
(91, 92], 93] = 919293 + 929193 + 939192 + 39201

= 919293(1 + (92, 91) + (93, 91)(93, 92) + (93, 92) (93, 91) (92, 91))
= g19293(1 + (g2, 91)) (1 + (g3, 91) (93, 92))-

Pelo Lema 2 temos que

14 (g2,01) +V =014 1+g)+V,
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para todo g1, g2 € G. Assim sendo, com calculos diretos se verifica que

L+ (g5,91)(95.92) +V = (1 +g35)(1+g7) + (1 + g5)(1 + 93) + V-
Dai segue que

[l91: 92), 93] +V = g19295(1+93) (1 +g7) (1 +935) (1 +g7) + (1 +93)(1+93)) + V.

Note que (14 ¢*)? =1+ g* = 0, portanto temos que [[g1, g2], 93] + V = V.
Isso conclui a demonstracao da Proposigao 5.
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Capitulo 3

Alguns Sistemas de Identidades
Polinomiais sem Base Finita

Neste capitulo temos como objetivo demonstrar os teoremas principais
desse trabalho, que dao exemplos de sistemas de identidades polinomiais de
algebras associativas sem base finita. As demonstragoes aqui apresentadas
tem como base os artigos [7] e [8] de Gupta e Krasilnikov.

3.1 Demonstracao do Teorema 1 e Corolarios

Nesta secao vamos provar o Teorema 1 e seus corolarios usando as Propo-
sicoes 4 e 5. Essas proposicoes foram demonstradas no capitulo ‘Resultados
Auxiliares’.

Demonstracao do Teorema 1

Seja F um corpo arbitrario de caracteristica 2 e seja

wy = [z, 9] ag e,y (n=0,1,2,..).(4)

De acordo com a Definigdo 10 (dada no capitulo de preliminares) o teo-
rema vale se o sistema {w, = 0|n = 0,1,...} nao é equivalente a nenhum
de seus subsistemas finitos. Vamos provar que isso acontece construindo,
para cada inteiro positivo n, uma &algebra associativa B,, sobre o corpo F tal
que B, satisfaz as identidades w;, = 0 para todo k < m mas nao satisfaz a
identidade w11 = 0.

Vamos construir tal algebra utilizando a [F-adlgebra R definida no capitulo
de resultados auxiliares. Expomos novamente duas propriedades importantes
da algebra R. Lembramos que M, é o conjunto das combinagoes F-lineares
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de elementos do conjunto {r?---r? |l < n,r; € R paratodo i}. Pelas
Proposicoes 4 e 5, temos:

(¢) Para cada inteiro positivo n existem sy, ..., Sp+1 € R tais que st - s5,, ¢
M,.

(ii) Para cada r,s,t € Rtemos [r?,t] = 0e|[r,s],t] = 0.

Defina R,, como sendo o quociente da algebra de matrizes

0O R R R R 0 a2 a3 an ais
0 R R R R 0 92 Q923 Q24 A5
A=10 0 0 R R | = 00 0 asq ass ai; € R
00 0 R R 00 0 Q44 Qg5
00 0 0 O 00 0 0 0
sobre o ideal
0000 M, 0000 a
0000 O 00000
B=10000 0 = 000 0O a € M,
0000 O 00000
0000 O 00 00O

Ressaltamos aqui que B é de fato um ideal pois pela propria definicao de
M, este é um subespaco vetorial de R e se multiplicarmos qualquer elemento
de B com algum de A é imediata a verificacao de que este elemento é nulo,
logo pertence a B. Assim sendo escrevemos:

0 R R R R/M,
0O R R R R
R,=100 0 R R
00 0 R R
00 0 0 0

Seja

01000
00100
D=100010
00001
00000



e para cada r € R, seja

(3.1)

L]

Il
o O O OO
o OO X O
o O O O O
o 3 O o o
OO O OO

Defina B, como sendo a subalgebra de R, gerada por D e por todas as
matrizes r (r € R). Vamos verificar que a édlgebra B, satisfaz as identidades
wy = 0 para todo k < n e, por outro lado, nao satisfaz a identidade w, 1.

Seja I o ideal de B, gerado (como um ideal bilateral) por D. Todo
elemento de [ é da forma a D +v' D + D u' + v'Du” + d , onde a € F,
u’, v/ u”,v" sao da forma (3.1) para v, v, u”,v” € R e d € I?. Com cédlculos
diretos podemos verificar que v’ Du” = 0. Como um fato geral de matrizes
5 x 5 podemos notar que qualquer elemento desse ideal I é da forma:

o O O O
S O O *
S O ¥ ¥
S O ¥ % ¥
O ¥ ¥ % X

000

onde os * indicam uma entrada qualquer.

Disso concluimos com calculos diretos que qualquer elemento d € I? deve
ser da forma

o O O oo
o O O O o
O O OO *
O OO % ¥
O O *x ¥ ¥

Fazendo os célculos para v/ D e D u’ temos matrizes da forma
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000 0O 0« 0 00
00 00 0O 0 0 0O
vD=[0 0 0 0 O e DuU=|0 00 « O
00 0 0 2 0O 0 0 0O
000 00O 0 00 00O

Isto implica pelas observacoes anteriores que todo elemento de [ é da forma:

, (3.2)

o O OO
o OO
O O O ¥
SO *x ¥
O * * ¥

0 0

*

para u,v € R (as entradas denotadas por * ndo sdo importantes para a

demonstragao).

Considere agora a subdlgebra R= {r|r € R}. Pelas observacoes acima
¢ imediata a verificagao que I N R = 0 e ainda mais, temos que R é uma
algebra isomorfa a R, basta considerar a aplicacao de R em R que faz r —
r. Assim sendo, fica claro que B,, é uma extensao do ideal I pela subalgebra
R que, por ser isomorfa a R, satisfaz a identidade [x,y?] = 0. Portanto, para
cada by, by € B, temos que [by, b3] € I, portanto [by, b3] é da forma (3.2).

Seja k um inteiro positivo. Seja ¢; € B, (i = 1,2, ..., k) dado por ¢; =
r; + d; (note que pela observacao acima um elemento qualquer de B,, pode
ser escrito dessa forma), onde r; € R e d; € I para todo i. Verificaremos que
o elemento

(b1, b3leics - - cilba, B3)°

¢ da forma
0000 f+M,
00 0O 0
00 00 0 (3.3)
00 0O 0
00 0O 0

onde f = 7r?---ri(uv)?. De fato, temos que ¢ = (r;+d;)* = r2+r;d;+d;v;+d?
que é um elemento da forma
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2 7 -
- ¢ igual a

e portanto c? - -

Suponha entao que [by, b3] seja escrito como

o o O

00 00O

fica entao imediata a verificagao de que [by, b3]® é igual a

0000
0000
0000
0000

l

*
vuv

0 0 0 wuvu
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0000 f+M,
0000 O
=l0000 0 :
0000 O
0000 O

onde f = ur?---rivuv. Pela Proposigao 5 os elementos da forma r? estao
no centro de R e portanto f = r}---ri(uv)?. Se k < n, entdo f € M, e
portanto

[b1, b3leics - - cilbe, B3] = 0

para todo b;, ¢; € B,,. Logo, B, satisfaz a identidade wy, = 0 para todo k& < n.
Para provar que B, nao satisfaz a identidade w,; = 0 considere o
elemento
d= [D7 12]S% U si—l—l[‘D? 12]37

onde s1,..., Sp41 € R s80 tais que s7---s2,, ¢ M, (tais termos existem pela
Proposigao 4) e 1, s; sao matrizes da forma 3.1 correspondentes a 1 € R e
s; € R respectivamente. E facil verificar que [D,1%] = D. De fato, 1> =1 e

01000 000O0O0
001 0O 01000
[D,1]=]10 00 1 0|x|0O0O0O0O
0 00O01 00010
000O0O 000O0O
000O0O 01000 01000
01000 001 0O 00100
- {0000O0(x]0001O0]|={0001SO0]/|=D.
00010 00001 00001
0 00O0O 000O0O 00 0O0O
Entao calculando da mesma forma que foi feito acima veremos que d é da

forma 3.3 com f = s%--- Si+1 . Pela escolha dos elementos s, ..., 11, n6s

temos f ¢ M, e portanto d # 0. Assim, w,.; = 0 nao é satisfeita por B,
como requerido. Isso completa a prova do Teorema 1.

Seja, para cadan =0,1,2, ...,
3,22

wizO) = [x7y2] L1xy - '[L’i[ﬂ?,yQ],

28



wt) = [[z,y], 2latay - [z, ), 2L,

P = [[y1, 21), ilaas - - 22 {ya, 2], Bl [[yr, 21, 1) [ya, 22, 1),
w? = [, gt - 2lz, 1) [w, o7 [z, 47,
wt = o,y leial - 2lr, g7l a7,
w = [z, y), 2atas - 2lflw, y), 22wk -2, ), 2,
w® = [[y1, 1), ta]wizs - - 2 [[yo, 22, ta] [y, 21, tal e x5, [y, 22, o).

Corolario 1. Seja F um corpo de caracteristica 2, entao para cada i =
0,1,....,6 o sistema {wn =0|n=0,1,2,...} de identidades polinomiais nao
tem base finita em F-dlgebras associativas.

Demonstracao. Observamos que pelo mesmo motivo que um comutador da
forma [z,y?] é da forma (3.2), um comutador da forma [[z,y], 2] também
o é (basta notar que pela Proposigdo 4 a dlgebra R satisfaz a identidade
[[x1, z2], 23] = 0). Basta entao calcular diretamente usando os calculos acima
para perceber que, para cada inteiro positivo n, a algebra B, satisfaz as
identidades w,(:) =0(i=0,1,2,3;k < n) e nao satisfaz as identidades

wffil =0(i=0,1,2,3). E da mesma forma é possivel checar que By, sat-

isfaz as identidades w,(f) =0 (7=4,5,6;k <n) e nao satisfaz as identidades
w?, =0 (i =4,5,6).
m

Corolario 2. Seja F um corpo de caracteristica 2, entdo o sistema de iden-
tidades
wy, = [z, 9?2t 22z, 9% (n=0,1,2,...)

nao ¢ equivalente a nenhum sistema de identidades finito em F-dlgebras as-
sociativas com unidade.

Demonstragao. SeJa B o fecho umtarlo (a menor algebra contendo 1 e B,,)

da algebra B,. E imediato que Bn pode ser vista como F& B,,, ou seja, como
soma direta de espacos vetoriais [ e B,, sobre o corpo I, onde os elementos
de F agem em B,, por multiplicagao escalar e o elemento 1 de F é a unidade
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de BY". Para provar o corolario basta provar que BY satisfaz as identidades

wg = 0 (k < n) e, por outro lado, ndo satisfaz a identidade w,; = 0.

)

Seja b, U/, by, ..., by, elementos arbitrérios de BY e seja

d=[b,()2br by, [b ()2

Entiob=a+b UV =a' +V, b;=ca; +b;onde o, &/, o; €F, b, V', b; € B,
Temos

d=[a+b, (o’ + V) (a1 +b1)% - (o + bi)* [ + b, (o' + )P
= [b, (')*)(af +07) -+ (a + 0)[b, (V')°]°.
Portanto, d é uma combinagao linear (sobre o corpo IF) de elementos
b, (b’)2]b?1 . -b?l b, (1) (1<kjip<---<i<k).
Como B, satisfaz as identidades w; = 0 (I < n), nés temos que
[bv (b,)Q]bi T bz21 [bv (b/)2]3 =0
para todo [ < k e portanto d = 0.

Assim sendo, B satisfaz as identidades w; = 0 (k < n). Por outro
lado, a algebra BY nio satisfaz a identidade wyy+1 = 0 pois a algebra B,, nao
a satisfaz. Isso completa a demonstracao do corolario.

]

Corolario 3. Para um corpo F qualquer de caracteristica 2 o sistema que
consiste da identidade

o1 ([T, 23], 4] 5] (26, 27], 8]0 = 0,
e das identidades
w, = [a:',y2]:c§ . -xi[x,yQ]?’ (n=0,1,2,...)

nao € equivalente a nenhum sistema finito de identidades polinomiais em
F-dlgebras associativas.

Demonstracdo. Sejam dy, ..., dy elementos arbitrarios de B,,. Lembre-se que
a dlgebra R satisfaz a identidade [[z1, x5, z3] = 0, e portanto, para cada i, j, k
nés temos [[d;, d;], d] € I o que implica que [[d;, d;], di] é da forma (3.2). Ja
que
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0 % * * =% 0 % * * x* 0 * *x * x
0 * * *x =% 0 0 % x = 0 * *x x =*
000 x«x x|[x]0O0O0 *x x| x|00 0 % =x
0 0 0 x = 00 0 0 = 0 0 0 % =
0 00O0O 0 0 00O0O O 0 00O0O 0
0 * * *x =% 0 * * *x =%
00 * x = 0 * *x % =
x| 000 *x x| x|[0O0O0 % % |=0,
0 00 0 = 0 0 0 % =
00 00O 00 0O0O0
noés temos que di[[da, ds], dy4]ds[|ds, dr], dg]dg = 0. O resultado segue.

3.2 Demonstracao do Teorema 2

Nesta secao vamos provar o Teorema 2 usando as Proposicoes 4 e 5. Essas
proposicoes foram demonstradas no capitulo ‘Resultados Auxiliares’.

Demonstracao do Teorema 2

Seja [F um corpo arbitrario de caracteristica 2 e seja

up = [y, 21), talatas - - 2l [[y2, 22, ta) ([, 21, 1] (e, 22], t2]. (5)

De acordo com a Definigao 10 (dada na segao de preliminares) o teorema vale
se o sistema {u, = 0|n =0,1,...} U{z® = 0} nao é equivalente a nenhum de
seus subsistemas finitos. Vamos provar que isso acontece construindo, para
cada inteiro positivo n, uma algebra associativa B, sobre o corpo [F tal que
B,, satisfaz as identidades u; = 0 e 2% = 0 para todo k < n mas ndo satisfaz
a identidade u,41 = 0.

Seja F[ty,to, t3, 4] uma dlgebra de polinémios sobre F, 1 € F[ty, to, t3, 4],
e seja L o ideal de F[ty,to, t3,t4] gerado por {t?|i = 1,2,3,4}. Defina K =
Flty, to, t3,t4]/L e seja § = t; + L (i = 1,2,3,4). E imediato que K é uma
F-dlgebra com F-base {£]"€5"2&5 & |0 < m; < 3}.

Seja 0 o ideal de K gerado por & (i = 1,2,3,4). Perceba que se o € §
entdo a é combinacdo de elementos da forma £7"'€52€5" €)™ com m; nao
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todos nulos, e lembrando que se f,g € K entao (f + g)* = f* + g%, temos
que ot = 0.

Seja R = K ®p R. Como a identidade [[z,%], 2] é multilinear e, pela
Proposicdo 4, a dlgebra R satisfaz essa identidade, R satisfaz a identidade

[[,y],z] = 0 também. Como em uma &lgebra sobre um corpo de carac-
terfstica 2 temos [z, y*] = [[x,y], y], a identidade [z, y?] = 0 também é satis-
feita em R.

Defina J como o ideal de R gerado por todos os elementos da forma
@1 =1,234)el®(g+1+V) (g € G). Seja A o ideal de FG
gerado por (g +1),9 € G. E imediato verificar que V C A. Afirmamos que
J=0® R+ K®A/V. De fato, basta notar que o ideal gerado por um
elemento a @b € V® W é da forma < a > ® < b > onde < a > representa
o ideal gerado por a em V e < b > o ideal gerado por b em W. Note agora
que R=F(1+V)+ A/V. Isso ocorre pois FG tem base

{919 € G}
={1}u{glgeG,g#1},

logo também ¢ base

{1}u{g+1lge G, g#1}.

Portanto o conjunto gerador de R=FG/V é {1+ V}U{g+1+V |ge G}
e o resultado segue. Assim sendo, segue que

J=00 F1+V)+A/V)+KA/V
=00F1+V)+ K A/V

e dai verificamos que todo elemento de .J pode ser escrito na forma ag® 1+
Y is1 06 ® hy, onde ap € 0 e, para todo i >0, a; € Ke h; =g, +1+V para
algum g¢; € G.

Seja M,, = K®p M,,. E imediato verificar que R é um K-médulo. Vamos
provar que M, é¢ um K-submédulo de R gerado pelo conjunto {r?- - 20 <
k < n,r; € R}. De fato, é suficiente provar que para cada k, 0 < k < n,
e qualquer 7; € R temos que r2---72 € M,. Sejar € R, r = > ® hy,
onde «o; € K, h; € R. Entao pela mesma observacao feita na demonstragao
da Proposicao 4 temos que

r —Za ®h2+zgza3 [hi, by,

1<j
e portanto 7% ---r? ¢ uma combinagao K-linear de elementos da forma 1 ®
hi - b e 1N - b [y, hyp] < [hys, s hyy, J(p+q = k). Note que [hy, hy] €

J2q—1
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FG? pois [h, hy] = [hi, hy] + B + b3 + hi 4+ h3 = (h; + h;)* + b7 + h3. Entao
h?l T hZQk € M, e_hi e h?p[hjlv hjz] T [hj2q717 hqu] € M, se p+q =k, nos
temos r? - - - 72 € M, como querfamos.

Defina R,, como o quociente da algebra de matrizes

O O O O O
c e e o=
S e e o=
© =l = =l =
© = = =l =

S OO OO

S OO OO

S OO OO

S OO OO
3

sobre o ideal

assim sendo

0 B B R R/,
0 R RRR
R,=|100 0 R R
00 0 RR
00 0 0 O
Seja
01000
00100
D=]1020010
00001
000O0O
e para cada r € R, seja
00 00O
0 00O
r=|000 00 (3.4)
000 r O
00 00O

Defina B,, como a subalgebra de R,, gerada por D e por todas matrizes do
tipo r (r € J). Nés vamos verificar que a algebra B,, satisfaz as identidades
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wy = 0 para todo k£ < n e, por outro lado, nao satisfaz a identidade w,,; = 0.
Depois iremos provar que, para cada n, a identidade 2% = 0 ¢ satisfeita em
B,,. Seja I o ideal de B,, gerado (como um ideal bilateral) por D. Todo
elemento de I ¢é da forma

aD + Du; +viD + voDuy + D? + v3D? 4+ D*u3 + Dw3 D

+v4Dw,D + DwsDu; + vgD?*ug + v;Dw;Duy; + d,

onde d € I* o, 3 € K, u;, v;, wy, sao da forma 3.4 com u;, v, wy, € J. Como
feito na demonstracao do Teorema 1, é imediato checar que para todo ry,rs
da forma 3.4 nés temos que r{Dry, = 0. Portanto

VQDLIQ = V4DW4D = DW5DU5 = V7DW7D117 =0.

Observe que

00100 00 00O 00 0 % =
00010 0 r 00O 0 00 % =
Dr={0000T1|x[000O0O0|=]|00000
00000 000~r 0 00 00O
00000 00 0O0O 000O0O

e portanto com calculos inteiramente analogos concluimos que os elementos
v3D?, D?us, vgD?ug e d sao da forma

S OO OO
S OO OO
S OO OO
S O O *x ¥
S O O % ¥

Note agora que

01000 00 00 O 01 000
00100 0O w 00 O 00100
DwD=|100010fx{0O0 00 O|x[0O0O010
0 00O0T1 00 0 w O 0 00O0T1
000O0O 00 00 O 000O0O
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w

o O OO

0

0
0
0
0
0
e portanto segue que todo elemento de [

* %
0 * =%
0 0 w
0 00
0 00
e I é da forma

(3.5)

o O OO
o oo

w
v
0
0
0

oo * %
o< g % %

00

para alguns u,v,w € R (as entradas denotadas por * nao sdo importantes
para a demonstragao).

E imediato que B,, é uma soma do ideal I e da subdlgebra J = {r|r € J}
e INJ = 0. A algebra J é isomorfa a algebra .J, basta considerar o isomorfismo
natural r — 7 e a verificacdo é imediata. Assim J satisfaz a identidade
[l,y], 2] = 0.

Seja k um inteiro positivo e seja bgl),cj € B,(i =1,2,3;1 = 1,25 =
1,2,...,k). Pela observagao acima [[bgl),bgl)],bél)] € I, entdo [[bgl),bg)],bél)] é
da forma (3.5) para [ = 1,2. Seja

0 U,(l) * * *
00 o x
BP0 =100 0 u® «
00 0 0 o

00 0 0 O

e seja ¢;j = r; +d;, onde r; € J e d; € I para todo j. Entao com cdlculos
da mesma forma que foram feitos na demonstracao do Teorema 1 é imediato
verificar que o elemento

d =B, 5], 650132 - 2[1b1Y, b7, b1[65Y, 6571, b5V1[6E, 6571, b))

¢ da forma
0000 f+M,
00 0O 0
00 0O 0 , (3.6)
00 0O 0
00 0O 0



com f = uMr?...r29@yMy?). Como os quadrados sdo centrais na dlgebra

R (Proposi(;éo 5), f =ri.. r,f,(u(l)v ))2. Se k < n nés temos que f € M,
entao d = 0 para todo bgl), ¢; € B,. Logo, B, satifaz todas as identidades

w = 0(k <n).
Para provar que B, nao satisfaz a identidade w,,; = 0 considere o
elemento

= [[Dvg;]?é]sf ’ "Si+1[[Dvé]7£z][[Dva]’é”[D>é]vgl]7

onde & = @1, 5; = 1@0(14-a;+V) (lembre-se que {a; | i € N} é um conjunto
de geradores livres para ) e s; ¢ uma matriz da forma (3.4) correspondente
a s;. Esse cdlculo se faz da mesma forma que o anterior para calcular 3.5 e
entao é direto verificar que d’' é da forma 3.6 com

f=g888 e (1+a) - (1+ar,)+V)
Pela Proposicio 4, (1 +a?)--- (1 +a2,,) ¢ M,, entdo f ¢ M, = K®r M,
e d # 0. Assim, B, nao satisfaz a identidade w,,; = 0, como queriamos
demonstrar.
Falta agora provar que, para cada n > 0, a algebra B,, satisfaz a identi-
dade 2° = 0. Nés precisaremos do seguinte lema.

Lema 7. A dlgebra J satisfaz a identidade x* = 0.

Demonstracdo. Seja f um elemento arbitrario de R, f = Y 0 0% ® hy, onde
a; € K, h; € R. Entao, como ja foi explicado,

= ZO&ZQ ® h? + Z OéiOéj ® [hl,h]]

>0 0<i<y

Como R satisfaz as identidades [[z,y],2z] = 0 e [z,9*] = 0, segue que os
elementos o ® h? e a;a; @ [h;, h;] sdo centrais em R para todo i, j. Portanto

Za ® hi + Z aial @ [k, byl

>0 0<i<y

Note que sobre um corpo de caracteristica 2 nds temos que

[z, zy), y] + =([z, y],y] = [2°y + zyz, y] + x[zy + yz,y]
= x2y2 + ym2y + xyxy + yryr + x2y2 + xyry + rYyxry + xy2x
= y2’y + zyzy + yryr + vy’ = (zy)® + zyyz + yaxy + (yr)* = [z, y]°.

Como R satisfaz a identidade [[z, y], z] = 0, segue que R satisfaz a identidade
[z,y]* = 0 também. Portanto, [h;, h;]* = 0 paratodo i, je f* =3 . i @h;.
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Agora suponha que f € J. Entao, como visto anteriormente f = oy ®
14> .o, 0;®h;onde ag € 6 e, paratodo i >0, a; € Ke h; = g;+1+V para
algum ¢; € G. Por outro lado vimos que para f € R, f* = S im0 0 ® R
Entdo se f € J podemos assumir nessa tltima equacdo que, por exemplo,
ag € 0, hg =,h; = (g; +1) + V(i > 0), onde g; € G para todo i. Segue que

fr=ag@1+> al@h
i>1

Como ap € d, temos que ag = 0. Por outro lado ji checamos anteriormente
(conferir secao de preliminares) que g* = 1 para todo g € G, entdo

W= (g+1)'"+V=(g'+1)+V=0+V

para todo ¢ > 1.
Daf f* = 0 para todo f € J. E o lema est4 demonstrado.
O

Seja x um elemento arbitrario de B,,. Entdao x = r + 2/, onde r é da
forma 3.4 com r € J e 2’ € I. Como 2’ é da forma 3.5 temos que

0 u w * x
0 r v * x
r=100 0 v w
000 r o
000 0O
com r € J,u,v,w € R. Lembre-se que [t,s?] = [t,s,s] = 0, e isso junto com
o Lema 7 nos da que
rt =0 e %t = ts*

para todo r € J e s,t € R. Vamos calcular diretamente z%, para isso sub-
stituimos as entradas * do elemento x para a, b, c e d de forma que

0 u w a b
0 r v ¢ d
zr=100 0 u w
00 0 r w
000 0O

logo
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Sejam

entao

0 wr w uc+wu+ar ud+w?+ av
0 72 rv rc+ovu+cr rd+vw+cv
0 0 O ur UV
0 0 0 r? rv
0 0 0 0 0

01 = uc+ wu + ar,
by = ud + w? + av,
03 = rc+ vu + cr,

0y = rd + vw + cv,

0 wur wv 067 09
0 r2 rv &3 04
2=10 0 0 wr w
0 0 0 7% ro
0O 0 0 0 0

Portanto da mesma forma que calculamos 22 obtemos de imediato que

Sejam

entao

S OO OO

urd ur’v urds + uvur + 6% urdy + (uv)? + dyrv

0 v 7205 4+ rvur + d5r2 1204 + rouv + d3rv
0 0 ur® urv

0 0 0 riv

0 0 0 0

Ay = urds + uwour + 6,712,
Ay = urdy + (uv)® + dirv,
Ag = 1253 4+ rvur + 6512,
Ay = 126, + rouv + d3rv,
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0 wr? w?v Ay A,
0 0 r’v Az Ay
=10 0 0 w? wv
0 0 0 0 rv
0 O 0 0 0
Como 2° = 2*2? temos que
0 0 0 urdds +urlour + Ar? urdd, + ur?vuv + Ajro
000 r3our + Agr? r3ouv + Asrv
=100 0 0 0
0 0O 0 0
0 0O 0 0

Note agora que

urdds + urlvur + Aqr?

= urds + urfvur + (urds + vour + §;r%)r?

= urd(re + vu + cr) + vour® + urdds + vour?

= urdvu + ur’cr + ur®(re 4+ vu + er) = 0.

Procedendo analogamente para as expressoes acima verifica-se que 2% é

um elemento da forma 3.6 com f = urdvw + wurv 4+ urvurv. Como

f = [urbv, w] + (urv)? = (uwrdv + w)? + (wrv)?® + w? + (urv)?,

temos que f € M, para todo n > 0 entdo 2% = 0.
Portanto a dlgebra B,, satisfaz a identidade 2® = 0. Isso completa a
prova do teorema.
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