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Resumo

O teleparalelismo equivalente a Relatividade Geral (TEGR, na sigla em in-
glés) é uma descricao alternativa do campo gravitacional em termos de um campo de
tétradas, que correspondem as variaveis dinamicas do sistema. O TEGR permite-
nos tratar de maneira adequada o problema de definicao da energia, momento e
momento angular do campo gravitacional. Nesta tese mostraremos como descrever
o TEGR usando o formalismo Lagrangeano e Hamiltoniano. Utilizando o formalismo
Hamiltoniano construiremos uma expressao para o momento angular do campo grav-
itacional que é independente de coordenadas. Discutiremos as principais maneiras
de definir o momento angular existentes na literatura, comparando com a nossa
expressao para uma configuracao que exibe simetria axial. Estabeleceremos qual
deve ser o comportamento assintotico do tensor métrico para que a expressao do
momento angular seja bem definida. Verificaremos que as nossas expressoes para
o0 momento-energia e o momento angular formam uma representacao do grupo de
Poincaré, o que nos permite definir os invariantes de Casimir. Utilizando essas
quantidades tentaremos construir a helicidade de ondas gravitacionais, analisando
dois sistemas: a métrica de Bondi e ondas gravitacionais planas como solucoes ex-
atas das equacoes de Einstein. Discutiremos qual é a interpretacao fisica do campo
de tétradas e exemplificaremos nossa interpretacao através do calculo do momento

angular comparando dois campos de tétradas para a casca esférica em rotacao.
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Abstract

The teleparallel equivalent of general relativity (TEGR) is a viable alterna-
tive geometrical description of General Relativity in terms of the tetrad field. In the
framework of the TEGR it has been possible to address the longstanding problem
of defining the energy, momentum and angular momentum of the gravitational field.
In this thesis we shall show how to describe the TEGR by means the Lagrangian
and Hamiltonian formalisms. Using the Hamiltonian formalism we shall give a ex-
pression for gravitational angular momentum that is independent of the coordinates,
we shall describe the several ways to defining the gravitational angular momentum
in the literature and compare them with our definition by applying it to a config-
uration that exhibits axial symmetry. We shall fix the exact asymptotic conditions
on the metric tensor in order to get a well defined expression for the gravitational
angular momentum. We find that the gravitational energy-momentum and angu-
lar momentum correspond to a representation of the Poincaré group. This result
allows us to define Casimir type invariants for the gravitational field. Using these
invariants we shall try to build the helicity of gravitational waves by analyzing two
configurations: Bondi’s metric and gravitational plane-waves as exact solutions of
Einstein’s equations. We shall discuss the physical meaning of the tetrad field by
investigating the gravitational angular momentum of two different tetrad fields for

a rotating mass shell.
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Notacao:

O espaco-tempo fisico serd designado por letras gregas, de forma similar o
espaco-tempo tangente serd designado por letras latinas. Indices do espaco-tempo
fisico u, v, ... e indices SO(3,1) ou do espago-tempo tangente a,b, ... variam de 0 a
3. Indices de espaco e tempo sdo indicados de acordo com p = 0,i, a = (0), (i).
O campo de tétradas é denotado por e, o tensor métrico do espaco-tempo de
Minkowski levanta e abaixa indices e é fixado por 7, = equep 9"’ = (— +++). O
determinante do campo de tétradas é indicado por e = det(e®,). As unidades sao

fixadas com a escolha G = ¢ = 1, a menos que se diga o contrario.
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Capitulo 1

Introducao

Um entendimento mais completo e profundo da Relatividade Geral de Ein-
stein requer o conhecimento da estrutura das equacoes de campo, solucoes e suas
consequéncias, bem como a compreensao de propriedades tais como: a energia, mo-
mento e momento angular do campo gravitacional [1]. Devido ao surgimento de
problemas na interpretacao, e mesmo na definicao dessas propriedades, que sao in-
dispensaveis para a completa compreensao da teoria, torna-se necessaria uma nova
abordagem, porém equivalente, para a descricao do campo gravitacional.

Na abordagem geométrica da gravitacao surgem diversos problemas con-
ceituais tais como a inexisténcia de uma densidade para energia gravitacional, e
existem sérias dificuldades quando tentamos construir uma teoria de calibre na ten-
tativa de se unificar as quatro interagoes fundamentais da natureza. Parte dessa
dificuldade advém de estensoes equivocadas do Principio da Equivaléncia.

Moller [2] j& havia notado que é impossivel anular o campo gravitacional por
uma simples transformacao de coordenadas, ou seja, as quantidades fisicas tém que
ser independentes de tais transformagoes. Por isso a abordagem de pseudo-tensores
torna-se inviavel, uma vez que em sua formulacao, essa dependéncia é explicita.
Um outro problema ¢ que a interacao gravitacional é muito fraca em comparagao
com as outras interacoes fundamentais, caracterizando a chamada “hierarquia das
interacoes”.

A teoria de Yang-Mills [3| descreve com sucesso trés das quatro interagoes



fundamentais. A gravitagdo é uma interagao que permanece alheia a essa unificagao.
Existem duas razoes que explicam esse fato. A primeira é que a Lagrangeana, na
visao geométrica, é linear na curvatura, sendo que no teorema de Noether [4] (fun-
damental para a formulacdo da teoria de Yang-Mills) a Lagrangeana é quadratica.
A segunda é que nao se sabe qual é realmente a simetria de calibre da gravitacao,
muito embora haja argumentos muito fortes a favor do grupo das translagoes [5].
Logo nao podemos construir ainda nenhum observavel da teoria nos moldes da teoria
Quantica, uma vez que a expressao de Noether para os observaveis pressupoe uma
conexao associada a uma representacao do grupo de calibre que nesse caso ainda
é controverso. Essa conexao nao necessariamente reflete uma propriedade fisica do
espaco-tempo, ela ¢ uma propriedade do grupo de calibre em questao. Por exemplo,
na teoria eletromagnética, o potencial vetor A, funciona coma a referida conexao,
enquanto que a curvatura contruida a partir dela é o tensor F,, = 0,4, — 0,A,.
Uma abordagem bastante interessante ¢ aquela que lida com o campo gravitacional
como teoria de calibre para o grupo das translacoes definido no espago tangente a
cada ponto do espaco-tempo [6, 7, 8, 5|. Esta abordagem tem estreita relagao com o
que passaremos a discutir nesta tese, entretanto a nossa visao é um pouco diferente
COMO veremos.

Assim, temos que abordar a gravitagao sob um outro ponto de vista que nos
permita resolver alguns dos problemas citados e que recupere os ganhos e conquistas
da visao geométrica. Isso é feito através do chamado Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral (TEGR). Antes, porém, temos que introduzir alguns conceitos
fundamentais.

O primeiro deles é o conceito de campo de tétradas. Um campo de tétradas
é um conjunto de vetores linearmente independentes que obedecem uma relacao de
ortogonalidade. Esses vetores sao usados para construir uma base capaz de descrever
um espaco-tempo. As primeiras tentativas de se descrever o campo gravitacional
por meio de tétradas sao atribuidas a Einstein na tentativa de se unir a gravitacao

e o eletromagnetismo [9]. A caracteristica mais importante das tétradas é que, na



descricao do espaco-tempo em termos destes campos, o Principio da Equivalén-
cia surge de maneira natural. Isso se deve ao fato de que os campos de tétradas,
que descrevem ao mesmo tempo o espacgo-tempo fisico e o espaco tangente, podem
ser interpretados como uma transformagao de Lorentz entre os diferenciais dz* do
espaco-tempo fisico e dg® do espaco-tempo tangente, através da comparacao entre
A¢ oA yneq = Nap, onde A%y é a matriz de Lorentz, e €® e’ ,nu = gu. Com isso
podemos sempre escrever a quantidade projetada e = e ,dz", porém podemos es-
crever também dg® = e* ,dz*, muito embora nao possamos integrar esta relagao e
escrever ¢* = ¢*(z*). O sentido fisico do campo de tétradas serd explorado mais
profundamente no Capitulo 5.

No espago-tempo caracterizado por um campo de tétradas os componentes
de um campo vetorial sao ditos paralelos se suas projecoes em pontos distintos da
variedade, com respeito a um campo local de tétradas, forem idénticos. Claro que
se pudermos construir uma derivada covariante que, aplicada sobre um campo de
tétradas, se anula identicamente, a caracteristica anterior é satisfeita e podemos
definir o conceito de paralelismo absoluto ou teleparalelismo, no espago-tempo [10].

Se usarmos a conexao de Cartan, I, = €**d,e,,, podemos construir a
chamada geometria Teleparalela que é menos restritiva do que a geometria Rie-
manniana. Uma geometria Riemanniana corresponde a uma classe de geometrias
Teleparalelas. Isso significa que dada uma geometria Riemanniana (caracterizada
por um tensor métrico) existem diversas maneiras de se construir geometrias Tele-
paralelas (caracterizadas por campos de tétradas). Isso pode ser verificado através
da relagao entre o tensor métrico e um campo de tétradas g,, = €* ,e,,. Um escalar
de curvatura construido a partir dessa conexao é identicamente nulo, o que per-
mite escrever a densidade de Lagrangeana como combinac¢ao quadratica do tensor
de tor¢ao (que é a parte anti-simétrica da conexao de Cartan).

A partir desses conceitos basicos, podemos entender que o Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral (TEGR) ¢ uma descricao alternativa do campo

gravitacional em termos de um campo de tétradas [11], que correspondem as var-



iaveis dinamicas do sistema. KEsses objetos sao adequados a essa descricao pois
produzem o campo gravitacional e ao mesmo tempo estabelecem um campo de ob-
servadores no espaco-tempo. Apesar de ainda ser objeto de estudo e investigacao,
o TEGR parece-nos ser a alternativa mais viavel para o entendimento do campo
gravitacional. Entendemos ser assim, pois no contexto do TEGR tem sido possivel
tratar de maneira adequada o problema de definicao do momento-energia e momento
angular do campo gravitacional.

Pode-se descrever a gravitagao com o TEGR de duas maneiras. A formu-
lagao Lagrangeana e a formulacao Hamiltoniana do TEGR. A primeira é construida
pensando-se nas simetrias que as equacoes de campo exibem e a segunda é obtida
da primeira por meio de uma transformacao de Legendre.

Assim, nesse contexto, no esforco de tentar caracterizar as simetrias do sis-
tema, construimos a Lagrangeana [12, 13, 14] e através da execugao de uma trans-
formacao de Legendre definimos o que é chamado de formulacao Hamiltoniana da
gravitacao [15]. Entretanto sabemos que essa formula¢ao nem sempre é bem definida
para uma teoria geométrica arbitraria da gravitagao. Para que seja bem definida é
necessario que os vinculos satisfacam uma algebra e que, além disso, essa algebra
seja de primeira classe. Isso significa que cada vinculo deve comutar com todos os
outros, ou seja, o “produto” entre os vinculos deve ser escrito apenas em termos dos
proprios vinculos.

Ao analisarmos as equagoes de Einstein, na formulagao métrica e lagrangeana
usuais, notamos que elas podem ser separadas em duas categorias, que nao surgem
de maneira explicita na teoria, a saber: seis equagoes dindmicas (equacgoes diferenci-
ais hiperbdlicas) e quatro equagdes de vinculo (equagoes diferenciais elipticas). No
formalismo Hamiltoniano, quando escrevemos as equagbes de Hamilton (elas sdo
essencialmente as equagoes de Einstein), essa separacdo ocorre de maneira natural,
através de uma decomposicao 3+1 do espago-tempo.

Quando consistente, a formulacao Hamiltoniana nao s6 garante que a evolugao

temporal das quantidades de campo sejam bem definidas, como também permite o



entendimento da teoria fisica por uma perspectiva diferente. Nessa tese lidamos com
o formalismo Hamiltoniano com vinculos, desenvolvido por Dirac [16] e que tem se
mostrado muito 1atil por mostrar explicitamente a forma do momento angular e do
momento-energia gravitacionais.

Nos capitulos 2 e 3, a partir de uma formulagao Hamiltoniana bem definida,
interpretamos as equacoes de vinculos como defini¢oes do momento angular e momento-
energia gravitacionais de forma que as definicoes sejam independentes de coorde-
nadas. Isso se justifica, em parte, pelo fato do conjunto de vinculos primarios sat-
isfazerem a algebra de momento angular. Com isso, e considerando o colchete de
Poisson definido no espaco de fase da teoria, como sendo o produto da algebra,
encontramos que o momento-energia e o momento angular gravitacionais correspon-
dam a uma representagao do grupo de Poincaré. Esse resultado permite escrever
os operadores de Casimir do campo gravitacional, quantidades que sao invariantes
gerados pela teoria e que caracterizam uma configuracao do campo de tétradas.

No capitulo 4, além de interpretarmos o significado de um campo de té-
tradas, vamos investigar a definicao do momento angular mais profundamente, bem
como explorar a forma da expressao regularizada para essa grandeza fisica, no sen-
tido de se eliminarem possiveis infinitos quando as integrais sao calculadas. Uma ex-
pressao regularizada para algum objeto significa, essencialmente, subtrair uma quan-
tidade infinita desse objeto obtida no espaco-tempo plano. Isso se torna necessario
para afastar a existéncia de valores nao nulos de momento-energia ou momento an-
gular na auséncia de campo gravitacional. Vamos, também, calcular o momento
angular de uma casca esférica para diferentes observadores.

Regge e Teitelboim [17] obtiveram um formalismo Hamiltoniano para Rela-
tividade Geral que é claramente invariante sob transformagoes do grupo de Poincaré
no infinito, através da introducao de dez novos pares de varidveis candnicas. A
analise subsequente feita por York [18] mostrou que uma defini¢do propria do mo-
mento angular gravitacional requer um comportamento assintotico adequado dos

componentes do tensor de Ricci. Beig e 6 Murchadha [19] analisaram a forma exata



das condicoes de fronteira necessarias para se definir energia, momento e momento
angular do campo gravitacional. Szabados [20], além disso, encontrou as condigoes
necessarias que produzem valores finitos para as quantidades mencionadas acima.
Em todas essas andlises as transformacoes de Poincaré sao definidas e realizadas em
regioes assintoticas do espago-tempo. A algebra de Poincaré também é verificada
no limite assintotico do espaco-tempo. Nesta tese mostraremos que, no ambito de
nossa definicao para o momento angular, a dlgebra de Poincaré é verificada em todo
espaco de fase da teoria, ndao sendo restrita a regiao de fronteira.

No capitulo 5, tracaremos um paralelo entre o exposto acima e a nossa
definicao de momento angular, aplicando nossa definicao a uma configuracao com
simetria axial e analisando em que medida o limite assintotico do momento angu-
lar depende das componentes do tensor métrico. A investigacdo dos auto-valores
dos operadores de Casimir poderia ter aplicacao a uma possivel teoria quantica da
gravitacao, uma vez que essas quantidades tém intima relacado com a massa e o spin
de particulas nas ondas gravitacionais. Assim, procederemos nessa analise para o
caso de ondas gravitacionais planas e para a métrica de Bondi (essencialmente uma

configuragao perdendo massa por emissao de ondas gravitacionais).



Capitulo 2

O Teleparalelismo Equivalente &

Relatividade Geral

2.1 Introducao

Procuraremos tragar alguns comentarios a respeito do campo de tétradas e
mostrar como estabelecer a formulagdo Lagrangeana e Hamiltoniana [15] do TEGR.
Exigiremos inicialmente que a teoria exiba invariancia local de Lorentz, através da
introdugao de uma conexao de spin wy,q, do grupo SO(3,1) local, e posteriormente va-
mos impor que essa conexao seja nula para obtermos uma densidade de Lagrangeana
invariante por transformacoes globais de Lorentz. A partir dessa densidade de La-
grangeana obteremos as equagcoes de campo.

Quando introduzimos a conexao de spin a condicao de Teleparalelismo exige

que a derivada covariante da tétrada seja nula, o que pode ser escrito como:

Ve, = 0

A b
oe, — I e A +w, e’y = 0, (2.1)
Isolando a conexao I'* ,, na tltima equagdo temos:

7



M, = e’ wum + e0ea - (2.2)

Substituindo essa quantidade na definicao usual do tensor de curvatura obtemos:

R (€, w) = eq ’\eb,y(aﬂwz,“b — Oy, Wyt ewy p —wy tw, ) (2.3)

Usando a equagdo (2.2), podemos calcular o tensor de torgao T = r w = r s

que gera a seguinte expressao:

T, (e,w) = 0,e*, — Ope” , + wu“beb,, — wyabebu . (2.4)

A conexao de spin, usando a equacido (2.4), pode ser escrita identicamente

cOomao:

Wyab = Owuab + Kuab ) (25)

onde K,q ¢ o tensor de contorcao e °w,q, ¢ a conexao de Levi-Civita, sendo essas

quantidades definidas pelas expressoes:

1
Kuab = §€a /\eb V<T)\,u1/ + Tl/)\u + Tu)\u) )
1
Owuab - —566 u(Qabc - Qbac - Qcab) s (26)
com (2. dado por:
Qabc = eau(eb Ma,uec Y— €e ,ua#eb V) . (27)

Devemos notar que °w,q, possui tor¢ao nula.
Se usarmos a expressao (2.5) para calcular o escalar de curvatura, que é
calculado por meio da contragao dos indices do tensor definido em (2.3), chegamos

a seguinte relacao:



1 1
eR(e,w) = eR(e) + e(ZT“bCTabc + §T“bchac — T°T,) — 20, (eT"). (2.8)

Essa é a relacao fundamental que serd usada para definirmos a densidade de La-
grangeana no TEGR.

Tradicionalmente a densidade de Hamiltoniana é obtida quando decompo-
mos o espaco-tempo em hipersuperficies tridimensionais do tipo espaco e que sao
deformadas com o auxilio das funcoes lapso N e shift N*, as quais agem na dire¢ao
normal e tangencial dessas hipersuperficies espaciais, respectivamente, gerando o
espaco-tempo fisico. Entretanto neste capitulo construiremos a densidade de Hamil-
toniana por meio de uma transformacao de Legendre aplicada & densidade de La-
grangeana sem fazermos a decomposicdo 3 + 1 do espago-tempo. A partir disso
definiremos as expressoes para o momento-energia e momento angular gravitacionais.

Construir uma formulacao Hamiltoniana da gravitacao é importante pois
as equagoes se tornam menos complexas, uma vez que as equacoes diferenciais en-
volvem derivadas de primeira ordem. Algumas caracteristicas do sistema sao melhor
observadas, permitindo-nos retirar informacoes que, muitas vezes, sao obscuras no
contexto do formalismo Lagrangeano. E, fundamentalmente, esse enfoque pode nos

permitir a quantizacao do campo gravitacional.

2.2 Algumas Consideragoes Sobre o Campo de Tétradas

Em um espaco-tempo fisico arbitrario ha sempre um espaco-tempo plano
tangente em cada ponto. Podemos projetar uma quantidade definida nesse espago-
tempo arbitrario, no espago-tempo tangente. Para isso, usamos o campo de tétradas.
Considere um vetor definido em um espacgo-tempo V#, a correspondente projecao

no espaco-tempo tangente ¢ dada por:

Ve =et VI (2.9)
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sendo que para isso utilizamos o campo de tétradas e ,. Claro que podemos fazer o
caminho oposto e projetar um vetor do espago-tempo tangente 1V no espaco-tempo

fisico, assim temos:

Vi = e,V (2.10)

nesse caso usamos o campo de tétradas inverso e, *.
Como foi dito, um campo de tétradas é um conjunto de vetores linearmente
independentes que obedecem uma relacao de ortogonalidade. Essa relacao pode ser

expressa por:

v __ Q, v.
gﬂ — €“€a,

nt o= el . (2.11)

Vamos mostrar como construir um campo de tétradas em um espaco-tempo
plano, claro que neste caso o espaco-tempo tangente serd o proprio espaco-tempo
fisico. Para isso vamos considerar dois sistemas de coordenadas, ¢* = (¢,z,y, z) no
espaco-tempo tangente e z# = (t,r,0,¢) no espago-tempo fisico. Os dois sistemas
estao relacionados pela transformacao de coordenadas dq¢® = e® ,dx*, com isso o

campo de tétradas pode ser escrito como:

1 0 0 0
. dq” 0 sinf cos¢p rcosf cos¢p —rsinf sin @
HT Qar 0 sinfsing rcosfsing rsinf coso ’ (2.12)
0 cos 6 —7rsinf 0

da relacao acima percebemos que o campo de tétradas pode ser escrito como o
gradiente da funcao ¢®. Quando isso ocorre as tétradas sao chamadas de holonomas,
nesse caso tanto z* quanto ¢ descrevem os mesmos pontos do espago-tempo, como
seria de se esperar em uma transformacao de cordenadas. A mesma idéia pode

ser usada para construirmos outras configuracoes de tétradas, por exemplo através
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de uma transformacao de coordenadas que se relacionam através de um “boost"de
Lorentz.

No caso geral o campo de tétradas nao pode ser escrito na forma d,q°,
entao as tétradas sao chamada de nao-holénomas. Para essa categoria de tétradas
temos a seguinte propriedade J,e*, — d,e*, # 0, logo para um espago-tempo com
torcao, temos tétradas nao-holonomas. Nos sistemas abordados nesta tese em que
for necessario a utilizacao de coordenadas esféricas, vamos usar a estrutura de (2.12)
para construirmos o campo de tétradas correspondente.

Para o TEGR a manifestacao do campo gravitacional se d4 em um espago-
tempo dotado de um campo de tétradas nao-holonémico, que nao pode ser escrito
como gradiente de funcgoes ¢*. As quantidades de interesse fisico tais como o vetor
energia-momento e o momento angular serdao definidos no espago-tempo tangente,

que serd identificado com o espaco-tempo de referéncia.

2.3 A Formulacao Lagrangeana

Na formulacao Lagrangeana do TEGR vamos impor que a conexao de spin

Wuab Seja igual a zero. Com isso a expressao (2.3) se reduz a:

1 1
eR(e) = —e(ZT“bCTabC + §T“bCTbac — T°T,) + 20, (eT"). (2.13)

Além disso, a torgao em (2.4) assume a seguinte forma:

T ,.,(e) = 0,e", — e . (2.14)

Se desprezarmos a divergéncia em (2.13), a densidade de Lagrangeana para o campo

gravitacional no TEGR é dada por:

1 1
Lles,) = —ke (ZT“bcTabc + iTabchac —T°T,) — Ly

—k eX Ty — Loy (2.15)
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onde k = 1/(167) e Ly é a densidade de Lagrangeana para os campos de matéria.
O termo de divergéncia nao é necessario quando construimos a integral de acao
para espacos-tempos assintoticamente planos, pois as integrais de superficie que
surgem por integracoes por partes se anulam. No vacuo, notamos que a densidade
de Lagrangeana é invariante por transformacoes gerais de coordenadas e por trans-
formacgoes de Lorentz globais SO(3,1) como é esperado, uma vez que impusemos
wyab = 0. O tensor X%¢ & definido por:
1 1

Eabc — Z(Tabc + Tbac . Tcab) + §<nach . nach> 7 (216)

e T*=T",* As equagoes de campo sao obtidas a partir de (2.15), por meio de sua

variacao funcional em relacao a e* e sao dadas por:

1 _ 1
Cariu0y (eX) — (X% (Thyy — ZeauTbcdzbcd) = EeTw. (2.17)

Como X%¢T,,. é proporcional ao escalar de curvatura relativo a conexao
de Levi-Civita a menos de uma divergéncia total, pode-se mostrar, por calculos
explicitos, que o lado esquerdo de (2.17) é proporcional ao tensor de Einstein G, =

eq "Gy Ou seja:

1 1 1
eariu0y (eX) — (2% (Thyp — ZeauTbcdszd) = 56[5’@“(6) — §eauR(e)] , (2.18)
com isso, a seguinte equagao se torna clara:
1 1
Raﬂ(e) - §eauR(€) = ﬁTau . (219)

Isso mostra a equivaléncia entre a teoria em questao e a Relatividade Geral, o que
justifica o proprio nome da teoria. Essa equivaléncia pode ser visualizada quando
analisamos a maneira como a Relatividade Geral ¢ descrita. Usualmente ela ¢ de-
scrita em termos de um tensor de curvatura diferente de zero, é portanto uma teoria

essencialmente geométrica, e com o tensor de tor¢ao nulo. Para o Teleparalelismo o
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quadro é oposto, mas absolutamente equivalente. Tem-se a curvatura construida a
partir da conexao de Cartan nula e a tor¢ao diferente de zero.

As equagoes de campo (2.17) podem ser reescritas na forma:

1
0, (ex™) = e e (1 + T | (2.20)
onde
M = K(AXP AT M — g S Ty) (2.21)

é interpretado como o tensor de energia momento do campo gravitacional [21]. Den-
tre os varios motivos que suportam essa interpretacao [22], vemos primeiramente
que t™ & um tensor verdadeiro sob transformacoes de coordenadas, entretanto ¢t
ndo é simétrico. Além disso, temos uma lei de conservacdo tanto para et® quanto
para eI, Para entendermos isso basta notar que X% é anti-simétrico nos dois
ultimos indices, lembrando que uma contracao entre um tensor simétrico e outro

anti-simétrico é nula, temos o seguinte:

00, (eX™) = 0. (2.22)

Assim, imediatamente chegamos a equacao:

O\(et™ +eT™) =0, (2.23)

que é uma lei de conservacao local para os tensores de energia-momento gravita-
cional, t*, e dos campos de matéria, 7. Entretanto a quantidade definida em
(2.21) deve ainda ser objeto de verificagdes posteriores, como por exemplo, a questao
da positividade do tensor de energia-momento. Como veremos essa propriedade nem

sempre é obedecida.



14

2.4 A Formulagao Hamiltoniana

Nesta secao faremos uma apresentacao resumida dos resultados principais
estabelecidos nas referéncias [15] e [23]|. Para obtermos a formula¢do Hamiltoniana
do TEGR temos que, primeiramente, estabelecer o espaco de fase da teoria. Como
a densidade de Lagrangeana nao contém explicitamente a derivada temporal de e,
essa quantidade surge como um multiplicador de Lagrange. O momento canoni-
camente conjugado a e,; ¢ dado por 1% = 6L/0¢,;. A formulagio Hamiltoniana
(ndo explicitamente covariante) é obtida reescrevendo a densidade de Lagrangeana
na forma L = pj — Hy, em termos de e,;, 11 e dos multiplicadores de Lagrange.
Executando a transformacao de Legendre, chegamos a densidade de Hamiltoniana

[15] na forma:

H = Hy+ agl"* + g, (2.24)

mais termos de superficie. o, e [ sao multiplicadores de Lagrange. Através da

SHy _

5or = 0, temos um novo vinculo C%, que se relaciona com
al

condicao de consisténcia

Hy por Hy = e,0C*. Com isso obtemos a seguinte densidade de Hamiltoniana:

H = e,0C* + ay " * + g,IF. (2.25)

Apos resolvermos as equagoes de campo identificamos iy = 1/2(Tiop + Troi) € Br =
Toow. C% T"* e I'* sao vinculos de primeira classe, garantindo que a evolucao
temporal da teoria é bem definida.

O vinculo C* é escrito como C* = —§;I1% + p®, onde p® é uma expressao

muito complicada das varidveis de campo, explicitamente temos:

a al 1 1%l 1 1 m nj
p = k;e{e O[——4900 <gikgij]Pkl — §P2> + (Zg qg ]Tb mnTbij +

1 ng m % m n 1 aij
+ 59 T T 35 = g*T™ i T nk>:| —w@ik%ﬁ TPM —

1 aij ai m _nj nj m j m m
— 597 / P> —e (90 G T i Tomn + g T i T™ i3 4 GO T" o T™ i —
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29K ™ T™ i — 2g7FT0 T nk) } , (2.26)

com " e P%* definidos da seguinte maneira:

’ymj = _%(eml—v + 6(1]1’\2) - eak’ [QOO(QJmTz km T gzmT] km T QQZ]Tm mk) +
e
+ "G T o+ ¢ T k) — 29”7 T i +
+ (""" 4+ g™ g — 297 ") T mk] (2.27)
sz _ EI—I(Zk) + gﬂm<gk]Tz mi + gz]Tk mi — ngij mj) +
+ (g"mg 4 gmgORyTI (2.28)
A forma integral das equagoes de vinculo C'* = 0 é interpretada como

equacao de energia do tipo H — F = 0 e nos permite definir o vetor energia-momento

gravitacional P® :

P = — / d>xp® (2.29)
Vv

como p® = 9;I1* (pela equagao de vinculo), temos [1, 24]:

P* = — / Ao 1 (2.30)
\%4

V' & um volume arbitrario do espaco tri-dimensional. Essa é uma definicao con-
sistente pois diversas aplica¢oes indicam que (2.30) representa o momento-energia
gravitacional contido em um volume V em espacos vazios. Particularmente (2.30)
gera a energia de ADM [41] quando aplicada a todo espaco tri-dimensional. No

espaco de configuracoes, temos:

% = —4kex™" . (2.31)

O surgimento de divergéncias totais na forma de densidades escalares ou vetoriais é
possivel no contexto de teorias contruidas a partir do tensor de torcao, o que nao é

o caso de teorias métricas da gravitacao.
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Em termos da defini¢do (2.21), podemos escrever:

d ) )

— | &Pree” (i +T™) =— ¢ dS; [ee” (" +TM)] | (2.32)
dt Jy S

que representa uma equacao de continuidade para o tensor de energia-momento
total ¢t 4+ T™M. Assim, alternativamente, podemos reescrever P® de uma forma

mais familiar:

P = / dPree” ,(t% +Tm). (2.33)
14

Entretanto utilizaremos a expressao (2.30), por motivos praticos, uma vez que é
muito mais facil lidar com (2.30) do que (2.33). Vemos que a divergéncia que aparece
em C'* pode ser realmente tomada para definirmos o vetor energia-momento em vista
das equacoes de campo que relacionam t*¥ com II*. Portanto a nossa definicao de
momento energia nao é arbitraria, o seu sentido ¢ estritamente relacionado com as
equacoes de campo.

A interpretagao dos vinculos como equagoes que definem a energia e 0 mo-
mento gravitacionais se justifica quando lidamos por exemplo com a integral de acao
de Jacobi [25]. Considere um sistema descrito por coordenadas z* em um espago de

configuragoes n-dimensional, (i = 1,2,...n). A acao de Jacobi é:

Slx] = / Vmijdaidain/2(E — V(z)), (2.34)
onde m;; ¢ a métrica Newtoniana. Se introduzirmos um parametro o ao longo de

um caminho no espaco de configuracoes com extremidades fixas entao a agao de

Jacobi se escreve como:

Slx] = / do~/mijiiii\/2(E — V(z)), (2.35)
onde z(0') = 2’ e x(0") = 2" sdo fixados.
Vemos que a agao S[z]| é invariante por reparametrizagoes espaciais, logo se

tentarmos escrever o Hamiltoniano a partir de (2.35) concluiremos que ele é identi-
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camente nulo. A definicdo do momento canonicamente conjugado as coordenadas,
i i [2AE=V ] ~
pt=xat %, estabelece um vinculo C que pode ser usado como uma equacao

que define a energia. Da seguinte maneira:

1 ..
C= §m”pipj +V(zx)— E=0. (2.36)

Com isso podemos notar a similaridade que existe entre o exposto acima e aquilo
que usamos nesta tese para definir o vetor energia-momento gravitacional.
Os vinculos IV * e T'* sdo obtidos a partir da relagdo (2.31) quando escreve-

mos a densidade de Hamiltoniana e podem ser escritos como:

F/ik _ H[ik} +k6{gimgij0mj + (gkzmgOi _gimgOk)Tj mj}

k= % 4 le(gkaOiTO i O Ui y 4 gWgikTi i) (2.37)

Essas quantidades sao vinculos no sentido estrito do termo, pois representam uma
relacao algébrica entre as variaveis de campo, ou seja, as tétradas, e os momentos
canonicamente conjugados a elas. Isso é explicitado quando executamos a transfor-
magao de Legendre sobre a densidade de Lagrangeana (2.15).

O colchete de Poisson entre duas quantidades de campo F e G é dado por:

L 6F &G SF 6G
{FGh= / d x(aeai@) ST(z) 5T (z) 5%(3;)) ' (2:38)

Calculando o colchete de Poisson entre os vinculos IV ¥ (x) e T' *(y), vemos que eles

satisfazem a algebra de momento angular [15], explicitamente temos:

{F/ ”(l’),r/ kl(y)} _ §(gzlr/]k 4 g]krl il gzkrljl _ g]lF/ Zk)(S(l’ . y)’ (239)

isso justifica a interpretacao de uma forma simplificada do vinculo como defini¢ao
do momento angular, tal qual é feito para o vetor energia-momento.
Em vista disso é importante reescrevermos a densidade de Hamiltoniana

H de uma forma mais simples [23]. Para isso simplificamos os vinculos I e I'*,
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reescrevendo-os como um tinico vinculo I'*’. Antes, porém, devemos notar a seguinte

relacao:

1 . ~
T =2 = 2[4 (979" = ¢ )T ] (2.40)

a partir disso tomamos os componentes ;4 = 0 e v = k, obtendo:

1 . m 0k 7
SO = 2 (g™ T s+ (6% — g™ T ) (2.41)

Realizando o mesmo procedimento para p =1 e v = k, temos:

SO = M = g T 4 (679" = g T ] (2.42)

Se definirmos uma quantidade M*” por:

M* = oTTlH = ¢ I — ¢, T (2.43)

M% = TI% =, 'TI**, (2.44)

entao nao ¢é dificil verificar que o vinculo simplificado ' é:

% = M + 4ke(X% — xP00) (2.45)

com M® = e, ,M" = —M". O novo vinculo ' = —I'™ encerra ambos os
antigos vinculos IV % e T'* através das relacoes I = 21V = ¢, ‘e, %, Tk = 0% =
e, ey T

Com isso a densidade de Hamiltoniana pode ser escrita de uma forma mais

simples quando comparada a (2.25):

1
H = Gaoca + 5)\abrab7 (246)
onde Ay = —Ap, sa0 multiplicadores de Lagrange. O significado desses novos mul-

tiplicadores de Lagrange se torna claro quando os comparamos com os antigos, oy
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e Ok, na expressao (2.25). Para isso o segundo termo em (2.46) deve ser separado

da seguinte forma:

1 1 1 A A y
E&J“::EMMW%:?MJW+MJW+&JN+&J%
1 g
- )\OiFOl‘i‘g}\ijFU

= Al + NIV (2.47)

logo identificamos os multiplicadores de Lagrange como A\;;, = ayr € Ao = — ko = Fg-
E bom lembrar que na expressao acima utilizamos as relagdes \,, = e® e’ Ay €
'™ = e, Fe, VT,

Como vimos, quando escrevemos a densidade de Hamiltoniana a partir de
uma integral de agdo de Jacobi, surge um vinculo, expresso por (2.36), que é usado
como definicao de energia. Comparando com o nosso procedimento, vemos que o
processo de interpretacao do vinculo C* como definicao do vetor energia-momento
gravitacional é o mesmo. Assim, tendo por base as mesmas idéias, a estensao mais
natural desses conceitos é interpretar o vinculo I'*” como definicdo de alguma quan-
tidade fisica. Ao analisarmos as dimensdes desse vinculo e tendo por base a relacao
(2.39), vemos que essa quantidade fisica tem que estar relacionada com o momento
angular. Isso sera exemplificado no capitulo 4 quando, em nossa andlise, reintro-
duzirmos as constantes c e G.

Portanto de maneira andloga a definicao de P® |21], a forma integral da
equacio de vinculo I'* = (0 motiva a definicio da densidade do 4-momento angular

do espago-tempo:

M®™ = —4ke(X — b0y (2.48)

e que, portanto, define

LY = — /V Pz e e, M™ (2.49)
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como o quadri-momento angular do campo gravitacional [23]. Essa expressao é
invariante sob transformacoes de coordenadas do espaco tridimensional.

Notamos que o lado direito da equagao (2.48), bem como o lado direito da
equagao (2.31) existe o indice temporal 0, além de notarmos a presenca do determi-
nante do campo de tétradas e. Esse determinante sempre pode ser escrito como o
produto da funcao lapso com o determinante das tétradas restritas ao espaco tridi-
mensional. Por causa dessas caracteristicas o lado direito das equagoes (2.31) e
(2.48) sdo invariantes sob reparametrizagoes temporais.

E importante enfatizar que P® e L* transformam covariantemente sob
transformagoes globais SO(3,1). Essas quantidades sao definidas no espago de fase
da teoria, logo, para calcularmos essas expressoes, devemos usar uma configuragao
particular de campo, entendendo que os lados direitos de (2.31) e (2.48) devem ser
considerados no espaco de configuracoes da teoria.

No capitulo 5 discutiremos as diferentes abordagens para se definir momento
angular do campo gravitacional, dentre elas, aquela que é tomada como padrao
na literatura e vamos comparar, em termos de aplicagoes, com a nossa proposta

elaborada neste capitulo.



Capitulo 3

O Grupo de Poincaré

3.1 Introducao

A teoria de grupos originalmente se desenvolveu como um braco da Matematica
pura, se mostrando uma extraordinaria ferramenta para formalizar conceitos intu-
itivos e explorar simetrias no contexto da Fisica. Ou seja, a teoria de grupos é
fundamental para identificar e formalizar simetrias.

O instrumental produzido pela teoria de grupos encontrou um grande acol-
himento em Fisica, produzindo aplicagoes e resultados significativos em diversas
areas, tais como Estado Sélido, Fisica Atémica e Molecular e Cristalografia.

O estudo do grupo de Poincaré é de vital importancia para a compreensao
da Fisica existente por tras de inimeros processos da natureza. E bem conhecida
quao grande influéncia esse conhecimento exerce em Fisica de Particulas e Campos.
Logo quando identificamos que uma simetria de um sistema fisico pode ser descrita
através do grupo de Poincaré pensamos, preferencialmente, nos invariantes que a
teoria gera. A invaridncia apresentada é um conceito-chave no entendimento de
novos fenémenos e desenvolvimento apropriado de teorias fisicas

Compreender a gravitagao do ponto de vista de uma teoria de calibre do

grupo de Poincaré é um ponto de partida para tentarmos, de alguma forma, ligé-la

21
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as demais forgas da natureza, de modo analogo & teoria de calibre de Yang-Mills.
Neste capitulo desenvolveremos a teoria de representagoes de grupos [26],

abordando grupos de Lie e especificamente o grupo de Poincaré. Mostraremos como

construir os invariantes de Casimir do grupo, comparando-os com aqueles construi-

dos para o campo gravitacional.

3.2 Teoria de Grupos

Um grupo G é um conjunto de elementos a, b, c... para os quais uma dada
lei de composicao ou “multiplicacao” define um “produto” entre dois elementos do

grupo, satisfazendo os seguintes postulados:

Se a e b sao dois elementos do grupo, entao ab também é;

Multiplicacao é associativa, ou seja, a(bc) = (ab)c;

e O grupo contém um elemento e chamado elemento identidade, tal que para

todo elemento do grupo temos ea = ae = a.

e Se a é um elemento do conjunto, existe um elemento b tal que ab = ba = e.

O elemento b é chamado de inverso e denotado por b = a!.

Um conjunto de operadores (A, B, C..) em um espaco vetorial L, forma um
grupo se forem respeitados os postulados acima. O produto de dois operadores é

construido segundo a forma pela qual eles agem nos vetores de L, ou seja:

Cx = A(Bx), (3.1)

para todo x pertencete a L. O operador identidade transforma os vetores neles
mesmos. Todos os operadores do grupo possuem inversos.

Se fizermos um mapeamento do espag¢o L em outro L', usando um operador
T, obtemos um grupo isomorfico (porque é inversivel) de operadores em L' que se

relacionam com os operadores do espaco L pela seguinte transformacao:
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A =TAT™, (3.2)

onde A é um operador de L e A’ representa um de L'.

Antes de continuar nossa analise temos que definir o que é homomorfismo,
necessario para escrevermos, de maneira inequivoca, o conceito de representagoes de
grupos.

Um homomorfismo de um grupo G em um grupo G’ é uma correspondéncia
entre os elementos de G e G’ que preserva a lei de composi¢ao dos grupos. Segundo
essa definicdo um elemento de G’ pode ser imagem de varios elementos de G, uma
vez que a correspondéncia nao ¢ uma associa¢ao “um-a-um” entre os elementos [27].

Se propusermos uma correspondéncia homomorfica entre elementos de um
grupo G e elementos de um grupo de operadores D(G) em um espago vetorial L,

obedecendo as relagoes:

D(E) = 1, (3.3)

sendo R, S e F elementos do grupo G, com E representando o operador neutro, entao
dizemos que D(G) é uma representacao do grupo G no espago de representacio L.

Uma representacao linear ¢ aquela construida em termos de operadores li-
neares. Se escolhemos uma base num espaco n-dimensional L, os operadores lineares
da representacao podem ser descritos através de matrizes, assim obtemos um ma-
peamento homomorfico D(G) de um grupo G em um grupo de matrizes n x n. Ou
seja, uma representacao matricial do grupo G. Dito de outra forma, a condigao de
linearidade significa que podemos associar uma matriz a cada elemento D(R) da
representacao em uma dada base do espaco vetorial L.

Assim, um grupo pode ter uma infinidade de representacoes em espacos de

dimensoes distintas. O grau da representacao é o nimero de dimensoes do espacgo
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vetorial L. Se fizermos uma mudanca de base em algum espaco vetorial, os elementos

da representacao transformam-se sob a agao de um operador C, da maneira seguinte:

D'(R)=CD(R)C'. (3.4)

Os elementos D’(R) também formam uma representagao do grupo que é equivalente
a D(R). No caso de representagoes matriciais, a equivaléncia entre duas represen-
tagoes ¢é verificada quando o traco das matrizes D'(R) e D(R) sdo iguais.

Quando o mapeamento homomoérfico D(R) se reduz para um isomorfico, ou
seja, quando ha uma correspondéncia de um para um entre os elementos do grupo
R e D(R), dizemos que a representagao ¢ “fiel”.

Ainda temos que tecer alguns comentarios sobre grupos continuos e espe-
cialmente sobre grupos de Lie, uma vez que o grupo de Poincaré é um grupo de

Lie.

3.2.1 Grupos Continuos

Um grupo é dito ser continuo se alguma relagao de proximidade é imposta
sobre os elementos do grupo-variedade. O termo “variedade” advém do fato de que
grupos continuos finitos tém uma estreita relacao com a definicao de variedades, uma
vez que o conceito de proximidade é dado por um conjunto de func¢oes em um espaco
e expresso em termos da distancia nesse espaco de fungoes. Assim, imaginamos
que variacoes infinitesimais de um dos fatores produza variacoes infinitesimais no
produto de dois elementos do grupo.

Dado um grupo continuo G, os elementos do grupo sao associados a pontos
em uma variedade e sao descritos por funcoes continuas de seus parametros. A lei

de composicao pode ser descrita simbolicamente por:

c= f(a,b), (3.5)

onde a, b e ¢ sao parametros do grupo. Quando f ¢ uma funcao analitica, no sentido
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de que pode ser expandida em séries de poténcias convergentes no espago de N
parametros, o grupo G é chamado de grupo de Lie finito de N parametros.

Se os elementos do grupo de Lie sao operadores em uma variedade V, entao
temos um grupo de transformacao. Para o caso de grupos de transformacao de
coordenadas no espago-tempo plano, um exemplo é o grupo de Poincaré. Quando
a transformacao induzida em V por G ¢ linear, naturalmente, os elementos de G
possuem uma representagao matricial em alguma base escolhida em V. Nesta tese
vamos lidar essencialmente com tais grupos.

Consideremos um grupo continuo de transformacao de coordenadas em uma

variedade V com um parametro. A lei de composicao pode ser escrita como:

v’ = f(x;a), (3-6)

onde f é uma funcao analitica do parametro a. Nesse caso temos uma variedade
definida pelas coordenadas z, elas sao modificadas por f, que é funcao do parametro
a, gerando um novo conjunto de coordenadas 2’ na variedade. Ou seja, o grupo é
caracterizado pelos parametros, aqui representado por a.

Logo esses parametros devem satisfazer todos os requisitos que definem um

grupo, ou seja, deve existir um elemento inverso a tal que:

2" = f(«";a) =z, (3.7)

isso quer dizer que, imposta alguma condicao de inversibilidade sobre a funcao f, x
pode ser escrito em termos de 2’. Além disso deve também existir um elemento a’

que corresponde ao elemento identidade, ou seja:

7' = f(z;a°) = 2. (3.8)

Podemos especificar essa relacio tomando a’ igual a zero. Finalmente, se execu-

tarmos duas transformagoes sucessivas no grupo de transformacoes, entao o novo
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elemento da variedade tem que obedecer a mesma relacao que define o grupo. Isso

pode ser visualizado considerando as seguintes relacoes:

v = f(z;a)
P = f(ab), (3.9)

onde a e b definem as duas transformacoes sucessivas. Se assumirmos que existe um

parametro c tal que:

2" = f(z;¢), (3.10)

entao ¢ tem que ser funcao dos parametros a e b, ou seja:

c=¢(ayb), (3.11)

onde a funcao ¢ define a lei de composi¢ao do grupo. Como exemplo temos o grupo

de transformagao abeliano de um parametro definido por:

¥ =ax, (3.12)

0

com a # 0. Neste exemplo o elemento identidade é a” = 1, o elemento inverso

éa = % e o produto entre os elementos é dado por ¢ = ab, sendo ¢ uma funcgao
analitica de a e b.

A relagdo (3.6) mostra que as coordenadas iniciais x da variedade sao levadas
para uma, posicao final 2/, por meio da variacdo de um parametro ¢ em uma funcao
f. Se a posicao final das coordenadas nessa variedade forem modificadas de da’,
entdo essa nova posicao final, ” = 2’ + da’, pode se dar por meio de uma variacao
infinitesimal do parametro a. Essencialmente ha duas formas de conseguirmos isso.

A primeira é modificarmos a coordenada x para x’ por meio de a e entao levarmos '/

para ' + dx’ por meio de um parametro infinitesimal da. A segunda forma consiste
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em levarmos diretamente os pontos iniciais x em z’ + dz’ por meio de um parametro

a + da. Estas duas maneiras podem ser ilustradas pelas seguintes relagoes:

¥ +di = f(x;a+da), (3.13)

+di’ = f(2';da). (3.14)

Usando a expressao (3.11) temos:

a+da = ¢(a;da), (3.15)
isso nos da a relacao entre as duas equacoes (3.13) e (3.14). Devido a hipotese de

continuidade de f, podemos expandir a equacao (3.14) em:

dz' = (W a:o> Ja. (3.16)

Como ¢ também é uma fun¢do continua de seus parametros, expandindo (3.15),

temos:

da = (%’bﬁ)éa, (3.17)

o que representa uma relacao entre da e da. Assim, vemos que qualquer parametro do
grupo pode ser obtido do elemento identidade por meio de sucessivas transformagoes
infinitesimais, bem como qualquer ponto na variedade pode ser obtido de um ponto
inicial.

Agora vamos generalizar os conceitos desenvolvidos até aqui sobre trans-
formacoes infinitesimais, expandindo as nossas defini¢bes para um grupo de trans-
formacoes, em uma variedade descrita por n coordenadas, com r parametros. A

generalizacao é imediata, ou seja:



2" +da = fiat, .2 a' +6d, . a" + d"); (3.18)
, oft(z", ...,z al, ... a")
noo__ ) ) ) ) ) k .
dr' = [ - } bt k=l (3.19)
d +dd = ¢'(at,..a";a +6ad', ..., a" +a"),
ogl(at,...a™;bt, ... b")
N e ” da* 3.20
¢ obk b0 (3:20)

sendo que utilizamos a convencao de Einstein, isto é, indices repetidos significam
um somatorio. Essa convencao serd usada nas demais expressoes.

Imediatamente somos induzidos a analisar o comportamento de uma funcao
das coordenadas G(x') quando as coordenadas sio levadas de um valor inicial 2% para
um final 2" = 2 + dx’, através da variacdo infinitesimal, da!, dos parametros do

grupo. A variacao de G(z°) é:

dG = axidx
oft(zt, ...,z at, ... a") L 0G
= - 21
Oak ] a:05a oxt’ (3.21)

com ¢ = 1..n e k = 1...r. Para obtermos esse resultado substituimos a expressao
(3.19) na equagdo acima. Isso nos permite definir um conjunto de operadores dife-

renciais lineares X, dados por:

0

X, |
a=0 (93:’ ’

i1 n. 1 r
_[9fi(a, . aal o a )} (3.22)

Oak

com ¢ = 1...n. O operador X}, é chamado de gerador infinitesimal do grupo. Claro

que a variacao de G produz uma nova funcao que pode ser escrita com o auxilio do

operador X, da seguinte maneira:

G = G+dG
= (1+6d"X,)G, (3.23)

com b= 1...r. No caso particular em que G(x') é a propria coordenada x’, temos:
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2" = (148" X))o

= o'+ 5" Xpa' (3.24)

com b = 1...r, ou seja, recuperamos a expressao (3.19). Assim, concluimos que os
operadores X, geram as transformacoes infinitesimais de qualquer fungao G definida
em uma variedade, inclusive as proprias coordenadas da variedade. Isso justifica o
nome dos operadores X, como geradores do grupo. Claro que o grupo ¢ definido por
meio de seus parametros e eles se relacionam por meio de transformacoes infinitesi-
mais do parametro tomado como identidade.

O Teorema de Lie nos diz que o comutador entre dois geradores do grupo
pode ser escrito como combinacao linear dos proprios geradores infinitesimais X,,.

Ou seja,

[Xa, Xp] = Cih Xa, (3.25)

onde C% sdo as chamadas constates de estrutura. Provar que C¢% sao realmente
constantes é bem simples, porém um pouco longo. Nao mostraremos a prova dessa
afirmacao pois isso seria estender muito o assunto, fugindo aos objetivos estabeleci-
dos.

A relagao acima define uma algebra denominada algebra de Lie. Os gerado-
res do grupo formam um espaco vetorial e a representagao construida nesse espaco
é chamada de Representacao Adjunta. Uma Representacao Adjunta matricial é
construida através das constantes de estrutura.

Além disso, os geradores infinitesimais do grupo satisfazem a identidade de

Jacobi

HXm Xb]a Xc] + [[Xm Xa]7 Xb] + [[Xb7 Xc]a Xa] =0 ) (326)
resultando em

CeLCs 4+ CLCs +CLCs, =0. (3.27)

a
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Resolvendo essa identidade, podemos construir uma representagao linear do grupo de
Lie. Entretanto essa nao é uma tarefa facil, pois cada indice varia de um ao nimero
de geradores do grupo, além disso a expressao (3.27) é quadrética nas constantes
de estrutura, o que dificulta a determinacio destas variaveis. E bom enfatizar que
as propriedades do grupo podem ser reproduzidas pela dlgebra de Lie. Ou seja, é
possivel mostrar que existe uma relacao entre o grupo de Lie e sua respectiva algebra
e que uma vez construida ela pode ser usada para escrevermos uma representacao
do grupo.

Tendo em vista o que foi exposto, estamos aptos a prosseguir na construcao

de uma representacao do grupo de Poincaré.

3.3 O Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré é outro nome para o grupo de Lorentz nao-homogéneo,
o qual engloba translagoes, “boosts”, rotagoes e inversoes que deixam ¢?7% = —x2+x2
invariante [28|. A transformacao mais geral do grupo de Poincaré em um espago-

tempo plano é:

z, =N yx, +ay, (3.28)

onde a, ¢ um quadrivetor constante e portanto ¢ independente de x. Como as

translagoes nao podem ser representadas por meio de uma matriz 4 x 4 agindo em

x, nao podemos obter uma representacao do grupo em termos dessas matrizes.
Consideremos primeiramente uma transformagao de Lorentz infinitesimal

no espaco plano, da forma:

A/,U/ =Nw — Euv (329)

onde
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Aﬂ/,uA'y v = Nuw - (330)

Substituindo (3.29) em (3.30) vemos que €, deve ser obrigatoriamente antisimétrico.
Aplicando (3.29) em z,, obtemos x|, = x, — ¢, "r,. Alternativamente podemos obter
o mesmo resultado através da aplicacao do operador exp(—%ie,ﬂ,L“”) sobre z,, onde

L,, ¢ o momento angular generalizado, sendo definido por:

L, =i(x,0, —x,0,). (3.31)

Uma vez definido L,, temos que calcular as relacoes de comutacao entre
esses operadores diferenciais. Fazendo isso e depois de algum esforco algébrico,

chegamos a:

[Lyws Lpo) = —t(MupLve — Mo Lup + Moo Ly — MupLipo) - (3.32)

Essa relagao de comutacao adquire as feicoes tradicionais quando separamos os ge-
radores em momentos angulares tridimensionais e “boosts"que sdo os Ly;.

Vamos agora considerar uma translagao infinitesimal da seguinte maneira:
), = x, — €,. De maneira andloga vamos assumir que essa transformagao pode ser

obtida através da aplicagao do operador exp(ie, P*) sobre x,, onde P, é o operador

quadri-momento P, = i0,. Esses operadores claramente comutam entre si:

[P,,P,]=0. (3.33)

Resta-nos calcular as relagoes de comutacao entre os momentos angulares
generalizados e os quadri-momentos. Novamente, depois de calculos simples, obte-

mos:

[Pl“ LPU] = i(nuppa - nuapp) . (334)

As relacoes (3.32), (3.33) e (3.34) formam a algebra do grupo de Poincaré

porque é construida em termos de operadores que sao capazes de gerar as transfor-
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magoes que definem o referido grupo. Nesse sentido, pode-se dizer que essas relagoes
sao uma representacao do grupo de Poincaré.

Voltando agora ao material discutido no capitulo anterior, calculamos o
colchete de Poisson entre as quantidades definidas por (2.30) e (2.49), sendo que

para isso temos que calcular suas derivadas funcionais:

—6L% 3 ) b
— a MY
5€Ck(2) /d xéeck(z) |:€ 'ue v :|
5 a j a j a i
= /d3x5eck( )[e oebjMO]+e jebOMJO—f—e iebjMJ]
= (1" o(2) — 1" o(2)) M (2)
(e j(2) — e’ j(2)) ¥ (2)
+(n*e” j(2) — e j(2)) M (2)

_ _nachlc( )+77bCHak(Z> (335)

Lembrando que M% = ¢, °TI% e M¥ = ¢, 'I1% — e, 711* podemos escrever

o= %P (2) — e (). (3.36)

Analisando a expressao de P* vemos que o mesmo depende apenas de I1%;

logo escrevemos imediatamente os seguintes resultados:

oP®
Sece(2) 0,
oP° B 3,50 0 0 B

Com isso chegamos a uma forma similar as rela¢oes (3.32), (3.33) e (3.34) [23]:

{P,P’} = 0,
{Pa7Lbc} — nach_naCPb’

{Lab7 Lcd} — 77awLbd + 77deow o nadLbc o nbcLad ) (338)
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Aqui interpretamos a relacao dada pelo colchete de Poisson como sendo o “produto”
da algebra, em vez da relacao de comutacao. O fator imaginario que aparece nas
relagoes (3.32), (3.33) e (3.34) refere-se a unitariedade do grupo. Para as relagoes
(3.38), exigimos apenas a ortogonalidade do grupo.

Assim, podemos afirmar que P?® e L%, definidos para o campo gravitacional
no TEGR, formam uma representacao do grupo de Poincaré, no sentido discutido
anteriormente. E, além disso, notamos quao consistentes sao essas definicoes quando
chamamos P® e L% de momento-energia e momento angular gravitacionais respec-

tivamente.

3.4 Operadores de Casimir para o Campo Gravitacional

Particulas em geral sao caracterizadas por duas propriedades basicas, o spin
e a massa. Claro que existem outras propriedades tais como cor e sabor, por exemplo,
mas que nao serao tratadas nesse trabalho. A massa é um invariante associado ao
operador momento, enquanto o spin é associado a uma rotacao definida no espaco
vetorial abstrato sobre o qual o grupo atua e que guarda relacdo com o mundo real,
uma vez que o spin é observavel. Em termos dos operadores da algebra de Poincaré,
massa e spin sao dois auto-valores de dois operadores quadraticos de Casimir.

A vantagem dos operadores de Casimir é que eles podem ser usados para
caracterizar representacoes irredutiveis do grupo em questdo. A ordem de uma
representacao irredutivel é igual ao nimero de operadores de Casimir. Portanto,
para o grupo de Poincaré, temos apenas dois operadores, um ligado & massa e o
outro ligado ao momento-angular (ou spin).

Em termos dos elementos de base da algebra X, o operador de Casimir é

definido como:

C=9"X,X,, (3.39)

onde g"” é a métrica que define o espaco da algebra.
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Definido dessa maneira o operador de Casimir é um invariante da teoria.
Um invariante é um escalar sob a acao da lei de composi¢ao do grupo. Existem
varias maneiras de se construir invariantes, no entanto vamos nos concentrar na
maneira especificada por (3.39). Como as propriedades do grupo podem sempre ser
recuperadas por meio da respectiva algebra de Lie, vamos tomar a lei de composicao
como sendo o “produto” da algebra.

Calculando o comutador entre C' e os geradores do grupo, temos:

[C. X\ = 97X, X, X
= 97X, [Xo, Xo] + 97 [ X, X3 X0
= ngCf;)\XpXu + QPUCQKXMXU
= ¢"C" (X, X, +X,X,). (3.40)
Quando levamos em consideracao o fato que C),,, é totalmente anti-simétrico, ime-

diatamente vemos que:

[C, X5]=0. (3.41)

Assim, C' representa uma quantidade invariante.
Para a algebra de Poincaré o primeiro desses operadores é P? = P, P*. Ele

é invariante sob a ag¢ao do grupo de Lorentz e sob translacoes. Isso significa que:

[P27 P,u] = 0,
[P? L,] = 0, (3.42)
o que pode ser verificado diretamente com a ajuda da identidade de Jacobi.

O segundo operador de Casimir é w? = w,w", onde w, representa o vetor

de Pauli-Lubanski, definido por

1
Wi = =3 Eupa L7 P, (3.43)
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onde €,,,, ¢ a densidade de Levi-Civita. Verificamos facilmente que w? comuta com

os demais geradores do grupo,

[IUQ,PM] =0,

[w? L] = 0. (3.44)

Agindo sobre o auto-estado de P,, num sistema de referéncia em repouso,
quando P, = (m,0), o operador w,, se reduz a w; = mJ; e w? = —m?J? onde J
é o momento angular espacial. Assim podemos definir um conjunto completo de

auto-vetores e auto-valores para w? e P2, tal que:

2 2
P wm,s =m wmﬁa

w2¢m75 = _m23(3 + 1)wm,9 y (345)

onde m é a massa e v representa o espaco vetorial sobre o qual o grupo de Poincaré
age. Quando m = 0 a particula passa a ser caracterizada pela componente do spin
ao longo da direcao do momento, J - P. Esse operador é chamado de helicidade
e seus auto-valores sao dados por A\. Nesse caso podemos caracterizar também a

helicidade por meio da relacao:

Wt = AP, (3.46)

Preferiremos lidar com esta forma de caracterizar a helicidade quando tratarmos as
ondas gravitacionais.
Tendo em vista as definicoes anteriores podemos construir o vetor de Pauli-

Lubanski gravitacional W,:

W, = —€apea PPL?, (3.47)
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onde €49 ¢ novamente a densidade de Levi-Civita. Verificamos facilmente que W,
comuta com P Portanto definimos as quantidades de Casimir do campo gravita-

cional como:

P2 = nabpapba

W2 = W, W,. (3.48)

Vemos claramente que essas quantidades obedecem as mesmas relacoes de
comutagao (3.42) e (3.44) construidas anteriormente, mas calculadas considerando o
colchete de Poisson. Portanto podemos dizer que essas quantidades sao invariantes
da configuragao de tétradas do campo gravitacional [23].

Essas quantidades podem ter um importante papel na caracterizacao do
campo gravitacional. Elas podem ser usadas para determinar representacoes irre-
dutiveis do grupo, uma vez que elas sao operadores de Casimir. Devemos analisar
como W, e P, produzem informacoes a respeito da helicidade das ondas gravita-
cionais planas. Verificaremos também se o campo gravitacional admite ondas com

helicidade A =1 [29]. Estas questdes serdo analisadas futuramente no capitulo 5.



Capitulo 4

Sistemas de Referéncia e o Momento

Angular Gravitacional

4.1 Introducao

A idéia de um espaco e tempo absolutos adotada por Newton nos induz
a pensar que observadores em repouso ou que se movem com velocidade constante
em relagao a esse tal espago absoluto sao privilegiados em relagao a todos os outros
observadores. Essa é a idéia de sistemas de referéncia inerciais e a causa desse
dogmatismo ¢ um problema de dificil interpretacao em Fisica.

A Relatividade Especial veio mostrar que esse absolutismo era apenas aparente,
ou seja, nao ha razao para se privilegiar um referencial em particular, dado o carater
relativistico exibido pela natureza.

O conceito de sistemas de referéncia foi e continua a ser muito importante
em Fisica, especialmente para a Relatividade Geral, para a qual o principio da
equivaléncia assume um papel fundamental. Na Relatividade Restrita a equivaléncia
entre todos os sistemas de referéncia inerciais é estabelecida em nivel de principio,

e é realizada através da simetria global do grupo de Lorentz.

37
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Se analisarmos o impacto que a teoria de calibre de Yang-Mills teve em
Fisica de Particulas e Teoria Quantica de Campos, naturalmente tentaremos com-
preender a Relatividade Geral do ponto de vista de uma teoria com simetria local
de Lorentz. Quando fixamos o observador através de uma escolha de um campo de
tétradas quebramos a simetria local. Assim, para resolvermos as equagoes de campo
¢ necessario que exista essa quebra da simetria local de Lorentz. Logo o TEGR
exibe apenas uma invariancia por transformagoes globais de Lorentz.

A simetria de um sistema fisico ¢ matematicamente levada em conta quando
da construcao da Lagrangeana que o descreve. Logo, a analise de simetrias leva ao
entendimento do funcionamento da Natureza. Procurar compreender os sistemas de
referéncia como consequéncia das simetrias de alguma transformagao global ou local
é um passo fundamental no entendimento de uma teoria.

Neste capitulo mostraremos a interpretacao do campo de tétradas como
sistemas de referéncia, além de abordar a construcao de expressoes regularizadas,

aplicando a teoria a duas configuragoes de tétradas simples.

4.2 Campos de Tétradas como Sistemas de Referéncia e Ex-

pressoes Regularizadas para o Momento Angular

As invariancias exibidas pela Lagrangeana (2.15), mencionadas anterior-
mente, sao responsaveis pela interpretacao do campo de tétradas como sistemas de
referéncia. Ou seja, a invariancia da teoria por transformacoes globais SO(3,1) es-
tabelece que dois campos de tétradas que (i) sdao solugdes das equagdes de campo,
(i) produzem o mesmo tensor métrico e (iii) nao se relacionam por nenhuma trans-
formacao global de Lorentz, descrevem dois sistemas de referéncia diferentes. Assim
podemos adotar o significado fisico desses objetos como sendo sistemas de referéncia
adaptados a observadores ideais de massa nula no espago-tempo.

Cada conjunto de tétradas define uma classe de sistemas de referéncia [30].
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Se denotamos por z#(s) a linha mundo C' de um observador no espago-tempo, e
por ut(s) = dz*/ds sua velocidade ao longo de C, podemos fazer a identificagao da
velocidade do observador com a componente a = (0) de e, * [31]. A aceleracao do
observador é dado por a* = Du*/ds = Dey*/ds = u*Vae@*, onde a derivada
covariante é escrita em termos dos simbolos de Christoffel.

Vemos, entao, que e, * determina a velocidade e a aceleragao, ao longo de
uma linha mundo, de um observador adaptado a um sistema de referéncia. Deste
ponto de vista, concluimos que um conjunto de tétradas, para os quais e * descreve
uma congruéncia de curvas do tipo tempo, é adaptado a uma classe de observadores.
A titulo de comparagao, devemos lembrar que se e*, — 47 no limite r — oo, entdo
e®,, ¢ adaptado a observadores estaticos no infinito espacial.

No sentido de estimarmos o momento-energia e 0 momento angular gravita-
cionais para um sistema fisico, temos que calcular o lado direito de (2.31) e (2.48),
com isso podemos saber se as expressoes definidas anteriormente para P® e L% s3o
bem definidas. Isso s6 serd possivel se considerarmos um conjunto de tétradas, tais
que, no limite do espaco-tempo plano, a condigao 7,,,(e) = 0 seja satisfeita.

Entretanto, existem configuragoes de tétradas £ ,, no espago-tempo plano,
para as quais temos T,,,(E) # 0. Consequentemente obtemos valores para P* e Lab
que nao se anulam quando consideramos o referido limite, ou seja, podemos en-
contrar valores de energia e momento na auséncia de campo gravitacional. Assim
torna-se necessario o uso de expressoes regularizadas para tais quantidades. A reg-
ularizacdo do momento-energia gravitacional foi discutido em detalhes em [30]. O
processo é conceitualmente o mesmo realizado em [18], consistindo o processo em
basicamente subtrair a energia do espaco-tempo plano.

Se denotarmos T ,,(E) = 0,E*,—0,E" , e [I1Y(E) como sendo a expressio
de II% construida usando-se as tétradas planas E“,, entdo podemos escrever a

expressao regularizada para o tensor de energia-momento gravitacional como:

Pt =— /V Bz O[T (e) — I (E)] . (4.1)
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Essa definicdo garante que o momento-energia do espago-tempo plano serd sempre
nulo. O espago-tempo de referéncia é determinado pelo conjunto de tétradas £¢,,
obtido de e®, requerendo que os parametros fisicos tais como massa, momento
angular, etc, se anulem.

Podemos estabelecer a expressao regularizada para o momento angular de

forma anéaloga a (4.1), como se segue:

L* = /V dx [M®(e) — M (E)]. (4.2)

As expressoes (4.1) e (4.2) podem ser usadas para calcularmos o momento-
energia e o momento angular gravitacionais para uma configuracao arbitraria de

tétradas.

4.3 O Momento Angular da Casca Esférica em Rotacao

Apresentaremos em detalhes uma aplicacao da defini¢ao (4.2) para o espago-
tempo de uma casca esférica em rotacao [32|. Consideraremos, na analise das ex-
pressoes, um movimento de rotacdo lento. E uma configuracdo matematicamente
simples e nao-singular de campo gravitacional que exibe efeitos rotacionais e é reg-
ular em todo espago. No limite para momentos angulares pequenos a métrica para
tal configuracao corresponde & forma assintotica do tensor métrico de Kerr. A mo-
tivagao principal para considerar essa métrica é a construcao de uma fonte realistica
para uma regiao exterior do espago-tempo de Kerr, e, portanto, para conectar a
regiao exterior com um espago-tempo livre de singularidades.

Para uma casca de raio ry e massa total m = 2«a, como visto por um

observador no infinito, a métrica ¢ dada por [32]:

ds® = —V2di* + *[dr? + r2d6? + r? sin? 0(d¢ — Qdt)?] (4.3)

onde
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V _ 7"0-0[7
To + &
o
¢ = ¢0:1+_7
To
Q - Qo, (44)
para r < rg, €
Vo - r—oz’
T+«
G
r
7“0?/)3>3
= ([——) Q 4.5
() (45)

para r > rg.

O tensor métrico dado por (4.3) é solucdo das equacoes de Einstein até
primeira ordem em (). A quantidade )y é constante e representa a velocidade
angular de arrasto de observadores localmente inerciais no interior da casca esférica.

E necessario calcularmos os componentes contra-variantes do tensor métrico, o que

nos leva a:

- 0 0 -&

0 L 0 0
w4
g = 1 (4.6)
0 0 T21l14 O
Q V2_r2Q2¢*sin? 9
ve 0 0 V27244 sin? 0

Vamos considerar duas configuracoes de tétradas e discutir as suas inter-

pretacoes fisicas enquanto sistemas de referéncia.

4.3.1 Observador em Rotacao

A primeira delas é dada por:
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-V 0 0 0
Qry?sinf sing 2% sinf cos¢ r¢? cosf cos¢p —ri? sinf sin @
—Qriy?sind cos¢ ? sinf sing ry? cosf sing  1? sinf cos ¢
0 ¥? cos —rip? sin 6 0

Cap =

(4.7)
O determinante de e, pode ser imediatamente calculado, sendo o seu valor e =

V298 sinf. O campo de tétradas acima gera o seguinte campo de quadri-velocidades:

1
e "(t:1,6,0) = 7(1,0,0,0), (4.8)

sendo 1/V o fator de normalizacdo. Assim concluimos que um observador na posi¢ao
radial r se move ao longo de uma trajetoria circular com velocidade angular () em
torno da fonte. Em comparagido com o campo de tétradas definido em [1], devemos
mencionar que o significado fisico permanece o mesmo uma vez que as tétradas
descrevem um observador em repouso em relacao ao espaco-tempo de referéncia,
mas o proprio espaco-tempo de referéncia estd em rotagao. Portanto, apesar de
uma aparente discrepancia, o significado de (4.7) permanece o mesmo.

Para encontrarmos as componentes do momento angular gravitacional faz-

se necessario o calculo das componentes de T}, = e* z\T},,, sendo aquelas nao nulas

s
iguais a:

Tom = VoV — %81(Qr¢2)2 sin? @,

T30 = 7?01 (Qryp?)sin® 6,

Tooe = —(Qryp*)?sinf cosb,

Ts0o = Qr?¢tsinf cosh,

Tz = —Qrtsin?é,

Toos = —Qr2tsind cosb,

To = T2¢2(81¢2) )

Tos = —Qr2p?(0y9?)sin? 0,
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T313 = T2¢2<81w2> sinf . (49)

Seguindo no mesmo esforco, depois de simples manipulacoes algébricas,

obtemos as seguintes componentes diferentes de zero:

1
Yoo1 = —(T001 - gooTl) )

2
1 1
2301 = Z(T:am — To13 + Thos) — 5903T1 )
1
Yooz = §T002 ;
1
Y03 = Z(TNS + To13 + T501)
1
Yo12 = §(T212 + g22T1)
1 1
Yoz = Z(ng + Thos — T501) + 5903T1 )
1
2313 = §(T313 + g33Th) ,
1
Yooz = §T203 : (4.10)

Para calcularmos M@ é necessario sabermos o comporatamento de £ —

Y0 Em particular vamos calcular a componente M M@ assim temos:

2(1)0(2) . 2(2)0(1) — 6(1) u€(2) ég(]'y{g,u()gé)\(zofy)\ . E)\'\/O) + g,uigd()(zi’yo o 2072') +

+ g9 (Biny — ji)} (4.11)

Considerando as relagoes et ,g"0 = e?) g"0 = 0, a expressio acima pode ser
simplificada para:

»(10R2) _ »(2)0(1) — (1) u6(2) 5gowg“ig5j(2mj — i)}, (4.12)

abrindo o somatério, podemos escrever M M) nos seguintes termos:

MDD — _gfe {g11922(€(1) 16(2) 2 — e 26(2) 1)[900(2102 — Yo01) + 903(2132 — Yo31)] +

+ 911[(6(1) ug,u3)€(2) 1 (6(2) ugug)e(l) 1](9002301 - 9002103 - 9032313) +

+ g2[(e™ ,g")e® 5 — (€@ Lg")e™ 5](g" 8302 — ¢ Ta0s — g% Ta0s)} . (4.13)
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Em vista da relagio ¢"°%30 — ¢"Z103 — ¢®2313 = 0 e das componentes de ¥, em

(4.10), chegamos a conclusao que:

MO _ (4.14)

Absolutamente de maneira similar podemos encontrar as seguintes expressoes

para MMG);

MYE = —gke {911922(6(1) 16(3) 2 — e 26(3) 1)[900(2102 - 2201) + 903(2132 - 2231)] +
911[(6(1) ugw)@(g) 1= (6(3) Hg#3)€(1) 1](9002301 - 9002103 - 9032313> +
=+ 922[(6(1) ugﬂg)e(g) 2 — (6(3) ugug)e(l) 2](9002302 - 9002203 - 9032323)} ) (4-15)

e para e MG,

MP® = —4ke {911922(6(2) 16(3) 2 — e? 26(3) 1)[900(2102 - 2201) + 903(2132 - 2231)] +
911[(6(2) u9“3)€(3) 1= (6(3) Hg”3)6(2) 1](9002301 - 9002103 - 9032313) +
+ 922[(6(2) ugM3)€(3) 2 — (6(3) Nguii)e(?) 2](9002302 - 9002203 - 9032323)} . (4-16)

Concluimos que esses componentes espaciais também se anulam pelas mesmas razoes
pelas quais obtivemos a expressdo (4.14), ou seja, temos que MMG) = M) = 0
Isso nos permite concluir que L), a parte espacial do momento angular gravita-
cional de uma casca esférica em rotacgao, é zero. Esse é um resultado esperado, haja
vista a propria interpretacao do campo de tétradas (4.7). Ou seja, um observador
que se move em torno de uma fonte com a mesma velocidade angular da fonte nao

é capaz de sentir nenhum efeito referente ao momento angular.

4.3.2 Observador Estatico

Agora vamos utilizar uma outra configuracao de tétradas cuja interpretacao
também é simples quando considerada do ponto de vista do sistema de referéncia.

Vamos considerar
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-X 0 0 Z
0 %sinf cosg rip?cosfh cos¢ —Y sinf sing
Cap = : (4.17)
0 ?sinfsing ryp?cosf sing Y sinh cos ¢
0 Y% cos 6 —r1)? sin 0

onde

= (V2 =r*Q%"sin6)"/?
1
Z = X Qrptsin? 6,
1%
Y = }er. (4.18)

O campo de tétradas acima produz o campo de velocidades seguinte:

1
e (t:7,8,6) = (5:0.0,0) (4.19)

Uma vez que fizemos a identificacao da velocidade u* de um observador no espago-
tempo com e(g) * vemos imediatamente que (4.17) ¢ adaptado a observadores estati-
€08 Nno espago-tempo.

As componentes de T),, diferentes de zero sao:

Toor = XX,

Ty = —ZO0X,

Thy = XX,

Thoa = —Z0X,

Ty = T2¢2(81¢2) )

Tos = XoZ,

Tsi3s = —Z017 + (01Y — )Y sin?0,
Toos = X7,

Tsos = —Z0hZ +Y(0,Y)sin?0 — (rp? — Y)Y sinf cos@ . (4.20)
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Os tragos do tensor de tor¢ao sao:

Tr = ¢"Toor + 9% (Ts01 — Tous) — 9% Torz — ¢%* T3,

Ty = ¢"Tooz + 9% (Ts02 — Tozs) — 9% Tsas , (4.21)

sendo Ty e T3 componentes nulas.

As quantidades acima dao origem as seguintes componentes nao-nulas de
b)) )\wji

1
Yoo1 = §(T001 - gooTl) )

1 1
Y301 = Z(T301 - T013) - 5903T1 ,

1
Yooz = §(T002 - gooTz) )

1 1
2302 = Z—L(T302 - T023) - 5903T2,

1
Y03 = Z(TOB + T301) s

1
Y2 = —5911T2 )
1
2o1g = §(T212 + g22T1)
1 1
2oz = ZL(TOB —Ts0) + 5903T1 ;
1
2313 = §(T313 + g33T1) ,
1 1
Yoz = ZL(TOQS — Ti02) + §QO3T2 )
1
Y33 = §(T323 + g3313) . (4.22)

Fazendo uso da defini¢do (2.48), tomada para as componentes a = (1) e

b = (2), chegamos a expressao exata de MO que é dada por:

MOE = —27476(6(1) 5@ — e @ 3) X [900903911(T001 — gooT1)

—900911933(T013 + gosTh) + 903903911(T301 — go3T1)
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~9"¢" g% (T3 + 933T1)] — 2ke(e) 3¢y — e 1 5) x

1
X [900903922(T002 - 900T2)900922933 <—(T302 - T023) - 903T2>

2
. 1
—903903922 <§(T023 — Ts02) + 903T2)
—9% %% (Ts23 + 933T2)] : (4.23)

Obviamente, a expressao acima é muito complicada. No sentido de simplifica-la,

vamos adotar duas hipoteses. Assumiremos que:

r0? << 1, (4.24)

ro >> . (4.25)

A condicao (4.24) expressa o fato de que o tensor métrico dado por (4.3) é solucao
das equacoes de Einstein para o limite de rotacoes lentas, enquanto que a hipotese
(4.25) simplifica sobremaneira os clculos e é valida quando tomamos o limite New-
toniano da gravitacdo. Tanto a relagdo (4.24) quanto a (4.25) implicam X =
(V2 — r202*sin? 6)Y/2 como sendo sempre real, permitindo-nos afastar de algum

inconveniente conceitual.

A relagdo (4.24) simplifica (4.23) para:

MOO o _ope(e® 6@ — oM 0@,

X [googoggll(Tom - gooTl) - 900911933T013]

+ ke(e(l) sy — M ,e® 3)g% g2 g% Thas . (4.26)

Com o auxilio da condic¢ao (4.25) e substituindo os valores das respectivas compo-

nentes de T}, obtemos uma forma bem mais simples e aproximada para M)

‘ 1 1
MW =~ 4k 1200r sin® 0 — 597”2 sin® 0 + §Qr2 sin @ cos? 0 ] ) (4.27)
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para r > 1o, sendo € dado em (4.5). Para r < ry a expressdo de 1) = 1)y é constante
e & dado por (4.4). Consequentemente a quantidade ¥gg; é igual a zero, com isso a

expressao para M@ é:

1 1
MO ~ g er? sin® @ — 5(27*2 sinf cos®@ |, (4.28)

A integracdo na variavel r, no dominio de ry até infinito, dos dois dltimos
termos da expressao (4.27) diverge. Explicitamente, se substituirmos €2, chegamos a
uma expressao que é proporcional a frzo (7;—‘;)6(17”. Ou seja, chegamos a uma expressao
divergente. Esse comportamento pode ser entendido quando analisamos a relacao
existente entre o parametro o e as componentes do tensor de tor¢cao 7;,, no espaco-
tempo. Claro que se tivermos componentes do tensor de torcao diferentes de zero
para o espacgo-tempo plano se fara necessario o uso de expressoes regularizadas.

Como m = 2a, temos no espacgo-tempo plano a condicao que o = 0. En-
tretanto, para essa condicdo, encontramos que T(gy3 = 01 Z e T(g)23 = 022, logo
concluimos que Ty13 # 0 e Tioz # 0 nesse limite. As duas dltimas quantidades se
comportam como O(r~2sin*#) e O(r~1sin @ cosf), respectivamente. Consequente-
mente serd necessario o uso da definicao regularizada do momento angular gravita-
cional.

A expressdo regularizada para M (M@ & obtida quando subtraimos o valor
de MM®) 1o limite o« = 0, ja que « é o Gnico parametro fisico associado a con-
figuracao. Devemos, ainda, notar que nesse limite {2y pode ser eliminado por uma

transformacao de coordenadas. Com isto obtemos finalmente o seguinte:

1
M(l)(?)(a> _ M(l)@)(a =0) —4—2a(QT) sin® 6, (4.29)
T

parar > 1y e

MY () = MO (o =0) =0, (4.30)

para r < 7o. Na notacdo da defini¢do (4.2) temos que MM () — MWD (q = 0) =

MM (e) — MMA)(E), cuja validade se torna evidente quando pensamos que o = 0
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conduz ao espago-tempo plano, descrito pelos campos de tétradas £ ,.

Integrando MM ®) em todo o espaco obtemos:

8o dm
LW~ =7 _ 277 4.31
3T0 37’0 ’ ( )
onde [32]
1
J = §(ro¢g)390 (4.32)

é identificado com o momento angular da fonte.

Os outros componentes de M®0) de maneira analoga sio escritos como:

MDEG)

2

_le(e(l) 2e®) ) — e B 3) X
X [900903911(T001 - gooTl) - 900911933T013]
+ ke(e(l) 5@, — e e 3)9" g2 g% Thos (4.33)

MO® o _9pe(e® 4e® | — @ 6@ ) x

X [900903911(%01 - gOOTl) - 900911933%13]

+ ke(eW 3e® 5 — eW e 5) g% g2 33T s (4.34)

Quando integramos MG e MG devemos lembrar que fOZTr cospdp =0 e
fo% sin ¢d¢ = 0, que aparecem nas combinacoes (e(V) 5 | —e() 1B) 3) (e 3¢, —
eM e 3); (e 3¢ | — @ 1B 3) e (e 36?5 — eV e ) tornando-se simples

concluir

L6 — 16 — (. (4.35)

Com isso, chegamos precisamente ao mesmo valor encontrado em [1], en-
tretanto ha uma diferenca entre as expressoes usadas para o calculo do momento
angular. As duas expressoes seguem o raciocinio do formalismo Hamiltoniano de

interpretar as equacoes de vinculo como equagoes que definem momento-angular,
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mas a nossa definicdo é projetada no espaco tangente o que garante que a expressao
¢ invariante por transformacoes de coordenadas. Cohen [32] identifica J dado pela
equacao (4.32) como sendo o valor Newtoniano do momento angular de uma casca
esférica em rotacdo. E possivel escrever L)) como produto do momento de inércia
da fonte por )y, que representa a velocidade angular de sistemas de referéncia iner-
ciais no interior da casca esférica. Ou seja, podemos escrever L(N?) considerando

que g = 1+ a/rg = 1, como [1]:

2
L@ — (gmrg)Qo . (4.36)

Levando-se em conta a discussao apresentada em [1| podemos afirmar que (4.36)
representa 0 momento angular do campo gravitacional, e nao da fonte.

Se reintroduzirmos as constantes ¢ e G em nossa expressao para 0 momento
angular do campo gravitacional e relacionarmos a velocidade angular de observadores
inerciais no interior da casca esférica, {2y, com a velocidade de rotacao da fonte, wy,
podemos escrever a nossa expressao em termos do momento angular da fonte.

Para isso, basta recordarmos que )y se relaciona com w, através da ex-

pressao: Qo = ws(4m/3rg) [33]. Substituindo Qg em (4.36), temos:

2
1@ _ (gmr(2)> we(4m/3ro) . (4.37)

Agora resta-nos reintroduzir as constantes ¢ e G. Para isso, lembramos que k£ =

3 , . . . ~
% — < Além disso, vamos fazer as identificacbes m — S M e w, — 10, sendo
I 167G ) c c )

M dado em gramas e )5 em radianos por segundo. Assim, o momento angular

gravitacional se torna:

G (4M (2
1@ _ C_2<3_m> <§M7~ggs> , (4.38)

sendo %MT(Q)QS o momento angular da fonte. Essa expressao serd importante quando
compararmos com valores na literatura. Devemos notar que (4.38) tem dimensao

de momento angular, isso corrobora o apontamento feito no final do capitulo 2.
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Para campos gravitacionais fracos esperamos que o momento angular tenha
intensidade pequena. Para configuragoes tipicas (no limite newtoniano e no sistema
de unidades Gaussiano) o campo gravitacional de uma casca esférica de massa m é
desprezivel, logo, o momento angular também o serd. No entanto, alguns calculos na
literatura [33, 34, 35, 36| mostram que o momento angular do espaco-tempo de uma
casca esférica em rotacao tem a mesma ordem de magnitude do momento angular
da fonte, resultado que estd em desacordo com a nossa analise. Isso pode ser visto
quando analisamos a expressao (4.38), se observarmos que c% = 7,4.107%g/cm,
concluimos que o momento angular em (4.38) é muito menor que o momento angular

da fonte.



Capitulo 5

O Momento Angular Gravitacional

5.1 Introducao

Em uma abordagem Newtoniana o conceito de momento angular aparece
como idéia central para o entendimento de caracteristicas de sistemas em rotacao,
tais como a estabilidade e a evolucao temporal. Entao, compreender o momento an-
gular, do ponto de vista Newtoniano em sistemas em rotacao, ¢ entender a dinamica
do sistema. Isso vale para qualquer sistema, inclusive para o caso gravitacional.

Quando lidamos com objetos em rotagao na formulacao relativistica, novos
fendmenos aparecem, como por exemplo o arrasto de observadores inerciais causados
por uma fonte em rotacao. Para a Relatividade Geral o momento angular ainda tem
um papel de destaque no completo entendimento da teoria, entretanto a sua definicao
padrao, ou seja, aquela que é adotada na literatura, ¢ um tanto quanto restrita pois
fornece apenas o momento angular total do espago-tempo. A nossa definicao, como
veremos a seguir, nao apresenta essa limitacao. Ela pode ser aplicada a volumes
finitos do espaco.

Nesse capitulo vamos comparar a nossa definicao de momento angular com
aquela que é tomada como padrao na literatura. Analisaremos em que medida o

comportamento de componentes especificos do tensor métrico influem na construcao

52
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do momento angular, assim como é feito em [19] e [20]. Calcularemos o momento
angular para uma simetria axial adaptado a um observador estatico e outro em
rotacdo no caso especifico do buraco negro de Kerr. Além disso, investigaremos a
possibilidade de construirmos a helicidade para a métrica de Bondi e para uma onda

gravitacional plana arbitraria.

5.2 Revisao Bibliografica sobre Momento Angular

Dada a importancia do momento angular, temos que entender como ele é
definido na literatura e qual a relacao com a definicao que propomos. Antes, porém,
vamos relembrar como estabelecemos quantidades conservadas quando existe um

campo de matéria em Relatividade Geral. Considere uma quantidade definida por:

JE =THe, (5.1)

onde T" = T"" é o tensor de energia-momento dos campos de matéria e &, é o vetor
de Killing associado a alguma simetria. Calculando a derivada covariante D,, de J#

a partir dos simbolos de Christoffel, temos:

DMJM = DM(T"W&,)
= (DMTMV)gu + Tul/(D(ugu))

=0, (5.2)

nesse caso assumimos que existe conservagao dos campos de matéria, o que é ex-
plicitado pela condi¢ao D, T" = 0, que T" & simétrico e que §, obedece & equa¢ao
D& = 0. Assim, vemos que J* é uma quantidade conservada e podemos usé-la
para definirmos energia, momento e momento angular associada a algum campo de
matéria. Passaremos a discutir como definir quantidades conservadas para o campo

gravitacional.
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Muitos autores [36, 37| identificam o momento angular com uma integral de
superficie sobre uma esfera no infinito, construida a partir do vetor de Killing que
exibe simetria por rotacoes espaciais. Do mesmo modo podemos fazer a identificacao
do momento-energia gravitacional com uma dessas quantidades construidas a partir
de um vetor de Killing que surge devido & simetria por translacdes. E possivel
construir tantas quantidades conservadas quantos sao os vetores de Killing, sendo a
interpretacao fisica associada & natureza dos vetores de Killing.

Essas quantidades conservadas sdo as chamadas integrais de Komar [34] e

sao dadas pela seguinte expressao:

1 [ 1
K=3 jcé gp[ugvldsw, (5.3)

onde D" é a derivada covariante, calculada a partir dos simbolos de Christoffel, e
& corresponde ao vetor de Killing. A quantidade (5.3) é definida para um espago-
tempo assintoticamente plano, para S — oo. Uma caracteristica importante dessas
quantidades é a sua independéncia em relacao ao sistema de coordenadas, além
disso, usa-se as integrais de Komar para sistemas que tem algum tipo de simetria.
Por exemplo, para o buraco negro de Kerr que exibe simetria axial, essa quantidade,
no respectivo limite e com o respectivo vetor de Killing, gera o momento angular
J = ma.

Alternativamente, as integrais de Komar podem ser obtidas por meio da
adicao de um campo rotacional as quantidades de Noether geradas pela abordagem
de pseudo-tensores de modo analogo ao que é feito para os campos de matéria.
Entretanto essa abordagem tem sua validade questionavel, uma vez que as quan-
tidades pseudo-tensoriais sao dependentes do sistema de coordenadas. Essa nao é
uma caracteristica desejavel para uma definicao, por exemplo, de energia. Um dos
inconvenientes da abordagem pseudo-tensorial ¢ o problema da localizabilidade do
momento-energia gravitacional, uma vez que os pseudo-tensores dependem do sis-
tema de coordenadas e em principio seria possivel anulid-los por uma mudanca de

coordenadas. Conseqiientemente temos uma nao-localizabilidade dessa quantidade.
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Assim, essa caracteristica gera uma incompatibilidade com grandezas de interesse
fisico.

Essa abordagem pseudo-tensorial é analisada em detalhes por Aguirregabiria,
Chamorro e Virbhadra em [38]. Nesse artigo os autores mostram que os pseudo-
tensores de Einstein, Tolman, Landau-Lifshitz, Papapetrou e Weinberg dao os mes-
mos resultados para distribuicoes de energia, momento e momento angular, quando
aplicados para métricas de Kerr-Newman e Bonnor-Vaidya. Todos os resultados
foram obtidos em um sistema de coordenadas cartesiano e sao razoaveis do ponto
de vista fisico. Por exemplo, para buraco negro de Kerr-Newman, a energia e o
momento angular sao M e Ma, respectivamente, com M o parametro de massa e a
o parametro de rotacao. Apesar desses sucessos, essas expressoes tém o seu alcance
restrito a um sistema de coordenadas especifico.

Claramente as definicoes de momento-energia e momento angular em ter-
mos de pseudo-tensores nao tém significado fisico local, apesar das expressoes totais
serem largamente usadas pelos fisicos. Uma transformacgao de coordenadas é ape-
nas uma maneira diferente de se caracterizar o mesmo ponto e, por isso, seria um
contra-senso imaginar que tal transformacao passiva fosse capaz de alterar o valor
do momento-energia ou momento angular. Situacao inteiramente oposta é a de-
pendéncia das grandezas fisicas em relacao ao sistema de referéncia, o que esta em
completa concordancia com todas as concepcoes da Fisica conhecidas, inclusive com
o Principio da Equivaléncia.

Para contornar esse problema, Garecki, em [39], define expressoes tensoriais
para o momento-energia e momento angular a partir mesmo de expressoes pseudo-
tensoriais. O processo consiste em se fazer médias de expressoes relativas a um
sistema de referéncia onde o campo de tétradas, e, é igual a d;. Esse processo é
similar aquele que adotamos para as expressoes regularizadas no capitulo anterior.
Ele define essas expressoes tanto para os campos de matéria quanto para o campo
gravitacional, a partir do pseudo-tensor de Einstein.

Garecki aplica suas definices aos Universos de Friedman e encontra que



56

a densidade de energia é positivamente definida. Ele justifica a necessidade de se
encontrar uma outra expressao capaz de lidar com essas configuracoes que nao sejam
integrais de Komar ou expressoes pseudo-tensoriais, uma vez que ambas falham
quando aplicadas aos Universos de Friedman, gerando inconsisténcias. Uma dessas
falhas é a inexisténcia de expressoes globais para o momento-energia e momento
angular, para o caso de expressoes pseudo-tensoriais. OQutro inconveniente, para o
caso de expressoes de Komar, é a impossibilidade de se construir vetores de Killing
associados & energia do sistema.

Essas expressoes tensoriais para o momento-energia e momento angular
diferem apenas por constantes dimensionais das expressoes de superenergia-momento
e supermomento angular, as quais sdo abordadas em [39] e foram introduzidas an-
teriormente por Mashhoon [40]. Garecki interpreta essas quantidades obtidas por
médias como mais fundamentais, uma vez que a diferenca de um fator dimensional
permitiria uma relacdo com a escala de Planck ou qualquer outro fator de escala
fundamental que caracterize o sistema. A existéncia desse fator violaria a simetria
local de Lorentz a menos que ele fosse infinitesimalmente pequeno. A abordagem de
Garecki parece-nos promissora, mas falta-lhe, em relacao ao momento angular, las-
tro na aplicagao de suas defini¢oes a sistemas conhecidos no sentido de comparé-las
e analisar se geram resultados satisfatorios.

Quando nao sabemos quais sao as simetrias exatas de uma configuracao nao
podemos usar as integrais de Komar, uma vez que elas geram uma anomalia entre
o que é esperado e o valor de (5.3) [37]. Ha casos em que conhecemos as simetrias
assintoticas para espagos-tempos assintéticamente planos no infinito espacial. Nesses
casos usamos uma versao modificada de (5.3) construidas a partir do formalismo
Hamiltoniano, o qual foi introduzido por Arnowitt, Desser e Misner (ADM) [41], e
usando os conceitos de energia, momento e momento angular totais atribuidos ao
espaco-tempo como um todo.

Passaremos a descrever os trabalhos de Regge e Teitelboim [17, 42], nos

quais eles estabelecem os geradores assintoticos no infinito espacial das simetrias do
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campo gravitacional usando o formalismo Hamiltoniano. Regge e Teitelboim partem
da Hamiltoniana introduzida em [41] e exigindo a invariancia da Hamiltoniana por
translagoes espaciais e temporais, além de rotacoes espaciais, eles mostram a maneira
de se definir energia, momento e momento angular do campo gravitacional no caso
de um espago-tempo assintoticamente plano. O primeiro ponto notado por eles foi
que existia uma grande diferenca, usando o formalismo Hamiltoniano, na descricao
do espaco-tempo dependendo se a secao 3-dimensional espacial do universo fosse
assintoticamente aberta ou fechada. Com isso eles entenderam a necessidade de se
modificar a Hamiltoniana bésica com a qual trabalhavam através da introdugao de
vinculos associados aos geradores do grupo de simetria assintético do espaco-tempo,
que foi identificado como sendo o grupo de Poincaré.

A Hamiltoniana que Regge e Teitelboim partiram foi a seguinte:

Hy = / B[N (@) H() + N () Hi(x)], (5.4)

com N e N? sendo as funcoes lapso e “shift"respectivamente. As quantidades H e

'H; sao definidas por:

H = gV (mm — §7r2) —¢"?R~0;

H, = —2D;m? =0, (5.5)

onde T = 7';, g é o determinante da métrica tri-dimensional e R é o escalar de
curvatura tri-dimensional. O funcional (5.4) foi obtido por ADM [41] através da
foliacao do espaco-tempo.

O principal argumento de Regge e Teitelboim é que a variagcao da Hamilto-

niana de qualquer sistema tem que obedecer a seguinte forma:

o= /dBI[Aij(SE)(Ssz(I) + Byj(w)om (x)] (5.6)

de modo que as equacgoes de campo, dadas por:
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o oH
5gz‘j
o0H

sejam bem definidas. Entretantanto a variacao de (5.4) é da forma:

5H[) = /de[A”(xﬁg”(x) + BZ](ZE)(STFU(:E)] - %dSlGijkl(N5Dkgij — 8;359”) —
— ]f dsi[2Npom™ + (2N*7t — N'77¥)6 g4 (5.8)

onde a forma exata de A e B;; ndo é aqui relevante uma vez que pode ser recuperada

do trabalho de ADM, e G¥* & definido por:

G =g (g™ + g"g™ — 2979"). (5.9)

Assim a variagdo de Hy ndo obedece (5.6), pois existem termos de superficie. Regge
e Teitelboim analisam esses termos de superficie utilizando o fato que o decaimento
assintotico no infinito espacial da métrica e do momento canonicamente conjugado

tém a seguinte forma:

G = byt hy() £ 0.
h(S) = hy(-5),
W= L) o6,
k k
P = (=), (5.10)

com e > 0, r = (z'z;)"/? e r > 0. Além disso, eles utilizaram o fato que nesse limite
a funcao lapso é igual a um e a funcao “shift” decai com % O resultado é que, dos

termos de superficie, apenas sobrevive:
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delGijkl(sDkgij = 5%dsk(8zglk — 8kg”) = 5E[glj] R (511)

identificado com a energia total do espaco-tempo. Desse modo a Hamiltoniana é
modificada para H = Hy + E|g;;], o que deixa a variacao de H da forma (5.6).

A interpretagao de E|g;;] como energia justifica-se pois a agao,

S = / ” dt[ / Ba(r* g — NH — NIH;) + E[gij]] , (5.12)

t1

¢ invariante por reparametrizacoes temporais para o limite de »r — 00 no espacgo
3-dimensional assintoticamente plano. Da mesma forma que a energia é associada
com uma simetria assintética temporal, o momento e o momento angular serao
associados com transformacoes assimtoticas do tipo 2/t = 2% + £ que deixam a acdo
(5.12) invariante. O termo que contém E[g;;] é invariante separadamente, com isso
a variacao da acdo, apos utilizar-se as equagoes de vinculo (5.5), se torna [17]:

2

6 = j{dsl(—QﬂikSk) z : (5.13)

1

Se & — €, para r — 00, entao:

0SS = Ek(Pk(tz) - Pk(t1)>7
Pk = —Z%dsiﬂik. (5.14)

Isso permite associar o momento com a invariancia da acao por translacoes espaciais

no infinito. Analogamente se & — €;;£:0¢72" para r — oo, entéo:

0SS = 5¢j(Lj<t2) - Lj(t1>> )

L = 2 7{ dsieijrmiat . (5.15)

Desse modo, o momento angular é associado com a invariancia da acao por rotacoes

espaciais no infinito.
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Para definir o centro-de-inércia, Regge e Teitelboim constroem um 4-vetor
(N*) a partir das fungoes lapso e “shift” que no infinito espacial tem o seguinte

comportamento:

NH — ot 4 p* 2", (5.16)

nesse caso ¢ possivel identificar N = N, bem como a parte espacial de N* com
a funcao “shift”. Da mesma forma como foi feito para a energia, é necessario re-
definir o Hamiltoniano englobando a energia, o momento e o momento angular nesta

definicao. Com isso, vemos que a variacao funcional do novo Hamiltoniano é:

(Hy — 0Py + 565, M) = / B[ A7 ()55 (x) + Buy ()57 ()]
_60r%d3lGijkl(xTakgij —01gij) — @s%dsﬂr(%ﬁﬂﬂ — 8L®)og; (5.17)

onde P* = (E,P") e M"™ = §ds(z"7"* — z°7'"). Substituindo o comportamento
assintotico de N* na variacao funcional de (Hy — o#P, + %ﬁm]\/["s) e utilizando
o mesmo argumento de diferenciabilidade do Hamiltoniano quando a energia foi

definida, Regge e Teitelboim identificam a expressao:

M = ]{dslGijkl(xrakgij — 049i5) » (5.18)

com o centro-de-inércia assintotico gravitacional. Onde G¥* & definido em (5.9).
Claro que, com isso, o Hamiltoniano deve ser redefinido englobando a quantidade
(5.18), de modo que a variacdo do Hamiltoniano tome a forma (5.6).

Assim os resultados obtidos por Regge e Teitelboim podem ser aglutinados

em apenas duas grandezas P* e M cujas componentes sao:

P = k f dsi(0;9i — 019ii)

Pr = k%dsmrl
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M = k % ds; G (2" Ogij — 0rgis)
Mrs _ kfdsl(xTﬂ-ls . xs,n_l?") , (519)

onde introduzimos a constante k = 16% por questoes dimensionais. As grandezas P*
e M* sao adicionadas a Hy, de modo a preservar as simetrias assintoticas e garantir

a diferenciabilidade do Hamiltoniano total, que pode ser escrito como:

. 1
H, = /dst“(x)HM(x) —ao'P, + 56’“’Mw, (5.20)

onde ot e " sao multiplicadores de Lagrange. Regge e Teitelboim mostram que
essas quantidades adicionadas a Hj reproduzem a algebra do grupo de Poincaré.
Ou seja, P, e M, sao geradores assintoticos do grupo de Poincaré para o campo
gravitacional. Outro resultado que devemos destacar, obtido por Regge e Teit-
elboim, é que os geradores de Poincaré sao sempre integrais de superficie, esse é
um resultado largamente utilizado e conhecido quando descreve-se o campo gravita-
cional utilizando-se a Relatividade Geral, em sua formulacao métrica, e o formalismo
Hamiltoniano. Apesar de, nesta tese, lidarmos com o formalismo Hamiltoniano, as
nossas expressoes para energia, momento e momento angular nao sao diretamente
definidas por integrais de superficie. Isso se deve a duas razoes: em primeiro lugar
lidamos com o equivalente teleparalelo da Relatividade Geral, em segundo lugar
nao assumimos nenhuma simetria assintética para o espago 3-dimensional, apenas
utilizamos os vinculos para definir os geradores de Poincaré no espacgo de fase da
teoria.

Beig e 6 Murchadha [19] reconsideram a formulacao Hamiltoniana da Rela-
tividade Geral em um contexto assintoticamente plano abordado anteriormente por
Reege e Teitelbloim [17]. Usando uma linguagem simplética eles resgatam os re-
sultados obtidos por Reege e Teitelbloim. Ou seja, estabeleceram que o grupo de
Poincaré assintoticamente age como grupo de simetria no espago de fase dessa abor-
dagem Hamiltoniana e além disso, estenderam a andlise para as condi¢oes no infinito

espacial que permitem a existéncia de momento-energia e momento angular. Eles
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também mostraram que os geradores de Poincaré sao bem definidos se o seguinte

comportamento assintético para o tensor de Ricci tridimensional for observado,

1
Rrr ~ O(T_?’)’
1
Reo. By ~ O(300). (5.21)

que foi primeiro obtido por York [18].

A analise feita por Beig e 6 Murchadha é estendida por Szabados [20]. Nesse
trabalho ele chega praticamente aos mesmos resultados anteriores. Foi mostrado que
os vetores de Killing assintéticos, definidos com relacao a uma foliacao do espaco-
tempo, podem ser usados para construir quantidades cuja algebra corresponde & de
Poincaré se a métrica tem um decaimento de % ou mais rapido. Essas quantidades
sao identificadas com a energia, momento e momento angular. Ele também mostrou
que o momento angular e o centro-de-inércia sao bem definidos apenas para o mesmo
tipo de decaimento supracitado da métrica. Outro resultado interessante é a forma
diferente do centro-de-inércia em relagao ao trabalho de Beig e 6 Murchadha. Vamos
mencionar a seguir as principais diferencas entre o trabalho de Szabados e aquele de
Beig e 6 Murchadha.

Szabados explora a definicio de energia, momento, momento angular e
centro-de-inércia na presenca de matéria, procurando entender em que sentido es-
sas quantidades sao invariantes de Lorentz. Além de especificar o decaimento das
funcoes lapso e “shift” no limite espacial para que cada uma das grandezas anteri-
ores sejam bem definidas, ele analisa a possibilidade da dependéncia temporal dessas
grandezas. Outra divergéncia surge quando ele nao considera a estrutura simplética
como fundamental, mudando o foco para as equacgoes de campo.

Outro resultado fundamental é que o centro-de-inércia difere pela quanti-

0, Essa quantidade somada ao momento

dade tP?, onde P’ ¢ o momento e t = x
angular espacial forma um tensor anti-simétrico que transforma como o gerador

momento angular do grupo de Poincaré. Isso nos permite suspeitar que L) ge-
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gundo a nossa defini¢do, tenha relagdo com o centro-de-inércia do campo. O termo
“centro-de-inércia” é utilizado uma vez que a expressao centro-de-massa nao faz
sentido quando aplicada a campos.

Brown e York [18] desenvolveram um método para definir energia, momento
e momento angular baseado em expressdes quasi-locais [43, 44, 45]. Eles definem
essas expressoes a partir da formulacao Hamiltoniana estabelecida anteriormente
por ADM. O método é essencialmente usar a equacao de Hamilton-Jacobi modifi-
cada para o formalismo de ADM. As expressoes de Brown e York tém as mesmas
limitagoes que aquelas discutidas até agora e que sao construidas a partir de um
formalismo Hamiltoniano, ou seja, tém sua validade restrita a limites assintotica-
mente planos no infinito espacial. Além disso, existe uma liberdade de escolha das
expressoes propostas por Brown e York que é propria da invariancia das equacoes
de campo quando soma-se uma divergéncia total & acao. Essa caracteristica é uma
heranca da formulacao de Hamilton-Jacobi.

Existem diversas maneiras de se definir expressoes quasi-locais. Uma maneira,
ja discutida, é baseada nas expressoes de Brown-York. Outra maneira largamente
utilizada foi desenvolvida por Penrose e Rindler [46] usando o conceito de espinores.
Winicour [47], a partir dessas expressoes quasi-locais, estabelece grandezas conser-
vadas usando as simetrias assintéticas, no chamado infinito nulo. O infinito nulo é
uma regiao definida como o limite de distancias com luminosidade infinita ao longo
de uma hipersuperficie nula. A justificativa para se usar quantidades quasi-locais
é, de acordo com os autores, que o campo gravitacional nao tem existéncia local
(afirmagao com a qual nao concordamos). Para uma analise bem detalhada so-
bre quantidades quasi-locais e como usa-las para construir quantidades conservadas
recomendamos [43] e [46].

Concluimos que tanto as expressdes para energia, momento e momento an-
gular definidas a partir das integrais de Komar quanto aquelas pseudo-tensoriais nao
sao totalmente satisfatorias e, essencialmente, existem duas maneiras de se definir

expressoes globais que sao conservadas no espaco-tempo. Uma forma esta rela-
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cionada com simetrias assintoticas no infinito espacial, considerando-se que nesse
limite o espaco 3-dimensional é plano, e associada geralmente ao formalismo Hamil-
toniano. A outra forma também usa simetrias assintoticas, mas no infinito nulo,
sendo associada geralmente a expressoes quasi-locais. Apesar do relativo sucesso
apresentado pelas defini¢coes globais, elas tem uma aplicabilidade restrita. A nossa
definicao de momento angular tem sua validade em todo o espaco de fase da teo-
ria, nao existindo a necessidade de pensarmos em simetrias assintéticas. A seguir
analisaremos as caracteristicas da nossa definicao de momento angular para algumas

configuragoes especificas.

5.3 O Momento Angular de uma Simetria Axial no Telepa-

ralelismo Equivalente & Relatividade Geral

Quando a simetria esférica é quebrada por uma rotacao, temos uma sime-
tria axial. Esse tipo de simetria engloba um grande nimero de configuracoes, de
uma massa em rotacgao, passando por quasares, sistemas binarios, aglomerados de
galaxias, até o buraco negro de Kerr. E bom ressaltar que para o caso de Kerr a
singularidade da configuracao nao permite conclusoes inequivocas, como veremos
um pouco mais adiante.

O tensor métrico mais geral para uma simetria axial [48] ¢ dado por:

ds?® = goodt® + 2gosdodt + gr1dr? + go0d0* + gssde® (5.22)

sendo todas as componentes do tensor métrico dependentes de r e 6.
Com a finalidade de calcular o momento angular para essa configuragao

temos que calcular o tensor métrico contravariante. Fazendo isso temos:
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—gs 0 0 9
w 0 g% 0 0
g = 1 , (5.23)
0 0 = 0
w00

com 0 = 3903 — 900933-

A seguir vamos fazer a analise do momento angular para um observador

estatico.

5.3.1 Observador Estatico

Um observador estatico é caracterizado por um campo de velocidade do
tipo u* = (u°,0,0,0) ao longo de uma linha mundo C. Uma vez que fazemos a
identificagao u* = e(g) * podemos concluir que para observadores estaticos a condigao
€(0) k' = 0 deve ser satisfeita, claro que dessa condicdo temos e ; = 0, conforme foi
analisado no capitulo anterior. Escolhendo um observador estatico adaptado a esse

sistema, temos:

—A 0 0 —-B
0 /giisinfcos¢p /gazcosfcos¢p —C'sinfsing (5.24)
Cap = , .
8 0 /gi1sinfsing ,/gyacosfsing C'sinécoso

0 /911 cos 0 —\/G22 sin 6 0

onde

A = \/(—goo),

_
AB = -T2,
61/2

Csinf) = ——. (5.25)

(—900)
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O determinante da tétrada e®, é e = \/g11g220. Devemos notar que o campo de

tétradas (5.24) gera a quadri-velocidade ey * = (5,

0,0,0), isso mostra que esse

campo de tétradas é realmente adaptado a observadores estaticos.

Apos longos calculos encontramos para M a seguinte expressao:

M = —2ke{(e%e® 1 — e 1¢® )M [(g%g% — g% %) Ta1s + g%g?2Tora] +
F(e%0eb 5 — 7 9€ 0)g2[(9%% — g%¢%%) Thas — g%\ Th1a] —
(%0 5 — e3¢ 0) (g%93 — %g%) (g ' Th1s — g% Tas) +
(e 1€y — €% 9¢® 1)g g2 (¢PTors + g% Toa) +
(%1€ 5 — €% 5¢® 1) g [(g%g%3 — g% g% Tors — g% g?2Tora] +
(% 0eb 5 — €758 9)g2[(9%9% — g%¢%%) Toas + g%3¢1 1 Thra]} . (5.26)
As componentes de T),, relevantes para o calculo de L% sio
T2 = 0,
Tyys = —A0B
Toes = —A0yB
Ty = —%32(911) ;
Ty = 0,
Ty, = %81 (922) - \/m,
Ty = 0,
T3 = 0,
T53 = %81(933) -9 C sin? 4,
T503 = %82(933) — /922C'sinf cos b . (5.27)

Com isso, ap6s uma série de manipulacoes verificamos que a expressao para

MDE@)

pode ser simplificada como:
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MO = o [81 (%) + @(%)} . (5.28)

Para M©®) temos:

MO~ aifp, (T o, (TARN] (g

As outras componentes de M vao gerar componentes do momento angular iguais

a zero, porque a sua dependéncia em relacao a ¢ é dado por um sin ¢, um cos ¢, ou

um produto de ambos. Isso serda nulo quando integrarmos sobre essa variavel.
Finalmente, integrando M2, as componentes do momento angular L sdo:

1/2
[OG _ _op j{ d9d¢<5_ w@> |
S—o0 (—goo)

/G230 6
L@ _ o 7{ d@dqﬁ(M). (5.30)
S—00 (—goo)

Devemos notar que, de modo andlogo ao que ¢é feito nas referéncias [19] e [20],
o comportamento assintético da métrica determina se o momento angular é bem
definido, especialmente o comportamento das componentes gog € go3, as quais estao
intimamente relacionadas as fungoes lapso e “shift”. Ou seja, se o tensor métrico

tiver o comportamento assintotico

dos = O(l/T)+
g = rP4+0(r) + ...

—goo = 1+0(1/r) + .., (5.31)

entdo o momento angular espacial L)(?) sera bem definido. As expressdes em (5.30)
constituem um dos resultados mais importantes desta tese, pois permitem o célculo
do momento angular de uma maneira simples, ou seja, por meio de integrais de
superficie, e é invariante por transformacoes de coordenadas. A seguir vamos calcular
o momento angular, considerando-se um observador estatico, para uma estrela de

néutrons e para o buraco negro de Kerr.
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Estrela de Néutrons:

Para uma estrela de néutrons em rotacao aproximadamente rigida [49], o tensor

métrico é dado pelo elemento de linha:
ds® = —A"?dt* + B'?dr® + r*d0® + r* sin® 0(dp — wdt)® . (5.32)

O comportamento desses parametros é o seguinte:

Para r < R,
3 8 1 8T
A = 201 =T p2y/2 12T 2y1)2
B = (1—8§pr2)1,
w = w0l b<ﬁ> - bT<E> ], (5.33)
para r > R,
A/Z _ [1 _ Zm(R)]’
r
2
B/2 — [1 _ m R)]—l ,
r
w = 2Jr?, (5.34)

onde R é o raio da estrela, w ¢ a velocidade de observadores inerciais ao longo do
eixo de rotagao, p ¢ a densidade (uniforme) da estrela e J é o momento angular da
estrela. A quantidade b é definida por b = 3/(5+ 77), onde 7 é um parametro livre.

Para calcular L(®¥®) vamos utilizar a primeira expressio de (5.30). Lem-
brando que §'/2 = A'rsin®, \/—goo = (A'? — w*r?sin® )12, \/gos = 1 € wrd = 2/,

entao:

N A'r?sinf cos 6
LO® = _4rk i db
™ e Jo (A2 — 2] sin? @ /r)t/2’

uma vez que o denominador da expressao acima tende a 1 com r — oo, claro que

LO®) & zero, pois [ dfsinf cost = 0.

(5.35)

Vamos usar a segunda expressao de (5.30) e calcular LV, Considerando

que goz = —wr?sin® 0 /—goo = (A’'% — w?r?sin?0)'/2, \[ge = r e wr’ = 2.J, entdo:
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™ 3 o 39
L@ — _4rk 1 o wr S
[l o (A2 —2Jsin%0/r)1/2

:8k7rj/ dosin®0.  (5.36)
0

. . ™ . . .
Assim, considerando que fo dfsin® 0 = %, o momento angular gravitacional resulta

em:
2

LR = 37 (5.37)

Onde substituimos o valor k = ﬁ. Deste modo, o momento angular do campo é

dado em termos do momento angular da fonte.

Buraco Negro de Kerr:

Para o buraco negro de Kerr, o tensor métrico é estabelecido pelo elemento de linha:

2 2v i 29 2
ds? — —%dtQ - XS’% do dt + %er (5.38)
22 )
e+ 20 g2
p
com

A = r?+a*-2mr, (5.39)
p2 = r?4+a’cos’d,
¥ = (r*+a*)? - Ad*sin’ 0,

P2 = A —a*sin®6,

X = Z2amr.

As expressoes (5.30) foram obtidas considerando-se o campo de tétradas
(5.24), adaptado a observadores estéticos. No caso do sistema que estamos tratando,
ou seja, o buraco negro de Kerr, sabemos que nao ¢ possivel existir um observador
estatico na regiao definida por v, < r < r*, chamada de ergoesfera, onde r, =

m++vm2 —a?er* =m+vm?+ a?cos? §. Por esse motivo a regidao de integragao,
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em relacdo a coordenada r, sera definida de r = r* (superficie externa da ergoesfera)
até r — oo. Para as outras coordenadas temos 6 variando de 0 a 7 e ¢ variando de
0 a 2.

Primeiramente vamos obter o valor de L(®®) Se especificarmos as quanti-
dades que aparecem em (5.30) quando aplicadas & configura¢ao definida por (5.39),

obtemos para L(®®) a seguinte expressao:

LO® = —4kr[lim I(r) — lim I(r)], (5.40)

T—00 r—r*

onde I(r) é uma expressao definida por:

s X2 1/2

I(r) = / dfsin 6 cos 0| <5 sin* 0 — X?2| . (5.41)
0 (G

Vemos que I(r) é igual a zero, pois essa integral pode ser transformada por uma

mudanca de coordenadas em ffl dx x f(x?), que obviamente é igual a zero seja qual

for a forma de f(2%). Consequentemente temos L(O®) = 0. Para LM® obtemos:

LO® = _gkr[lim I'(r) — lim I'(r)], (5.42)

r—00 r—r*

onde I'(r) é uma expressao definida por:

') = /0 ' 8% sin” 0. (5.43)

Vemos que dos dois termos da expressao (5.42), o primeiro deles é bem definido, uma

vez que lim, ., I'(r) = —%am. O segundo termo é divergente, pois na superficie
da ergoesfera, ou seja, quando r = r*, a funcao ¥ tende a zero. Isso resulta em
uma indeterminacdo no calculo do segundo limite em (5.42), entretanto podemos
contornar essa situacdo regularizando a expressao de LM?) | isso é feito subtraindo-
se 0 termo divergente. Com isso, 0 momento angular do campo gravitacional para

o buraco negro de Kerr é:

LW = Zgm, (5.44)
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onde novamente utilizamos que k = —=. Devemos destacar novamente que LM®) &

dado em termos do momento angular da fonte J; = ma.

5.3.2 Observador em Rotacao para o Buraco Negro de Kerr

Para tratarmos o buraco negro de Kerr do ponto de vista de outro obser-

vador que nao o estatico, vamos primeiramente supor o seguinte campo de tétradas:

A
—s 0 0 0
oo piz sin f sin ¢ \/LZ sinfcos¢ pcosbcos o —% sin f sin ¢  (5.45)
—%sin@comﬁ T/%Sinﬁsinqﬁ p cos f sin ¢ %Sinecos¢
0 \%COSQ —psinf 0

onde A? = 3%1? + x%sin®0 e o determinante de e®,, é e = \;\Z sin§. Esse campo de

tétradas gera o campo de velocidade:

T (10,0, %), 5.46

€(0) A 2 ( . )

com isso, podemos concluir que o campo de tétradas (5.45) é adaptado a um obser-
vador em rotacdo, com velocidade angular Q(r) = &.

Apos longos calculos chegamos a seguinte expressao para M2:

M = —2ke{(e*oc s — ¢ 1 0)g" (99" — 979" Tars + 9% Tasa] +

a bO 922[( 00 33 03 03>T

+(e 06’ 9 —€%9e —g9g - 900911T112] —

a b

e 06 3 — el 5€% o ( 00 33 903903)(911T113 —922T223) 4

( )
—( )
(e"1€”5 — e 2" 1)g" g** (6" Tora + g% T12) +
( )
( )

_|_

S}

+(e 16 e 36bl gll[( 00 33 903903)T013 —903922T212] =+

o

a

+(e" 26”5 — " 3"2) 97 [(9" 9% — 99" Toos + g% g 2]} . (5.47)

As componentes do tensor de tor¢ao que aparecem na expressao acima sao:
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T012 = 07
X )Y X .9
T = [——8 (—)—I— }sm 0,
013 oF, 1 P SVA
X Ysinf\2,  x .
Toos = 222@[( > ]+§sm90089,
1 0>
f = -15(5).
112 5%\ A
T113 = 07
1 2
Ty = 551@2) - % )
T223 = )
T312 - 9

0
1. /32%sin’0 Y sin? 6
T - _a ( ) - )
313 591 2 JA
1

Y2 sin? 0
5 2(&> — Ysinfcos. (5.48)

2

Antes de calcularmos as componentes de M devemos lembrar que A/(O®)
MO@ MG e MG nao vao contribuir para o momento angular. Isso se deve
ao fato que a dependéncia dessas quantidades em relacao a coordenada ¢ ser dada
em termos de um sin ¢ ou um cos ¢. Podemos garantir isso porque, na expressao de
M, nem ¢" nem T sdo funces de ¢, essa dependéncia sé pode aparecer nas
expressoes e ge? 1 — e 1€l , e el — e el , e 1l — e?3e’ 1 e e el 5 — %56l y,

para a = (0),(1),(2) e b= (1),(2),(3). Explicitamente temos:

e(0) 06(1) L —e® M 0= sinf cos ¢,

VA

sinfsin ¢,

A
SVA

A
e 06(1) s — el e 0=5 cosf cos ¢,
© @, 0 @ N -
e ger 9 — eV qe OZECOSQSIqu,
e e® | —eM 1B ) = sinf cosfsin ¢,

VA



73

) ) A
@) o) _ @ B _ 10 cos 0
e\ ge e\ 1e sin @ cos 6 cos ¢,
0 1 1 0 Z\/Z ¢
eV 06(3) 5 — e ,e® 0= —% sin? fsin ¢,
@ e, — e ,e0) ) = %SiHQ fcoso,
e 1B — e, eB) | = i sin @ cos 0sin ¢,
VA
@ B, @06 2
e\ el 3 —e'? e 1:—ﬁ81n9COSQCOS¢,
6(1) 26(3) 3 — 6(1) 36(3) 2 = - sin2 f sin ¢,

e® 5eB) 5 — e 6B, = Sgin?hcos .

Devido ao fato de que (%) ; = 0, as outras combinacdes serdo iguais a zero. Quando
integrarmos em ¢, claro que o resultado sera zero.
Substituindo (5.47) em (5.48) e apos algumas manipulagoes algébricas obte-

mos para M©G) a expressio:

Y sin? 6
VA

Para calcularmos L) devemos integrar a expressio acima. Como resultado obte-

MO® = _of [@( ) -0 <Z sin 6 cos 9)] : (5.49)

mos:

LO® =9, (5.50)

A componente M M@ pode ser calculada uma vez que as seguintes relacoes

sao estabelecidas:

(€M e | — e oy — %(eu)le()g_e(l)w@)l)
(€M ge® 5 — e 6@ ) — %(eu) pe® 4 — eV o)
X
T013 — _§T313
Tops = —oThy, (5.51)
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assim, imediatamente obtemos:

MO =, (5.52)

A componnete LV gera obviamente igual a zero.

Como resultado o momento angular seré:

L*=0. (5.53)

Esse resultado nao é surpreendente, ao contrario, ¢ um resultado esperado dada a
natureza do campo de tétradas que utilizamos no calculo, que é adaptado a um
campo de observadores em rotagao, arrastados pelo campo gravitacional do espago-

tempo de Kerr. Estes observadores nao conseguem medir a rotagao do buraco negro.

5.4 O Significado de L0

Para algumas configuracoes ha a possibilidade de termos LO® =£ 0, o significado
disso discutiremos a seguir. Primeiramente considere o momento angular de um

conjunto de particulas relativisticas [50]:
LY = 22 PP — 2P p (5.54)

onde x* é a coordenada de cada particula e P* é o quadri-momento canonico. Com
isso, temos o momento angular espacial para cada particula, definido pelo vetor
L = (L?,—L', L'?). Do mesmo, modo as componentes de L% formam um vetor I,

dado por:

I= (L%, L% %), (5.55)

No sistema constituido por n particulas, vamos introduzir um indice k£ para designar

cada particula. Na auséncia de torque externo o momento angular do sistema se
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conserva, por consequéncia, o vetor I total serd uma integral de movimento. Assim,

temos:

n n

ZIk = Z(th — exTy) = cte, (5.56)

k=1 k=1

com 1y, P; e g, o vetor posigao, o momento e a energia de cada particula, respecti-
vamente. Como a energia total também é conservada, podemos definir o centro-de-

inércia relativistico e a velocidade do sistema, repectivamente, como:

n

E ELT
k=1

n

§ €k
k=1

n
> P
k=1

V = —/—. (5.57)
D
k=1
Vemos imediatamente que essas duas quantidades sao dependentes do sistema de
referéncia. Substituindo as defini¢oes (5.57) em (5.56) podemos reescrever essa re-

lacao de uma maneira bem mais clara para os nossos propoésitos, ou seja:

R=Vi4+2=L (5.58)

Vemos que na expressao acima o vetor I, definido a partir das componentes L% do
momento angular para um sistema de particulas, tem intima relagao com o centro-
de-inércia relativistico do sistema.

O termo centro-de-massa é por nos preterido, pois, quando estendemos os
conceitos discutidos nesta se¢do para campos [51, 52|, esse termo nao faz sentido,

uma vez que Um campo nao possui massa. Fundamentalmente podemos fazer a
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mesma interpretacao das componentes do momento angular definido tanto para cam-
pos quanto para um sistema de particulas relativisticas. Por isso vamos interpretar
a quantidade L) como sendo o momento angular espacial do campo gravitacional

e a quantidade L@@ como sendo o centro-de-inércia do campo gravitacional.

5.5 Helicidade das Ondas Gravitacionais

Quando pensamos em ondas gravitacionais duas configuragoes nos vém a
mente. A primeira é relativa & métrica de Bondi [53], ou seja uma fonte que perde
massa por meio de radiacao de ondas gravitacionais. A segunda configuracao é uma
onda plana como solucao exata das equacdes de Einstein. A seguir exploraremos

cada uma delas.

5.5.1 A Meétrica de Bondi

O tensor métrico de Bondi [54] é dado por:

ds? = — (gem — U27"2627>du2 — 2e®8dudr — 2Ur?*e* dudf +
+ r*(e®df* + e ¥ sin? §d¢?) (5.59)

onde (r, 6, ¢) sdo as coordenadas esféricas usuais e u é o tempo retardado. A métrica
de Bondi nao é uma solucao exata das equacgoes de Einstein, é uma solucao aproxi-
mada que nao tem validade para valores pequenos de r.

As quantidades acima tém o seguinte comportamento assintotico:

< 5 0w
1
|
+
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! [% +d cosf — <%>2 —4c<%> cot 6

~2 29 z 90
—%(32(1 + 8 cot? 9)} + -
U = —%(%—F%co’c@)
+Tl3(2d+3c% cot  + 4c* cot 0) 4+ (5.60)

onde M = M(u,0) e d = d(u,0) sdo relativos a informacao de massa e dipolo,
respectivamente. A partir da fungdo c(u, ) podemos definir a funcdo “news", ¢ =

(Oc(u, 0))/0u. O tensor métrico inverso é dado por

0 —e 28 0 0
—e™¥  e7BY Wy 0
9" (u,r,0,¢) = T oy : (5.61)
0 —e?U % 0
00 0 =5

A tétrada mais simples que gera (5.59), adaptada a um observador estético,

é dada por:
—A -B -C 0
0 Bsinfcos¢ Dcosfcosp+ Csinflcos¢p —FEsinfsin¢ (5.62)
Cap = , (5.
g 0 Bsinflsing Dcosfsing+ Csinflsing FEsinfcos ¢
0 B cosf —Dsinf + C cos? 0

onde e = ABDFEsinfl e A, B, C, D e E sao definidos como

A2 — <K62/3 _ U27"2627> 7

r

AB = ¥,

AC = ePUr?,
D2 — 2,27

E? = rle | (5.63)
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Essa tétrada ¢ adaptada a um observador estatico pois obedece a relacio e, =
k _
6(0) =0.
Para M, encontramos a seguinte expressao em termos das componentes

do tensor de torgao:

M® = le{(e 0€b1 —e’ e 0)901901( 33T313+922T212) —

a b

e e’y — e 9e’y 901901922T1 — (e* 0e’ 3 — e ze )901901933T113+

—( )
+(e" 1"y — e 2" 1) " [g7 (9" Tore + 9" Ts12) — 9% (9" T + 9 Tias)] +
+(e 1”3 — 5" 1) g% (9" Tous + 9" Toas + g™ Thas) —

—(e"9e" 5 — e 3e”9) g™ g* (9" 15 + g% T12s) } . (5.64)
Calculando as componentes relevantes para o calculo de M do tensor de

torcao, encontramos:

T012 == A(?QB - AalC,

Tois = 0,
Ty = 0,
Tus = 0,
Ty = %81 (DQ) — BD,
Tos = 0,
T3 = 0,

1
T35 = 581(E2 sin?#) — BEsin*@,

1
T3y = 582(E2 sin?#) — CEsin?0 — EDsinf cosf,

T213 == O (565)

Analisando a expressao (5.64), levando-se em consideragao (5.65), vemos

que tanto M @M quanto M©® nio contribuirdo para o momento angular. Isso
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b

pode se entendido quando tomamos o valor das expressbes (e”ge’; — e“lebo) e

(e®1eP 9 — e%9e? ) para a = (0) e b= (1),(2). Ou seja,
e® e — e M = AB sin # cos ¢,

e @, — 0,2 = AB sinfsin ¢,
e e —e® M = BD cosfcos ¢,
e 1@, — 0,63 = BDcosfsin 0.

Quando integramos as expressoes acima na coordenada ¢, elas gerarao os respectivos
. . . 2T . 2
componentes do momento angular iguais a zero, pois [ sing = [, cos¢ = 0.
Para a componente M (©®) nao podemos usar o argumento acima, é necessario

calcularmos explicitamente. Apds algumas manipulagoes algébricas chegamos a:

MO®) = 2k{82[ (r — EB)sin?0] + 9, (EC sin? 9)} . (5.66)

Se integrarmos a expressao acima em 6 e ¢, imediatamente concluiremos que o
s

= 0. O segundo termo também sera
0

primeiro termo sera igual a zero pois sin®#
_ e2Ur? : ™ 3 29 (T o) 102 —
nulo uma vez que C' = == e lim, . [; dfr°Usin®f = [ df5;(csin®f) = 0.

Portanto, encontramos para L(®®) o seguinte resultado:

LO® =, (5.67)

Assim como MO ¢ MO®) a5 componentes M D) também ndo viao con-

tribuir para o momento angular. A razao disso é que as expressoes (e 1eb 9 —e®ge? 1)
para a = (1),(2) e b = (2), (3), serdo dadas em termos de sin ¢ ou cos ¢. Explicita-
mente, temos:

6@y — e e = 0,

6(3) 9 — 6(1) 26(3) 1= —BD cos (b,

e 16(3) 9 — e 26(3) 1=—BDsin¢.
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Quando integrarmos essas expressoes em ¢ o resultado serd zero. Além disso, deve-
mos lembrar que ey = 0 o que anula a primeira linha de (5.64). Como resultado

teremos o momento angular gravitacional igual a zero, ou seja:

L =0. (5.68)

Com isso, o vetor de Pauli-Lubanski W, = e P?L ¢ igual a zero. Consequente-
mente, o invariante de Caismir W2, também ser igual a zero.

Para calcularmos a helicidade ¢ necessario conhecermos o outro invariante
de Casimir P%. Se esses dois invariantes de Casimir forem nulos simultaneamente
entao as quantidades W® e P® serao linearmente dependentes, ou seja, um pode
ser escrito como combinagao linear do outro. A constante A que os relaciona na
expressao W = A\P® é chamada de helicidade.

As componentes de X#* relevantes para o calculo de P® sdo:

20 = _%901901(9227312 + g% Ts13)

sl _ 3901901(922%02 + g% T303)

201 _ }lgmgolgﬂ(TmQ — Tioa — Too1) — %901912933T313

G o (5.69)

substituindo as componentes do tensor de torcao e manipulando algebricamente

cada uma das expressoes em (5.69), encontramos:

001 le=¥ -
D = 5 [2— B(e” 4+ e77)]
1 C
101 _ —4p-2
by = 56 753214
201 1e /=2
) = 1 = [ADy B — B0, A0 (AC)] +
1 E
+ %4WMZ4QE—By (5.70)

2 r2
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Agora, estamos aptos a calcular P®. Nesse caso supomos uma superficie

esférica com raio tendendo ao infinito, com isso, temos:

r—00

T 2m
P* = lim / / dfdpex ™" . (5.71)
o Jo
Lembrando que X901 = e (X0 4 ea 33100 4 ca 37201 " hodemos calcular as compo-

nentes de P substituindo as expressoes (5.70) em (5.71), como resultado obtemos:

1 ™
pO — = / df sin M (u, 0)

2 0
PY =
P? = 0
P® = 0, (5.72)

obviamente o invariante de Casimir P? sera diferente de zero, isso nos impossibilita
de determinar a helicidade para esse caso. Conforme ji haviamos apontado, isso
significa que W, e P, sao linearmente independentes, ou seja, o coeficiente que os

relaciona é o trivial, o qual é igual a zero.

5.5.2 A Onda Plana Nao Linear

Consideramos uma métrica para uma onda gravitacional [55] dada por:

1 1
ds® = (EH — 1)dt? — Hdtdz + da® + dy* + (§H +1)dz* . (5.73)

A métrica contravariante é:

—sH—-1 00 —3H
0 10 0
gt = : (5.74)
0 01 0
—sH 00 —{H+1

com H = H(x,y,z —t), obedecendo a seguinte equagao: (8‘9—; + ;—;)H = 0.
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Vamos escolher um observador estatico adaptado a esse sistema em coor-
denadas cartesianas, para isso lembremos da condi¢ao para observadores estéaticos
u' = ey’ = 0 que é equivalente a e, = 0. Para montarmos o campo de té-
tradas em coordenadas cartesianas usamos a estrutura do campo de tétradas no
espago-tempo plano, ou seja e* , = 45, da mesma maneira como fizemos no caso de

coordenadas esféricas. Assim, o campo de tétradas que obedece a esses requisitos é

-A 0 0 —B
0O 1 0 O
Cap = 7 (5.75)
0O 01 O
0O 00 C
onde
1 1
A = (—§H+ 1)2 ,
AB = 1H,
2
AC = 1. (5.76)

O determinante da tétrada é e = 1. Devemos notar que fazendo H = 0, temos
e, = 63, ou seja, recuperamos a estrutura o espaco-tempo plano como era de se
esperar.

Calculando M® encontramos:

M® = —2k6{(e“oe”1—ea16bo)9 (997 — 9% 9" Ta1s + 9™ 9% Tora] +

g22[(goog33 903903)T _ gOOgHTng] _
e 06 3—e 3€b0 (900933 903903)(911T113 . 922T223) 4

00 .33 03 .03

e 1e”5 —e"3e"1)g" (9" g% — g% %) To1s — g% g% Tora] +

( )
—( )
+(e 1€y — e 9e"1)g" g (9" Tona + 9% T10) +
+( )
( )

+ 6“26 53— e 3€b2 922[(900933 03 OS)T +g g T ]} (577)
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As componentes de T),, relevantes sao:

T012 = 07

T013 = _AalBy

Ty = —A0DB,

T112 = 07

Tz = 0,

T212 = 07

T223 = 07

T3 = 0,

T3 = %al(%H +1),
Tyo3 = 162(1H+ 1).

2 72

Com isso, as componentes de M ndo nulas sdo:

MOW = 9k, (C),
MO® = 2k5,(C),

MO® = 215, (B),
M®PB) = _2kd,(B).

(5.78)

(5.79)

Agora, basta integrar (5.79) em um volume V' do espaco-tempo, para encontrarmos

L%, ou seja:

1
2k | 20, ———5 ),
/V ‘ ((1—%1{)1/2)
1
Qk/‘/d:sxay(W),
H/2
—2k | P20, ( s
/V 70 ((1-%}1)1/2)’

2k /V &2, (%) . (5.80)
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Vemos que o momento angular espacial possui uma componente na direcao x e outra

na direcao y, essas quantidades sao identificadas com os estados de polarizacao da

onda plana. As outras componentes do momento angular representam o centro-de-

inércia, conforme discutido anteriormente.

Para calcularmos P® temos que calcular as componentes de ¥%%. As com-

ponentes relevantes para o céalculo (e nao nulas) sao:

zO0 = —ga ),
RO = ay(H),
SO = o),
SO0 o (H).
S = o),
SO~ ou(H).
SO = ou(H),
»®02 —SLAaQ(H). (5.81)

Assim, as componentes de P? sao:

P®

-3t [ o (50) +a ()],
0,

0,

—%k/vd?’x [ax(aﬂ”TH> +ay(af4H)] (5.82)

Consequentemente um dos invariantes de Casimir sera P2 = 0, o que é compativel

com solugdo de onda plana [56]. Uma caracteristica curiosa a respeito deste sistema

surge quando desenvolvemos a expressao da energia em (5.82), ou seja, aplicando as

. . .« . ~ 2 2
respectivas derivadas parciais e usando a relacao (% + (%2) H =0, temos:
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o_ k[ oo [ @H? | (0,H)
P =5 | Pl ot g >:59)

assumindo que (—ggg) > 0, vemos que a energia ¢ negativa.

Usando as relagoes (5.80) e (5.82), concluimos que as componentes do vetor

de Pauli-Lubanski se reduzem a:

Way = _p(O)(L(Q)(S) _ L(O)(Q))7

We = POLOO _ [0, (5.84)

+ [/ﬂ%@(%) 2}. (5.85)

Claramente W? # 0, isso significa que P, e W, sao linearmente independentes. Ou
seja, nao podemos ter a relacao W, = AP,, onde )\ é a helicidade da onda. Assim,
apesar de nossos esforcos, a helicidade permanece indefinida.

O fato de nao podermos estabelecer a helicidade deve ser investigado mais
profundamente, uma vez que ele nao indica necessariamente a incompatibilidade en-
tre a Mecanica Quantica e o campo Gravitacional. Podemos estar lidando com um
resultado negativo isolado, talvez fruto de nossa ignorancia com relacao as solucgoes
exatas das equacoes de Einstein do tipo onda plana. Por outro lado a existéncia
de energia negativa para ondas planas é um resultado intrigante, pois um sistema
que experimenta a passagem desta onda vai perder ao invés de ganhar uma certa
quantidade de energia. Além disso, um sistema desse tipo nao permite a aplicagao

das regras de quantizacao conhecidas, uma vez que no formalismo da Mecanica
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Quantica qualquer observavel, como é o caso da energia, ¢ uma média do opera-
dor correspondente, considerado hermitiano, obtida a partir das fun¢oes de onda
definidas no espaco de Hilbert. Como consequéncia um observavel é uma grandeza
sempre positiva, o que estd em contradigdo com os nossos resultados para a onda
plana.

Assim, podemos interpretar a energia da onda plana ser negativa como
indicador do porqué da dificuldade em se conciliar a Mecanica Quéantica com a Rel-
atividade Geral. O pensamento usual para se quantizar um certo campo é modificar
a teoria dita classica de modo a se adaptar & Mecanica Quantica, entretanto no caso
da Relatividade Geral, nos parece que tanto a Mecanica Quantica quanto a Rela-
tividade devam ser modificadas ou melhor estruturadas na dire¢do de uma teoria

nova.



Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas

Nesta tese abordamos uma expressao para o momento angular gravitacional
na formulacao Teleparalela. As definicbes para o momento angular e momento-
energia gravitacionais sao invariantes por transformacoes de coordenadas no espaco
tridimensional e por reparametrizagoes temporais. Apesar disso, 0 momento angular
se mostra dependente do sistema de referéncia (podemos observar essa caracteristica
no ambito da mecénica classica e da mecanica relativistica), o que nao é inconsis-
tente com a interpretacao fisica de referencial e nem com o principio da equivaléncia.
Chegamos & conclusdo que P® e L%, tal qual foram definidos, formam uma repre-
sentacao do grupo de Poincaré. Analisamos a necessidade de se empregar expressoes
regularizadas para P® e L, aplicando esse conhecimento ao céalculo do momento
angular de uma casca esférica em rotagao.

Analisamos as condicoes necessarias para que o momento angular seja bem
definido e estabelecemos qual deve ser o comportamento assintético do tensor métrico
para que isso ocorra. Aplicamos as nossas expressoes para uma configuracao com
simetria axial em relacao a um observador estatico e a outro em rotacao no caso
especifico do buraco negro de Kerr. Interpretamos o significado das componentes
LO® do momento angular como centro-de-inécia do campo gravitacional. Tentamos
construir a helicidade para a métrica de Bondi e para ondas gravitacionais planas.

As nossas tentativas se revelaram infrutiferas, no entanto algumas consideracoes

87
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importantes devem ser observadas.

Para o caso da métrica de Bondi, as simetrias intrinsicas da configuracao
podem ser responsaveis pelo resultado nulo que obtivemos para o momento angular.
No caso das ondas planas, o momento-energia e o vetor de Pauli-Lubanski sao linear-
mente independentes, o que impede qualquer tentativa de se construir a helicidade.
Entretanto o momento angular revela-se em acordo com o que esperariamos para
uma onda plana em propagacao: o momento angular possui componentes perpen-
diculares entre si e & dire¢do de propagacao da onda, o que pode ser identificado
com os estados de polarizacao da onda gravitacional plana.

Estabelecemos expressoes que permitem o cilculo do momento-energia e
do momento angular gravitacionais para uma configuracao de tétradas arbitraria.
Isso foi feito considerando a forma das expressoes regularizadas, ou seja, temos que
subtrair das expressoes de P® e L% o valor dessas quantidades no limite tendendo
ao espaco plano. Devemos ainda investigar se esse procedimento elimina todos
os infinitos quando as integrais sao calculadas. Uma vez que isso é estabelecido,
podemos adotar esse procedimento para eliminacao de divergéncias.

Assim, os resultados obtidos para a casca esférica parecem ser corretos, haja
vista a propria consisténcia das defini¢goes de momento-energia e momento angular
gravitacionais, como exposto nos Capitulos 2 e 4. Porém temos que investigar e
entender melhor a escolha de referenciais, o que equivale a dizer, como construir um
campo de tétradas adaptado a um observador especifico. Esse é um procedimento
necessario pois lidamos com conceitos fundamentais em Fisica e um dos pilares da
propria Relatividade que é a questao dos referenciais.

O insucesso que advém da tentativa de se construir a helicidade de ondas
planas deve ser melhor investigado no futuro, uma vez que um dos resultados capi-
tais que encontramos é que a teoria da gravitacao, aqui considerada, apresenta como
grupo de simetria no espacgo de fase o grupo de Poincaré. Sabemos quao relevante
¢ o grupo de Poincaré e suas representacoes para construcao de uma teoria quan-

tica para um determinado campo que obedece essa simetria, através da obtencao de
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quantidades invariantes, tais quais os invariantes de Casimir. Entretanto, a abor-
dagem para se construir uma teoria quantica da gravitacao utilizando os operadores
de Casimir nao nos parece o melhor caminho. Uma abordagem alternativa seria a
quantizagao segundo a teoria de Dirac, entretanto, isso dependeria da simplificagao
dos vinculos da teoria. Um resultado surpreendente que obtivemos e que também
deve ser objeto de investigacoes posteriores é a questao da energia negativa para
ondas gravitacionais planas. Isso é um indicio de uma incompatibilidade mais fun-
damental entre a Relatividade Geral (considerando-se o equivalente teleparalelo)
e a Mecanica Quantica, uma vez que os procedimentos de quantizacao geram ob-
servaveis positivos. Claro que esta questao da energia de ondas planas ser negativa
tem implicagoes diretas na deteccao dessas ondas gravitacionais.

Apesar da consisténcia de nossas defini¢goes para o caso de uma simetria
axial, o problema do buraco negro de Kerr exibe uma indefinicao quando analisamos
o probema utilizando um observador estatico. A divergéncia que aparece quando
calculamos as integrais é relativa a impossibilidade da existéncia de tais observadores
no interior da ergoesfera. Esse problema é resolvido com o uso de uma regularizacao
do momento angular, dada a natureza da divergéncia. Quando utilizamos um campo
de tétradas adaptado a um observador em rotagao, como vimos, o momento angular
é zero, sem a necessidade de regularizagao.

A Astrofisica tem tido enormes avancos recentemente e um dos principais
problemas é a determinacao do momento de inécia de fontes em rotacao, que pode
ser estimado a partir do momento angular do campo gravitacional. Para isso con-

jecturamos que a relagao entre essas grandezas pode ser expressa da seguinte forma:
L@ — _]fQ7

onde Iy ¢ o momento de inercia da fonte e () é a sua velocidade angular. No sentido
de fornecer resultados que sao passiveis de observacao, podemos calcular o momento
angular para uma configuracao realistica, por exemplo, a Terra, se soubermos qual

¢ a velocidade angular 2 na superficie da fonte. Com isso é possivel verificar se
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o momento angular do campo gravitacional fornece uma medida do momento de

inércia da Terra.
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