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RESUMO

Sejam G e H grupos que agem de forma compativel entre si. Os artigos [15], [16]
e |24] consideram um quociente n(G, H) do produto livre G * H que ¢ uma extensao de
grupo do produto tensorial nao abeliano G ® H. Este trabalho tem como objetivo mostrar
que o grupo n(G, H) é nilpotente se G e H sao grupos nilpotentes que atuam de forma
nilpotente um sobre o outro. Alguns exemplos sao dados em detalhes para mostrar que
n(G, H) nao é nilpotente quando pelo menos uma das ag¢oes é nao nilpotente.
Palavras-chave: Produto tensorial nao abeliano; A¢ao de grupos; Grupos nilpotentes,
Grupos de Engel; Construgoes livres.



ABSTRACT

Let G and H be groups which act compatibly on one another. Papers [15], [16]
and [24] consider a quocient n(G, H) of the free product G * H which is a group extension
of the non-abelian tensor product G ® H. This work aims to show that the group n(G, H)
is nilpotent if G and H are nilpotent groups which act nilpotently on each other. A couple
of examples are given in detail to show that (G, H) may not be nilpotent when at least
one of the actions is non-nilpotent.

Key words: Non-Abelian tensor product; Action of groups; Nilpotent groups; Engel
groups; free construction.
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CAPITULO 0. LISTA DE SIMBOLOS ix

lista de simbolos

Ker(a)
Z(Q)
GxH

N char G
X

Conjunto dos niimeros naturais
Conjunto dos nimeros inteiros

X esta contido em Y

X esta estritamente contido em Y

H é um subgrupo de G

H é um subgrupo proéprio de G

N é um subgrupo normal de G
Centralizador de H em G
Normalizador de H em G

Comutador de = e y

Subgrupo comutador de H e K
Subgrupo derivado de G

Classe de conjugacao de z em G
Conjugado de x por y ou agao de y sobre x
Subgrupo gerado pelos conjugados de X por Y
Fecho do R em G

Subgrupo derivativo de G por H
Produto direto de H e K

Produto tensorial nao abeliano dos grupos G e H
Produto semidireto de N por H
Subgrupo gerado pelo conjunto X
1-ésimo termo da série derivada
i-ésimo termo da série central inferior
1-ésimo termo da série central superior
Comprimento derivado de GG

Classe de nilpoténcia de GG

Imagem de x pela aplicacao «

G e H sao isomorfos

Grupo simétrico de n elementos
Grupo alternado de n elementos
Grupo ciclico com n elementos

Grupo diedral com 2n elementos
Ordem do grupo G

Elementos de X que nao estao em Y
Grupo de automorfismos do grupo G
Imagem da aplicacao «

Ntcleo da aplicacao «

Centro de G

Produto livre de G e H

N é um subgrupo caracteristico em G
Classe de grupos
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Introducao

O produto tensorial nao abelianos de grupos foi introduzido por R. Brown e J.-L.
Loday em [4] no estudo da teoria de homotopia, baseado nos trabalhos de C. Miller [14],
K. Dennis [5] e A.S.-T. Lue [12]. Consideremos um par de grupos G e H com agoes (3
direita)
GxH-—G, (g,h)—g", HxG — H, (h,g) v h?

tais que, para todo g, g1 € Ge h,hy € H
gt = (g )"y e ™) = (B Yy

Se essas condicoes sao satisfeitas, diremos que G e H agem compativelmente um sobre
o outro. O produto tensorial nao abeliano de grupos, denotado por G ® H, é o grupo
gerado por todos os simbolos g ® h, onde g € G e h € H tais que

991 @ h = (¢" @ h*)(g1 © h) e g ® hhy = (g ® hy)(g" @ h™M),

para quaisquer g,g1 € G e h,h; € H.
Em particular, como a a¢ao por conjugacao de um grupo G nele mesmo satisfaz a
propriedade de ser compativel, entao o quadrado tensorial G® G sempre pode ser definido.
Os trabalhos [7], [16] e [17] consideram a construgao de um grupo relacionado
ao produto tensorial ndao abeliano de grupos. I. Nakaoka em [15| toma grupos G e H
agindo compativelmente um sobre o outro e H¥ uma copia isomoérfica de H dada pelo
isomorfismo ¢ : H — H¥, h — h¥ para todo h € H, e define o grupo

(G, H) := (G, H?| [9,h#) = [g*, (h")?), [g,h?]"T = [g", (W")?),
para todo g,¢g1 € H, h,hy € H).

Segue da Proposigao 1.4 em [9] que existe um isomorfismo entre o subgrupo
|G, H?] de n(G, H) e o produto tensorial nao abeliano G ® H, tal que [g, h¥] — g ® h,
para todo g € G e h € H. Este isomorfismo é muito tutil para estudar o produto tensorial
dentro de (G, H). Em [19], N. Rocco utiliza essa abordagem para estabelecer um limite
para a ordem de G ® G quando G é um p-grupo finito, e ainda prova que (G, G) := v(G)
preserva propriedades de finitude, conjunto de divisores primos, nilpoténcia e solubilidade.

Utilizando esta mesma abordagem, I. Nakaoka em [16] obtém um limite para as
ordens de quadrados tensoriais de grupos soluveis finitos. G. Ellis e F. Leonard em [7|
usam um grupo isomorfo a (G, H) para dar um algoritimo computacional para deter-
minar produtos tensoriais (e multiplicadores de Schur) de grupos finitos. Observamos
que [G, H?] é um subgrupo normal de n(G, H) e cumpre um papel importante, por isso
denotaremos [G, H¥| := 7(G, H) e ainda podemos escrever n(G, H) = 7(G, H)GH¥. De
acordo com G. Ellis em [8] o grupo n(G, H) é finito se G e H sao finitos. E por 1. Nakaoka
em [15], n(G, H) ¢ soluvel se G' e H sao soluveis. Entretanto, a nilpoténcia de G e H nao
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SUMARIO 2

implica a nilpoténcia de n(G, H). Veremos no Exemplo 4.10 que dados o grupo ciclico
de ordem prima impar p, C), e o grupo ciclico de ordem 2, Cs, onde C, age trivialmente
sobre Cy e Cy tem agao sobre C), dada por

CQ X Cp — Cp
(1,0") — '
(a,bi) — b,

entdao o grupo 7(C,, Cy) tem como subgrupo um diedral de ordem 2p (que nao é nilpo-
tente).

E bem conhecido que a classe dos grupos nilpotentes néo ¢ fechada para extensao
de seus elementos. Entretanto, um resultado bem conhecido devido a P. Hall nos da
uma condicao suficiente para assegurar que uma dada extensao de grupos nilpotentes seja
ainda um grupo nilpotente. O primeiro objetivo desse trabalho sera demonstrar o seguinte
teorema:

Teorema 0.1 (Critério de P. Hall, [22], VI.6.g). Se N ¢é um subgrupo normal de G tal
que N e G/N' sao nilpotentes de classes s e m, respectivamente, entdo G € um grupo
nilpotente. Ademais, a classe de nilpoténcia de G € limitada por cl(G) < nCsp12 — Cso
(onde C,.o denota o coeficiente binomial r(r —1)/2).

Neste trabalho vamos nos concentrar em apresentar os conceitos de agoes de En-
gelianas e agoes nilpotentes que acarretam que o grupo n(G, H) de dois grupos nilpotentes
GG e H com acoes compativeis um sobre o outro é nilpotente. Em particular, vamos provar
que

Teorema 0.2 (Nakaoka e Rocco, [17]). Se G e H sao grupos finitamente gerados nil-
potentes tais que as agoes de um sobre o outro sao Engelianas entao o grupo n(G,H) é
nilpotente.

Na demonstragao desse teorema utilizaremos fortemente um dos Teoremas de
Gruenberg o qual nos diz que se G é um grupo finitamente gerado, soluvel e Engel entao
G é nilpotente. Este teorema nao apresenta uma cota maxima para a classe de nilpoténcia.
Para obter um limitante superior para a classe de nilpoténcia pediremos condi¢oes mais
fortes sobre as agoes envolvidas, e provaremos que

Teorema 0.3 (Nakaoka e Rocco, [17]). Se G e H sao grupos nilpotentes com agoes
nilpotentes um sobre o outro, entdo o grupo n(G, H) é nilpotente com classe de nilpoténcia
limitadas pelas classes de nilpoténcia dos grupos e da classe de nilpoténcia das ac¢oes dos
grupos enwvolvidos.

A demonstrar consiste em utilizar o critério de P. Hall e analisar a série central
inferior de um subgrupo normal de 1(G, H), o subgrupo 7(G, H).

O texto esta dividido da seguinte forma: No Capitulo 1 desse trabalho definire-
mos o conceito de comutadores que de um modo geral mede a nao comutatividade de um
grupo. Além disso introduziremos a definicao de grupos soliveis, supersoliveis e polici-
clicos com o intuito de evidenciar importantes classes de grupos. Também descreveremos
uma construcao de produto de grupos a partir de dois grupos distintos, o produto semi-
direto de grupos com o objetivo de reescrever grupos como produto de dois subgrupos.
Por fim, introduziremos o conceito de grupos livres e apresentacoes de grupos.



SUMARIO 3

No Capitulo 2 desenvolveremos resultados gerais sobre nilpoténcia e condi¢oes de
Engel, evidenciando a importancia dos comutadores nas defini¢des e propriedades envol-
vendo as classes de grupos estudadas. Nesse capitulo demonstramos o famoso Critério
de Hall para grupos nilpotentes (Teorema 0.1) o qual mostra que se N é um subgrupo
normal de G tal que N e G/N’ sao nilpotentes, entdao G é nilpotente e a sua classe de
nilpoténcia é limitada em termos das classes de nilpoténcia de N e G/N'. Além disso,
evidenciaremos a importancia de condi¢oes de Engel classificando grupos de expoente 3.

No Capitulo 3 introduziremos a definicao de produto tensorial nao abeliano de
grupos e descreveremos algumas de suas propriedades com respeito a solubilidade e nil-
poténcia. Além disso apresentarmos alguns exemplos do produto tensorial nao abeliano
de grupos.

Em conclusao, no Capitulo 4 definiremos o grupo n(G, H) que é uma construcao
mais geral na qual contém um subgrupo (normal) que é isomorfo ao produto tensorial nao
abeliano de grupos. Ademais, descreveremos algumas propriedades e exemplificaremos que
o grupo n(G, H) nao é fechado para nilpoténcia mesmo que G e H sejam nilpotentes. A
partir do artigo [16] apresentamos uma descrigdo para os termos da série central inferior
de 7(G,H). Em um segundo momento, definiremos o conceito de ag¢bes Engelianas e
agoes nilpotentes com o objetivo tornar o grupo n(G, H) nilpotente a partir de grupos
nilpotentes e agoes Engelianas (ou agoes nilpotentes).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos que irao
nos auxiliar no desenvolvimento da construcao do principal grupo que trataremos nesse
trabalho assim como outras estruturas que trabalharemos como exemplo ou contra-exemplo.
Além disso, definiremos alguns objetos e daremos algumas notagoes para facilitar a leitura
do texto. Alguns resultados estdao sem demonstracoes, porém pode ser encontradas no
livro de Robinson [18], de Rotman [21]| e de Schenkmman [22].

1.1 Comutadores

Os comutadores desempenham um papel fundamental na Teoria de Grupos quando
queremos discorrer sobre a condi¢ao de nao comutatividade de um grupo além de encon-
trar subgrupos normais de um grupo. Neste trabalho utilizaremos os comutadores para
facilitar a escrita de objetos que estudaremos. As notagoes e resultados foram baseadas
em [21] e [18].

Definicao 1.1. Sejam G um grupo e x,y, g1, go, . . ., gn elementos de G e A, B, C' subcon-
juntos nao vazios de G.

1

e Definimos x¥ =y~ xy o conjugado de x por y.

e Definimos o comutador de x por y o elemento [x,y] = z~'2¥. Indutivamente, defi-
nimos (g1, go, - -, 9n) = [91, 925 - - s gn_1], gn] 0 comutador de peso n. Denotaremos

la,, b] = [a,b, ..., ]].

n

o Chamaremos de subgrupo comutador de A e B o subgrupo gerado por todos os co-
mutadores de elementos de A e B, ou seja, [A, B] = ([a,b]] a € A eb € B). Indu-
tivamente, definimos [A, B,C] = [[A, B],C]. Denotaremos [A,, B] = [A, B, ..., B].

n

Em particular, definimos [G,G] = G" o subgrupo derivado de G.
Proposicao 1.2 ( [18], Pag. 123). Sejam x,y, z elementos de um grupo G.
i) [x,y] =y, 27
i) ey, 2] = [z, 2]y, 2] e [z, y2] = [z, 2][, 4]
i) [,y = ([r,y] )7 e oyl = (fey) )"

4



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

Demonstracao.

i) Temos que

1 1

[z, y] =2y ey = (y o ya) T = [y, 2]

ii) Temos que

[zy, 2] = (xy) "2 ayz
= y’lelzflxyz
= y_lx_lxzyy_lz_
=y~ [z, 2]yly, 2]

= [z, 2]"[y, 2],

1x_1z_1xyz

E ainda,
[z, yz] = 27 (y2) " layz
Ly ~lpyz

=g 2 gzt

=g 1z
x_ly_lxyz
= [z, 2]z x, 2]z

= [z, z|[x, z]*.

iii) Temos que

[z, 7" = a7 yay ™
= yy o yay !
= (yz~ 'y ey ™)
= ([z,yl )"

E ainda,

oyl =aytaly

= :L’y’la:’lyxx’l

— (:EJZ_ly_lZL‘yl‘_l)_l

= ([z,y" )"
m

Lema 1.3 (Identidade de Hall-Witt, [18]). Se z,y, z sdo elementos de um grupos G, entdio
vale que
[,y 2y, 27 a2 a7 ) = L

Demonstracao. Temos que
2,y 2 =y y 2 ey ey
=y~ (@ yry ™) T e yay Ty
=y ey e e Yy
= Yy e e yay ey, (1.1)

Tz
1



CAPITULO 1. PRELIMINARES 6

De modo anélogo,
) =y ey y T T e

ot = e ey e ey,

Juntando os termos de (1.1), (1.2) e (1.3), obtemos

x_ly_lxz_lx_lyxy_lzyy_lz_lyx_ly_lzyz_lxzz_lx_lzy_lz_lxzx_lyx = 1.

E o resultado segue. [ |

Lema 1.4 (Lema dos trés subgrupos). Sejam A, B, C' subgrupos de um grupo G. Se NG
e [A,B,C),[B,C, Al < N, entao [C, A, B] < N.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que N = 1. Pela identidade de Hall-witt, dados
a€ A be Bece(C, temos que

la, bt C]b[b, c_l,a]c[c, a_l,b]“ =1.

Como por hipétese [a, b1, ], [b,c71,a] € N e N <G, segue que [a, b7, ¢]’[b,c7!,a]® € N.
Logo,
[a, b7, )’ = [b,c !, a) = 1.

Isso mostra que,

1

[C’ _17b]a

= [e,a”'] 707 e, a7 b
= [c,a']b = blc,a™ ]
= [c,a™'] € Og( )
= [C, A] < Cq(B).

Logo, [C,A,B] = 1e[C, A B] < N. Agora, se N # 1, considere A = AN/N, B = BN/N
e C'=CN/N. Note que N = N/N =1<G/N, assim

. [AN BN N1 [ABCIN N
A, B,C] N,N,N}— N v =1
De modo anélogo, [B, C, A] = 1. Portanto,
cam- |7 AT B _GABN N,
N N N N N
ou seja, [C, A, B] < N e o resultado segue. [ |

Definicao 1.5. Sejam X, Y subconjuntos nao vazios de um grupo G. Definimos o se-
gquinte subgrupo
XYi=@v|zeX,yeY).

Lema 1.6. Sejam X um subconjunto de um grupo G. Se K é um subgrupo de G, entao
XE = (X [X,K]) <(X,K).
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Demonstragao. Note que X® < (X, [X, K]). De fato, para todo z € X e k € K, temos
¥ = (zx~ )2k = 22, k] € (X, [X, K]).
Por outro lado,
r 72k =[x, k] e XK
Logo, (X,[X, K]) < X&, ouseja, (X,[X,K]) = X&. Agora, dados z,7, € X ek, k; € K,
temos que
(2")™ = w7 tab, € XE e (2 = 2P e XK

portanto, X% < (X, K). [ |

A préxima proposicao nos diz que podemos reescrever o subgrupo comutador de

dois subgrupos apenas pelo fecho do subgrupo gerado por comutadores de elementos nos
conjuntos geradores. Mais precisamente:

Proposicao 1.7. Sejam H, K subgrupos de um grupo G e X, Y subconjuntos de G. Entao:
i) [H, K] < (H, K);
1) Se H = (X), entio [Y, H| = [Y, X]";
i11) Se H=(X) e K = (Y), entio [H, K| = [X,Y]|¥;
w) Se H, K QG entio [H, K] <G.
Demonstragao.
i) E suficiente provar que H, K < Ng([H, K]). Assim, dados h,h; € H e k,k € K
temos que
[h, k" = [hhy, k][R, k)" € [H, K]
[h, k" = [h, k1] YD, kK] € [H, K].
Logo, H, K < N¢([H, K]) e portanto [H, K| < (H, K).

ii) Primeiramente vamos provar que [V, H] = [Y, H|. E claro que [Y, H|¥ < [Y, H],
basta tomar 1 € H. Vamos mostrar a outra inclusio. Temos que [Y, H]! é gerado
por [y, hi]"? com y € Y e hy, hy € H. Segue que

[y, 7" = [y, ha] "y, haho] = [V, H]" < [Y, H]

E o resultado segue.

Note agora que X C H, logo [Y, X|# < [V, H|" =[Y, H], ou seja, [Y, X < [V, H].
Por outro lado, seja y € Y e h € H, entao existem zy,xs,...x, € X tais que
h=ai'a*. .. 25" com ¢; = +1, i = 1,...,n. Vamos mostrar, por indugdo sobre n,
que [y, h| € [Y, X]. Se n =1, temos que

_ €1] _ [y,xl], see; =1 I
ly, h] = [y,27'] = {([y’xl]%l)l’ e 1€ Y, X]

Agora, supondo que o resultado vale para todo niimero natural menor que n, segue
que

pois [y, x| € [V, X] e [y,
Portanto, [Y, H] = [V, X]7.
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iii) Se H = (X) e Se K = (Y'), pelo item anterior, temos que
[, K] = [K, H| = [K,X]" = [X,K]" = (X,Y]")* = [X,Y]"*

iv) Dados h € H, k € K e g € G, segue que

[h, k]9 = g h kL hkg
=g 'h g9k g9 hgg kg
19, k).

Como H e K sao normais em G, o resultado segue.

1.2 Grupos soliveis, supersoliiveis e policiclicos

Nesta secao vamos explorar os conceitos e propriedades relacionadas a algumas
classes de grupos: A classe dos grupos soliveis, que consiste de grupos que podem ser
construidos a partir de grupos abelianos por extensoes, a classe dos grupos supersoluveis,
que formam uma subclasse (propria) dos grupos solaveis; e a classe dos grupos policiclicos
que sao uma classe de grupos que podem ser construidos a partir de grupos ciclicos por
extensao. Nos baseamos em [10], [18] e [21].

Definicao 1.8. Seja G um grupo. Dizemos que uma cadeia finita de subgrupos de G
G=Hy>H, >...>H,=1,

¢ uma série subnormal (respectivamente, série normal) de G se H; 1y < H; (respectiva-
mente, H; I G) para todo i = 0,1,...,n — 1. Os subgrupos quocientes H;/H; 1 sao
chamados de fatores da série subnormal (ou normal).

Definicao 1.9. Um grupo G € dito soluvel se ele admite uma série subnormal cujos fatores
sao abelianos, ou seja, uma série subnormal

G:H()}Hl}}Hn:l,

tal que H;/H; 1 € abeliano para todo natural 0 < i < n — 1. Tal série subnormal também
€ chamada de série abeliana.

Exemplo 1.10.

i) Os grupos Ss (o grupo simétrico de 3 elementos), Sy (o grupo simétrico de 4 ele-
mentos) e o grupos Ay (o grupo alternado de 4 elementos) sao soliveis;

1) O grupo Dy = {(a,b| a* = V? = 1,bab = a™') € solivel;
14t) O grupo As (o grupo alternados de 5 elementos) ndao é solivel.
Definicao 1.11. Dado um grupo G definimos, indutivamente, os subgrupos
G .=q, ¢V :.=¢9 O =¢, ..., ¢ .= [gO g9 ...

para todo natural 1.
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Observagao 1.12.

i)

i)

i)

Note que GOt < GO qualquer que seja i natural. De fato, vamos mostrar com
mducgao sobrei. Sei =0, o resultado € claro. Suponha que seja vdlido para i, vamos
mostrar que ¢ vdlido para i + 1. Segue que, GO = [GW GD]. Por hipdtese de
inducdo G ¢ normal em G, e pelo item i) da Proposi¢io 1.7, |G, G ¢ normal
em G. E o resultado seque.

Pelo item i), podemos construir uma cadeia de subgrupos normais de G
G=GVp>GYr>.. >G> ...
Se existir um n tal que G = 1, chamaremos esta cadeia de série derivada de G.

Seja G = Gy =2 Gy =2 ... 2 G, = 1 uma série subnormal de G com G;/G;yq
abeliano, entdo G; > G para todo 0 < i < n. De fato, vamos provar com indu¢do
sobre i. Se i = 0, temos que, Gy = G = GO, o resultado é vdlido. Suponha
que o resultado seja vdlido para © natural, vamos mostrar que € vdlido para i + 1.
Como G;/Giy1 € abeliano, temos que Gy = (G;)'. Pela hipdtese de indugao,

(Gy)' = (G = GV Portanto, Gy, 1 = GUHY | e o resultado seque.

Proposicao 1.13. Um grupo G € solivel se, e somente se, G™ = 1 para algum n € N.

Demonstra¢ao. Se G € um grupo solivel, entao existe uma série subnormal de G, digamos
G=Gy>G >... 2 G, =1 tal que G;/G;;; é abeliano. Pelo item iii) da observagao
acima, temos que G; > G, em particular, G™ = 1. Por outro lado, tomando uma série
derivada de G, e observando que GV = (G®Y logo G;/Giy1 é abeliano, temos uma
série subnormal com fatores abelianos, ou seja, G' é soluvel. |

Com essa caracterizacao dos grupos soltveis, podemos definir um classificacao

com respeito a propriedade de solubilidade de um grupos.

Definicao 1.14. O menor natural d para o qual G = 1 é chamado de comprimento
derivado de G e denotamos por dl(G).

Proposicao 1.15.

i)
i)
iii)
i)
v)

Todo subgrupo de um grupo soluvel é solivel;

Todo quociente de um grupo solivel é soluvel;

Se H, K sao grupos soluveis entao H X K € solivel;

Sejam G um grupo e H < G. Se H e G/H sao soliveis entao G é solivel;

Seja G = HN € um grupo onde N I G e H < G, se N e H sao grupos soliuveis
entio G € solivel.

Demonstracao.
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i)

ii)

Seja GG um grupo solivel e H < G. Entao, existe
G=Gy=>2G>...2G, =1,
uma série subnormal com fatores abelianos. Tomemos
H=HNGy) =2 HNG)>...2(HNG,) =1. (1.4)

Como cada G;> G, 1, temos que (HNG;)>(HNG;11). Além disso, pelo 2° teorema
do isomorfismo e pela Lei de Dedekind, segue que

HNG,; HNG,; _Gim(HNG)  GuHNG, o G;

HNGiyw  (HNG)NGiy1 Gin B Git1 S G

Como este ultimo fator é abeliano, temos que (H N G;)/(H N G;11) é abeliano para
todo 0 < ¢ < n — 1. Portanto, (1.4) é uma série subnormal com fatores abelianos,
ou seja, H ¢é solavel.

Sejam GG um grupo solavel, N <G e
G=Gy>2G 1 >...2G, =1,

uma série subnormal com fatores abelianos. Definamos K; := NG;/N, para todo
0 <7 < n. Pelo 3° Teorema do Isomorfismo,

G NG; NG;/N K,

Giy1 NGiy1i NGt /N Kip

logo, K;11 < K;. Mais ainda,

Kiy1 NG /N~ NGy — GiyiNNG; — (Gigi NNGY)/Giga

e como G; /Gy € abeliano, o fator K;/K,; é abeliano, logo
G/IN=Ky>2K,>...2K,=N,

é uma série subnormal com fatores abelianos, ou seja, G/N é soluvel.

Como H, K sao soliveis existem

K=Koy>2Ky>2...2K,, =1

séries abelianas de H e K, respectivamente. Assim, consideremos a cadeia

HXK:H0XK0>H1XK()}...}HRXKOZ{l}XK()}
>{1} x K, >...> {1} x K,, = 1.

Note que esta cadeia é uma série abeliana, ou seja, H x K ¢é solavel.
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iv) Como G/H ¢é um grupo solivel, existe

G * * *
EZK()}K:L}"'}K’R:H’

uma série subnormal com fatores abelianos. Pelo Teorema da Correspondéncia
[1.4.6, [18]], para cada K} existe K; < G tais que
G=Ky>K,>...>K,=H,

com K; < K;,; e ainda K;/K,; abeliano para todo 0 < i < n — 1. Agora, como H
é soluvel, existe uma série abeliana

Desse modo, juntando as duas cadeias de subgrupos obtidas acima, temos uma série
subnormal com fatores abelianos de GG, ou seja, G é soluvel.

v) Note que
G NH H
N N T HNN
é soluvel. Logo, pelo item anterior GG é soluvel.

Definicao 1.16. Um grupo G € dito supersoluvel se existe uma série normal
G:GOIEGlEIZGn:l,

tal que Giy1/G; € ciclico, para todo 0 < i < n — 1. Tal série também é chamada de série
normal ciclica.

Exemplo 1.17.

i) Os grupos D, = (a,b| a"™ = b* = 1,bab = a™ '), onde n é um inteiro positivo > 2,
sao supersoluveis;

1) Os grupos C,, = (x| ™), onde n € um inteiro positivo, sao supersoliveis;

it) Todo grupo supersolivel €, em particular, solivel. Note que Sy € solivel, mas nao é
supersolivel.

Proposicao 1.18.
t) Todo subgrupo de um grupo supersolivel é supersolivel;
1) Todo quociente de um grupo supersolivel é supersolivel;

1it) Sejam G um grupo e H < G. Se H ¢é ciclico e G/H € supersolivel entao G ¢
supersoluvel;

w) Se H, K sao grupos supersoliveis entao H x K € supersolivel;

v) Se G € um grupo supersolivel e f : G — H € um epimorfismo de grupos, entao H
€ supersolivel.
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Demonstracao.

i) Seja G um grupo supersoluvel e H < . Entao existe uma
G=G>GD>...bG, =1,
um série normal com fatores ciclicos. Tomemos
H=HNG)>(HNG)>...(HNG,) =1 (1.5)

Como cada G; < G, temos que (H N G;) < G. Além disso, pelo 2° teorema do
isomorfismo segue que

HNGi Git1(HNGy) < G

HnNnG;, Gin Y

Como este ultimo fator é ciclico, (HNG;)/(HNG;1) é ciclico para todo 0 < i < n—1.
Portanto, (1.5) é uma série subnormal com fatores ciclico, ou seja, H é supersoluvel.

ii) Sejam G um grupo supersolivel, N I G e
G=G>G>...bG, =1,

um série normal com fatores ciclicos. Definamos K; := NG; /N, paratodo 0 < i < n.
Pelo 3° teorema do isomorfismo,

G NG _ NG/N

G
G; ~ NG; NG;/N K,

logo, K; < G. Mais ainda,

Kitn  NGii/N  NGiy1 Gy NNG;,  (Giyi NNG,)/Gipa

e como G; /Gy é ciclico, o fator K;/ K, é ciclico, logo
é uma série normal com fatores ciclicos, ou seja, G/N é supersoluvel.
iii) Como H, K sao supersoluveis existem

séries normais ciclicas de H e K, respectivamente. Assim, consideremos a cadeia

HXK:H()XKO[ZHlXKOIZ...EHHXK():{]_}XKQE
{1} x K;>...>{l} x K,, = 1.

Note que esta cadeia é uma série normal ciclica, ou seja, H x K é supersoluvel.
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iv)

Como G/H ¢é um grupo supersoluvel, existe

G
F=K K. 2K =H

uma série normal com fatores abelianos. Pelo teorema da correspondéncia, para
cada K existe K; > G tais que

G=K,> K >...>K,=H,

com K; QG e ainda K;/K; ciclicos para todo 0 < i < n — 1. Agora, como H é
ciclico, temos uma série normal com fatores ciclicos de GG, ou seja, G é supersoluvel.

Seja G = Go > G > ... > (G, = 1 uma série normal de G com cada fator ciclico.
Considere a sequéncia de subgrupos de H

H=(Go)f=(G)f=...>(G)f =1. (1.6)

Sejam (G;)f € (G;)f e h € H. Como f é sobrejetiva, existe g € G tal que (g)f = h,
dai
h='(hi) fh=(9)f " (ha) f(9)f = (W) f € (Gi) f,

logo (G;)f < H para todo i. Agora, definindo

@i Gi)Gipr — (Gi) f/(Gig1) f
9iGiv1 > (9:) f(Gia) f

temos que ¢; é bem definida. De fato, se g1G; = ¢2G; entao existe g € G; tal que
g1 = g2g. Assim,

(01Gi)pi = (1) f(Gi) f = (929) [ (Gi) = (92) f(9) f(Gi) f = (92) f(Gi) f = (91Gi) i

Isso também que ; é injetiva. Além disso, ; € um homomorfismo sobrejetivo pois
f ¢é sobrejetiva. Logo, f é um isomorfismo e G;/Giy1 ~ (G;)f/(Git1)f, ou seja,
(G)) f/(Giy1)f é ciclico e concluimos que (1.6) é uma série normal ciclica, portanto
H é supersoluvel.

Definicao 1.19. Um grupo G € dito policiclico se existe uma série subnormal de G

G=Go>Gi>...>G, =1,

tal que Giy1/G; € ciclico, para todo 0 < 1 < n — 1.

Exemplo 1.20.

i) Todo grupo policiclico €, em particular, solivel;

1) (Q,+) é um grupo solivel mas nao € policiclico;

1i1) Note que Sy € policiclico mas nao € supersolivel.

A demonstracao da proxima proposicao sao analogas a demonstracao da Propo-

sicao 1.18.
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Proposicao 1.21.
i) Todo subgrupo de um grupo policiclico € policiclico;
1) Todo quociente de um grupo policiclico é policiclico;
1it) Sejam G um grupo e HG. Se H € ciclico e G/H é policiclico entao G é policiclico;
w) Se H, K sdo grupos policiclico entao H x K € policiclico;

v) Se G € um grupo policiclico e f : G — H € um epimorfismo de grupos, entao H €
policiclico.

Proposigao 1.22. Se G € um grupo policiclico, entao G € finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Tomemos uma série subnormal de G
G:HOIZHllleHn:l,

com fatores ciclicos. Seja h; € H; tal que H;/H;1 = (h;H;11). Podemos decompor
g € G da seguinte forma: Como Hy = G existe hl® € Hy e by € H; tais que g = hi’by,
e ainda, existem h{l € Hy e by € H, tais que g = h%oh{'lbg. Seguindo esse raciocinio,
g =hPh" . k" com hY € H;. Portanto, G = (ho, hy, ..., hp_1). |

Em conclusao, podemos estabelecer uma relagao entre as classes de grupos finitos
apresentadas nesta se¢ao por:

{Ciclico} C {Abeliano} C {Supersoluvel} C {Policiclicos} = {Soluveis}.

1.3 Produtos Semidireto de Grupos

Na teoria de grupos, dados dois (ou mais) grupos, podemos definir outros grupos
a partir destes. Um método de construcao de novos grupos ¢ o produto semidireto de
grupos. Nesta secao iremos definir este grupo e vamos exibir algumas propriedades e
exemplos dele. Muitos grupos podem ser vistos como um produto semidireto de grupos,
e em alguns casos isso facilita a interpretacao do grupo que dispomos. Além disso, iremos
definir agoes de grupos que a principio nao tem nenhuma correlagao.

Definigao 1.23. Seja K um subgrupo (ndo necessariamente normal) de um grupo G.
Diremos que um subgrupo ) de G € complemento de K se KNQ =1 e G=KQ.

Um subgrupo K de um grupo G nao precisa ter um complemento, e se tem
nao necessariamente é tnico. Em S3 por exemplo, todo subgrupo de ordem 2 tem um
complemento em Asz. Por outro lado, se existem complementos normais entao eles sao
inicos a menos de isomorfismos, pois

G KQ _ Q
K K ~ KnQ

~ Q.

Definigao 1.24. Um grupo G € um produto semidireto (interno) de K por @, e é denotado
por G =K xQ, se KIG e K tem um complemento Q1 >~ Q.
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Exemplo 1.25.

i) S, € o produto semidireto de A,, por Zs, para todo n inteiro positivo. Basta tomar
Q = ((12)) como o complemento de A,,.

i) D,, € o produto semidireto de Z, por Zs.

i11) Se G = (a) € ciclico de ordem 4 e V = (a?) entdo G nao é um produto semidireto
de V por G/V. Caso contririo G seria um produto direto de V por V', um absurdo.

Lema 1.26 ( [21], Pag. 168). Se K ¢ um subgrupo normal de um grupo G, entdao sio
equivalentes:

t) G é um produto semidireto de K por G/K (isto é, K tem complemento em G );

1) Existe um subgrupo @ < G tal que todo elemento g € G pode ser escrito de modo
unico por g = ax, ondea € K ex € Q);

11) FExiste um homomorfismo 0 : G/K — K com o = 1g/k, onde oo : G — G/K €
a projecao de G sobre K;

) Eziste um homomorfismo m : G — G com ker(r) = K e (x)m = x para todo
x € Im(m) (tal homomorfismo w é chamado de retragio de G e Im(w) é chamado
de retrato de G).

Definicao 1.27. Sejam H e K grupos. Dizemos que H age sobre K se existe uma
aplicagio ¢ - H x K — K, (h, k) — (h, k)¢ := k" satisfazendo:

o kl=Fk
° k,hlhz — (khl)h2
o (kiko)" = (kp)"(ko)"

para quaisquer k, ki, ko € K e h,hy,hy € H. Quando existir uma ac¢dao de H sobre K
denotaremos por H ~ K.

Dados grupos H e K (nfo necessariamente subgrupos de um grupo fixado). Su-
ponhamos que H ~ K. Temos que o conjunto de todos os pares ordenados

G={(hk)|he H ke K}
pode ser munido de uma estrutura natural de grupo definindo a seguinte operacao x:
(hy, k1) * (ha, ko) = (hih, K2ks).

O fechamento da operagao segue direto da defini¢ao, a associatividade é de facil verificacao
analisando a igualdade entre os termos, o elemento neutro é (1,1) e o inverso de um
elemento (h, k) & (h=', (k=1)P7).

Definicao 1.28. Sejam H e K grupos. Suponhamos que H ~ K (com ag¢ao ¢). O
grupo G descrito acima é chamado de produto semidireto de K por H (com a a¢do ¢)
e denotaremos G = H x, K. Se ¢ : H — Aut(K) entdo diremos que G € o produto
semudireto externo de K por H.
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1.4 Grupos livres

Nesta secao iremos introduzir o conceito de grupos livres e apresentacao de gru-
pos. Grupos livres s@o uma das maiores entidades na teoria dos grupos. Através deles
podemos extrair qualquer grupo por imagens homomorficas. Para um maior estudo pode-
se consultar [11], [18] e [20].

Definicao 1.29. Sejam F' um grupo, X um conjunto nao vazio e o : X — F uma
fungao. O par (F,o) € dito um grupo livre sobre X se para toda fun¢io o : X — G, G
um grupo qualquer, existe um unico homomorfismo §: F — G tal que o = o3, ou seja,
o diagrama

X—7 .F
|
G

€ comutativo.

Observagao 1.30. A funcdao o da definicio acima, € necessariamente injetiva. Com
efeito, suponha por absurdo, que (x1)o = (x3)o para x1 # T, com x1,xs € X. Seja G
um grupo com pelo menos dois elementos distintos gy, ga tais que g = (1), go = (x2)a.
Seque que,

g1 = (z1)a = (21)0B = (22)08 = (v2)a = g2

um absurdo. Portanto, o € injetiva.

Definicao 1.31. Seja X um conjunto nao vazio cujos elementos chamaremos de simbolos.
Escolha um conjunto distinto de X e denote-o por X' = {z7 Yo € X}. Uma palavra w
em X € uma sequéncia finita de simbolos de X U X1, escritas por convencao na forma
— €1 ,.€2 €
W=T; Ty . T
onde cada v;; € X, ¢, =41, n>20,75=1,2,...,n. O inteiron é chamando de compri-
mento da palavra. No caso em quen =0, w € dita uma palavra vazia e serd denotada por
1.
Duas palavras sao iguais se, e somente se, tiverem os mesmos simbolos em suas corres-
pondentes posigoes. O produto de duas palavras € formado por justa posicao, isto €, se

81,6 ~ ~
u=uzjlr?. . xt ev=ualx?.. .2%™ sdo palavras em X, entdo
1712 in J17J2 Jm
_ €162 €n .01,.02 Om
(T N A o e

Por convencao, dado w uma palavra de X, wl = lw = w e chamaremos de inversa de w
a palavra w™' = x; "oy Tt

Seja S o conjunto de todas as palavras de X. Definimos uma relagao de equivaléncia
~ em S da sequinte maneira: duas palavras sao ditas equivalentes se € possivel obter

uma palavra da outra adicionando ou retirando os simbolos da forma xz=" ou x™ 'z, com
reX.

Proposicao 1.32. Seja X um conjunto nao vazio. Entdao existe uma grupo F e uma
fungao o : X — F tal que F' € livre em X.
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Demonstracao. Sejam S o conjunto de todas as palavras em X e ~ a relacao de equiva-
léncia definida anteriormente. Definiremos £’ como sendo o conjunto de todas as classes
de equivaléncia [w], com w € S. Como o produto de palavras é feita por justa posigao,
vemos que uv ~ u'v' sempre que v ~ v’ e u ~ u' para palavras quaisquer u, v em S.
Assim podemos definir uma operacao produto em F' entre duas classes de equivaléncia da
seguinte forma:

[u]fv] = [uv].
Logo, [w][1] = [w] e [w][w™!] = [ww™!] = [1]. Além disso, como (wu)v = w(uv), temos que
([w][u])[v] = [wu][v] = [w(uwv)] = [w]([u][v]). Portanto, F' é um grupo com este produto

definido. Agora, definimos uma fungao o : X — F dada por (z)o = [z] e consideremos
uma funcao qualquer o : X — G, onde G é um grupo qualquer. Estendo a aplicacao

«, podemos construir uma outra aplicacao o' : S — G dada por (w)a’ = gi'g;> ... g;",

onde (:L’Z)a = gfj, ¢, = £1, j =1,2,...n. Note que w ~ v implica que (w)o/ = (v)d/,
pois (zz N’ = (z)a(x ™ )a = gg' = 1 = (z7'z)d’. Isso nos permite estender o/ para
uma fungao bem definida 8 : FF — G dada por ([w]f3) = (w)d/, em particular, 5 ¢ um

homomorfismo, pois para quaisquer [w], [v] € F,

([w][]) B = ([wv])B = (wo)a’ = (w)d/ (v)a’ = ([w])H([v])5.

Além disso, para todo x € X, temos

()0 = ([2])8 = (x)d = (x)a.

Finalmente, se 6 : ' — G é um homomorfismo tal que a = 00, entao o5 = o6 dai § e
0 coincidem em I'm(c). Mas note que I'm(c) = F, o que implica que =6 em F. [

Definicao 1.33. Uma palavra w em X € dita reduzida se ela nao contém nenhum par
de simbolos consecutivos da forma xx~' ou v~ 'x, x € X. Por convencio a palavra 1 é
reduzida. Em particular, em cada classe de equivaléncia [w] € F existe apenas uma unica
palavra reduzida. Consequentemente [w] de F', com w = x{!z? ... x5" sendo a unica forma

i1 %o in
reduzida desta classe.

Pela defini¢ao de produto em F', temos que

[w] = [ ]lig] . g

Multiplicando as classes iguais, temos

[w] = [2;,] [w,]" . [z,

onde cada [, é um inteiro nao nulo, n > 0, z;, # x;, se s # r, com r,s € {0,1,...,m}.
Note que a palavra reduzida pode novamente ser obtida a partir dessa, logo esta expressao
é tnica. Para simplificar a notagao, escreveremos apenas w ao invés de [w]. Portanto,
cada elemento de w de F' pode ser escrito da forma

ln
w= :leij aj]n
onde cada [ ¢ um inteiro nao nulo, n > 0 e z;, # x; se s #r, com r,s € {0,1,...,n}.

Esta maneira de escrever w é chamada de formal normal de w.
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Proposicao 1.34. Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. Suponhamos que cada
elemento g € G tem uma unica expressao da forma

— ln
g=zjxf ... 1]

onde x;, € X, Iy um inteiro positivo, n > 0 e x;, # x;, ses#r, comr,s € {0,1,...,n}.
Entao, G € livre em X.

Demonstracao. Seja F' um grupo livre sobre X. Mostraremos que F' ~ G. Com efeito,
dado que F' é livre sobre X com a fungao injetiva o : X — F associada, existe para cada
funcao « : X — G um tnico homomorfismo g : FF — G tal que a = of. Em particular,
podemos considerar o como sendo a fun¢ao inclusdo. Dado que G = (X), segue que 8
¢é sobrejetiva. Além disso, S ¢ injetivo pela unicidade da forma normal. Portanto, g é
um isomorfismo e com /3 é tinico, temos que 37! é tnico, assim G é um grupo livre sobre

X. |

Proposicao 1.35. Sejam G um grupo gerado por um subconjunto X e F' um grupo livre
sobre um conjunto Y. Se o : Y — X € sobrejetiva, entao f: F — G € um epimorfismo
que estende . E'm particular, todo grupo € imagem de um grupo livre.

Demonstracao. Sejam o a funcao associada ao grupo livre F' sobre Y. Assim, para a
fungao sobrejetiva o : Y — X existe um tinico homomorfismo g : F — G tal que
a = of. Como « é sobrejetiva, segue que /3 é um epimorfismo, pois G = (X). [ |

Defini¢ao 1.36. Uma apresentacao (livre) de um grupo G é um epimorfismo w : F' — G
de um grupo livre F' para o grupo G. Se R € o nicleo de 7, entdo os elementos de R sao
chamados de relatores da apresentacao.

Dada uma apresentagao 7 : F' — G, escolha um conjunto Y de geradores livres
de F' e um subconjunto S de F' tal que S™ = ker(7). Note que a imagem de 7 restrita
a Y é um conjunto de geradores de G. Além disso, vemos que r € F' é um relator se, e
somente se, 1 = (s§)/n (s5)52 .. (sj-Z)fJ'k, ondesj, €S, f, e Feeg==x1,1i=1,2,... k.
A apresentacao m junto com as escolhas de Y e S determinam um conjunto de geradores
e relatores para G. Em simbolos, podemos escrever G = (Y'|S). Frequentemente listamos
os geradores de G e as relagoes definidoras s(z) = 1,s € S, nos geradores de X. Portanto,

G=(X]|s(z)=1,5s€9).

Teorema 1.37 (de Von Dyck). Sejam G e H grupos com apresentagées € : F' — G e
0 : F — H tais que cada relator de € € um também um relator de . Entdo a fungdo

op:G— H
(fler— ()0

€ um epimorfismo bem definido de G em H.

Demonstrag¢ao. A condi¢ao de que cada relator de € é também relator de § significa que
ker(e) C ker(d). Agora, para mostrar que a aplicagdo ¢ ¢ bem definida, note que se
(f)e = (fi)e entdo f = kfi, onde k € ker(e) C ker(d). Consequentemente, (f)0 =
(k)o(f1)0 = (f1)d, de modo que ¢ esta bem definida. Como € e § sdo epimorfismos, entao
¢ € um homomorfismo. Em particular, para todo (f)d € H existe g € G tal que (f)e = g,
logo ¢ é também um epimorfismo. [ |
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Lema 1.38. Sejam F, G e H grupos e f: F — G, o : F — H homomorfismos tais
que Im(B) = G e ker(B) C ker(«). Entao eziste um homomorfismo o' : G — H tal que
a = pa.

Demonstra¢ao. Dado que Im(f) = G, entdo para todo g € G existe f € F tal que
(f)8 = g. Com isso, definiremos « : G — H por (g)a/ = (f)a. Em particular, o/ é
bem definida pois tomando f, f' € F tais que (f)5 = (f")5, temos que f = f'k, com
k € ker(B) C ker(a). Dai, (f)a = (f")a. Portanto, o valor de (f)a independe da escolha
de f € Im™'(g). Além disso, @’ ¢ um homomorfismo, pois se (f)3 =g e ()3 = ¢ sdo
elementos quaisquer de G entao dado que 8 é um homomorfismo, temos gg' = (ff')5 e
com « é um homomorfismo que

(99")0" = (ff)a = (fla(f)a = (g)d/(g)e’.

Por fim, o = Ba’. Isso segue do fato que f € Im™'((F)p), assim ((f)8)a’ = (f)«, para
todo f € F. [ |

Proposicao 1.39 (Teste de substitui¢ao). Sejam G = (X|R) uma apresentacao de um
grupo G, H um grupo e 6 : X — H uma func¢ao. Entdo, 0 se estende para uwm homo-
morfismo o : G — H se, e somente se, para todo x € X e todo r € R, o resultado da
substitui¢ao de x por (x)f em r nos dd a identidade em H.

Demonstracao. (<) Dado que G = (X|R) é uma apresentacao de G, existe um grupo
livre e um epimorfismo 5 : F' — G cujo nicleo é o fecho normal de R em F'. Além disso,
por defini¢ao, para a fungao 6 : X — H existe um tnico homomorfismo « : F' — H que
estende 6. Suponhamos que o resultado da substitui¢ao de = por (z)f em r € R nos déa o
elemento identidade de H. Entao, R C ker(a), logo, ker(3) C ker(a), pois ker(8) = RF
e ker(a) < F. Logo, pelo teorema anterior existe um homomorfismo o/ : G — H induzido
por «, estendendo 6.

(=) Suponhamos que existe um homomorfismo o/ : G — H que estende 0 : X — H.
Entao,

R C RY = ker(B) C ker(a/B) = ker(a).

E resultado segue. [ |

Definigao 1.40. Sejam {G,| A € A} uma familia nao vazia de grupos. Um produto livre
dos grupos G € um grupo G e uma colecao de homomorfismos iy : Gy — G com a
sequinte propriedade: dado um conjunto de homomorfismos €y : Gy — H sobre qualquer
grupo H, existe um unico homomorfismo € : G — H tal que e\ = iye, isto €, que todos
os diagramas

ix
N -G
7~
3\ -
/://a
H

sao comutativos, para qualquer X € A. Os grupos G'\s sao chamados de fatores livres de
G. Quando A = { N}, € um conjunto finito, denotaremos G = Gy, x Gy, x -+ - x G, .

Observagao 1.41.

t) As fungoes iy sao injetivas. Com efeito, se H € algum G e ¢, = idy para todo
i # A, entao, por definigao existe um inico homomorfismo ¢ : G — Gy tal que
idyg = @iy, de modo que iy € injetiva para todo \ € A.
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1) Dado uma familia {G| X\ € A} ndo vazia de grupos o produto dos grupos G eziste
e € unico.

Proposicao 1.42 ( [13], Pag. 196). Seja Gx H o produto livre de dois grupos nao triviais.
Entao o subgrupo comutador |G, H| é normal em G x H. Ainda, |G, H| € um grupo livre
sobre o conjunto X = {[g,hl]lg € G,h € H,g,h # 1}.

A demonstracao dessa proposicao segue do fato de que podemos escrever um
elemento g € G x H em termos da combinacgao de elementos de G' e H, com isso podemos
usar as propriedades de comutadores de um grupo.



Capitulo 2

Nilpoténcia e condicoes de Engel

2.1 Grupos nilpotentes

Neste trabalho, estamos interessados em mostrar que um dado grupo ¢é nilpotente.
Para isso vamos definir e apresentar algumas propriedades de grupos nilpotentes. Os
grupos nilpotentes, em particular os grupos nilpotentes finitos, sao grupos os quais podem
ser caracterizados através de seus subgrupos normais (p-subgrupos de Sylow). Vamos
fundamentar nossa teoria em [10], no capitulo 5 do livro de Robinson [18] e no capitulo 5
do livro de Rotman [21].

Definicao 2.1. Dizemos que um grupo G € nilpotente se existir uma série normal
G=G, G D>...bG, =1,

tal que G;/Giv1 < Z(G/Git1).

Observagao 2.2.

i) Séries como descritas na definicao acima sao comumente chamadas de séries cen-
trazs.

i) Todo grupo nilpotente € solivel, mas a reciproca nao é verdadeira, por exemplo Sz
€ soluvel mas nao € nilpotente.

ii1) Sejam G um grupo e N < H subgrupos de G com N < G. Entao,

H G
< —_ < N.
N\Z<N)<:>[H,G]\N

De fato, se H/IN < Z(G/N), entio dados hN € H/N e gN € G/N, temos que
[hN,gN] = [h,g]N = N se, e somente se, [h,g] € N.

Proposicao 2.3.
i) Todo subgrupo de um grupo nilpotente é nilpotente;
1) Todo quociente de um grupo nilpotente € nilpotente;

iit) Seja G um grupo e N < G um subgrupo central. Se G/N € nilpotente entao G é
nilpotente.

21
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Demonstracao.

i)

iii)

Dado H um subgrupo de um grupo nilpotente GG. Entao, existe uma série central
G=G,>G >...G,=1.

Tomemos
H=(HNG)>(HNG)>...(HNG,) =1. (2.1)

Como cada G; < G, temos que (HNG;) < H. Além disso, [H N G;, H < HN G441,
para todo ¢ € {0,1,...,n — 1}. De fato, temos que [H NG;,H| < [H,H] < H, ¢
ainda [H NGy, H] < [G;,G] < Giyq. Logo, [HNG;) < HNGiyq, e a série (2.1) é
central, ou seja, H ¢ nilpotente.

Dado N um subgrupo normal de um grupo nilpotente G e
G:G0>G1>>Gn21,

uma série central de . Definamos K; := NG;/N, para todo 0 < i < n. Assim,
pelo teorema da correspondéncia, K; := NG;/N < G/N. E ainda,

{Ki G} _{NGi G] ING,,GIN [N, G][G:, GIN

N N 'N N N
< [G’ﬁw < Nif“ = Kip1.

Portanto,
G/N=Ky> Ky>...K,=N

¢ uma série central e G/N ¢é nilpotente.

Se G//N é nilpotente existe uma série central

g=Co Gy G _N
N N N N
e pelo Teorema da correspondéncia, temos que
G=Gy>G,>...>2G, =N, (2.2)

é uma série com fatores centrais. E como N é um subgrupo central de G, entao
podemos estender (2.2) para uma série central, ou seja, G é nilpotente.

Vamos definir séries de subgrupos de um grupo a fim de caracterizar nilpoténcia

assim como foi feito com grupos soluveis no capitulo anterior.

Defini¢ao 2.4. Seja G um grupo. Definimos indutivamente os subgrupos v;(G) e Z;(Q)
de G, para todo i € N como sendo

n(G) =G, 2(G) =Mm(G),Gl; ..., %(G) = [31(G), G, ..

Pl =12 (Zoc(;@) - 2223 o (Zi?(G)) - Zi@
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Observagao 2.5.
i) Note que (G) = [G,G] = G';

1) vi(G) € caracteristico em G, para todo i € N. Vamos mostrar por indugao sobre
1. Se i =1 o resultado € claro. Suponha que o resultado seja valido para todo
natural menor ou igual a i. Temos que v;11(G) = [G,; G] € gerado por [z,y] tal que
r € v(G) ey € G. Assim, dado p € Aut(G), temos que

1

([z, 9D e = (2 'y ay)e = () W) (@)e(y)e = [(2)e, ()¢

Como [(7)p, (y)¢] € [G,iG] = %i41(G), entdo (Vi41(G))e € Vip1(G) e o resultado
seque.

1) Z;(G) <G, em particular, Z;(G) < Z;11(G), para todo i € N.

w) v (G) <G, em particular, vi11(G) < v(G), para todo inteiro positivo i. De fato,
vamos mostrar com indugao sobre 1. Se i = 0 o resultado é claro. Suponha que seja
vdlido para i, vamos mostrar que é vdlido parai+1. Segue que, v;11(G) = [1:(G), G].
Por hipdtese de indugao, v;(G) € normal em G e pelo item ) da Proposicao 1.7,
[v:(G), G] € normal em G. E o resultado segue.

v) Pelos itens anteriores, podemos criar uma cadeia de subgrupos normais de G de
modo que

e ainda,

1=2,(G)<Z1(G)=Z(G)<...4Z,(G) <D ... (2.4)
Lema 2.6 ( [18|, Pag. 126). Seja G um grupo. Para todo i,j > 1 natural, vale que :
i) (@), (G)] < s (G);
) 7(75(G)) < 7i5(G).
Demonstragao.
i) Vamos provar com indugao sobre j. Se j = 1, temos que
[i(G), m(G)] = [:(G), G] = 7i41(G).

E o resultado é valido para j = 1. Suponha que o resultado seja valido para j > 1,
vamos provar que é valido para 7 + 1. Pelo Lema 1.4, temos que

[%‘(G)a%‘ﬂ(G)] = [%+1(G)7%(G)]

Pela hipotese de indugao, [7i(G),v,;(G), G] < [i+j+1(G)]. E o resultado segue.
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ii) Vamos provar com indugdo sobre i. Se ¢ = 1, temos que

71(75(G)) = 7(G) = 1,4(G).

Logo o resultado é valido para todo ¢ = 1. Suponha que seja valido para o natural
positivo i, vamos mostrar que é valido para ¢ + 1. Segue que

Yi1(7(G)) = [1:(13(G)), %(G)]
= [4i(G), %(G)]
< Yij+5(G) = Y1) (G). (Pelo item anterior)

E o resultado segue.

Proposicao 2.7. Seja G um grupo. Sao equivalentes:
1) G € nilpotente;
1) Existe um inteiro positivo ¢ tal que v.41(G) = 1;
i41) Existe um inteiro positivo ¢ tal que Z.(G) = G.

Demonstra¢ao. Demonstraremos as equivaléncias da seguinte forma i) < i) e i) < ii).
Vamos fixar uma série central de G, digamos

i) = ii) Vamos mostrar, com inducao sobre j, que v;(G) < G,_1 para todo j > 1. Com
efeito, para j = 1 temos que v;(G) = G = Gy. Suponha que o resultado seja valido para
J, vamos mostrar que vale para j + 1. Segue que

Vi+1(G) = [4(G),G] < [G;-1,G] < Gj.

Portanto, o resultado é valido para todo j > 1, em particular, para j = n + 1 temos que
’7n+1<G) =L

ii) = i) Se existe ¢ + 1 tal que v.41(G) = 1, tomemos a série {7;(G)}*1. Note que por
definigao 74,41 (G) = [1:(G), G| e temos uma série central.

i) = iii) Vamos mostrar, com indugao sobre j, que G,,_; < Z;(G) para todo j > 0. Com
efeito, se j = 0 temos que G, = 1 = Zy(G). Suponha que o resultado seja vélido para 7,
vamos mostrar que é vélido para j + 1. Segue que,

[Gn—(i+1).¢] < Gnj < Z5(G) < Zj1a(G).

Portanto, o resultado é valido para todo j > 0, em particular, para j = n temos que
Z,(G) = G e o resultado segue.

iii) = i) Se Z.(G) = G, tomemos a série {Z;(G)}5_, e por definigao temos que

% -7 (Zf(;G)) ’

logo G é nilpotente. [ |
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Observacao 2.8. A partir da demonstragcao acima, podemos dar nomes para as SE€ries
(2.3) e (2.4) de maneira intuitiva quando G € um grupo nilpotente. Chamaremos (2.3)
de série central inferior e (2.4) série central superior. E ainda, para toda série central de
G temos que vj(G) < Gj11 < Z,—;(G).

Com a caracterizagao dos grupos nilpotentes dada pela Proposicao 2.7, podemos
definir uma classificacdo com respeito a propriedade de nilpoténcia de grupos.

Definicao 2.9. Um grupo € dito nilpotente de classe ¢ > 0 se existe uma série central para
G de comprimento ¢, ou seja, uma série central {G;}5_,. A classe dos grupos nilpotentes
de classe < ¢ € denotada por N. := {G| cl(G) < c}.

Considerando a série central superior de um grupo nilpotente, obtemos a seguinte
caracterizagao a respeito do grupo quocientado pelo seu centro.

Lema 2.10. A classe de nilpoténcia de um grupo G €, no mdzrimo, ¢ se, e somente se, a
classe de nilpoténcia do grupo quociente G/Z(G) €, no mdximo, ¢ — 1.

Exemplo 2.11. Vamos dar alguns exemplos de grupos nilpotentes.

i) Os grupos abelianos sao nilpotentes de classe 1. Por convengao, o grupo trivial é
abeliano de classe de nilpoténcia 0.

1) Os p-grupos sao nilpotentes. Com efeito, seja G um grupo tal que |G| = p", pela
equagao das classes Z(G) # 1 assim como todos os seus subgrupos e grupos quocien-
tes. Assim, considere a serie central superior de G, como o grupo G € finito existe
um inteiro positivo c tal que Z.(G) = 1. Portanto, G é nilpotente.

ii) Os grupos Ss, Ay e Sy sao soliveis e nao sao nilpotentes, basta observar o centro
deles € trivial.

i) O grupo Qg = (x,y| z* = 1, y* = 2%, yry~! = z71), chamado de quatérnio de 8
elementos, e Dy o diedral de ordem 8 sao nilpotentes de classe 2.

v) Os grupos D,, = (z,y| 2" =y* =1, ¥ = 271), onde n > 2 sao chamados de grupos
diedrais de ordem 2n. Assim, D, € nilpotente se, e somente se, n € uma poténcia
de 2. De fato, temos que ~;(D,) = (z*), i > 2. Logo, v;(D,) =1 se, e somente se,
2% =1, ou seja, n = 2.

Observagao 2.12. Note que v;(H x K) = v;(H) x v;(K).

Com esta observacao podemos dar uma cota superior para a classe de nilpoténcia
de subgrupos e quocientes de grupos nilpotentes.

Lema 2.13 ( [21], pag. 116). Seja G um grupo e N1, Ny < G. Se G/Ny € um grupo
nilpotente de classe ¢; e G/Ny é um grupo nilpotente de classe co entdo G/(Ny N Ny) €
nilpotente de classe no mdzimo max{cy,cs}.

Dados G um grupo nilpotente e H, K subgrupos de G com K normal, o produto
H K nao é necessariamente nilpotente, por exemplo em S5 = ((12))((123)). Mas se impor-
mos que os subgrupos sao normais entao podemos garantir que o produto é nilpotente e
tem uma classe de nilpoténcia maxima definida pela classe nilpoténcia de cada subgrupo
normal.
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Teorema 2.14 (Teorema de Fitting). Sejam A, B subgrupos normais de G. Suponhamos
que A e B sao nilpotentes de classe a e b, respectivamente. FEntdao o subgrupo AB é
nilpotente de classe, no mdximo, a + b.

Demonstracao. Vamos provar este teorema com inducao sobre a soma das classes de
nilpoténcia dos grupos envolvidos. Sem perca de generalidade, podemos supor que G =
AB. Sea=0o0ub=0, temos que G = B ou G = A e neste caso o resultado é valido.
Agora, suponhamos a nilpoténcia de todos os grupos K que podem ser escritos como
produto de dois subgrupos normais nilpotentes K = K; K5, tais que ¢; + ¢y < a+0b, sendo
cl(K;) = ¢, i = 1,2. Podemos supor que a,b > 1 e como A e B sao nilpotentes, segue que
ambos tem centro nao triviais. Chamaremos Z; = Z(A) e Zy = Z(B), dai Z; charA <G
e Zy charB < G, logo Zy, Zy < G. Com isso temos que

G AB ABzZzy G AB AZ B
- = = e — = — = —
Zy Iy Zy Ly Zy 2y

Zy Zy

Vamos estudar os quocientes G/Z!s e os termos envolvidos nos respectivos produtos. Pelo
Lema 2.10, cl(A/Zy) < a—1e cl(B/Zy) < b— 1. Pelo teorema dos isomorfismos

BZ B AZ, A
7, " BNZ Zy, T ANZy

Com isso, cl(AZy/Z5) < a e cl(BZy/Z;) < b. Voltando aos grupos quocientes G/Z; e
G/Zy e obtemos, por hipotese de indugao, que ambos sdo subgrupos nilpotentes e suas
classes nao ultrapassam a + b — 1. Pelo Lema 2.13 G/(Z; N Z3) ¢ nilpotente com classe
no maximo a + b — 1. Por outro lado, (Z1 N Z;) < Z(G), e pelo teorema dos isomorfismos

G G/(Zn2)
Z(G)  Z(G)/(ZyN Za)

Dessa forma, cl(G/Z(G)) < a+b—1 e pelo Lema 2.10, G é nilpotente de classe no maximo
a+b. [

Observacgao 2.15. Para uma outra demonstragao do resultado acima veja [18].

Podemos estender o Lema 1.4 para encontrar um subgrupo comutador de peso n
dentro de um subgrupo de produtos de comutadores. Isso seré ttil para uma reordenagao
em comutadores de peso n de subgrupos normais de um grupo.

Lema 2.16 ( [22],V1.6.d.). Sejam A, B e C subgrupos normais de G. Entao, para todo
inteiro positivo n vale que

I 4:c.B,;Cl > [A B, Cl.
i+j=n
Demonstrag¢ao. Vamos provar com indugao sobre n. Para n = 1, pelo Lema 1.4, temos

que

[] [4.C.[B;C)| = [A,C, BJ|A,[B,C]] = [C. A, B][B,C, A] > [A, B,C).

it+j=1
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Suponha que o resultado seja valido para n, vamos provar que o resultado é valido para
n + 1. Primeiramente, note que para cada 1 < ¢ < n fixado, temos

[Asis1 € [Boin—i ClJ[A,; C, [B i1 C] = [[A,i C], C, [Byn—i CJ[[Bin—i+1 C], [A,i C]]
= [07 [An C]? [Bm—i CH HBm—i C]a C, [sz CH
> [A,; C,[B,,—; C],C].

E ainda,

[Ani1 €, Bl[A,n C,[B, O] = [C, [An C, BI[B, C, [A,n C]] = [A, €, B, CT;
[A, C,[Bon CNN[A, [Bina CT] = [C A, [B CI[[Bn €, C, Al 2 (A, [B,, €, C.

Assim, variando todos os 7’'s, novamente pelo Lema 1.4, segue que

n

[T [4:C (B, Cl =]]lA: C.[Bnit1 Cll[Asiz1 C, [Binis2 C]]
i+j=n+1 i=1

[Aerl Ca B] [A7 [Berl CH

2 ﬁ[An C> [Bm—i C]a C] [Am C? B7 C] [A7 [Bm C]v C]

i1

~

Z H [An 07 [ij CH,C
i+j=n

> [Au B7n 07 C] = [Aa B7n+1 O]
Portanto, o resultado é valido para n+1, e assim o resultado para todo inteiro positivo. W

O proximo resultado é uma generalizagao do Lema 2.16 com um subgrupo normal
sendo termos da série central inferior.

Lema 2.17 ( [22],V1.6.e). Se N € um subgrupo normal de um grupo G tal que [N,, G] < N’
entao para todo inteiro positivo r, vale que [y, (N) k. G] < vp41(N), onde k. =r(n—1)+1.

Demonstrac¢ao. Vamos provar com inducao sobre r. Se r = 1 o resultado é imediato pela
hipétese. Suponha que o resultado seja vélido para todo inteiro positivo < r — 1, e vamos
mostrar que é valido para r. Pelo Lema 2.16, segue que

[VT(N)#CT G] = [77"71<N)7 N7k'r G] < H [f)/rfl(N%i G7 [ij G]]

it+j=ky

Como o subgrupo [v,(N),;. G] esta em contido em um produtoério é suficiente mostrar
que todos os termos do produtoério em questao estdo dentro de 7,41(N). Dessa forma,
set 2k =(r—-1)n-1)+4+1=(r(n—1)+1) —n+ 1, entdo por hipotese de
indugao [y,-1(N),; G] < 7+1(N), e como ,(N) < G para todo inteiro positivo [, temos
que [Vr—l(N)n' Gv [ij GH < 'YT-&-I(N) consequentemente, [fYT(N)ﬂCr G] < 7r+1(N)' Por
outro lado, se i < k,_; entdo, j > n, dai [N,; G] < N’. Com isso,

[’Yr—l(N)vi Ga [ij G” < [/VT—I(N>’i G7 VQ(N)] < [’Yr—l(N)v VQ(N)] < ’YT’+1(N)‘

Logo, [7+(N),k,. G] < vr11(N). E o resultado segue. [
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E bem conhecido que a classe dos grupos nilpotentes néao é fechada para a forma-
¢ao de extensao de seus elementos. Mais precisamente, seja N um subgrupo normal de um
grupo G, se N e G/N sao nilpotentes nao podemos garantir que o grupo G é nilpotente.
Podemos observar este fato no grupo simétrico S3. Por outro lado, P. Hall mostrou que
se N e G/N' sao nilpotentes, entdo G ¢é nilpotente e a sua classe de nilpoténcia é limitada
em termos da classe de nilpoténcia de G/N’ e N.

Teorema 2.18 (Critério de P. Hall, [22], VI.6.g). Se N ¢é um subgrupo normal de G tal
que N e G/N' sao nilpotentes de classes s e m, respectivamente, entdo G € um grupo
nilpotente e cl(G) < nCsi12 — Cso (onde C,.5 denota o coeficiente binomial r(r — 1)/2).

Demonstra¢ao. Como G /N’ é nilpotente de classe n, temos que

G %H_l((;)N’ N’ , ,
Tnt1 (—N,> = I = (V) SN = [N Gl < (GGl < N

Pelo lema anterior, temos que [v,(N),s. G] < 7p41(N), onde r é um inteiro positivo e
k. =r(n —1) + 1. Tomemos ¢ = >"_, k,, note que

78+1(G> = [Guc G] = Gm G7k2 Gaks G G]

)
[\]

NN N
&

— — — —

~

(N
(N)7k3 G7k4 G7 e 7ks G]
(N

< [VS(N)aks G] < rYs—O—l(N) =1

E concluimos que [G,.G] = 1, ou seja, G é nilpotente de classe no méaximo ¢. Podemos
ainda reescrever ¢ da seguinte forma:

c=n—-1)+14+2n—1)+1+...+s(n—1)+1
1 -1
RCELIES
1) — 1
:ns(s—i— )2 s(s + )—l—s
_ns(s+1)  s(s—1)
2 2
= nos—i—l,? - 0872'

E o resultado segue. u

Assim como os grupos nilpotentes, os grupos supersoluveis nao sao fechados para
a formagao de extensao de seus elementos, ou seja, dados um grupo G e um subgrupo
N normal de G, se G/N e N s@o supersoluveis ndo podemos garantir que o grupo G é
supersolivel. Este fato ocorre em S;. Entretanto, se tivermos mais condig¢oes sobre N e
G/N', entao podemos garantir a supersolubilidade de G. Mais precisamente:

Proposicao 2.19 ( [18], Pag. 157). Seja G um grupo e N <G. Se N € nilpotente e G/N'
€ supersolivel, entao G € supersolivel.
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2.2 Condicoes de Engel

Nesta secao iremos discorrer sobre as Condicoes de Engel que propoe condigoes
para que um grupo seja nilpotente. Vamos definir e mostrar alguns resultados sobre
elementos e grupos de Engel além de classificar uma classe de grupos (classe dos grupos
de expoente 3) com respeito a nilpoténcia. Exclusivamente nesta se¢do, utilizaremos a
notacao de exponencial para func¢oes para facilitar a leitura do texto.

Definicao 2.20. Seja G um grupo e g um elemento de G.

e O elemento g é chamado de Engel a direita se para cada x € G existe um inteiro
positivo n = n(g,z) tal que [g,,x] = 1 nessa ordem. Se n pode ser escolhido
idependentemente de x, entdo g € um elemento n-Engel a direita de G, ou menos
precisamente, g € um elemento Engel a direita limitado.

e Seja n um inteiro positivo. Dizemos que G satisfaz a n-ésima condi¢cdao de Engel
a direita (ou simplesmente, G € n-Engel a direita) se todos os elementos de G sdo
n-Engel. Equivalentemente, G satisfaz a condi¢do

[z, y] = 1, para todo x,y € G.

Observacgao 2.21. Acima definimos os conceitos de Engelianidade a direita, mas existem
ainda conceitos com respeito de Engelianidade a esquerda, porém mosso foco principal
envolve as definicoes a direita. Para um melhor embasamento teorico sobre Engelianidade
consultar [18].

O Lema de Zorn é um dos teoremas mais conhecidos da Teoria dos Grupos com
respeito a condi¢ao de Engel e nilpoténcia de um grupo. Com ele temos a garantia de que
se um grupo ¢ finito e Engel entao é nilpotente.

Lema 2.22 (Zorn, [18], Pag. 372). Um grupo finito Engel é nilpotente.

O lema anterior (em geral) ndo é valido se o grupo for infinito. Mas podemos
caracterizar alguns grupos n-Engel com respeito & nilpoténcia . A seguir iremos clas-
sificar grupos de expoente pequeno para mais tarde utiliza-los em exemplos de grupos
nilpotentes.

Lema 2.23. Sejam G um grupo. Entao, G € 2-Engel se, e somente se, [z, g] € Z({x, g)).

Demonstragao. (=) Se [x,2g] = 1, temos que [z,g] € Z({g)). Pela Identidade de Hall-
Witt, temos que

-1 1

L=lg,a™ o J'le,z,g" [ 2 ' =27l g7 2] = [[g,2] ", 2] = [[z, 9], 2],

Logo, [z, g] comuta com z e portanto [x,g] € Z({x, g)).
(<) Se [z, g] € Z({(z, g)) entdo [z, g] comuta com g e, consequentemente, [x,o9] =1. W

Lema 2.24. Se G é um grupo 2-Engel, entao [z,y|" = [x",y] para todo x,y € G e todo
n € N.
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Demonstra¢ao. Vamos provar com inducao sobre n Para n = 0,1 é claro. Para n = 2,
temos que

[z, y]? = a7 a¥a a¥ = 27 (aY)? = oy ey Ty = 270 (2%)Y = 27, y).

Suponha que o resultado seja valido para n, vamos provar que é valido para n + 1. Pelo
Lema 2.23, segue que

[z, y]" = [, y]" [z, y) = (2" Y[z, y] = 27" (@) e
= D = ()T Y = (1)
E o resultado ¢ vélido para n + 1 e portanto é valido para todo n € N. [ |

Teorema 2.25. Seja G um grupo 2-Engel e x,y, z,t € G. Entao:
i) 2% € abeliano;
@) [z,y, 2] = [z,2,y];
i) [v,y, 2> =1;
w) [z,y,2,t]=1;
v) G € nilpotente (de classe < 3).
Demonstracao.

i) Note que

[z, 2%] = [z, z[z, y]] = [2, [z, yl][z, 2]" = [z, [z, y]]

Como G é 2-Engel, temos que

ly, z, 2] = [[y, 2], 2] = 1.

Dai, x comuta com [y, x] e, consequentemente, x comuta com [z, y]. Logo, [z,z¥] =1
e como y ¢ qualquer, segue que x comuta com qualquer classe de x¢.
Agora, tomemos 29, 2" € 2%, g, h € G. Obtemos que

1 h

h hg—lg _ g—lxhg—lxg _ g_lgxhg— g =1 29

192" = g lwgahg T g = gt
Portanto, ¢ é abeliano.
ii) Sejam A = (z%), g € G um elemento qualquer de G. Entao,

Yy A— A
a+— a¥ =[a, g].

¢ um endomorfismo. De fato, dados a,a; € A, temos

(aa1)¢g = [aal’g] = [CL, g]a1 [alug]'
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Como [a,g] = a~'a? € A, e A ¢é abeliano pelo item anterior, temos que [a, g|*' =
la, g]. Dai, (aay)¥s = [a, g][a1, g] = a¥7a;%s, e concluimos que 1, ¢ um endomorfismo,
qualquer que seja g € G. Pelas propriedades de comutadores, temos que

<
X

a,yl?

I[a; y]

a, z)[a, ylla, y|~'[a,y]
la, yllla, y], Z]

= [av y] [a’ Z] [a7 Y, Z]

— q¥vq¥=q¥v¥=

— vty

z

a,

onde a¥v¥: = [a,y, 2]. E ainda,

1 = g%t = g¥q¥e1q¥% 1 = g% = q Yoq V¥t

Como [a, g, g] = 1, temos que [a, g] comuta com g e, consequentemente, [a, g] comuta
com ¢!, para todo g € G. Assim,

a¥o ! = a Vg Ve = aV9la, g, g7 = a V.
Com isso, obtemos

1=a%
= ¥y
R SR !
_ gt
_ b gty-tamt
_ ety b, 1,1+ 10,
_ Yt ==y, 1
_ Pt ety — Yy~ =y, 1
_ bty
_ bt g1ty

= a%ﬂwy — a"pyipz'

Como z € A, segue que

xlbzfl ¢y — $¢y¢z

E o resultado segue.
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iii) Pelo item ii) e pela Proposigao 2.23 temos que
[,y 2 = [z, = [,y = [y 2
E ainda,

2,y 2 = [y 2] = [yl )7 2] = ([2y] 7 2
= ([x7yaz][$’y]7l>_l = [x,y,z]_l.

Agora, pela identidade de Hall-Witt, temos

[,y 2 [y, 2 al [z e )T =1
[z,y,2]” [y,z fc] 1[27 y =1
[z, y,2) [, y, 2] 1[%:&/7 A =1

[z,y,2]7° =1

3 _
[z,y,2]° = 1.
Como queriamos demonstrar.

iv) Com a mesma notagao do item b), temos que

awy¢za¢zwy — 1

Dali,
0 = g¥et =ity
— ¥y tetate) oty ey +batbry
Py ¥ty ety Yty t eyt ey
(20betn
= la,y, z,t)* = 1.
Em particular, [z,y, z,t]> = 1, e pelo Lema 2.24 [z,y, z,t]> = [[z,y, 2]?,t] = 1 temos

que [z,y, z,t] = 1.

v) Como [z,y, z,t] = 1 para quaisquer x,y, z,t € G segue que G ¢é nilpotente de classe
menor ou igual a 3.

Com os resultados anteriores, podemos determinar a classe de nilpoténcia maxima
de um grupo de expoente 3.

Proposicao 2.26. Um grupo de expoente 3 € 2-Engel.

Demonstrag¢ao. Sejam G um grupo de expoente 3 e x,y € G. Note que

—1)2 _ ({L‘y_l)_l — yl'_l.

(zy
Assim,
(g )22 =y ty? =y 20ty = y ey ey
=y oz ly ) =y layr = 2V
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Por outro lado,

(xy_l)Qyz = yiU_l?/2 = my_lxy_lzf = :Ey_lxy = zaY.

Assim, x comuta com z¥. Note ainda que
(@) e =y~ ey = [y, 2.
Dai,
Y2 2] = [y, 2], 2] = (") "2, 2] = [(2") 7, 2]"[,2] = 1.
Como z,y sao arbitrarios, G é 2-Engel. [ |

Nos resultados acima, mostramos que um grupo satisfazendo a segunda condicao
de Engel é nilpotente de classe 3. Entretanto, grupos satisfazendo uma condig¢ao de Engel
nao precisam ser nilpotentes, ainda que eles sejam finitamente gerados. Entretanto, o
matematico britanico Karl W. Gruenberg em [10] provou que grupos solaveis finitamente
gerados Engel sao nilpotentes.

Lema 2.27 (Gruenber, [10], Theorem 1). Se G é um grupo finitamente gerado, solivel e
Engel, entao G € nilpotente.

O que foi mencionado nesse capitulo nos permitira, com alguns ajustes, estudar
acoes Engel e acoes nilpotentes em produtos tensoriais. Para mais detalhes sobre grupos
Engel é possivel se aprofundar em [1] e [18].



Capitulo 3

Produto tensorial nao abelianos de
grupos

Neste capitulo vamos definir e apresentar algumas propriedades sobre o produto
tensorial nao abeliano de grupos que foi introduzido por Ronald Brown e Jean-Louis Loday
em [4] seguindo os trabalhos de Keith Dennis em [5], Abraham Sek-Tong Lue em [12] e
Clair Miller em [14].

Na secao 1.3 definimos o conceito de agao de G em H. Equivalentemente, pode-
mos definir o conceito de agao através dos automorfismo dos grupos em questao.

Definigao 3.1. Sejam G e H grupos. Uma agao (a direita) de G sobre H € um homomor-
fismo 6 : G — Aut(H), em que para cada g € G e h € H denotamos por (h)((g)f) = h?.
Em particular, G age sobre si mesmo por conjugacio, ou seja, ¢* = v 'gx, para todo
x,g9 € G. Caso 0 seja o homomorfismo trivial, ou seja, h9 = h para todos g € G e h € H,
dizemos que G age trivialmente sobre H ou que H é G-trivial.

Para definir o produto tensorial nao abeliano de grupos, precisamos de uma cor-
relacao entre grupos “arbitrarios”. Para isso, vamos definir o conceito de compatibilidade
de agoes que serao essenciais para a construgao deste trabalho.

Definicao 3.2. Sejam G e H grupos munidos com uma acao de G sobre H e uma de
H sobre G. Suponha ainda que cada grupo age sobre si mesmo por conjugagao. Dizemos
que as agoes de G sobre H e de H sobre G sdo compativeis se para quaisquer g,q; € G e
h,hi € H vale que

g = (g7 )My
PO = (RN,

Agora com esta relacao entre grupos arbitrarios, podemos definir o conceito de
produto tensorial nao abeliano de grupos.

Definicao 3.3. Sejam G, H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Definimos
o produto tensorial nao abeliano de G e H como sendo o grupo gerado pelos simbolos da
forma g® h, com g € G e h € H, que satisfazem:

g1 ®@h = (9" @h")(g1 @ h) (3.1)
gRhhy = (9@ hy)(g"™ @ h™M)

34
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para todos g,q1 € G e h,hy € H. Indicaremos tal grupo por G ® H. Assim
GH=(9®hl R,ge G, heH)

sendo que R = {(g991 ® h)"'(¢” @ h9)(g1 ® h) = (9 ® hh1) (g ® hy)(¢" ®@ h™M) = 1}.

Observagao 3.4.

i) Nas defini¢oes acima, tomando G = H entao as agoes por conjuga¢do sao compati-
vets. Com efeito, se g, h,g1 € G, entao

_1 _ _ _ _ _ _ -1
g"" =g " = (g7 hgr) g9 thar) = g7t giggr thar = (g7 )"

Se nao for dito o contrdrio, sempre utilizaremos as agoes por conjugacao de um
grupo nele mesmo.

1) As relagoes de um produto tensorial nao abeliano dos grupos G e H lembram das
propriedades de comutadores, uma vez que

[xy7z] = [l,y7zy][y,z] € [JT,yZ] = [sz][xz,yz]‘

ii1) Note que 1g @ h € o elemento neutro de G ® H, onde 1g € o elemento neutro de G
e h € H qualquer. De fato, dados g € G e h € H, temos que

(9@ h)(leon) =g @ h = (glg) @ h = (¢'° @ h'9) (1, ® h) = (¢ @ h)(1g @ h).
E ainda,

(leen)(g®@h)=g®h=g® (hlg) = (9@ 1x)(g"" @ h'") = (9@ 1x)(g @ h).

Pela unicidade do elemento neutro seque o resultado. De modo andlogo, podemos
provar que g @ 1y = lggu para qualquer g € G e 1y o elemento neutro de H.
Portanto, 16 @ h=9g® 1y = lggnu-

Vamos construir um exemplo do produto tensorial nao abelianos de grupos.

Exemplo 3.5. Considere G = (a| a®) e H = (b| bP) com p primo impar, e suponha que
G é H-trivial e G age sobre H de modo que h® = h™! para qualquer h € H. Estas agoes
sao compativeis pois para quaisquer g € G e h,hy € H, temos que

-1

g =g e (g )M = ((aga)")* = (aga)* = a’ga® = g.

E ainda,

Por outro lado,
R =t = h e (W)™ = ()M = (Y = B

Dessa forma, h*"' = ((hhfl)“)hl. Pela defini¢ao de G ® H = (lggn,a ® b,a ®
b’ ...,a® b1, Vamos mostrar, por inducio sobre r > 1 natural, que (a®@b)" =a®".
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E claro que vale para r = 1. Suponha que o resultado seja vdlido para r, vamos mostrar
que vale para r + 1. Com efeito,

a@b T =a@b" = (a®b")(a®® (7))
—(@@b)(a@V) = (a@b)(a®b) = (a® b

Portanto G @ H = (a ® b), em particular, para r = p temos que
lggg =a®1lg=a® b = (a®b)?

logo |G ® H| =1 ou p. Vamos construir um isomorfismo entre G @ H e Z,. Para tal,
seja K ={g®h| g€ G, he€ H} e a aplicagao

o K — Z,
0 h=1
g h— ) S€9® GoH
n, seg®h=a®0"# lggn

Note que o satisfaz as condicoes do Teste de Substituicao, entdo o se estende
para um homomorfismo a : G® H — 7Z,, onde (a®@b)a = 1 e como Im(a) = Z,, obtemos
o 1somorfismo desejado.

Definigao 3.6. Sejam G e H agindo compativelmente um sobre o outro e L um grupo.
Dizemos que a aplicagao ¢ : G x H — L € uma biderivacao se para todos g,g9, € G e
h,hy € H vale que

(991, Ay = (g%, 9 ) (gr, A e (g, hbha)d = (g, )Y (g™, K" ).

Pela Proposicao 1.39 obtemos que uma biderivagao determina um tnico homo-
morfismo ¥* : G ® H — L, tal que para quaisquer ¢ € G e h € H temos que
(9g®h)* = (g, h)1p. Um dos exemplos mais claros de uma biderivagdo é quado G = H = L
e 1 leva dois elementos de G em seu comutados.

Exemplo 3.7. Como a agcao de G sobre ele mesmo por conjugagao é compativel, consi-
deremos a aplicagcdo v : G x G — G dada por (g, h)y = [g,h]. Usando as propriedades
de comutadores obtemos que v satisfaz as condicoes para ser uma biderivacdao. De fato,
dados g, g1, h,hy € G, temos que

(9917 h)¢ = [ggla h] = [ggla hgl][gh h] = (gg17 hgl)w(glv h)%

e ainda,

(97 hh1>¢ = [ga hhl] = [97 hl][ghl7 hhl] = (97 hl)qu)(ghla hhl)lb-
Portanto, ¢ € uma biderivacao.

Proposicao 3.8 (Proposition 2.3, [3]). Sejam G e H agindo compativelmente um sobre
o outro. Entao G e H agem sobre G ® H de maneira que se g,g1 € G e h,hy € H

g— 0, GOH — G H
(g1®h)l—>gf®hg,
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h— 0, GRH —GRH
(9@ hy) — ¢" @ R

Desse modo, podemos definir uma acao de G * H em G ® H tal que

0: GxH — Aut(G® H)
t— 0, :GO®H —G®H
(g@h) — g" @ h'.
Demonstragao. Dado g € G, defina a aplicacao ¢, : G x H — G ® H colocando

(g1,h)p, = g{ ® h9, para todo g1 € G e h € H. Desse modo, ¢, ¢ uma biderivagao
para qualquer g € G. Com efeito, se g, 91,92 € G e h € H, entao,

(9192, h)%

E ainda,

(91, hh1)¢g = g] ® (hhy)?

) @ ()
(g9))")? @ (k)7 )")?)
19 (hhl)g)

Logo, ¢4 determina um tnico homomorfismo ¢, : G® H — G'® H tal que para quaisquer
g€ GeheH, (g1 ®h)ay, =g] @h?. Note que ayo,—1 = g1y = 1. Portanto, ay €
um automorfismo e a aplicagao

a:G — Aut(G® H)
g — 0:GOH —G®H
(91 ® ) — (g1 @ h7)

¢ um homomorfismo bem definido pois oy, 4, = o, oy, para quaisquer g, g» € G. Assim,
obtemos uma agao de G sobre G ® H tal que (g1 ® h)? = g{ ® h9. Procedendo de modo
analogo, podemos provar o outro caso. [ |

Proposicao 3.9 (Proposition 1, [3]). Sejam G e¢ H agindo compativelmente um sobre o
outro. Existe um tnico isomorfismo 0 : G@ H — H ® G onde (9@ h)0 = (h®g)~" para
todoge G ehe H.
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Demonstragdao. Considere a aplicagio ¢ : G x H — H ® G dada por (g,h)¢ = (h®g)~".
Note que ¢ é uma biderivacao. De fato, para quaisquer g;,¢92 € G e h € H temos

(9192, )0 = (h® grga)™"
= ((h® g)(h”* ®g¢P))"!
= (W @gl) "(h®g)!
= (97", h*)p(g2, h) o
E ainda,
(9. hh2)p = (hiha®g)™"

(
(
= (ha®g) ' (B> ® g")"!
(g, h2)p(g", h1*) .

De modo anélogo podemos mostrar que (g, hihy)d = (g, ha)d(g", ho )¢ para
quaisquer g € G e hy,hy € H. Assim, pelo Teste de Substituicao ¢ determina um tnico
homomorfismo 0 : G® H — H @ G tal que (9 ® h)¢ = (h ® g)~' para quaisquer g € G
e h € H. De maneira anédloga, existe um tunico homomorfismo p: H ® G — G ® H tal
que (h® g)pu = (9@ h)~! para todo g € G e h € H. Note que Ou = idgem € ub = idysq-
Portanto, # é um isomorfismo tnico. [ |

Proposigao 3.10 (Proposition 1, [3]). Sejam o : G — A e 8 : H — B homomorfismo
de grupos e suponha que A e B agem compativelmente um sobre o outro e que o e [
preservam as agoes, ou Seja,

(h)B = (hB)D"
(g"a = (go)”

para quaisquer g € G e h € H. Nessas condigoes existe um inico homomorfismo a ® [ :
GRH — A®B onde (g@h)(a®p) = (9)a®(h)B. Além disso, se a e 8 sao sobrejetoras,
entdo a ® [ também € sobrejetora.

Demonstra¢ao. Consideremos a aplicagdo ¢ : G Xx H — A ® B dada por (g,h)p =
(9)a ® (h)B, para todo g € G e h € H. Temos que ¢ é uma bideriva¢ao. De fato, dados
g1, 92 € G segue que

(9192, h)¢ (9192)a ® (h)B
= ((g)aly ) ) ® (h)B
= (g @ (1)) @ ((g2)ar @ (1))
= ((97"a) @ (h”*)B) @ ((g2)a ® (h)B)
= (9%, h*)9(g2, h)¢.

Analogamente, temos que (g, hih)é = (g, he)d(g"?, h"?)¢ para todo g € G e hy, hy € H.
Assim, existe um unico homomorfismo a® f: G® H — A® B tal que (¢ @ h)(a® ) =
(9)a®(h)B, paratodo g € G e h € H. Além disso, se a e [ s@o sobrejetoras, dados a € A e
b € B, existem g € G eh € H tais que (g)a =ae (h)5 = b, ouseja, (§Rh)(a®pF) = a®b.
Como {a ®b| a € Aebe B} gera A® B obtemos a sobrejetividade de a ® . [
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Vamos provar que o produto tensorial nao abeliano de grupos satisfazem pro-
priedades interessantes, que serao tuteis para realizar manipulacoes envolvendo elementos
desse grupo.

Proposicao 3.11 (Proposition 3, [3]). Sejam G e H grupos que agem compativelmente
um sobre o outro. Para quaisquer g,g1 € G e h,hy € H, valem

i) (g7 @h)Y=(gah) = (gah )
i1) (91®h1)[gh] =(g@h) (g1 ®h1)(g® h);
(9~

i) (97'g") @ = (g@h) N g@h)" e (g1 @h™9h) = (g@h)? (g @ h);

) [g®h,g1 ® hn] = g1g" @ hy "Dy
Demonstracao.

i) Primeiramente, observe que

1@h = gl'g@h
= (g7 @h)(geh)
= (' @h)(g@h).

E também,

g®1=g®h'h
=(g@n)(g"® ()"
=(g@h)(g@h )"

Como 1®@h=g®1,segue que (7' ®h)I = (g h)L=(gxhH"

ii) Sejam u,v € G e xz,y € H. Pelas equagoes (3.1) e (3.2) definidoras do produto
tensorial nao abeliano, temos que

uw @ vy = (u @ zy)’ (v ® TY)
= (u®y)(uez))((vey)(vez)’)
=(uey)'(uez)”(vey)(ve ).

Por outro lado,

w @ zy = (v @ y)(uw @ x)Y
= (w®y)’ (vey)((uer)'(ver)
= (u®y)"(vey)(ue ) (e )

Portanto,
(uRz)vey) =Wy (uwx)?. (3.3)

71h 1 gflhfl
hy

Fazendo u = g7 ,VU=g,x = ey =h em (3.3) temos

1 —1p-1

(¢ " wn "TY(geh) = (goh) (gl " @hd "
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Pela Proposicao 3.8, temos que

(¢ " ond Y (g@h) = (g1 @ k) Mg @ h)
= (g1 ® h1)(g® h),

assim como,

—1p—1 —17—1 — —
(g@m)(gl " @h{ ") = (g @) (g@h)? "o
Além disso, como G e H agem compativelmente um sobre o outro, temos

71h71h 71h71
gl " =gl ")

e ainda,

assim, obtemos

1y - 131 151
(91 ® hl)g thlgh _ gi] h~1lgh ® hglg h=lgh
_ giflgh ®h§—lgh

= (g ®h)* 9"

De maneira analoga, obtemos que

T
e assim,
—1p—1 —
(g1 ® hy)? ok = (1 ® hl)h "
Portanto,

(goh) Mg @h)(geh) =(g@h)e =(goh) " = (goh)" ™

iii) Pela Proposic¢ao 3.8, temos que

g g

(g7 TR ) (geh )
g R R (gl
g ® hl)h_lgh@ ® (hhy)h™')"

(97" ®h

= (
= (
= (
= (
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1

gL ) (g h Y (" @ (hhn)" )"
g @ )" Mg Y g @ (hhy)" )
g @)Y (g @ h T (g ® (i)

= (
= (
= (
= (gt @h)" M (g2 h) (g ® (hh)) (Pelo item 1))
= (
= (
= (
= (

1

g@hy) " Mg @ h) g @ h)(g @ h)™

9@ h) "M (g @ h)" (g @ ) (g @ h)"

g@h) N g@h) Hg@h)(g®h) (g ® hi)(g @ h)" (Pelo item ii))
g®h) (g h).

E o resultado segue.
iv) Temos que

9@ h, g1 @ h]=(g@h) (g1 ®h) (g ®h) (g1 & M)
= (g@h) (g )™ (Pelo item ii))
=97'¢° @ h " hi. (Pelo item iii))

Definicao 3.12. Dados grupos G e H, dizemos que um homomorfismo 0 : H — G
Juntamente com uma a¢ao de G sobre H é um maodulo cruzado se as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas

()8 = g~ ((h)0)g e (h))™’ = h™ hyh
para todo g € G e h,hy € H.

Exemplo 3.13. Sejam G um grupo e H subgrupo central de G. Entao a funcao inclusao
i: H— G tal que (h)i = h, para todo h € H juntamente com a agdo por conjuga¢@o nos
fornecem um exemplo trivial de mdodulo cruzado de grupos. Com efeito, dados h,h, € H
e g € G, temos que

(h*)i = (g *hg)i = (h)i = h = g 'hg = g~ (h)ig
(h)™" = hY = k™ hyh = h™' (hy)ih.

Lema 3.14 (2.1, [25]). O nicleo de um mddulo cruzado 0 : H — G € um subgrupo
central de H e Im(0) <G.

Demonstra¢ao. Sejam h' € ker(0) e h € H. Pela definicdo de modulo cruzado, segue que
Y = R0 = pt = b, isto é, ker(6) é um subgrupo central de H. Agora, sejam g € G
e g1 € Im(0), entao existe hy € H tal que (h1)f0 = g;. Como € é um modulo cruzado,
temos que

9 =9"'q19 = g7 " (m)0g = ()6 € Im(9)

e o resultado segue. [

Proposigao 3.15 (Proposition 2.3, [4]). Sejam G e H agindo compativelmente um sobre
o outro. Entao:

i) Ezistem homomorfismos de grupos A\ : GQ H — G e p: G® H — H tais que
(g M)A =gg" e (9@ h)u = h=9h para quaisquer g € G e h € H;
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1) O homomorfismo \, juntamente com a agdo de G sobre GRH definido na Proposi¢ao
3.8, € um modulo cruzado. Analogamente, o homomorfismo u, juntamente com a
acao de H sobre G ® H definido na Proposi¢ao 3.8, € um mddulo cruzado;

i) Sege G,he Hetec G H, entio ()A@h =t"1t" e g (t)u = t79;
w) (AR (t1)p = [t,t1] para todo t,t; € G® H;
v) gM* = g®r e KON = B parg todo g€ G, h€ H et € G ® H;
vi) As agoes de G sobre ker(u) e de H sobre ker(\) sao triviais.
Demonstragao.
i) Considere a aplicacao

a:Gx H—G
(g,h) — (g,h)a =g 'g".

Vamos mostrar que « é uma biderivacao. Para quaisquer g,g; € G e h € H, temos

(991, h)a = (991) " (ggn)"
=g, 'g"g}
=979 919, 9" gug, " gt

=979 91(¢")" g1 g7

— 71 —
= (971" (g ") g gt
= (") (g™ o0t an
= (g%, h")a(gy, h)a.
De maneira aniloga, temos que (g, hhy)a = (g, hy)a(g", h")a para quaisquer g € G
e h,h, € H. Portanto, a é uma biderivagao. Logo, existe um tinico homomorfismo

AN G®H — G tal que (@ h)\ = g 'g" paratodoge Gehe H.
Agora, considere a aplicacao

6:GxH—H
(gah) — (gah)&:high'

A aplicagao B é uma biderivacao. De fato, dados g,g1 € G e h € H, temos que
(991, h)B = 7991 h = =919 99 por =91y = (B=19" p9) (R R) = (¢, ) B(g1, h) -

De modo anilogo, podemos mostrar que (g, hhi)3 = (g, h1)B(g", k™) e concluimos
que B é uma biderivagao. Logo, existe um tnico homomorfismo 4 : G ® H — H
tal que (9 ® h)A = h™9h para todo g € Ge h € H.

ii) Pelo item anterior A e p sdo homomorfismos. Vamos mostrar que A e p sao modulos
cruzados junto com a agao de G em G® H e H em G® H, respectivamente, definidas
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iii)

vi)

na Proposigao 3.8. Com efeito, sejam g1 ® h € G ® H e g € G, segue que

((g1 @h)7)A = (g] ® h7)A
= (g9) " (g

-1
_ =999 “hg
=01 91

= 9179}
= (97'q1)?
=g (g1 ® h)g.

Agora, pelo item ii) da Proposigao 3.11, para quaisquer g®h, ¢; ®h; € G& H,temos

(g1 @ h1)9®MA = (g @ )7 9" = (g @ h) " (g @ h)(g @ D),

o que mostra que A é um modulo cruzado com a acao definida. Analogamente,
pode-se mostrar que p é também um moédulo cruzado com sua respectiva agao.

Vamos mostrar que o resultado é valido para os geradores de G ® H. Tomemos
g1®h € G H, g € Geh e H. Pelos itens iii) e iv) da Proposigao 3.11, temos
que

(r@h)A@h=g7'g' @h= (g1 ® M) @ (g1 @ hy)".

Dai, o resultado é valido para todo t € G ® H pois A é um homomorfismo. Por
outro lado, temos que

9@ (G @h)p=g@h " g = (g1 ®h)"? & (g & h).
Portanto, o resultado é valido para todo t € G ® H pois p ¢ um homomorfismo.

Sejam g @ h, g1 ® hy € G® H. Como A e p sao homomorfismos, basta provar o
resultado para os geradores de G ® H. Pelo item v) da Proposi¢ao 3.11 temos que

(g@MMgr @ h)p =g 'g" @ hy " hi = [g @ h, g1 @ ha].
Portanto, o resultado ¢é vélido para todo t,t; € G ® H.

Vamos mostrar que o resultado é valido para ps geradores de G® H. Como as agoes
de G sobre H e de H sobre GG sao compativeis, temos que

(z@y)A _ x Loy xty~ ey

g g =g =g V=g :

e ainda,
pEenA _ pattay _ paTlyTlay _ opyTty hE@vn

para todos g,z € GG, h,y € H. Portanto o resultado é valido para todot € G ® H
pois A e p sao homomorfismos.

Sejam t € ker(u) e g € G. Pelo item iii), temos que
9@ Wp=9® 1y =lgen =17

Logo t9 = t, ou seja, a agao é trivial. O caso em que H agem trivialmente sobre
ker(\) é anélogo.
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Proposicao 3.16. Se G e H sao abelianos grupos com ag¢oes compativeis um sobre o
outro, entao G @ H € abeliano.

Demonstracao. Se G e H sao abelianos, entao G é G-trivial e H é H-trivial uma vez
que a acao que estamos considerando de um grupo nele mesmo é por conjugacao. Dados
g,g1 € G e h,hy € H, temos que ghl_lgl ®h9 hy € G® H. Pelas equagoes (3.1) e (3.2)
definidoras do produto tensorial nao abeliano de grupos, temos que

g g @R hy = (¢ @ hgflglhgl)(gl ® ot hy)

(9"
= (g"" 7 @ B (g" 0 @ W) (g1 @ h)(gl @ )
= (oM @ ) (9" @ W) (g1 @ ) (o] @ B 1)
= (¢"

79 @ B (g ® h) (g1 ® hy) (g @ B9 ). (3.4)

Por outro lado,

1

g" 91®h‘q1 hl (9" g1 @ hy) (g™ th h1®hgl hl)
= (0" @) (g © (g @ BT (gl 6 e )
= (" " @ H o @ ) (g @ B (g @ )
= (g"" @ h{) (g1 ® h)(g @ h) (gl @ ho "), (3.5)

Pela igualdade de (3.4) e (3.5) e retirando os termos iguais, segue que

(91 ®@ h1)(g ® h) = (9 @ h)(g1 @ ha).
Portanto, G ® H é abeliano. [ |

Proposicao 3.17. Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro. Se
ty, ... ,t, € G® H, entao

[t1, . ta] =[N, oo (e A @ (8,
para n = 2 um natural qualquer.

Demonstra¢ao. Vamos provar o resultado com indugao sobre n. Para n = 2 o resultado
¢ valido pelo item iv) da Proposi¢ao 3.15. Suponha que o resultado seja valido para n,
vamos provar que é valido para n + 1. Com efeito, temos

[t1, -y tnytnra] = [[t1, ], togd]
= [[(t)A, o (ta) A @ (En)p], tna]
= ([(t)A, - ) A ® E)A @ (trg)
=[N, oo )N DA, L e DA @ ()
=[(t)A o )N TN, - (E) A @ (g )
= [(t)A, - (), () A] @ (Engr) e

Portanto, o resultado ¢ valido para qualquer natural n maior ou igual a 2. [ |
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Comentarios gerais

Apesar de um campo de estudo relativamente novo, é sabido que o produto ten-
sorial nao abeliano de grupos satisfaz propriedades interessantes de grupos. Por exemplo
em [3|] R. Brown, D.L. Johnson, E. F. Robertson estudaram sobre a solubilidade e nil-
poténcia do produto tensorial nao abeliano de grupos dadas condigoes sobre os grupos
trabalhados (cf. [24], [16]); em [8] Ellis mostrou que o produto tensorial de grupos fini-
tos é ainda finito; em também em [2| R. Bastos, I. Nakaoka e N. Rocco apresentaram
critérios para a finitude do produtos tensoriais em termos de certos subconjuntos envol-
vendo os geradores (cf. [23]). Recentemente, um estudo de G. Donadze, M. Ladra e V. Z.
Thomas em [6] concluiram que a propriedade de supersolubilidade, nilpoténcia-por-finito,
solubilidade-por-finito, localmente soluvel, localmente nilpotente, localmente policiclico e
localmente supersolivel sao fechadas sob a formagao do produto tensorial nao abeliano
de grupos.



Capitulo 4

O grupo (G, H)

Neste capitulo, preliminarmente apresentaremos o grupo que aparece em [16]
e em [17] e faremos exemplos da constru¢ao desse grupo. Em um segundo momento,
daremos condic¢oes de nilpoténcia para tal grupo. Este conceito é uma generalizagao do
produto tensorial nao abeliano de grupos além de ter um subgrupo normal isomorfo ao
produto tensorial nao abeliano que é 1util para calculos computacionais.

4.1 Definicao e propriedades

Em [19] N. Rocco realiza uma constru¢do de um grupo a partir de um grupo
para estudar o quadrado tensorial nao abeliano de uma forma mais geral. Podemos ainda
generalizar esta construgao para dois grupos distintos.

Definicao 4.1. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro, H? uma
copia isomorfa de H dada pelo isomorfismo ¢ : H — H¥ determinado por (h)p = h?
para todo h € H. Com isso, podemos definir o grupo

n(G,H) = (G, H?| R),
onde,
R ={[g,h#)" = [g*, (h#")?], [9, ¥I"T = [g", (W")¥),¥g,91 € G e h,hy € H}.  (4.1)

Observagao 4.2. Fquivalente a esta defini¢ao, podemos dizer que

G *x H?

n(G,H) = W

Se G = H na definigdo acima, denotamos o grupo n(G,G) por v(G) que foi
introduzida por N. Rocco em [19].

A partir de subgrupos de G e H podemos identificar subgrupos de n(G, H) e
exibir propriedades que serao uteis para calcula¢ao em n(G, H).

Definicao 4.3. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro. Dizemos
que um subgrupo M de G €é um H-subgrupos se m" € M para todo m € M e h € H.

Proposicao 4.4 (Proposition 2.4, [16]). Sejam G e H grupos agindo compativelmente
um sobre o outro. Se M € um H-subgrupo normal de G e N é um G-subgrupo normal de
H entao vale que:

46
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i) [M,N?] dn(G, H);

i) [vi(M), (v;(N))?] S n(G, H) para todo i,j > 1;
iii) [M© (NU)?] <n(G, H) para todo 4,7 > 0.
Demonstracao.

i) Pelas relagoes (4.1), temos que [m,n¥]? = [m9, (n9)¥] para quaisquer m € M, n € N
eg € G. Como M I4G e N é um G-subgrupo normal de H, segue que m¢ € M,
n9 € N, logo (n?)% € N¥, ou seja, G normaliza [M, N¥]. Por outro lado, [m, n¥]" =
[m", (n")#] pela relagdo de (4.1), e como N <H e M é um H-subgrupo normal de G,
entao m" € M e n" € N, dai [m", (n")#] € [M, N¥], ou seja, H? normaliza [M, N¥|.
Como G, H? sao os geradores de n(G, H), temos que [M, N¥| <n(G, H).

ii) Como v;(M) charM e M <G, entao v;(M)<G. Vamos mostrar, com indugao sobre
i, que v;(M) é um H-subgrupo de G. Com efeito, se i = 1, 11 (M) = M e M é
um H-subgrupo de GG. Suponhamos que o resultado seja valido para i — 1, vamos
mostrar que ¢ valido para i. Dados x = [z;,_1,m| € 7;(M) onde x;_; € ;-1 (M) e
m € M, temos que

ot = [wa,m)" = [2,m" € [y (M), M] = 7,(M),

para todo h € H, logo o resultado é valido para todo ¢ € N Analogamente,
v;(N) é um G-subgrupo normal de H. Portanto, pelo item anterior temos que

[i (M), (4(N))?] < n(G, H).

iii) Como M® char M e M < G, entdo M < G. Vamos mostrar, com inducdo sobre
i, que M@ & um H-subgrupo de G. Com efeito, se i =1, MM = M e M é um H-
subgrupo de G. Suponhamos que o resultado seja valido para i — 1, vamos mostrar
que é vélido para i. Dados o = [x;_1,7;,_,] € M onde z;_;, € MU~ temos que

o = [y, ) = (o) 2l ) e (MO, MO = g ©
para todo h € H. Analogamente, N) é um G-subgrupo normal de H. Portanto,
pelo item i) temos que [M® (NW)¥] <n(G, H).
[ |

Observagao 4.5. Pela proposi¢ao acima, temos que o subgrupo [G, H?] é normal em
n(G, H). Denotaremos este subgrupo normal de n(G,H) por 7(G, H) = |G, H¥]. Note
ainda que n(G,H) = 7(G, H)GH¥ pois 7(G,H) é normal em n(G,H), G U H¥ gera
n(G,H) e h*g = [g7*, (h™')¥]gh? para quaisquer g € G e h € H.

Em [15] I. Nakaoka provou de maneira alternativa a partir de um trabalho de D.
Gilbert e P. J. Higgins [9] que os grupos 7(G, H) e G ® H sao isomorfos.

Teorema 4.6. Eziste um isomorfismo o : 7(G, H) — G ® H tal que ([g, h¥])a = g @ h.

Demonstragao. Considere o produto livre G * H?. Pelo Lema 1.42 o subgrupo [G, H¥| de
G x H? ¢ livre, livremente gerado pelos elementos [g, h¥], onde g € G\{1} e h € H\{1}.
Sejam os conjuntos
R = {[g,h*]*[¢", ()], [9, B¥] "¢, ()], g, & € G\{1}e h,y € H\{1}}
S = {lggr, 1 g™, () *)[gr, 1], [g, (W) #) g, (ha)?)[g™, (R™)#],
9.1 € G\{1}te h,hy € H\{1}}.
Como [G, H?] ¢ um subgrupo normal de G« H?, R e S sao subconjuntos de [G, H?].
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Afirmagio 4.6.1. (S)@H 1 G x H%.

De fato, sejam s = [gg1, h?] 7 [g7", (h9')?][g1, h¥] e € G. Pelas propriedades de
comutadores temos que

991, B2 g™, (h)?]"[gn, h¥]*

991, )" [, h¥][w, WP ) T g™ (h)9) [, (R, ()] [gn, B

(9g0)a, k9 [z, h]~) (g™ )z, (B[, (h)?]~Hgr, h¥][, h?]

[z, k7 [(gg1), h#]17 (9™ )z, () ][, (h#)?] 7 g™, (h)7] (9™ )= (h“”) ]

[(g*)z, (h#)?] ™ [(9g1), h¥)[(ggr), he]~ g™, (%) %] [grw, h¥)[w, h¥]

[z, h?)([(9g1), h?] " (g™ )z, () ) ([, (h)?] g™, ()] (g™ )z (hgl) )
x

[z, h7]

(

S

(I [RENSIEN
([

([(g™)z, (h#)?] " [(9g1)x, ) ([(9g1)x, h?] g™, (h**)¥][gr, h¥]) [, h#]
z, ¥)([(9™)z, (h)?] " [(9g1), h¥]) sy
[(g™)z, (h")?] " [(gg1)x, h¥])s2lw, h?) ™!

(S[(ggl)r (h91)?]~ [(gg1)2,h#)] )[x P11

sendo que,

s1= [z, (B9)?]Hgm®, (B )] (g ), ()] € S
= [(gg1)z, h?] " [g"", (h7)?][gr, h¥] € S.

Logo, s* € (S)I%H*] Agora, para y € H, temos

991, h¥1 7" [g%, (h9)?1Y" [gr, h?]Y°
991,471 ggr, (hy)?) (g, ¥ g™, (B y)?])([g1, 7]~ gn, (hy)*])
lgg1, (hy)?1 g9, v D (97, v#1 g” (W) D) ([91, 7] gn, (hy)?]
[991, (hy)?]™ 1[991, Digvat. (h)?)[g"gt, (h¥)¢] 7 [(g%)%Y, ((h¥)*1)?]]
[ (g9, (R2) )] (97, 2] o™, (@ y)?])[gt, ((hY))?]
[gl,y“’] o, (hy)?))
=(lgg1, (hy)?] 991, Y “Ilgvgt, (B)#1)([g%g7, (B)7]H[(9*)7, (
[g?, (W)) 71 ([(g")F, ((R)#0) 2]~ M g™, y#] (g, (h ) ?)) gt
91,4717 g1, (hy)?])
=sss4[g), (W)] "5 (g7, ((h¥))*]sg
lg,

s

)
g1, (h*)?]
(lg?, (n*))7]7

Y
1

(R7)1)% 1197, (h*)71)

v) i
((h)?)([g?, ((h¥))?] 7

sendo que,

s3 = lgg, (hy)?] 991, ¥7)lg" 9!, (R¥)?] € S

g'gt, (W21 ("), (W) (gt (h*)?) € S
(g")%, ()92 (g, y?] Mg, (h'y)® € S
g1, ()71 g1, y#] Hon, (hy)*?] € S.

Dessa forma, temos que s¥° € (S) [G:H? " De forma analoga podemos provar que o conju-

gado de um elemento de S da forma [g, (hhy)?] " g, (h1)?][g", (h")?] por um elemento
qualquer de G * H¥ pertence a ()] e segue que (S)I&H71 <1 G« H?.
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Afirmagio 4.6.2. (R)“*H” = (§)[GH"],
Com efeito, consideremos elementos r, 7’ de R da forma
r= (g, 077", (K)?] e 1" = [g, 77" [g”, (RV)7].

Temos que

r=1lg,h*1"g" ( )“”]

onde t = [gz, h¥] " g*, (h®)?][z, h¥]. E ainda,

r' =g, h¥] 7" [g, (hV)]
= [g, (hy)?] '[9, 4")]g", (h¥)?]
=t es.
onde ' = [g, (hy)?] (g, ¥¢][¢", (h¥)?]. Logo, R C (S)I%#.
Agora, sejam s, s’ elementos de S tais que
s = [gg1, h¥] M g?, (B9)¥][g1, h¥]
= [g, (Rh1)?] " g, ()*)[g"™, (h"*)?].

Temos que
= 991, W17 (g%, (9)?][gr, h¥]
([ga h%’] [917 h@])—l[gm’ (hgl)w] [gl, h(p]
= [g1, h?] g, h21) 709, (h)¥] (g1, B7]
— plonh?] ¢ <R>[G7H“"}_
E ainda,

= [g, (hh1)?] (g, (ha)?][g", (R")?]

= (9, h{)[g, h?)"T) " [g, (ha)?][g", (R")7]
= [g. ¥ " (g, BY] g, (m)?)lg™, (R")]
= [g,h?) " [g", (h")7]
=1’ € (R)I%H"],

Assim, R C (S)[@H] ¢ § C (R)IGH?] C (R)®*H” De acordo com a Afirmagdo 4.6.1,
temos que (S)FH*1 <4 G« H?, e concluimos que (R)*1 = (S)IGH],

Das afirmacoes 4.6.1 e 4.6.2, segue que

G * H?
n(G, H) = SV
e portanto,
H¢?
7(G,H) = G, H7)

(SYCHT
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Com isso, o homomorfismo ¢ : [G, H?]G — G ® H dado por ([g, h¥]) = g ® h para
quaisquer g € G e h € H induz um homomorfismo « : 7(G, H) — G ® H determinado
por ([g,h?])a = g ® h para quaisquer ¢ € G e h € H. Por outro lado, a aplicagao
0:Gx H — 7(G,H) dada por (g,h)0 = [g, h?] ¢ uma biderivac¢ao e assim induz um
homomorfismo f : G ® H — 7(G, H) determinado por (g,h)5 = [g,h?]. Podemos
notar que af = Id; g ) ¢ fa = Idggy, ou seja, a é um isomorfismo, como querfamos
demonstrar. |

Sabendo que os grupos 7(G, H) e G ® H sao isomorfos, podemos reformular as
propriedades do produto tensorial ndo abeliano dos grupos G e H para o grupo n(G, H).

Proposicao 4.7 (Proposition 2.3, [4]). Sejam G, H grupos com ag¢ées compativeis um
sobre o outro. Em n(G, H), temos que

a) Para todo g,x € G e h,y € H as sequintes identidades sio vdlidas
) lg, he]l=v?l = [g, hw]flmy = [g, h?)W V)"
i) [g, bV = (g, heT = (g, he) VTV
iii) (979", y?] = lg, h*] "' [g, h¥]"";
w) [z,(h™9h)?] = [g,h“"]‘m[g h#];
) llg, h¢), [z, y#]] = 979", (y~"y)*];
vi) |

g, h?], [z, y?) 7] = [9 Lo, (y~ty")7).

b) Existem homomorfismos de grupos A\ : 7(G,H) — G e p: 7(G, H) — H tais que
(lg, ¢DX = g7 19" e ([g, h?]))p = h™9h para quaisquer g € G e h € H;

c) [(t)A, ((to)p)?] = [t1, t2], para quaisquer ty,ty € (G, H);
d) () h?] =t e [g, (()u)?] = t79¢ para quaisquer g € G, h€ H et € (G, H);
e) g = g e KON = h®Or para todo g € G, he H et € (G, H);
f) ker(\) e ker(u) sao subgrupos centrais de 7(G, H).
Demonstracao.

a) Segue diretamente do Teorema 4.6 e da Proposigao 3.11.
Os demais itens seguem do Teorema 4.6 juntamente da Proposigao 3.15.

Observacao 4.8. No decorrer deste trabalho, fizaremos a notagdao de A e p para os
homomorfismos da Proposicao 4.7.

Como ker(\) e ker(u) s@o centrais em G e H, respectivamente, e sabendo ainda
que tais subgrupos sao centrais em 7(G, H), entdo a interse¢ao desses niuicleos é central
em 7(G, H), lembrando que n(G, H) = GH¥7(G, H).

Proposicao 4.9. Sejam G, H grupos com agoes compativeis um sobre o outro. FEntao,
ker(X\) Nker(u) age trivialmente sobre n(G, H). Ademais, ker(\) Nker(n) < Z(n(G, H)).

No proximo exemplo iremos mostrar que se G, H sao grupos nilpotentes nao
necessariamente o grupo n(G, H) é nilpotente.
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Exemplo 4.10. Sejam p um primo impar, C, = (a| a® = 1) o grupo ciclico de ordem p
e Cy = (b| b* = 1) o grupo ciclico de ordem 2. Suponha que C,, age trivialmente sobre Cy
e Cy age por inversio sobre C,, ou seja, a’ L. Foi provado no Exemplo 3.5 que estas
agoes sao compativeis. Assim , podemos definir o grupo n(C,, Cs) que tem a apresentagao
dada por

= a

1(Cp, C2) = (a,b¥]a” = (b°)* = 1, [a, °]* = [a,7], [a,0%]"" = [a™",0¥]).
Como 1 = [a'a,b%] = [a~ ', b%)%[a, b?] = [a~, b?][a, b¥], entio
(a1, %] = [a, 9] . (4.2)
Por outro lado,
[a®,b7] = [aa, b¥] = [a,b%]%[a, b?] = [a,b%][a®, b7] = [a, b?]°. (4.3)

Com isso, vamos provar que [a",b¥] = [a, b¥]" para todo inteiro n,com indu¢do sobre n.
Consideremos o caso em quen = 0, € claro que o resultado € vdlido para n = 0,1 e para
n =2 é vdlido por (4.3). Suponha que o resultado seja vdlido para n, vamos provar que
€ vdlido para n+ 1. Com efeito,

[an+1>b¢] = [an% bqj] = [an7 b(’p]a[av b(p] = [(an)a? (ba)(p] [a> b%] = [a> bcp]n[a?bcp] = [a7bw]n+1'

Para o caso em que n < 0, existe m > 0 tal que —m = n, dai, por (4.2) e pelas
consideragoes anteriores, seque que

[a”, ] = [(a™")™, %] = [a™", 0°)"™ = [a, %] = [a, b7]".

Portanto, o resultado é vdlido para todo inteiro n.
Logo, la,b?] tem ordem um divisor de p. Para mostrar que este elemento nao € o trivial
em 1(C,, Cs) vamos usar as informagdes acima para construir concretamente um grupo
de ordem 2p* isomorfo a n(C,, Ca). Sejam V = (z,y| 2? =y? =1, [z,y] = 1) (= C,xC})
e o um automorfismo de V tal que * = zy e y* = y~'. Tomando (o) < Aut(V') e uma
agdo de () sobre V dada por v®' = (v)a! para quaisquer i € Z é possivel definir o produto
semidireto (o) X V.
Afirmamos que () x V ~n(C,, Csy).
De fato, consideremos a aplicagio 0 : {a,b¢} — (@) x V dada por a’ = (1awn, )
e (b°") = (o, 1y). Podemos aplicar o Teste de Substitui¢io (uma vez que 0 satisfaz as
relagoes (4.1) definidoras de n(G, H)) existe um homomorfismo 0, : n(G, H) — {(a) xV
que estende 0. Agora, seja Oy : (o) xV — n(G, H) dada por (af, x'y? )0y = a'la, b?)7 (b?)°
para todo i,7 € {0,1,....,p—1} ec € {0,1}. Temos que 5 é um homomorfismo e vemos
que 010 = Idyc my € 0201 = Iday «v, ou seja, 6y € um isomorfismo e (a) XV ~n(G, H).
Note que,

(L,9)02 = [a,b7] e (1,y) = ([a,b"])0:1.

Portanto, [a,b¥] tem ordem p e 7(C,,Cy) ~ C,. E concluimos que 1n(Cp,Cs) nao é
nilpotente pois contém um subgrupo diedral de ordem 2p (ndo nilpotente, pelo exemplo
2.11 e lembrando que p é primo impar) gerado pelos elementos [a,b?] e b?.

Exemplo 4.11. Consideremos V; = (a,b| a*> = b* = 1,[a,b] = 1) o grupo de Klein de 4
elementos agindo trivialmente sobre o ciclico de ordem 3, Cs = {(c| ¢ = 1) agindo sobre V,
permutando ciclicamente os elementos de ordem 2, ou seja, a® = b,b° = ab. Estas agoes
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sao compativeis. De fato, temos que a acao de Vy sobre Cs € trivial, logo € compativel.
Agora, dado g € Vy, temos que

b = b =ab e a? 9 = b9 = (ab)? = ab,
logo a a¢ao de C3 sobre Vi é compativel. Das relagoes que definem n(Vy, C3), seque que
(@', c?]* = [a'V, c¥] = [a'V,c?]’ e
@it 7] = (@) V)", ] = Ba¥, ] = [, 7],

para todo 0 < 1,7 < 1, onde a soma i+ j € tomada mddulo 2. Consequentemente, temos
que

1 = [a?, ¢?] = [a, c¢®]%[a, cf] = [a,c?]? e

1= [0*,¢%) = [b,c?)[b, ¢?] = [b, #]
e como ab = ba, temos que
[ab, ¢#] = [a, #I°[b, ¢#] = [a, c#][b, c#] = [b, ¢*][a, #] = [ab, *].

Isso mostra que [a,c?] e [b,c?] tem ordem no mdximo 2. Por outro lado.

[av (CCP)Q] = [a7 Ccp”a’ C(’O]Cw = [@7 Cw] [b7 CSO] = [&67 C<p]'
E ainda,
[a, (¢£)°] = [a, ¢#][a, (¢?)?]
= [a, #]([a, #][b, 7))
= [a, ¢?][b, ¢?][ab, c*]
= [a, ¢?][b, ¢?][a, ¢?][b, ¢?]
= [a, c?]*[b, c#)2.

Assim, a apresentagao de n(Vy, C3) pode ser dada por

n(Vi, Cs) =(a, b, ¢?la® = b* = (¢¥)® = [a,b] = 1, [a, ¢*]* = [a, ¢#], [a, ¢¥]° = [a, ],

[a,c?]<” = [b,c?], [b, ] = [a,c?), [b, ¢?]° = [b, 7], [b, ¢#]° = [ab, ¢7)).

Vamos construir uma estrutura concreta isomorfa ao grupo n(Vy, Cs) de modo andlogo
ao construido no Exemplo 4.10. Para isso, considere um 2-grupo abeliano elementar de
ordem 16, digamos W = (x,y, z,w), e B um automorfismo de W definido pelos geradores
T xz, Yy yw, 2 = w, w e zw. Note que o(B) = 3, entdo o grupo W x (B) tem ordem
48. Assim, existe uma aplicag¢ao 0 : n(Vy, C3) — W x (B) tal que a — x, b y,c¥ — [,
la,c?] = ata” — 2 e [b,c?] = b7 — w. Isso resulta em um isomorfismo de n(Vy, Cs)
em W x (), onde o subgrupo [Vy, CY|CY € isomorfo ao subgrupo H = (z,w, ). Mas
H ¢ isomorfo ao grupo alternado Ay, logo H nao € nilpotente. Consequentemente, como
H < n(Vy, Cs) concluimos que n(Vy, C3) nao € nilpotente.

Definicao 4.12. Sejam G, H grupos com ag¢oes compativeis um sobre o outro. Chamare-
mos o subgrupo Dy(G) := (g7'¢g"|g € G e h € H) de G de subgrupo derivativo de G por
H.
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Observacao 4.13. Note que se G e H agem compativelmente um sobre o outro, en-
tao Dy (G) = Im(\) e Dg(H) = Im(n), sendo que X\ e p sao as aplicagoes fixradas na
Observagao 4.8.

Proposigao 4.14 (Proposition 2.5, [16]). Sejam G, H grupos agindo compativelmente um
sobre o outro. Entao:

i) Dp(G) € um H-subgrupo normal de G ¢ Dg(H) é um G-subgrupo normal de H ;

ii) Para quaisquer i > 1 e j = 0 temos que v;(Dp(G)) e Dy(G)Y) sdo H-subgrupos
normais de G e vi(Dg(H)) e Dg(H)Y) sio G-subgrupos normais de H;

iii) Dy (G)Y = (7(G, H))\ e Dg(H)Y = (1(G, H) )i para qualquer i > 0.
Demonstracao.

i) Como a acdo de G sobre H ¢é compativel, para quaisquer g,x € G e h € H, temos
que
- T —1\z T z\—1 _zz~Tha T\— z\h*
(97" = (g7 (¢")" = (¢") g™ " = (¢") " (¢")" € Du(G),
dai, Dy (G) < G. Agora, se g € G e h,y € H, temos que

(971" = (¢")~1(g")" = (¢*)~1g" " = (¢)~1(¢")"" € Du(G).

Logo, Dy (G) é um H-subgrupo normal de G. E ainda, como a ac¢ao de G sobre
H é compativel, podemos mostrar de modo analogo que Dg(H) é um G-subgrupo
normal de H.

ii) Como para qualquer inteiro positivo i, v;(Dg(G)) é um subgrupo caracteristico de
Dy (G) e pelo item anterior Dy (G) <G, entao v;(Dyp(G)) <IG. Agora, vamos provar
com indugao sobre n > 1 que v;(Dy(G)) ¢ um H-subgrupo de G. Se n = 1 o resul-
tado é valido pelo item anterior. Suponha que o resultado seja valido para i, vamos
provar que vale para i + 1. Para x = [a,b] € v;41(Dgu(G)) com a € v;(Dy(G)), b €
Du(G) e h € H, temos que [a,b]" = [a*, 8] € [3:(Dn(G)), Dt (G)] = 35:1(Dir(G)).
Logo, o resultado é valido para todo ¢ € N*. Portanto, v;(Dg(G)) € um H-subgrupo
normal de G. De modo analogo podemos provar os outros casos.

iii) Vamos provar com indugao sobre i € N. Como a ac¢ao de G sobre H é compativel,
para ¢ = 0 temos que

Dy(G3) = Dy(G) = (r(G, H)A = (1(G, H) D)\,

Suponha que o resultado seja valido para o natural i, vamos mostrar que vale para
1+ 1. Com efeito,
(r(G. H) "I = ([r(G, H)Y, 7(G, H))I))A
= [(r(G, H)")A, (7(G, H)D)A]
= [Du(G)?, Dy (G)Y)]
_ DH(G)(HU.

Assim, o resultado é valido para todo ¢ € N. De modo anélogo podemos mostrar
que Dg(H)® = (7(G, H)®)u para todo i € N.
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Apresentaremos agora uma descricao dos termos das séries centrais do subgrupo
7(G, H). Tal resultado é fundamental para deduzir a nilpoténcia e a solubilidade de
7(G, H) condicionado & nilpoténcia e a solubilidade dos derivativos de G e H.

Teorema 4.15 (Teorema A, [16]). Sejam G e H grupos com agées compativeis um sobre
o outro. Entao:

i) Parai>2
Y(7(G, H)) = [vi-1(Du(G), (Da(H))?].

Em particular, se G € nilpotente, entiao 7(G, H) é nilpotente.
i) Parai > 1, temos que
(G, H)Y = [Du(G)Y, (Da(H) V)7,
Em particular, se G é solivel, entao 7(G, H) € solivel.

Demonstragao. Primeiramente, note que se Dy (G) = 1 entao pela Proposigao 4.7, temos
1

g, h#) =¥l = [g, he)* 2" = [g, h¥),

para todo g,z € G e h,y € H. Portanto, 7(G, H) é um grupo abeliano e, consequente-
mente, Dg(H)(= Im(p)) também ¢ abeliano. Assim, podemos assumir que Dy (G) ¢ ndo
trivial.

i) Vamos provar o resultado com indugao sobre i. Pela Proposi¢ao 4.7, temos que
[u,v] = [(w)A, ((v))?]. Como Dy (G) = Im(N) e Dg(H) = Im(u), segue que

n(r(G, H)) = [7(G, H),7(G, H)]
[((G, H)A, (m(G, H))p)7]
= mDu(G)), (Da(H))?].

Logo o resultado é vélido para ¢ = 2. Suponha valido para ¢, vamos provar que é
valido para i + 1. Pela Proposicao 1.7, segue que

it (T(G, H)) =[7i1(Du(G)), (Da(H))?, 7(G, H)]
=(lz, (), 1| © € %ir(Du(G)), v,t € 7(G, H) e
2 € i1 (Du(G)), (Da(H))7))-

Agora, pela Proposicao 4.7, temos que

[z, ((0))?, 1] = [(z, ((0))?)A, () 1)”]

Pelas proposigoes 4.4 e 4.14, temos que [v;(Dg(G)), (Dg(H))?] <n(G, H), com isso

[z, ((0)p)?,t]" € [vi(Du(G)), (Da(H))?),
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para todo x € v;_1 (D (G))v,t € 7(G,H) e z € [vi—1(Du(Q)), (Da(H))¥]. Logo,
Vit (T(G, H)) € (D (G)), (Da(H))?].
Por outro lado,

[i(Du(G)), (Da(H))?] = ([[x, (0)A], (1)) ?)*| € vi1(Du(G)), v,t € 7(G,H) e
9 € %(Du(G))).

Como v;+1(7(G, H)) <n(G, H),

([, )AL (Op)7) = [a7 e, (0)p)?) = [z, ()], ()p)?) € %(Dn(G)).
Portanto, 7,41 (7(G, H)) = [vi(Du(G)), (Dg(H))?], e o resultado segue.

Vamos provar com indugao sobre ¢. Para ¢ = 1, pelo item anterior, temos
(G, H)W = (7(G, H)) = [Du(G)”, (Da(H)™)?].

Suponha que o resultado seja valido para i, vamos provar que é valido para i + 1.
Segue da Proposicao 1.7 que

7(G, H)(i—f—l) = [7(G, H)(i),T(G, H)(z’)]
= [[Du(@)Y, (D (H) )2, [Dy (G) Y, (D (H) 1) #]]
(X, X]T(G,H)(”T(G,H)(i)7

sendo que X = {[g,h%]| g € Dy(G)V, h € Dg(H)~Y}. Pela Proposicio 4.14,
segue que

(D1 (G)Y, (De(H))?] = [(r(G, H)A, ((r(G, H)P)n)?].

Logo, | |
[DH(G>(Z), (DG(H)(U)‘P] — D/’ }G]T(G7H)(Z)T(G’H)(l)’

onde

Y = {([t, W)\ t,u € 7(G, H) D}
Vi = {(([t, Wl)w)?| t,u € 7(G, H)™V}

Dados g,91 € Dy(G)Y e h,hy € Dg(H)Y, pela Proposicao 1.7, existem ele-
mentos t,t,u, u; € 7(G, H)™Y tais que

g=mA g1 =()A b= (wp, h = (u)p.

Desse modo, pelas proposigoes 4.7 e 1.7, temos que

[[g, b, [g1, BT = lg~"g", (B ha)?)
[N TN, ((ua) )™ () 1))
[([t’ U’])/\a (([th ul])u)@]'
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Isso mostra que [X,X] = [Y,Y]. De acordo com a Proposicao 4.14, obtemos
(D (G), (De(H)W)?] (G, H), segue que

(G, H)* =[x, X]7(C@DO(GH)Y
=Y, Y'l]T(QH)(i)T(G,H)(i)
C [Du(G)D, (Da(H) D)%),
Da mesma forma,
[DH(G)(Z'), (Dg(H)(i))%D] C (G, H)D

Portanto, ' . .
(G, H)"Y = [Dy(G)Y, (D (H)W)?].

E o resultado segue.

Do Teorema 4.15 segue que se Dy (G) é nilpotente (respectivamente soluvel)
entdo 7(G, H) ¢é nilpotente e cl(7(G, H)) < c(Dy(G)) + 1 (respectivamente solavel e
di(t(G,H)) < dl(Dg(G)) +1). Assim, o grupo 7(G, H) pode ser soluvel/nilpotente sem
que G e H sejam soluveis/nilpotentes. Tais propriedades dependem apenas dos respectivos
derivativos. Note ainda que a nilpoténcia do grupo 7(G, H) depende apenas da nilpoténcia
do derivativo de G por H.

Teorema 4.16 (Corollary 2.6, [16]). i) Se Dy (G) é nilpotente de classe c entao, T(G, H)
€ nilpotente de classe ¢ ou ¢+ 1;

1) Se Dy (G) € soluvel de comprimento derivado | entao 7(G, H) é solivel de compri-
mento deriwado | ou | + 1.

Demonstracao.

i) Suponhamos que Dy (G) é nilpotente de classe c. Pelo Teorema 4.15, temos que
70+2(T(G7 H)) = [/70+1(DH(G))7 (DG(H))¢] = 1.

Portanto, 7(G, H) ¢ nilpotente de classe no maximo ¢ + 1. Vamos mostrar que sua
classe nao pode ser inferior a ¢. Sejam M = [y._1(Dy(G)), (Dg(H))?] e a = A -
Note que, Im(a) = [y.—1(Du(QG)), De(H)]. Entretanto,
Ne-1(Du (@), (Da(H))?) = (97"¢"] g € 7e-1(D(G)) e h € Dg(H))
= (979" g € 71 (Du(@)) e t € (G, H))
= (g7 gD g € v_1(Dy(GQ)) e t € (G, H))
=Ye (D (@)).

Como a classe de nilpoténcia de Dy (G) é ¢, temos que v.(Dg(G)) # {1} e com isso
Im(a) # {1}. Pelo Teorema 4.15, segue que

1e(7(G, H)) = [e1(Du(G)), (D (H))?] = M # {1}
E concluimos que cl(7(G, H)) > ¢
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ii) Suponhamos que Dy (G) é soluvel de comprimento derivado [. Pelo Teorema 4.15,
temos que

(G, H)"Y = [Dy(G)Y, ((Da(H))?)Y) = 1.
Portanto, 7(G, H) é soluvel de comprimento derivado no maximo [ + 1. Vamos
mostrar que seu comprimento derivado nao pode ser inferior a [. Sejam N =
(D (G)Y ((Dg(H))?) '] e B a restricio do homomorfismo A & N. Note que,
Im(B) = [Dp(G)=Y, Dg(H)~Y]. Entretanto,

[Du(G)'72,((Da(H))?) ) = (¢97'¢"| g € Du(G)"™? e h € Da(H)"?)

{
=

g g g e Dy(@)"P et e (G, H)?)
=(g7'g" g€ Dy(@)"? et e (G H) )
= Dy(G)"2.

Como o comprimento derivado de Dy (G) é [, temos que Dy (G)~Y # {1} e com
isso Im(5) # {1}. Pelo Teorema 4.15, segue que

1e(7(G, H)) = [Ve-1(Du(G)), (Do (H))?] = M # {1}.
E concluimos que cl(7(G, H)) > 1.
|

Podemos relacionar a condi¢ao de Engel do subgrupo derivativo do grupo G com
a condi¢ao de Engel do grupo 7(G, H).

Proposicao 4.17 (Teorema 9.3, [15]). Sejam G e H grupos com agdes compativeis um
sobre o outro. Se Dy (G) satisfaz a condicao de Engel entao 7(G,H) e Dg(H) também
satisfazem a condigao de Engel. E ainda, se Dy(G) € n-Engel, entiao 7(G,H) e Dg(H)
sao (n + 1)-Engel.

Demonstra¢ao. Suponha que Dy (G) seja um grupo que satisfaz a condigdo de Engel.
Dados t,t' € G ® H, temos que (t)\, (t')\ € Dg(G), logo existe n = n(t,t') € N tal que
[(1)A, (nt')A] = 1. Pela Proposicao 3.17, temos que

g '] = [(OAn ()N @ () =16 @ (F)p = Loen-

Portanto, G ® H satisfaz a condi¢ao de Engel, e como 7(G,H) ~ G ® H obtemos o
resultado desejado. Agora, sabendo que 7(G, H) satisfaz a condigao de Engel, sejam
h,hy € Dg(H) entdo existem v,v, € 7(G, H) tais que h = (v)p e hy = (vy)u. Dai existe
m = m(v,v;) tal que [v,,, v1] = 1. Pela Proposi¢ao 3.17, temos que

[romtr n] = [(0) s (v1)p] = ([Vmia 2] = 1.

Assim, Dg(H) também satisfazem a condi¢ao de Engel. Claramente, se Dy (G) é n-Engel,
entdo 7(G, H) e Dg(H) sao (n + 1)-Engel. |
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4.2 Condigoes para nilpoténcia de 7(G, H)

No Exemplo 4.10 vimos que dados G e H dois grupos nilpotentes com agoes
compativeis entre eles nem sempre o grupo n(G, H) é nilpotente. O motivo de que a
nilpoténcia de G e H nao implicar a nilpoténcia de n(G, H) se deve ao fato de que os
termos da série central inferior dependem das acoes de G sobre H e de H sobre G. Desse
modo, iremos impor algumas condi¢oes adicionais sobre tais agoes.

Definigao 4.18. Sejam G e H grupos, g € G e h € H. Definiremos [g,0h] := g},
[g,1 h] == g7 tg" e para todo i > 1 natural [g,i41 h] := [[g,i h], h]. Além disso, definiremos
GoH] =G, |G H] = {g7'¢"|g € G eh € H) = Dy(Q), e para todo i > 1 natural,
G, H] = [|G,; H], H].

Definicao 4.19. Sejam G e H grupos. Diremos que uma a¢dao de H sobre G é n-
Engeliana (a direita) se [g,, h] =1 para todo g € G e h € H.

Em particular, se G = H e a agdo € por conjugacdao, entio as agoes n-Engelianas (a
direita) coincidem com a condi¢do de n-Engel (& direita) de G.

Definicao 4.20. Sejam G e H grupos. Diremos que uma a¢do de H sobre G € nilpotente
(a direita) de classe ¢ se [G,. H] =1 e [G,.-1 H] # {1} .

Em particular, se G = H e a agdo € por conjuga¢do, entdo as agdes nilpotentes (a direita)
de classe ¢ coincidem com a classe de nilpoténcia ¢ de G.

Exemplo 4.21.
i) Uma agao € nilpotente de classe 1 se, e somente se, esta a¢ao € trivial.

1) Considere o grupo Dyx = (a, b =0 =1 a = a1y, onde k > 2. Considere-
mos a a¢ao de Dor nele mesmo por conjugacao. Vamos mostrar que esta agao €
Engeliana. Para todo inteiro positivo i, temos que

[a’,al =1, [a'b,a] = a® e [a'bpa] = [a®, a] = 1. (4.4)

E ainda,

(@', b] = a'=?
Em particular, para n = k temos que [a’,;, b] = a2 = 1. Além disso,

[a'b,b] = a*
[a'b,y b] = [a%,b] = =%

(b t] = a7, 0] = o

[aibm b] — a(_1)n—12ni'
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Em particular, para n = k temos que [a'b,, b] = at=D" 12"

acao por conjugacao de Dor nele mesmo é k — Engeliana.
Mais que isso, temos que a agao € nilpotente. Com efeito, pelas equagées (4.4)
temos que [a'V 5 a] = 1 para todos inteiros positivos i e j. Daf,

[a'b,a,b] = [a®,b] = a* = [a'b,a,b,a] = 1.

= 1. Isso mostra que a

E ainda,
[a'b,b,a] = [a®,a] =1, [a',b,a] = [a™*,a] =1, logo, [a'b’,b,a] = 1.

Assim, em um comutador de peso maior que 3 se aparecerem os 2 geradores entao
o comutados € 1. Dessa forma, sabendo que a a¢do € k-Engeliana, entdo a acdo é
nilpotente de classe k.

Observagao 4.22.

i) Note que toda agdo nilpotente é Engeliana mas nem toda a¢ao Engeliana é nilpo-
tente. Basta notar que nem todo grupo que satisfaz a condi¢ao de Engel € nilpotente.

1) Hd diferenca na definicao de agoes n-Engeliana a direita e agoes n-Engeliana a
esquerda. Neste trabalho sempre que nos referirmos a agoes n-FEngelianas estamos
omitindo que ela € uma acao a direita.

Proposigao 4.23 (Theorem 3.7, [17]). Sejam G e H grupos com agdes um sobre o outro.
Se a ag¢ao de H sobre G é n-Engeliana (resp. nilpotente de classe ¢) entio Dy (G) satisfaz
a condi¢io n-Engel (resp. € nilpotente de classe no mdximo c).

Demonstragao. Pela Proposigao 4.7 existem homomorfismos de grupos A : 7(G, H) — G
ep:7(G, H) — H dados por ([g, h¥])A = g~ '¢" e ([g, h¥])pn = h™9h, tais que g = g
e WA = Bk para todo g€ G, he Het € 7(G, H).

Afirmagao 4.23.1. Dados g,x1,23,...,x; € Dg(G) temos que
[gv L1, T2, .. 7x’i] € [DH<G)7Z (Im(u))}v

para todo natural 1 > 1.

Vamos demonstrar esta afirmagao com indugao sobre i. Se ¢ = 1, entao existe
t, € 7(G, H) tal que z1 = (t1)A. Dali,

lg,21] = [9, (t)A = g~ = g7 g"™" = [g, (1)) € [Du(G)a (Im(p))):

Suponha que o resultado é valido para 7, entao

(9, 21, @2, 2] = [, (t)w, (B2)i, -, (84
para algum ¢ € Dy (G) e ty,to,...,t; € T(G, H). Vamos provar que é valido para i + 1.
Com efeito, dados g, 1, x2, ..., z;11 € Dy(G) existe t;1 € 7(G, H) tal que z;11 = (t;11) .
Segue que,
[g: w1, 22, il Tig]
[[g's (@), (), -, ()], (Lira) A
G T G2 TR 7 17 7N (0 V7R (2 VTR (2 T B
[ )
[

(9,21, @9, ..., T4, Tig1] =

g’ (), (L2)p, - oo, (Ei)p 1
(9, 01, 2, ..., wi], (i) ] € [Da(G)i (Im(p))].
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Isso mostra que a afirmacao é verdadeira.

Agora, se a acao de H sobre G é n-Engeliana, tomando it =nezx =21 =2, = ... = 1
temos que [g,, ] € [Dy(G),, (Im(n))] < [G,, H], ou seja, Dy (G) é n-Engel. Por outro
lado, se a agao de H sobre GG é nilpotente de classe ¢ temos tomando ¢ = ¢ temos que
[Du(G),. Du(G)] < [Du(G),. (Im(p))] < [G,. H] = 1, ou seja Dy (G) ¢é nilpotente de

classe no méximo c. [ |
Uma aplicagao direta das proposicoes 4.23 e 4.17 o seguinte corolario é valido.

Corolario 4.23.1. Sejam G e H grupos com acoes compativeis um sobre o outro. Se a
ac¢ao de H sobre G é n-Engeliana (resp. nilpotente de classe ¢) entao GRH é (n+1)-Engel
(resp. nilpotente de classe no mdzximo ¢+ 1).

Observagao 4.24. A wvolta da Proposicao /.23 € falsa. No FExemplo 4.10 o subgrupo
(Cp, Cs] de C,, € nilpotente, mas a agio de Cy sobre C,, ndao é Engeliana. De fato, observe
que a~ta® = a7? # 1, logo [C,, Cs] € ndo trivial e como € subgrupo de [C,, Co] = C,, logo
[Cy, Ca] nilpotente. Por outro lado,

a2 sen € par
[am b] = ..
a,sen € impar
ou seja, a acao de Cy sobre Cp, ndao € Engeliana.

Definicao 4.25. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro, H? uma
copia isomorfica de H pelo isomorfismo ¢ : H — H¥. Definimos o conjunto

Cij = [Yir1(G), v (H)[i(G), i (H?)], Vi, j > 1.
Lema 4.26 (Lemma 2.6, [17]). Sejam g € vi(G), h € v;(H), v € G ey € H?. Vale que:
i) [lg,h7], [z, y¥]] € Cyy;
i) [g,h?]" = (g, h¥][g, [h, 2]?](mod Cy);
i) [g,h?)" = [g,h%][g,y], h¥)(mod Cy);
w) [g, ™" = (g, h*][g, [l 2]?][g, y]. h¥][[g, y¥]. [z, h?]~](mod Cyy).
Demonstragio.

i) Pela Proposigao 4.7, temos que

g, hw][w TAd = g, hw]r‘ly‘%y“"
= [g" VT, ()P
= [g" ", (W)
= [l=~ my,g g, (ly~*y, b~ 1h)¥]
= [[fc 7 Y g o e N 20 e e K] 0 U | N TS e
I

a2, g7, Y g, W[ 2, g [y, BRI g, Ty Ty, R
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Desse modo,

[lg, k7], [z, 4] =g, 7]~ [g, h¥]F"0)
=[g, B¥] M la™a?, g7 1) g, R ([t g7 [y y, TP
9, [y y, b
=[x~ 2, g7, P e ey g7 [y Ty, R
9, [y Y, h A
Note que,

(27", g7, h¥] € [Yiga (G), v;(H?)]
[z"2%, g7, [y~ "y, h'1%] € i1 (G), v (H?)] < [1i41(G), 75 (H?)]
9, [y~"y, b7 € (@), yy4a (H?)],

e pela Proposicao 4.4, C;; < n(G, H), portanto, [[g, h?], [z, y?]] € Cij.

ii) Temos que

lg, h¥]" = [g", (h"
[2,9” ] , (h)7]
[z,97"

X

—

—

Como [[x, g7, h¥] € Cy; <A n(G, H), segue que

[ )

Q
>
-5
8

g, (h*)¥] (mod C;)

[g, (hh™"h*)?] (mod Cy;)

(g, h?(h~'h")?] (mod C; )

g, (W7B")?)[g, h?) ") (mod Ciy)

(9. [, 2]7][g, ] (mod Ciy)

(9, [, 2]?][g, h¥)[g, 1)~ (g, B2 T (mod Ciy)

9. h*][g, [h, 2]7][[g, [h, 7], [g, k7]l [[g, h¥], [=, B¥]] (mod Cij).

Pelo item i),

Hga h@]’ [ZE, hgp]—l] S Oij
lg. [, 217), [9. 1) = ([lg, b4, [g, [, 2]?]])) ™" € Ciy.
Portanto, [g, h?|* = [g, h¥][g, [h, z]¥] (mod C;;).

iii) Temos que

g, h?]Y" = [g", (h)¥]
[9”, ([y, h™"]h)?]

= [, h¥][g", [y, k191"
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Como [¢¥, [y, h1]?)"" € Cjj, segue que

lg, h*] = lg* h“"] (mod Cyy)
=[9(9™ ) 7] (mod Ci)
= [g,h?)9 9" [g7 g¥, h¥] (mod Cj;)
= (g, h*]lg, h¥] g, h¥)9¥ g g¥, h?] (mod Cjj) (pela Proposigao 4.7)
= g, p71llg, h71 [9, yllllg, w], h¥] (mod Cy) (pelo item 1))
g, h¥]

[lg, yl, 7] (mod Ci;).

iv) Como consequéncia dos itens ii) e iii), temos que
9, h¥1%" = ([9, h¥1[g, [h, 2]?])¥" (mod Cyy)

= [g, h¥]""[g, [h, 2]*)*" (mod Cy)

= [g, h¥][lg, y], h¥1[g. [h. 2]][[g, y], [, 2]¥] (mod Ci)

= [g, h¥][g. [h. 2"][lg, v, R*]ll9. y], h¥], |g, [h, 2]7]]
lg71 g%, (h™'h")?] (mod Ciy)

= lg, 27]lg, [l 2)7]lg, ), h¥1[llg, yl, h¥). [g, [, 2]7]] (pelo item 1))
[lg, ¥%], [z, h¥] "] (mod Cyj) (Pela Proposigao 4.7)

= g, 2%1(g, [h, 21?][lg, y], ¥1[[g, y*], [#, h¥] "] (mod Cy).

E o resultado segue.
[ |

Agora temos condigbes para provar um dos resultados principais desse trabalho.
Podemos reescrever o Teorema 0.2 como sendo

Teorema A 4.27. Sejam G e H grupos nilpotentes de classe a e b, respectivamente.
Suponha que a agcao de H sobre G € [-Engeliana e a a¢ao de G sobre H € k-FEngeliana.
Entao n(G, H)/T(G,H)" satisfaz a condi¢ao de n-Engel para n = ¢+ (2¢ — 1)m, onde
¢ =max{a,b} e m = max{l,k}. Em particular, se G e H sdo finitamente gerados entao,
n(G, H) ¢é nilpotente.

Demonstragao. Pela Proposigao 4.4 temos que [v;(G),v;(H?)] <n(G, H) para todo i,j >
1. Sejam u, v elementos de (G, H), ¢ = max{a, b} e m = max{l, k}, vamos provar, com
indugao sobre s > 0, que

s+1

teramt] = 1 (mod (G, 1) T[(), m_i(H@)]) . (45)
i=1

Para s =0, como n(G,H) =7(G,H)GH?, e

n(G,H) (1(G,H) > G)x H?
(G, H) 7(G, H)

~ G x H?,

temos que

. (%) ~ (G x H) = 3(G) x w(H),Y i > 1.
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n(G, H)
(G, H)
[u,ev] = 1(mod 7(G, H)). E o resultado é valido para s = 0. Suponha que (4.5) seja
valido para s, entao podemos escrever

Assimn, Y41 — 1, logo [u,ev] € 7(G, H) = [G, H?] = [y2(G), 3 (H?)], ou seja,

s+1 r;

[Uyessm V] = H H Gi,» hll(mod 7(G, H)'),

i=1 t=1

onde g;, € Yi(G), hi, € Vsro—i(H), 1 <t <1y 1 <i < s+1. Além disso, podemos escrever
v=zxy? € n(G,H) com z € n(G,H), x € G ey € H. Para demonstrar que (4.5) vale
para s + 1, primeiramente afirmamos que

s+1 r;

[ua(c+sm+j) v H H glw irrg L glt ] 9]7 hft] (mOd K) (46)

=1 t=1

onde K = 7(G, H) [L22[vi(G), vera—i(H?)] e j > 1.
Demonstraremos esta afirmagao com inducgao Sobre j. Para 7 =1 temos que

[uy(c+sm+1) U] = Hua(c+sm) U]? U]

[s+1 7;
= HH[git,hZi],zxyS”] (mod (G, H)")
Li=1 t=1
s+1 r; s+1 r; xy?
= HH[git,hZi],xy“"] [H H[gi”hé‘i]&] (mod 7(G, H)")
i=1 t=1 =1 t=1

s+1 r;
= [H [1lg:.. 25). xy%fi (mod 7(G, H)')
i=1 t=1
s+1 r;

= H H s I g, hf]“”yw (mod 7(G, H)").

i=1 t=1

Pelo Lema 4.26, temos que

s ams) Hl‘z[gm BEY i B ) i Thies 21 Lgier 01 Lgins 7, [, B
(mOd T(Ga H)I H[%+1(G)> ”Ys+2fi(H¢)] [%-(G), %+3z‘(H¢)]>

ou seja,

s+1 r;

[ (c+sm+1) H H glzv ity L gZH ]7 hi] <m0d T(Ga H)/ H[’Vz(G)v ’ys+3—i<H‘p)]> .

i=1 t=1 =1
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Logo, o resultado ¢ vélido para j = 1. Suponha que (4.6) seja valido para j, vamos
mostrar que é valido para j + 1. Com efeito, pela Proposigao 4.7 item vi), segue que

[ua(c—l—sm-‘,-j—i—l) U] :Hua(c—i-sm-l—j) U]? U]
[s+1 7;

TT 1Tl iy 2111y ). 55 y] (mod K)

Li=1 t=1

H ]j[git7 [hlt J m]w]“git 5] y]) hZ] ]

Li=1 t=1

[s+1 7; zy®

LT 1T, (s 2190M0gi0,5 9], 22D, = ] (mod K)
Li=1 t=1

s+1 r;

= H H glt’ it9] LL' [[th ’J y]? hi]) ([gitv [th ’J x]cp] [[git ’J y]’ hm)my*"

1=1 t=1
(mod K)

s+1 r;

=TT T Ve 21l 91 15D (g Ty 21717 Ly o], 1517

i=1 t=1
(mod K)

s+1 r;

=111, (s 2190010, 1 ED) ™ (G s 212 G ([P 2], 2%

190291, ey 2191010 9%, 2 s 2171 1) (g 01 2 s ), [, 21°)

Ulgies u1 vl hEN 9605 v), %), [, BE]TY]) (mod K)

=TT TT1gie: hivsser 2191 i1 ), B (mod ).

=1 t=1

Isso mostra que a afirmacgao é verdadeira. Em particular, para j = m, temos que

(s+1)+1

[t et (ssymy V) = 1 [ mod 7(G HY [ [4(G), vesnypai(HD)] |

=1

uma vez que as acoes de GG sobre H e de H sobre GG sao [ e k engelianas respectivamente,
e m = max{[, k}. Portanto, (4.5) é valido para todo s > 0.
Por fim, note que se s = 2¢ — 1 entao

[u76+(20*1)m U] =1 (mOd T(G7 H)/ H[%(G)v ’72c+1—i(H(p)]> : (47)

Desse modo, se 1 < ¢ < centdo 2c+ 1 —1i > ¢+ 1, dai yae11-:(H¥) = 1, ou seja,
[y et (26— 1)m ’U] =1 (mod 7(G, H)"). Por outro lado, se ¢ < ¢ < 2¢ entdo ,(G) = 1 e
[Uyet (2e-1ym V] = 1 (mod 7(G, H)'). Em ambos os casos [t,cq(2c—1ym V] € T(G, H)', ou seja,
n(G, H)/T(G, H) satisfaz a condigdo de n-Engel paran = c+ (2¢ — 1)m

Agora, supondo que G e H grupos nilpotentes sao finitamente gerados. Em particu-
lar G e H sao soluveis, 1. Nakaoka em [16] provou que entdo n(G,H) é soluvel, logo
n(G,H)/T(G, H) é um grupo soluvel finitamente gerado que satisfaz a condigao de Engel,
portanto, pelo Lema 2.27, é nilpotente. Como G é nilpotente entdo 7(G, H) é nilpotente
pelo Teorema 4.15, de acordo com o critério de P. Hall, n(G, H) é nilpotente. [
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Note que o Teorema 4.27 nao indica uma classe de nilpoténcia de n(G, H). Para
isso vamos utilizar hipdteses mais fortes sobre as as a¢oes dos grupos envolvidos. Podemos
reformular o Teorema 0.3 da seguinte forma

Teorema B 4.28. Sejam G e H grupos nilpotentes de classe a e b, respectivamente.
Suponha que a acao de H sobre G € nilpotente de classe | e a acdao de G sobre H €
nilpotente de classe k. Consideremos ¢ = max{a,b}, m = max{l,k}, n =c+ (2c—1)m e
s = 14min{a,l}. Entaon(G, H) é um grupo nilpotente de classe no mdzimo nCsy12—Cs .

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que n(G, H)/7(G, H)' é nilpotente de classe
no maximo n. Para isso, considere u, v1,vs, . .., Ueram elementos de n(G, H), o um inteiro
positivo qualquer. Vamos mostrar com inducao sobre o que

(U, V1, V9, . . Veram] = 1 (mod (G, H) H[%(G), ’yaHZ-(H“”)]) ) (4.8)
Como n(G,H) =7(G,H)GH?, ¢
n(G,H) (1(G,H) xG) x H?

~ o~ H?
(G H) (e R
temos que
(G, H) :
~ H?) ~ (H? > 1.
o (B ) =G x ) = (6) x (), ¥
Assim, v( ) 1, 1ogo [, 01, v, -, 0] € 7(G, H) = (G, HY] = [1(G), m(H?)],
ou seja, [u, Ul,Ug, .., 0] = 1(mod 7(G, H)). Logo, o resultado é valido para a = 0. Su-

ponha que o resultado seja Vahdo para «, entao podemos escrever

a+l r;

[u7 V1, V2, ... avc—l—am] = H H[gitv h;’;](mOd T(Ga H>,)7

i=1 t=1

onde g;, € Vi(G), hi, € Vat2—i(H), 1 <t <71, 1 <i<a+1l. Paramostrar que o resultado
¢ valido para o + 1, consideremos vetam+1; Vetam+2s - - - » Veram+; € 1(G, H), 7 um inteiro
positivo, de modo que Veiamiw = ZwTw¥s, 0 < w < j, onde cada z, € 7(G, H), x, € G e
Y € H, vamos mostrar que

a+l r;

[U, VU1, V2, ... 7Uc+am+j] = H H[giu [hit)xhx% <o 71‘]'}80”[91'” Y1, Y2, - .- 7yj]) h;pt]
=1 t=1

(mod K) , (4.9)

onde
a+2

=7(G,HY H[%(G),%H—i(HQ)],

=1

para qualquer inteiro positivo j.
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Para j = 1, temos que

[w, v1, V2, ..., Vetams1] = [U, 01,02, ..., Vetam, zlaﬁlyf]
f[a+1 7;
= HHgH, 7 sy (mod 7(G,H))
Li=1 t=1
[a+1 7; [a+1 7; x1yf
= H H glt? Zt xlyl H H[gita hi]) 21 (mOd 7—<G7 H)/)
Li=1 t=1 | i=1 =1
[a+1 7;
= HHg’“ 2l eyt (mod (G, H)")
Li=1 t=1
a+1l r;
S IR hi]wﬂmod (G, HY).
i=1 t=1

Pelo Lema 4.26, temos que

a+l r;

[uvvlvv?w - 7UC+am+1 HH glt’ zt glmhzt][gltv [hlmxl] ]Hglt?yl]?hzt]nglﬁyl] [xbh;’i]_l]
i=1 t=1
a+1
(mod (G, H) H[%’H(G)a Yar2-i(H?)][7(G), %a+3—i(HSD)])
=1
ou seja,
a+l r;
[U7U17U27"'7Uc+am+l Hng” hztvxl gzt7y1]7hzt] (mOd K)
=1 t=1

Logo, o resultado é valido para j = 1. Suponha que (4.9) seja valido para j, vamos
mostrar que ¢ valido para j + 1. Com efeito, tomando g = [u,v1,va, . .., Uetam+j+1), Dela
Proposigao 4.7 item vi) temos que

q :[U, V1,02, ..., Vetam+j, Uc—i—am-l—j—i—l]

f[a+1 7;

H H[g’iﬁ [h‘im L1, T2,. .. 71‘].]90“{9’%7 Y1, Y2, - - 71/1]7 h‘zt] ’ZJJrl:CJJrly]-‘,-l]
L:=1 t=1

(mod K)

f[a+1 7;

H H[git7 [h’ita T1,To,. .. 7xj]‘pH[gita Y1,Y2, - - 7y]]7 h’zt] x]+1yj+1]
Li=1 t=1

[a+1 7;

zy®
H H[gi“ [h’it7 T1,T2,. .. 7xj](p}“git7 Y1, Y2, -- 7y_7]7 hzt] ZJJrl] (mOd K)

Li=1 t=1
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a+l r;
= H H([glta [hita L1, L2y axj]so][[giuyla Y2, ... 7yj]a hi])_l
i=1 t=1
([gim [hita L1, T2, - - ij]go][[gimyla Ya, - - 7yj]7 hi])$]’+1y;€+1 (mOd K)
a+l r;
= H Hqu“ [hita X1, L2y ﬂxj]@][[giﬁyla Yo, ... 7yj]a hi])_l
i=1 t=1
[.gim [hita L1, L2y - 7xj](p]xj+lyf+1[[gim Y1,Y2, - . 7yj]7 h;i]mj+lyf+l (mOd K)
a+l r;
= H H([gl“ [hita L1, T2, 7xj]w][[git7y17 Yo, ... 7yj]7 hft])_l
i=1 t=1
Giys [hita X1, T2y - axj]w][gita [hi“xla Loy 7$‘j,ﬂ?j+1]¢]
Giys yj+1]; [hit, T1,To, ... 735],]@][[91,” yfﬂ], [$j+17 [hit, T1,To, ... 795]‘]@]_1]

[
[gim Yi,Y2, - - - 7yj]7 hi”[glﬂ Y1, Y2, - - 7yj]7 [hiw I‘j-i-l]ip]
[

gitvyhyQa"'7yj7yj+1]7hi“[[giﬁyby%"'>yj]7y}0+1]7[xj+lahft]il] (mOd K)
a+l r;

= H H[gim [hitaxhx% cee 7Ij7xj+1]g0][[git7y17y27 e 7yj7yj+1]7 hft]
=1 t=1

Hgit7 yj-i—l]a [hit7 L1, T2y .- 73:]']@][[91}7?/1’ Yo, .. 7yj]7 [hita :L‘j—i-l]gp] (mOd K)
a+l r;

= H H[gim [hituxlvx% <o ijaijrl]go][[git?yluy% e 7yj7yj+1]7 h;,pt] (mOd K) .

i=1 t=1

[
[
[
[

Portanto, (4.9) é valido para todo inteiro positivo j. Em particular, para j = m, temos
que

a+2
[u, vy, vz, . .. >Uc+(a+1)m} =1 (mod (G, H) H[Vi(G)77a+3i(H¢)]> )

i=1

uma vez que as acoes de GG sobre H e de H sobre (G sao [ e k nilpotentes respectivamente,
e m = max{[, k}. Portanto, (4.8) ¢ valido para todo o > 0.
Por fim, note que se o = 2¢ — 1 entao

2c
[U,, V1, V2, ... 7’Uc+(2071)m] =1 (mOd T(G7 H)/ H[’YZ(G% 72c+1—i(H90)]) :

=1

Desse modo, se 1 < ¢ < centdo 2c+ 1 —1i > ¢+ 1, dai yac11-i(H¥) = 1, ou seja,
[Uyet (2e-1ym V] = 1 (mod 7(G,H)"). Por outro lado, se ¢ < i < 2c entao v(G) = 1 e
[w, 1,02, ..., Vey(2e—1)ym] = 1 (mod 7(G,H)"). Logo, [u,v1,v,...,Vet@e—1)m] € T(G, H),
ou seja, N(G, H)/7(G, H)' ¢ nilpotente de classe no maximo n = ¢+ (2¢ — 1)m.

Como G é nilpotente de classe a, entdo Dy (G) é nilpotente de classe no maximo a, e pelo
Teorema 4.16, 7(G, H) ¢é nilpotente de classe no méximo a + 1. Agora, como a agao de
H sobre G é nilpotente de classe [, pela Proposicao 4.23 Dy (G) € nilpotente de classe 1, e
novamente pelo Teorema 4.16 7(G, H) é nilpotente de classe no maximo [ 4+ 1. Tomando
s = 1+ min{a,!l}, temos que 7(G, H) é nilpotente de classe no maximo s. Portanto, pelo
critério de P. Hall 2.18 n(G, H) ¢é nilpotente de classe no méaximo nCs 19 — Cso. [ |
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Exemplo 4.29. Tomemos Qg = (z,y| z* = 1, y* = 2%, yry=1 = z71) o grupo dos

quatérnios de ordem 8 e Dy = {(a,b| a* = b*> = 1, a® = a™') o grupo diedral de ordem 8.
Considere que Dy é Qg-trivial e Qg age da sequinte forma sobre Dy:

a“=ateb®=b

a’ =a et =0

Vamos mostrar que estas agoes sao compativeis. Como a acdao de Dy em Qg € trivial
entao ela € compativel. Temos que,

1.T(Z

)

_ —1 _ a
a =d*=a'lea” P =qg'=d"

= aa_
a® = a® = a—l e abflacb — (bab)mb — (a—l)xb — (lb — a—l = aa:b — albflzb'
E ainda,
bx — bx — b e ba’lxa — (aba—l)xa — (a2b)xa — (CL_2b)(Z — b = bx“ — ba’lxa7
b

b=t =bet T =b? =t =b= b =d

a

Portanto, as agoes sao compativeis. Agora, vamos provar que as a¢oes sao nilpotentes.
Para todo inteiro positivo i, seque que

[az”x] — a—i(ai)x — a—2z‘

ai 2] = [a~%, 2] = a¥(a~¥)® = a¥ = 1.
FE ainda,

[a’b, 7] = ba""(a’b)* = ba"'a""b = a*

@b 2] = [a%, 2] = a~¥(a¥)® = a4 = 1.
De modo andlogo, mostramos que [a'V 5y] = 1. E como os geradores de Qg agem de

maneira similar sobre Dy, concluimos que a acao de Qg sobre D4 € nilpotente de classe 2.
Pelo FExemplo 2.11, Qg e Dy sao nilpotentes de classe 2. Entao pelo Teorema 4.28 temos
que N(Qs, Dy) € nilpotente de classe no mdzimo 7= 8Cs9 — Cy 5.

No Exemplo 4.11, vimos que o grupo 7n(Vy, C3) ndo é supersoluvel pois contém
um subgrupo isomorfo ao grupo A4 (nao supersolivel). Portanto, mesmo sendo finitos
nao podemos garantir que o grupo n(G, H) é supersoluvel a partir de dois grupos G e
H supersoluveis finitos com agoes compativeis um sobre o outro. Porém ao adicionar-
mos agoes Engelianas nos grupos envolvidos podemos garantir que o subgrupo 7(G, H) é
nilpotente.

Proposicao 4.30. Sejam G e H grupos finitos. Suponha que G e H agem compativel-
mente um sobre o outro com uma acao Engeliana. Entao, G ® H € nilpotente.

Demonstragao. Sabemos pela Proposicao 4.7 que Im(\) = Dg(G) e ker(\) é um sub-
grupo central de 7(G, H). Pelo Teorema do isomorfismo, temos que

7(G, H)

— 2~ Dy(@).

ker(\) 1(G)
Pela Proposigao 4.23, Dy (G) satisfaz a condigdo de Engel e é finito pois G é finito.
Assim, pelo Teorema 2.22, Dy (G) é nilpotente e, consequentemente, 7(G, H)/ker(\)
é nilpotente. Como ker(X) é central em 7(G, H), pela Proposi¢ao 2.3 concluimos que
7(G, H) é nilpotente. E como 7(G, H) ~ G ® H, obtemos o resultado desejado. [ |
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Concluimos esse capitulo com a seguinte questao relacionada aos grupos super-
soluveis:

Questao 4.31. Sejam G e H grupos supersoliveis finitos. Suponha que G e H agem

compativelmente um sobre o outro com uma a¢ao Engeliana. Entao n(G, H) é supersoli-
vel?

Observacao 4.32. Para demonstrar a questao acima € suficiente mostrar que o grupo
n(G,H)/T(G, H) ¢ supersolivel (Proposicéoes 4.30 e 2.19).



Capitulo 5

Consideracoes finais

Em [19] Rocco mostra que o grupo v(G) ¢é nilpotente, de classe ¢ + 1 ou ¢, se
o grupo G ¢é nilpotente de classe ¢. Além disso, mostramos no Teorema 4.15 que se o0s
grupos G e H sdo soltveis entdo o grupo n(G, H) é solivel. E factivel pensar que se este
resultado é valido para o grupo n(G, H), ou seja, dados dois grupos nilpotentes com agoes
compativeis um sobre o outro entdao o grupo n(G, H) ¢é nilpotente. Mas este raciocinio
nao ¢ valido, pois dados C), e Cy os grupos ciclicos de ordem p e 2 respectivamente, com
p primo impar, provamos em 4.10 que o grupo 1(C,, Cy) nao é nilpotente. Assim, mesmo
que os grupos envolvidos sejam ciclicos nao podemos garantir a nilpoténcia do grupo
n(G, H). Dessa forma, para garantir que o grupo n(G, H) seja nilpotente, exigimos que
os grupos sejam finitamente gerados e as acoes dos grupos envolvidos cumpre mais uma
propriedade, além de serem compativeis. Com isso, provamos em 4.27 que se 0s grupos
envolvidos sao nilpotentes finitamente gerados e as agoes sao compativeis e cumprem a
condigao de Engel entao o grupo n(G, H) é nilpotente. Note que nao estipulamos a classe
de nilpoténcia do grupo n(G, H), e para obter uma cota méaxima de nilpoténcia, devemos
exigir condi¢oes mais fortes sobre as agoes dos grupos e em contra partida podemos retirar
a exigéncia que os grupos sejam finitamente gerados. Dessa forma, provamos em 4.28 que
se os grupos G e H sao nilpotentes de classe a e b, respectivamente tal que a acao de
H sobre G é nilpotente de classe [ e a acao de G sobre H é nilpotente de classe k entao
n(G, H) é um grupo nilpotente de classe no méaximo uma cota em termos das classes de
nilpoténcia dos grupos e das agoes envolvidas.

Sao conhecidas muitas classes de grupos entre nilpotentes finitos e soltveis finitos
como por exemplo: os grupos supersoliveis, os grupos que satisfazem torre de Sylow,
grupos que satisfazem a reciproca do Teorema de Lagrange entre outras classes. No
Exemplo 4.11 provamos que o grupo n(G, H) nao é necessariamente supersoluvel se os
grupos G e H sao supersoluveis finitos. Assim, podemos nds questionar quais classes de
grupos sao preservadas nas construgoes do produto tensorial nao abeliano de grupos e na
construgao do grupo n(G, H). Mais precisamente: consideramos uma classe de grupos
finitos X entre nilpotentes e soluveis. Se G e H sao grupos em X, com agoes nilpotentes
entre eles, entdo o grupo 7n(G, H) esta na classe X7
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