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RESUMO

Este trabalho apresenta a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno no desenvolvimento
de simuladores para o estudo dos fendmenos dos cones de dgua e de gds em pocos de petrdleo
horizontais e verticais. O escopo é a modelagem numérica bidimensional e axissimétrica dos
fenémenos utilizando o Método dos Elementos de Contorno com sub-regides e interface entre os
fluidos modelada como uma fronteira moével. Este texto traz uma revisao acerca destes fendémenos
e de seu impacto na industria de petréleo, de forma a situar o leitor sobre a motivacdo para a

escolha da aplicagao.

Sao utilizados dois modelos de escoamento potencial, monofésico e bifasico. Um terceiro mo-
delo, de escoamento difusivo monofésico, também é aplicado. Além desses, sdo adotados modelos
monofasico e bifdsico para escoamento potencial em dominios axissimétricos. Todo o tratamento
matematico envolvido na dedugédo das equacoes governantes dos modelos é apresentado. Também
estao presentes os desenvolvimentos matematicos de diversas formulagoes do Método dos Elemen-
tos de Contorno. Sao elas a formulagdo para problemas potenciais bidimensionais, a formulagao
de Reciprocidade Dual para problemas regidos pela equagdo da difusividade em dominio bidi-
mensional, a formulagdo para problemas potenciais em dominio tridimensional axissimétrico, e a

formulagao de sub-regides, para problemas sobre dominios homogéneos por partes.

Uma alternativa na modelagem do poco de petréleo horizontal em dominio bidimensional é
proposta, utilizando um conjunto de sumidouros pontuais para representar seu perimetro. Esta
abordagem permite analisar de forma satisfatéria o comportamento da interface entre fluidos,

mesmo depois que ela ja tenha tocado o poco.

Os aspectos principais da implementacao dos simuladores sdo documentados de forma a per-
mitir a utilizacdo deste texto como consulta para implementacoes semelhantes. A determinacao e
aplicacao das condigoes de contorno para todos os modelos, incluindo as condi¢bes de compatibi-

lidade e equilibrio na interface entre fluidos, sdo apresentadas.

Os simuladores propostos foram desenvolvidos e validados em comparacao a resultados anali-

ticos, numéricos e experimentais.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Interface moével, Escoamento potencial,

Cone de agua, Cone de gas, Reservatérios de petroleo.
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ABSTRACT

This thesis presents the application of the Boundary Element Method in the development of
simulators for the study of water and gas coning phenomena in horizontal and vertical oil wells.
The scope is the two-dimensional and axisymmetric numerical modeling of the phenomena using
the Boundary Element Method with sub-regions and interface between fluids modeled as a moving
boundary. This text provides a review about these phenomena and their impact on the petroleum

industry, in order to situate the reader on the motivation for the choice of the application.

Two potential flow models are used, single-phase and two-phase. A third model, single-phase
diffusive flow, is also applied. In addition to these, single-phase and two-phase models are adop-
ted for potential flow in axisymmetric domains. All the mathematical treatment involved in the
deduction of the governing equations of the models is presented. The mathematical developments
of several formulations of the Boundary Element Method are also presented. These are the for-
mulation for two-dimensional potential problems, the Dual Reciprocity formulation for problems
governed by the diffusivity equation in a two-dimensional domain, the formulation for poten-
tial problems in a three-dimensional axisymmetric domain, and the subregion formulation, for

problems over piecewise homogeneous domains.

An alternative in modeling the horizontal oil well in two-dimensional domain is proposed, using
a set of point sinks to represent its perimeter. This approach allows satisfactory analysis of the

behavior of the fluid interface, even after it has already touched the well.

The main aspects of the simulators implementation are documented in a way that allows this
text to be used as a reference for similar implementations. The determination and application of
the boundary conditions for all models, including the compatibility and equilibrium conditions at

the fluid interface, are presented.

The proposed simulators have been developed and validated against analytical, numerical, and

experimental results.

Keywords: Boundary Element Method, Moving interface, Potential flow, Water coning, Gas

coning, Oil reservoirs.
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Capitulo 1

Introducao

Registros de escavacdo de pogos de petrdleo indicam épocas tdo antigas quanto o ano de 1594
(Sokolov, 1972). Ap6s o inicio de sua exploragao comercial, todo um estilo de vida se desenvolveu
em torno do uso do petréleo como um dos principais recursos energéticos em nossa sociedade.

Inicialmente medidos em alguns metros de profundidade, hoje os pogos alcangam quilémetros.

Mesmo para os padroes das empresas que fazem parte desse mercado, o custo de implantacao
de uma planta de producdo de petrdleo é bastante alto. Alta produtividade é sempre desejada.
Isso significa produzir o maximo possivel do 6leo mais “puro” possivel. No entanto, o 6leo ndao pode
ser extraido nem com a velocidade, nem com a pureza desejada, porque varios fatores limitam a

producao. Dois deles compdem o tema deste trabalho.

Seja qual for a motivagao - lucro, eficiéncia ou sustentabilidade - o fato é que o melhor entendi-
mento de um sistema permite um melhor controle sobre ele. E aqui entra a utilidade da simulacao
numérica para o entendimento dos sistemas estudados. As simulagdes, desde que baseadas em
modelos matematicos representativos da real natureza do problema, podem trazer resultados que
ampliam o entendimento acerca do sistema. Simuladores permitem experimentar, embora nao
com aparatos fisicos, o comportamento do sistema estudado em situagoes hipotéticas. Neste con-
texto, este trabalho é dedicado ao desenvolvimento e implementagdao de formulagoes do Método
dos Elementos de Contorno (MEC) para a simulagdo do comportamento dos cones de dgua e de

gas em pocos de petroleo.

1.1 Os cones de agua e de gas

Sao de especial interesse da industria de petrdleo os fenémenos denominados “cone de agua” e
“cone de gas”, que se manifestam com frequéncia em reservatérios de petréleo quando submetidos
a extracao através de um poco produtor. Tais fendmenos sao fatores limitantes na produtividade
de um pogo de petréleo e sdo decorrentes do gradiente de pressao aplicado pelo poco produtor no
interior do reservatério. Esse gradiente de pressdo atinge todos os fluidos presentes no reservatorio
(petréleo, dgua e gis natural) e como a dgua e o gas tém maior mobilidade que o petréleo, os

mesmos tendem a fluir em direcdo ao poco, tomando, cada um, a forma de um cone.



A limitacao na produtividade do pogo de petréleo ocorre porque, quanto maior for a vazao de
extracdo, mais as massas de agua e de gas se aproximam do pog¢o. Entao, existe um limite para
a vazdo de extragdo, a partir do qual o cone de d4gua e/ou o cone de gas atingem a extremidade
do pogo, fazendo com que dgua e/ou gés sejam produzidos junto com o petréleo, diminuindo a
produtividade. Experimentos e andlises matematicas sdo realizados desde o inicio da exploragao
industrial do petréleo (Joshi, 1991), na tentativa de resolver problemas dessa natureza. O primeiro
trabalho publicado sobre esse tema, em 1935, ja diz que a formacio e evolugdo do cone de dgua
sdo fendmenos muito complexos, sobre os quais uma andlise tedrica é praticamente impossivel

(Muskat and Wyckoff, 1935).

No passado, profissionais da Engenharia de Petrdleo tentaram contornar a complexidade destes
fen6menos empregando severas aproximacoes e restrigoes na formulacdo de modelos e correlagoes
que sao utilizados ainda atualmente para estimar o comportamento dos cones de agua e de gas
(Rosa et al., 2006). Com o desenvolvimento do poder computacional nas tltimas décadas, as
analises numéricas se tornaram cada vez mais presentes na industria. Com a adocdo de simula-
¢Oes computacionais, as simplificagbes nos modelos puderam ser minimizadas, o que trouxe um
aumento na acuracia dos resultados obtidos. Mesmo assim, os modelos analiticos aproximados
ainda sao utilizados para andlises rapidas e reconhecimento prévio de relaces entre caracteristicas

dos reservatorios e a produtividade esperada.

Os reservatérios de petréleo se estendem por grandes areas. Naturalmente, é esperado que
propriedades como a porosidade do meio e sua permeabilidade ao fluxo de fluidos, que sdo ine-
rentes da matriz rochosa, ndo sejam homogéneas ao longo da grande extensao dos reservatorios.
Entretanto, os fendémenos dos cones de agua e de gds sdo ocorréncias que influenciam o escoa-
mento nas imediagoes do pogo produtor. Nessa regido préoxima do pocgo, é razoavel admitir que
as propriedades sejam homogéneas (Dake, 1978). Essa aproximagao é adotada por principio neste
trabalho.

E importante notar que mesmo os modelos mais sofisticados ndo conseguem representar fiel-
mente os reservatérios. Devido a sua inacessibilidade, nunca se tem um conhecimento real das
suas caracteristicas fisicas. O que se tem sdo extrapolagoes feitas a partir de dados obtidos em
medigoes e amostras de material retirado do reservatério durante as fases de estudos e de perfura-
¢ao dos pocgos. Esta caracteristica do estudo dos reservatorios de petréleo faz com que seja natural
se trabalhar com valores médios das suas propriedades fisicas, como porosidade, permeabilidade
e compressibilidade, mesmo nos casos de modelagem mais complexa. Trabalhar com valores nu-
méricos muito apurados, com um grande nimero de algarismos significativos, ndo significa estar
aumentando a exatiddao do modelo, porque nunca se conhecem os valores reais das grandezas que

se estd representando.

1.2 O Método dos Elementos de Contorno

A maijoria dos problemas préaticos de engenharia pode ser representada matematicamente por

equagoes diferenciais. Juntamente com as condigées de contorno e propriedades dos materiais



envolvidos, podem ser criados modelos com capacidade de apresentar matematicamente a resposta

do sistema modelado em diversas situacgoes.

Como nem todos os problemas possuem solugdo analitica, as técnicas de solucdo numérica
das equagoes diferenciais sdo imprescindiveis para os diversos campos da ciéncia e da engenharia.
Nesse sentido, o desenvolvimento dos computadores e o constante aumento em sua capacidade de
processamento algou a andlise numérica a um lugar de destaque na andlise de problemas praticos
de engenharia. Como em toda area do conhecimento, existem entre os métodos numéricos distintos
graus de maturidade, de acordo com o seu histérico de desenvolvimento para cada tipo de aplicagao.
Atualmente, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é considerado o método padrao para andlise
de problemas estruturais, enquanto o Método dos Volumes Finitos (MVF) é adotado por padrao
para a solugdo de problemas de mecéanica dos fluidos, por exemplo. Isso nao significa que a
comunidade académica deixe de desenvolver certas capacidades em um método pelo simples fato

de que algum outro seja o padrao para a area de estudo em questao.

Este trabalho se localiza justamente no desenvolvimento de uma aplicagdo especifica com o
Método dos Elementos de Contorno (MEC). Embora as bases mateméticas que o sustentam sejam
antigas, ele é o de desenvolvimento mais recente entre os métodos “padrao”. O MEC tem uma
caracteristica interessante: diferente dos métodos numéricos mais populares, como o MEF, o MVF
e o Método das Diferencas Finitas (MDF), o MEC é um método numérico integral de contorno.
Seu tratamento matemadtico descreve todo o fendmeno nas fronteiras do dominio (na superficie
para um dominio tridimensional; no contorno para um dominio bidimensional; nos pontos da
extremidade para um dominio unidimensional). Em problemas envolvendo forcas de corpo, as
integrais de dominio provenientes destas for¢as devem ser transformadas em integrais de contorno.
Sao empregadas para isso formulagoes como o Método da Reciprocidade Dual (MRD) (Partridge
et al., 1992), o Analog Equation Method (AEM) (Katsikadelis, 2002) e o Método da Integracao
Radial (MIR) (Gao, 2002; Gao et al., 2007). O MEC tem, entdo, a caracteristica de diminuir
o problema em uma dimensdo espacial, levando a um sistema com menos graus de liberdade.
Outra caracteristica inerente do método é o tratamento de dominios infinitos sem a necessidade

de truncamento ou aproximacao.

As vantagens e desvantagens de um método numérico especifico podem ser avaliadas em dis-
tintos contextos. Um deles é a facilidade do uso pelo usuirio, em contraste com a facilidade de
desenvolvimento pelo desenvolvedor. Importante neste contexto é a etapa de geracdo da malha
para a resolucao do problema. Do ponto de vista do usudrio, criar a malha é a parte mais tra-
balhosa no processo de simulagao (Belytschko et al., 1994). No MEC, esta tarefa é executada de
forma mas eficiente, uma vez que a discretizagdo do interior do dominio nao é necessaria. Além
do impacto para o usudrio, isso traz também o beneficio para o desenvolvedor em problemas onde
o ajuste da malha deve ser feito durante a simulacdo em processos iterativos, como é o caso dos

problemas com fronteira movel analisados neste trabalho.

Atualmente, a analise isogeométrica é uma tentativa de facilitar a geragdo da malha usando os
softwares de desenho assistido por computador (CAD) para gerar a geometria. Diversos trabalhos

aplicam a técnica com sucesso. Campos (2016) apresenta uma formulacao de elementos de contorno



com modelagem de geometrias complexas através de NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline).
Em uma interface entre a analise isogeométrica e o tema do presente trabalho, Nascimento (2021)
desenvolve uma formulagdo do MEC que utiliza NURBS para modelar os fenémenos de cone de
agua e gas em geometria bidimensional e axissimétrica. Seus resultados sdo comparados com o0s

obtidos neste manuscrito.

O MEC é um método especialmente eficaz no tratamento de regides onde as variaveis apresen-
tam altos gradientes. No MEF, por exemplo, as regioes com elevados gradientes necessitam ter
uma malha mais refinada para a obtencao de resultados precisos. No MEC, a maior precisdao dos
resultados é garantida principalmente pelas funcbes peso utilizadas na obtencéao da forma fraca
das equagoes diferenciais. Diferentes de outros métodos numéricos, o MEC utiliza como fungéo de
peso solugoes analiticas que representam os efeitos de uma carga pontual em um dominio infinito,
conhecidas como solugdes fundamentais (Becker, 1992). Outro fator que traz precisao nos resulta-
dos é discretizacdo apenas do contorno. Dessa forma, ndo héa erros de aproximacao de geometria

no interior do dominio.

FEm problemas com muitos graus de liberdade, a montagem das matrizes cheias e ndo simétricas
do MEC sao as grandes consumidoras do tempo de processamento dos codigos. Para atacar esse
problema, diversas técnicas sdo estudadas e empregadas: Wavelets (Bucher et al., 2004), Solvers
baseados em blocos (Rigby and Aliabadi, 1995), Processos de aglutinagdo (Kane et al., 1990),
Técnicas iterativas (Mansur et al., 1992), Método dos Multipolos (Liu, 2009) e Aproximacao
Cruzada Adaptativa (Hackbusch, 2015).

Atacando o problema pela velocidade de processamento, o paralelismo vem sendo aplicado em
implementagoes voltadas para problemas de larga escala. Galvis et al. (2021) desenvolveram o
primeiro software totalmente paralelizado para a analise do comportamento mecénico de materiais
heterogéneos utilizando o MEC em dominio tridimensional. Ao contrario de todos os outros
cbdigos atualmente disponiveis, este software é capaz de simular tanto materiais isotrépicos quanto

anisotrépicos compostos de uma ou varias sub-regides.

As implementagdes do MEC envolvendo sub-regies sdo normalmente aplicadas em problemas
onde as propriedades do dominio apresentam homogeneidade por partes. Assim, cada porgao
homogénea do dominio é tratada como um sub-dominio independente que se relaciona com os de-
mais através de condigoes de compatibilidade e equilibrio nas fronteiras compartilhadas por estes.
A técnica ¢é aplicada também para a solugdo de problemas de fraturas em materiais com trincas
(Eder Lima de Albuquerque et al., 2002), em problemas multi-escala com materiais policristalinos
(Galvis and Sollero, 2016; Galvis et al., 2017, 2018, 2020), e no presente trabalho é aplicada na
representagao de cada fluido que constitui o cenario do problema do cone de dgua ou do cone de

gas.

Neste trabalho, a fronteira entre duas sub-regides é utilizada para representar a interface entre
dois fluidos imisciveis. Esta é uma aproximacao adotada, que limita a aplicagdo do cédigo aqui
desenvolvido: assume-se que a zona de transi¢do que sempre existe em dois fluidos que estdao em
contato é pequena o suficiente para ser aproximada por uma interface “abrupta”. Uma abordagem

semelhante é adotada na representacdo da superficie livre do 6leo - ou eventualmente da dgua -



em contato com o ar ou com o gas natural.

Varios autores aplicaram esta estratégia no MEC para a andlise do fenémeno do cone de
agua ou de fendmenos semelhantes. (Rafiezadeh and Ataie-Ashtiani, 2014) analisa o problema de
extracdo de dgua em meios porosos em dominio tridimensional com fronteira mével. Zhang et al.
(1999) analisa a eficiéncia do bombeamento pulsado versus o constante em aquiferos monofésicos.
Em alguns trabalhos, agua doce e salgada foram consideradas coexistindo de forma estratificada
por suas diferentes densidades (Hocking and Zhang, 2009; Zhang et al., 2009). Nenhum deles,
porém utiliza sub-regides com interface movel, e tampouco usam a formulacao axissimétrica do

MEC.

1.3 Objetivo e contribuicoes do trabalho

As principais contribuicoes desta tese podem ser descritas em dois campos: o MEC e a aplicagao
pratica. Sua principal contribui¢do para o MEC sdo as formulagdes e técnicas desenvolvidas
para a implementacio de um conjunto de simuladores que permitam estudar o comportamento da
interface mével entre dois fluidos de densidades diferentes sujeitos a uma perturbacédo do potencial
no interior do seu dominio. Em especial, a associa¢ao das formulag¢oes axissimétricas do MEC com
fronteira mével tanto para dominio inico quanto para sub-regioes. Em relacio a aplicacio pratica,
a contribuicdo deste trabalho é a obtencdo de um conjunto de simuladores para a andlise dos
fendmenos dos cones de agua e de gas nas imediacdes de pocos de petrdleo horizontais e verticais.
A obtencao dos simuladores foi possivel a partir da aplicagdo das formulagoes e técnicas citadas
tanto na natureza do problema dos cones de agua e de géas, quanto nos aspectos dos reservatorios

de 4leo e gas.

Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento e a implementagao de
formulagoes bidimensional e axissimétrica do MEC para a simulagdo dos fenémenos do cone de
agua e do cone de gas em pocos de petrdleo horizontais e verticais. Em linhas gerais, o trabalho
se localiza na drea da Mecanica Computacional, tendo especificamente o Método dos Elementos

de Contorno como seu foco de estudo.

O conjunto de simuladores desenvolvidos abrange:

1. Escoamento monofasico em dominios isotropicos e ortotréopicos homogéneos, que permite

simular o fenémeno de cone de gis em pocos de petrdleo horizontais;

2. Escoamento bifasico em dominios isotrépicos e ortotrépicos homogéneos, que permite simular

os cones de agua e de gis em pocos de petréleo horizontais;

3. Escoamento difusivo monofasico em dominios isotrépicos homogéneos, que permite simular
o cone de gas em pocos de petrdleo horizontais computando as compressibilidades da rocha

e do 6leo;

4. Escoamento monofasico em dominios isotrépicos homogéneos com simetria axial, que permite

simular o fenémeno de cone de gds em pocgos de petréleo verticais;



5. Escoamento bifdsico em dominios isotrépicos homogéneos com simetria axial, que permite

simular os cones de dgua e de gas em pocos de petrdleo verticais.

Um dos possiveis empregos praticos destes simuladores é a composicdo da plataforma para
aplicagcao de sistemas de controle, onde constantemente se necessita saber a posi¢ao e velocidade
de qualquer ponto da interface. No campo do trabalho experimental, utilizam-se células de Hele-
Shaw (Fig. 1.1) para simular em escala reduzida o escoamento em meios porosos. A validagao
dos simuladores 1 e 2 foi realizada por comparacao de seus resultados com os obtidos experimen-
talmente nas células de Hele-Shaw do Laboratério de Automacao Offshore da Universidade de
Brasilia. O simulador 1 foi ainda validado por comparacao com resultados analiticos (Fortaleza
et al., 2019).
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Figura 1.1: Célula de Hele-Shaw do Laboratéorio de Automacao Offshore da Universidade de
Brasilia (Fortaleza et al., 2019)

Em um exemplo de uso, Limaverde Filho (2014) mostra a aplicacido de controle ndo-linear em
uma célula de Hele-Shaw onde se realiza a extracao de glicerina sujeita ao cone de gas. Aplicando
o algoritmo de controle sobre os simuladores desenvolvidos, foram obtidos modelos dindmicos para
controlar a altura da interface. A atuacdo se da através da variacdo da intensidade do bombe-
amento, garantindo um aumento da producdo acumulada ao longo do tempo, sem a producgao

indesejada de gas.

Outro uso pratico é a complementacao aos simuladores convencionais que, via de regra, nao
trabalham com discretizacao refinada o suficiente para modelar a regiao préxima ao pogo. Num
exemplo de modelagem convencional mostrada por Chen and Zhang (2009), com raio do pogo
de aproximadamente 0,06 m, o comprimento do elemento de volume utilizado na discretizagdo do
reservatorio foi de aproximadamente 90 m. Assim, sem um grande refinamento da malha na regiao
do pocgo, nao hé resolucao suficiente para analisar a formacio dos cones. Pode-se, entdo, simular
o escoamento geral com simuladores convencionais e utilizar a solugdo proposta para analisar a

interface entre fluidos na regidao préxima do poco.

1.4 Descricao do manuscrito

O Capitulo 2 contextualiza os fendomenos dos cones de agua e de gas, apresentando seus aspectos

principais, bem como conceitos fundamentais a respeito da producao de petroleo, das caracteristi-



cas dos reservatoérios, e os tipos de pogos produtores. O Capitulo 3 apresenta a base conceitual dos
modelos utilizados, sintetizando as deducbes das principais equagdes que governam os escoamentos
potencial e difusivo. Neste capitulo sdo apresentadas ainda as condi¢oes de contorno gerais para
os tipos de problemas a que os simuladores se propoem a estudar. No Capitulo 4, é apresentada
a teoria do Método dos Elementos de Contorno para problemas potenciais. A equagéo integral de
contorno é obtida e discretizada para elementos de contorno lineares continuos. As solugoes funda-
mentais bidimensionais isotropicas sdo apresentadas, e as solu¢des fundamentais ortotrépicas sao
propostas. O Capitulo 5 introduz a formulagio axissimétrica do MEC para problemas potenciais
modelados em dominios axissimétricos. A deducdo das equacgoes desta formulacdo é apresentada
em uma abordagem alternativa simples e direta para a obtencao das solugdes fundamentais. No
Capitulo 6, é apresentada a formulacdo do Método da Reciprocidade Dual (MRD) do MEC para
problemas regidos pela equacao da difusividade hidrdulica, que é aplicada na implementagdao do
simulador de escoamento difusivo. O Capitulo 7 apresenta a formulacdo desenvolvida para o aco-
plamento de sub-regides e mostra como o conceito das sub-regides foi utilizado na implementagao
especifica da interface mével entre os fluidos. O Capitulo 8 apresenta aspectos especificos da im-
plementacao realizada, como a determinagao das condi¢Ges de contorno, as maneiras possiveis de
se mover a interface e os calculos correspondes, além das possibilidades de modelagem dos pogos
produtores. No Capitulo 9, sdo apresentados os resultados obtidos com os simuladores implemen-
tados e as validagoes pertinentes. As conclusoes deste trabalho sdo apresentadas no Capitulo 10,

que traz também as sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Os fenomenos dos cones de Agua e de

gas

2.1 Introducao

Por sua importancia como area de aplicagdo dos simuladores desenvolvidos, os fendmenos dos co-
nes de dgua e de gas serdo contextualizados com o objetivo de familiarizar o leitor com conceitos e
nomenclatura envolvidos. Nesta contextualizacio, este capitulo apresenta os aspectos fundamen-
tais a respeito dos reservatorios de petréleo, os tipos de pogos produtores e suas caracteristicas,
bem como os fundamentos dos fenémenos dos cones de agua e de gas, suas desvantagens e impactos

na producao de dleo.

2.2 O reservatorio de petroéleo

Um reservatério de petréleo é um meio poroso, permeavel, que normalmente esté aprisionado entre
uma rocha impermedvel acima e uma rocha semipermedavel abaixo. Existem varias configuracoes
possiveis dentro do reservatério. A primeira possibilidade é o reservatério conter apenas petrdleo.
Outra possibilidade é o reservatério conter, além do petrdleo, uma massa de dgua, a que comumente
se refere como aquifero. Pode haver, também, a ocorréncia de petréleo na presenca de uma
massa de gas natural, a que se convencionou chamar de capa de gds. Por ultimo, pode haver a
presenca dos trés fluidos, petréleo, dgua e gas (Fig. 2.1). Tudo depende das condigoes de pressao
e temperatura a que o reservatorio esteve (e estd) submetido e das condigoes geoldgicas daquele

ponto da subsuperficie onde ele se encontra.



Reservatorio

Figura 2.1: Configuracao geral de um reservatério de petréleo (WSGS, 2014)

De acordo com Thomas (2004), o processo de formagao do petréleo inicia-se nas camadas de
rocha sedimentares localizadas em profundidade superior a do reservatério. Uma vez formado o
petroleo, este escoa por rochas semipermeaveis até encontrar um bolsao de rocha porosa que esteja
aprisionado por rochas impermeéveis. Este bolsao gradativamente se enche de petréleo e se torna,
entdo, um reservatério. Segundo Sokolov (1972), a formagao do petréleo é um processo quimico
que s6 ocorre sob condigoes geoldgicas definidas. As condigbes de pressdao e temperatura aliadas
ao longo tempo que o petréleo fica estagnado contribuem para a composicdo final e o estado fisico

dos hidrocarbonetos que se encontram no reservatorio.

2.3 O poco produtor

Para extrair petréleo de um reservatério, um poco é perfurado no solo, passando através de
varias camadas de rocha até chegar no meio poroso que contém o petréleo, conforme mostrado na
Fig. 2.2. O pogo se caracteriza, entao, pelo duto perfurado desde a superficie até a zona de dleo
do reservatoério. Suas paredes sdo recobertas por um tubo metélico para garantir a estabilidade
estrutural necessaria. Este tubo, denominado revestimento, é perfurado (Fig. 2.3a) ou ranhurado
(Fig. 2.3b) na regiao em que tem contato com a zona de dleo. Isso é necessirio para permitir a
entrada do 6leo no interior do pogo através de toda a superficie do pogo que tem contato com o

6leo.



(a) Pogo vertical (b) Pogo horizontal

Figura 2.2: Pocos vertical e horizontal

Os pocos podem ser verticais, direcionais ou horizontais. Os pocos direcionais nao serao levados
em consideracido neste trabalho. Todavia, uma ideia geral sobre os mesmos podem ser inferidas
pelo leitor considerando que o pogo horizontal pode ser visto como um caso particular de pocgo

direcional.

(b) Revestimento ranhurado

Figura 2.3: Revestimento perfurado e ranhurado (Catalogo National Oilwell Varco, 2014)

a) Pocgos verticais

O tipo convencionalmente utilizado desde o inicio da produc¢do de petrdleo pela industria sdo os
pogos verticais (Fig. 2.2a). Estes pogos sdo mais baratos, tecnicamente mais simples e tém tempo

de perfuragdo menor, se comparados aos horizontais.

Os pocos verticais possuem duas fortes caracteristicas. A primeira é que cada poco deve ser
perfurado a partir do ponto da superficie localizado exatamente sobre o ponto do reservatério
de onde se deseja extrair. Como os reservatorios sdo muito grandes, da ordem de quildémetros,

perfuram-se neles varios pogos para extrair petroleo, cada um com uma area de drenagem determi-
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nada pela condutividade hidraulica do meio poroso onde o éleo se encontra. A drea de drenagem
determina o espacamento entre os pogos. Lyons and Plisga (2005) dizem que o usual nos Esta-
dos Unidos é que a area de drenagem de um pocgo seja de 40 acres para a produgdo de 6leo (o
equivalente a um quadrado de 400 m de lado ou uma circunferéncia de 450 m de didmetro) e 160
ou 320 acres para a producdo de gias. Como o custo da perfuragdo aumenta consideravelmente
com a profundidade, é comum que pocos mais profundos tenham um espacamento maior entre si.
Isso significa que em grandes reservatorios produzidos por meio de pocos verticais, existird uma

grande area na superficie ocupada por equipamentos de produgao.

A segunda caracteristica é que o contato dos pogos verticais com a zona de éleo do reservatério
fica restrita & altura dessa camada de 6leo. Entdo, em um reservatorio com uma altura da zona
de 6leo pequena, maior devera ser o diferencial de pressao entre o pogo e o reservatério para se
conseguir uma vazao de éleo consideravel, o que pode influenciar fortemente a ocorréncia de cone

de agua e de gdas, como sera visto adiante.

Estas caracteristicas dos pocos verticais, em algumas situacoes, podem inviabilizar econémica
ou tecnicamente a extracao de petréleo de um determinado reservatério. Para superar essas adver-

sidades, a perfuracao de pogos horizontais foi desenvolvida e atualmente é plenamente utilizada.

b) Pocos horizontais

Um dos maiores propoésitos dos pogos horizontais (Fig. 2.2b) é o de aumentar o contato entre o
poco e o reservatorio, e, assim, aumentar a produtividade. Como a zona de 6leo de um reservatoério
¢é tipicamente mais extensa no plano horizontal do que no vertical, a area de contato entre poco
e Oleo é consideravelmente maior do que em pogos verticais. Assim, as mesmas vazoes de 6leo
podem ser conseguidas com um diferencial de pressdo menor, o que auxilia na preven¢ao do cone

de dgua e de gas.

De acordo com Azar and Samuel (2007), os reservatérios considerados como potenciais candi-

datos a receberem um poco horizontal tém pelo menos uma das seguintes caracteristicas:

e Sao propensos a ocorréncia de cone de agua ou de gas;

o Tém permeabilidade muito baixa (permeabilidade « 1 md);
e Sao verticalmente fraturados;

e Sao economicamente inacessiveis;

e Contém 6leo pesado;

e Tém pouca altura;

e Sao reservatorios em camadas com angulo de inclinagdo muito grande.

Diz-se que tais reservatérios sao potenciais candidatos porque a perfuragdo de um poco ho-
rizontal é muito mais custosa e demorada que a de um pogo vertical. Assim, uma andlise de
viabilidade econdmica é realizada para verificar se os ganhos em produtividade trazidos pelo pogo

horizontal superam seus custos de perfuracao.
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2.4 Etapas da producao

De acordo com Petex (2011), “producao” é a fase da operagao que contempla trazer o petréleo até
a superficie e prepara-lo para o transporte até a refinaria. Para tirar o petrdleo do reservatério e
trazé-lo a superficie, duas etapas sdo realizadas. A primeira, chamada “recuperacao”, é caracteri-
zada pelo escoamento do Oleo dentro do reservatorio, através do meio poroso, até a sua entrada no
pogo. A segunda, chamada “elevacio”, é caracterizada pelo escoamento do éleo dentro do pogo,

até a superficie.

Ao conjunto de causas e efeitos que levam o Oleo a sair de seu local de repouso e escoar até
a entrada do poco se dd o nome de “mecanismos de recuperacao” ou “mecanismos de producao”.
Analogamente, o que leva o 6leo a escoar dentro do pogo, desde o reservatorio até a superficie,

sdo os “mecanismos de elevagao”.

2.4.1 Mecanismos de recuperacgao

Mecanismos de recuperagao, segundo Rosa et al. (2006), sdo parcialmente baseados na descom-
pressao do reservatério. Esta descompressdo se deve a extragdo de matéria - e, consequentemente,
energia - do interior do reservatério quando a producao ¢ iniciada e tem basicamente dois efeitos:
a expansao dos fluidos contidos no reservatério e a contracdo dos poros das rochas. A expansao
dos fluidos, por si s0, causa o escoamento de parte do Oleo, pois 0 mesmo passa a precisar de um
volume poroso maior para acomodar a totalidade de sua massa. Somado a isso, a contragao dos
poros das rochas diminui o volume poroso disponivel para o armazenamento de fluidos e contribui
para o escoamento do 6leo na medida em que expulsa parte dele de seu interior. Como o pocgo é

uma regido de menor potencial, a tendéncia do 6leo (e demais fluidos) é de escoar em sua diregéo.

Ainda segundo Rosa et al. (2006), outra parcela em que se baseiam os mecanismos de recu-
peracdo é o deslocamento de um fluido por outro. Um exemplo ilustra esta afirmagdo. A dgua
proveniente de um aquifero abaixo da zona de 6leo, quando escoa pela acdo da descompressao
do reservatério, empurra o 6leo, forgando-o a escoar. Esta acdo pode ser vista como uma frente
de dgua “lavando” o éleo dos poros da rocha e tem sua raiz na imiscibilidade dos fluidos (Dake,
1978). A mesma coisa ocorre com o gas livre proveniente da capa de gas acima da zona de 6leo.
Novamente, como o poco produtor representa a regiao de menor potencial dentro do reservatério,

o 6leo tende a escoar para o seu interior.

E importante notar que a recuperacio depende da energia existente no reservatério, manifes-
tada através da pressdo. Uma vez que a produgdo dos fluidos leva consigo parte dessa energia,
chega um momento em que métodos de recuperacio secundaria se fazem necessarios. Tais mé-
todos se baseiam na adigdo de energia externa no reservatério, de modo a manter a pressdo em
seu interior em niveis que permitam a continuagdao do escoamento dos fluidos no meio poroso, ou
seja, sdo uma forma de recriar um alto gradiente de pressdo no reservatorio. Alguns exemplos de
métodos de recuperacao secundéria sdo a injecao de dgua e a injecdo de gas. Existem também os
processos térmicos, nos quais a viscosidade de um 6leo pesado é diminuida pela adi¢ao de energia

térmica ao reservatorio, aumentando assim taxa de recuperagio (Satter et al., 2007).
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2.4.2 Mecanismos de elevagao

Em um primeiro estagio de produgao, a energia natural do reservatoério é tao grande que, em alguns
casos, além de promover a etapa da recuperagao, consegue realizar a elevacdo naturalmente. Isto é,
basta conectar o poco a zona de éleo do reservatorio e o 6leo surge naturalmente na superficie. Nos
casos em que isso acontece, diz-se que o pogo é “surgente”, enquanto esta condi¢do se mantém.
Esta situacdo ocorre porque a pressao do reservatério, que é a principal manifestacdo da sua
energia, ¢ alta o suficiente ndo apenas para vencer a resisténcia do escoamento no meio poroso
até o po¢o como também para vencer o peso de toda a coluna de fluidos do fundo do pocgo até a

superficie.

Com o avango da producado e a consequente diminuicido da energia natural do reservatorio, sua
pressdo interna eventualmente cai a ponto de ndo ser mais suficiente para elevar toda a coluna
de fluido desde o fundo do poco até a superficie e o petroleo ndo consegue mais ser elevado desta
forma natural. O poco deixa de ser surgente. Neste ponto, a elevagao do petroleo até as instalagoes
de superficie passa a ser realizada por mecanismos de elevagdo artificiais, como bombeamento ou
gas-lift. Nos pogos nao-surgentes, os mecanismos de elevacio artificiais sdo utilizados desde o

inicio da producao.

2.5 Producgao de fluidos indesejados

A producdo de 6leo sempre implica em producgdo de dgua e gis. Por causa de caracteristicas
inerentes ao processo de formacao de um reservatério, uma certa quantidade de agua sempre estd
presente nos poros das rochas junto com o 6leo - a parcela de 4gua nesta condicdo é denominada
dgua conata. Ambos os fluidos escoam para o interior do poc¢o devido ao diferencial de pressao
entre o pogo e o reservatério. A dgua conata se encontra dentro da zona de 6leo, em equilibrio, e
sua producao é inevitavel. Ela nao deve ser confundida com a massa de agua, ou aquifero, que se
localiza abaixo da zona de dleo e pode ou néo existir (Fig. 2.1). A produgao de dgua do aquifero

é o que se tenta evitar de modo a nao produzir mais dgua do que a quantidade inevitavel.

O mesmo ocorre com o gas. Normalmente, hd uma parcela de gas que se encontra dissolvida
no 6leo quando este estda submetido as pressdes do reservatorio. Quando submetido & pressao
atmosférica, porém, o gas dissolvido forma uma fase gasosa que inevitavelmente chega junto com
o 6leo e a agua a superficie. O que se tenta evitar é a producdo do gis natural proveniente da

capa de gas livre, de forma a nao produzir mais gas do que a quantidade inevitavel.

A producao de dgua é gis provenientes do aquifero e da capa de gas aceleram a perda da
energia natural do reservatorio. Isso faz com que os métodos de recuperagao secundaria tenham

que ser adotados mais cedo do que se estes fluidos indesejados nao fossem produzidos.

De acordo com Thomas (2004), a quantidade de dgua produzida junto com o 6leo tipicamente
alcanca valores da ordem de 50 % do volume total de fluidos produzido, podendo chegar até perto
de 100 % no final da vida economicamente produtiva de um poco. E comum que se produzam

de 1 a 7 barris de 4gua para cada barril de petréleo. Como o interesse comercial repousa apenas
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sobre o éleo, a dgua produzida deve ser separada, tratada e descartada (caso nao seja reinjetada
no reservatério). Este processo pode ser relativamente simples e barato, ou bastante complexo e

custoso, dependendo da caracteristica da mistura de fluidos que chega a superficie.

2.6 Os cones de agua e de gas

O cone de dgua é um fendmeno que pode ocorrer durante a extracao de petréleo de um reservatorio
que tem um aquifero de fundo. Analogamente, o cone de gas ocorre em reservatérios que tém capa
de gés (Fig. 2.1). Em linhas gerais, a teoria que envolve os fendmenos é a mesma tanto para o
cone de gas quanto para o cone de dgua, mudando apenas o par de fluidos envolvidos: 6leo/dgua
ou 6leo/gas. Portanto, neste texto, quando tratando de aspectos que sdo validos para ambos
os fluidos, o fenémeno sera referenciado simplesmente por cone. Quando o aspecto tratado for

especifico de um dos fluidos, serd tratado por cone de dgua ou cone de gds.

Tecnicamente, o termo cone é empregado apenas quando o fendmeno ocorre em pogos verticais
(Fig. 2.4a). Quando se trata de pogos horizontais, o nome do fendémeno é crista (Fig. 2.4b).
Entretanto, por praticidade, tem-se utilizado o nome cone para ambos os casos, sem distingao, e

esta pratica também é adotada neste texto.

-
// /
— /
/,
0,
(a) Cone em pogo vertical (b) Cone em pogo horizontal

Figura 2.4: Cone em pogo vertical e em pogo horizontal (SPE, 2019)

2.6.1 O fendémeno

O reservatorio em repouso se encontra em um campo de pressdo estabelecido pelas condic¢oes locais:
uma combinac¢do da pressao da coluna de fluidos no interior do reservatorio com a pressao das
camadas geoldgicas sobre ele. Este campo de pressao tem decaimento vertical, com a pressao mais
alta no fundo do reservatério. A ocorréncia de bombeamento de fluidos através do pogo produtor
introduz no reservatério um segundo campo de pressao, este com decaimento radial a partir da
extremidade do pogo (ponto de pressao mais baixa). A pressdo resultante no reservatério é a soma
de dois campos: o campo de pressdo natural do reservatério e o campo de pressao induzido pelo

bombeamento.

Assim como tem o efeito principal de impelir o petrdleo para o interior do pocgo, o gradiente
de pressdo resultante tem o efeito colateral de causar a tendéncia da agua e do gés também se

encaminharem para o pogo. Esse efeito gera o fenémeno do cone, que tem esse nome porque,
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devido & movimentacdao dos fluidos em direcdo ao pogo e a condicdo de imiscibilidade entre eles,
a superficie de interface entre dleo e dgua (assim como entre éleo e gés) toma a forma de uma

coOnica, que € a forma “desenhada” pelas linhas de corrente do 6leo que flui para o interior do poco.

2.6.2 Vazao critica

A altura atingida pelo cone é uma funcao da diferenca de pressao entre o pogo e o reservatorio,
que por sua vez, dita a vazdo de petrdleo no pogo. Logo, a altura do cone de dgua é funcdo da
vazao de petrdleo. Existe, entdo, uma vazao na qual a altura do cone é tal que a sua ponta fica na
iminéncia de atingir o pogo e, neste momento, qualquer incremento na vazao faz com que dgua (do
aquifero de fundo) ou gas (da capa de gas) passem a ser extraidos junto com o petréleo, no que se
convencionou chamar de irrupcio do cone. A esta vazdo é dado o nome de vazdo critica. A vazao
critica é definida, entdo, como a maxima vazao na qual 6leo é produzido sem causar a irrupc¢ao
do cone (Joshi, 1991). Qualquer vazao maior que esta é chamada de vazdo supercritica. Qualquer
vazao inferior é chamada de vazdo subcritica. A Fig. 2.5 ilustra as posigdes estaveis da interface
em vazdes subcriticas e na vazdo critica para o cone de gis. E evidenciado que, mesmo que em
vazao critica a ponta do cone ainda esteja a uma certa distancia do pogo, qualquer incremento da

vazao fard o cone colapsar em direcdo ao pogo, causando a irrupcao.

Figura 2.5: Representacdo esquematica das posicoes de interface estdvel em vazdes subcriticas e
critica (Fortaleza et al., 2019)

A vazao critica de um poco pode ser determinada por meio de testes de producgao. Nestes testes,
a vazao de producgao é aumentada aos poucos até ocorrer um aumento repentino na quantidade de
agua ou gas produzidos. Este é o momento em que o cone atinge o poco e agua ou gas provenientes
do aquifero ou da capa de gas passaram a ser produzidos. A vazdo critica é determinada como

sendo a vazao imediatamente menor que esta.

Na maioria das vezes, quando a irrupc¢ao do cone ocorre, é possivel desligar o poco para permitir

que as interfaces se re-estabilizem (Calhoun Jr, 1953). Entretanto, existem reservatérios nos quais
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uma vez que a dgua comega a ser produzida, o cone é irreversivel (Joshi, 1991). Em alguns casos,
mesmo o desligamento do pogo por alguns dias ndo causa a diminui¢do no cone quando o pogo é
religado. Influenciam este comportamento as forcas capilares que conseguem sustentar a saturagao
de agua nos arredores do poco. Nestes casos, a vazao critica ndo pode ser determinada por um
teste de producdo. Entdo, esses sdo casos em que simulagoes numéricas como as mostradas neste

trabalho sdao fortemente indicadas para a determinacgao da vazao critica.

Essa caracteristica, por si s0, faz com que trabalhos como este tenham lugar na literatura
corrente sobre o tema. O desenvolvimento de simuladores eficientes é importante para a criagdo

de uma plataforma de estudos sobre a dindmica destes importantes fenémenos.

2.6.3 Aspectos tedricos

Para analisar os aspectos tedricos do fendmeno dos cones de agua e de gas, deve-se considerar os

principais parametros fisicos que os afetam:

o Viscosidade dindmica do 6leo (fig1e0);

o Massa especifica do 6leo (pgieo);

Permeabilidade efetiva do meio poroso ao dleo (ksjeo);

Mobilidade do 6leo no meio poroso (kgieo/ toleo)-

Ahmed (2010) diz que o fenémeno do cone é resultado do movimento dos fluidos do reser-
vatorio na dire¢do de menor resisténcia, balanceado pela tendéncia dos fluidos de se manterem
em equilibrio gravitacional. Essa correla¢do pode ser vista no nimero de Froude (Eq. 2.1), que é
um parametro adimensional que expressa a razao entre a forca de succ¢do do sumidouro e a forca
gravitacional que tende a segregar 6leo, dgua e gas em camadas de acordo com suas densidades
(Lucas et al., 1991).

F = Q Héleo

S A A 2.1
kéleoHApg ( )

Na expressao do nimero de Froude, em um problema bidimensional, ) é a vazao volumétrica
por unidade de comprimento do sumidouro [(L?/T) /L]. A varidvel H representa a escala caracte-
ristica de comprimento. Ap representa a diferenga de massa especifica entre dgua e 6leo (para cone
de dgua) ou entre 6leo e gas (para cone de gas). H4 ainda a constante g, que representa a acelera-
¢ao da gravidade. Em um problema tridimensional, () passa a ter unidade de vazao volumétrica
([L3/T]) e o termo H fica elevado ao quadrado ([L?]), mantendo-se assim a adimensionalidade

do parametro.

A expressao do nimero de Froude pode ser empregada para inferir caracteristicas gerais do
fenémenos dos cones. Para isso, deve-se fazer F' e H constantes, variar as magnitudes de kgjeo,

Holeo €/0u Ap e analisar o que acontece com a varidvel @, que representard a vazao critica do pogo
(Eq. 2.2).
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Qeritica = (FHg) Katco Ap (2.2)

Kéleo
Pode-se observar na Eq.(2.2) que quanto maior a viscosidade do éleo, maior a tendéncia a
ocorréncia do cone. Entretanto, os reservatérios de 6leo pesado (mais viscosos) que sao explorados
comercialmente geralmente tém permeabilidade bem maior que os de 6leo leve (Joshi, 1991).
Assim, a razdo ksjeo/ ls1co €xibida pelos reservatérios de 6leo pesado é comparével a exibida pelos

reservatorios de 6leo leve que tenham baixa permeabilidade ao Oleo.

Da Eq.(2.2), pode-se inferir também que, no geral, quanto maior for o Ap, maior serd a vazao

critica e, portanto, menor sera a tendéncia ao cone.

Outro importante pardmetro é a permeabilidade na direcdo vertical. Se esta for zero, entdo
nao haverd fluxo na direcdo vertical e o cone ndo ocorrera. Em casos limite, a permeabilidade

vertical pode chegar a ser igual a horizontal e a tendéncia ao cone é maxima.

2.6.4 Desvantagens

Como mostrado na segdo anterior, toda a dgua produzida pode ser descartada ou reinjetada no
reservatério. Ambos 0s casos exigem um oneroso tratamento. A producdo inevitdvel de dgua
(proveniente da prépria zona de 6leo) ji tem normalmente um volume consideravel, suficiente
para reinje¢do nos casos em que esta manobra é necessiaria como mecanismo de recuperacgio
secundaria. Isso faz com que qualquer quantidade de dgua extra produzida por meio de cone de

agua seja extremamente prejudicial a viabilidade econémica do poco.

O géas produzido por ocorréncia do cone de gas pode, em alguns casos, chegar a ser vendido.
Os custos de tratamento deste gas que é produzido junto com o 6leo, porém, nao justificam sua

producao intencional. Assim, a producao de gas por meio do cone de gas é sempre prejudicial.

A produgao de gés e dgua por ocorréncia do cone faz a pressao do reservatério cair rapidamente,
interferindo na acdo dos mecanismos de recuperacio. Isso pode forcar adocdo prematura de
mecanismos de recuperagio secundaria, impactando diretamente os custos de producdo, além
de prejudicar a produtividade do pogo (Para maiores detalhes sobre o processo de produgao de

petroéleo, veja Gontijo (2015)).

FEm suma, a produgao indesejada de dgua ou gas pode reduzir significativamente a produgao
de Oleo. Entao, é importante impedir o surgimento do cone, minimizar seus efeitos ou, pelo menos,

atrasar o seu surgimento.

2.6.5 Abordagens

Existem varias abordagens para tentar contornar o problema de producdo da dgua e do gés. A
principal delas é manter a vazao de producgao abaixo da vazao critica. Outra forma de prevenir
a producdo de dgua é alterar a sua mobilidade, tornando-a nao tao suscetivel a formar um cone

significativamente perigoso para a produgao de 6leo. Tal objetivo pode ser conseguido com a
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injecdo de polimeros hidrossoliveis que a tornem mais viscosa.

O principal esforco, entretanto, se concentra no entendimento do comportamento das interfa-
ces 6leo/dgua e 6leo/gas. Para isto, varios modelos analiticos, experimentais e numéricos ja foram
propostos e testados. Os modelos analiticos muitas vezes utilizam em sua concepgao simplifi-
cagoes das equacgOes para permitir um tratamento matemaéatico que as solucione. Os resultados,
portanto, sé sdo validos para aplicagdo na andlise de casos em que as simplifica¢bes adotadas sejam

consideradas validas.

Neste viés entram as vantagens dos modelos numéricos. Neles, as equacdes sdo resolvidas
numericamente, sem a necessidade de se obter uma expressao analitica que explique o comporta-
mento do objeto de estudo. Por isso, os modelos numéricos ndao necessitam tantas simplificagoes
nas equagoes governantes do problema e podem, assim, ter uma aplicacdo mais geral. Um modelo
numérico, normalmente, pode ser utilizado para estudar reservatérios e pogos com caracteristicas
diferentes, além de permitir o estudo de regimes transientes. Por causa de suas caracteristicas,

modelos numéricos ganharam espago no estudo de fendmenos complexos.
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Capitulo 3

Escoamento em meios porosos

3.1 Introducgao

Este trabalho trata da simulacdo dos fendémenos dos cones de dgua e de gas em pocos de petrdleo
horizontais e verticais. As simulagoes sdo realizadas em dominio bidimensional e axissimétrico.
Dentre as alternativas de representacdo de um escoamento em meios porosos, destacam-se o mo-
delo de escoamento potencial e o modelo de escoamento difusivo. No primeiro modelo, fluidos e
rochas sdo considerados incompressiveis, enquanto, no segundo, fluidos e rochas sdo considerados
compressiveis, com compressibilidade constante. Uma das diferencas conceituais entre os dois
modelos pode ser entendida na forma de que o modelo potencial trata da solu¢do do fenémeno
em regime permanente, enquanto o modelo difusivo tem a capacidade de tratar também o regime

transiente.

Este capitulo apresenta a base conceitual dos modelos utilizados, a qual serve de suporte para o
desenvolvimento do conjunto de simuladores. Sao sintetizadas as dedugoes das principais equagoes
que governam os escoamentos potencial e difusivo. Sao apresentadas também as condigdes de

contorno gerais para os tipos de problemas a que os simuladores se propoem a estudar.

3.2 A lei de Darcy

Como em qualquer escoamento de fluidos, os escoamentos em meios porosos podem, em principio,
ser descritos pelas equagoes de Navier-Stokes. Porém, o desconhecimento da geometria exata
dos poros impede esta aplicagao direta. Nesse caso, as equacdes do momento podem ser obtidas

através do equilibrio entre as diferentes forgas atuantes sobre o fluido:

e Pressao do fluido;
o Gravidade;
o Forcas inerciais;

e Forca de resisténcia viscosa com a qual o meio poroso se opée ao movimento do fluido.
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O equilibrio destas forgas é expresso como:

9q

ot +q'Vq:gv(I>+Fvis (31)

onde q é a velocidade do escoamento, g é a aceleragdo da gravidade, ® é a funcdo potencial cujo
gradiente expressa o campo de velocidades, e Fy;g é a forca de resisténcia viscosa por unidade de
massa do meio poroso. O lado esquerdo desta equacgao apresenta somente forcas inerciais, consti-
tuindo a aceleragao total, ou lagrangiana (o primeiro termo ¢é a variacdo temporal da velocidade,

ou seja, a aceleracao local, e o segundo termo é a aceleragdo convectiva).

O tipo de escoamento, que de forma geral pode ser laminar ou turbulento, é identificado pelo

numero de Reynolds do escoamento:
_at
v

Re (3.2)

onde ¢ é um comprimento caracteristico do escoamento (em geral, o didmetro médio dos graos
que compdem o meio poroso) e v é a viscosidade cinemética do fluido. Nos escoamentos em meios
porosos, o nimero de Reynolds é geralmente menor do que 1, caracterizando o escoamento laminar.
Neste tipo de escoamento, as forcas inerciais podem ser desprezadas, por terem significincia muito
pequena quando comparadas as outras forcas envolvidas. Desta forma, igualando a zero o lado

esquerdo da Eq.(3.1), tem-se:

0=gVd+Fy — Vb=-_-18 (3.3)

Outra consequéncia do baixo nimero de Reynolds é que a forca de resisténcia viscosa Fyis é
proporcional a velocidade do escoamento. A constante de proporcionalidade desta relagdo é a con-
dutividade hidraulica do meio (K). Com estas consideragoes, a Eq.(3.1) d4 origem a representacao
da velocidade como:

q=K— (3.4)

Assim, nestas condigoes de escoamento laminar, substituindo a Eq.(3.3) na expressao acima,
obtém-se a equacao:
q=-KVo (3.5)

Esta equacao é também conhecida como Lei de Darcy (em homenagem ao engenheiro francés
Henry Darcy, que se dedicou aos experimentos que levaram a sua formulacdo de forma empirica
(Darcy, 1856)). Esta equacao mostra que a velocidade aparente do fluido, g, estd linearmente
relacionada (através da condutividade hidraulica do meio, K) com o gradiente da fun¢ao potencial
do escoamento, ®. KEsta funcdo, representada pela altura piezométrica do fluido, é dada por
(Liggett and Liu, 1983):

=21 (3.6)
pg

onde p e z sdo respectivamente a pressao e a coordenada vertical do ponto material considerado.

A condutividade hidrdulica do meio, K, é uma grandeza que relaciona caracteristicas tanto da
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matriz porosa quanto do fluido que por ela escoa. E expressa como:

K="%k (3.7)

Nesta equacdo, p e u sdo a densidade e a viscosidade dindmica do fluido, enquanto k é a permea-
bilidade absoluta da matriz porosa, uma propriedade intrinseca do meio poroso que nao depende

de propriedades dos fluidos.

A permeabilidade é uma grandeza que define a capacidade do meio de permitir o fluxo de
fluidos, e é relacionada com a porosidade. Além do volume poroso, porém, esta relacdo também
depende do formato dos poros e da conectividade entre eles. Quanto mais estreitos e tortuosos
forem os “canais” formados pela conexao dos poros, maior sera a resisténcia que a matriz porosa
impoe sobre o escoamento. Por outro lado, quanto maiores e mais conectados forem os poros,
menor serd esta resisténcia. No processo de formagdo do meio poroso, o formato dos sedimentos,
seu tamanho e as caracteristicas da deposicao irdo ditar a relacdo entre as componentes de k e
suas magnitudes. Em geral, graos maiores levam a permeabilidades mais elevadas, porque criam

mais espaco intersticial ao se aglutinar formando a matriz porosa.

Normalmente, a orientacdo do sistema de coordenadas pode ser alinhado de acordo com as
camadas geoldgicas no reservatério, de modo que a permeabilidade k seja uma matriz diagonal
(Jansen, 2013):

ke 0 0
k=10 k, 0 (3.8)
0 0 ks

Quando o sistema de coordenadas nao esta alinhado com os eixos principais da formacao, a
permeabilidade se faz representar por todas as nove componentes da matriz k. Sendo uma proprie-
dade fisica do meio, a matriz sempre apresenta as seguintes caracteristicas: é simétrica (k;; = kj;),
tem diagonal principal positiva (k; > 0) e tem limitacdo de magnitude dos componentes fora da

diagonal principal (kil] < kink‘”)

Estas caracteristicas garantem que o tensor sempre seja diagonalizdvel. Os autovetores da
transformacio resultam nas direcoes principais e os autovalores representam as permeabilidades
nestas dire¢bes. Entao, com uma rotagao do sistema de coordenadas, o sistema com permeabili-
dade anisotrépica seja transformado em um sistema ortotrépico equivalente, no qual a representa-
¢ao de k seja a da Eq.(3.8). Da mesma forma, é possivel fazer uma transformacao de coordenadas
através de alongamento e/ou contragao dos eixos, de forma a obter um sistema equivalente no qual
a permeabilidade do meio poroso seja isotropica, na forma k = kI, onde I é a matriz identidade.

Detalhes destas transformacoes podem ser vistos em Bear (1972) e Liggett and Liu (1983).
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3.2.1 Consideragoes sobre a velocidade

A velocidade tratada na lei de Darcy é a velocidade aparente do fluido, que é dada pela vazao

volumétrica por unidade de area de secao transversal ao escoamento, ou seja:

5

=[O

(3.9)

onde N é o vetor unitario normal a 4rea A.

E conveniente notar, entretanto, que esta é uma velocidade média macroscédpica do escoamento,
denominada também velocidade de Darcy, velocidade de descarga, ou velocidade superficial, e ndo
representa a velocidade real do fluido no interior dos poros. Para se obter a velocidade real do
fluido, deve-se considerar que o mesmo ocupa apenas uma fragdo do volume total do meio poroso

e que percorre caminhos tortuosos dentro dos poros interconectados das rochas (Bruch, 1991).

A velocidade média real do fluido no interior dos poros estd relacionada com a velocidade

aparente por (Liggett and Liu, 1983):

q=¢u (3.10)
onde u é a velocidade média real do fluido e ¢ é a porosidade do meio, dada por:

Volume de vazios na rocha

o=

3.11
Volume total da rocha ( )

Pode-se perceber da andlise das equagoes (3.10) e (3.11) que a velocidade média real do fluido

u é sempre maior que a velocidade aparente q, porque a porosidade serd sempre inferior & unidade.

3.2.2 Importancia pratica da lei de Darcy

A lei de Darcy fornece uma ferramenta simples, porém 1til, para os engenheiros de reservatério na
visualizagéo e avaliagao dos fatores que afetam o fluxo de fluido em meios porosos, permitindo-lhes

extrair inferéncias tteis (Satter et al., 2007). A andlise da Eq.(3.5), ja sugere que:

¢ O fluxo de fluido em um meio poroso ocorre em uma direcdo oposta ao aumento da pres-
sdo. Em outras palavras, o fluido é conduzido em dire¢do aos pogos produtores devido a

diminuicdo da pressao do reservatério préximo ao poco.

e Reservatérios com alta permeabilidade tendem a produzir com relativa facilidade, e uma
melhor recuperacgdo é normalmente esperada. Se todos os outros fatores forem os mesmos,
um gradiente de pressao relativamente alto (mais energia) seria necessario para atingir um

taxa de producao semelhante em uma formacao de baixa permeabilidade.

e A vazdo do fluido é inversamente proporcional a sua viscosidade. Isto indica que a fase

gasosa, tendo muito menos viscosidade, fluird a uma taxa mais rapida do que a fase oleosa
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na mesma formagao. Da mesma forma, espera-se que a agua seja mais mével em meio poroso,
pois é menos viscosa do que o petroleo. Muitos dos desafios enfrentados pelo engenheiro de
reservatério no gerenciamento de um reservatério estao relacionados a estes fen6menos, como

é o caso dos cones de agua e de gés.

o Estratégias de reservatérios em toda a industria que visam uma melhor recuperacao de
petroleo sdo prontamente entendidas considerando a lei de Darcy. Um exemplo é a injecdo

de fluidos para aumento do gradiente de pressdo no reservatério.

A aplicagdo conceitual da lei de Darcy ajuda na visualizacdo do desempenho do reservatorio

no sentido qualitativo.

3.3 Escoamento potencial

No modelo de escoamento potencial, tanto os fluidos como o meio sdo considerados incompres-
siveis. A regido do escoamento é um meio poroso homogéneo com permeabilidade constante. A
viscosidade dos fluidos é constante. Logo, a condutividade hidraulica do escoamento também é

homogénea e constante.

3.3.1 A equacgao governante

Pelo principio de conservagdo da massa, temos:

V-q=0 (3.12)
e na presenca de um sumidouro pontual, tem-se:
V.g=-QJ(x —xg) (3.13)

onde @ é a intensidade do sumidouro, § é a funcdo delta de Dirac e xg é o vetor posicdo do

sumidouro.

Substituindo a Eq.(3.5) na Eq.(3.13), obtemos:

V- (-KV®)=—-Q0(x —Xs) (3.14)

Para um meio homogéneo e isotrépico, K pode ser representado apenas por um escalar K.

Desta forma, a partir da Eq.(3.14), obtém-se a equagdo de Poisson:

2p — g
VP = = §(x — Xs) (3.15)
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e para o caso sem fontes ou sumidouros, obtém-se a equacao de Laplace:

Vi =0 (3.16)

As Eqgs. 3.14 a 3.16 sao as equagoes diferenciais que governam o escoamento incompressivel
em meios porosos, indo do caso geral (anisotrépico com fontes e/ou sumidouros) para o particular
(isotrépico sem fontes e/ou sumidouros). A equagdo de Laplace, além do escoamento de fluidos
incompressiveis em meios porosos, governa a transferéncia de calor por condugdo em solidos, o

fluxo de corrente elétrica em um condutor entre outros fendémenos fisicos.

3.3.2 Dominio bidimensional

Em um dominio bidimensional descrito em coordenadas cartesianas, a Eq.(3.14) se desenvolve

COmo: . .
wa—l-Kzﬁ = Qd(x — xs) (3.17)

e, para o caso isotrépico: , 2
g;) " g;f - %5()( ) (3.18)

3.3.3 Dominio axissimétrico

Um dominio tridimensional é considerado axissimétrico quando pode ser representado pela
rotacdo de um plano bidimensional por 360° em torno de um eixo de simetria rotacional (Becker,
1992). Para o caso das simulagoes dos fendomenos fisicos associados ao escoamento de fluidos, uma
restricio deve ser pontuada: além da geometria, os fendmenos devem também ser passiveis de
serem representados em um plano bidimensional. Assim, todos os fluxos no dominio devem ter

simetria axial, bem como a distribui¢do de potenciais.

Garantindo-se que tanto a geometria quanto as variaveis com significado fisico sejam axissimé-
tricos, o dominio tridimensional pode ser representado pelo modelo axissimétrico. Essa situacgao
¢é verificada quando se analisam os escoamentos em reservatorios de petrdleo que estdo sendo
produzidos a partir de pocgos verticais. Neles, a propria linha central do pogo representa geome-
tricamente o eixo de simetria. Se o reservatério é homogéneo, o comportamento dos fluidos nao

varia em relacdo ao angulo de revolucdo do plano considerado em torno do poco.

Em um dominio tridimensional descrito em coordenadas cilindricas (7,0, z), a Eq.(3.14) se

desenvolve como:

e 1 o9 1 9%d 2P

Belam tiar ) T o t Hega = Q00 —x) (3.19)

Como qualquer plano bidimensional que contenha o eixo de simetria deve ser representativo do

escoamento, as derivadas em relacao a 6 sao nulas, levando a equacgdo governante do problema em

24



sistemas axissimétricos:

2P 10 0P
K (az + Tar> T Hgm = @ik —x) (3.20)

e, para o caso isotropico, chega-se a equagao de Poisson para sistemas axissimétricos:

0?® 100 0% Q
1 = @ ox - x, 21
or? + r or + 022 K (x =) (3:21)

3.4 Escoamento difusivo

No modelo de escoamento difusivo, tanto os fluidos como o meio poroso sao considerados com-
pressiveis. Isso significa que o volume das rochas (tanto o volume da parte sélida quanto o volume
poroso) também varia com a pressdo. A compressibilidade efetiva da formacao, cy, é o fator que

representa esse efeito.

No desenvolvimento desta formulagao, a regido de escoamento é considerada homogénea e a
permeabilidade é isotropica e constante. A viscosidade dos fluidos é constante, assim como as

compressibilidades dos fluidos e da formagao.

E importante ressaltar que apesar das velocidades do escoamento serem muito mais baixas
que a do som - que ¢é a condi¢do usual do escoamento compressivel - a compressibilidade pode ser
relevante quando se deseja observar a propagacao do gradiente de potencial no interior do dominio
ao longo do tempo. Como serda mostrado adiante, utilizando a modelagem do escoamento difusivo,
pode-se avaliar como a onda de potencial (e de pressao) se desloca no interior do meio poroso ao
longo do tempo. Esta dindmica é invisivel aos olhos do modelo de escoamento potencial, que
considera que a propagacao do gradiente do potencial ocorre instantaneamente, sendo qualquer

variacao sentida simultaneamente por todos os pontos do dominio.

3.4.1 A equagao governante

A equagdo governante do escoamento compressivel em meios porosos é a equagdo da difusividade
hidrdulica. Esta equacdo é obtida da combinagio entre o principio de conservacao da massa, a lei

de Darcy e a equacao da compressibilidade.

a) Principio de conservagdo da massa

Considerando um elemento diferencial de volume de meio poroso com formato ciibico com arestas

de comprimento Az, Ay e Az, pode-se analisar a conservagao da massa de duas maneiras distintas.
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De acordo com o fluxo liquido de massa em cada direcdo, temos:

Massa acumulada = At[(Qzp)z — (Qup)etaz]FAL(Qyp)y — (Qup)y+ayl+

+At[(QzP)z - (sz)z-i-Az] (3‘22)

Outra maneira é analisar a conservagao da massa de acordo com a massa existente nos instantes

inicial e final de um intervalo de tempo qualquer:

Massa acumulada = AXAYAz[(¢p)trat — (00)t] (3.23)

onde ¢ é a porosidade do meio, dada pela Eq.(3.11).
Igualando-se as equagoes (3.22) e (3.23), tem-se:

At[(Qzp)z — (Qup)otaz] + At[(@yﬂ)y - (Qy/O)y-i-Ay]“‘

+At[(QzP)z - (sz)z-i-Az] = AxAyAz[(¢p)t+At - (¢p)t] (3'24)

Dividindo-se a Eq.(3.24) por AzAyAzAt, obtém-se:

(Qatp)a: - (Qmp)w-i-Ax + (Qyp)y - (Qyp)y+Ay + (sz)z - (sz)z-i-Az _ (¢p)t+At - (¢p)t (3 25)
AxAyAz AxAyAz AxAyAz At ’

Na Eq.(3.25), aparece o termo Q. /AyAz, que corresponde ao fluxo volumétrico @ na direcao
x dividido por sua area de secdo transversal. Esta é a definicdo da velocidade aparente q do fluido
na diregdo . Os andlogos as dire¢oes y e z também estdo presentes. Substituindo estes termos

POr ¢z, gy € gz, obtém-se:

(@20)e = (@ep)atne | (@yp)y — (@yP)y+ay N (2:0)2 = (@2p)0- _ (9P)esne — (D0

Az * Ay Az = I (3.26)
Fazendo Ax, Ay, Az e At tao pequenos quanto se queira, chega-se a:
0 0 0 0
—(4a (:p) = — 5 2
B 42P) + ay(qyp) + 5 () = —5.(¢0) (3.27)
que pode ser escrita de forma compacta como:
0
V- (ap) = —5.(9p) (3.28)

Através de uma rapida andlise, pode-se notar que a Eq.(3.28) tem dimensdo de massa por

tempo por unidade de volume.
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b) Lei de Darcy

Substituindo a equagao da lei de Darcy (Eq. 3.5) na Eq.(3.28), tem-se:

V- (=KV&p) = —=-(dp) (3.29)

Substituindo K por kpg/un (Eq. 3.7), tem-se:

2
v (kf;gwp) - gt(qbp) (3.30)

Rosa et al. (2006) diz que pode-se desprezar os efeitos da variacdo da altura, fazendo o potencial

® ser representado apenas por p/pg:

k 0
M V- (pVp) = 5, (ép) (3.31)

¢) Equagao da compressibilidade

Neste ponto, devem ser adicionados na formulagao a contribuicido das compressibilidades, tanto do
fluido quanto da formacéao rochosa. A introducdo das compressibilidades visa expressar a derivada

temporal de porosidade e massa especifica (lado direito da Eq.(3.31)) em termos da pressao.

A equagao da compressibilidade dos fluidos, na condigdo isotérmica, é dada por (Rosa et al.,
2006):

_19p

c=—— 3.32
> ap (3.32)
que pode ser reescrita como:
op Op

Analogamente, a equagdo da compressibilidade efetiva da formagao é dada por (Rosa et al.,
2006):

10¢
= —-— 3.34
= G ap (3.34)
que, por sua vez, pode ser reescrita como:
oo dp

As duas equagoes de compressibilidade, (3.32) e (3.34), expressam o quanto o volume se altera
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com a variacdo da pressdo. No caso dos fluidos, em termos da massa especifica e no caso da

formacao, em termos da porosidade.

A derivada temporal no lado direito da Eq.(3.31) pode ser desenvolvido como:

0 a¢

O (6n) =00+ p20 (3.36)

Substituindo nesta as equacoes (3.33) e (3.35), chega-se a:

0 Op dp
a(qﬁp) ¢pc +¢Pcf8t

Op
= ¢p(c+ Cf)a

Op
= ppcr— 3.37
Ppct T (3.37)
onde ¢; é a compressibilidade total do sistema, representada por ¢; = ¢ + cy.

Substituindo este resultado na Eq.(3.31), tem-se:

(3.38)

k _ p
m V- (pVp) = dpeiy,

Desenvolvendo-se o lado esquerdo desta equacao, tem-se:

ppcy @
kot

ppct @
kot

V- (pVp) =

pV?p+Vp-Vp =

(3.39)

O gradiente de densidade é, em geral, muito pequeno. O produto escalar dos fatores Vp - Vp
se torna uma parcela desprezivel quando comparada aos outros termos da equacao. Por isso, no
desenvolvimento matematico deste modelo, optou-se por adotar o procedimento indicado por Rosa

et al. (2006) e desprezar esta parcela da equagdo. Desta forma, obtém-se:

ppcy @
kOt

Vip = (3.40)

Esta é a equacgao da difusividade hidraulica, que governa o escoamento de fluidos compressiveis

no meio poroso. Sua escrita é mais conveniente na forma:

V2 — 10p

_ o 41
0ot (3.41)

onde a constante 1 é chamada de constante de difusividade hidrdulica, que tem dimensdo de m?/s

e é definida por:
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k

= 3.42
7 oye ( )
Para o caso da existéncia de um sumidouro, tem-se:
1dp | Qpg
Vip=-—"+ L2 5(x — 3.43

Em um dominio bidimensional descrito em coordenadas cartesianas, a Eq.(3.43) se desenvolve

Ccomao: 82 62 a Q
P p 10p Py
o 2o = o 2 x — x A4
0x? 022 not K (x = xs) (3.44)

3.4.2 Relagao entre escoamento difusivo e potencial

A partir da Eq.(3.43) pode ser notado que quando o escoamento atinge o regime permanente,
a derivada em relacdo ao tempo no termo da direita se torna zero e a expressao se torna a equagao

de Poisson em termos da pressao:

_ Qrg s

2
V<p i%

(x — xsg) (3.45)
A altura piezométrica do fluido definida pela Eq.(3.6) pode ser rearranjada de forma a explicitar
a pressao:
o=L1. - p=(®—2)pg (3.46)
Py
Substituindo esta expressdo da pressdo na Eq.(3.45), a equagdo de Poisson em termos do
potencial (Eq. 3.15) é obtida.

Assim, a equacao de Poisson resulta na resposta estacionaria do problema, mostrando o gra-
diente de potencial que o dominio tera quando for atingido o equilibrio entre os fluidos durante a
extragdo. A equagao da difusividade hidraulica resulta na resposta ao longo do tempo, mostrando
a evolucao do gradiente de pressdo. Quando o sistema atinge o estado estacionario, ambas as so-
lugoes convergem. Em se tratando de situagoes de estabilidade da interface, a equacao de Poisson

gera exatamente o mesmo resultado que a equagao da difusividade hidraulica.

3.5 Condicoes de contorno para a representacao dos fenéomenos

dos cones

Sao apresentadas as condigoes de contorno para a representacao dos fenémenos dos cones de dgua e
de géas nas imediagoes dos pogos de petréleo, tanto em dominio bidimensional quanto axissimétrico.
O dominio bidimensional permite analisar o problema em pocos horizontais, enquanto o dominio

axissimétrico é empregado na andlise do problema em pogos verticais.
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Com relagao ao numero de fases empregadas, duas situacoes sao consideradas. A simulacao de
escoamento monofasico, representando apenas a zona de 6leo, permite analisar apenas o fendmeno
do cone de gés, em regime de producdo com vazao subcritica, sem irrupcao do cone. A simulagao
de escoamento bifasico, representando as duas massas de fluidos envolvidos, permite analisar os
fenémenos dos cones de agua e de gas, desde a vazao subcritica até a supercritica com irrupgao

do cone.

3.5.1 Representacao dos fenémenos em pogos horizontais

Considere uma regidao de um reservatério produzida a partir de um pocgo horizontal. A Fig. 3.1
mostra como um dominio bidimensional representativo do escoamento no reservatorio tridimensi-

onal é obtido através de um plano de corte.

Plano.. .-*"
w d!m.\“‘"
o e

” E Gas
Gas == s e e 5s
[
(a) Caso real - tridimensional (b) Caso simulado - bidimensional

Figura 3.1: Representacdo bidimensional do reservatério

3.5.1.1 Escoamento monofasico

Para a simulac¢ao do fendmeno do cone de gés, um simulador monofasico é empregado. A Fig. 3.2

mostra o aspecto geral deste tipo de problema.

=0 b=
al N v

® @
| % -Q, @0 g

Zona deé 6leo
: m 1

v

Figura 3.2: Aspecto geral do problema cone de gas

Nesta figura, pode-se identificar que:
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O limite inferior da zona de éleo é a base, definida como uma fronteira impermeavel. A

impermeabilidade implica na condi¢io de que ndo hé escoamento na direcdo normal & base. Assim:

A

qQ-n=0 no contorno (1) (3.47)

W

onde fi é o vetor unitario normal que aponta para fora da regido considerada. O sub-indice “o

indica que a variavel se refere ao dleo.

Na Fig. 3.2, H é a altura da zona de dleo, medida da base impermedvel até a interface 6leo/gés
nao perturbada pelo escoamento. Desta forma, os limites laterais tém sempre o potencial igual a
H. O sumidouro tem intensidade —(), com () > 0.

o, =H nos contornos (2) e (3) (3.48)

O limite superior da zona de 6leo é a interface éleo/gés (superficie livre), que é definida como
uma superficie fredtica, onde p, = 0. Logo, de acordo com a Eq.(3.6), a altura piezométrica da

superficie livre é simplesmente sua altura (coordenada z), que por sua vez, é o objeto de estudo.

o, =z (2) no contorno (4) (3.49)
As equacoes (3.47), (3.48) e (3.49) s@o as condigdes de contorno para o escoamento monofésico.

3.5.1.2 Escoamento bifasico

Para a simulagdo do fendmeno do cone de dgua, um simulador bifasico é empregado. Cada fase
representa uma massa de fluido envolvido: dleo e dgua. A Fig. 3.3 mostra o aspecto geral deste

tipo de problema.

A A I {7) :
s % Q, Q>0 §
Ho @ (5):

. Zona de 6leo

Y Interface 3

EZona de agua

Hoo i @

Figura 3.3: Aspecto geral do problema de cone de dgua
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Na Fig. 3.3, pode-se indicar que:

O limite inferior da zona de dgua é a base, definida como uma fronteira impermeavel. A im-

permeabilidade implica na condi¢do de que nao ha escoamento na direcdo normal a base. Assim:
qQu-n=0 no contorno (1) (3.50)

onde o sub-indice “w” indica que a variavel se refere a dgua.

O limite superior da zona de 6leo é o topo, também definido como uma fronteira impermeéavel.

Com isso, tem-se:

A

qQ-n=0 no contorno (7) (3.51)

Na Fig. 3.3, H é a altura total do reservatério. H,, é a altura da zona de dgua, medida
da base impermeavel até a interface ndo perturbada pelo escoamento. H, é a altura da zona de
6leo, medida da interface nao perturbada pelo escoamento até o topo impermeavel. Desta forma,
considerando as condigOes hidrostaticas na fronteira, tém-se as condigées de contorno para os

limites laterais:

O, = Hy + (poHo)/(pw) nos contornos (2) e (3) (3.52)

o, =H,+ Hy nos contornos (5) e (6) (3.53)

Interface

O limite entre as zonas de 4gua e Oleo é a interface. Este trabalho adota as consideragoes de fluidos
imisciveis entre si e de interface abrupta. Esta é uma aproximagao que considera que quando dois
fluidos imisciveis estdo em contato, existe uma interface entre eles e, de cada lado desta interface,
86 existe um fluido cujo escoamento é governado pelo gradiente de seu proprio potencial. Quando
a interface se movimenta, ambos os fluidos também se movimentam, de forma que ndo ocorrem

vazios nem sobreposicoes entre as massas de fluido (Bear, 1972).

O que fundamenta tal aproximacao é o fato de que a camada de transi¢ao entre os fluidos (que
estao estratificados em fungao de suas diferentes densidades), na qual existe efetivamente a mistura
entre eles, tem altura insignificante em comparacao com a escala de comprimento caracteristica do
escoamento. Esta aproximagdo é tdo mais valida quanto maior for a diferenca de densidade entre
os fluidos envolvidos. Assim, no contexto de reservatorios de petrdleo, a adocao desta aproximagao
¢ mais representativa do que ocorre na interface gas-6leo, devido a maior diferenca de densidade

entre eles do que a que existe entre 6leo e agua.

Tratar a interface como abrupta implica na condi¢do de que, para um ponto localizado sobre
a interface, a velocidade deve ter a mesma magnitude do ponto de vista de qualquer um dos dois
fluidos, porém, sentidos contrarios. A dindmica do fenémeno leva ainda a condi¢do de continuidade

de pressao entre os dois fluidos, ao longo de todo o reservatério e, consequentemente, na interface.
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Desta forma, as condigoes de contorno para a interface sdo as equagoes de compatibilidade de

pressoes e equilibrio de velocidades:

Po = Pw no contorno (4) (3.54)

Qo N =—qy- N no contorno (4) (3.55)

As equagoes (3.50) a (3.55) sdo as condigdes de contorno para o escoamento bifasico 6leo/agua
e tém suas andlogas para o escoamento de 6leo/géds, o que permite simular um problema de cone

de gas considerando as duas massas de fluido envolvidas.

Sumidouro

O sumidouro tem intensidade —@Q, @ > 0. Sua coordenada z se localiza, inicialmente, no interior
da zona de 6leo. A medida que o cone de dgua (ou de gas) avanga, a coordenada do sumidouro

pode vir a ser tomada pela zona de dgua (ou de gas).

Durante a extracao do dleo, a interface, assim como a superficie livre no caso monofasico, tem

localizacao desconhecida. Descobrir esta localizacao é parte do problema.

3.5.2 Representacao dos fen6menos em pogos verticais

Considere uma regidao de um reservatorio produzida a partir de um pogo vertical. A Fig. 3.4 mostra

como um dominio axissimétrico representativo do escoamento no reservatério tridimensional é

obtido.
BVAN | ’_Eixo de simetria
% i _Plano de corte !
T : K :
Gas R L : T
et O Secao aberta
do pogo

Figura 3.4: Representacdo axissimétrica do reservatério

A representacdo geométrica do dominio axissimétrico é um plano bidimensional com coorde-
nadas 7, z. Desta forma, como pode ser visto nas figuras a seguir, as condigdes de contorno para

o dominio axissimétrico sao iguais as do dominio bidimensional.

A Fig. 3.5 mostra o aspecto geral da representagdo do problema de cone de gas em dominio

axissimétrico.
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p= 0 \ V
N (3)
| = @)’
N P :
Poco vertical & -Q, Q>0
z g Zona de: 6leo
- 1) :

/

Figura 3.5: Aspecto geral do problema cone de gias em dominio axissimétrico

Onde as seguintes condigoes de contorno se apresentam:

qo-n=0 no contorno (1)
o, =H no contorno (2)
b, =2 (r) no contorno (3)

(3.56)
(3.57)

(3.58)

A Fig. 3.6 mostra o aspecto geral do problema de cone de dgua em dominio axissimétrico.

== () .
il :
. — . a0 (4):
Poco vertical = Ty :
Zona de Oleo
Interface/

()

(2)
Zona de agua

(1)

S SS

Figura 3.6: Aspecto geral do problema de cone de dgua em
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Onde as seguintes condig¢oes de contorno se apresentam:

Quw -0 =0 no contorno (1) (3.59)

Qo -0 =0 no contorno (5) (3.60)

Oy = Hy + (poHy)/(pw) no contorno (2) (3.61)
&, =H,+ H, no contorno (4) (3.62)

Po = Pu no contorno (3) (3.63)

Qo N =—qyu-N  mno contorno (3) (3.64)

Sumidouro

Para o dominio axissimétrico, o sumidouro é distribuido linearmente ao longo do eixo z, em
comprimento igual & extenséo ativa do pogo (extensdao em que o pogo é ranhurado ou perfurado).
Sua coordenada z se localiza, inicialmente, no interior da zona de 6leo. A medida que o cone de
agua (ou de gés) avanca, parte do comprimento do sumidouro pode vir a ser tomado pela zona de

agua (ou de gés).

3.5.3 O problema de Quick Drawdown

O problema de Quick Drawdown é caracterizado por um escoamento em meio poroso saturado de
agua em uma regido circular. Para melhor compreensao, considere o exemplo hipotético de uma
ilha circular, além da qual a 4gua se mantém em nivel constante. No centro da ilha, cava-se um
pocgo aberto até o limite da fronteira impermeével inferior - a base da ilha. Como o meio é saturado,
a0 escavar o poco, este se preenche de dgua. A partir destas condigdes iniciais, promove-se uma
abrupta extragdao de dgua do poco, mantendo-se seu nivel em uma altura arbitraria as custas de

subsequente extragao de agua ao longo do tempo.

E observado, entretanto, que mesmo em regime permanente, o ponto de contato entre a su-
perficie livre e o poco fica acima da superficie da dgua dentro do pogo. O problema consiste em
calcular a posicao da interface (incluindo o ponto de contato desta com o po¢o) ao longo do tempo,
de sua posicdo inicial em repouso até atingir uma posicdo estdvel, uma vez mantida a agua do
poc¢o em nivel mais baixo que o inicial. Este problema foi bastante estudado e é considerado um
benchmark para implementacoes axissimétricas utilizando varios métodos numéricos. O trabalho
experimental de Hall (1955) foi o ponto de partida, sendo utilizado para validacdo das imple-
mentagoes numéricas realizadas por Taylor and Luthin (1969), Neuman and Whiterspoon (1970),
Neuman (1971), Liggett and Liu (1983), Cooley (1983), Clement et al. (1994), e Rafiezadeh and
Ataie-Ashtiani (2014).

Apesar de semelhante ao problema de cone de gas monofasico, esta configuragdo apresenta

algumas diferencas fundamentais, comecando pela representacdo do poco. Diferente dos problemas

35



de cone de dgua e de gas em reservatorio de petréleo, o raio do pogo nao é negligenciavel. Sendo
assim, o poco nao é tratado como um sumidouro, ou seja, a sua condicdo de contorno nao é
de imposigdo de um fluxo em um determinado ponto (ou conjunto de pontos). A condigdo de
contorno de pogo é a de potenciais e fluxos estabelecidos em suas paredes. Outra diferenca é que
neste problema, por causa da representacdo extensa do poco, a superficie livre ndo se estende
até o eixo de simetria, indo apenas até a parede do pogo. A Fig. 3.7 apresenta a geometria e as

condigoes de contorno do problema.

V4
H, ‘
Hal 1z |5 "
r i
________ T T T T T T

Figura 3.7: Aspecto geral do problema de Quick Drawdown em dominio axissimétrico

Da figura, pode-se perceber que, com excecao do pogo, as condi¢oes de contorno sdo analogas

as do problema de cone de gas em dominio axissimétrico:

q-n=0 no contorno (1) (3.65)
b=H no contorno (2) (3.66)
O =z (r) no contorno (3) (3.67)

O pogo tem raio 1, e é escavado por toda a altura da do dominio até sua base impermedavel. No
limite lateral esquerdo, tém-se definidas 3 alturas: A altura total do poco escavado, H; a altura
do nivel de agua dentro do pogo, H,; e a altura em que a superficie livre toca a parede escavada

do poco, H.

Com atengdo ao limite lateral esquerdo do meio poroso, observam-se as seguintes condicoes.
Para r =1, e 0 < 2 < H,, o potencial é igual a H,, visto que existe ali uma superficie livre em
posicdo constante dentro do pogo, mantendo o potencial imutavel igual a sua altura. Deste ponto
adiante, em sentido vertical, ou seja, para r = r, e H, < 2 < Hj, o potencial ¢é igual a altura

em que a superficie livre da dgua toca a parede do poco, ou seja, é igual a coordenada z. Dessa
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forma, tem-se:

O = z(rp) no contorno (4) (3.68)

¢ =H, no contorno (5) (3.69)
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Capitulo 4

O Método dos Elementos de
Contorno para escoamentos

potenciais bidimensionais

4.1 Introducao

Os modelos matematicos de quaisquer sistemas a serem estudados sdo, normalmente, construidos
a partir de equagoes diferenciais que regem o comportamento de cada parte infinitesimal de tal sis-
tema. Segundo Banerjee (1994), uma vez descrito o sistema na forma deste conjunto de equagoes
diferenciais, passa-se ao trabalho de obtencao da solugao das equacgdes em um determinado domi-
nio, ou regiao, que por sua vez, pode ter forma geométrica complicada, composicao de distintos

materiais e propriedades complexas.

Tais complicacoes, que aparecem na maioria dos problemas préticos, dificultam sobremaneira a
obtencao de solugoes analiticas para as equagdes governantes e, nestes casos, os métodos numéricos
se apresentam como opgoes factiveis para a obtencio de resultados com boa precisdo. Entre os
métodos numéricos de grande expressao atualmente destacam-se o Método das Diferencas Finitas,
o Método dos Volumes Finitos, o Método dos Elementos Finitos e o Método dos Elementos de

Contorno.

Este capitulo apresenta a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para escoamentos
potenciais bidimensionais, aplicada na implementagdao do conjunto de simuladores desenvolvidos
neste trabalho. E mostrado o processo de obtencdo da equacdo integral de contorno a partir da
equagao diferencial governante do problema, bem como as solugoes fundamentais utilizadas para
o potencial e velocidade para casos isotropicos. O capitulo traz, ainda, uma proposta de solugoes

fundamentais para casos ortotropicos.
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4.1.1 Meétodos numéricos

De acordo com Banerjee (1994), o Método das Diferencas Finitas (MDF) é, em principio, aplicavel
a qualquer sistema de equagdes diferenciais, mas sua implementacdo computacional no que tange
a aplicagdo das condigbes de contorno é, ndo raras vezes, uma tarefa laboriosa. Neste método, a
precisao dos resultados obtidos é fortemente dependente do refinamento da malha utilizada, logo,

a quantidade de operacoes envolvidas é elevada.

O Método dos Volumes Finitos (MVF) é largamente utilizado em problemas de mecéanica dos
fluidos. O método discretiza o dominio em volumes de controle e aplica as equagdes governantes
em sua forma integral, respeitando, por defini¢ao, os principios de conservacao de massa, momento
e energia. Por aplicar as equagoes integrais tanto de dominio quanto de contorno, o método exige

a discretizagao de todo o dominio simulado.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste na discretiza¢ao de todo o corpo em elemen-
tos de tamanho finito (isto é, ndo-infinitesimal). Neste método, segundo Banerjee (1994), cada
elemento reproduz aproximadamente o comportamento da regiao do corpo que ocupa. A imple-
mentacao das condi¢bes de contorno é relativamente facil, ao contrario do MDF. O MEF vem
sendo aplicado hd mais de 50 anos de maneira popular como ferramenta na andlise de problemas
reais de engenharia, e ocupa um lugar de ferramenta computacional padrao durante todo esse

tempo.

Seu principal ponto fraco, no entanto, é a necessidade de discretizacdo do corpo todo, o que
inevitavelmente leva a trabalhar com um ntmero elevado de elementos finitos, principalmente em
problemas tridimensionais em grande escala. Além disso, a tarefa de modelagem de geometrias
complexas é extremamente laboriosa e consome muito tempo de trabalho. Ainda nesta caracteris-
tica, a modificagdo da malha em problemas de geometria varidvel ao longo do tempo é igualmente
complicada. Com relagao a precisao dos resultados, embora o MEF compute com grande acura-
cia a fungdo de campo sobre o dominio, o método ndo é tao eficiente na determinagao de suas

derivadas (esta precisdao diminui mais ainda nas regides de gradientes acentuados).

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) consiste em uma alternativa em relagdo & ma-
neira como as equagdes diferenciais governantes do problema sao abordadas. O primeiro passo
realizado neste método ¢é a transformacao das equagoes diferenciais em equacdes integrais de con-
torno equivalentes. Como resultado deste passo, as varidveis envolvidas passam a ser avaliadas
apenas nos extremos (contornos) da regiao de integragdo. Este é o motivo pelo qual, no MEC,
a discretizagdo s necessita ser realizada na superficie do corpo (seu contorno). Isso faz com que
o MEC trabalhe com um niimero menor de elementos que os métodos de dominio: um corpo
tridimensional passa a ser tratado apenas por sua superficie envoltéria ao invés de todo o volume
do corpo; um dominio bidimensional passa a ser tratado apenas por seu contorno ao invés de toda
a sua area; um dominio unidimensional passa a ser tratado apenas por seus dois pontos extremos
ao invés de todo seu comprimento. Esta caracteristica faz com que a discretizacdo do dominio no
MEC seja uma tarefa muito mais simples do que em outros métodos numéricos. Por consequéncia,
o método é mais amigdvel a problemas com geometrias varidveis no tempo, como é o caso das

aplicacoes deste trabalho.
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Além de diminuir o problema em uma dimensao, o MEC tem também a vantagem de pos-
sibilitar solugdes que variem continuamente em todo o corpo, sendo que as aproximacoes ficam
restritas ao seu contorno. O MEC ¢ particularmente efetivo na obtencao das derivadas das fun-
¢oes de campo (por exemplo, a velocidade do escoamento nos casos estudados neste trabalho). A
discretizacdo apenas do contorno leva a um sistema com nimero muito menor de equacoes do que
o MEF ou o MDF. No entanto, o MEC gera matrizes densamente povoadas, enquanto o MEF

gera matrizes maiores, porém esparsas.

As préximas se¢oes apresentam a formulacdo do MEC para problemas regidos pela equacao de
Laplace em dominio bidimensional, presente na maior parte dos modelos adotados neste trabalho,

para o escoamento potencial.

4.2 Solucoes fundamentais

A solugao fundamental da equagédo diferencial governante é a base da formulagao do MEC (Domin-
guez, 1993). Para o caso estudado neste trabalho, a solu¢do fundamental corresponde & resposta
do potencial em um meio infinito quando a fonte (ou sumidouro) esta concentrada em um ponto.
De acordo com Dominguez (1993) ela é a solugao particular da equagao de Poisson quando o termo

nao homogéneo (referente a fonte ou ao sumidouro) é igual ao delta de Dirac:

d(x —xq)

V2o = —
K

(4.1)
Segundo Katsikadelis (2016), o dominio infinito contendo apenas uma carga pontual pode ser

descrito como um dominio axissimétrico cuja origem esta localizada sobre tal carga. Desta forma,

desenvolve-se a Eq.(4.1) em termos de coordenadas polares:

V2p* =

10 [ 0%* 1 0%®* §(x —xq)
o () e - (4.2)

Como a solucdo ¢é axissimétrica, as variagoes em relagao a @ sdo iguais a zero, chegando-se a:

19 (02" _ d(x—=za)
ror <a) K (43)

Considerando-se que o lado direito da equacao é igual a zero em todos os pontos com exce¢do

da origem, tem-se:

10 [ 0P*
ror (a> =0 (44)

em que r é a distancia Euclidiana entre o ponto onde a fonte é aplicada (ponto fonte) e o ponto

onde o potencial é medido (ponto campo) (Fig. 4.1):
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ponto
. campo

ponto 4 L .
fonte d ' X
Figura 4.1: Pontos fonte e campo
=@ -0’ + (v - )’ (45)

A Eq.(4.4) pode ser integrada duas vezes em relagdo a r, dando origem a:

®* = Aln(r) + B (4.6)

onde A e B sdo constantes arbitrarias. Sem perda de generalidade, ao se buscar uma solugao
particular a constante B pode ser assumida igual a zero. A constante A, por sua vez, pode ser
determinada aplicando as equag¢des em um dominio circular {2 de contorno S com origem no ponto

fonte. Utilizando o teorema de Gauss-Green nesse dominio, chega-se a:

oo+
2 F % _
/qunm_/s - as (4.7)

O integrando do lado esquerdo desta equagdo é dado pela Eq.(4.1). O integrando do lado
direito pode ser obtido a partir da deriva¢ao da Eq.(4.6) em relagdo a r no dominio circular (onde

d(* d(*

9" 0"

1
— A= 4.
or on r (4.8)

Substituindo este resultado, bem como a Eq.(4.1), na Eq.(4.7), obtém-se:

/Q —6(XKXd)dQ: /S A%dS (4.9)

Lancando-se mao da substitui¢do de varidveis dS = rd0:

_ 2
/ 0x=%a) gy = [ 4a0 (4.10)
Q K 0

Finalmente, aplicando as propriedades da funcao delta de Dirac, chega-se a:
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1
7 —21A (4.11)
Logo,
P — (4.12)
21K ’

A substituigdo da constante A na Eq.(4.6) dé origem a:

o* = L In(r) (4.13)

A Eq.(4.13) é a solucao fundamental do potencial.

4.2.1 Solugao fundamental da velocidade

Avaliando o fluxo que atravessa o contorno, temos que:

gq=—-KV®-n (4.14)
A Eq.(4.14) pode ser reescrita como
0P
=—-K — 4.15
q n (4.15)

Logo, a solucao fundamental para a velocidade é:

. 0P*
¢ =-K o (4.16)

Utilizando o valor de ®* obtido na Eq.(4.13), temos:

¢ = —Ka% (—2771[(11(1(7«)) (4.17)

. 19(n(r)) 1 {3(11&(7“)) 9(In(r))
q ox

27 On 2r

Ny (4.18)

Analisando a Eq.(4.18) em z:

d(In(r))  9(In(r)) ar

or  Or Oz (4.19)
In(r)) 1z =
or rro1? (4.20)
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Analogamente, em y:

o(n(r) _ 1y _y

= 4.21
dy rro r? (421)
Substituindo as Eqs.(4.20) e (4.21) na Eq.(4.18), segue que
P O Y 4
N 1
g = 53 (xng +yny) (4.23)

Generalizando para quando o ponto fonte nao estd localizado na origem do sistema de coor-

denadas, a Eq.(4.23) toma a forma:

1

q = Dy [(z — zq)ne + (Y — ya)ny] (4.24)

A Eq.(4.24) é a solucao fundamental da velocidade.

Quando o ponto fonte nao estd localizado na origem, a expressao para o raio é:

r=1/(x —24)? + (y — ya)? (4.25)

onde (z4,yq) sdo as coordenadas do ponto fonte.

4.2.2 Solugoes fundamentais ortotrépicas

Para dominios ortotrépicos, uma proposta de solugao fundamental é realizada. Partindo da solugéao
fundamental isotrépica do potencial (Eq. 4.13), a seguinte solugdo fundamental ortotrépica é

sugeridas:

. |
O o= T In (') (4.26)
m

na qual K, é a condutividade hidraulica média e r’ é o raio modificado, expressos por:

K, = /KK, (4.27)
e
o \/(z ;{jd)Q L ;(jd)2 VR (4.28)
A obtencao da solugao fundamental ortotropica da velocidade deve satisfazer a seguinte equa-
cao:
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. o®* o®*
N

Desenvolvendo a derivada parcial em x:

8‘1)2%0

ox

Lo 1 ,
= <_277Km In (r ))
10, .,
*%Km%(ln(r))

Analogamente, em y, tem-se:

_1
_ gt (ﬂf—$d)2+(y—yd) ? (z — z4)
oK, ! K, K, K,
1 (x —xq)
o (1) Ke
6(1)2%0 - _ 1 (y - yd)
dy om (r)? Ky

Substituindo as derivadas na equagao original, tem-se:

. 1 (z ) L (v
Qorto = — [Kw <_ or ()2 K ) e+ Ky <_27r )? Ky ) ny]

Levando a:

Gito = e 7 = 5 + (0 = v

Estas solugdes propostas satisfazem a equagao:

V. (qu):;rto) =—0 (X - Xd)

das solugoes fundamentais propostas é mostrada no Capitulo 9.

4.3 A equacgao integral de contorno
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(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

e tém a caracteristica de convergir para as solugoes fundamentais isotréopicas dadas pelas equagoes
4.13 e 4.24 quando K, = K,. Com isso, garante-se continuidade das solucdes entre sistemas

isotropicos, quase-isotrépicos (nos quais K, e K, tém valores proximos) e ortotrépicos. A validacao

Para obter a equacao integral de contorno, utiliza-se o método dos residuos ponderados e o teorema

de Gauss-Green. O método dos residuos ponderados multiplica a equagao diferencial governante



do problema, Eq.(3.16), por uma fungao peso arbitraria w. Integra-se a expressao obtida em todo
o dominio e assume-se que o resultado da integracao é zero. Este procedimento é mostrado na
Eq.(4.35).

/ (V20)wdA =0 (4.35)
A
Desenvolvendo a Eq.(4.35), tem-se:
0% 9*®
LA<8ﬁ az)wdA—O (4.36)
0?® 0?®
wdA dA =0 4.37
[ et ], oy * (4.37)

Neste ponto, langa-se mao do teorema de Gauss-Green - Eq.(4.38) - para realizar a transfor-

macao das integrais sobre o dominio em integrais sobre o contorno:

_[9f
/Sf(a:,y) nde_/Aax dA (4.38)

A partir daqui, serd analisado a primeira integral da Eq.(4.37), que traz a derivada em z:

Fazendo f(z,y) = acp w na Eq.(4.38), temos que

/4”%% /w( )M

3 ( ‘o aq>aw>dA

0:2% " 02 0
0*® 0P Ow
Reorganizando a Eq.(4.39):
25
P
ng wdA= | — w Ng dS — / gxg(;j dA (4.40)

Para transformar a dltima integral de dominio, do lado direito da Eq.(4.40), utiliza-se o seguinte

artificio:

Aplicando o teorema de Gauss-Green fazendo f = CID%, tem-se:
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8w dw
s 8mn$ds /8x( 8x)dA

0P Ow
= dA d—dA 4.41
4 0z Oz * / d ( )
Reorganizando a Eq.(4.41):
o® 8w Ow 0w

Com isso, podemos escrever a primeira integral da Eq.(4.37), substituindo a Eq.(4.42) na
Eq.(4.40), como:

2(1) P 2
AgﬁwdA:/S?%wnde—/Ség(;ndenL/Aég;;dA (4.43)

Analogamente, para a segunda integral da Eq.(4.37), pode-se escrever:
Ow
o2 / wnydS — /<1> nde+/<I>—dA (4.44)

Substituindo as equagdes (4.43) e (4.44) na Eq.(4.37), é obtido:

Gt Spu)ens fo(GonSon)oss [o(35 4 55)ac0 1w

A Eq.(4.45) pode ser escrita na forma:

wds — / % 45+ / BViwdA = 0 (4.46)

O préximo passo € a eliminar a integral de dominio da Eq.(4.46) de forma a obter uma equacao
integral de contorno. Para isso, deve ser escolhida uma fungao peso w(zx,y) cujo laplaciano seja
igual a zero. Uma das caracteristicas do MEC ¢ utilizar como fungdo peso a solugdo fundamental
para o potencial, ou seja, fazer w = ®*. Como o laplaciano da solugdo fundamental é uma fungao

delta de Dirac, entdo o mesmo sera igual a zero para todo o dominio, exceto no ponto fonte.

Desta forma, a Eq.(4.46) fica:

(I) *
gnqp ds — /cpa dS+/ B V2DdA — (4.47)

Substituindo o laplaciano da solugdo fundamental pelo expresso na Eq.(4.1), tem-se:
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ai@*dé‘—/g ( )>dA_0

Pelas propriedades da fun¢ao delta de Dirac, tem-se:

oOb od* O (24, ya)
o* ) —tdy Jd)
6n dsS — / dS % 0

Multiplicando a Eq.(4.49) por (—K):

/S< )(I)dS / < 6¢)*>ds+¢($dayd)20

Isolando ®(z4, y4):

0" 00
(4, ya) _/SCD(—K 8n)dS—/S(—Kan)<I> ds

Substituindo as equagoes (4.15) e (4.16) na Eq.(4.51), tem-se:

D(xg,Yq) :/Sq)q*dS—/Sq(I)*dS

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

A Eq.(4.52) é a equagdo integral de contorno valida para quando o ponto fonte estd no interior

do dominio.

Para abranger o caso em que o ponto fonte se encontra sobre o contorno, devemos lancar mao

do seguinte artificio:

Ponto fonte Contorno S’

Contorno $ \Contorno S-8

Figura 4.2: Modificagdo do contorno

Da Fig. 4.2, tem-se que o contorno original é o contorno S. Faz-se uma alteragdo no contorno

S, criando um arco de circunferéncia sobre o ponto fonte. A este arco chamamos contorno S’.

Da analise da Fig. 4.2, percebe-se que:

[Contorno S| = [Contorno original]

[Contorno S — S’] 4+ [Contorno S’] = [Contorno alterado]
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O contorno S’ é um arco de circunferéncia de raio . Em qualquer ponto de S’, o raio r, que é
a distancia entre ponto fonte e ponto campo, é sempre igual a . Fazendo ¢ — 0, tem-se o ponto
fonte sobre o contorno. Para a aplicacdo deste artificio, deve-se separar as integrais da equagao

integral de contorno, Eq.(4.52), em S’ e (S — 5’). Como mostrado a seguir.

Consideragoes prévias:

ol =r = [(@— 20 + (v - 9a)?] (4.55)
r=(z—2ai+ (= ya)j = ol +71yj (4.56)
I Tyjl el A (4.57)

Tl (o412 r
oy = %r Ly = %y (4.58)

Separando as integrais da Eq.(4.52), tem-se:

(24, ya) = / g dS — / ¢ ®°dS + B g dS — ¢ & dS (4.59)
% % (S—5") (S—5")

Analisando a primeira integral em S’ da Eq.(4.59) e substituindo na mesma a expressdo para
q* da Eq.(4.24), tem-se:

[eads= [ @5 (@ zn + (- yamlds (4.60)

Com o exposto nas consideragoes prévias - Egs.(4.55) a (4.58) -, a Eq.(4.60) fica:

<I> ¢*dS = <I> 27r o [T e + 1y 0yl dS
~ [ a1 { <4+ } ds (4.61)
Js o 2mr? Tet Ty '

Como, em todo S’, r = ¢ e dS = rdf = dS = edf, tem-se:

b g dS = z Y do 4.62
// ¢ ds 0, 27rz—:2< € c (462)

Como 7,2 + ry2 =72 =

0 @ (&2 b2 P
dgdS=| —5|— = [ —di=_—(0— 4.
o q ds o, 27['62 < )€d0 do o (92 01) ( 63)
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Fazendo ¢ — 0 = ® — ®(x4,yq). Com isso:

<I>q*dS = <I’(£L'd, yd) 7(02 — 01)

} o (4.64)

Analisando, agora, a segunda integral em S’ da Eq.(4.59) e substituindo na mesma a expressao
para ®* da Eq.(4.13), tem-se:

/S, g B*dS = /S q (—2;}{ ln(r)) ds (465)

Fazendo r = ¢ e dS = e df, tem-se:

* 62 1
/S/ q®*dS = /91 q (—Mln(s)) edf (4.66)

Lembrando que € é constante em todo S’, tem-se:

02
q
*dS = — db 4.
/S,q<I> ds 27rKaha(es) A (4.67)
10 _ 4 _
/S a@7ds =~ (e) (6 - ) (4.68)
Fazendo € — 0:
a4 _ : —
/S q@7dS =~ L_(0,— 01) lim [e1n(2)] = 0 (4.69)
Portanto, tem-se que:
/S q@tds =0 (4.70)

Substituindo os resultados obtidos com as equagoes (4.64) e (4.70) na equagao original, (4.59),

segue que:

®(24,y4) = P(24,Ya) %;91) + ¢ q*dS — q®*dS (4.71)
™ (S—5") (S—5")

Levando em consideragao que quando se faz ¢ — 0 isso implica que (S — S’) — S, entdo:

(02 —

0 * *
®(24,y4) = ®(24,ya) 5 ) +/S<I>q dS—/Sq‘1> ds (4.72)

Reorganizando, tem-se:
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02 — 0 §
<I>(wd,yd)—<1>(xd,yd)g :/S<I>q*dS—/Sq<I> ds (4.73)

27

(62— 6)
D (x4, Yq) {1— SRS } /‘I)q*dS /q<1> as (4.74)
(24, ya) [2”_ (62 = 61) } [@ads— [ qoras (4.75)

O numerador da expressao entre colchetes, 2m — (2 — 61), corresponde ao adngulo interno do

contorno, conforme mostrado na Fig. 4.3. Entao:

Paa ) 22 = [ @qas— [ qotas (4.76)

A Eq.(4.76) é a equagao integral de contorno valida quando o ponto fonte esté sobre o contorno.

0,-6,
\

.
.
. .
~ .
. .
. -
- -
R e
int

Figura 4.3: Angulos interno e externos

Se o ponto fonte estiver no exterior do dominio e fora do contorno, entdo a integral do delta

de Dirac da Eq.(4.48) é igual a zero e, com isso, ®(z4,y4) = 0. Neste caso, entao:

0:/<I>q*d5—/q<1>*dS (4.77)
S S

A Eq.(4.77) é a equagdo integral de contorno valida quando o ponto fonte estd no exterior do

dominio e fora do contorno.

Dos resultados obtidos nas equagoes (4.52), (4.76) e (4.77), pode-se escrever:
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c@(xd,yd):/séq*dS—/Sq@*dS (4.78)

0 quando o ponto fonte esté fora do dominio
QA
onde: ¢ = { quando o ponto fonte estd sobre o contorno
1 quando o ponto fonte estd no interior do dominio
0; 1
Para um ponto suave do contorno, é de facil visualizagao que it — 3 (Banerjee, 1994; Kane,
T

1994).

4.4 Discretizacao das equacoes

A formulacao do MEC implica na discretizacdo do contorno da regiao estudada. Desta forma, o
contorno S é escrito como a soma de n pedacos nos quais o mesmo é dividido, conforme a Fig.
4.4.

S=s1+s3+s3+ - +s, (4.79)

Figura 4.4: Discretizacao do contorno

A discretizagao do contorno implica na discretizacdo da equacdo integral de contorno (4.78).
Desta forma, cada uma das integrais da equacdo d4 origem a n integrais sobre os n pedacos do

contorno dividido. A Eq.(4.78) discretizada é escrita como:

n

c®(zgya) =Y ( /. _@q*dsj) -y ( /. _q@*d&-) (4.80)
j=1 J 7j=1

J

A discretizacao do contorno gera n pedagcos do contorno que precisam, ainda, ser representados
matematicamente. Estes pedacos do contorno podem ter uma forma qualquer, fato que leva a
necessidade de serem aproximados por uma forma conhecida, como, segmentos de reta, polinémios
de primeira ordem, polinémios de segunda ordem, etc. Quanto mais alto for o grau do polinémio

utilizado, mais fiel serd a representacao que esta forma conhecida fard do pedago do contorno.
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Estas formas conhecidas sdo chamadas de elementos de contorno. A soma de todos os elementos
de contorno serd, entdo, uma aproximacao do contorno real S. Quanto maior for a discretizagao,
ou seja, quanto maior for o nimero n de pedagos em que o contorno foi dividido, melhor sera a
aproximacao feita por meio dos elementos de contorno. Enquanto o contorno real é denominado
S, o contorno aproximado é denominado I'. Cada pedaco do contorno real S; ¢ aproximado por
um elemento de contorno I'j, conforme mostrado na Fig. 4.5. A Eq.(4.80) para a aproximacao

com os elementos de contorno fica:

@i = Y[ @atary) - 3([ gorar) (4.31)
j=1 7L 171

j=

Figura 4.5: Aproximagao dos elementos reais por elementos de contorno

4.5 Elementos de contorno lineares continuos

Os elementos de contorno lineares continuos sdo aproximacoes da geometria dos elementos de
contorno reais por meio de segmentos de reta com um né em cada extremidade do elemento (Fig.

4.6). As condigoes de contorno variam linearmente ao longo dos elementos.

Figura 4.6: Elemento de contorno linear continuo

Como o0s nés estdo na extremidade do elemento, nem sempre o ponto fonte estard em uma
parte suave do contorno. Assim sendo, a constante ¢ da Eq.(4.81) nem sempre ird assumir o valor
de ¢ = %, devendo ser calculada para cada posicdo do ponto fonte (nos casos em que o mesmo

estiver localizado sobre o contorno).

As condigoes de contorno da Eq.(4.81) devem ser explicitadas em termos do potencial e da

velocidade em cada um dos dois nés do elemento. Assim, assume-se que:
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(I)j = (N1 P+ Ny q)g)j (482)

qj = (N1q1 + N2 q2); (4.83)

com j =1,2,--- ,n, onde n é o nimero de elementos de contorno utilizados na discretizacao.

Nas Eq.(4.82) e (4.83), N1 e N3 sdo as fungoes de forma do elemento. Como se trata de
elementos retilineos, as fungoes de forma sdo equagdes de reta baseadas na coordenada local do

elemento, denominada &, que varia de —1 a +1, conforme mostrado na Fig. 4.7.

Sy

Figura 4.7: Fungoes de forma (Albuquerque, 2013).

Brebbia et al. (1984) mostram que, para os elementos de contorno lineares continuos, as fungoes

de forma sdo dadas por:

M=) (4.84)

Ny = %(1 +6) (4.85)

Assim, o valor do potencial e da velocidade em qualquer ponto sobre o elemento pode ser
definido em termos de seus valores nodais (na extremidade) e das duas fungoes de forma, que sao

funcoes de interpolagao lineares sobre a coordenada £ local do elemento.

Aplicando as consideracoes a respeito dos elementos lineares continuos, a equacio integral de

contorno fica:

=1

& (2, ya) = En: ([hl th Ej ) —j}njl ([gl gz]j Bj ) (4.86)

Na Eq.(4.86), os termos hy, ha, g1 € g2 sdo dados por:
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hl :/ N1 q*dF (4.87)
h2 :/ N2 q*dF (4.88)
g1 = [ Mo (4.89)

g2 = [ Nporar (4.90)

A Eq.(4.86) é a equagdo integral de contorno discretizada em elementos lineares continuos,

onde o indice 7 corresponde ao i-ésimo elemento de contorno analisado.

Pode-se organizar a Eq.(4.86) da seguinte forma:
; n i " q1
—c®(xq,yq) + ) [hl hz} , =Y {91 92} , (4.91)
=1 7| P j j=1 7192 j

A Eq.(4.91) é a equacao integral de contorno discretizada em elementos lineares. Ela pode ser

transformada em uma forma matricial, fazendo:

{fn h2} . seiF#j
Hij — J (4.92)

—c+ {hl h2L‘ sei =]

Gy = [91 92} . (4.93)

Com isso, a Eq.(4.91) fica:

]il (Hij Ejj) =jz: (Gz‘j [Zj]) (4.94)

Finalmente, a Eq.(4.94) é a equagao integral de contorno discretizada em elementos lineares e

em forma matricial.

4.6 Método de solucao

Para a descrigao do método de solugao, sera apresentado um exemplo simples de aplicacdo em um

problema de escoamento potencial unidirecional em um meio retangular com dois lados imper-
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medveis e dois lados com potenciais estabelecidos, conforme a Fig. 4.8. A discretizacao utilizada

¢ de um elemento por lado.

q=0
L L

4 Elemento 3 3

@ =0 |Elemento 4 Elemento 2| D = 1

1 Elemento 1 2

[ L
q=0

Figura 4.8: Exemplo de aplicacdo - condi¢bes de contorno

E importante notar que cada um dos nés é compartilhado por dois elementos. Para cada
no, existe apenas um valor de potencial, ou seja, existe uma continuidade de potencial ao longo
do contorno, entre os elementos. A velocidade calculada em um né, porém, pode ser diferente,
dependendo do ponto de vista de cada elemento. Assim, existe uma velocidade antes do né j (q?),
calculada do ponto de vista do elemento exatamente anterior ao nd, e uma velocidade depois do
mesmo no j (q}-i), calculada do ponto de vista do elemento exatamente posterior ao né. Portanto,
existem 3 varidveis para cada né. Note que, como a equacao diferencial é de segunda ordem, cada

noé s6 pode ter uma variavel desconhecida para que o problema seja solucionado.
A tabela 4.1 relaciona quais sdo as variaveis conhecidas e desconhecidas em cada né.

Tabela 4.1: Exemplo de aplicacdo - varidveis conhecidas e desconhecidas

N6 Variaveis conhecidas Variaveis desconhecidas

I =0 ¢f=0 qs
2 By=1 =0 a4
3 Py =1 @ =0 a3
4 B,=0 =0 a4

4.6.1 Calculo do potencial e da velocidade no contorno

O primeiro passo para a aplicacao é colocar o ponto fonte sobre o primeiro né do primeiro elemento

(né 1) e escrever a Eq.(4.91) para este no:

—01&’1 + (hn‘iﬁ-hm‘iz + h12<i’2 + h22<i>3 + h13(i)3 + h23‘i)4 + h14‘£4 + h24‘i)1) =

= (91197 + 92145 + 91245 + 92245 + g139% + 92395 + gldq] + g244f)  (4.95)

onde as variaveis sobrescritas com uma barra significam que sdo varidveis conhecidas, prescritas
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através das condigoes de contorno. Agrupando os termos comuns, tem-se:

(—c1 4 hi1 + hog) @1 + (ha1 + hi2) P2 + (haa + hiz) @3 + (hog + hia) Py =
Hiq Hiz Hi3 Hia

= 911¢% + 92145 + 91265 + 92265 + 91343 + gazq§ + gl4qf + 92447 (4.96)

Aplicando a notagao dada pelas Eq.(4.92) e (4.93), tem-se:

Hyy @y + Hya @+ Hiz @3+ Hia 04 = Gy ¢1 + Gy 05+ Gy g8 + Gl g5 + Gl 43 + G4 (4.97)

Colocando o ponto fonte sobre o né 2 e fazendo o mesmo procedimento, obtém-se:

Hay @1 + Hoy ®o + Hag @3+ Hag 04 = G4 ¢ + Gy 45+ G 45 + G345 + G343 + G54 4 (4.98)

Procede-se da mesma forma para os nés 3 e 4. Ao final deste procedimento, tem-se, de forma

matricial:

Hy Hy Hiz Hyl| [
Hy1 Hso Hoz Hay| | P2
Hy Hzp Hsz Hza| | g,
Hy Hyo Haz Hyy| | -

d d d d
G11 1o G12 (113 G13 14 G14 11 q

d a d a d a d a a
G21 22 G22 23 G23 24 G24 21 q3

- a a " IR (4.99)

Gy Gy G GY G GYy Gy GYi| |4

Gl G, Gf, Gi5 Gf Gy, Giy G4 q4

d

q4

qf

ou, de forma compacta,

[H]{®} = [G{q} (4.100)
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A seguir, reorganizam-se as equagoes de forma a separar as varidveis conhecidas das desconhe-

cidas, resultando em:

—Gil2 —GY; —Gil4 -G1y qg

*GgQ —G3 *ng; -G5 q5

—G§2 —Gi3 —G§4 -G qff

—G22 —GZ:a —GZ4 -G qf
qf
q5

G4 G —Hy —Hipy GY3 GY —Hiz —Hu ?1

_ G% G% —Hy —Hy GY GYy —Haz —Hay| | @ (4.101)

G, G4 —Hsy —Hsy GY3 G4 —Hss —Hsy| | ¢4

Gh GY —Hu —Hip Gl GYy —His —Hul | g9
oy
o,

E importante lembrar que todos os elementos das matrizes H e G sdo conhecidos, resultando
da resolugao das equagoes (4.92) e (4.93). As varidveis do vetor da esquerda sdo desconhecidas

enquanto que as do vetor da direita sdo todas conhecidas. Desta forma, pode-se escrever:

[Al{z} = {0} (4.102)

ou

{z} = [A]"{b} (4.103)

Caso com fontes ou sumidouros pontuais

Para o caso em que a equagdo governante ndo é a de Laplace, mas sim a de Poisson (Eq. 3.15), a
Eq.(4.100) se torna:

[H]{®} = [Gl{q} — {s} (4.104)

onde s € o vetor que guarda a contribuicao de cada sumidouro pontual. Cada elemento deste vetor

corresponde ao efeito dos sumidouros em um ponto fonte i, dado por:

Nsc

si=» Q;®* (4.105)
j=1
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sendo que ng. ¢ o nimero de sumidouros pontuais do problema, @; ¢ a intensidade do sumidouro

j e ®* é a solugdo fundamental do potencial, expressa pela Eq.(4.13).

Reorganizando as matrizes para separar as varidveis conhecidas das desconhecidas, tem-se:

[Al{z} = {b} — {s} (4.106)

ou

{z} =[A]7 ({0} — {s}) (4.107)

Da resolugéo do sistema linear dado pela Eq.(4.103) ou pela Eq. (4.107), obtém-se os valores

desconhecidos de ® e ¢ no contorno.

4.6.2 Calculo do potencial e da velocidade em pontos internos

Depois que o potencial e a velocidade foram calculados no contorno, os mesmos podem, entao, ser
calculados em qualquer ponto no interior do dominio. Para a realizacdo de tal tarefa, coloca-se o
ponto fonte no interior do dominio, no ponto desejado e aplica-se a equagao integral de contorno
(Eq. 4.78). Como as integrais desta equagao sao avaliadas no contorno e, nele, os valores de ® e ¢
j& sao conhecidos, entdo a tnica incoégnita da equacao integral de contorno é o potencial no ponto
interno em questao. E importante notar que, quando o ponto fonte estd no interior do dominio, a
constante ¢ da Eq.(4.78) vale 1.

Para o cédlculo da velocidade em um ponto interior ao dominio é necessario, primeiramente,
derivar a equagao integral de contorno (Eq. 4.78) em relacio as coordenadas do ponto fonte (x4, yq),

fazendo:

9P (,) 9 * 0 ¢
Org  Oxg Us U zg) Pa) dSm] " Oy [/s Cla.20) Uz) W)

*

/ ”d><1> ) dS %q ds (4.108)
By @~ |y " on, @@

A partir desta equacéo, pode-se calcular a velocidade em um ponto do interior do dominio,

lembrando que:

0P\ ; 0P\ .
=(-K—|i -K—j 4.1

- (#22)ie (2)s -
aq* [nx(rz —7r2) + 20y 1y ry} 1
ory 2mrd (4.110)
@*
(89 =3 7‘;{ 5; onde 1 = — g (4.111)
Lq
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As equagdes (4.108) a (4.111), com excegao da Eq.(4.109) tém suas andlogas em relagdo a yg.

4.7 Integracao analitica das matrizes de influéncia H e ¢

Como mostrado neste capitulo, o MEC é um método integral que tem graus de liberdade apenas
no contorno da regiao estudada. De acordo com Kane (1994), este método tem duas caracteristicas

importantes, no que concerne as integracoes:

e sd0 consumidos muitos recursos computacionais com as integragoes (se comparados com
métodos de dominio), considerando que cada elemento de contorno é integrado N vezes,

uma para cada localizacdo do ponto fonte, sendo IV o nimero total de nés do problema;

¢ a qualidade da solucao obtida estéd intimamente relacionada a precisdo do procedimento de

integracao utilizado.

Uma observacdo importante é que quando o ponto fonte esta localizado sobre o elemento que
estd sendo integrado, os integrandos costumam apresentar singularidades, como por exemplo, com

o raio tendendo a zero nas solugoes fundamentais mostradas nas equagoes (4.13) e (4.24).

E mostrado por Kane (1994) que a integragao exata das expressoes ¢ algo que pode se tornar
bastante complicado quando o contorno discretizado foi aproximado por elementos de contorno
quadraticos ou de ordem mais alta, porque os integrandos podem ser bastante complicados. Isto
nao significa que ndo possam ser obtidas expressoes analiticas para estas integrais (principalmente
com o auxilio dos softwares de manipulagao simbdlica atuais), mas tais expressoes analiticas podem
chegar a ser tao longas que se consome mais recursos computacionais na manipulacdo das mesmas
pelos algoritmos do que se fosse realizada a integracdo numérica. Nestes casos, hd que se pesar o
beneficio obtido pela solugao mais precisa trazida pela integracdo analitica e o custo computacional

adicional requerido.

A integracdo numérica, embora seja uma aproximacao da solugdo exata da integral, é, normal-
mente, o meio mais utilizado para realizar as integragoes no MEC, principalmente o método da
quadratura de Gauss. Entre os motivos para esta popularidade, estdo a capacidade de se tratar
as singularidades das solugbes fundamentais e a possibilidade de utilizacdo de elementos curvos
(de ordem 2 ou superior). A utilizagdo de elementos curvos diminui a discretizagdo do contorno
requerida para um mesmo grau de precisdo entre o contorno real e o contorno aproximado, em
relagdo a elementos retilineos. Intuitivamente, espera-se um ganho de performance ao utilizar uma
malha com um nimero menor de nds para se conseguir uma solucdo de igual qualidade. Anélises
de performance realizadas por Braga (2012), porém, mostram que formulagdes com elementos
constantes e elementos lineares convergem quase tao rapidamente para a solucdo exata quanto
elementos quadraticos, como pode ser visto na Fig. 4.9. Além disso, Kane (1994) afirma que é
vantajoso se utilizar elementos retilineos (incluem-se os constantes) combinados com integracao

analitica ao invés de utilizar elementos curvos combinados com integragdo numeérica.
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Figura 4.9: Convergéncia com distintos tipos de elementos de contorno (Braga, 2012)

Embora este cenario seja muitas vezes favoravel a adocao da integracdo numérica com ele-
mentos de contorno de alta ordem, é mostrado por Banerjee (1994) e Kane (1994) que, quando
se utilizam elementos de contorno retilineos (lineares continuos, lineares descontinuos e elementos
constantes), a integracao analitica é uma prética formidavel devido as expressoes obtidas serem
factivelmente aplicaveis nos algoritmos; a dificuldade de se obter e aplicar as expressdes analiticas

nao sao tao dramaticas quanto no caso dos elementos curvos.

A integracao analitica dos elementos das matrizes H e G das formula¢des do MEC para proble-
mas potenciais com elementos de contorno lineares continuos desenvolvida por Cérdoba (2013) é

utilizada neste trabalho nas implementagoes dos simuladores de escoamento potencial em dominio
bidimensional.
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Capitulo 5

O Método dos Elementos de
Contorno para escoamentos

potenciais totalmente axissimétricos

5.1 Introducao

Este capitulo apresenta a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para problemas
potenciais modelados em dominios axissimétricos. A derivacdo das equacgoes desta formulagao
estd presente em diversos trabalhos (Bakr (1986); Becker (1992); Liggett and Liu (1983)), no
entanto, muitas vezes de forma néo clara. Apresenta-se neste capitulo uma abordagem alternativa

simples e direta para a obten¢do das solu¢bes fundamentais.

5.2 Formulacao axissimétrica

Para o desenvolvimento da formulacao axissimétrica, parte-se do fato de que a sua representagao
é equivalente a tridimensional. De fato, como visto no Capitulo 3, chega-se na equagao governante
axissimétrica apenas escrevendo-se a equacao de Laplace tridimensional em coordenadas cilindri-
cas, e igualando-se a zero as derivadas em relacdo a coordenada 6. Como apresentado no Capitulo

3, no dominio axissimétrico, a equacao de Laplace é expressa como:

2’0 1909 %0
Vo= —— +-— +—— =0 5.1
or2  ror 022 (5.1)
Como visto no Capitulo 4, a solugdo fundamental da equagdo governante é a base do MEC.
No mesmo capitulo foi mostrado que a solucdo fundamental é a resposta a uma perturbagio
pontual no dominio. No caso totalmente axissimétrico, que é o caso de estudo deste trabalho,
tanto a geometria quanto as varidaveis devem ser simétricas em relacio ao eixo de rotacdo. Assim,

quaisquer planos arbitrarios que contenham o eixo de simetria devem ter representacao idéntica

61



entre si. Desta forma, pode-se inferir que a solugdo fundamental no dominio axissimétrico nao é a
resposta a uma carga pontual, mas sim a uma carga anular. E natural que, se todo plano possivel
que contém o eixo de simetria possui uma carga pontual na mesma coordenada (r,z), entdo a
conjuncao destes planos forma um dominio tridimensional que contém um anel de cargas em seu

interior.

Entéo, a solucdo fundamental axissimétrica pode ser obtida integrando-se a solucdo fundamen-
tal tridimensional por uma volta completa em torno do eixo de simetria. Dessa forma, a carga

pontual da solucao fundamental tridimensional é convertida em um anel de cargas.

5.3 Solucao fundamental axissimétrica

Na formulacdo tridimensional cartesiana do MEC, a solug¢ao fundamental do potencial é:

x 1 o 2 2 2
¢3D—m7 R—{(wc—fﬁd) + (Ye — Yd) +(Zc—zd)}

N

(5.2)

onde (x4, Y4, 2q) sdo as coordenadas do ponto fonte (ponto de colocagdo da carga no interior do
dominio), (x., ye, zc) sdo as coordenadas do ponto campo (ponto sobre o contorno onde a resposta

¢ avaliada) e R é a distancia entre esses pontos.

Para a obtencao da formulacio axissimétrica, primeiro é necessario expressar a mesma equagao
em coordenadas cilindricas. Para a expressdo do raio, devem ser levadas em consideracdo as

seguintes transformacoes entre sistemas de coordenadas:
Tg = 14080y Te = r.cos b, (5.3)

Yd = T4 8in by Ye = Tresin b,

Com estas transformagoes, obtém-se a solugao fundamental tridimensional escrita em coorde-

nadas cilindricas:

N

* 1 6. —0 B
®3p,cit. = g [(rat re)? + (24 — 2)% — 4 g e cos <02d)] (5.4)

De posse desta expressao, integra-se em relacio a 6 ao longo de uma volta em torno do eixo

de simetria, para a obtencdo de uma carga em forma de anel, garantindo a simetria axial.

1 2
fwis = e | @i e df (5.5)
0

axris o

Substituindo a Eq.(5.4) no integrando, tem-se:

N

Lo 1 2 2 2 (0c—ba\]™
* = — PR _ _ 4 .
azis = 90 | Akn [(rd + 1)+ (2a — 2c) Tq T'e COS < 5 )] df (5.6)
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Aqui pode ser utilizada uma mudanga de varidveis, fazendo 6. — 8; = m — 2a.. Vale lembrar
que o ponto fonte é constante, logo 6, é constante, mas o ponto campo é livre para se mover, logo
0. é uma variavel. Com isso, os limites de integragdo passam a ser de w/2 a —7/2, o diferencial

df se transforma em —2dq e a expressdo do cosseno se tranforma em seno:

us

=

" 1 [~2 1 _ _
P 27T/T2r e [(Td +7)% + (2g — 2)* — 4 14 1o sin? Oz} (—2da) (5.7)
Utilizando-se as seguintes expressoes:
2 >
m = rave)? (538)
((ra+7e) + (za = 20)°)
e i X
2 ) -3
A1(m, 5) = /0 (1 — m”sin a) do (5.9)
a Eq.(5.7) pode ser reescrita como:
* —(_1> T m, D) (5.10)
axris 2K 72 (rd rc)% 1 D) .

A Eq.(5.10) é a solugao fundamental do potencial no dominio axissimétrico. Note-se que m é
um parametro geométrico, composto pelas coordenadas dos pontos fonte e campo. Por sua vez, Ay
é uma integral eliptica do primeiro tipo, cujo argumento é o dngulo 7/2 e o médulo é o pardmetro

m.

5.3.1 Solucao fundamental da velocidade

Como ja visto no Capitulo 4, a solucao fundamental da velocidade é a derivada da solucao funda-
mental do potencial na dire¢do normal ao contorno. Assim, o mesmo procedimento seguido para

o dominio bidimensional é adotado, levando a:

* 8(1)2901'5 _ 8@2:131‘5 dr 8@2xis dz
Qoais = K on ( Jr dn 0z dn) (5.11)

E facil observar que as derivadas das coordenadas em relagao a direcdo normal sdo as componen-
tes do vetor unitario normal no ponto considerado, ou seja, n, e n,, respectivamente. Substituindo

estes valores, a equacao se torna:

o’ . oe;
* R _K aa:zsn + amsn ) 5.12
Qazis ( 87,6 T 82’0 z ( )
Para realizar as derivagoes de ®7 .. em relacao a r e a z, deve ser observado que ®7_. ¢ funcao

de m e de A\1. A1, por sua vez, é funcdo de m. Dessa forma, para realizar as deriva¢Ges presentes
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na Eq.(5.12), deve-se primeiro fazer a derivada de A\; em relacdo a m:

d)\l )\2 )\1
== = 1
dm  m(1l—m2) m (5.13)

onde Ao é a integral eliptica do segundo tipo, dada por:

™

4 1
Ao(m, =) = /02 (1 — m? sin? a) ? da (5.14)

T
2

Na expressao para a solucdo fundamental do potencial aparece ainda a multiplicagdo m Aq,

cuja derivada é calculada como:

d d\ Ao )\1> A2
—(mA) = A — = —_ | =— 5.15
dm(m ) 1—i_mdm 1+m(m(l—m2) m 1 —m? (5.15)
Da mesma forma, deve-se derivar m em relacdo a r e z, fazendo:

0 —2 c 1
om _m (Qrd“’) = (5.16)

or 2 (ra +7e)” + (24 — 2c) Te

‘ 9

m m (zqd — 2c) (5.17)

a (Td + TC)2 + (Zd — Zc)2

Munidos das equagoes 5.13 a 5.17, podem ser escritas as expressoes para as derivadas de ®7 ..

em relagdo a r e a z:

o=

0P s m r2— 124 (2p — zc 2
AK72r, (rqgTe) (ra —7re)” + (20 — zc)

002, - %
aris __ m i [ Zg 4 ; AQ] (519)
0z K72 (rqre)? L(ra—7e)” + (2d — 2c)

Finalmente, da substituigdo das equagoes 5.18 e 5.19 na Eq.(5.12), obtém-se a solucdo funda-

mental para a velocidade em dominio axissimétrico:

*
Qazis =

472 (ryq rc)%

m 1 72— 12+ (2, — zc)2 l 2(zq — 2c) ]
" )\ — d p Ao | ny — Ao | n,
{ |:TC 1 Tc [(Td - Tc)2 + (Zd — Zc)ﬂ 2] (Td - TC)2 + (Zd - ZC)2 ’
(5.20)

5.3.2 Tratamento matematico do eixo de simetria

Em alguns casos, o eixo de simetria faz parte do dominio simulado. Um exemplo disso ocorre na

simulacdo da extracao de petréleo em reservatorios através de pogos verticais. O eixo de simetria
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faz parte dos limites da regiao bidimensional gerada pelo plano de corte no dominio axissimétrico
(veja a posicao do eixo z nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6). Note que isso ndo acontece no problema de
Quick Drawdown, onde o limite do meio poroso estd distante do eixo de simetria (veja a posi¢ao

do eixo z na Fig. 3.7).

Nos casos em que o eixo z faz parte dos limites da regiao simulada, o contorno de tal regiao
serd uma curva aberta, com ambas as extremidades sobre o eixo z. Assim, na aplicacdo do
procedimento do MEC, ao colocar o ponto fonte sobre o eixo z, a coordenada r4 sera igual a 0.
Uma rapida andlise na Eq.(5.8) mostra que m = 0 quando r4 = 0. Seguindo a anélise, percebe-se

nas Eq.(5.9) e (5.14) que, para m = 0, tem-se \; = Ay = 7/2.

Embora a primeira vista as solugoes fundamentais parecam singulares para rg = 0 e m = 0,

elas nao o sdo. Reescrevendo a Eq.(5.10) com o parametro m descrito por extenso, tem-se:

Wiy = (ot Were)? L T (5.21)
(2Kﬂ-2> {(Td+rc)2+(zd_zc)2}§ r c)5 2

Nesta expressao, fazendo-se r = 0 e A\; = m/2, chega-se a:

-1

[ Z$iS]Td:0 = 1 (522)
2K [rg + (24 — 26)2} :
Com um procedimento anélogo, chega-se a:
. 1
[Qawis]rd:() = 3 [renr — (2d — 2c) n2] (5.23)

2 [TZ + (2q — 26)2}

As equagdes (5.22) e (5.23) sao as solugoes fundamentais para quando o ponto fonte se encontra

sobre o eixo de simetria.

5.4 Equacao integral de contorno e sua discretizacao

A equacdo integral de contorno para o dominio axissimétrico é a mesma obtida para o dominio
bidimensional. De fato, sob um ponto de vista geométrico, o dominio tridimensional axissimétrico
é reduzido a um plano bidimensional —z. Entao, para a implementacdo do MEC no dominio axis-
simétrico, uma vez obtidas as solugoes fundamentais axissimétricas, vale todo o equacionamento
apresentado no Capitulo 4, nas Secoes 4.3, 4.4 e 4.5, com a ressalva de utilizar a coordenada
ao invés de x para o eixo coordenado horizontal. Este equacionamento apresenta a obtencao da
equagao integral de contorno e sua discretizagdo em elementos de contorno lineares. Além disso,

aplica-se exatamente o mesmo método de solugao apresentado na Sec¢ao 4.6.
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Capitulo 6

O Método dos Elementos de
Contorno para escoamentos difusivos

bidimensionais

6.1 Introducao

Este capitulo apresenta a formulagdo do Método da Reciprocidade Dual (MRD) do MEC para
problemas regidos pela equagao da difusividade hidraulica (Eq. 3.41),

_10p

2 —_——
vP_nat

que é o caso do modelo adotado neste trabalho para o escoamento difusivo. Desde que foi apre-
sentado pelos seus criadores, este método vem sendo muito utilizado pelo seu baixo custo compu-
tacional (Partridge et al., 1992).

Este capitulo fard uso da nomenclatura padrao do MRD, portanto, a pressdo (p) serd denotada

pela letra u e sua derivada normal Op/0n sera representada pela letra g.

Para melhor entendimento, a apresentacdo deste método se dard de forma gradual, primeiro
para equacgoes do tipo V2u = b(x,y), expandindo a formulacio para equacdes do tipo VZu =
b(z,y,u), e finalmente chegando & equacdo da difusividade hidrdulica, que é do tipo VZu =
b(x,y,u,t).

6.2 Equagao de Poisson na forma VZu = b(z,y)

Seja considerada a equagao de Poisson na forma:

V2u = bz, y) (6.1)
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onde b é uma funcio conhecida da posicao, distribuida sobre o dominio. O objetivo é conseguir
resolver o problema sem precisar discretizar o dominio, mantendo a caracteristica do MEC de
discretizar apenas o contorno. Para isso, o MRD foi desenvolvido e é explicado neste capitulo com
base em Partridge et al. (1992).

A solucao da Eq.(6.1) pode ser expressa como a soma da solugdo da equagao diferencial ho-
mogénea (que, neste caso é a equagao de Laplace) e uma solucgao particular, que serd chamada de

A~

u:

Vi =b (6.2)

O MRD propoe o uso de uma série de solugoes particulares i; ao invés de uma tUnica .
O numero de solugbes particulares utilizada sera igual ao nimero total de nés do problema. Por
numero total de nds, entenda-se o nimero de nés do contorno N mais o nimero de pontos internos
L nos quais se deseja conhecer os resultados. Dessa forma, a funcdo b tem o valor aproximado

por:

N+L
b~ Z a;f; (6.3)

=1

onde o ¢ o conjunto de coeficientes inicialmente desconhecidos e f; sdo as fungoes de aproximacao.

As solugbes particulares 4; e as funcoes de aproximacao f; estdo relacionadas por:

Vi, = J; (6.4)
A Eq.(6.3) deve ser vélida tanto sobre o dominio como sobre cada um dos elementos. As
fungoes de aproximacgao f; dependem da geometria, assim como as funcoes de forma.

Substituindo a Eq.(6.4) na Eq.(6.3) tem-se:

b="> N+ Laj(V*iy) (6.5)
j=1

Substituindo esta equacdo na equagao de Poisson original (Eq. 6.1), chega-se a:

N+L
Viu= > a;(V*iy) (6.6)
j=1
Neste ponto, utilizam-se as técnicas utilizadas no Capitulo 4 para o desenvolvimento do MEC
para a equacdo de Laplace. Aplicando-se o método dos residuos ponderados e usando a segunda
identidade de Green, Eq.(6.6) origina:
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N+L

2 * _ . 2ﬂ4u* .
/Q(vu)udﬂ_;a]/g(v J)utdS (6.7)

Utilizando-se da mesma estratégia do Capitulo 4 para transformar as integrais de dominio em

integrais de contorno, chega-se a:

N+L
ciui—l—/q*udf—/u*qdfz Z a; (Ci@ij+/q*ﬁjdf—/u*qde) (6.8)
r r s r r
Esta ¢ a equacao integral de contorno do MRD. Nela, ¢ indica o ponto fonte. O termo §; ¢
definido como ¢; = 01u;/0n, em que n é o vetor unitario normal ao contorno. ¢; pode ser expandido

CcOomao:

U= "9 on Oy On (6.9)

A Eq.(6.8) é a equagdo integral de contorno, que assim como mostrado no MEC padréao, deve

ser discretizada em elementos de contorno, resultando em:

N+L

N N N N
cit; + Z/ ¢*udl’ — Z/ wrqdl = > oy <ciaij+ Z/ q*ti;dl’ — Z/ u*qjdr> (6.10)
k=1"Tk =1Lk j=1 k=1"Tk k=1"Tk

E importante notar que, uma vez definida a funcdo de aproximacio f, as funcdes 4 e § ficam
sendo conhecidas. Desta forma, nao é necessario utilizar as fungoes de forma para obter seu valor
aproximado sobre o elemento, com base nos valores nodais, como ¢ feito para u e q. No entanto,
se tais aproximagoes forem feitas, as mesmas matrizes H e G definidas no Capitulo 4 podem ser
utilizadas nos dois lados da Eq.(6.10). Esta estratégia introduz um erro numérico por utilizar
valores aproximados ao invés dos valores reais disponiveis. Entretanto, Partridge et al. (1992)
dizem que este erro foi provado como sendo pequeno e é um preco justo a se pagar pelo aumento

consideravel que esta estratégia traz na eficiéncia do método.

Aplicando a nomenclatura das matrizes H e GG, a equagdo pode ser escrita em termos dos

valores nodais como:

N N N+L N N
ciui + Y Higup — Y Gawar = Y (Ciﬂij + Y Hglyg — Gik@kj) (6.11)
k=1 k=1 =1 k=1 k=1

Novamente, os elementos das matrizes H e G sao os mesmos mostrados no Capitulo 4 (equagoes

4.92 e 4.93) e sua integracao é feita de forma analitica, conforme pontuado na Segao 4.7.

O indice 7 é utilizado para os pontos-fonte e o indice k& é usado para os pontos-campo. Escre-

vendo de forma matricial, tem-se:
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N+L
[H){u} = [GHa} = D ai([(H{a;} - [GHa;}) (6.12)

=1

A equacgao pode ainda ser escrita na forma:

A

[H|{u} — [G{g} = (H][U] - [Gl[Q){a} (6.13)

A Eq.(6.13) é a base da aplicagdo do MRD em elementos de contorno, na qual cada vetor a; é

uma coluna da matriz U e cada vetor ¢; ¢ uma coluna da matriz Q.

O vetor o
A Eq.(6.3) mostra que b é assumido como sendo:

N+L

b= Y fiq; (6.14)
j=1

Avaliando o valor de b a partir de cada um dos nés (nos N nés do contorno e nos L pontos
internos), um conjunto de N + L equagdes, cada uma com N + L termos serd obtido. Essas

equacoes, expressas em forma matricial, tornam-se:

{0} = [Fl{a} (6.15)

em que cada coluna da matriz I’ consiste em um vetor f; contendo os valores da funcdo f; em

cada um dos N + L pontos do problema. A matriz F pode ser invertida para obter o vetor a:

{a} = [F]7{b} (6.16)

Deve-se lembrar que, como dito no inicio do capitulo, a funcdo b é uma funcdo conhecida da

posicao, entao, todos os elementos do vetor b sdo conhecidos. Assim, o vetor a é obtido.

Conhecido o vetor a, o lado direito da Eq.(6.13) vira um vetor conhecido, agora nomeado como

d. Entao, a equacao fica:

[H]{u} - [GH{q} = {d} (6.17)

onde

{d} = ([H][U] - [G]IQ]){a} (6.18)

Reorganizando-se a equacao, tem-se:
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[H{u} = [Gl{q} + {d} (6.19)

Como pode ser visto, o vetor d é obtido simplesmente pela multiplicagdo de vetores e matri-
zes conhecidos. A seguir, aplicam-se as condigoes de contorno na Eq.(6.19) e reorganizam-se as
equacoes de forma a separar as varidveis conhecidas das desconhecidas, assim como mostrado no

Capitulo 4 (pdg.57). Com isso, chega-se a forma:

[A{z} = {y} (6.20)

ou

{z} = (A" H{y} (6.21)

onde o vetor x contém todas as variaveis desconhecidos no contorno. Da resolucdo deste sistema

linear, obtém-se os valores desconhecidos de u e g no contorno.

6.2.1 Solucao em pontos internos

Depois que a solucao é obtida para o contorno, u e ¢ podem, entao, ser calculados nos pontos
internos ao dominio. Para isso, toma-se a constante ¢ com valor igual a 1 e aplica-se a Eq.(6.11),

que, entao, fica:

N N N+L N N
U; = — Z Hijuk + Z Giij + Z Oéj <ﬁij + Z HZ']C’LAij — Z Gik;‘jkj) (6.22)
k=1 k=1 j=1 k=1 k=1

e tem como Unica incoégnita u;. Derivando esta equacao em relacao as coordenadas do ponto-fonte,

pode-se calcular as derivadas em relacdo a x e y no ponto considerado.

6.2.2 A funcao f

A solucéo particular 4, sua derivada normal ¢ e a funcdo de aproximagao f correspondente
utilizadas no MRD néo sao limitadas pela formulagdo. A tnica restricdo é que a matriz F' resul-
tante ndo pode ser singular. A forma usual de obtencao destas funcoes é propor uma funcao f e,

entdo, calcular 4 e ¢ utilizando as equagoes (6.4) e (6.9).

Segundo Partridge et al. (1992), as fungoes de r sdo adotadas pela maioria dos pesquisadores

como a alternativa mais simples e mais exata. Neste trabalho, adotou-se f = 1 + r. Neste caso:
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4=1r2/4413/9 (6.23)

G = (ry0x/0n +r,0y/on)(1/2+r/3) (6.24)

6.3 Equacio de Poisson na forma V?u = b(z,y,u)

VZu = b(x, y, u) (6.25)

onde b agora é uma funcao conhecida da posicao, e da propria variavel dependente u, distribuida

sobre o dominio. Para fins de exemplificacdo, serd tratada a equacao:

Viu+u=0 (6.26)
na qual a fun¢do b é —u. Entdo, substituindo esta nova defini¢do de b na Eq.(6.16), tem-se:

{a} = —[F]"{u} (6.27)

E importante notar que o vetor a agora nao pode ser calculado explicitamente, pois é também
uma funcio de u. Por isso, este vetor serd expresso nas equacdes matriciais como [F]~1{b}. Neste
caso, {b} = {u} e a Eq.(6.13) se torna:

[H]{u} — [G{q} = ~([H][U] — [GIQDIF]{u} (6.28)

Todos os termos do lado direito da equacdo sdo conhecidos, com exce¢do do vetor u. Assim,

pode-se definir:

A

[S] = (H][U] - [GNQDIF] (6.29)

onde a matriz S é a multiplicagdo de matrizes conhecidas. Assim, chega-se a:

[H{u} — [Gl{g} = —[SH{u} (6.30)

Esta equacao pode ser reorganizada como:

([H] + [SD{u} = [GHa} (6.31)

A seguir, aplicam-se as condigbes de contorno na Eq.(6.31) e reorganizam-se as equagoes de

forma a separar as variaveis conhecidas das desconhecidas, chegando-se a forma:
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[A{z} = {y} (6.32)

Pode-se, entao, fazer

{z} = A"y} (6.33)

onde o vetor x contém os valores desconhecidos de u e q. Da resolucdo deste sistema linear,

obtém-se os valores desconhecidos de u e q.

6.4 Equacao da difusividade hidraulica

Agora, considere-se uma equacido de Poisson cujo termo nao-homogéneo inclua a variacdo da
prépria funcdo u no tempo. Este é o caso da equacdo da difusividade hidraulica, que governa o

escoamento de fluidos compressiveis em meios porosos:

10u
Viu=—— 6.34
u= (6.34)
Neste caso, a constante 1/n aparece na Eq.(6.13):
1 A A
[H{u} — [Gi{q} = ;([H] [U] = [GlI@D{e} (6.35)
Para a equagdo da difusividade, a aproximagao mostrada pela Eq.(6.3) é dada por:
du(w,y.t)
ot = Z fi(z,y)ay(t) (6.36)
j=1

onde pode-se ver uma separagao entre varidveis de geometria e de tempo: f; sdo fungdes conhecidas
da geometria e o sdo fungoes desconhecidas do tempo. Desta forma, as matrizes U e () continuam

sendo conhecidas e o vetor « fica desconhecido.

Assim como para as equacoes anteriores, tem-se que

{0} = [Fl{e}

{24 = [P0} (6.37)

Explicitando o vetor «

{a) = [F] (5 (6.38)
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Substituindo esta expressdo do vetor a na Eq.(6.35), tem-se:

[H|{u} = [G{q} = ;([HHU} - [G][Q])[F]_l{g? (6.39)

Todos os termos do lado direito da equacao sdo conhecidos, com exce¢do do vetor du/Ot.

Assim, pode-se definir:

A

[S] = (H][U] ~ [GNQDIF] (6.40)

onde a matriz S é a multiplicacdo de matrizes conhecidas. Assim, chega-se a:

[H){u) - 2{81 ) = G)(a} (6.41)

Aplicam-se nesta equacdo as seguintes aproximagdes para as variagoes temporais de u, ¢, e

Ou/0t:

u=(1—=0y)upm + Outim+1 (6.42)
q= (1 - Hq)Qm + Hqu-‘,-l (643)
ou 1
Fr E(um—H — Upp) (6.44)

onde 0, e 0, sao pesos variando entre 0 e 1 para ponderagao de u e g entre os passos de tempo m

e m + 1. Substituindo estas aproximagoes na Eq.(6.41), obtém-se:

&ﬁ;m+%m0mmﬂ—%mmmﬂz

1
= [~ 181~ = 0] (W + (1= 0)(Gl ) (649
Segundo Partridge et al. (1992), uma série de testes indicaram que, no geral, boa exatidao nos

resultados sdo obtidos utilizando 6, = 0,5 e ; = 1. Dessa forma, a Eq.(6.45) fica:

(=518 + (A1) {ubmis = 260Habmis = (= 3508) - (1)) (wh (6.00)
e pode, ainda, ser escrita na forma:
[H'{u}ms1 =[G Habmrr + {y'} (6.47)
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onde

n_ 2 .
[H'] = —@[S] + [H] conhecida (6.48)
[G'] = 2[G] conhecida (6.49)
= <—nit[5] _ [H]> (Wb conhecido (6.50)

Deve-se notar que o vetor u,, é conhecido por se tratar de valores ja calculados no passo de
tempo anterior ou de condig¢oes de contorno estabelecidas para o instante de tempo inicial. Com

isso, pode-se escrever a Eq.(6.47) como:

[A{z} = {y} (6.51)

apOs aplicar as condigdes de contorno e separar as variaveis conhecidas das desconhecidas. O vetor

x contém todas as varidveis desconhecidas e pode ser calculado por:

{o} = [A]"{y} (6.52)

Com isso, sdo calculados todos os valores de u e ¢ desconhecidos.
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Capitulo 7

Formulacao do Método dos Elementos

de Contorno para sub-regioes

7.1 Introducao

Este capitulo apresenta o desenvolvimento da formulacdo do MEC para sub-regides. O conceito
central das sub-regides é de que um dominio pode ser dividido em partes onde a aplicacdo do
método numérico seja feita de forma independente. Sustenta-se no fato de que, se uma equagao
diferencial ou integral é valida em todo o dominio, ento ela é igualmente valida em cada parte dele.
A adocao das sub-regioes pode ser feita com intimeros objetivos. Neste trabalho, a estratégia foi
adotada para permitir aplicar a formulacdo padrao do MEC apresentada nos capitulos anteriores
- uma formulagdo véalida apenas para dominios inteiramente homogéneos - na representagao das

“zonas” de cada fluido, cada uma com permeabilidade distinta.

A partir da teoria a respeito do acoplamento das sub-regiGes, uma técnica foi desenvolvida
para a aplicacdo nos simuladores. Nas proximas secoes, serd mostrado como o conceito das sub-
regides foi utilizado na implementagao especifica da interface mével entre as regioes ocupadas por
cada massa de fluido no fenémeno dos cones. Todo o equacionamento, bem como um exemplo de
aplicacao sao apresentados, para que seja possivel a implementacao de projetos futuros utilizando

a mesma estratégia.

7.2 Fundamentacao tedrica

A formulagdo do MEC apresentada no Capitulo 4 é aplicavel apenas a dominios homogéneos, por
restrigdo das solugdes fundamentais utilizadas. Em muitos casos, porém, o dominio sobre o qual o
problema é considerado nao é homogéneo como um todo, porém, é homogéneo por partes. Nestes
casos, podem-se aplicar os procedimentos numeéricos apresentados em cada uma destas partes, ou

sub-regioes, como se elas estivessem separadas umas das outras (Brebbia and Dominguez, 1992).

A condicdo de homogeneidade por sub-regides tem ocorréncia frequente em problemas de

75



engenharia. Um exemplo é a condugao de calor em um sélido composto de dois materiais distintos,
cada um tendo uma condutividade térmica diferente. Katsikadelis (2016) cita a aplicagdo da
formulacao de sub-regides na modelagem de corpos constituidos de materiais compdsitos, sendo
cada componente do material compédsito tratado como uma sub-regido. O caso do escoamento
bifasico em meio poroso, tratado neste trabalho, também é homogéneo por partes, visto que a
zona ocupada por cada fluido tem condutividade hidrdulica K diferente e homogénea em toda
sua extensao (segundo o modelo adotado). Bruch (1991) diz ainda que a divisdo do dominio em
sub-regides é um artificio muito 1til se o dominio tiver uma geometria complicada. Segundo ele,
nestes casos, é obtida melhor precisao nos resultados se o dominio for dividido em sub-regides ao

invés de ser tratado por inteiro, sem divisoes.

Na interface, tanto o potencial quanto a velocidade sdo desconhecidos. Isso faz com que cada né
da interface (com excecio dos nés das extremidades) tenha 3 varidveis desconhecidas (®, ¢® e ¢%) ao
invés de apenas uma - os superindices a e d significam antes do né e depois do nd, respectivamente.
Sao necessdrias, entdo, mais duas equagoes para que o sistema possa ser resolvido. Sao utilizadas,
entdo, as equagdes que representam a continuidade ao longo da interface. Brebbia et al. (1984)
mostra que o sistema de equacbes para o dominio completo é obtido pela junc¢ido do conjunto
independente de equagoes para cada sub-regido com as equacoes de compatibilidade de pressoes

e equilibrio de velocidades (Egs. 3.54 e 3.55) para cada né da interface.

A Fig. 7.1 mostra o aspecto geral de um dominio composto por duas sub-regioes, R; e Ro,

com uma interface entre elas.

Interface
(a) (b)

Figura 7.1: Dominio composto por duas sub-regioes

O potencial é continuo dentro de cada sub-regido, mas apresenta descontinuidade na interface
(veja a Eq. 3.6: ® = ;ig + z). A pressao, ao contrario, é continua em todo o dominio. Entao, da
Fig. 7.1b, pode-se perceber que em cada ponto da interface, a pressdo é tnica, ndo importando
qual sub-regido se toma como referéncia. O fluxo normal a interface, por sua vez, tem a mesma
magnitude para as duas sub-regides, porém, sentidos opostos. Isso leva as seguintes condigoes de

acoplamento das regides, na interface:

PR, = PRy (7.1)

drR, = —4R, (7.2)
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7.3 Equacionamento

A seguir é apresentado um exemplo de aplicacdo da formulagdo do MEC para um problema de

escoamento potencial em duas sub-regioes. Foi utilizada uma discretizacdo com poucos elementos,

de forma a minimizar o nimero de componentes das matrizes H e GG para simplificar a demons-

tracao.

A Fig. 7.2 ilustra a geometria do problema e mostra as condi¢oes de contorno envolvidas.

D =

q=0
L
10 9
Dr: Rz
6 7 8
L & »
5 4 3
(I)Fu R1
1 2
& &
q=0

Figura 7.2: Problema de duas sub-regioes

D = Ox,

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento a partir da equagado integral de contorno em sua

forma matricial (Eq. 4.94) para as sub-regioes.

Para a sub-regiao 1, tem-se:

[d
Gll

d
C;21

d
G41

d
LG5

Hy1 Hio
Hy1  Hao
Hs1  Hso
Hy Hyo
Hs1  Hso

a
12
a
22
a
32
a
42
a
52

Gy
Gy
Gy
Gis
G

Hiy
Hay
Hisy
Hyy
Hiq

a
13

a
23

a
33
a
43
a
53

Gy
Gy
Gy
G5

a
14
a
24

a
34

a
G44

a

54

77

Gl
G4
G
G
G54

a
15

a
25

a
35

a
Gis

a

55

G5
G
Gl
Gis

o
11
a
21
a
31
a
41
a

51

(7.3)



Para a sub-regido 2, tem-se

Hgg
Hrg

Hyg
| Hi06

G
G
= GgG
G

Escrevendo todas as equagoes em um tnico sistema matricial, obtém-se a Eq.(7.5).

Hgr
H77

Hy7
Hio7

a
67
a
"
a
87
a
97

Hgs
Hqg

Hog
Hips

G
Gt
Gy
G

Hggy
Hrg

Hgg
Hipg

a
68
a
78
a
88
a
98

Gis
Gfs
Gs
Gy

a
69
a
79
a
89
a
99

GCGZQ Gg 10
G%Q G% 10
Ggg Gg 10
Gl Gbio

d d d d
_G106 G(1107 G107 G%OS G108 G'Cll()9 G109 G%OIO

a
66

a
76
a

86

a
96

a
1064

a6

(7.4)

O sistema

de equagbes resultante possui 10 equagoes e 18 incdgnitas (2 potenciais e 16 velocidades). Sao

necessarias mais 8 equacoes para que o sistema possa ser resolvido.

Das oito equagoes adicionais necessarias, trés serdo equagoes de continuidade de pressdo e

quatro serao equagoes de equilibrio de velocidades dadas pelas Eqs.(7.1) e (7.2), respectivamente.

As quatro equagoes de equilibrio de velocidades podem ser prontamente adicionadas no sistema

matricial fazendo:

—q§

d
—q5
—q

—af

ou

ou

ou

ou

g5 +q§ =0
¢f +q7 =0
¢i+a7 =0
g8 +q4 =0

(7.6)
(7.7)
(7.8)

(7.9)

As trés equacgoes de continuidade de pressdo, por sua vez, requerem uma pequena manipulagao

para sua inclusdo no sistema. Uma vez que a equacdo integral é escrita em termos do potencial

¢, a equacao de continuidade de pressdo (Eq. 7.1) também deve ser escrita em termos de ®.

Explicitando a pressao na Eq.(3.6), tem-se:
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p=(®—2z)py (7.10)

Substituindo a Eq.(7.10) na Eq.(7.1), chega-se a:

(PR, — 2R,)Pp, 9 = (PR, — 2R2)PR, 9 (7.11)

Dividindo ambos os lados por Pr,Y:

Pr,

(PR, — 2R,)—+ = PR, — 2R, (7.12)

Ro

Para um ponto da interface, zr, = zr, = 2. Com isso, tem-se:

((IDRl - Z) qu = (I)Rz -z

Ra
Op, —adp, =(1—a)z (7.13)
onde
o= Pm (7.14)
Pr,

A Eq.(7.13) é a equacao de continuidade de pressao escrita em termos do potencial ®. De fato,
ela se torna a equagao de compatibilidade de potenciais. Note que para o caso do cone de 4gua,

o pardmetro a é definido como paguqa/pPsico € N0 caso do cone de gas, cOMO Pgjeo/ Pyas-

As trés equacdes de compatibilidade de potenciais podem ser, finalmente, adicionadas no

sistema matricial fazendo:

<I>8 - Oé(I)g == (1 - Oé)Zg (715)
O7 —ady = (1 —a)z (7.16)
(I’ﬁ - Oéq)5 = (1 - 05)25 (717)

Com quatro equacdes de equilibrio de velocidades e trés de compatibilidade de potenciais, o
sistema conta agora com 17 equacgOes e 18 incégnitas. A ultima equacio necessaria é obtida a
partir da hipotese de que, na interface, a velocidade antes de um né é igual a velocidade depois
desse mesmo nd. Para que essa hipdtese tenha validade, a discretizacdo da interface deve ser
suficientemente refinada para que os vetores normais entre elementos adjacentes sejam o mais

coincidentes possivel. Com isso, pode-se escrever:
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¢4 =qf ou q¢f—q¢i=0 (7.18)

Adicionando as equagdes (7.6) a (7.9), (7.15) a (7.17) e (7.18) ao sistema de equagoes (7.5),
obtém-se a Eq.(7.19).

Neste ponto, tem-se o sistema matricial na forma
[ H ]ISXlO { (p }10><1 = [ G ]18><20 { q }QOXI + { b3 }18)(1 (7'20)

Organizando as equagdes de forma a separar as variaveis conhecidas das desconhecidas, chega-

se ao sistema na forma em que pode ser resolvido, dado pela Eq.(7.21).

Representando o sistema de forma simplificada, tem-se:
[A Lgxls { T }18><1 = [ By ]18><12 { ba }12><1 + { bs }18><1 (7'22)

Todos os elementos das matrizes [A] e [Bi] sdo conhecidos e dependem apenas da geometria
do problema. Todos os elementos do vetor {b2} sdo conhecidos, vindos da aplicagdo das condigoes
de contorno. Todos os elementos do vetor {bs} sdo conhecidos e dependem da geometria do
problema e da razao entre as massas especificas dos fluidos. O vetor {z} contém todas as variaveis

desconhecidas do problema (potenciais e velocidades no contorno).

Fazendo {b} = [B1]{b2} + {b3}, é possivel escrever o sistema na forma:

[Al{z} = {b} (7.23)

Agora, o sistema pode ser resolvido fazendo:

{a} = [A]7H{b} (7.24)

Caso com sumidouros pontuais

Para o caso em que a equagao governante nao é a de Laplace, mas sim a de Poisson (Eq. 3.15), a
Eq.(7.20) se torna:

[ H ]18X10 { ¢ }10><1 = [ G ]18X20 { q }20><1 + { b3 }18><1 - {80} - {Sw} (7'25)

onde s, € sy, 880 0s vetores que guardam a contribuicio de cada sumidouro pontual aos pontos fon-
tes de sua prépria sub-regido. Cada elemento destes vetores corresponde ao efeito dos sumidouros

em um ponto fonte ¢, dado por:
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Nsc

j=1

sendo que ny. ¢ o nimero de sumidouros pontuais da sub-regido, J; ¢ a intensidade do sumidouro

j e ®* é a solugdo fundamental do potencial, expressa pela Eq.(4.13).

Reorganizando as matrizes para separar as varidaveis conhecidas das desconhecidas e fazendo
{s} = {so} + {sw}, tem-se:

[Al{z} = {b} — {s} (7.27)

ou
{a} = [AI7 ({6} — {s}) (7.28)
Da resolugao do sistema linear dado pela Eq.(7.24) ou pela Eq.(7.28), obtém-se os valores de
potencial e velocidade no contorno das duas sub-regides (incluindo a interface).

Para a obtencao dos valores de potencial e velocidade em pontos internos, procede-se da mesma
maneira que a apresentada no Capitulo 4, tratando cada sub-regido como um dominio completa-

mente independente do outro.
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Capitulo 8

Implementacao dos simuladores

8.1 Introducgao

Com base nos modelos definidos no Capitulo 3, um conjunto de simuladores foi desenvolvido
utilizando a linguagem Matlab. Os simuladores se classificam primeiramente em relagdo ao tipo
de poco produtor representado, horizontal ou vertical. Em segundo lugar, a classificacdo ocorre
pelo nimero de fluidos representados, em monofasico ou bifasico. Para pocos horizontais, foram

desenvolvidos:

e Simulador de escoamento monofasico potencial. Utiliza a formulacdo do MEC para

escoamentos potenciais bidimensionais apresentada no Capitulo 4;

e Simulador de escoamento monofasico difusivo. Utiliza a formulacio do MEC para

escoamentos difusivos bidimensionais apresentada no Capitulo 6;

e Simulador de escoamento bifasico potencial. Utiliza a formulacdo do MEC para escoa-
mentos potenciais bidimensionais apresentada no Capitulo 4 e a formulacado para sub-regices

apresentada no Capitulo 7.

Para pocgos verticais, os seguintes simuladores foram desenvolvidos:

e Simulador de escoamento monofasico potencial. Utiliza a formulacdo do MEC para

escoamentos potenciais axissimétricos apresentada no Capitulo 5;

e Simulador de escoamento bifasico potencial. Utiliza a formulagdo do MEC para esco-
amentos potenciais axissimétricos apresentada no Capitulo 5 e a formulacao para sub-regides

apresentada no Capitulo 7.

Neste capitulo, sdo apresentadas especificidades sobre a implementagao dos simuladores como
os parametros de entrada, a determinagao das condi¢Ges de contorno, o cilculo da movimentagao

da interface e a modelagem do poco produtor.
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8.2 Parametros de entrada

Além da malha do reservatério, sdo requeridos pelos programas alguns parametros, listados a

seguir.

Meio poroso. Os parametros de entrada para o meio poroso sao:

2].

o Permeabilidade absoluta nos planos horizontal e vertical kyp,, k, [m=];

o Porosidade ¢ [—];

« Compressibilidade total do sistema ¢; [Pa~!] (para o simulador monofdsico compressivel).
Fluidos. Os parametros de entrada para o(s) fluido(s) sao:

o Massa especifica p [kg/m3];

o Viscosidade dinamica u [Pa.s].
Poco. Os parametros de entrada para a modelagem do poco horizontal sao:

o Coordenadas do centro do pogo [m];
» Raio do poco [m];

o Intensidade do pogo @ [m?/s] (para pocos horizontais) ou [m?3/s] (para pocos verticais).
Simulagao. Os parametros de entrada para a simulagdo sao:

o Tamanho At [s] e quantidade dos passos de tempo;

o Tempos [s] de inicio e fim da extracao.

8.2.1 Parametros calculados

Utilizando a permeabilidade absoluta, a massa especifica e a viscosidade dindmica, sdo calculadas

as condutividades hidraulicas K [m/s] do meio poroso, por meio da equagao 3.7.

A partir da malha inserida, sdo calculadas as alturas das zonas de fluido. Com esta informagao,
é possivel calcular o potencial ® [m] de cada fluido, em repouso, que sera utilizado como condicao

de contorno.

Utilizando a permeabilidade absoluta, a porosidade, a viscosidade dindmica e a compressibi-
lidade total do sistema, é calculada a constante de difusividade hidrdulica 1 [m?/s] por meio da

equagao 3.42.
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8.3 Condicoes de contorno

A determinacio das condi¢bes de contorno é diferente para cada simulador e serd mostrada sepa-
radamente. Para fins de simplificacdo dos exemplos, serdo utilizados reservatérios com geometria

simplificada (retangular) em todos os casos.

8.3.1 Condicoes de contorno para os simuladores de pogos horizontais
8.3.1.1 Escoamento monofasico potencial

A equacdo governante do escoamento potencial é a Eq.(3.14), escrita em termos do potencial
®. Logo, as condigoes de contorno aplicaveis a cada um dos nds sao de potencial conhecido ou
de wvelocidade conhecida. Para fins de exemplificagdo, considere o reservatério com a geometria

simplificada mostrada na Fig. 8.1, contendo 6leo.

(3)

(4) (2) He

(1)

Figura 8.1: Exemplo: reservatério retangular contendo apenas um fluido

Da figura, nota-se que a altura da zona de 6leo nao perturbada pelo escoamento, H,, é igual

a altura de toda a porcao simulada do reservatorio.

a) Potencial

O potencial é conhecido nas duas laterais (2) e (4) e na superficie livre (3). Seu valor é constante,
calculado pela Eq.(3.6):

¢:£+z

Py

onde p é a pressao total a que uma particula fluida localizada na posi¢do do né considerado estd

submetida, ou seja:

D= Do+ Dt (8.1)

sendo que p, é a pressao referente ao peso da coluna de 6leo que estd acima do né e p; é a pressao
no topo desta coluna de 6leo. Neste caso, p; é a pressao que o gas faz sobre a superficie livre.

Substituindo a expressdo de p na equagdo do potencial, tem-se:
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pg
H, —
_pgHo—2) b
pg pg
—H,+ (8.2)

P9

Na interface entre o 6leo e o gas, ou seja, na superficie livre (3), a pressao é apenas a que o gas
exerce sobre o 6leo (p;). Sem perda de generalidade, a pressdo na superficie livre pode ser assumida
como zero. Com isso, todo o dominio tem potencial constante de valor igual & sua altura (H,).
Assim, todos os nés dos limites laterais (2) e (4) e da superficie livre (3) tém potencial conhecido

CcOomo:

Do) = P(3) = P4y = Ho (8.3)

onde H, é a altura da zona de 6leo medida pela coordenada z da superficie livre ndo perturbada

pelo escoamento.

b) Velocidade

Base. O limite inferior (1) é a base impermeavel do reservatério. Logo, nao ha fluxo de dleo na

direcdo normal a ele. Isso leva a condi¢ao de contorno:

qq) "By =0 (8.4)

Entdo, no primeiro né da base, tem-se a condicdo de contorno ¢¢ = 0. No tltimo, tem-se a
condicdo de contorno ¢ = 0. Em todos os nés intermedidrios, tem-se ¢* = ¢% = 0. Note que as
velocidades antes do primeiro e depois do tltimo nés da base sdo desconhecidas (tais velocidades

sao referentes as laterais (4) e (2), respectivamente).

Os nés da base tém entdo, cada um, apenas uma variavel desconhecida. No caso do primeiro,
a variavel desconhecida é ¢®. No caso do ultimo, ¢%. No caso dos nés intermedisrios, a varidvel

desconhecida é o potencial .

Limites laterais. Os elementos de contorno que compoem os limites laterais serdo sempre coli-
neares entre si. Isso ocorre porque nos modelos adotados, os limites laterais sdo sempre verticais.
Pela continuidade da velocidade ao longo desses segmentos de reta, tem-se que a velocidade ime-
diatamente antes de um no é igual a velocidade imediatamente depois. Logo, para qualquer né
intermedidrio dos limites laterais tem-se ¢ = ¢% = ¢. Isso néo é vélido para o primeiro e tltimo

nos desses segmentos, porque os elementos que os compartilham nao sdo colineares.

Dessa forma, os nés dos limites laterais ficam com apenas uma variavel desconhecida. No caso
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do primeiro n6 do limite direito (2), a varidvel desconhecida é ¢?. No caso do tltimo né do limite
esquerdo (4), ¢*. No caso dos nés intermedidrios, a varidvel desconhecida é a velocidade “comum”

q. Os nés compartilhados com as extremidades da superficie livre serdo tratados posteriormente.

Superficie livre. Na superficie livre, adota-se a mesma abordagem dos limites laterais. Faz-se,
nos nés intermedidrios, ¢® = ¢%. E importante notar que, ao longo do tempo, a interface se move
e perde a condigao de colinearidade entre os seus elementos. Esta é uma fonte de erro numérico
da técnica utilizada. Entao, é importante que na discretizacdo da superficie livre seja utilizada
uma grande quantidade de elementos de contorno. Assim, pode-se minimizar o erro introduzido

pela adocao da condicdo de colinearidade entre dois elementos consecutivos da superficie livre.

O primeiro e o ultimo nds da superficie livre necessitem de tratamento especial. Como os
elementos que os compartilham fazem um angulo expressivo, ndo se pode utilizar a aproximagao

de colinearidade. Logo, uma equacao adicional é necessaria para cada no.

O modelo adotado diz que na area externa a porcao simulada do reservatério a posicao da
interface nao é perturbada pela acdo do poco. Logo, imediatamente ao lado dos limites laterais,
as linhas de corrente do escoamento sao horizontais. Isso nos permite fazer a aproximacao de que,
no primeiro né da superficie livre, ndo existe velocidade projetada na diregdo normal (a superficie
livre), ou seja, qd = 0. Este elemento deve ser, entdo, pequeno o suficiente para minimizar o
erro numérico causado por esta aproximacao. A mesma estratégia é adotada para o ultimo n6 da

superficie livre. Nele, ¢* = 0.

Assim, os nods da superficie livre ficam com apenas uma varidavel desconhecida. No né da
extremidade direita, a varidvel desconhecida é ¢. No né da extremidade esquerda, ¢%. Os nds

intermedidrios tém desconhecida a velocidade “comum?” gq.

8.3.1.2 Escoamento monofasico difusivo

A determinacao das condi¢bes de contorno para o escoamento monofasico difusivo é semelhante
a do escoamento monofasico potencial. A diferenca é que a equacgdo da difusividade hidraulica
(Eq. 3.41), que governa este caso, é escrita em termos da pressdao. Logo, as condigbes de con-
torno aplicéveis a cada um dos nés sao de pressao (p) conhecida ou de derivada da pressio na
diregio normal ao elemento (Op/On) conhecida. Para fins de exemplificagdo, considere o mesmo

reservatorio do caso anterior (Fig. 8.1).

a) Pressao

A determinacao das condig¢oes de contorno para este caso é semelhante a do escoamento monofasico
potencial. A diferenca é que se deve expressar as equacdes em termos de pressido, ao invés de

potencial. Isso é feito utilizando a Eq.(8.1). Desenvolvendo-a, tem-se:
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P =Dpo+pt

= pg(Ho — z) + pt (8.5)

onde H, é a altura da zona de déleo e z é a coordenada do né considerado. Novamente, a pressao
atuante sobre a interface entre 6leo e gés, ou seja, na superficie livre (3), é apenas aquela exercida
pelo gas sobre o 6leo (p;), pois z = H,. Sem perda de generalidade, a pressdo na interface pode
ser assumida como zero. Assim, todos os nds dos limites laterais (2) e (4) e da superficie livre (3)

tem pressdo conhecida com valor em funcado da sua coordenada z:

p(z) = pg(Ho — 2) (8.6)

Desta equacdo, pode-se notar que a pressao varia linearmente com a profundidade, desde 0 na

superficie livre até pgH, na base.

b) Derivada da pressao na dire¢ido normal

A determinacdo das condicbes de contorno de velocidade devem ser traduzidas em termos de

variagdo da pressao na dire¢ao normal ao elemento. Para isso, utiliza-se a Eq.(3.5):

q=-KV®

Sobre o contorno, se calcula a velocidade na direcao normal ao elemento, que é dada por:

qa=qg=-K — (8.7)

Substituindo a definicdo do potencial, tem-se:

q:—Ka(p—i—z)

In \ pg
o (p 0z

= K|— (X2 )+= :
L’m (pg> * 8n] (8:8)

Como a transformacdo de potencial em pressdo estd sendo realizada apenas pontualmente,

pode-se escrever que:

1 0p 0z
= —K _—— —_— .
4 <pg an " 8n> (8.9)

Explicitando-se o termo da pressao, tem-se:
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o _ (4,9
= pg( —i—an) (8.10)

on K
Da Fig. 8.1, pode-se perceber que a diregdo normal a base (linico segmento que tem velocidade
conhecida) é h = —k. Assim, a condicdo de contorno da base fica:
Op
——| =rg (8.11)
on base

Assim, para os mesmos nés da base que se determinou a condi¢do de ¢ = 0 para o escoamento
potencial, se define dp/On = pg para o escoamento difusivo. A partir da Eq.(8.10) se escrevem
as condicbes de contorno de fluxo no instante de tempo inicial ¢ = 0, considerando que no tempo

t =0, ¢ = 0 para todo o dominio:

Op

— =0 8.12
on lateral direita ( )
Jp

- = —pg (8.13)
on superficie livre

0

er =0 (8.14)
on lateral esquerda

As técnicas de obtencdo das equagoes extra sdo as mesmas empregadas para o escoamento

monofasico potencial.

8.3.1.3 Escoamento bifasico potencial

Assim como no escoamento monofésico potencial, a equagao governante é a Eq.(3.14), escrita em
termos do potencial ®. Logo, as condicbes de contorno aplicaveis a cada um dos nds sdo nova-
mente de potencial conhecido ou de velocidade conhecida. Para fins de exemplificagdo, considere o
reservatorio cotendo dois fluidos mostrado na Fig. 8.2, contendo o fluido mais denso na sub-regiao

inferior e o menos denso na sub-regido superior.

Para efeitos de simplificagdo da nomenclatura, serd assumido que hé dgua na sub-regiao inferior
(identificada pelo sub-indice “w”) e 6leo na sub-regido superior (identificado pelo sub-indice “0”).

O tratamento matematico é idéntico se os fluidos forem 6leo na sub-regido inferior e gas na superior.

Conforme mostrado no Capitulo 7, cada sub-regido deve ser tratada de forma independente
da outra. Todavia, como formam um tnico dominio, as duas sub-regides devem compartilhar o

mesmo sistema de coordenadas.

a) Potencial

Sub-regiao superior. A sub-regidao superior, contendo 6leo, tem potencial dado por:
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(5) N
3)
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(1) M

Figura 8.2: Exemplo: reservatério retangular contendo dois fluidos

_ Do + Dt

P, + 2z,
Pod
H,+H, — z
:pog( o w 0)+ Dt +Zo
Pod Pod
=Ho+Hy— 2+ Pt + 2o

o

Dbt

o

(8.15)

Da mesma forma que nos casos anteriores, p; é a pressao de topo, a que a coluna de fluido
superior estda submetida. Esta pressdo pode ser assumida como sendo zero. Desta forma, toda a
sub-regido superior tem potencial constante de valor igual a altura total da porcao simulada do
reservatorio (H, + H,,). Assim, todos os nés dos limites laterais (6) e (8) tém potencial conhecido,

igual a:

(I)(G) = (I)(B) =H,+ Hy, (816)

Sub-regiao inferior. A sub-regido inferior, contendo agua, tem potencial dado por:

+ po +

o, = (Pw + Po + Pt) + 2 (8.17)
Pwd

onde p,, € a pressao referente ao peso da coluna de agua que estd acima do né, p, é a pressao

que toda a coluna de 6leo exerce sobre a interface e p; é a pressdo de topo. Continuando o

desenvolvimento, tem-se:
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Dy = + + Zw
Puwg pwd  Puwd
—Hw_zw‘i‘&Ho‘F&—sz
w Pwy
1
— H,+—H,+ 2t (8.18)
a Pwd

onde « é a razdo entre as massas especificas do fluido inferior e do superior (Eq. 7.14). Nova-
mente, assume-se p; = 0. Dessa forma, toda sub-regido inferior tem potencial constante de valor
relacionado as alturas das duas sub-regices (H,, e H,). Assim, todos os nés dos limites laterais

(2) e (4) tém potencial conhecido como:
1

b) Velocidade

Base, topo e limites laterais. Tratando cada sub-regido de forma independente, a determinagao
das condic¢bes de contorno de velocidade para base e limites laterais é idéntica a mostrada para o

escoamento monofédsico potencial. A do topo é idéntica & da base.

c) Interface

Na interface reside a maior diferenca na determinacdo das condi¢bes de contorno entre os si-
muladores potenciais monofasico e bifasico. Até aqui, as duas sub-regides foram tratadas como
independentes. Para “acopla-las”, utilizam-se, conforme mostrado no Capitulo 7, as equagoes de
continuidade na interface. Sao elas a equacdo de compatibilidade de potenciais (Eq. 7.13) e a

equagao de equilibrio de velocidades (Eq. 7.2). Assim, tem-se:
@(5) + Oéq)(g)) = (1 — a)z (820)

q3) T 45 =0 (8.21)

A Eq.(8.20) é aplicada apenas aos nés intermediérios da interface (os nés nas duas extremidade
ja tém seu potencial conhecido). A Eq.(8.21) é aplicada a todos os nés da interface, comegando

na velocidade depois do primeiro né e terminando na velocidade antes do tltimo no.

Além destas equacoes de “acoplamento”, os nés intermedidrios da interface necessitam, assim
como os da superficie livre dos simuladores monofasicos, de equagbes extra por terem, cada um,
3 variaveis desconhecidas. Para suprir as equagoes necessarias, novamente é utilizada a técnica

d

de adotar a condicdo de colinearidade entre os elementos, fazendo ¢* = ¢%. Mais uma vez, a
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discretizacdo da interface deve ser feita em um nimero suficientemente grande de elementos, de

forma que se minimize o erro numérico introduzido pela suposicdo de colinearidade.

8.3.2 Condigoes de contorno para os simuladores de pocgos verticais

Para os simuladores dos fené6menos em pocgos verticais, que representam o dominio em geometria
axissimétrica, as condi¢oes de contorno sao analogas as apresentadas nas Secoes 8.3.1.1 e 8.3.1.3. A
excecao é que para o caso axissimétrico, nao existe contorno na coordenada x = 0, que representa
o eixo de simetria. Logo, ndo ha condigdo de contorno explicita no eixo de simetria. As condi¢oes

estdo implicitas nas solucoes fundamentais axissimétricas.

Para fins de compatibilidade com a notagéo apresentada nas se¢oes anteriores deste capitulo,
nao sdo usadas as numeragoes (4) e (8) na identificacio dos contornos na Fig. 8.3. Assim, as
equacoes para as condigoes de contorno podem ser aplicadas da forma como aparecem nas segoes

correspondentes para os simuladores de pogos horizontais.

N
()
(6 Ho
5
() N
(3) (3)
(2) Ho (2) Hw
Eixo de simetria (1 ) Eixo de simetria (1 ) L
(a) Exemplo: reservatério contendo apenas (b) Exemplo: reservatério contendo dois flui-
um fluido dos

Figura 8.3: Exemplos de reservatorios retangulares axissimétricos

Diferente do caso bidimensional, nos simuladores axissimétricos, o né da extremidade esquerda

da interface é livre, assim, ndo se aplica a condi¢ao contorno de velocidade ¢* = 0.

8.4 Movimentacao da interface

Usando etapas de tempo suficientemente pequenas, a simulagao trata o regime transitério (inter-
face em movimento) como uma sucessao de estados de quase-equilibrio nos quais a equagao de
Poisson descreve as condicGes de potencial e velocidades no dominio. Isto é valido porque as su-
cessivas mudancas na posicao da fronteira causam sucessivas mudangas nas condig¢oes de contorno,
estabelecendo um novo cendario a ser resolvido. Em outras palavras, cada pequena etapa temporal
da simulacao lida com um problema completamente novo, declarado pela nova posicao da inter-
face e as condi¢oes de contorno correspondentes. Assim, é possivel simular a movimentagdao da

interface usando o equacao de Poisson, como uma sucessao de regimes estaciondrios.

Foram implementadas duas maneiras de mover a interface. A primeira é a movimentacio da
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interface pela velocidade calculada. A segunda é a movimentacao pelo potencial calculado. Ambas

serdo descritas nas seces a seguir.

8.4.1 Movimentacgao pela velocidade calculada

A velocidade calculada na interface é, na verdade, a velocidade dos pontos materiais que a definem.

E possivel, entdo, deduzir a equacao que define sua posicao em funcao desta velocidade. Considere,

para este caso, que exista uma funcao F', definida por:

F=z-Xx,t)=0

(8.22)

onde A (z,t) é a fungdo que expressa a altura da interface para uma determinada coordenada z e

um certo instante de tempo.

Como a interface é uma linha material, pode-se fazer:

DF OF q
ot ot T VETO

Substituindo a Eq.(8.22) na Eq.(8.23), tem-se:

DF 90X q B
ﬁ——E—FE(Vz—V)\)—O

Explicitando a variacdo de A no tempo, tem-se:

ox 1
Sabendo que Vz = €&,, pode-se fazer:
ox 1 R
Como A = \(z, t), entao:
o\
A= _—¢€,
\Y% 9

Dessa forma, com o resultado dos produtos escalares da Eq.(8.26), tem-se:

(0N
at_gf) az qg&ax

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

A Eq.(8.28) é a equagdo que define a variacdo da coordenada z de um determinado ponto da

interface. Nesta equacdo, g, e ¢, sdo as velocidades projetadas nos eixos = e z, respectivamente.
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Porém, como a informacdo que se obtém na simulacdo é a de velocidade na direcdo normal ao
elemento de contorno (¢q), deve-se escrever a equagao em termos desta velocidade normal projetada

nos eixos r e z:

ox 1 oA
i 5 (q cos B — gsin B&v) (8.29)

onde S é o angulo formado entre o vetor normal ao elemento e o eixo z. A derivada de A em

relacdo a x é a prépria inclinacdo do elemento, dada por — tan 5. Dessa forma, chega-se a:

?92\ = qlb [q cos B — gsin B (— tan ()]
1 sin?B
_d)q(co B+ cosﬁ)
1o (8.30)

A Eq.(8.30) é a equacao utilizada neste estudo para a simula¢ao da movimentagao da superficie
livre ou da interface entre dois fluidos. A implementacao desta equacao no cédigo desenvolvido,
porém, deve ser feita de forma a levar em conta o tamanho do passo de tempo utilizado nas

iteragoes. Escrevendo-a em termos de diferencas finitas, temos:

Z =2z —i—l dm
m+1 m (ZSCOSB

At (8.31)

onde z ¢ a altura da interface, At é o tamanho do passo de tempo e os sub-indices m e m + 1

indicam o passo de tempo atual e o imediatamente proximo.

Um coeficiente de ponderacao pode ser adicionado, de forma a garantir a estabilidade da

movimentacao da interface:

1 1
Zm+41 = Zm T g @ [W gm + (1 - w) mel} At (832)

onde o coeficiente w varia de 0 a 1.

8.4.2 Movimentacgao pelo potencial calculado

Outra maneira de mover a interface é através do estabelecimento da condigdo de contorno de
velocidade zero nos elementos que a compoem. Tome como exemplo os reservatérios das figuras 8.1

e 8.2. As condigoes de contorno para a interface, representada pelos contornos (3) e (5) devem ser
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alteradas para velocidade igual a zero e potencial desconhecido:

43 = 4) =0 (8.33)

®(3) = ®(5) = 2 (desconhecido) (8.34)

A primeira condi¢do de contorno (¢ = 0) serd usada para resolver o sistema linear. A outra
condigao (® = z) serd usada para atualizar a posigdo da interface. Os valores encontrados para o
potencial da interface moével é numericamente igual a altura da interface que levaria a condicao de
velocidade zero em seus elementos. Isso ocorre porque a solugdo do problema, ou seja, as variaveis
calculadas pelo MEC associadas as condi¢bes de contorno compéem um cenario de equilibrio.
Fisicamente, o potencial calculado para cada né da interface é exatamente o potencial que garante
a condicdo de velocidade zero na interface. Assim, a coordenada z do n6 pode ser diretamente

atualizada pelo potencial calculado como:
Zm+1 = (Dm (835)

onde os sub-indicies m e m + 1 indicam o passo de tempo atual e o imediatamente proximo.

Assim como na movimentacao da interface pela velocidade, nesta equacao pode ser adicionado

um coeficiente de ponderacao por questoes de estabilidade:

Zmt1 = WP + (1 —w) 2m (8.36)

E interessante notar que esta abordagem ndo envolve a discretizacdo em passos de tempo.
Assim, uma desvantagem deste método de mover a interface é ndo se ter a informagao do tempo
de escoamento transcorrido durante a simulacdo. Uma vantagem do método, entretanto, é a
rapida convergéncia para o estado estaciondrio, em que as massas de fluido atingem o equilibrio.
Esta vantagem ¢é especialmente interessante na determinacao da vazao critica do sistema, quando
normalmente se desejam respostas rapidas e nao se faz necessaria a obtengao do tempo transcorrido

em cada cendrio de escoamento simulado.

8.5 Modelagem do poco produtor

Como ja visto no Capitulo 2, os pocos de petroleo introduzem uma diferenca de potencial no
reservatorio. Essa diferenca de potencial causa o escoamento dos fluidos para o interior do poco.
Para representar o pogo nos simuladores, dois fatores devem ser levados em consideragdo: a

representagao do seu efeito no reservatorio e a representacdo da sua geometria.

8.5.1 Tipos de representacao

Com relacao ao efeito do poco no reservatério, existem duas possiveis abordagens. A primeira

delas é o estabelecimento do potencial na parede do pogo. A segunda é o estabelecimento da vazao
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que entra no poc¢o. Ambas estdo relacionadas pela relacao de causa e efeito que mantém.

Com relacdo a representacdo geométrica, existem, também, duas possiveis abordagens: A pri-
meira possibilidade é modelar o pogo como um “furo” dentro do dominio, utilizando elementos de
contorno para representar o seu perimetro (Fig. 8.4a). Assim, elementos de contorno representam
fisicamente a parede do poco. Com essa modelagem geométrica, é possivel adotar qualquer uma
das abordagens para modelagem do efeito do pogo: potencial ou vazao prescritos. Neste caso, o
potencial ou a vazao sao estabelecidos como condigoes de contorno dos elementos que representam

a parede do poco.

A segunda abordagem para a modelagem geométrica é a de se modelar o pogo como um
conjunto de sumidouros concentrados (Fig. 8.4b). Estes sao dispostos sobre o perimetro que
seria formado pela parede do poco. Como sumidouros concentrados, por defini¢io, sdo entidades
relacionadas ao fluxo, esta modelagem geométrica funciona apenas com o estabelecimento da vazao

como representacao do efeito do poco.

«
+ +
+* 4+
+ +
+ +
& &
v,
(a) Poco horizontal representado por ele- (b) Poco horizontal representado por sumi-
mentos de contorno douros concentrados

Figura 8.4: Abordagens para a modelagem geométrica do pogo horizontal

A representacdo geométrica do poco por meio de elementos de contorno apresenta uma di-
ficuldade de implementagdo. Quando a simulacio envolve extracdo de fluidos acima da vazao
critica, a interface ou superficie livre necessariamente chega a tocar o poco. Neste momento, os
elementos de contorno que formam a “parede” do pogo devem se integrar a interface. A Fig. 8.5a
mostra esta situacdo. Nesta figura, as porgdes da interface em cor vermelha representam onde
os elementos das duas sub-regides sdo coincidentes, como foi desde o inicio. Os elementos em
azul representam a parte da interface coincidente com o poco e pertencente a sub-regido inferior.
Os elementos em verde representam a parte da interface coincidente com o poco e pertencente a
sub-regido superior. A cada instante de tempo subsequente, a movimentagdao da interface exige
um re-arranjo dos elementos, haja visto que a altura em que a interface toca no poco varia ao
longo do tempo. Toda essa readequacao da malha é muito trabalhosa e impacta no desempenho
do simulador. Além disso, nas porc¢oes em verde e azul, as equagdes de continuidade ao longo
da interface (Egs. 7.1, 7.2 e 7.13) nao sdo validas, devendo ser substituidas pelas condigoes de

contorno da parede do pogo.
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(a) Pogo representado por elementos de contorno (b) Pogo representado por sumidouros concen-
trados

Figura 8.5: Interacao interface-pogo

Tendo estes problemas em vista, a representacdo da geometria do poco por um conjunto de
sumidouros pontuais se torna a escolha natural. Como os sumidouros pontuais ndo envolvem a
utilizacao de elementos de contorno, a movimentacao da interface sobre eles nao demanda nenhuma

alteracdo na malha (Fig. 8.5b).

8.5.1.1 Pocgos verticais

A andlise realizada para os pocgos horizontais é valida para os pocos verticais, chegando-se as
mesmas conclusdes. A representacio equivalente a um sumidouro concentrado em dominio bidi-
mensional é realizada em dominio axissimétrico através de uma distribuicao linear de sumidouros
concentrados na vertical, ao longo do eixo de simetria do problema (coordenada x = 0). Alternati-
vamente, a representacao do perimetro do poco pode ser aproximada também por uma distribuicao
linear de sumidouros concentrados paralelos ao eixo de simetria, distando deste o equivalente ao

raio do pogo. A Fig. 8.6 mostra estas possibilidades de implementacao.

e
PR

Raio do poco

Eixo de simetria Eixo de simetria

(a) Poco vertical representado por sumidouros (b) Pogo vertical representado por sumidouros
concentrados no eixo de simetria concentrados no perimetro do pogo

Figura 8.6: Abordagens para a modelagem geométrica do pogo vertical
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8.5.2 Caracteristicas da representacao adotada

A representagdo geométrica do pogo é feita, entdo, por um conjunto de sumidouros pontuais,
distribuidos de modo a formar o perimetro do pogo. A representacido do efeito do pocgo é feita
pelo estabelecimento da vazao total de fluidos que nele entra. Esta vazao é, entdo, um parametro
de entrada da simulacao e é distribuida entre todos os sumidouros. Entretanto, a distribui¢do nao

se d4 de forma igualitaria, e o motivo é explicado a seguir.

8.5.2.1 Condigao de equipotencial no pogo horizontal

Caso seja desejado, a secao transversal do pogo horizontal pode ser modelada como uma superficie
equipotencial. Baseando-se nesta condicdo, a distribuicdo da vazao entre os sumidouros utiliza
o critério de balanceamento da intensidade de cada um deles, de modo a tornar equipotencial o
interior do poco simulado. Para garantir esta condicdo, foi desenvolvido um algoritmo que ajusta
as intensidades de cada sumidouro pontual baseado na distribuicao de potencial no interior do
perimetro formado por eles. Entao, a cada instante de tempo simulado, o simulador garante que

o interior do poco serd uma regiao equipotencial.

A Fig. 8.7 mostra a comparagao entre o poco sem e com o balanceamento dos sumidouros

pontuais.

Pode-se ver na figura 8.7c que o interior do pogo com balanceamento de intensidade dos
sumidouros fica com uma diferenca de potencial maxima de 1 x 10~% m, ou seja, o equivalente a
uma coluna de fluido com um décimo de milimetro de altura. Sem o balanceamento, a diferenca
de potencial no pogo, que tem 10 mm de didmetro, chega a 1 mm. O gradiente de potencial
neste caso é semelhante ao que se obtém quando a representacdo do poco é feita por um tnico

sumidouro pontual (Fig. 8.7a).

Apesar de parecer pequeno, o gradiente de potencial no interior do pog¢o nao balanceado gera
resultado diferente para a movimentacdo da interface, se comparado com o poco balanceado,

conforme pode ser visto na Fig. 8.8.

8.5.2.2 Producgao supercritica

Com essa modelagem apresentada, consegue-se facilmente simular a extracdo supercritica dos
fluidos. Considere, por exemplo, um reservatério contendo agua e Oleo. Inicialmente, todos os
sumidouros que, em conjunto, representam o poco real, estao localizados dentro da zona de éleo
(sub-regiao superior). A medida que a simulacdo avanca, o cone sobe e toca no primeiro sumidouro
concentrado, na parte inferior do poco. Neste momento, tudo que é necessario fazer é transferir a
contribuicao deste sumidouro concentrado para a zona de adgua. Isto demanda apenas deixar de
contabilizar a contribui¢ao deste sumidouro no vetor s,, da zona de 6leo, e passar a contabiliza-la
no vetor sy, da zona de dgua (Eq. 7.25). No caso dos simuladores monofésicos, a tarefa se restringe
em nao contabilizar a contribui¢do daquele sumidouro no vetor s da Eq.(4.104). Cada vez que a

interface avanga sobre um dos sumidouros pontuais, esta tarefa é repetida. O processo inverso é
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(c) Interior do pogo com balanceamento

Figura 8.7: Balanceamento da intensidade dos sumidouros pontuais

feito quando a interface retrocede.

Este processo é extremamente simples e praticamente nao consome recursos computacionais.
Além disso, esta representacido permite facilmente quantificar o volume produzido de cada um dos
fluidos ao longo do tempo durante uma extragdo supercritica. Levando-se em consideragdao que
cada sumidouro pontual s6 produz um dos fluidos de cada vez, pode-se computar a producgao de
um determinado fluido por um determinado sumidouro multiplicando sua intensidade, ou vazao
individual (Q; [m?/s]), pelo tamanho do passo de tempo (At [s]). Assim, o volume total de dgua

produzida (V,, [m?]), por exemplo, é calculado por:

Ny Ny
Vo= (D QixAt (8.37)
m=1 \i=1 m

onde N, é o nimero de sumidouros pontuais localizados dentro da zona de agua e N, indica o

numero total de passos de tempo simulados.
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Figura 8.8: Posi¢do do ponto central da interface ao longo do tempo

Uma segunda maneira de mensurar a produgao dos fluidos é computar a sua taxa de produgao.
Isso é feito calculando o fluxo que entra no reservatorio pelos limites laterais de cada sub-regiao.
Para isso, multiplica-se a velocidade média normal (qj [m/ s]) a cada elemento que compde os
limites laterais pelo comprimento (I; [m]) do elemento?Fig. 8.9). Assim, a taxa de produgao de

dgua (Q, [m?/s]), por exemplo, é calculada por:

Ne Nd
Qu=Y_qli+Y gl (8.38)
j=1 j=1

onde N, é o ntimero de elementos no limite lateral esquerdo da sub-regido e N é o nimero de

elementos no limite lateral direito.

g,

g,

Figura 8.9: Velocidade média normal ao elemento

8.6 Método de solugao

8.6.1 Condicao inicial

Inicialmente, tém-se as condi¢bes de contorno prescritas, conforme demonstrado na secio 8.3. No

instante de tempo ¢t = 0, assume-se que a interface coincide com a horizontal.
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8.6.2 Procedimento de cada iteragao
8.6.2.1 Simuladores de escoamento potencial

Os c6digos desenvolvidos resolvem o problema potencial decorrente do cenério inicial, calculando
os potenciais e as velocidades na direcdo normal em todos os nés do contorno e da interface. A
proxima etapa € o calculo da nova posicao da interface. Para isso, leva-se em conta a velocidade
calculada, aplicando-a na Eq.(8.31). Como resultado, sdo obtidas as coordenadas de cada né da

interface ao final do intervalo de tempo At.

Estabelecem-se, entdo, para a proxima iteracdo, um novo cenario. As novas condigoes de
contorno sao estabelecidas com base nos mesmos conceitos utilizados no cendario inicial. A posi-
¢do da interface, no entanto, ndo é mais assumida como horizontal, mas sim determinada pelas

coordenadas calculadas.

O programa resolve o problema potencial decorrente deste novo cendrio e realiza o calculo da
nova posicdo da interface. Todo este procedimento é repetido pelo niimero de passos de tempo

indicado como parametro.

Com isto, pode-se obter a evolucdo da interface ao longo do tempo.

8.6.2.2 Simulador de escoamento compressivel

O simulador de escoamento compressivel calcula as presses e sua derivada na direcdo normal.
Assim, depois de calculados, dois passos adicionais sdo necessarios. O primeiro é converter os

valores calculados de pressdo (p) em valores de potencial (®), por meio da Eq.(3.6):
o=L4;
Py

O segundo é converter os valores calculados de derivadas de pressdo (Op/0n) em valores de

velocidade (q). Isso é feito utilizando a equagao (8.9):
1 0p 0z
frg —K _— —_—
! <pg on " 8n>

A velocidade pode, entdo, ser utilizada para calcular a movimentacdo da interface. Com
excecao destes dois passos extra, o método de solucdo utilizado no simulador de escoamento

compressivel é igual ao utilizado nos simuladores potenciais.
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Capitulo 9

Resultados

9.1 Introducgao

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com a implementac¢do dos simuladores. Inicialmente,
sao apresentadas as validagoes de cada um deles. Para as implementagoes em dominio bidimensi-
onal, uma solucdo analitica estd disponivel na literatura e foi utilizada como referéncia. Para as
implementacdes em dominio axissimétrico, nao foram encontradas na literatura solugoes analiticas.
Os resultados foram comparados, entdo, com os obtidos por outros autores. Ainda para dominios
axissimétricos, uma comparacao com resultados para o problema de Quick Drawdown é apresen-
tada. Neste capitulo sdo apresentadas também a validacdo da solucdo fundamental ortotrépica

proposta no Capitulo 4.

Apébs a sessdo de validagdo, uma andlise de problema pratico de cone de géds é realizada,
utilizando o simulador monofésico bidimensional. Sao apresentados, ainda, resultados de cada

simulador para casos especificos, para que sirvam de comparac¢ao para trabalhos futuros.

9.2 Validagao

9.2.1 Solugao fundamental ortotrépica

As solugoes analitica e numérica (obtidos via MDF') para um problema de conducao de calor em
dominio bidimensional ortotrépico foram apresentadas por Sameti et al. (2014). O mesmo caso
foi simulado com as formulagées desenvolvidas de MEC bidimensional com solu¢do fundamental

ortotrépica e os resultados foram comparados com o do referido trabalho.

A Fig. (9.1a) mostra a geometria e condi¢oes de contorno do problema. O dominio tem
dimensdes 6cm x 4cem e condutividade térmica k, = 6,5 W/m?K e k, = 11,3W/m*K. As

temperaturas sao estabelecidas nos nés do contorno, em graus Celsius, como sendo:

Ty =0; T =50; T3 = 53,3; Ty = 45; T5 = 32; Ts = 16,6; T7 =0
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para os nés de 1 a 7, e zero nos demais nds do contorno. A Fig. 9.1b apresenta a distribuicdo de

temperatura calculada no interior do dominio considerado.

2 3 45 67 5
1 1 1 1 1 w
" A S AR :
15| -- -t --m--- 18- - - ---3----|2n -
1 1 1 1 1 .
A et SEEE RE SR
1 1 1 1 1

29 30 31 32 33 34 33 =

(a) Perfil de temperatura no contorno (linha (b) Gradiente de potencial no interior do
azul) e posigdo dos nds internos (Sameti et al., dominio simulado
2014)

Figura 9.1: Validacdo da solucdo fundamental ortotrépica

Com a solugdo fundamental proposta, o problema foi simulado com as implementacées reali-

zadas. Os resultados podem ser vistos na Tabela 9.1.

Tabela 9.1: Temperaturas analitica e numéricas, com erros percentuais

T Analitica T FDM Erro FDM T MEC Erro MEC

No e PC] %] °C] %]
9 25,65 26,33 2,65 25,59 0,25
10 33,34 33,36 0,06 33,30 0,13
11 30,35 30,27 0,26 30,33 0,08
12 92,28 99,21 0,31 922,26 0,08
13 11,71 11,66 0,43 11,69 0,13
16 13,16 13,77 4,63 13,13 0,20
17 19,08 19,25 0,89 19,06 0,11
18 18,43 18,40 0,16 18,42 0,05
19 13,92 13,77 1,08 13,91 0,07
20 7,40 7,36 0,54 7,39 0,18
23 5,68 5,97 5,10 5,67 0,17
24 8,65 878 1,50 8,65 0,02
25 8,65 8,65 0 8,65 0,07
2 6,66 6,63 0,45 6,66 0,01
27 N/A N/A . 3,57 -

Na tabela acima, o erro percentual foi definido como:

| Tnum - Tan |

Erro% =
T(ITL

x 100 (9.1)

onde Ty, e Thum s80 as temperaturas analitica e numérica, respectivamente.
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A raiz do erro médio quadratico dos resultados (Eq. 9.2) também foi calculada. O Erro RMS
dos resultados obtidos com MDF foi igual a 0,27 °C. O Erro RMS utilizando o MEC foi de 0,03
°C.

m_(p R 2
ErroRMS = Z (Toum; an.j)
m

Jj=1

(9.2)

No célculo do Erro RMS, m é o nimero de nds onde se tem resposta analitica.

9.2.2 Validagao dos simuladores bidimensionais

Antes de utilizar os simuladores desenvolvidos em anélises, é necessirio valida-los com base em
resultados disponiveis na literatura. Fortaleza et al. (2019) desenvolveram uma solucdo analitica
para a vazao critica e para a correspondente posicdo da interface em condicdo de estabilidade.

Esta solugao foi utilizada como base para comparar os resultados dos simuladores.

9.2.2.1 Solucgao analitica

A solucéo analitica disponivel foi desenvolvida para validagio de experimentos realizados em cé-
lulas de Hele-Shaw, aparatos construidos para simular o escoamento de fluidos em meios porosos.

Sua validade é restrita a casos que apresentam:

e Escoamento bidimensional monofasico potencial;
e Pressao na superficie livre igual a zero;

¢ Um unico sumidouro pontual com coordenada z igual a metade da largura do dominio e

coordenada z igual a zero.

Os resultados publicados foram obtidos para uma célula de 2 m de largura, 0,4 m de altura da
coluna de liquido e 4 mm de espessura. O fluido extraido é glicerina, com densidade de 1255 kg/m?
e viscosidade de 1025,5 x 1073 Pa.s. Em cada um dos simuladores desenvolvidos para dominios

bidimensionais foi inserido o conjunto de dados de forma a replicar o caso resolvido analiticamente.

9.2.2.2 Simulador monofasico potencial bidimensional

Os resultados do simulador de escoamento monofasico potencial bidimensional podem ser com-
parados diretamente com os resultados analiticos, uma vez que ambos adotam o mesmo modelo

matematico.

9.2.2.3 Simulador monofasico difusivo bidimensional

Nao foram encontrados resultados analiticos para o problema de escoamento difusivo bidimensi-

onal em meio poroso com fronteira moével. No entanto, os resultados analiticos disponiveis para
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o problema potencial apresentam como resposta a posicao da interface estabilizada em vazao cri-
tica. Tal posicdo estabilizada, conforme a teoria mostrada no Capitulo 3, serd igual tanto para
o escoamento potencial quanto para o escoamento difusivo. Assim, o simulador de escoamento
monofasico difusivo bidimensional também pode ser comparado diretamente com os resultados

analiticos disponiveis para o caso potencial.

9.2.2.4 Simulador bifasico potencial bidimensional

Para ser validado por meio de comparagido com um escoamento monofasico, o simulador bifasico
deve simular um caso que mantenha semelhanca dindmica com o escoamento monofdsico que
servird de referéncia. Analisando o nimero de Froude (Eq. 2.1), pode-se perceber que, para
garantir a semelhanga dindmica entre os modelos de escoamento bifasico e monofasico, deve-se

utilizar o mesmo Ap em ambos os casos.

Assim, o simulador bifasico deve ter seus parametros alterados de forma que o Ap bifasico seja

igual ao Ap monofasico. Entao, faz-se

Péleo(bifisico) = Péleo(monotisico) T Pyas(bitdsico) (9:3)

Além disso, ha que se garantir que a pressdo sobre a interface seja zero, para que ela tenha a mesma
condicao da superficie livre do escoamento monofésico. Entdo, deve ser adotada uma pressao de

topo pr = —pgas 9 Hyss Para que na interface, a pressao resultante seja zero.

Como todos os demais parametros continuam iguais, a semelhanga dindmica entre os escoa-
mentos é alcancada e os resultados do escoamento bifdasico potencial podem ser comparados com

os resultados analiticos disponiveis.

9.2.2.5 Comparacgao dos resultados

A tabela 9.2 apresenta os valores obtidos para vazao critica e a correspondente coordenada z do né
central da interface em condi¢io de estabilidade. A Fig. 9.2 mostra a comparacado dos resultados

obtidos para a posicao da interface em condicao de estabilidade.

Tabela 9.2: Comparacio dos resultados obtidos

Vazao critica Erro Altura do né central Erro

Simulador

[m?/s] (%] [m] (7]
Resultado analitico 0,00254 - 0,04243 -
Monofasico potencial 0,00259 1,97 0,04228 0,35
Monoféasico difusivo 0,00259 1,97 0,04224 0,45
Bifasico potencial 0,00260 2,36 0,04416 4,08

H4 de se notar que o resultado analitico ndo apresenta os pontos da regiao central (ponta) da
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interface (Fig. 9.3). A coordenada da altura do né central apresentada na tabela é fruto de uma

interpolacao da curva analitica.
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015 — Resultado analitico

+ Simulador monofasico potencial

+  Simulador monofasico compressivel

005 ‘ ; ‘ +  Simulador bifésico potencial
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Figura 9.2: Comparacao dos resultados para a posicao da interface
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Figura 9.3: Comparagao dos resultados para a posi¢ao da interface (ampliagao)

Também foi realizada uma comparacao para validar os simuladores em relagdo a semelhanca
dimensional entre escoamentos. Considerando-se o Numero de Froude de um escoamento, dado
pela Eq.(2.1), aqui repetida:

7o @Heleo

ksieo H Ap g

pode-se perceber que se a diferenca entre as densidades dos fluidos (Ap) e a vazdo (@) forem
multiplicadas pelo mesmo fator, o equilibrio de forcas se mantém e a posicdo da interface se
mantém na mesma configuracao original quando o regime permanente é atingido. Para analisar se
os simuladores cumprem ou ndo com esta previsdo, um caso com a mesmo geometria da validagdo
analitica foi simulado, desta vez com ambos (Ap) e (Q) divididos por um fator de 10. O maior erro
relativo obtido para a posicdo da interface entre os dois casos foi de 5,95 x 1074% em seu ponto

central, mostrando que os simuladores desenvolvidos estdo de acordo com esta previsao tedrica.

9.2.2.6 Validacao do regime transiente

Visando a validagdo do regime transiente, uma comparacao foi feita observando o caminho de
retorno da interface da posicdo deformada para a nao deformada em uma célula de Hele-Shaw,
uma vez que a extracao tenha cessado apds a interface alcancar a condicao de estabilidade. Assim,

no instante ¢t = ty, a interface estava em posicdo estavel e a bomba de extracdo de liquido foi
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desligada. Em cada instante de tempo t subsequente, a posicdo do ponto central da interface foi

registrada. Uma representacido esquematica é mostrada na Fig. 9.4.
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— Posicao da interface em instantes de tempo sucessivos
+ Ponto central da interface
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Figura 9.4: Representacio esquematica da validagdo do regime transiente.

Os resultados obtidos com o simulador desenvolvido foram comparados com os experimentais
e com os obtidos pelo software MRST (Matlab Reservoir Simulation Toolbox). O MRST ¢é um
framework para simulacdo de escoamento em meios porosos baseado no Método das Diferencas
Finitas. E largamente adotado na academia e foi amplamente testado e documentado, inclusive em
comparagao a softwares comerciais adotados pela industria (Jansen et al., 2014; Krogstad et al.,
2015; Lie, 2015; Lie et al., 2010). Os resultados sdo mostrados na Fig. 9.5. Pode-se ver que os
resultados obtidos concordam com os resultados experimentais, apresentando melhor coeréncia do

que os resultados obtidos com o MRST.
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Figura 9.5: Ponto central da interface ao longo do tempo, retornando a posicao inicial.

Na Fig. 9.5, o resultado obtido usando o simulador monofasico potencial é representado pela
curva suave, em azul. O resultado obtido com o MRST, em vermelho, apresenta evolugdo em
degraus por causa da dimensdo do elemento de volume usado na discretizagdo do dominio. O
resultado experimental, em preto, apresenta evolucdo também em degraus, por causa da resolugao

em pixels da cdmera que captura a posi¢ao da interface na célula de Hele-Shaw.
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Como mostrado no Capitulo 3, se a equacdo de Difusividade for aplicada até o momento em
que a difusdo se estabiliza, o resultado neste instante é o mesmo que o obtido pela equacdo de
Poisson. Portanto, em problemas com fronteiras méveis, isto significa que, usando etapas de tempo
suficientemente pequenas, a simulagio trata o regime transitério como uma sucessao de estados
de quase-equilibrio nos quais a equacao de Poisson descreve suficientemente o regime transitorio.
Isto pode ser feito porque, em problemas de fronteira modvel, as sucessivas mudancas na posi¢ao
da fronteira causam sucessivas mudancas nas condig¢des de contorno com as quais a equacao de
Poisson esta lidando. Em outras palavras, cada pequena etapa temporal da simulagio lida com um
problema completamente novo, declarado pela nova posi¢ao da interface e as condigoes de contorno
correspondentes. E por isso que, neste caso particular, é possivel simular o regime transiente de
um problema de fronteira mével usando a equacdo de Poisson, como uma sucessao de regimes
estacionarios. De fato, observando a Fig. 9.5, entende-se que o tempo calculado na simulagéo
com a formulagao implementada (a sucessdo de passos de tempo) concorda com o tempo real do

escoamento na Célula de Hele-Shaw.

9.2.3 Validagao dos simuladores axissimétricos

Nao foram encontrados na literatura resultados analiticos para a deformagao da fronteira movel
para o caso axissimétrico. Por esse motivo, a validacao da formulacao sera realizada com problemas
de condugao de calor em sélidos axissimétricos, para os quais se tém solucbes analiticas: cilindro

macigo, cilindro vazado e semi-esfera oca.

9.2.3.1 Cilindro macico

A Fig. 9.6a apresenta a malha utilizada e as condi¢oes de contorno para o problema de condugao
de calor em cilindro macico. A Fig. 9.6b traz o gradiente de temperatura calculado, cuja solugao
analitica é T' = z. A comparacdo entre a solucdo analitica e a numérica é mostrada na Fig. 9.7.

O erro RMS entre a solucao analitica e a numérica é apresentado na Fig. 9.8.
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Figura 9.6: Condugao de calor em cilindro macigo - malha, condigoes de contorno e ditribuigao
de temperatura

0.9 r b

08r 1

Temperatura [°C]
o
(&1

0.4 .
031 b
02T —5— Solugao analitica i
MEC
0.1} .
0 . . . . . ‘ .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coordenada z do né [m]
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Figura 9.9: Erro RMS x ntimero de nds - cilindro macigo (escala logaritmica)

9.2.3.2 Cilindro vazado

A Fig. 9.10a apresenta a malha utilizada e as condigdes de contorno para o problema de condugéo
de calor em cilindro vazado. A Fig. 9.10b traz o gradiente de temperatura calculado, cuja solugao
analitica é dada pela Eq.(9.4). A comparagao entre a solugdo analitica e a numérica é mostrada

na Fig. 9.11. O erro RMS entre a solugdo analitica e a numérica é apresentado na Fig. 9.12.
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Figura 9.10: Conducao de calor em cilindro vazado - malha, condigdes de contorno e ditribuigao
de temperatura
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Figura 9.11: Comparagao de resultados - cilindro vazado
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A solucdo analitica da temperatura no cilindro macico é dada por:

T, —T, T, — T
—#IHT"FTZ"F 1761117“1'
In (re/r;)

In (re/r;)

T =

9.2.3.3 Semiesfera oca

A Fig. 9.14a apresenta a malha utilizada e as condigdes de contorno para o problema de condugao
de calor em uma semiesfera oca. A Fig. 9.14b traz o gradiente de temperatura calculado, cuja
solu¢do analitica é dada pela Eq.(9.5). A comparacao entre a solucao analitica e a numérica é

mostrada na Fig. 9.15. O erro RMS entre a solugdo analitica e a numérica é apresentado na
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Figura 9.14: Conducao de calor em semiesfera oca - malha, condi¢bes de contorno e ditribuigao
de temperatura
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Figura 9.15: Comparagao de resultados - semiesfera oca

115



0.025

0.02 —

0.015

Erro RMS

0.01

0.005 [~

I | | | |
0
0 50 100 150 200 250 300
Numero de nos

Figura 9.16: Erro RMS x nimero de nods - semiesfera oca

107!

102F E

10k

Erro RMS

10" 102

Numero de nés

Figura 9.17: Erro RMS x ntmero de nds - semiesfera oca (escala logaritmica)

A solucdo analitica para a temperatura na semiesfera oca é dada por:

T-1T, TiTe <1 1)
- T - _Z 9.5
T, —T; l+ref7"i r, T (9-5)
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9.3 Resultados

Os simuladores desenvolvidos podem ser aplicados em diversos tipos de andalises. Nesta secao, sera

mostrado um exemplo para cada um deles.

9.3.1 Simuladores bidimensionais
9.3.1.1 Simuladores monofasicos - Cone de gas em poc¢o horizontal

Com os simuladores monofasicos é possivel simular o fenémeno do cone de gds. Um caso de
extracdo em vazao critica é apresentado em ambos os simuladores (escoamento potencial e di-
fusivo). O simulador difusivo leva em consideragdo a compressibilidade do sistema éleo-rocha.
Para evidenciar os efeitos da compressibilidade, exagerou-se o valor de ¢, refletido no valor de 7

utilizado.

Dados:

« Propriedades do liquido: p = 1255,000 kg/m?; u = 0,51 Pa.s; K = 0,0335 m/s;
n =0,0335 Pa~!

e Vazdo: —1,4202 x 1072 m?/s
e« Tempo final: 10000 s; At =1s

A Fig. 9.18 apresenta a comparacao entre o deslocamento do né central ao longo do tempo
para os dois casos. E perceptivel que, apesar de convergirem para a posicio de estabilidade
em tempos diferentes, ambos 0s casos convergem para a mesma solugdo, como previsto. As
sucessivas imagens do gradiente de potencial para o caso difusivo podem ser comparadas com as

do escoamento potencial (Fig. 9.19).

1 —— Escomento difusivo
— Escoamento potencial
09 N

0.8 -

z [m]

0.7 N

0.6 B

05 N

04 I I I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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Figura 9.18: Comparacado entre os deslocamentos do né central da interface nos escoamentos
potencial e difusivo
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Conforme previsto, os gradientes de potencial no dominio quando a iterface atinge a posigao
de estabilidade sdo exatamente os mesmos para ambos os modelos, difusivo e potencial. Apesar
da vazao utilizada ter sido previamente determinada como sendo a critica, note que a superficie

livre estabilizada ainda se localiza a uma certa distancia do poco, conforme previsao tedrica.

A Fig. 9.20 mostra o fluxo de liquido que entra pelos limites laterais.
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Figura 9.20: Fluxo que entra no dominio simulado - escoamento potencial

9.3.1.2 Simulador bifasico - Cone de gas em pogo horizontal

Com o simulador bifdsico é possivel simular o fendmeno do cone de gas bem como o cone de agua.
A primeira anélise realizada com este simulador foi uma comparacgao entre os resultados de dois
casos de extracdo de dleo sujeitos a cone de gas. A tnica variante entre os dois casos € a altura da
zona de gas, que foi igual a da zona de liquido no primeiro caso e 5 vezes esta altura no segundo

Ccaso.

Dados:

« Propriedades do liquido: p = 1245,000 kg/m3; u = 0,400 Pa.s; K = 5,7250 x 1073 m/s
« Propriedades do gas: p = 1,084 kg/m?; p = 18,2 x 107% Pa.s

e Vazdo: —2,8946 x 10~ m?/s

e« Tempo final: 3600 s; At =1 s

As figuras 9.21a e 9.21b mostram o gradiente de potencial em cada fluido no tempo final, com

interface estavel. Pode-se perceber pela escala que a pressao na zona de liquido nao se altera com

a altura da zona de gas simulada, como era de se esperar.
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Figura 9.21: Cone de gas no simulador bifasico, com diferentes alturas de coluna de gas

O fluxo de liquido que entra no dominio pelos limites laterais também ndo se altera, como
pode ser visto na Fig. 9.22. E possivel perceber que a altura da coluna de gas nao influencia nos
resultados da simulacdo. De fato, isto permite que se utilize a formulagdo de dominio inico para
simular o fenémeno do cone de gas sem prejuizo nos resultados referentes ao liquido. Da Fig. 9.22
pode-se inferir que a interface alcangou o estado estacionario, pois nao hé alteracdo no fluxo de

fluidos que entra em cada sub-regido.

—— Fluxo entrando na zona de gas (caso 1)

; —— Fluxo entrando na zona de liquido (caso 1)
/ -~ Fluxo entrando na zona de gas (caso 2)

) ---Fluxo entrando na zona de liquido (caso 2)

Fluxo [m2/s]

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tempo [s]

Figura 9.22: Fluxo que entra em cada sub-regiao
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9.3.1.3 Simulador bifasico - Cone de agua em pocgo horizontal

A segunda andlise realizada com o simulador bifasico foi uma comparacdao qualitativa entre os
gradientes de potencial e de pressdo no dominio e seu comportamento na interface. O cenario é

uma extracdo de éleo sujeita a ocorréncia do cone de agua.

Dados:

« Propriedades do liquido na sub-regido inferior: p = 1025,1817 kg/m?>; u = 0,0003 Pa.s;
k= 1darcy

« Propriedades do liquido na sub-regido superior: p = 688,7939 kg/m?; p = 0,003 Pa.s
e Vazdo: —1,0 x 1074 m?/s

« Tempo final: 864000 s (10 dias); At =100 s

A Fig. 9.23 mostra os gradientes de potencial em cada sub-regido em um determinado instante

de tempo. A Fig. 9.24 mostra os gradientes de presséo no mesmo instante de tempo.
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Figura 9.23: Gradientes de potencial no instante ¢

Pode-se perceber as condi¢bes de compatibilidade na interface: a pressdo é continua ao longo

de todo o dominio. O potencial d4 um salto na interface entre os fluidos.
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Figura 9.24: Gradientes de pressdo no instante ¢
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9.3.2 Simuladores axissimétricos
9.3.2.1 Simulador monofasico - Cone de gias em pogo vertical

O simulador em dominio axissimétrico monofasico permite simular o fenémeno do cone de gas
em poco vertical. E apresentada uma comparacdo entre os resultados obtidos com o simulador
implementado neste trabalho e os resultados obtidos por Nascimento (2021) utilizando formulacao

Isogeométrica do MEC.
Dados:

« Propriedades do liquido: p = 1245,000 kg/m3; u = 0,400 Pa.s; K = 5,7250 x 1073 m/s
¢ Vazdo: —5,697 x 1074 m3/s
e Tempo final: 250 s; At =0,5 s

e Distribuigado do pogo: z=0,4 m a z = 0,6 m em 10 sumidouros pontuais

As figuras 9.25a e 9.25b mostram a discretizagdo do contorno do caso simulado e o gradiente

de potencial em regime estacionario.
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(a) Geometria do caso simulado (b) Gradiente de potencial

Figura 9.25: Geometria simulada e gradiente de potencial obtido

Nas figuras 9.26 e 9.27 sdo apresentados o deslocamento da ponta do cone ao longo do tempo

e o fluxo que entra na regiao simulada, respectivamente.
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Figura 9.27: Fluxo que entra no dominio simulado ao longo do tempo

A Fig. 9.28 traz uma comparacao dos resultados obtidos para o deslocamento da ponta do
cone ao longo do tempo entre a formulagdao Isogeométrica do MEC, desenvolvida no trabalho de
Nascimento (2021), e a formulagdo desenvolvida no presente trabalho. Esta figura mostra que

ambas as formulagoes convergem para os mesmos resultados, embora a formulagdo Isogeométrica
o faca de forma mais lenta.
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Figura 9.28: Comparacao entre resultados com MEC Isogeométrico e o presente trabalho - deslo-
camento da ponta do cone ao longo do tempo (adaptado de Nascimento (2021))

9.3.2.2 Simulador bifasico - Cone de gas em pocgo vertical

O simulador em dominio axissimétrico bifasico permite simular os fenémenos dos cones de agua e
de gas em poco vertical. A seguir, sdo apresentados os resultados de um cenério de extragdo de

6leo sujeita & ocorréncia de cone de gas.

Dados:

« Propriedades do liquido: p = 1245,000 kg/m3; pu = 0,400 Pa.s; K = 5,7250 x 1073 m/s
« Propriedades do gas: p = 1,084 kg/m?; u = 18,2 x 107% Pa.s

e Vazido: —4,000 x 1073 m3/s

e Tempo final: 1000 s; At =0,5s

e Distribuicao do pogo: 2z =0,4 m a z = 0,6 m em 10 sumidouros pontuais

A Fig. 9.29a mostra a geometria do problema com a interface ji deformada e a discretizagao

utilizada. A Fig. 9.29b mostra o gradiente de potencial obtido.
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Figura 9.29: Geometria simulada e gradiente de potencial obtido

9.3.2.3 Simulador bifasico - Cone de agua em pogo vertical

A segunda andlise com o simulador bifasico em dominio axissimétrico envolve um cendrio de

extracao de 6leo sujeita a ocorréncia do cone de agua.

Dados:

« Propriedades do liquido na sub-regido inferior: p = 1029,51 kg/m?; p = 0,00052 Pa.s;
k=60 x 1072 darcy

« Propriedades do liquido na sub-regido superior: p = 849,62 kg/m3; u = 0,0012 Pa.s
e Vazdo: —1,503 x 107" m3/s
e Tempo final: 2000 dias At = 1 dia

e Distribuicao do pogo: z =50 m a z = 60 m em 20 sumidouros pontuais

A geometria do problema com a interface ja deformada, bem como a discretizacio utilizada

sdo apresentadas na Fig. 9.30a. A Fig. 9.30b mostra o gradiente de potencial obtido para o caso.
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Figura 9.30: Geometria simulada e gradiente de potencial obtido

9.3.2.4 Problema de Quick Drawdown

O problema de Quick Drawdown, cujas condigdes de contorno foram apresentadas na Se¢ao 3.5.3,
vem sendo utilizado como benchmark para comparacao de simulacbes de escoamentos radiais.
Este problema foi, entdo, escolhido para a comparagao de resultados do simulador em dominio
axissimétrico, por contar tanto com resultados experimentais quanto numéricos publicados. Os
pardmetros da simula¢ido sdo mostrados no trabalho de Hall (1955) e listados a seguir com a

nomenclatura utilizada na Secao 3.5.3.

Dados:

« Condutividade hidraulica K = 4,051 x 1073 m/s
» Raio do poco r, = 0,122 m

e Raio externo r. = 1,951 m

e Altura da agua no pogo H, = 0,305 m

e Altura do nivel externo da dgua H = 1,22 m

A Fig. 9.31 mostra a geometria do problema com a interface ja deformada e a discretizagao

utilizada. A Fig. 9.32 compara o resultado obtido com os disponiveis na literatura.
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Figura 9.32: Problema de Quick Drawdown - comparacao com resultados disponiveis na literatura

Os resultados obtidos com a presente formulagdo sdo compativeis com os disponiveis na lite-
ratura. Uma analise mais aprofundada dos resultados, com avaliacdo do erro RMS nao é possivel,
uma vez que os dados numéricos das curvas ndo foram disponibilizados pelos autores das publica-

¢Oes comparadas.
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9.3.2.5 Analise realizada: estudo para otimizacao da vazao de produgao

O simulador desenvolvido foi usado na anélise do escoamento em regime supercritico em pogo
horizontal, com o auxilio de um sistema de controle. Conforme explicado no Capitulo 2, no
regime supercritico, a interface colapsa, tocando o poco antes de atingir a condi¢do de equilibrio.

A Fig. 9.33 e a Tabela 9.3 apresentam as caracteristicas do reservatério para as simulagoes.

| Gas

Figura 9.33: Reservatério simulado.

Tabela 9.3: Parametros do reservatorio simulado

Parametro Valor
Largura (L) 60 m
Altura (H) 30m
Altura do poco (h) 7,5m
Raio do poco 0,075 m

Densidade do 6leo 714 kg/m?
Viscosidade do 6leo  0,00111Pas
Permeabilidade 1 x 1072 m (1 darcy)

Vazao critica 1,508 x 10=* m?/s

Primeiramente, foram simulados escoamentos em vazoes subcriticas, partindo de zero, com

incrementos de 5% até atingir 100% da vazao critica, previamente determinada (Fig. 9.34).
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Figura 9.34: Interface estéavel em incrementos de 5% da vazao critica.

Como segundo passo, sobre o cdédigo do simulador desenvolvido, foram aplicados mecanismos
de controle descritos no trabalho de Limaverde Filho et al. (2016) (cujo detalhamento estd fora
do escopo desta tese), para estabilizar artificialmente a interface na regido instdvel. Ao reunir as
informacoes de todas as vazoes simuladas (subcriticas, critica e supercriticas artificialmente estabi-
lizadas) e suas respectivas coordenadas do ponto central da interface, foi possivel obter uma curva
de profundidade do cone de gas versus vazdo, mostrada na Fig. 9.35. A linha pontilhada mostra a
previsao do modelo nao-linear desenvolvido (Fortaleza et al., 2019), com base em Limaverde Filho
et al. (2016).
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Figura 9.35: Profundidade do cone de gas versus vazao.

Este resultado mostra que, apesar dos esforgos em estabilizar artificialmente a interface em
uma regiao instavel, as vazoes obtidas nao sdo superiores a vazao critica. Isso pode ser observado
no grafico, onde o ponto de méximo da curva (ou seja, a maior vazao obtida) é relativo a prépria

vazao critica.
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Capitulo 10

Conclusoes

Este trabalho apresentou os modelos matematicos utilizados nos simuladores desenvolvidos para
a representacao dos fendmenos dos cones de adgua e de gas em pocos de petréleo horizontais e
verticais. As caracteristicas principais a respeito de tais fendmenos foram reunidas e analisadas. A
partir dos modelos matematicos propostos, as formulagoes do Método dos Elementos de Contorno
foram desenvolvidas para o estudo dos fendmenos, bem como foram apresentadas as condigoes de

contorno pertinentes.

Diversas analises a respeito do problema de escoamentos em meios porosos com fronteira movel
mostraram que o Método dos Elementos de Contorno é uma ferramenta adequada para o estudo
proposto. Ficou evidenciado que este método ¢ eficaz no tratamento de problemas desta natureza,
sobretudo para aqueles onde pode ser adotada a simplificacao de interface abrupta entre os fluidos,

como é o caso dos cones em interface entre liquido e géas.

Um conjunto de simuladores foi desenvolvido seguindo as bases teéricas aqui apresentadas:

¢ O primeiro simula escoamentos monofasicos, para utilizacdo no estudo do cone de gas em

pocos de petrdleo horizontais em producao sub-critica.

¢ O segundo simula escoamentos bifdsicos para utilizagdo tanto no estudo do cone de agua
quanto no estudo do cone de gas em pocos horizontais, em ambos os regimes de produgao:
sub-critica ou supercritica. Este simulador utiliza a formulacao de sub-regioes do MEC para

lidar com um dominio homogéneo por partes.

e O terceiro é um simulador de escoamentos monofasicos considerando fluidos e matriz porosa
compressiveis, para utilizagdo no estudo do cone de gas em pocos horizontais. Este simulador
emprega a formulacdo do Método da Reciprocidade Dual do MEC para tratar problemas

regidos pela equacao da difusividade hidraulica.

e O quarto simulador é aplicavel a escoamentos monofasicos em dominio axissimétrico, para

utilizacao no estudo do cone de gas em pocgos de petréleo verticais, em producao sub-critica.

o Finalmente, o quinto simula escoamentos bifasicos em dominio axissimétrico, para utilizagao

tanto no estudo do cone de agua quanto no estudo do cone de gas em pogos verticais, em
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regime de producdo sub-critica e supercritica. Este simulador também utiliza a formulacao

de sub-regioes apresentada.

A montagem das matrizes de influéncia H e GG para os casos de escoamento potencial bidimen-
sional com permeabilidade isotréopica foi feita utilizando o procedimento de integragdo analitica
de seus elementos. Os simuladores foram comparados satisfatoriamente com relacdo a solugoes

analiticas e/ou numéricas disponiveis.

O conjunto de simuladores desenvolvidos para o estudo de escoamentos em reservatérios de
petréleo com pocos produtores horizontais longos foi efetivamente empregado na simulacdo dos
fendmenos dos cones de dgua e de gas. Seu principal uso ocorreu em paralelo a experimentos de
controle e automacao no Laboratorio de Automagao Offshore da Universidade de Brasilia utili-
zando células de Hele-Shaw, os quais visavam a otimizacao da producao de 6leo. Neste ambiente,
o conjunto de simuladores tornou-se a principal ferramenta para a determinagdo da vazao critica
e predicdo do comportamento da interface entre fluidos, comprovando sua utilidade em pesquisas
aplicadas de engenharia. O conjunto de simuladores desenvolvidos para o estudo de escoamentos

induzidos por pogos verticais vislumbra a mesma aplicagdo prética.

10.1 Publicacoes realizadas

O trabalho desenvolvido nesta tese permitiu o desenvolvimento, de forma direta ou indireta, dos
seguintes artigos apresentados em conferéncias e publicados em periédicos cientificos (em ordem

cronoldgica):

« GONTIJO, G. S. V.; ALBUQUERQUE, E. L. ; FORTALEZA, E. L. . Representation
of a Production Well Using a Series of Point Sinks in 2D BEM Simulations. In:
XXXIX Ibero-Latin American Congress on Computational Methods in Engineering, 2018,
Paris/Compieégne. Proceedings of XXXIX Ibero-Latin American Congress on Computational
Methods in Engineering. Compiegne: Adnan Ibrahimbegovic and Paulo de Mattos Pimenta,
2018. p. 241-244. (Gontijo et al., 2018)

« FORTALEZA, EUGENIO L. F. ; LIMAVERDE FILHO, JOSE O. A. ; GONTIJO, Gus-
tavo S. V.; ALBUQUERQUE, EDER L. ; SIMOES, RAFAEL D. P. ; SOARES, MATHEUS
M. ; MIRANDA, MARCO E. R. ; ABADE, GUSTAVO C. . Analytical, numerical and
experimental study of gas coning on horizontal wells. JOURNAL OF THE BRA-
ZILIAN SOCIETY OF MECHANICAL SCIENCES AND ENGINEERING (ONLINE), v.
41, p. 141, 2019. (Fortaleza et al., 2019)

« NASCIMENTO, L. G.; GONTIJO, G. S. V.; CAMPOS, L. S. ; ALBUQUERQUE, E. L.
; TREVELYAN, J. . A Reservoir Simulator Based on Formulations of Isogeometric
Boundary Elements. In: XL Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods
in Engineering, 2019, Natal, Brazil. Proceedings of XL Ibero-Latin-American Congress on

Computational Methods in Engineering, 2019. (Nascimento et al., 2019)
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« MIRANDA, MARCO E. R. ; FORTALEZA, EUGENIO L. F. ; GONTIJO, Gustavo S. V.
; ABADE, GUSTAVO C. ; MUNERATO, F. P. ; LIMAVERDE FILHO, J. O. A. . Analysis
of the viscosity ratio and the influence of the diffuse interface between water and
oil. In: Rio Oil & Gas Expo and Conference 2020, 2020, Rio de Janeiro. Trabalhos técnicos
da Rio Oil & Gas 2020: Technical Papers. Rio de Janeiro: IBP, 2020. v. 20. p. 82-83.
(Miranda et al., 2020)

« NASCIMENTO, LUCIO G. ; GONTIJO, G. S. V. ; ALBUQUERQUE, EDER L. ; CAM-
POS, LUCAS S. ; TREVELYAN, JON ; FORTALEZA, E. L. F. . A well simulator for
homogeneous reservoirs based on formulations of the isogeometric boundary
element method. JOURNAL OF THE BRAZILIAN SOCIETY OF MECHANICAL SCI-
ENCES AND ENGINEERING (ONLINE), v. 43, p. 206, 2021. (Nascimento et al., 2021)

10.2 Sugestoes de trabalhos futuros
Para a continuacao desta pesquisa sdo sugeridos os seguintes tépicos como trabalhos futuros:
1. A extensdo da formulacao axissimétrica para permeabilidade ortotrépica do meio poroso,

caracteristica de ocorréncia frequente nas rochas sedimentares;

2. A extensdo das formulagoes para o tratamento de meios porosos com permeabilidade nao

homogénea;

3. A adogdo de heterogeneidades como a permeabilidade varidvel no espago em funcdo da

pressao;
4. A insercao do tratamento de pocos injetores;

5. O desenvolvimento das formulagdes para o tratamento de dominios tridimensionais.
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