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Resumo

O objetivo desse trabalho sera estudar duas classes de problemas: critérios que garantem
a existéncia de elementos ndo comutadores em determinados grupos; € numa perspectiva
complementar, analisar critérios nos quais o subgrupo derivado coincide com o conjunto de

comutadores.

Palavras-chave: Conjunto de Comutadores, Subgrupo Comutador, Largura de um

grupo.



Abstract

The aim of this work will be to study two kind of problems: obtain sufficient conditions to
guarantee the existence of non-commutator elements in certain groups; and in a complemen-

tary perspective, describe criteria in which the derived subgroup coincides with the set of all
commutators.

Keywords: Set of Commutators, Commutator subgroup, Width of a group.
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Introducao

Os resultados aqui apresentados estdo relacionados a teoria dos comutadores em grupos.
Apresentamos dois tipos de resultados: condicdes suficientes para que o conjunto dos
comutadores de um grupo coincida com o seu subgrupo derivado; e, numa direc@o oposta,
construir grupos que possuem elementos no subgrupo derivado que ndo sao comutadores.
Todos os teoremas e exemplos aqui apresentados foram baseados nos trabalhos de P.J. Cassidy
[1], M. Isaacs [6], R. M. Guralnick [4, 5], E. Spiegel [11]. Cabe ressaltar que fizemos uso do
software livre GAP [2] e das notas de um minicurso do professor C. Schneider [10].

Definiremos/Fixaremos alguns termos para simplificar a leitura do texto. O conjunto
dos comutadores e o subgrupo derivado (de um grupo G) sdo denotados e definidos como
[(G) ={[x,y] | x,y € G} eé G = (I'(G)), respectivamente. Além disso, definimos a largura
de um grupo G como

A(G)=min{neN |Vo e G :a= ﬁ[gi,h,-], gi,hi € G, m <n}.
i=1
Ou seja, 0 menor inteiro positivo n = n(G) para o qual todos os elementos do subgrupo
derivado podem ser escritos como o produto de, no mdximo, n comutadores. Em particular,
A(G) =1 se, e somente se, G’ = I'(G). Dai, a partir de agora, quando nos referirmos a
grupos G com largura 1 podemos escrever A(G) =1 ouT'(G) = G
Em 1951, Oystein Ore [7] escreveu a seguinte frase em seu artigo.

"Em um grupo, o produto de dois comutadores ndo precisa ser necessariamente
um comutador, consequentemente o subgrupo de comutadores de um dado grupo
nao pode ser definido como o conjunto de comutadores, mas apenas o grupo

gerado por estes elementos."

Cabe ressaltar que tais questdes ja haviam sido investigadas por outros matematicos. Em
todo caso, no contexto da frase de Ore [7] duas perguntas se sobressaem:

Em quais condigbes podemos afirmar que em um grupo G vale I'(G) = G'?
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Quais critérios um grupo G deve ter para possuir A(G) > 1 ?

E € em cima destes questionamentos, que neste trabalho estudaremos alguns artigos da
literatura em que desenvolvem ferramentas para que consigamos responder se um dado grupo
G possui alguma dessas propriedades.

Inicialmente, estudaremos uma condigdo suficiente para G' = I'(G). Para isso, definamos
pra todo x € G o conjunto dos conjugados de x como C, = x” = {a"'xa | a € G}. E assim,
definimos B, = {st | s € C,-1, t € Cy}. E com esse conjunto, baseados no trabalho de E.
Spiegel [11], mostramos dois critérios que fazem com que o conjunto de comutadores seja

igual ao subgrupo derivado. Mais precisamente,

Teorema A: Seja x um elemento de um grupo G. Suponhamos que o subconjunto By é um
subgrupo de G com T'(G) C B,. Entdo T'(G) =B, =G'.

Teorema B: Seja G um grupo. Se existe um subgrupo normal e abeliano N de G tal que

G/N é um grupo ciclico gerado por xN, com x € G, entdo B, =T'(G) = G'.
Uma consequéncia (particular €) imediata do Teorema acima € o seguinte:
Corolario C: Seja G um grupo metaciclico finito. Entdo A(G) = 1.

A partir de agora estaremos interessados em construir grupos nos quais A(G) > 1. No
artigo [5], R. M. Guralnick mostrou que se |G| < 96 ou |G'| < 24, entdo A(G) = 1. Mais
ainda, em [4], ele construiu explicitamente um grupo G de ordem 96 com A(G) = 2. Aqui,

com o auxilio do GAP e do artigo [4] mostramos:

Teorema D: Seja G um grupo de ordem < 96.
(i) Se |G| <95, entdo A(G) = 1.
(ii) Existe, exatamente, dois grupos de ordem 96 com A(G) > 1.

Cabe destacar que a parte mais complicada do resultado acima é o item (i), pois envolve
teoria de representacdes. Para contornar essa situacdo usamos uma rotina do GAP e veri-
ficamos que para todos os grupos com ordem até 95 o subgrupo derivado e conjuntos dos
comutadores coincidem.

No trabalho [6], M. Isaacs usou produtos entrelacados com o intuito de obter grupos

da forma G = U ! H que possuem elementos ndo comutadores a partir de certas condi¢oes
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aritméticas e estruturais sobre os grupos envolvidos. Mais precisamente,

Teorema E: Sejam U e H grupos finitos com U abeliano e H ndo abeliano. Consideremos

G=UH. Se
_ < —,
scw \U| U

entdo A(G) > 1, sendo que <7 € o conjunto dos subgrupos abelianos maximais de H.

A partir desses resultados construimos familias de exemplos (cf. Exemplos 4.2.2,4.2.3, e
4.2.4).

Até aqui os grupos envolvidos, em sua maioria, sdo finitos. Em particular, tais grupos
tem largura finita. Agora, a partir do trabalho de P.J. Cassidy [1], construiremos grupos
nilpotentes de classe 2 que possui largura infinita, ou seja A (G) = oo.

Seja K um corpo. Seja K[x,y] o anel dos polindmios em duas variaveis sobre o corpo
K. Em K][x,y], consideremos K[x], K[y] os subanéis dos polindmios nas varidveis x e y,

respectivamente. Definamos,

1
GK: 0 ]fEK[x],gEK[y],hEK[x,y]
0

S =
—_ 0

Teorema F: Seja K um corpo. Entdo
(i) O grupo Gy é nilpotente de classe 2.
(ii) Gx = Z(Gk).
(iii) A(Gg) = oo.

O trabalho esté dividido em quatro Capitulos. Segue o que € feito em cada um deles:

No Capitulo 1: incluimos alguns resultados da Teoria de Grupos, no qual vemos proprie-

dades necessarias para o desenvolvimento e entendimento dos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2: Primeiramente, definiremos o conjunto dos conjugados de um elemento
x € G dado pela forma C, = x% = {a"'xa | a € G}. E assim, definiremos B, = {st | s €
C. 1, t € Cy}. Com esses objetos, iremos desenvolver o critério feito por Spiegel [11] no
qual garante que os grupos em que o satisfaz possem G’ = I'(G). Mais explicitamente,
estudaremos as demonstracdes dos resultados: Teoremas A, B e o Corolario C. E por fim,
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mostraremos diversos exemplos de aplicagdes desses resultados.

No Capitulo 3: Comecaremos desenvolvendo um algoritmo no software livre GAP que
nos dara a informagéo de Grupos nos quais G’ # I'(G). Com este algoritmo, analisaremos os
grupos de ordem até 96 e aos grupos em que tiver como caracteristica o subgrupo derivado
diferente do conjunto de comutadores, introduziremos a outro algoritmo desenvolvido para
que visualizemos diversas propriedades sobre estes determinados grupos.

Logo apds, estudaremos o método de construcdo criado pro Guralnick [4] em que justifica
os grupos encontrados pelo algoritmo do software GAP terem G’ # I'(G). E assim, veremos
com o auxilio do GAP e a constru¢do de Guralnick [4], a validade do Teorema D.

No Capitulo 4: Estudaremos um critério, desenvolvido por Isaacs [6], para a construcio
de Produtos entrelagados no qual possuem G’ # I'(G). Para isso, desenvolveremos a demons-
tracdo do Teorema E. Logo apds, criaremos exemplos de familias de Produtos Entrelacados
que possuem elementos ndo comutadores. E por fim, estudaremos um grupo construido por
Cassidy [1], definido pela forma

1
Gk={1]0 | f e KR, g € Kly|,h e Kx,y] o,
0

S =
—_ 0

no qual possui A (G) = . Mais especificamente, demonstraremos o Teorema F.



Capitulo 1

Preliminares

Assumimos que o leitor tem familiaridade com os conceitos bdsicos da Teoria de Grupos.
Alguns teoremas como o Teorema de Lagrange e os Teoremas de Isomorfismo também
sdo assumidos como conhecidos, podendo serem encontrados em vérios referéncias, em
particular em [3]. A constru¢do deste capitulo foi baseada em [8, Capitulos 1, 5, 10 e 14].

1.1 Comutadores e Conjugados

Definicao 1.1.1. Seja G um grupo. Definimos como o conjugado de x pory o elemento da
forma

¥ =y lxyeG
De maneira andloga, determinamos o conjugado de x! por'y como

1

=y xlyea.

Definicao 1.1.2. Sejam G um grupo e x,y € G. Definimos o comutador de x e y como o

elemento de G da forma
eyl =x""y "y

Assim, o conjunto de todos os comutadores de G serd denotado por

[(G) = {[x,y] | x,y € G}.

Lema 1.1.3. Se G é um grupo e x,y,z € G, entdo
(i) [x,vz] = [x,z)z" o, y]zr

(i) [xy,z) =y '[x, 2y, 2l
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(iii) Se x comuta com [x,y], entdo [x*,y] = [x,y]*;
(iv) Se 'y comuta com [x,y], entdo [x,y] = [x,y]*.

Demonstracdo. Dados x,y,z € G e k € Z temos

(1)
X, yz7] =x~ Tx(yz)=x Tz Yy xyz
[x,y7] 1( 2) ' x(yz) -ty !
=x 1z xzz Iy hayz
= (e ) oy )z = [ gz gy
(i1)
b,z = (o) e )z =y e e
=y "x e x(@y e )z
=y ' e )y e ) =y 2y )

(iii) Por indugao sobre k, quando k > 0. Para k = 0, temos que
POy =Lyl =11y "y=1=[xy]

Para k = 1, segue que
ey = Pey] = [ y)!

Suponhamos que o resultado € valido para todo i < j onde j € N. Primeiramente,

repare que se x comuta com [x, y| temos

1

- = eyl =x"[x,y]

-1

xx,y] =[x, yjx = x x[x,y])f1 = xil[x,y]xx
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1

ou seja, x_ comuta com [x,y] também. Com isso, segue que

ey = [,y ey
=x ey
=x" 'y ay
= x_lx_ky_lxkyy_lxy
(K1)~ 1, k+1

=x y

-

y

[xk—l—l

Com isso, [x,y]* = [x*,y] para todo k > 0. Agora, para k < 0, repare que por hipétese
temos que x[x,y] = [x,y]x. Assim temos que [y,x '] = [x,y] e [x,y] ' = [x1,y]. Além
disso, com x~ ! também comuta com [x !, y] temos que

-1 k

e y)t = o =]
Logo [x,y]* = [x*,y] para todo k € Z.

(iv) Com a utilizac@o do item anterior, segue que

[x7y]k = ([x7y]71>7k = [yax]ik = [ykvx]il = [xayk]
logo [x,y]k = [x,yk] para todo k € Z.

]

Definicdo 1.1.4. Seja G um grupo. Definimos como subgrupo derivado G' o subgrupo
gerado pelo conjunto de comutadores, ou seja

Nesse contexto € interessante incluir o conceito de largura de um grupo (ndo necessaria-
mente finito) G.

Definicao 1.1.5. Chamamos de largura do grupo G, e denotamos por A(G), o menor inteiro
n, caso exista, tal que todos os elementos de G' podem ser escritos como produto de n
comutadores, ou seja,

m
A(G)=min{neN|VaeG :a= H[gi,hi], gi,hi € G, m <n}.
i=1
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Denotaremos como A(G) = oo quando para todo n € 7, existe um elemento g € G’ tal que g

ndo pode ser descrito como produto de n elementos.

Definicao 1.1.6. Seja G um grupo. Dizemos que x € G é um elemento ndo comutador se
x € G'\I'(G).

Proposicdo 1.1.7. Seja G um grupo. O grupo G é abeliano se, e somente se, I'(G) = {1}.

Demonstragdo. De fato, se ['(G) = 1, entdo x 'y~ 'xy = 1, assim xy = yx para todo x,y € G.
Por outro lado, se G € abeliano temos para todo x,y € G que

x_ly_lxy = x_lxy_ly =1.
Logo, I'(G) = 1. O
O resultado a seguir nos dd um critério bem conhecido para grupos com A(G) = 1.
Proposi¢io 1.1.8. Seja G um grupo. Se |G'| = p, onde p é primo, entdo A(G) = 1.

Demonstragdo. De fato, para |G'| = 2, temos que existem a,b € G tais que [a,b] # 1. Logo,
G = {1,[a,b]} =T(G), ou seja, (G) = 1. Para |G'| = 3, temos novamente que existem
a,b € G tais que [a,b] # 1. Porém, |([a,b])| = 3, logo [b,a] = [a,b]”! # [a,b] ¢ assim
G = {1,[a,b],[b,a]} = [(G), ou seja, A(G) = 1. Agora para p > 5, suponhamos que
G Z Z(G), assim consideremos 1 # a € G’ e b € G de forma que ab # ba. Com isso, segue
que existe 1 <n < p—2 de modo que [a,b] =d",jaquea ‘b 'ab =[a,b] #a’" ' e ab +# ba.
Logo, b~ 'ab = a™"!. Tendo isso, tomemos i, j € |{1,...,|(a)| — 1| com i < j de forma que
[@’,b] = [d',D]. Assim,

la/,b] =[d',b] = a /b 'a/b=a"b"'d'b= (b~ 'ab)) = o/ (b~ ab)’
g tDi — gi—ignt )i o on(j=i) _

Assim, temos que |(a)| = p, portanto p |nou p| j—i. Mas como 1 <n < p—2, segue
que ptn,ouseja, p|j—iejaque0< j—i< p—1,obtemosi=j,logo {[a/,b] | 1< j<
o} = |G'| = p, isso implica que I'(G) = G', ou seja, A (G) = 1. Agora, suponhamos o caso
em G' C Z(G). Temos que existem a,b € G tais que [a,b] # 1, caso contrdrio G’ = 1. Com
isso, como |G'| = p, temos que G’ = ([a,b]) C Z(G) e a comuta com [a,b]. Dessa forma,
[a/,b] = [a,b)’. Assim, G’ = {[a,b) = [a’/,b] | 1 < j < p} =T(G),ouseja, A(G)=1. O

Uma situacdo particularmente interessante ocorre no contexto de Grupos Metabelinos

Definicdo 1.1.9. Dizemos que um grupo G é metabeliano se G = 1.
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Definicao 1.1.10. Sejam G um grupo e h um elemento do grupo de automorfismos de G.

Dizemos que h age livre de ponto fixo em G se

=x=x=1.
Proposicao 1.1.11. Seja G = K x H finito, onde K e H sdo abelianos. Suponha que h €
H\{1} age livre de ponto fixo em K, entdo G' = K = {[x,h] | x € K}.

Demonstragdo. De fato, G' < K, pois G/K = H é abeliano. Mais ainda, tomemos

.Q.hl K—K

x> [x,hl.
Temos que €, € injetivo. Com efeito, dados x,y € K segue que

Qu(x) = Qu(y) = x W =y 1y
I

- yx—l — yhx—h — (yx—l)h

1

Sy =l&sy=x.

Com isso, como €, € injetivo e finito, entdo Q;, € bijetivo. Portanto, G’ = K = {[x,h] | x €
K}. O

No préximo capitulo investigaremos uma situacdo andloga, sem levar em conta os
elementos livres de pontos fixos, mas exigiremos que o grupo G possua um subgrupo normal
e abeliano A tal que G/A é ciclico.

1.2 Grupos e Subgrupos

Para estes primeiros resultados apresentados iremos somente enuncia-los, porém, por questao
de completude, segue a referéncia [8] para maiores detalhes.

Lema 1.2.1. Seja p um primo. Se G é um grupo de ordem p ou pz, entdo G é abeliano.

Lema 1.2.2 (Teorema de Cauchy). Se G é um grupo finito cuja ordem é divisivel por um
primo p, entdo existe um g € G tal que |(g)| = p.

Definicao 1.2.3. Sejam G um grupo e x € G. Definimos o centralizador de x em G como

sendo
Co(x) ={g € G| gx =xg}.
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Para um conjunto X C G definimos
Co(X)={geG|gxr=xg, VxeX}.

Quando X = G, temos que o Cg(G) = Z(G) denomidado centro de G.

Definicao 1.2.4. Sejam G um grupo e X C G. Definimos o normalizador do conjunto X em
G da forma
No(X)={g€G|g 'Xg=X}.

Proposicao 1.2.5. Seja H um subgrupo de G. Entdo,
(i) Cg(H) ING(H)
(ii) Ng(H)/Cg(H) € isoformo a um subgrupo de Aut(H )

Demonstracdo. De fato, mostraremos primeiramente que Cg(H) C Ng(H). Ora, dado
g € Cg(H) temos que
Hg=gH :>g*1Hg =H

ou seja, g € Ng(H). Agora, tome g € Ng(H ), temos que a aplicacdo
W;: H—H

h~—>g*1hg.

¢ um automorfismo de H em H (chamado automorfismo interno). Assim, tomemos Aut(H) =

{wy: H— H | Vg € Ng(H)}. E com isso, consideremos o homormorfismo

0: Ng(H) — Aut(H)

g M.
temos que

Ker(8) = {g € No(H) | 6(g) = 1d} = {g € NG(H) | ¢ 'hg = h, Vh € H}
={gE€Ng(H) | hg=gh, Vhe H}
=Cg(H)
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E pelo fato de Ker(6) <Ng(H), segue que Cg(H) <Ng(H) como querfamos demonstrar no

item (i). E, pelo primeiro Teorema do Isomorfimo temos que

NG(H) _ Ng(H)
Ker(6) Cg(H)

112

Aut(H) O Im(0)

como queriamos demonstrar no item (ii). O

Definicao 1.2.6. Seja G um grupo finito. Dizemos que um subgrupo H é um p-subgrupo de
Sylow de G, quando a ordem de |H| = p"™, onde p" é a maior poténcia de p que divide a
ordem de G.

Para o resultado a seguir faremos o enunciado sem a demonstracdo. Porém para critério
de completude segue a referéncia [8] para maiores detalhes.

Proposicao 1.2.7. Sejam G um grupo finito e p o menor primo que divide a ordem de G. Se
um subgrupo H tem indice p, entdo H 1 G

O resultado a seguir é o famoso Teorema de Sylow. E um resultado que aparece em
qualquer curso de Intrroducio a Algebra e sua prova serd omitida. Por uma questio de

completude deixamos a referéncia [8].

Teorema 1.2.8. (Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito e p um primo. Suponhamos
que |G| = p™q, comm > 1 e mdc(p,q) = 1. Entdo:

(a) Para cada inteiro positivo n < m, existe um subgrupo H de ordem p". Além disso, se
K é um p-subgrupo de Sylow de G, entdo existe um p-subgrupo P de G com ordem p™
tal que K é subgrupo de P.

(b) Sejam P,Q p-subgrupos de Sylow, entdo existe um elemento g € G tal que Q = ging.

(c) Seja ny, o niimero de p-subgrupos de Sylow de G. Entdo

np | q
n, = 1(modp)

Proposicio 1.2.9. Sejam p e q primos distintos e G um grupo de ordem |G| = p?q. Entdo G

contém um p-subgrupo de Sylow normal ou um q-subgrupo de Sylow normal.

Demonstragcdo. Consideremos primeiramente o caso em que p > g. Pelo Teorema de Sylow

temos que

nplq
=n,=1oun, =
{npzl(modp) b p=1
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mas como temos que p > g, segue que n, = g nao pode acontecer, portanto n, = 1 e com
1SS0 garantimos que neste caso existe um p-subgrupo de Sylow normal. Agora, suponhamos

que p < q. Pelo Teorema de Sylow, temos que

2
”q|p 2
=>n,=1loun,=poun, =
{nqzl(modq) 1 1= P =P

se ny = p, entdo q | p — 1, absurdo, pois g > p. Agora, se n, = p2 temos que

qlpP—1=q|(p—1)(p+1)
=q|(p+1)
=p<qg=<p+l

ou seja, p e g sdo primos consecutivos, e isso s6 acontece quando p =2 e ¢ = 3. Com
isso, basta provarmos que G de ordem |G| = 223=12 possui um 2-subgrupo de Sylow ou

3-subgrupo de Sylow. De fato, observe que pelo Teorema de Sylow temos que

4 3
s | =n=1ouny=4 m | =n=1ouny=3
n3 = 1(mod3) ny = 1(mod2)

se n3 = 4 e ny = 3 teriamos que existem 4.(3 — 1) = 8 elementos de ordem 3 e 3.(4—1) =9
elementos de ordem 4, ou seja, teriamos 17 elementos distintos em um grupo de ordem 12,
absurdo. Portanto, ny = 1 ou n3 = 1, ou seja, existe um 2-subgrupo de Sylow normal ou um

3-subgrupo de Sylow normal. 0

Definicao 1.2.10. (Produto Direto) Sejam G1,G»,...,G, grupos. Definimos o produto direto
de G1,Gy,...,G, como sendo o produto cartesinano Gy X G X ... X G, com a opera¢cdo

coordenada a coordenada.

O préximo resultado iremos ocultar sua demonstracdo, mas para maiores detalhes, segue

a referéncia [3].

Proposicao 1.2.11. Dado um grupo G, dizemos que G ~ G| X G X ... X G, se, e somente
se, G possui subgrupos Hy ~ Gy,...,H, ~ G, tais que

(a) G=H\H,...H,
(b) Hi<G,Yi=1,...,n

(c) Hi N {Hl...HilelLi,l...Hn}: {e},‘v’i: 1,...,n
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Definicao 1.2.12. Seja (G;)ic; uma familia de grupos. Definimos o produto direto dos grupos

G;i comi € I da forma

G= @Gi = {(gi)ier | &i € Gi e gi # 1, para um niimero finito de indices}
i€l

cuja a operagdo é dada coordenada a coordenada.

1.3 Produtos Semidireto e Entrelacado

1.3.1 Produto Semidireto

Definicao 1.3.1. Sejam N e H subgrupos de um grupo G. Chamamos de produto semidireto
interno de N por H o grupo G se

(a) NdGeH<G
(b) G=NH
(c) NNH=1
Denominamos G = N x H como notagdo para o produto semidireto.

Exemplo 1.3.2. Consideremos D, = (a,b |ad" =1, B>=1eb 'ab=a") o grupo diedral
de ordem 2n. Tome N = (a) e H = (b), temos que N ID,, pois |G : N| =2, além disso H < G.
Pela defini¢do do grupo diedral podemos reparar que G = NH e como NN H =1, segue que
G =N xH = (a) x (D).

Lema 1.3.3. Sejam N e H grupos. Entdo a aplica¢do

¢ : H — Aut(N)
h — ¢,: N— N
n—s hlnh

é um homomorfismo.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que ¢, é um automorfismo de N. De fato, ¢, € a
restricdo de um automorfismo interno ao subgrupo normal N. Assim, concluimos que ¢, é
um monorfismo. Agora € suficiente mostrar que ¢y, € sobrejetivo. Com efeito, dadon € N,

q)h(hnh_l) = n. Agora, provaremos que ¢ é um homomorfismo. De fato, dados hy,h, € H
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temos que
0 (h1hs) = Onyiy(n) = (hiha)~'n(hihy)
= hy 'hy 'nhihy = hy gy, (n)hy
= O, (P, (n)) = ¢ (1)@ (h2)
como n € N foi pego de forma arbitraria, segue que ¢ é um homomorfismo. [

Teorema 1.3.4. Sejam N e H grupos e ¢ : H — Aut(N) um homomorfismo. Entdo o conjunto
G ={(h,n)|h € H e n € N} munido da operagdo

%9:GXG—G

(h1,n1) *g (ho,n2) — (h1h2,¢h51(n1)n2)
é um grupo. Mais ainda, temos as seguintes propriedades
(a) N“={(1,n) |neN}<G.
(b) H* ={(h,1) |he H} < G.
(c) NH*=GeN'NH* = 1.
(d) NN eH=H"

Definimos este grupo G como Produto Semidireto Externo, e denominamos G = N x4 H.
Além disso,

Demonstragdo. De fato, dados (hy,ny), (h2,n2), (h3,n3) € G, temos que

((h1,n1) *¢ (h2,n2)) *¢ (h3,n3) = (hlhz,(l)h (n1)n2) *¢ (h3,n3)

= ((hh2)h3, @1 (¢y-1 (n1)n2))n3)
= (h1(h2h3), @11 (1) 91 (m2)m3)
= (h1,m1) g (hahs, ¢ -1 (n2)ns)

= (h1,n1) ¢ ((h2,n2) %4 (h3,n3))

ou seja, G munido pela operagdo *y € associativo. Além disso, temos (1,1) € G como
elemento neutro, pois dado (h,n) € G temos que

(1, 1) % (h,n) = (11, @1 (1)n) = (h,n)
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(hvn) *o (L 1) = (h17¢1—1<n)1) = (hvn)

E por fim , dado (,n) € G considerando (A=, ¢, (n"1)) € G obtemos que

(hon) g (B4 @ (n= ")) = (hh™", gy (n)gn(n™") = (hh ™", @y (nn™")) = (1,1)

€

(=1 n(n™")) %9 (hyn) = (A~ Ryt (@0 (0™ ))n) = (0™, @1y (n ™ ))n) = (A hon™ ) = (1,1);

ou seja, (h,n) 1 = (K™, ¢p(n™ ")) é 0 elemento inverso de (h,n). Com isso, concluimos que
G munido da operagdo *y € um grupo.

Agora mostraremos as propriedades consequentes deste grupo

(a) De fato, dados (1,n) € N* e (h1,n;) € G temos que

Byt om (n7 1) o (1,m) 5 (1)
hy ' om (n7 ) %o (1, @1 (m)my)
hy s @1 (9, () @1 () )
l,nl_lq)hi (n)ny) € N*.

(hl,nl)fl *g (l,n) *g (h1,n1)

= (
= (
= (
=

(b) Dados (hy,1),(h,1) € H* temos que

(h1,1) % (ha, 1) ™" = (h1,1) %6 (hy ', @n(1))
= (h1,1)%¢ (hy ', 1) = (mhy ', 1) € H*.

(c) Por definigdo segue diretamente que N*NH* = (1,1). Agora, notemos que para cada
he HeneN,temos

(h,1) %4 (1,n) = (h,¢1(1)n) = (h,n).
Logo, G=H*N".
(d) Para mostrarmos que N = N* e H = H™ basta considerarmos os seguintes isomorfismos:

fi:H—H"
hw— (h,1)
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fr: K — K*
k— (1,k).

]

Exemplo 1.3.5. Sejam C, = (a) e C3 = (b) grupos ciclicos de ordem 2 e 3 respectivamente.
Repare que Aut(C3) = {ld,c} onde

c:C3—>C3

b b
para i =0,1,2. Veja que para todo b’ € C3 temos que
o’ (b)) =o(c(b)) =c(*) =b" =1
ou seja, o tem ordem 2, portanto existe um homomorfismo

¢) 0} —)Aul‘(C3)

d — o'

parai=0, 1. Assim, definimos o grupo G=Cy x4 C3 ={(1,1),(1,b),(1,b%),(a, 1), (a,b), (a,b*)}

como o produto semidireto de C por Cy. Agora, repare que |G| = 6, além disso temos

(1,6)3 = (1,b) 5 (1,5) 5 (1,5) = (1,81 (b)b) ¢ (1,b) = (1,6%) x4 (1,b)
= (1,91()b%) = (1,6°) = (1,1)

(a,1)” = (a,1) %9 (a, 1) = (a%,¢a(1)1) = (1,1)

(a,1) % (1,0) = (a,91(1)b) = (a,b) = (a,6(b*)1)
= (av(pa*l(bz)l) = (17b2) *o (a7 1) = (Lb)z *o (a7 1)
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Com isso, a aplica¢do

f: G— 83

(a,1) = (12)

(1,b) — (123)
é um isomorfismo, ou seja, S3 = Cy Xy C3.
Exemplo 1.3.6. Sejam N = C3 e H = Cp x Cy. Temos que Aut(C3z) = {Id,c}, onde

c:C3—C3

ai — aZi

para i =0,1,2. Veja que, como no exemplo acima, para todo b' € C3 temos que

c*(d)=o(o(d))=0(d*)=d"" =d

ou seja, G tem ordem 2, portanto os homomorfismo de Cy X Cy em Aut(C3) sdo

9(171)  OxCG — Aut(C3) 9(171,) . OxC — Aut(C3)
(1,1) — Id (1,1) — Id
(1,b) > Id (1,b) > Id
(b,1) +— Id (b,1) — o
(b,b) — Id (b,b) +— c

e(b,l) G xCy — Aut(C3) e(b,b)  CoxCy — Aut(C3)
(1,1) — Id (1,1) — Id
(1,b) +— c (L,b) +— c
(b,1) — Id (b,1) +— o
(b,b) +— c (b,b) +— Id

com isso, definimos os grupos G; = (C, X C3) x9,C3, onde i € Cy x Cy. Parai= (1,1) temos
que G = (Cy x C3) x C3. Agora, para i # (1,1), mostraremos que (Cy x C3) X9, C3 = Dg 0

grupo diedral de ordem 12. De fato, sem perda de generalidade, tomemos o homomorfismo

(v, (0 resultado seguird de forma andloga para os casos 01 ;) € 03, 1)). Assim, definimos

o:=((b,b),a) e B :=((1,b),a), logo temos que
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o’ = ((bab)va) *6 (&b)((bab)va)
= ((b,b)(b,b), (1 ((b,]))(a)a)
= ((lv 1)7Id(a)a) = ((17 1)7a2>
logo,
af = ((1,1),a%)*
= ((1,1),a%) g (b.p) (1, 1),0%) xg (55 ((1,1),a%)
= ((1> 1),61) *9 (b,b)((la 1),(1 )
= ((151>71)

Assim, obtemos que G; = (Cy x C2) xg,C3 = (&, B) = D¢ para todo i € Cy x C; tal que

i (1,1).
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1.3.2 Produto entrelacado

Sejam H e K grupos. Consideremos o seguinte conjunto associado
B={f: K— H;S; < oo},

sendo que Sy = {x € K | f(x)# 1} é o suporte da fungdo f. Definamos a seguinte operagao
em B: dados f,g € B e x € K, definimos uma nova aplicacio: fg dada por:

Lema 1.3.7. B é um grupo.

Demonstragdo. 1. (Associatividade) Dados aplicacdes f,g,h € Be x € K. Temos que
(f&)h(x) = fe(x)h(x) = f(x)g(x)h(x) = f(x)gh(x) = f(gh)(x)

2. (Elemento neutro) Consideremos i: K — H dada por x — 1 paratodo x € K. Se f € B,

entao
filx) = f(0)i(x) = f(x) = i(x) f(x) = if (x).

Notacdo: Usaremos a notacdo 1 no lugar de i para denotar o elemento neutro do grupo
B.

3. (Elemento inverso) Dado f € B. Definamos g € B dado por g(x) = (f(x)) ™!, para todo
x € K. Assim,

Dizemos que B é a base do conjunto de todas as aplicagdes {f: K — H}.
Lema 1.3.8. Sejam H e K grupos.

1. Se H é abeliano, entdo B é abeliano.

2. Se H é um p-grupo, entdo B é um p-grupo.

Demonstragao. 1. Dados f,g € Be x € K. Temos:
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2. Dado f € B. Tomemos Sy = {xi,...,x;} o suporte de f. Como H é um p-grupo,

denotemos m; = |f(x;)| e m =my -...-my;. Assim, se x € K, entdo

mvezes

@) =T ) = f) . ) = L.
——

mvezes

Definamos uma aplica¢do ¢: K — Aut(B) dada por:

o : K — Aw(B)
k — @ : B— B

fr— Jfk
sendo que fi(x) = f(xk).
Lema 1.3.9. A aplicacdo ¢ como definida acima é um homomorfismo.
Demonstracdo. Dado k € K, mostraremos que ¢ € Aut(B).

1. (¢ € um homomorfismo) Dados f, g € B, por defini¢cdo

o (fg) = (f8)k

ou seja, para cada x € K temos:

(f&)i(x) = fg(xk) = f(xk)g(xk) = fi(x)gx(x) = frgx(x).

Assim,

o(fg) = o (f) pr(g)-

2. (¢x ¢ um monomorfismo) Se f € ker(¢y), entdo

1= fi(x) = f(xk),

para todo x € K. Em particular,

1 :f(y)>
paratodoy € K. Assim, f =1 € B.
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3. (¢ é um epimorfismo) Dado f € B. Consideremos a aplicagio f: K — H dada por
Fx) = f(ek"). Temos que @ () = fi e
Ji(x) = Flak) = f((h)EH) = f(x).

Logo, ¢ é sobrejetivo e concluimos que @y € (B).

Dados k, k1 € K, mostraremos que ¢ € um homomorfismo. Ou seja, precisamos mostrar

Oy = PrcPr, -
Dado f € B, temos que
Prk, () = Sk -
Dai,
ik, (x) = f (xkky)
e

OGP, (f (X)) = fiky (x) = S, (xk) = f(xkky).

Agora estamos em condicdes de definir o produto entrelacado.

Definicao 1.3.10. Sejam H,K grupos. Definimos o produto entrelacado como sendo o
produto semidireto de B x¢ K, sendo que B={f: K - H | (f) <o} e @: K — Aut(B) é

0 homomorfismo como definido acima. Nota¢do: H1 K.

Exemplo 1.3.11. Sejam H = C; = (a) e K = C; = (b). Construiremos a estrutura do
grupo G = H1K = C,1Cy.  Ora, definamos o grupo base na forma B = (a) X (a) =

{(1, 1),(1, a),(a, 1),(a, a)}. E com isso, temos a aplica¢do

(S C — Aut(CQXC2>
b — Qp CoxCy— Cyx (G
(LL)—  (1,1)

(1,a)— (a,1)
(a,1)—  (1,a)
(a,a)—  (a,a)

com isso, definimos o grupo G = Cr1Cy = (b) X B um grupo de ordem 8. Agora, mostrare-
mos que C1Cy = Dy. De fato, definamos r:= (b, (a,1)) e s := (b,(1,1)), entdo
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Logo,

1

Portanto, C;1Cy =2 (r, s|r* = s* = 1 e s 'rs = s') = Dy, como queriamos mostrar.



Capitulo 2
Grupos com largura A(G) =1

Nesse capitulo estudaremos o artigo de E. Spiegel [11]. Nele desenvolveremos dois teoremas
que nos dao critérios para garantir quando o conjunto de todos os comutadores de um grupo
G coincida com seu subgrupo derivado G’. Adicionalemnte, apresentamos exemplos de

grupos que satisfazem as hipéteses dos resultados em questao.

2.1 Critérios paraI'(G) =G
A seguir definimos dois subconjuntos (relacionados a classes de conjugacdo) que sao funda-
mentais no entendimento dos resultados e exemplos desse capitulo.

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo. Para x € G definimos
Co=x°={a""xa|acG}

como o conjunto dos conjugados de x (em G).

Definicdo 2.1.2. Definimos By como o produto dos conjuntos Cy e C,-1, ou seja,
By ={st|se€C,1,tecC}
O lema a seguir € técnico e serd usado fortemente na demonstragdo dos Teoremas 2.1.4 e

2.1.5 (correspondem aos Teoremas A e B da introdugdo, respectivamente).

Lema 2.1.3. Seja x um elemento de um grupo G. Entdo

(a) T(G) = |J Bx

xeG

(b) Sey € By, entdo Cy C B,
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(c) Sey € By, entdo y_1 € By,
(d) Sey=cx' comc € Z(G) e x' € Cy, entdo B, = By.

Demonstragdo. De fato,

1 1

(a) Dados x,y e G. Comox € Cyey x_]y € C,-1,segue que y x_]yx € B,. Portanto,

I'G) C U B;.. Por outro lado, repare que dado k € U B, existem y, z € G tais que
xeG xeG

y ) (27 )

= ( )

=~y oy xOy )z
(y YEYOT w0 )
=)o) T O ) ) =y

I
)
é
\./

ou seja, U By CTI'(G). Portanto, I'(G) = U B,.

xeG xeG

(b) Comoy € By, entdo y=abcoma=v x v e Ci1eb= u”lxu € Cy. Com isso, seja

w € G, entao

w_lyw =w labw
=w la(ww Hbw
= (wlaw)(w™bw)
= w ' W Ww) (W L) w)

= ((vw) ™ (ow)) ((w) ™ x(uw))

ou seja, Cy C B,.

1

(c) Dado y € B,. Temos y = (u~'x~'u)(v"'xv) para u,v € G. Portanto,

y = () (o L)) !
= o) T et

= (v Ix ) (u taw)

que pertence a By.
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1

(d) Como x" € Cy, segue que X' = w™ ' xw para algum w € G. Com isso, seja k € By, entdo

cw Low) 1) (s He(wTaw))s)

ou seja, By C By. Logo, B, = B,.
O

Os dois proximos Teoremas correspondem aos Teoremas A e B da Introducdo, respec-
tivamente. Por uma questdo de completude e simplificar a leitura, incluimos ambos os

enunciados correspondentes.

Teorema 2.1.4. Seja x um elemento de um grupo G. Suponhamos que o subconjunto B é
um subgrupo de G com I'(G) C B,. Entdo I'(G) = By =G'.

Demonstracdo. Pelo item (a) do Lema 2.1.3 observamos que I'(G) = U B, D B,. Por

xeG
outro lado, como I'(G) C By < G, temos que o subgrupo derivado G’ estd contido em B,.

Compilando as inclusdes acima temos:

B, C | JB:=T(G) C G' CBx.
xeG

Logo, I'(G) =B, =G'. O
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Teorema 2.1.5. Seja G um grupo. Se existe um subgrupo normal e abeliano N de G tal que
G/N é um grupo ciclico gerado por xN, com x € G, entdo By =T'(G) = G’

Demonstra¢do. Como G/N é ciclico, qualquer elemento i € G pode ser escrito da forma

h=ax' paraalgumac Nei € Z. Comisso,dadoumi € Z, sejau € B

i, OU seja,

1 1

u=r 'x"rs” xis, parar:xjaes:xkb coma,beNe jkel.

Pelo fato de N ser abeliano e normal em G, temos que

1 1

u=r"‘x"'rs"xis

= (ax/) "I (ax?) (bxF) 1 (bx¥)

= (a 'x Dx " (ax) (b~ 'x ) (bak)
=a 'xTIx i a)b xRN (D)

=a ' (xxT i ab R )b

=a ' (x"lab™ XD

=a 'b(x"ab~ X))

= (ab™") "7 (ab™ X'

1

Portanto, B, = {c_lx_icxi|c € N}. Com isso, sejaa xlax b Ix byl € B,i coma,b € N,

utilizando novamente o fato de que N € abeliano e normal em G, temos que

a wTlax' b by = a Y (x e b (x by
=a b (xax’) (x'bx!)
i

= (ab) " 'x7(ab)x',

ou seja, B, é fechado para a operacdo de G, com isso, pelo item (c) do Lema 2.1.3 temos que
B

.« € um subgrupo de G e pelo item (b) do Lema 2.1.3 concluimos que B,; € um subgrupo

1

normal de G. Assim, dado a 'x7laxt € B.icoma¢&€N,sejaa xlax e B,, entao

1

B, a'xlax = B, = B, a'xla= B, x !

como B,; é normal segue que

Bya 'x"a=B,x = B,a 'x'ax' = B,
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ou seja, B,; C B,. Agora com a utilizagdo dos elementos demonstrados acima mostraremos
que I'(G) C By, pois com este resultado estaremos com as hipéteses do Teorema 2.1.4, e com
isso concluiremos que B, =T'(G) = G'. De fato, dado u,v € G, onde u = ax' e v=bx/ com
a,beN,i,jeZ,entdo

u” v uy (f’a*l)( ) (ax’) (bx)
=(x""'a f)b La(x'bx’)
b~ (x"la X7 (x'bx/ )a
b~ (x"a XY (x/bx’)a

= (b~ 'xIbxd) (ax"Ta X

que pertence a B, pois € um subgrupo de G que contém B,; , B,; com vimos acima. Portanto,
I'(G) C Bx. ]

2.2 Exemplos: Grupos de Spiegel

Em homenagem ao autor do artigo que estudamos para fazer esse capitulo incluimos o
seu nome junto com os exemplos de grupos de largura 1 que satisfazem as hipoteses dos
Teoremas 2.1.4 e 2.1.5.

Definicao 2.2.1. Dizemos que um grupo G é metaciclico se existe um subgrupo normal

ciclico N para o qual G/N também é ciclico.

Um coroléario imediato do Teorema 2.1.5 nos garante que grupos metaciclicos tem

A(G)=1.
Corolario 2.2.2. Seja G um grupo metaciclico. Entdo A(G) = 1.

Demonstra¢do. Chamemos N um subgrupo normal ciclico no qual G/N ¢é ciclico. Temos
que N é normal abeliano e G/N = (xN), para algum x € G\ N. E, pelo Teorema 2.1.5,
G =T(G). O]

Por uma questdo de completude, cabe destacar alguns grupos (algumas familias) metaci-

clicos.

Exemplo 2.2.3. Seja D, = (a,b | a" = b* = 1,b"'ab=a"") o grupo diedral de ordem 2n.
Mostraremos que By, = D.,. De fato, tome N = (a) é um subgrupo ciclico normal de D,, (em
particular, N é abeliano). Com isso, temos que D, /N = (bN). Logo, pelo Teorema 2.1.4

podemos concluir que By, = D!, e, consequentemente, A(D,) = 1.
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Existe uma caracterizaciao dos p-grupos finitos que possuem um subgrupo maximal que
€ ciclico. Em particular, tais grupos sao metaciclicos. Por uma questdao de completude
incluimos o Exemplo a seguir com familias infinitas de p-grupos (ndo abelianos) nos quais o
conjunto de todos os comutadores formam um subgrupo (cf. [8] para mais detalhes).

Exemplo 2.2.4. (i) (Diedrais de ordem2") Seja G = (x,a | 2 =1= X, x lax= a_1>
o grupo dos diedrais de ordem 2". Observe que H = (a) é maximal. Logo, pelo

coroldrio 2.2.2, segue que G' = T'(G).

(ii) (p-grupos) Dado G = (x,a | x’ =1 = ' a = a”pn_z), onde |G| = p". Temos que
o subgrupo H = {a) é maximal. Portanto, pelo Coroldrio 2.2.2, G =T(G).

(iii) (Quatérnions Generalizados de ordem 2"*) Dado

n—1 n-2  _ _
an:(x,y|x2 :1,,y2:X2 Y lxy:x 1>

o grupo dos quarténios, cuja a ordem € igual a |Qx| = 2", ou seja, um 2-grupo.
Observe que H = (x) é um subgrupo ciclico maximal de Q. Logo, pelo Coroldrio
2.2.2, segue que Q' = T'(Qm).

(iv) (Semidiedrais) Dado G = (x,a | 2=1=4"" ,a' = a2n_2*1> o grupo semidiedral
de ordem 2". Temos que H = {(a) o subgrupo de G é ciclico e maximal. Portanto, pelo

coroldrio 2.2.2, segue que G' =T'(G).

Exemplo 2.2.5. Seja G = GL(2,C) o grupo de matrizes complexas invertiveis 2 X 2 e
SL(2,C) o subgrupo de G das matrizes com deteminantes iguais a 1. Repare que, dado
[X.,Y] € I'(G) temos que

det([X,Y]) = det(X 'Y 1XY) = det(X V) det (Y V) det (X )det(Y)
=det(X) 'det(X)det(Y) 'det(Y) =1

Com isso, dado A € G' segue que

det(A) = der([ (X, Y)]) = Hdet([Xi,Yj]) =[I1=1
i,j

i,j i,j

ou seja, G C SL(2,C). Assim, mostraremos, com a utilizacdo do Teorema 2.1.4 que

1 0
G/:BX:F(G)comX:<O 1).



2.2 Exemplos: Grupos de Spiegel 31

Para isso, basta mostrarmos que I'(G) C By.

De fato, repare primeiramente que X = X -1 ja que

(o) (00

Observe também que dado A € SL(2,C), entdo A é semelhante a uma matriz da forma

11 -1 1 a 0
<01>0u<0 _1>0u Oé para o # 0

Agora, dado um elemento K € Cx = {M_IXM | M € G} temos que
b\ (1 0 b
P a
c d 0 -1 c d
1 d —b 1 0 a b
“ad—bc\ —¢ a 0 —1 c d

ad + bc 2bd
_ | ad—bc ad—bc

—2ac —ad—bc

ad —bc ad—bc

Assim, podemos afirmar que

ad+bc —ad—bc
r(K) ad—bc+ ad — bc

e também que

ad + bc 2bd

2
_| ad=bc ad—be |_ —lad—bc)” _
det(K) = a—2acc —aad — lgc "~ (ad—bc)?

ad —bc ad—bc

E mais, temos que a reciproca desse resultado é verdadeira. De fato, dado K € SL(2,C) de
forma que tr(K) =0 e det(K) = —1. Denominando

=(7?)
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Temos que,
trlK)=o+e=0=a=—¢

det(K)=oae—By=—-1
Ora, tomemos

a_ad—}—bc_ﬁ_ 2bd B —2ac _8_—ad—bc
ad—bc’ _ad—bc’y_ad—bc’ ~ ad—bc

onde a,b,c,d € C
Repare agora que os elementos definidos dessa forma segue arbitrdrio e de acordo com

a hipotese. Além disso, segue que

ad + bc 2bd
K= | ad—bc ad—bc
—2ac —ad—bc

ad —bc ad—bc

(4 )G ) ()
(e0) (o o))

ou seja, K € Cx. Agora, observe que dado A € T'(G) temos que A € Bx se, e somente
se, R"IXRA = S7'XS onde R,S € G. Mas isso vai significa que R"'XRA € Cx no qual é
equivalente dizer que tr(R_lXRA) = 0. Logo, com esse raciocinio, segue que se A € I'(G),
entdo A € By. De fato

a 0 0 1
Se A = 0 1 para algum o # 0, tomemos R de forma que R™'XR = < 1 0 )
(04

assim

0 1 a 0
tr(R"'XRA) =1tr 1 =0.
1 0 0 2



2.2 Exemplos: Grupos de Spiegel 33

11 1 0
Se A = ( 0 1 ) tomemos R de forma que R™'XR = ( 0 —1 ) assim

trmlm:tr((l 0 )(1 1)):0.
0 —1I 0 1

-1 1 1 0
Se A = ( { >, tomemos R de forma que R 'XR= ( 0 —1 ), assim

tr(R—1XRA)=tr(<1 0 )(_1 ! )):o.
0 —1 0 -1

Portanto, T'(G) C By, logo pelo teorema 2.1.4 segue que G' = By =T'(G).

Exemplo 2.2.6 (Grupo de permutagdes S, para n = 3,4). Sejam G = S, 0 grupo de permu-
tagoes com n elementos e A, o subgrupo das permutagoes pares de S,. Mostraremos que
S, = A,. Ora, temos que |S,/A,| = 2, ou seja, S, /A, = Cy, portanto S, C A,.. Por outro lado,
temos que A,, é gerado por 3-ciclos, portanto dado o € A,, temos que 0 = aa; . ..a, onde
a; sdo 3-ciclos para todo i € {1,2,...,n}. Com isso, tomando (abc) um 3-ciclo arbitrdrio
temos que

(abc) = (ab)(ac)(ba)(ca) = (ba) ' (ca) " (ba)(ca) € S|,

ou seja, 0 € S,/l eA, C S;l. Logo, S; = A,. Agora, mostraremos a existéncia de um elemento
x €Sy tal que B, =T(S,) =S, paran =3 e 4. Ora, com a utilizacdo do Teorema 2.1.4,
tomaremos um elemento especifico x e mostraremos que I'(S,) C By nos casos em que

n =3 e 4. De fato, para n = 3, tomemos x = (123), entdo
1= (123)""(123)7"(123)(123) 7 (123)(123) € B3

(123) = (132)~'(123)1(132)(12) ' (123)(12) € B(123)
(132) = (123) " € B(123) (Lema 2.1.3 (iii)).

Logo, I'(S3) C B(123), portanto, pelo Teorema 2.1.4, temos que B(1p3) =T'(S3) = A3 = S5

Agora para n = 4, tomemos x = (123)(4) entdo

1= ((123(4))"((123)(4)) 7" (123)(4)((123)(4)) "1 (123)(4)(123)(4) € B(123)(a)

(123) = (132)7'((123)(4)) ' (132)(12)7'(123)(4)(12) € B(123)4)
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(142) = (124)7'((123)(4)) "' (124)(14) 7" (123)(4)(14) € B(123)(
(134) = (124)~'((123)(4)) " (124)( (4)(24) € B123)4
(243) = (124)71((123)(4)) "' (124)(13) 7" (123)(4)(13) € B(123)(
(1

)7 (123)
24)71(123)
)~ (123)

(

2)(34) = (23)71((123)(4))7'(23)
)

(
(14)7"(123)(4)(14) € B(123)(4)
(13)(24) = (124)71((123)(4)) ' (124)(234) 1 (123)(4)(234) € B(123))

(14)(23) = (234)'((123)(4)) "' (234)((123)) "' (123)(4)(123) € B13)(a)

e também, pelo Lema 2.1.3 segue que (132),(124),(143),(234) € B(123)(4), com isso segue
que I'(S4) C B(123)(4), portanto, pelo Teorema 2.1.4, temos que B(1p3)4) = I'(S4) = Ag =
S). Para n>5 a existéncia de um x € S, tal que T'(S,) C B, também é vdlida, porém a

demostragdo desse fato foge do objetivo deste trabalho.

Exemplo 2.2.7. Neste exemplo mostraremos que é possivel ter um grupo G de forma que
['(G) = G, mas B, # I'(G) para qualquer x € G. De fato, para cada inteiro positivo i,
associemos um grupo G; ndo abeliano. Com isso, consideremos G = @ G; e tome x € G no

i=1
qual pode ser pensado em uma sequéncia da forma x = {x;} onde x; € G; e x; = e;, em que e;

é o elemento identidade de G, se i > N(x) onde N(x) é um inteiro positivo dependente de x
Se a € By e a=1{a;}, com a; € G; entdo a; = e; se i > N(x). Logo, se tomamos um elemento
b € T'(G) de forma que b; # e; para algum i > N(x), segue que b & By, e portanto B, Z T'(G),

como x foi escolhido de forma arbitraria, segue que By # I'(G). Por outro lado, temos que

= @G; eI'(G GBF . Portanto G' =T'(G) se, e somente se, G =T'(G;). Logo,

para construirmos um grupo G de forma que T'(G) = G, mas B, # I'(G) para qualquer
x € G, basta tomarmos G = @ G; de forma que A(G;) = 1 para todo i € N.

i=1
Exemplo 2.2.8. Sejam p e q primos. Iremos mostrar que dado um grupo G tal que a ordem
seja p' onde i =1,2,3 ou 4, entdo T'(G) = G'.

De fato, se |G| = p'com i =1 ou 2 temos pelo lema 1.2.1 que G é abeliano. E pela
proposicdo 1.1.7 segue que T'(G) = 1. Logo, T'(G) = G'.

Para o caso |G| = p3, Teorema 1.2.8 garantimos que existe um subgrupo H de ordem pz.
Como pelo Lema 1.2.1 temos que H é abeliano e, sendo p o menor primo que divide a ordem
de G, segue da Proposi¢do 1.2.7 que H normal sobre G. Com isso, temos que |G/H| =
portanto um grupo ciclico, logo pelo Teorema 2.1.5 segue que T'(G) = G'.

Para |G| = p4, basta garantirmos que exista um subgrupo normal e abeliano de ordem p3.

De fato, consideremos um subgrupo normal de G com ordem pz, denotemos este grupo por
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A. Com isso, consideremos K = Cg(A), observe que pelo item (i) da Proposi¢do 1.2.5 que
K <INg(A), mas como A é abeliano, temos que K 1G. Agora, pelo item (ii) da Proposicdo
1.2.5 segue que G/K é isomorfo a um subgrupo de Aut(A), mas

A=Cpoul=CyxCpy= Aut(A) =Aut(C2) ou Aut(A) = Aut(Cp x Cp)
= |Aut(C,2)| = 0(p*) = p(p—1) ou
|Aut(Cp x Cp)| = | GL(2,p)| = p(p—1)*(p+ 1)

como |G/K]| || |Aut(A)|, pelas combinagdes, a tinica possivel nos garante que |G /K| = p,

K| = p3 e, além disso, G/K é ciclico. Com isso, agora basta provarmos que K é

ou seja,
abeliano. De fato, repare que A C Z(K), isso implica que K /A é ciclico e, portanto, K é
abeliano. Logo, considerando K o subgrupo normal e abeliano de G, tal que G /K é ciclico,

segue pelo Teorema 2.1.5 que T'(G) = G

Exemplo 2.2.9. No caso |G| = pq, suponhamos que p < g, pelo Teorema 1.2.8 observamos
que n, =1, entdo H é normal a G, onde H é o p-subgrupo de Sylow de G, além disso, por
ter ordem prima p temos que H ¢ abeliano, logo existe o subgrupo quociente G/H no qual
tem ordem prima q e consequentemente é ciclico. Assim, pelo Teorema 2.1.5 segue que

['(G) = G'. De forma andloga para o caso q < p, chegamos ao mesmo resultado.

Exemplo 2.2.10. Para |G| = pzq, pela Proposicdo 1.2.9 temos que existe um p-subgrupo
de Sylow normal ou um g-subgrupo de Sylow normal. Se existe H ]G tal que H é um
p-subgrupo de Sylow, temos pelo Lema 1.2.1 que H é abeliano, e além disso, G/H tem
ordem prima q e portanto é ciclico, portanto I'(G) = G'. Agora, para o caso em que existe
H <G tal que H é um g-subgrupo de Sylow de G, temos que G' C H, pois |G/H| = p?, e
com isso segue que |G'| = g, logo pela Proposicéo 1.1.8 segue de A(G) = 1.

Combinando os Exemplos 2.2.8, 2.2.9 e 2.2.10 podemos verificar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.2.11. Seja G um grupo finito de ordem < 30 (exceto para |G| = 24). Entdo
['(G) =G

Demonstragcdo. Reapare que os grupos G de ordens 2, 3,4,5,7,8,9, 11, 13, 16, 17, 19, 23,
25, 27, 29 sido da forma p' para algumi=1,2,3 ou 4. Assim, pelo exemplo 2.2.8 temos que
I'G) = G'. Da mesma forma, temos que os grupos G de ordens 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26
sdo grupos da forma pg, em que p e g sdo primos, com isso, pelo exemplo 2.2.9 segue que
['(G) = G'. E por ultimo, os grupos G de ordens 12, 18, 20, 28 tem formato pzq onde pe g
sao primos. Logo, pelo exemplo 2.2.10 temos que os conjuntos de comutadores de G € igual

ao subgrupo derivado também. Tendo essas observacoes, segue o resultado previsto. 0
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Em vista da Proposi¢do anterior, cabe ressaltar que o resultado acima nao € o melhor
possivel. Nos trabalhos [4] e [S], Robert M. Guralnick mostrou que todos os grupos finitos G
de ordem |G| < 96 tem A(G) = 1. Mais ainda, ele apresentou um grupo de ordem 96 nos
qual T'(G) # G'. As técnicas empregadas no artigo [5] fazem uso de teoria de representagdes

de grupos finitos e, nessa perspectiva, nao sera objeto de estudo dessa dissertacao.

Observacao 2.2.12. No proximo capitulo, usaremos o software GAP para verficar que
existem apenas dois grupos até ordem 96 para os quais temos A(G) > 1. E, seguindo o

artigo [4], construimos explicitamente um desses grupos.



Capitulo 3
Exemplos Minimais com A(G) > 1

Nesse capitulo temos trés objetivos que foram distribuidos em trés se¢des:

(1) Introduzir algumas rotinas do GAP, no qual foram necessdria para a constru¢ao do

algoritmo em que conseguimos identificar grupos com A(G) > 1;

(2) Com este algoritmo construido no GAP mostraremos que todos os grupos G de ordem
< 95 tem A(G) = 1 e existem, exatamente, dois grupos de ordem 96 com A(G) > 1;

(3) Baseados no artigo de R. M. Guralnick [4] construiremos um desses grupos em questao.

Aqui cabe destacar que o item (2) € consequéncia do artigo de R. M. Guralnick (cf. [5]),
mas a demonstragdo originalmente apresentada envolve técnicas que fogem dos objetivos
desse trabalho. Assim, optamos pelo uso direto do GAP para efetuar os cdlculos até ordem
96.

3.1 GAP

Nessa sec@o apresentaremos as fun¢des empregadas ao longo do nosso estudo com o GAP [2].
Pressupomos o conhecimento prévio de alguns fundamentos de programacao, por exemplo:
os comandos “for - do, print, if - then, ...”. Para maiores detalhes veja as referéncias [10] e
[9, Capitulo 1-4].

3.1.1 Rotinas basicas do GAP

Para construir os algoritmos usados para encontrar 0s grupos usamos umas rotinas especificas
do GAP, sdo elas:
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. AllSmallGroup(ord): Esta funcdo € usada no proposito de analisar todos os grupos de

uma determinada ordem;

. SmallGroup(ord, pos): € usada para analisar um determinado grupo de uma ordem pré

estabelecida;

. IsSolvable(G): Nesta func¢ao analisa se determinado grupo G € soluvel;

. DerivedLength(G): Caso o grupo G seja solivel, com essa fun¢ao podemos calcular o

comprimento derivado de G;

. IsNilpotent(G): Nesta funcao analisa se determinado grupo G € nilpotente;

. DerivedSubgroup(G): Esta fun¢do calcula o subgrupo derivado (G’) de determinado

grupo G;

. StructureDescription(G): Esta func¢@o retorna a estrutura de um grupo G pré determi-

nado. Essa estrutura € feita com base nas defini¢des do GAP. Sao diversas estruturas,
mas para os grupos em que sao apresentados neste trabalho necessitamos conhecer as
seguintes

(a) G x H: Essa estrutura indica o produto direto de G e H;

(b) G: H: Essa estrutura indica o produto semi direto de G por H.

3.1.2 Algoritmo para determinar elementos no derivado que nao sao

comutadores

Com o seguinte algoritmo, conseguimos determinar os grupos nos quais o subgrupo derivado

possui elementos que ndo sdo comutadores:

a := AllSmallGroups([1..ord]);;
for i in [1..Size(a)] do

g =alil;

e:=Elements(g);;

k:=DerivedSubgroup(g);;
k1:=[];;

for j in [1..Size(e)] do
for t in [1..Size(e)] do
Add(k1,Comm(el[j].e[t]));;
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od;

od;

if Size(Difference(k, Set(k1)))>1 then
Print(StructureDescription(g), ” \ n”);
Print(i, "n");

fi;

od;

Com tais grupos em maos e suas respectivas posicoes dentro da rotina SmallGroup,
abstraimos certas propriedades algébricas para entender melhor a influéncia dos comutadores
em sua estrutura. Por exemplo, Solubilidade, Nilpoténcia, os elementos pertencentes ao
subgrupo derivado que ndo sdo comutadores, além da ordem do subgrupo derivado e o

numero de elementos do conjunto dos comutadores. Consideremos o seguinte algoritmo:

g:= SmallGroup(ord, pos);;

e:= Elements(g);;

k:= DerivedSubgroup(g);;

kl:=[1;;

for j in [1..Size(e)] do

for tin[1..Size(e)] do

Add(k1, Comm(e[j], e[t]));;

od;

od;

Print(k, "\n");

Print(Set(k1), "\n");

Print("Temos ", Size(Difference(k, Set(k1)), "elementos ndo comutadores que estdo no deri-
vado e eles sdo ", Set(Difference(k, Set(k1)) "n");
if IsSolvable(g) = true then

Print("G € soluvel e seu comprimento derivado é ", DerivedLength(g), ".", "\n");
else

Print("G néo € soluvel.", "\n");

fi;

if IsNilpotent(g) = true then

Print("G ¢é nilpotente.", "\n");

else

Print("G néo € nilpotente.", "\n");
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3.2 Grupos com ordem < 96 (via GAP)

Em [4], Guralnick mostrou que existe um grupo de ordem 96 com A (G) = 2. Em seguida,
em [5], ele provou que todos os grupos finitos G com ordem < 95 tem largura A(G) = 1.
Essa secdo serd devotada a ilustrar este resultado utilizando o software livre GAP, mostrando
algumas caracteristicas e propriedades destes grupos. E, na préxima se¢do, detalharemos a
construcdo de um desses grupos de ordem 96.

Com a utilizacdo do GAP, foi desenvolvido um algoritmo no qual ele acusa quando
um grupo tem o conjunto de comutadores diferente do subgrupo derivado (I'(G) # G').
Utilizando este algoritmo para grupos com ordem até 96 temos que ((C4 x C2) : C4) :
C3 (SmallGroup(96,3)) e o (C2 x C2 x Q8) : C3 (SmallGroup(96,203)) sdo os unicos
grupos no qual A(G) > 1. E repare que ambos sdo de ordem 96, portanto vemos por meio
computacional que o resultado descrito por Guralnick em [5] € ilustrado, j& que os primeiros
exemplos de grupos com A(G) > 1 aparece somente na ordem 96, segue que os grupos de
ordem < 95 tem A(G) = 1.

Na ordem 96, temos dois exemplos de grupos com essas propriedades, sdo eles:
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1. Usando o GAP, consideremos o grupo G que aparece na posi¢dao: SmallGroups(96,3).
Usando o software GAP, temos que G é um grupo 6-gerado, solivel com comprimento
derivado 3 (e ndo nilpotente). Mais ainda, a ordem de seu subgrupo derivado |G| = 32
e o conjunto de comutadores possui um total 29 elementos. Assim, existem 3 elementos

neste grupo que estdo contidos no subgrupo derivado e ndo sdo comutadores.

g:= SmallGroup (96, 3);

<pc group of size 96 with 6 generators>
Print (StructureDescriptioni(g));

{{Ed = €3] &4 3 E3

e:= Elements(g) ;7

k:= DerivedSubgroup(g)::

kl:= []::

for j in [1..8ize({e)] do
for t in [1..8ize{e)] do
Bdd(kl, Comm{e[Jj]l, el[tl)):;

od;

od;

Print (Elements (DerivedSubgroup (g) ), "\n");

I €identaty> 0f ....n 2. £3, £4, 5, f6, T2*£3; E2*E t2*E5, £2*f6; F3*£4,

f3*f5, f3i*fe, f4*f5, fa*fe, fo*xfe, f2*f3*f4, f2*f3* S5, E2*f 3* 6, E2*f4*f5,
fexfa*fe, f2*f5*xfe, f£3*f4~f5, f3*fa*fe, f£3*f5*fe, f4*f5*fe, f2*f3*f4~*f5,
F2*E3*fa*fh, F2*E3*E5%E6,; E2*F4*E5*fh, E3*FA4*f5*th, F2*E3* 4% f5*fh

Print {Bet{kl]), "\n");:

I €identity> of ... £2:; E3; £5,; £6; f2*F3; F2*f4; £2%f5; f2*E6; E3*£4;
t3*E5; £3%f6; FA4*EG; £2*E3%E4; F2*£3%f5; E2*E3*f6; f2*FE4*E5; FZ*E4%E6;
ta=ES*fh, FI*EARES, EI*FEA*EG, T3*E5*Th; EL*ES*EH;, FAFEI*EA*FS,. Ea*E3*F4%L G,

S

F2* £3*E5%E6, E2*E4*E£5%E6, £3*EA*E5%ER; E3*f4*fL*fh
Print (Difference(k, Set(kl)), "\n");
[ £4, f4*f5, f5*f6
if IsSoclwvable (g) = true then
h:= DerivedlLength(g);:;
Print ("G & solivel e seu comprimento derivade &€ ", h, ".", "\n"):
1ir

G & scluvel e seu comprimento derivade & 3.

if IsNilpotent{g) = true then
Print ("G & Nilpotente.");
celse

Print ("G ndc & Nilpotente.");
£i;
G ndc & Nilpotente.

Figura 3.1 Algoritmo GAP: (C4 x C2): C4): C3
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2. No GAP, o outro grupo G com as propriedades desejadas, aparece na posi¢ao: Small-

Group(96, 203). Usando o programa, temos que G € um grupo 6-gerado, solivel
com comprimento derivado 3 (e nao nilpotente). Além disso, ordem de seu subgrupo
derivado |G'| = 32 e o conjunto de comutadores possui um total 29 elementos. Ento,
como no caso anterior, existem 3 elementos neste grupo que estio contido no subgrupo

derivado e ndo sao comutadores.

:= SmallGroup(96,203);

‘pc group of size 96 with 6 generators>
Print (StructureDescription(g));

{(C2 = C2 x 08) : C3

e:= Elements (qg) 7:

k:= DerivedSubgroup(g);;

kl:= []::

for j in [l1..8ize(e)] do

for t in [1..8ize{e)] do

Bdd(kl, Comm{e[j]l, el[tl)):;

M,

od;

od;

Print {(Elements (DerivedSubgroup (g) ), "wn");:

[ <adentsty> of ... £25 £3; £4, £5; 16, E2*L3,; i

EErt 4, £2%E5 F2%E6; ES®E4;
£3* £S5, E3FEG,  FA*EL,. FA*FEs, EL*ER, E2*ESFE4, fE*LI*FL.,. EIFEI*EG, EFI*FLFES,
f2*fA*fe, E2¥E5*E6G; EI*FA*ES, E3*£4*%f 6, E3*ES*FR; FL%E57f6, £2*E3XEAN*£5,

2 EI*FAxER, F3TESTES*EG, E2*EATES*EG, EITEATES*EG; FITEIFRA*ESTEDR
Print {Set{kl), "\n");
Lidenkikyy BF o.-n B2 €3, B, 5, Th. FE2*ES, FZ*EL, $27%5,. E3®E4,. E3%ES,
faxfs. Fa9*FG; F5%EG; F2¥E3*F4 ;. F2*E3*£5,; E2*E4*f5; F23*F4*E6, E2*E5%EE;
3 EA*FE,.. EI*EA*EG, F3*E5*EG, FA*E5*EG,; F3*IS*EA*E5; F2*f3*f4%EG,
f2* E3* >R, (FA*EL*ES*EG; E3TEA*ES¥ER; F2*EI*EA4*£5*FG
Print {Difference(k, Set(kl)}), "\n"):
f2*fe, $3%EG, FE*EZ* TR ]
if IsSoclwvable (g) = true then
h:= DeriwvedLength{g):;:
Print ("G & solivel e seu comprimento derivade &€ ", h, ".", "\n"):
£fi:
=z & solivel e seu comprimento derivade & 3.
if IsNilpotenti(g) = true then
Print ("G & Nilpotente."™);
else
Print ("G ndc & Nilpotente.");
£i:
z nio & Nilpotente.

Figura 3.2 Algoritmo GAP: (C2x C2x Q8) : C3
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3.3 Um grupo de ordem 96 com elementos nao comutadores

Seguiremos o artigo [4] e construiremos, explicitamente, um grupo G que possui ordem 96
com A(G) > 1.

Lema 3.3.1. Sejam G um grupo com subgrupo H e um elemento x € G tal que G' C H e
G = (H,x). Se w é um comutador de G, entdo w = [x*a, b] para algum k € Z e a,b € H.

Demonstracdo. Como H < G, temos que para todo g € G podemos reescrevé-lo como
g= xkh, onde h € H e k € Z. Logo, um comutador w de G tem o seguinte formato:

w = [g1,82] = [X’h1,x ).
Caso t = 0 ndo ha nada a demonstrar, agora para s = 0, pelo Lema 1.1.3 temos que
(1,2 ha) = [(¢ho)hy, X' ho] = [ oy, (X hohy) ™ o] = W hs, by ']

como desejamos. Faremos indugdo sobre k = min{|s|, |¢|}. Para o caso k = 0 ja foi verificado
acima. Agora consideremos w = [x*hy,x'h;], com k > 0 e também que o resultado seja
vélido para todos k" tal que 0 < kK’ < k. Supondo |s| > |¢|, sem perda de generalidade, pelo
Algoritmo da Divisdo temos que

w = [xshl,xthz] = [(xzhz)iqxshl,xthz] = [xsiqlhg,,xthz].

Porém k' = min{|s — qt|, |t|} < k. Logo, por indugio, segue o resultado. O

Seja o grupo Qg X C3 = (a, b, x | a=b*"=x"=1,xax ' =b,xbx ' =ab,a* =b*,aba”" =
b_l), consideremos H| = {(a,b) = Qg. Repare que, H; < Gy, portanto G| C Hy. Por outro
lado, pela propriedades de Gy, temos que a = [x 1,6~ !],ba~! = [x"1,a"!] € G}, ou seja,
(a,b™1) C GY. Portanto, G} = H; = Q.

Lema 3.3.2. Se u,v € H e [x*u,v] = %, entdo 3|k.

Demonstragdo. Suponha que 3 Jk, entdo |([x*,v])| = 4 ou v = a*. Como [x*,v] € H; = 0,
temos que |([x*,v])] = 1,2 ou 4. Além disso, se 3 Jk e |(x)| = 3 ¢ suficiente considerar
k=1 ou?2. Com isso, se |([x*,v])| = 1, para k = 1 teremos que xv = vx, portanto, se v = a'
onde 0 < i < 3, temos

1

xa =d'x=xdx ' =d = b =d=ve (.
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Se v=a'bpara 0 < i < 3 temos que

xa'b=da'bx = xa'bx ' =d'b=bab=db=b =a"!
contradigdo, ja que a' = b* € (a®), terfamos i,k nimeros pares e com isso i = k (mod 4).
Agora, se |([x*,v])| = 2, para k = 1, como [x,v] € H; tem ordem 2, temos que [x,v] = a°.

Logo, sev= a para 0 <i <3, entdo

s laixd =a® = a xdlx = xd*x T = = d'b = a* = b = a'?

contradicio, j4 que i = i+ 2 (mod4). Agora, se v=a'b com 0 < i < 3, temos que
l=a? = b lablab = d?
+1

x o l\a xd'b = a* = b la " ixd'bx ! = xa

saba=da*=b=d

Novamente uma contradi¢io, pois i = i+ 1(mod 4). Para os casos em que k =2 ¢ |{[x,V])| =

1 ou 2 procedemos da mesma maneira que os anteriores. Mas, para |([x,v])| = 4, terfamos

2

a? = [x*

u,v] = X, v [u,v]

ja que H| = Z(H;). E por outro lado, |[([x* v])| = [([x*,v])||([u,v])| = 4, contradicdo pois
|(*,v])| = 2. Logo, v € (a?), ou seja, [x*u,a’] = a° o que significa de a = 1, contradigdo,
portanto segue que k = 0 (mod 3). O

Observacao 3.3.3. Consideremos G| = Qg x C3z e Gy um grupo ndo abeliano que tenha um
subgrupo normal abeliano Hy de indice 3. Tome y € G, \ Hy, com isso consideremos o grupo
G = (Hy X Hy, (x,y)) = (Hy X Hp){(x,)), jd que G' C G} x G5 C Hy x H,.

Teorema 3.3.4. Seja G o grupo descrito na observagdo 3.3.3, temos que
(i) G =G} x G;

(ii) |G| =24|H,

(iii) A(G) > 1
Demonstragdo. Faremos a demonstracio de cada item individualmente.
(i) J4 temos que G’ C G} x G5, pois G < G X G». Por outro lado, dado a; € I'(Gy), pelo

Lema 3.3.1 temos que

(061, 1G2) = [(xkh’yk)v (hlv 1)] €G.
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De modo andlogo, dado @, € I'(G;) temos (1¢,, ) € G'. Assim,
G x Gy = ((ou,1¢,),(1g,, )| € T(G;),i=1,2) C G
Portanto, G' = G| x G.
(ii) Como y ¢ H, e Hy» 1 G, temos que y> € H,. Com isso,
(Hy x Hp) N ((x,y)) = ((x,y)°) = ((1,*))
Assim, |{(x,y)) : ((1,y*)) = 3. Portanto,

[Hi X< Hp|[((ey))| _ 8[Ha[[((x,9))]
[(Hyx Hy) (e [{(1,07)]

G| = = 24[H,|.

(iii) Dado ¢ € G5\{1} e w = (a*,¢). Suponhamos que w é um comutador e considere-
mos H = H| x Hj, segue que G = (H,(x,y)) = H{(x,y)). Pelo Lema 3.3.1 temos
(h1,h2), (k1,ky) € H e k € 7 tais que

(a®,¢) = [(* Y1) (h1, b)), (k1. k)]

ou seja,
a2 = [xkhl,kl] ec= [ykhz,kz]

Pelo Lema 3.3.2, temos que 3|k. Como |(x)| =3 e |G, : Hy| = 3, temos que a® = [hy, ki]
e y* € H,, ou seja, ¢ = [hy)*, ks] € Hy = {1}. Absurdo, pois ¢ # 1.

]

Observacio 3.3.5. Observe que agora podemos construir diversos grupos G com A(G) > 1.
De fato, seja G, um grupo ndo abeliano que contenha um subgrupo normal abeliano H;
tal que |G, : Hy| = 3, segue da utilizagdo do grupo Gy definido na observagdo 3.3.3 e do
Teorema 3.3.4 que teremos um grupo G de ordem 24|Hs| tal que G' = Qg x G5 e A(G) > 1.

Exemplo 3.3.6. Tomemos G, = Ay. Como A, = K, onde K é o grupo de Klein. Pelos
resultados vistos acima obtemos um grupo G de ordem 96 tal que G' = Qg x K e A(G) > 1.

Exemplo 3.3.7. Tomemos G, como um grupo ndo abeliano de ordem 27 e H, <G, tal
que |Hy| = 9. Observe que |G5| = 3. Portanto, temos um grupo G de ordem 216 tal que
G ~QsxC3el(G)#G.






Capitulo 4
Construindo grupos com A(G) > 1

Nesse capitulo estudamos os trabalhos [1] e [6] nos quais sdo construidos grupos de largura
A(G) > 1. Em [6] M. Isaacs constréi um critério para a criagio de grupos com I'(G) # G’
sendo que G € um produto entrelagado, G = U | H (Teorema E da Introducdo). Neste critério,
toma-se como base caracteristicas dos grupos U e H, o que nos proporciona diversas familias
de grupos nos quais A(G) > 1. Enquanto isso, a partir de P.J. Cassidy [1], construimos

grupos nilpotentes (de classe 2) com largura infinita (Teorema F da Introducao).

4.1 Produtos entrelacados e elementos nao comutadores

O objetivo desta secdo € investigar exemplos de produtos entrelacados de grupos (finitos)
nos quais contém elementos nao comutadores. Tais exemplos sdo baseados num artigo do M.
Isaacs [6].

Lema 4.1.1. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e A < G abeliano de forma que
G =AH com ANH = 1. Se [x,y] € A com x,y € G, entdo [x,y] € [A,K] para algum K C H

abeliano.

Demonstragdo. De fato, dados x,y € G temos que existem a,b € A e h,k € H tal que x = ah
y = bk. Por hipétese [x,y] € A, portanto

kyA=A=x"1y lxyA=A
= xyA = yxA
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ou seja, x e y comutam em G/A. Mais ainda, se

xXyA = yxA = ahbkA = bkahA
= hkA = khA
= [h,k|A=A
= [h,k] € A.

Ora, mas como ANH = 1, segue que [h,k] = 1, ou seja, hk = kh. Com isso, definamos
K = (h,k), podemos afirmar que K é abeliano pois dados m,n € K, temos que m = hk' e

n=h'k/ comi,j € Z, assim
mn = Kkhi ikl = WKWk = nm.

Com isso, consideremos [A, K], o grupo gerado pelos comutadores dos elementos de A com
os elementos de K. Repare que A, K < Ng([A,K]), jad que dados aj,a; € A e ki, ky € K, temos

que
[a1an, k] = az_l[al,kl]az[az,kl] = az_l[al,kl]az = [alaz,kl][az,kl]_l € [A K]
e de forma analoga
a1, kika] = a1, ka)k; Har, kilka = &y Han, kilka = [an, ko) "V ar, kiko] € [A,K]

ou seja, A, K < Ng([A,K]) e portanto, AK < Ng([A,K]), logo podemos concluir que [A, K| <
AK. Assim, as imagens de A e K em AK/[A, K| sdo abeliano e centralizam umas a outras,
portanto AK /[A, K] é abeliano. Logo, [x,y] € (AK)' C [A,K]. O
Lema 4.1.2. Sejam G = U ! H onde U ¢ abeliano e G ¢ finito. Sejam B o grupo base de G e
K C H. Consideremos n= |H : K|, Q ={t1,...,t,} o transversal de K em H e a aplica¢do

6,:B—U
9ti(f> = Hf(t,k)
kekK

Temos as seguintes afirmagoes:
(i) 6; é homomorfismo;
(ii) 6, é sobrejetivo.

Demonstragdo. :
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(i) Reparamos que 6;, ¢ um homomorfismo, pois dados f, g € B segue que

0,(fg) = H fe(tik)
kekK
= [ f(uk)g(tik)
kekK
=[] f@k) I e(zik)
kek kek
- et,(f)et,(g)

E, com isso, temos que

et,‘ (k_]fk) = Oti(k_l)et,‘(f>6t,‘(k) - eti_l (k)el‘, (f)et,(k) = 6t,(f>
para f € Be k€ K C H, ja que temos U abeliano.

(i) Temos que 6, € uma fungdo sobrejetora, onde #; € £, basta observar que para todo

u € U existe um f, ;, € B tal que

fu,l,‘:H_>U
u,h=t
(h) =
fuvll( ) { l,h%tl

portanto, 6y, (f,.1;) Hfu i (tik) = u.
keK

]

Lema 4.1.3. Sejam G =UH onde U ¢ abeliano e G ¢ finito. Sejam B o grupo base de G e
K C H. Entdo |[B,K]| = |U||H|—|H:K\'

Demonstragdo. Chamemos n = , consideremos Q = {71,...,1,} o transversal de K em

H e tomemos U; = U para 1 <i < n. Consideremos a seguinte aplicacdo Y = 6;, x ... x 6,

dada por
v:B — U x...xU,
(ank ST f ek )
kek kek

Pelo lema 4.1.2, 6, ¢ homomorfismo. Dai, segue na utiliza¢do desse fato coordenada a

coordenada que Y é um homomorfismo. Além disso,

V({fuy |lueU})=U; x {1} x...x {1},
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pois {W(fus |u €U} =U; x {1} x...x {1} € Im(y). De modo andlogo, {W(fu; | u €
U={1} x...xU;x...x {1} € Im(y). Assim, Uy x Up x ... x U, = Im(y), ou seja, ¥

¢ sobrejetora. Com isso, Ker(y) =C = ﬂ Ker(6;). Entao, pelo Primeiro Teorema dos

i=1
Isormorfismos, segue que

18]

B/C= U = & =[P = U]
| HK|
= = U
C]
— |C| = |U|HI-IHK],

Assim, basta mostrarmos que [B, K| = C. De fato

* [B,K|CC:

Dados f € Be k € K, entdo

6:(f, k) = 6:(f~ )6 (k™) 6.(f)6: (k) = 6, ()6, (k)6: (f) 6 (k) = 1.

Portanto, [f,k] € C e assim [B,K] C C.
* CC[B,K]:

De fato, consideremos o homomorfismo can6nico

7:B — B/[B,K]
e observe que
t(k~! fk) = T (k) T(f)T(k) = T(f)
para todo f € B. Assim, sejam ¢ € C e k € K, definamos ¢, € B por

c(x), xkeT
Cr =
1,xk¢T.

Segue que ¢ = Hck. Com isso, consideremos b = H(ck)k, como 7(f) = 7(f¥)
keK keK
temos 7(c) = t(b). Consideremos, sem perda de generalidade, que b = 1, assim se

x ¢ T, entdo (cp)*(x) = cx(xk~') = 1 para todo k e b(x) = 1. Agora, se x € T, entdo

(ci)f(x) = cr(xk ™) = c(xk ™)



4.1 Produtos entrelacados e elementos ndo comutadores 51

portanto

b(x) = Hc(xk_l) =0O(c)=1

K
Logo, 7(c) = 1 e portanto, C C [B, K] como queriamos demonstrar.

]

Definicao 4.1.4. Seja G um grupo ndo abeliano. Dizemos que H é um subgrupo abeliano
maximal de G se para todo subgrupo K de G abeliano, tal que H < K < G, temos H = K.

Exemplo 4.1.5. Consideremos a ilustracdo abaixo do reticulado do grupo Dy = {(a,b | at =
b =1,bab=a"): D,

/////// \\\\\\
{ab,a’b) (a) (a®,b)
//////

SN

(a’b) (ab) (@)

Reparem que, todos os subgrupos de Dy sdo abelianos, porém os abelianos maximais sdo
somente os (ab,a’b), (a), (a*,b), jd que (a’b), (ab), (a®), (b), (a®b) sdo subgrupos prprios
de outro subgrupo abeliano de Dy.

Teorema 4.1.6. Sejam U e H grupos finitos com U abeliano e H ndo abeliano. Consideremos

G=UH. Se
Z ( 1 )H:A 1
_ < —,
Aced ’U’ |U‘

entdo A(G) > 1, sendo que </ é o conjunto dos subgrupos abelianos maximais de H.

Demonstragcdo. Suponha que todos os elementos de [B : H| sdo comutadores. Dai, pelo lema
4.1.1, temos que
[B,H] = | J [B.,A].
Aed

Como, pelo lema 4.1.3, temos |[B,A]| = |U| 717174l segue que

U = |B,H]| < Y |[BA]| =Y |U|HI-IHA
Aco/ Aco/

o< L)
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.~ / . ~
uma contradi¢do. Logo, G’ possui um elemento ndo comutador. 0

Corolario 4.1.7. Sejam U e H grupos finitos com U abeliano e H ndo abeliano. Considere-
mos G=UH. Se
|| < U,

entdo A(G) > 1, sendo que </ é o conjunto dos subgrupos abelianos maximais de H.

Demonstragdo. Seja o/ ={A,Az,...,A,} o conjunto de subgrupos abelianos maximais de
H. Repare que A; é subgrupo proprio de H, paratodoi = 1,2,...,n portanto consideremos

sem perda de generalidade que
2<|H:A||<|H:Ay)|<...<|H:A,|

Assim, temos que

)G ) )

1 1 1
= jupEAl T gEal T T g EA
|- | | Ul 1
< = —
~ Al T o U (U

Pelo Teorema 4.1.6, existem elementos ndo comutadores (em G). [

4.2 Exemplos

Com a utilizacao do Teorema 4.1.6 e Corolario 4.1.7 podemos obter familias de grupos nas

quais existem pelo menos um elemento ndo comutador.

4.2.1 Exemplos com H de ordem “‘baixa”

A seguir desenvolveremos as familias nas quais considaramos H como sendo um dos grupos

no seguinte conjunto {S3 , D4, Qg }.

Exemplo 4.2.1. Consideremos H = S3, temos que os subgrupos abelianos maximais de S3
sdo A1 = ((12)), A = ((13)), A3 = ((23)) e As = ((123)), onde esses subgrupos tem ordem

2,2,2 e 3 respectivamente. Com isso, Tomando U = C3 o grupo ciclico de ordem 3, segue que
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ou seja, as condigoes do Teorema 4.1.6 sdo verificadas. Dai, o grupo G = C3183 contém

elementos ndo comutadores.
A partir do Coroléario 4.1.7, € possivel generalizar o exemplo acima das seguintes formas:

Exemplo 4.2.2. Tomando H = S3 e U um grupo abeliano com |U| > 4. Pelo Coroldrio
4.1.7, o grupo G = U 1S3 possui elementos ndo comutadores. Consequentemente, temos
uma familia (infinita) de grupos F = {C,1S3|n > 4}, cuja ordens sdo n®-6 e tem largura
A(Cy283) > 1, para todo n > 4.

Exemplo 4.2.3. Consideremos Qg = {1,—1,i,—i, j,—j,k,—k} o grupo dos quartérnios e U
um grupo abeliano com ordem |U| > 4. Temos que o conjunto dos subgrupos maximais de
Qg sdo < = {(i),(j), (k) }. Pelo Coroldrio 4.1.7 temos que o produto entrelagcado G = U Qg
tem largura A(G) > 1.

Exemplo 4.2.4. Sejam p,q primos com g < p e H um grupo ndo abeliano de ordem p - q. Se
n>p+1, entdo A(C, 1 H) > 1.

4.2.2 Construindo p-grupos de largura maior do que 1

Aqui construiremos um 2-grupo com elementos ndo comutadores.

Exemplo 4.2.5. Tomemos H = Dy = {(a,b | a=p=1b"lab= a_l> o grupo diedral de

ordem 8. Repare que, os subgrupos abelianos maximais de H sdo </ = {(a), (a*,ab), (a*,b)},

ou seja, |</| = 3. Com isso, pelo Coroldrio 4.1.7, considerando U = Cp x Cy, segue que o

grupo G = (Cy x C3) 1Dy contém elementos ndo comutadores.

Podemos construir outros 2-grupos apenas modificando o subgrupo U. Mais, precisa-

mente,

Observacao 4.2.6. Tomemos U = Cy, X Cy X ... X Cy (nvezes) paran > 2 e H= Dy. Com
isso, pelo Coroldrio 4.1.7, o produto entrelacado G = (Cy X Cy X ... X C3) 1 D4 contém

elementos ndo comutadores.
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Seja p primo fmpar. Podemos construir p-grupos com largura A (G) > 1.

Exemplo 4.2.7. Sejam p um primo impar, H um p-grupo de ordem p> ndo abeliano e
U=C,xCpyx...xXCy(nvezes). Entdo o niimero de subgrupos abelianos maximais (de H)
é 0o mesmo niimero de subgrupos maximais de H e esse niimero é, exatamente, p + 1. Assim,

o produto entrelacado G = U ! H possui elementos ndo comutadores.

4.2.3 Construindo grupos nao soliveis de largura maior do que 1

Todos os exemplos acima construidos sdo soliveis. Agora, podemos utilizar o Corolario

4.1.7 para construir familias de grupo néo soldveis com largura A(G) > 1.

Exemplo 4.2.8. Seja H um grupo ndo solivel. Consideremos X = {K C H | K < H}, temos
que X CP(H) o conjunto das partes do grupo H. Ora, como o/ C X, segue que |.<7|
< |X| < [P(H)| = 2. Assim, tomemos U um grupo abeliano tal que |U| > 2", Logo, pelo
Coroldrio 4.1.7, segue que o grupo ndo soliivel G = U H possui A(G) > 1.

4.3 Grupos nilpotentes de classe 2 de largura infinita

O objetivo dessa se¢do serd obter exemplos de grupos G com largura infinita, e denotaremos
por A(G) = oo. Mais precisamente, para cada n € N existe um elemento no derivado que ndo
pode ser escrito como o produto de n comutadores.

Mostraremos que para todo corpo K existird um grupo Gy, tal que A(Gg) = . Essa
classe de exemplos foi construida pelo matematico P. J. Cassidy (cf. [1]) e para fazer
referéncia, chamaremos tal grupo Gk de grupo de Cassidy.

Consideremos K um corpo. Seja K[x,y] o anel dos polindmios em duas varidveis sobre o
corpo K. Em K[x, y|, consideremos K[x], K[y] os subanéis dos polindmios nas varidveis x e

y, respectivamente. Definamos,

1
GK: 0 ]feK[x],geK[y],heK[x,y]
0

S =
—_ e

Com o intuito de simplificar as nota¢des, denotaremos

S O =
S =

h
g | =M(f,gh).
1
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Como veremos a seguir, tal notacao sera util para simplificar os célculos que efetuaremos.
Lema 4.3.1. O conjunto Gg munido da operagdo produto de matrizes é um grupo.

Demonstragdo. Dados f, f» € K[x], g1,82 € K[y] e h1,hy € K[x,y], temos que

1 fi 1 f2 h
M(f1,81,m)M(f2,82:h2) = [ 0 1 g 0 1 &
0 0 1 0 0 1
I fitfa m+h+fig
= 0 1 g1+
0 0 1

= M(fi+f,81+82h+h+ fig2).

O que implica que o conjunto Gk € fechado para a produto de matrizes. Além disso, temos
que 1, =M(0,0,0) € Gk, pois

M(0,0,0)M(f,g,h) =M(f.8,h) =M(f,g,h)M(0,0,0)

paratodo M(f,g,h) € Gk. E também temos que paratodo M(f,g,h) € G existe M(f, g, h, )—1 _
M(—f,—g,fg—h) € Gk, tal que

M(f,g,h)M(—f,—g,fg—h)=M(0,0,0)

E ja que a associatividade é herdada do anel de matrizes, segue que Gx munido da
operac¢do produto de matrizes € um grupo. [

Lema 4.3.2. Seja K um corpo. Entdo, Gy = Z(Gg) = {M(0,0,h) | h € K|x,y]}.

Demonstragdo. Consideremos H = {M(0,0,h) | h € K[x,y]}. Dividiremos esta demonstra-

¢do em duas partes, onde compararemos G e Z(Gy) com H.
l. Z(Gg)=H
Sejam M(f,g,h) e M(0,0,k) € Gk, temos que

M(f,g,h)M(0,0,k) =M(f,g,h+k)=M(0,0,k)M(f,g,h)

ou seja, M(0,0,k) € Z(Gk), e portanto H C Z(GK).
Por outro lado, seja M( fy,go0,ho) € Z(Gk), temos que para todo M(f,g,h), segue que

M(f07g07h0)M(f7g7h) :M(fugvh)M(f()?gO?hO)



56

Construindo grupos com A(G) > 1

isso implica que
M(fo+f,80+8 ho+h+ fog) =M(f + fo,g+ 8o, h+ho+ fg0)

Logo, temos que fg, = fog, Vf € K[x| e g € K]y], queremos mostrar que fy =0 = go.
Ora, suponhamos que fy # 0 e peguemos g # 0 e f = 0, assim temos que 0 # fyg =
fgo =0, absurdo. Logo, fo = 0, e de forma analoga vemos que go = 0 o que implica
que M(fo,g0,h0) = M(0,0,hp) € H e portanto Z(Ggk) C H. Nisto esta provado que
H =Z(Gk).

. H=Gg

Vamos mostrar que G C H. O comutador de dois elementos M (f1,g1,h1),M(f»,82,h2) €
Gk € dado por

[M(f1,81,01),M(f2,82,h2)] = [M(f1,81,)M(0,0,h1),M(f2,82,0)M(0,0,/1)]
= [M(f1,81,0),M(f2,82,0)], pois Z(Gx)
= M(f1,81,0) 'M(f2,82,0) ' M(f1,81,0)M(f>,82,0)
= M —f2,—81— 8, fig1+ f2g2 + f182)
(f1+f2,g1+g2,f182)
= M(0,0,f181 + faga + f1g2 + f182 — f1g1 — fig2 — f2&1
= M(0,0, fig2— f281)

Segue por defini¢do de G que

G

IN

(IM(f1,81,h1),M(f2,82,m2)] | M(f1,81,m),M(f2,82,h2) € Gk)
S <[M(f1,g1,0),M(f2,g2,0)] | M(fhgho)aM(fZ)gZ)O) € GK)
< (M(0,0, figo— f281)) CH

A outra inclusdo € garantida pelo seguinte, se h = Za,- ix'y’, entdo
ij

M(0,0,h) = M(0,0,Zaijxiy HM (0,0,a;xy7)
iJ ij

= JIM(ai',0,0)M(0,y7,0)] C G
iJ

Logo, H = Gﬁ{

(
= M( fla g17f1g1) (_f27_g27f2g2)M(f17g17O)M(f27g270)
(—f

— f282)
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Lema 4.3.3. O grupo Gy é nilpotente de classe 2.

Demonstragdo. Para provarmos que Gk € nilpotente de classe 2, basta mostrarmos que

[[M(f1,81,h1),M(f>,82,h2)],M(f3,83,h3)] =1
para todo M(f1,81,h1),M(f2,82,h2),M(f3,83,h3) € Gk
Ora, sejam M(f1,g1,h1),M(f2,82,h2),M(f3,83,h3) € Gk, segue que

[M(fl7g170)7M(f27g270)]7M(f3ag370)]
M<0307f1g2_f2g1>7M<f37g370)]

[IM(f1,81,m),M(f2,82,m)|,M(f3,83,m3)] = |
[

= M(0,0,0) = 1g,
0
Teorema 4.3.4. Seja K um corpo. Entdo A(Gx) = oe.
2n )
Demonstragdo. Sejan € N. Consideremos h = Zx’yzn_’ e M(0,0,h) € Gg. Vamos mostrar
i=0

que M(0,0,h) ndo pode ser escrito como produto de n comutadores.
Suponhamos que M(0,0,%) € K, (Gk), onde K,,(Gg) = {M(0,0,k) € Gi | M(0,0,k) =
n

H[M(f,-,g,-,h,-),M(x,-,y,-,z,-)]}. Como H = Z(Gk), existem s;,u; € Klx] e t;,v; € K[y], com
i=1
1 < j<n,tal que

M(0,0,h) = ﬁ[M<sj,rj,0>,M<uj,vj,o>J
J

s |l

= IIM(0,0,SjVj—ljuj)
Jj=1
= M(0,0,Zsjvj—tjuj)
J=1

Portanto i =

n
sjvj—tjuj.

j=1
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Chamemos s; = Zaijxi euj= Zbijxi, onde ag;;,bij € K, e 1 < j < n. Por outro lado,
j i

S
.
><

le 2n—i  _ Zbl]x

M: || M:

Z ajv; =

T
X

(L
( ifti)x
( )

b
a,-jvj—b,-jtj X

J:

—_

~

Com isso,

n
Z a;jjvj—bijt;), para cada 0 <i<2n

Desta forma, o subespago V gerado pelo conjunto de polinémios {1,y,..., y2"} esta contido

no subespago W gerado pelo conjunto {t1,t,...,t,,V1,V2,...,V,}, absurdo, pois teriamos

2n+1=dimg(V) < dimg(W) =2n

Assim Vn € N existe M(0,0, le n— ’ ) & K,(Gk), portanto, A (G ) = ee. L
i=0



Bibliografia

[1] Cassidy, P. J. (1979). Products of commutators are not always commutators: an example.
The American Mathematical Monthly, 86(9):772-772.

[2] GAP (2020). GAP — Groups, Algorithms, and Programming, Version 4.11.0. The GAP
Group.

[3] Gongalves, A. (1979). Introdugdo a dlgebra. Projeto Euclides, Impa.

[4] Guralnick, R. M. (1980). Expressing group elements as commutators. Rocky Mountain
J. Math., 10(3):651-654.

[5] Guralnick, R. M. (1982). Commutators and commutator subgroups. Adv. in Math.,
45(3):319-330.

[6] Isaacs, I. M. (1977). Commutators and the commutator subgroup. Amer. Math. Monthly,
84(9):720-722.

[7] Ore, O. (1951). Some remarks on commutators. Proc. Amer. Math. Soc., 2:307-314.

[8] Robinson, D. J. S. (1996). A course in the theory of groups, volume 80 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition.

[9] Rocco, N. R. (1997). Uma breve introdugdo ao sistema GAP.

[10] Schneider, C. (2014). Notas do minicurso: Uma introducdo a dlgebra computacional
com GAP, Escola de Algebra, Maringd.

[11] Spiegel, E. (1976). Calculating commutators in groups. Math. Mag., 49(4):192—-194.



	Conteúdo
	Introdução
	1 Preliminares
	1.1 Comutadores e Conjugados
	1.2 Grupos e Subgrupos
	1.3 Produtos Semidireto e Entrelaçado
	1.3.1 Produto Semidireto
	1.3.2 Produto entrelaçado


	2 Grupos com largura (G)=1
	2.1 Critérios para (G) = G'
	2.2 Exemplos: Grupos de Spiegel

	3 Exemplos Minimais com (G)>1
	3.1 GAP
	3.1.1 Rotinas básicas do GAP
	3.1.2 Algoritmo para determinar elementos no derivado que não são comutadores

	3.2 Grupos com ordem 96 (via GAP)
	3.3 Um grupo de ordem 96 com elementos não comutadores

	4 Construindo grupos com (G)> 1
	4.1 Produtos entrelaçados e elementos não comutadores
	4.2 Exemplos
	4.2.1 Exemplos com H de ordem ``baixa''
	4.2.2 Construindo p-grupos de largura maior do que 1
	4.2.3 Construindo grupos não solúveis de largura maior do que 1

	4.3 Grupos nilpotentes de classe 2 de largura infinita

	Bibliografia

