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Resumo

Modelos de difusao e transferéncia de energia em nanoescalas tém despertado cres-
cente interesse devido as suas aplicacoes em diversas areas. Neste trabalho, consideramos
uma ampla faixa de difusao descrita pela Equagao de Langevin Generalizada, onde se tem
estabelecido uma conexao hierarquica entre a Condicao de Mistura, Hipétese Ergddica e o
Teorema de Flutuagao-Dissipagao Generalizado. Desenvolvemos um estudo sobre os proces-
sos de relaxacao nao-exponencias, além de apresentar uma ampla descricao para a validade
do Teorema de Khinchin e da Segunda Lei da Termodindmica, mesmo quando a ergodicidade
nao ¢ assegurada. Nesse caso, obtemos uma formulacao para o cédlculo da obligiiidade e o
fator de nao-gaussianizacao para qualquer funcao distribuigao de probabilidade do momento
linear. Enfase foi dada ao transporte balistico, para o qual demonstramos que a entropia
nao alcanca um maximo global e um comportamento nao-gaussiano pode ser observado,
implicando na inaplicabilidade do Teorema do Limite Central.

Analisamos também a transferéncia de calor entre duas nanoparticulas separadas
por uma distancia situada no dominio das interagoes de campo-proximo, onde a energia de
troca é devido as interagoes coulombianas. A condutancia térmica é calculada assumindo
que as nanoparticulas tém as distribuicoes de carga caracterizadas por flutuacées de mo-
mentos de multipolo em equilibrio térmico com seus respectivos banhos térmicos, os quais
sao mantidos em diferentes temperaturas. Essa quantidade, entretanto, resulta do Teorema,
de Flutuagao-Dissipacao para as flutuagoes dos momentos multipolares. Vamos comparar
o comportamento da condutancia em funcéo da distancia entre as nanoparticulas com re-
sultados obtidos por meio de simulacoes de dindamica molecular. O formalismo proposto
nos permite fornecer uma descricao completa do crescimento acentuado da condutéancia a
medida que a distancia entre as nanoparticulas diminui. Por outro lado, a partir de um
formalismo nanotermodinamico, foram calculados o fluxo de calor e a condutancia térmica
entre duas nanoparticulas sujeitas a um campo externo, de modo a remové-las do equilibrio

com seus respectivos banhos, os quais sao mantidos a diferentes temperaturas.
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Abstract

Models for diffusion and energy transfer at the nanoscale have aroused increasing
interest due to their applications in various fields. In this work, we have considered a
wide-range of diffusion phenomena described by the Generalized Langevin Equation, from
which has been established a hierarchical connection among Mixing Condition, Ergodicity
Hypothesis, and the Generalized Fluctuation-Dissipation Theorem. We have developed a
study on the non-exponential relaxation processes, besides providing a full description for
the validity of the Khinchin Theorem and the Second Law of Thermodynamics, even when
the ergodicity breaks down. In this case, we have obtained a formulation of the skewness and
the non-Gaussian factor for any probability distribution function of the linear momentum.
Emphasis has been given to the ballistic transport, for which we have demonstrated that the
entropy does not reach a global maximum and a non-Gaussian behavior may be observed.
This implies the non-applicability of the Central Limit Theorem.

The heat transfer between two nanoparticles separated by a distance lying in
the near-field domain in which energy interchange is due to the Coulomb interactions has
been also analyzed. The thermal conductance has been computed by assuming that the
nanoparticles have charge distributions characterized by fluctuating multipole moments in
equilibrium with heat baths at two different temperatures. This quantity follows from the
Fluctuation-Dissipation Theorem for the fluctuations of the multipolar moments. We will
compare the behavior of the conductance as a function of the distance between the particles
with the result obtained by means of molecular dynamics simulations. The formalism
proposed enables us to provide a comprehensive explanation of the marked growth of the
conductance when decreasing the distance between the nanoparticles. In other way, based
on a nanothermodynamic formalism, the heat current and the thermal conductance between
two nanoparticles have been calculated in the presence of an external field, in order to remove

them from equilibrium with their respective baths, which are kept at different temperatures.



Capitulo 1

Introducao

A difusdo é um processo espontaneo de transporte de matéria, calor, momento
etc., através de um determinado sistema, que pode ser modelado quantitativamente pela
Equagao de Difusao. Ela estabelece uma aproximacao da evolucao temporal da fungao den-
sidade de probabilidade associada a posicao do objeto transportado; em certas ocasioes,
suas solucoes possuem diferentes denominacoes e formulagoes, dependendo apenas da si-
tuagao fisica. Como exemplo, os processos difusivos em meios viscosos sao tratados pela
teoria do movimento browniano.

O movimento browniano (MB) ¢ um movimento aleatério ao qual as particulas
inseridas em um certo fluido estao sujeitas a forgas aleatérias que advém do movimento
térmico do sistema. Essa forga aleatoria que move a particula browniana é devido a colisao
com as particulas do fluido circundante, tal que as colistes sucessivas com as particulas do
meio, mesmo que no equilibrio termodinamico, mantém a agitacao térmica do sistema e
produz certa resisténcia ao movimento, quando esse é exercido por uma forca externa.

A relagao de difusao obtida por Einstein-Sutherland [1, 2] prediz apenas um dado
tipo de difusdo (difusdo normal), tal que a média do deslocamento quadratico evolui de
forma assintdtica linearmente com o tempo, quando tomadas no equilibrio termodinamico.
Entretanto, outros regimes difusivos foram demonstrados [3, 4, 159, 6], sendo que seus
comportamentos nao se manifestam de modo linear, como ocorre na difusao normal. Nesses
regimes (difusdo anémala) o deslocamento quadritico médio de um certo sistema evolui
com uma lei de poténcia de expoente fraciondrio. Assim, a evolugao temporal do momento
linear de uma particula browniana é melhor descrita pela Equacao de Langevin Generalizada
(ELG), a qual é descrita através de uma Fungdo Memoéria e um ruido estocédstico gaussiano.

A teoria do MB vem sendo desenvolvida e aplicada a sistemas complexos, atraindo



a atencao de pesquisadores de importantes areas do conhecimento: biologia matemaética e
ecologia [7, 8, 9], simulacao de sistemas que possuem uma diversidade de escalas de espago
e tempo em situagoes fora do equilibrio [10], novos materiais e nanociéncia [11, 12]. Tal
importancia se deve ainda a possibilidade de se lancar mao da teoria browniana fora do
equilibrio para descrever estruturas dissipativas; que sao sistemas abertos em situacoes dis-
tantes do equilibrio termodinamico, em que hd uma constante auto-organizacao atrelada
ao fluxo incessante de matéria e energia. Nessas situacOes, o problema fundamental estd
em compreender como os fenomenos difusivos sob efeito de memoria estao relacionados
com os processos de auto-organizacao e a formacao de padroes, que surgem em sistemas
complexos em situagoes envolvendo conflito, comportamento critico ou mecanismos evolu-
ciondrios [9, 13]. Efetivamente, muitos desses sistemas levam a uma aparente violacao da
Segunda Lei da Termodinamica. Contudo, quando analisados sob o escopo da teoria do
movimento browniano, sao violados os principios de mistura, ergodicidade e, em alguns
casos, o Teorema de Flutuacao-Dissipacao. Isso é o que ocorre, basicamente, nos processos
superdifusivos balisticos, que se encontram na fronteira entre os processos brownianos e os
processos ativados! [14, 15, 16, 17].

Na natureza, fenéomenos de difusao normal e subdifusao sdo predominantes, como
podem ser observados na maioria dos condutores [18]. Recentemente [19, 20, 21, 22, 23, 24],
entretanto,os fenomenos de superdifusdo, inclusive o transporte balistico, tém sido pro-
duzidos em laboratérios no estudo de condutividade. De fato, podemos encontrar estudos
confidveis sobre condutividade balistica em nanotubos de carbono [19, 20], em semiconduto-
res [25] e em super-redes semicondutoras com desordem correlacionada intencional [21, 22].

Andlogamente ao estudo de processos difusivos, o estudo dos mecanismos de trans-
feréncia de energia em nanoescala [26] tem despertado grande interesse devido & emergéncia
de campos interdisciplinares da nanociéncia, como p.ex. a fisica de estado sélido [27], nano-
termodinamica [28, 29, 30] e engenharia elétrica [31]. Um dos problemas basicos nesse campo
é determinar a transferéncia de energia entre duas nanoparticulas (NPs) em diferentes tem-
peraturas. A forma com que a energia é transportada depende crucialmente da distancia
entre as particulas. Para distancias suficientemente grandes a troca de calor se dé via ra-
diacao térmica, através da emissao e absorcao de fétons. Entretanto, para distancias da

ordem de alguns nanoémetros, foi verificado recentemente através de Simulagao de Dinamica

1Os processos ativados correspondem as transicoes entre os estados metaestéveis separados por uma bar-
reira de energia demasiadamente grande para ser superada apenas pelas flutuagoes térmicas. Esses processos
sao caracterizados por longas escalas de tempo quando comparadas ao tempo acessivel em simulacao.



Molecular (SDM) que o mecanimo dominante é devido as interages coulombianas (radiagao
de campo-préximo) [32].

Para interacoes de campo-proximo, a condutancia tem sido obtida através de um
modelo de interagao dipolar [32]. Desde que esses dipolos estejam sob efeito de flutuagoes
térmicas, o Teorema de Flutuagao-Dissipacao aplicado a NPs [33, 34, 35, 36] fornece a
energia que se dissipa na forma de calor em cada NP. Desse modo, tem sido observado que
a condutancia térmica varia de acordo com uma poténcia da distancia de separagao entre
as NPs. Todavia, para regioes muito préximas ao contato mecanico, a condutancia adquire
um comportamento abrupto que nao é previsto pelo modelo dipolar, de modo que elas
nao podem ser tradadas como um sistema termodinamico no equilibrio e, entdo, o referido
mecanismo de intercambio de energia deixa de ser vélido [32, 37]. Esse cenério é andlogo
ao de ter as NPs sob efeito de um campo externo, que modifica os parametros intensivos de
modo a caracterizar o estado do sistema [34]. Assim, o campo externo remove cada uma
das NPs do equilibrio e as mantém em um estado fora de equilibrio.

Em via de melhor compreender as duas frentes de pesquisa aqui abordadas, orga-
nizaremos este trabalho da seguinte forma:

No Segundo Capitulo, trataremos dos conceitos basicos relativos aos métodos es-
tatisticos e a descricao de sistemas fisicos. Nesse sentido, abordaremos o formalismo ne-
cessario a compreensao de processos markovianos, de modo a obter a equacao de difusao.
Faremos uma breve introducao sobre ensemble canoénico, distribuicao de probabilidades
e relacdo entre irreversibilidade e o comportamento gaussiano. Abordaremos ainda as de-
finigoes de média temporal, média sobre ensemble e func¢ao de correlagao, esclarendo também
os conceitos de Condicao de Mistura e Hipotese Ergddica.

No Capitulo 3 desenvolveremos uma breve exposicao sobre as principais carac-
teristicas do MB relacionado as difusdes normal e anémala. Apresentaremos cronologica-
mente os formalismos usuais para descricao do MB, dando énfase a difusao anomala descrita
pela ELG, que amplia o campo de atuagao para processos nao-gaussianos e nao-markovianos
com ruidos correlacionados. Apresentaremos também uma ampla discussdo sobre as as
relagoes entre os regimes difusivos nao-lineares, a funcao de correlacao do momento linear e
a Fungao Memoria [14, 38]. A partir da ELG, abordaremos os primeiros resultados originais
desta tese, tais como: a demonstracao do Teorema de Flutuacao-Dissipacdo Generalizado
(TFDG) e o comportamento nao-exponencial nos processos de relaxagao, que influenciam
diretamente os resultados posteriormente abordados. Discutiremos ainda os principais re-

sultados até entao obtidos [15, 16, 39], tais como a violagdo de mistura, ergodicidade e



FTDG.

No Capitulo 4, além do conceito de temperatura efetiva, demonstraremos que todos
regimes difusivos podem ser descritos através de uma funcao de distribuicdo de probabi-
lidade gaussiana de varidvel dinamica, independente das condigoes iniciais. Para o trans-
porte balistico, entretanto, veremos que um processo nao-gaussiano ocorrera sempre que as
condigoes iniciais forem de nao-equilibrio; conseqiientemente o Teorema do Limite Central
nao podera ser aplicado. Demonstraremos ainda que a entropia cresce, porém sem alcancar
um maximo global, que significa que o sistema nao atinge um equilibrio termodinamico. As
demonstracoes desses resultados sao gerais, sendo validas desde que a densidade espectral
de ruido seja definida como uma fun¢éo par e nao-negativa.

Recentemente [40], foi declarado que, contrdrio ao Teorema de Khinchin? (TK),
irreversibilidade nao é uma condicao suficiente para a ergodicidade. Em outras palavras, o
TK pode nao ser valido para grande parte dos sistemas existentes. No Capitulo 5, entre-
tanto, mostraremos que o TK é valido para todos os regimes difusivos descritos pela ELG,
mesmo quando a ergodicidade é violada.

Nosso propésito no Capitulo 6 é fornecer um formalismo geral, o qual nos per-
mitird analisar o comportamento da condutancia térmica devido a interagoes multipolares
de qualquer ordem. Nesse sentido, vamos lancar mao da Teoria de Resposta Linear para
derivar uma expressao para o TFD aplicado as flutuacées de multipolos. Enfase serd dada
as contribuigoes quadrupolares, que permitirao reproduzir o comportamento observado via
Simulagao de Dinamica Molecular para alguns tamanhos de NPs [32].

Em seguida, Capitulo 7, desenvolveremos o formalismo termodinamico adequado
para o estado estacionario do fluxo de calor entre as NPs e para a condutancia no regime
de flutuacao-dissipagao. Generalizaremos esse formalismo no intuito de estudar estados de
nao-equilibrio e, entao, obteremos uma expressao geral para o fluxo de calor. Além disso,
vamos obter o fluxo de calor, a condutancia e a susceptibilidade no caso em que uma forca
constate é aplicada ao sistema.

Finalmente, Capitulo 8, apresentaremos as conclusoes inerentes aos principais re-
sultados obtidos nesta tese.

Apesar da aparente distincdo entre os temas aqui abordados, difusdo andémala e
termodinamica de nanoparticulas, alguns resultados sao equivalentes. Esse marco se esta-

belece em virtude da abordagem que respalda todo o desenvolvimento que apresentaremos

20 Teorema de Khinchin estabelece que a irreversibilidade de um sistema sobre uma certa varidvel
dinamica é uma condicao necessaria e suficiente para que essa varidvel seja ergddica.



a seguir, que é baseado na Teoria de Resposta Linear [41, 42, 43]. Desse modo, analogias
entre ambos formalismos podem ser constituidas, fornecendo uma melhor compreensao para

os mecanismos de transporte a serem tratados nesta tese.



Capitulo 2

Introducao aos métodos estatisticos

e a descricao de sistemas fisicos

2.1 Introducao

Probabilidades surgem em muitos problemas que tratam de eventos aleatérios ou
de um grande numero de particulas definidos por variaveis aleatdrias, tornando-se prati-
camente impossivel predizer sobre o comportamento de um sistema a partir de seu estado
inicial. Tal fato é decorrente da dificuldade em resolver iniimeras equacgoes diferenciais de
movimento, que estao associadas aos graus de liberdade do sistema. Além disso, ha casos
onde temos um conjunto incompleto de informagoes sobre o estado inicial e/ou certos pro-
cessos dinamicos onde apenas conhecemos a energia correspondente a varias possibilidades
de configuragao microscopica. Nesse dominio, a teoria de probabilidades é uma ferramenta
indispensavel no estudo de fenomenos difusivos, permitindo explicitar relacoes relevantes
na obtencao de propriedades termodinamicas e mecanico-estatisticas.

Neste Capitulo, trataremos dos termos que serao freqiientemente utilizados no de-
correr desta tese. Primeiramente, Secao 2.2, apresentaremos os conceitos de processos mar-
kovianos e equagoes estocasticas de evolugao. Nessa Secao, obteremos a Equagao Mestra,
a Equacao de Fokker-Planck e, finalmente, a Equacao de Difusao, que serao tuteis quando
analisarmos a teoria do movimento browniano (Capitulo 3). Em seguida, Segao 2.3, faremos
uma breve introducgao sobre ensemble canonico, distribuicao de probabilidades, com uma
abordagem matematica e mecanico-estatistica sobre distribuicao gaussiana e do Teorema

do Limite Central, além de discutir algumas propriedades de equilibrio termodinamico.
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Por fim, Secao 2.4, introduziremos os conceitos de mistura (mizing) e ergodicidade, onde
apresentaremos as defini¢oes de média temporal, média sobre ensemble e correlacao. Essas
Segoes desempenham um papel importante na compreensao dos demais Capitulos, onde
abordaremos a Equacao de Langevin Generalizada (Capitulo 3) e suas implicagoes em ter-
modinamica de nao-equilibrio (Capitulos 4 e 5), além do estudo de propriedades termo-
dinamicas de nanoparticulas (Capitulos 6 e 7).

O desenvolvimento deste Capitulo tem por base as Refs. [44, 45, 34, 46, 35, 47, 48,
49, 50].

2.2 Processos Markovianos e Equacoes Estocasticas

Seja x a varidvel a qual estamos interessados (p. ex. a posigao ou a velocidade
de uma particula). Caso = seja uma quantidade deterministica de um movimento regular!,
obedecendo uma lei dinamica, entao podemos descrevé-la como sendo uma funcao do tempo
t, i.e. fr = fo(t) = f(x(t)) terd valores temporalmente bem definidos. De outra forma,
podemos considerar a variavel x como sendo aleatéria, conseqiientemente sua representacao
nao sera feita através de uma funcao. Nesse caso x assumird, em um dado instante, um
valor dentro de uma faixa de variacao?.

Suponha um experimento em que, inicialmente (¢y), uma dada particula esteja em
x (to) = zo e que assuma um certo valor x; em um instante ¢;. Se esse experimento for
realizado diversas vezes, com as mesmas condic¢oes iniciais, a varidvel x; assumird valores
distintos, que estdo associados a uma certa probabilidade3. Caso venhamos a assumir que
a variavel estocastica x seja continua, entao seu valor estara associado a uma densidade
de probabilidade p (x;t), freqiientemente chamada de fungao de distribuigao estatistica ou
Funcao Distribuigao de Probabilidades (FDP). Conseqlientemente, a probabilidade de en-
contrarmos o valor de z em um instante ¢ em um intervalo infinitesimal (x,z + dz) serd
igual a p (z;t) du. E importante esclarecer que, o fato de conhecer p (x;t) — em geral — néo
¢é suficiente para caracterizar completamente o processo de evolucao.

Considere uma seqiiéncia ordenada de tempos: tg < --- <t,_1 <t, e seja

P (xn; tn|xn71; tn71| ce |£C(]; 750)

!Distingao é feita em virtude de sistemas nao-integraveis [51], os quais apresentam regimes cadticos.

*Eventualmente representaremos a varidvel aleatéria com fndices subscritos, i.e. x(t;) = x; com i =
0,1,2,--- ,n.

3De fato, isso caracteriza um processo estocastico, que é um processo aleatério mensurdvel que evolui no
tempo de maneira probabilistica; em contraparte ao deterministico, que sempre produz os mesmos valores
a partir de uma mesma condigdo inicial.
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a densidade de probabilidade conjunta, i.e. a densidade de probabilidade de encontrar
simultaneamente o valor de x,, no instante t,, x,_1 no instante ¢,,_; etc. Obviamente, essa
densidade de probabilidade conjunta nao pode ser deduzida a partir do mero conhecimento
de p(z;t) porque existe uma correlagao entre o que acontece nos instante ¢, to etc.

Vamos considerar agora um processo markoviano, que é um processo estocastico
cujas probabilidades de eventos futuros dependem apenas dos eventos do passado recente.
Seja a n-ésima ordem da probabilidade de transicao wy, (n;tn|Tn—1;tn—1] - - |To;t0), defi-
nida como a densidade de probabilidade condicional da variavel estocéstica x (¢;) assumir o
valor z,, no instante t,, tal que x (t;) adquira os valores ,,_1,Zp_2, - ,Zp NOS respectivos
instantes t,,_1,tp_o, - ,ty, com tg < --+ < t,_1 < tp. Entao, um processo markoviano é

definido tal que a probabilidade de transicao w,, seja
Wn ($n§ tn|$n71; 75n71| tot |$0; tO) = Wn (xn;tn|xn71§ tnfl) ,n>1. (21)

Desse modo, além do préprio (z,;t,), a probabilidade de transi¢ao de um valor x,,_1 em
tn—1 para um valor z, em t, depende do valor de x(t,—1) e ndo da histéria prévia. Com
isso,
P (Tnitn|Tn—1;tn—1) = W (Tp; tn|Tn—1;tn—1) p (Tn_1;tn—1),

ou seja, a densidade de probabilidade conjunta de encontrar x,_; em ¢,_1 e x,, em t,, é igual
a densidade de probabilidade de encontrar x,_1 em t,_1 multiplicada pela probabilidade
de uma transicao de x,_1 em t,_1 para x, em t,.

Geralmente, a probabilidade de transi¢do para um sistema markoviano obedece a

seguinte relagao:

Wn (anrl; tn+1|xn71; 7fnfl) = /dxnwn (antl; 7fnqu |xn; tn) Wn (,In; tn|xn71; 7fnfl) . (22)

Essa equagao integral fundamental é chamada de Equagao de Chapman-Kolmogorov (ECK)
e pode ser utilizada como uma definicao alternativa de um processo markoviano. Ela prediz
que a probabilidade de transicao de x,,_1 em t,,_1 para x,+1 em t,,1 pode ser obtida pelo
produto da probabilidade de transi¢ao de x,—1 (em ¢,_1) para algum valor z,, (em um
instante intermedidrio ¢,) e a probabilidade de transicao deste valor para o valor final x,,41
(em t,+1), somando sobre todos os valores intermedidrios possiveis de x,.

A ECK pode ser desenvolvida para trés ou mais passos, de modo a generalizar as
cadeias de Markov?* para instantes futuros arbitrarios n4m, multiplicando as probabilidades

de transicao e integrando m vezes.

4 . 7 . I .
Uma cadeia de Markov é um processo markoviano que envolve transi¢des em tempos discretos (eventu-
almente continuos) entre valores discretos de uma varidvel estocdstica.
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Note que uma condicao natural para o processo markoviano é

Wn, (xn§ tn—l’xn—l; tn—l) =0 (xn - xn—l) s (23)

onde §(x) é a funcao delta de Dirac. Assumindo que a probabilidade de transicao w, de
um estado x,_; para um outro estado x,, (diferente de z,_1) em um pequeno intervalo de

tempo At, tal que At =t,, — t,,_1, possa ser escrita como
Wn (Tp;tn—1 + At|zp_1;tn—1) = 0 (Tn, — Tp—1) + AWy, | (xp|n_1), (2.4)

onde W; (x,,|7,_1) é a probabilidade de transicao por unidade de tempo®. O primeiro termo
do lado direito da Eq. (2.4) representa a probabilidade de uma variavel aleatéria permanecer

em x,_1 durante um intervalo At, onde ¢, é determinado pela condi¢ao de normalizacao

cn=1-— At/dwnth_l (Tn|Tn—1).

Fazendo w41 =z, the1 =t + At, 2, = 2’ e t, = t na Eq. (2.2) e lancando méo das Egs.
(2.3) e (2.4), no limite At — 0, obtemos

Own (T3 t|xp—1;tn-1) = —wy (z;t|Tp—1;tn—1) /dx'Wt (x'|x) W,
—i—/dm'Wt (z]2") wy (25 t|@p—15tn-1) (2.5)
onde 5
Oy = %

Agora, multiplicando ambos os lados da Eq. (2.5) pela densidade de probabilidade

p(Tn—1;tn—1),

chegamos a
Op (z,t) = /dw' (Wi (z|2) p (2'58) — Wi (2'|2) p (250)] (2.6)
que ¢é a Equacao Mestra, que governa a evolucao temporal de sistemas markovianos em que
o intervalo de tempo entre eventos pode variar de forma continua ou aleatéria, mas com
realizagoes discretas da varidvel estocastica.
Esses resultados sao gerais é podem ser particularizados para trés classes de pro-

cessos markovianos: (a) transicdo em tempos discretos entre estados discretos (cadeia de

SW; é uma funcao temporalmente independente além de ser par centrada em z, —2,_1. Isso significa que
as probabilidades de uma transicao de z,, para x,—1 ou de x,_1 para x, sao iguais. No equilibrio, isso carac-
teriza o balanco detalhado, condigdo necessédria a descrigdo de um sistema com os pesos de Boltzmann, tal
que o equilibrio em um dado sistema seja tanto a nivel macroscépico quanto microscépico, simultaneamente.
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Markov); (b) transicado em tempo continuo entre estados discretos e (¢) transigao em tempo
continuo entre estados continuos. Uma discussao mais ampla sobre esse tema pode ser
encontrada na Ref. [49].

Um processo markoviano é dito estaciondrio (ou de estado estdvel) quando a pro-
babilidade de transicao wy, (z,;t + At|x,—1;t) depende apenas do intervalo At de transi¢ao

e nao do instante t. Ou seja,
Wy, (Tt + At|zp_1;t) = w (xp|Tn—1; Al).

Efetivamente, a predicao de um processo ser estacionario, i.e. com uma distribuicao de
probabilidade estacionaria, depende apenas das propriedades do processo.

Agora, com w(--+|--+) = wy (--+|--+), vamos obter uma equagao de evolugao
de w para algumas condigoes. Assumindo que f(x) é uma fungao regular arbitraria de x.

Considere a seguinte expressao:

/ dz () ow (g\Ty; 7)

= lim i/dw f@)w(zly; 7+ AT) —w (z|y; 7)]

AT—0

= Jm o [ [/dzw(xrz;mw(zrw)—w(xry;ﬂ |

AT—0 AT

sendo que no tltimo passo utilizamos a Eq. (2.2). Agora, vamos trocar a ordem de inte-
gragao e expandir f(x) em série de Taylor em torno de x = z; o termo de ordem zero se

cancela com o ultimo termo do integrando e nos deixa com

/dw f(x)aw (z]y;7)

or
= Aliﬂoi{ dz 8giz)w(z|y;7)/dx (x — z)w (z|z; AT)
—i—% /dz %w (zly; 1) /dy (2 — 2)%w (x]z; AT) + - - } (2.7)
Assumindo que
[dw (@ —2)w(x]zAr) = (Az) = F(= )AT+0[(A7)2},
[dy (z— = ) w (x| AT) = < >: AT—{—O[(A)], (2.8)
[dy (z—2)"w(z|z; AT) = { 7'2} n>3.

Essas médias estatisticas sao chamadas de momentos transitorios, podendo ser generalizados

com um resultado final mais complicado. Aqui F(z) e D(z) sao fungbes arbitrarias, as
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quais trataremos mais adiante. Tomando o limite na Eq. (2.7) para A7 — 0, obtemos

explicitamente:

[ 2D [ i) {“’g—f)F<z> ¥

onde F(z) e D(z) sao fungoes arbitrarias dependentes de z. Entao, integrando a expressao

19 f(2)
5 922 D(Z)},

acima por partes e agrupando os termos, temos que

w\r\y, T 2
[ o 1@ { PSR 4 @ alyi )] - § gz D@ alyi ]} =0,

Como essa expressao deve ser nula para qualquer fungao f(x), entao os termos dentro das
chaves devem ser nulos, de modo que

W _ % _P(z) 4+ %D(:ﬂ)(% p(@it). (2.9)
Aqui adotamos o mesmo procedimento utilizado na passagem da Eq. (2.5) para a Eq.
(2.6). A Eq. (2.9) ¢é conhecida como Equagao de Fokker-Planck no espago de x. Note
que o primeiro termo do lado direito descreve uma diminuicao na velocidade de evolucao
da densidade de probabilidade, esse termo geralmente ¢ denominado por fricgdo dinamica.
Observe ainda que tanto a Eq. (2.6) quanto a Eq. (2.9) sdo equagoes de evolugao lineares
para a densidade de probabilidade de uma varidvel estocdstica. Além disso, ambas as
equacoes descrevem um processo irreversivel de acesso ao equilibrio, estabelecendo uma

condicdo especial sobre a producio de entropia®.

Introduzindo as seguintes quantidades na Eq. (2.8):

<(Az)2> = 2D(2)Ar (2.10)
(Az) = [—F(z) + d’iliZ)] AT,

obtemos a seguinte equacgao de evolugao:

et 2 |

0
b = 5 [F@+ D@ | (i)

x
que para F'(z) =0 e D(x) = D (constante no equilibrio) nos conduz & famosa Equacao de

Difusao macroscopica:
Op (x,t) _ pPp(x,t)
ot ox?

6Sem essa condicdo termodinidmica de processos irreversiveis devemos ser conduzidos a uma equacio
integral da fungéo p(z,t), como ocorre na Equagdo Mestra, Eq. (2.6). Efetivamente, essa Equagdo Mestra
corresponde & Equagdo de Boltzmann linearizada [35] cuja distribuigdo de equilibrio é a distribui¢ao de
Maxwell-Boltzman.

(2.11)
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Essa equacao diferencial parcial parabdlica descreve a evolugao de uma certa densidade de
probabilidade inicial para um perfil de equilibrio, correspondendo a um tipico comporta-

mento de irreversibilidade.

2.2.1 Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central (TLC) possui importancia fundamental em fisica,
visto que ele prediz que uma certa FDP inicial qualquer evolui para o equilibrio em um perfil
gaussiano (também chamado de distribuigao normal). No entanto, é importante saber em
que condicoes o TLC ¢é assegurado. Nesse sentido, vamos apresentar uma demonstragao
usual do TLC e enfatizar as condigOes sob as quais o TLC é assegurado, que serdao de

grande interesse no Capitulo 4.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central) Seja X1, Xa, ... uma seqiiéncia de varidveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas com média T e variancia agf e define

S,=X1+...+X,.

p{% < )\} BN,

onde ®x(N) € a distribuicdo gaussiana.

Entao, para todo t fixo

Suponha que x = x1 + -+ 4+ x,, seja uma varidvel estocastica definida em um
experimento, o qual é realizado n vezes de forma independente. Entao, podemos definir as

variaveis estocdsticas desse experimento tal que
zj=uz(t;), j=1,---,n. (2.12)

Segue disso que a FDP p(z;) de z; é igual a p(x) de x. Assim, se o experimento ¢ realizado
n vezes, as varidveis aleatérias x; definidas como em (2.12) sao independentes e possuem a
mesma FDP. A essas varidveis estocasticas dé-se o nome de independentes e identicamente
distribuidas.

Sendo as medidas independentes, entao podemos escrever x; como sendo
zj =T +§j,

onde as componentes do ruido &; sao varidveis aleatérias independentes com média zero
(desprezando os erros sistemdticos) e variancia o finita. Isso nos leva & média amostral

x, =t ot n + Tn (2.13)
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sendo X,, uma variavel estocastica de média Z e variancia O'g(n = 0% /n. Se n for suficiente-

mente grande tal que ag(n < n#?, entdo o valor de X,,(t) da média amostral X,, em uma
tunica realizacado do experimento (consistindo em n medidas independentes) é uma estima-
tiva satisfatéria do valor z. Com isso, podemos associar n a t, tal que n — oo (n muito
grande) implique em ¢ — oo, ou seja, t > 7%, onde 7* caracteriza um tempo necessario para
que o sistema atinja o equilibrio ao qual chamamos de tempo de relaxacao’. Daif, podemos
escrever X, (t) simplesmente como X = X (¢). E importante ressaltar que a média amostral
nao é necessariamente igual a média canonica.

Considere a funcdo caracteristica® ® x(w), definida a partir da transformada in-

versa de Fourier da distribuicao de probabilidade,

Ox(w) = (exp(iwX)) = /OO exp™X p(X)dX

—00
O (s \k oo
- ¥ (Z:') / X*p(X)dX
k=0 = V7™
(o] .
(iw)* k
= > <X > , (2.14)
k=0
tal que
(x%) = (0t )
>~ k
= / nF (o x) p(x) e p () dey - day,. (2.15)
—0o0
Sendo as varidveis estocésticas x1, - - - , T, independentes e identicamente distribuidas, subs-

tituindo a Eq. (2.15) na Eq. (2.14), temos que

Dy(w) = /OO i% [iw(ml+"'+m")rp(ﬂc1)---p(xn)d9€1--'dwn

n
% k=0

- | /_ Z exp (iwz/n) p(m)dw} '
NG|
_ _1+i—“’<>—2‘“—;<x2>+o(n—3)]n

W w

= e_Xp {nln [1+ ';(x> — %<x2> +O(n3)H. (2.16)

"Dito de outra forma, o tempo de relaxacéo é o tempo caracteristico em que um sistema leva para passar
de uma condigdo de nao-equilibrio para um estado de equilibrio, geralmente, muito menor quando comparado
ao tempo de observagdo de um dado processo.

8A funcéo caracterfstica ®x define a distribuicdo de probabilidades da varidvel aleatéria X.
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Agora, fazendo a expansao para In (1 + y)

1, 1
m(l+y)=y— v+ 30+,

entao

Dx(w) ~ exp{n[i‘j @)+ o @)+ 0 )H
- e £ () c00)
A~ exp [iw(m)—%aZ]. (2.17)

Tomando a transformada Fourier da Eq. (2.17), obtém-se a distribui¢ao de probabilidade
de X:

00 w20,2
p(X) = % | exp [z’w(X—(x>)— ™ ]dt
™\ /2 —(x))n
_ % <202 ) exp [_ (X 222» ] (2.18)

Sendo que na passagem da primeira para a segunda linha da Eq. (2.18) langamos mao da

/ exp (z’)\y — b)\2) d\ = \/gexp (—y2/4b) ,

— 00

seguinte relagao:

obtida na Ref. [52]. Como 0% = 0%/n e (X) = (z) = Z na Eq. (2.18), finalmente obtemos

que

p(Xit) = M] (2.19)

! ex [

\/2mo% Y 20%

Observe que, inicialmente assumimos que ¢ > 7. Desse modo, podemos associar
a Condigio de Irreversibilidade” & lei de grandes niimeros [53]. Além disso, as tinicas
condicao necessarias para que o TLC seja assegurado é que as variaveis estocdsticas sejam
independentes e identicamente distribuidas. Desde que essas condigoes sejam satisfeitas,
um sistema com uma FDP inicial qualquer evolui para o equilibrio adquirindo um perfil
gaussiano.

Entretanto, em muitas circunstancias aplicadas a exemplos fisicos, verifica-se que

o TLC ¢ assegurado mesmo que uma dessas condigoes nao seja satisfeita. Para sistemas

%A Condigao de Irreversibilidade (ou Condigao de Mistura) prediz que apds um tempo suficientemente
longo ¢t > 7™ o sistema atinge o equilibrio termodinamico, percorrendo assim todos os microestados acessiveis
do espaco de fase, tal que a variagao de entropia seja nula.
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extremamente correlacionados onde a Condicao de Irreversibilidade nao é satisfeita, veremos
que sua FDP nao evolui para uma distribuicao gaussiana, caso a distribuicao inicial nao

seja gaussiana (ver Capitulo 4).

2.3 Descrigao estatistica do ensemble canonico

As leis da estatistica resultam da presenga de um grande niimero de elementos (ou
particulas) que formam um determinado sistema, o qual de modo algum pode ser reduzido
puramente a leis mecanicas. Embora o movimento do sistema, composto por um grande
numero de graus de liberdade, obedeca as mesmas leis mecanicas de um sistema composto
por um pequeno nimero de particulas, o fato de existir muitos graus de liberdade resulta,
por consegiiinte, na existéncia de leis de diferentes tipos.

Varios estados do sistema podem ser representados matematicamente pelos pontos
no espago de fase. Supondo um sistema mecanico macroscopico com n graus de liberdade,
1.e. a posicao dos pontos do sistema no espacgo sendo descrita por n coordenadas, as quais
denotamos por ¢; com i = 1,2,--- ,n. Entao, o estado do sistema em um certo instante
sera definido pelos valores naquele instante das n coordenadas ¢; e das n velocidades cor-
respondentes ¢; (ou momento linear p;). Qualquer ponto no espaco de fase, correspondendo
a valores particulares de coordenadas espacial ¢; e de momento p;, representa um estado
particular do sistema. O estado do sistema muda com o tempo e, conseqlientemente, o
ponto no espaco de fase que representa esse estado se move ao longo de uma curva chamada
trajetoria de fase.

Vamos supor um sistema fisico fechado e isolado, que deve ter uma descrigao
microscépica em termos de uma Equagao de Hamilton (ou p.ex., de Schrodinger), tal que
nao interaja com outros corpos (ou sistemas de corpos), e que tampouco haja alguma troca
de matéria com ambiente circundante; assim sendo, o conjunto de varidveis é fixo. Uma
parte desse sistema, que é muito pequena quando comparada ao sistema como um todo,
mas ainda assim pode ser considerada macroscopica, é chamada de subsistema e continua
sendo um sistema mecanico. Entretanto, o subsistema nao é fechado, de modo a interagir
de varias formas com outras partes do sistema. Devido ao grande nimero de graus de
liberdade da outra parte do sistema, o estado do subsistema ird variar com o tempo de
forma extremamente complexa, tal que, dado um tempo suficientemente longo, o subsistema
estard muitas vezes em todos os possiveis estados. Dito de outra forma, considere ApAgq

um pequeno “volume” no espaco de fase do subsistema. Podemos dizer que, em um tempo
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suficientemente longo 7, as trajetérias de fase passam intmeras vezes por cada sub-volume
do espago de fase. Suponha que At seja um pequeno intervalo do periodo 7 em que o
subsistema esteve em um dado volume ApAgq do espaco de fase. Quando o tempo total 7
cresce indefinidamente, a razao At/7 tende a um certo limite w, que representa justamente
a probabilidade de um subsistema ser observado em um instante arbitrario ser encontrado
em um dado volume do espago de fase. Entao, podemos definir a probabilidade dw de
estados representados pelos pontos no elemento de volume infinitesimal do espaco de fase,
dpdq = dq1dqs - - - dgndpidps - - - dp,. Ou seja, a probabilidade que as coordenadas ¢; e os
momentos p; tenham valores em um dado intervalo infinitesimal entre ¢; (p;) e ¢; + dg;

(pi + dp;). Essa probabilidade dw pode ser escrita como

dw = p(q1,92, -, qn,P1, D2, -, Pn)dqdp,

onde p(q1,92, "+ yqn,P1,P2, ** ,Pn) € uma funcao de todas as coordenadas de posicao e
momento; podemos escrevé-la brevemente por p(g,p) ou simplesmente p. A FDP p deve

satisfazer obviamente a condicao de normalizacao

/ pdgdp =1,
11

onde a integracao ¢é realizada sobre todo o espago de fase II, que expressa o fato de a
soma das probabilidades de todos os estados ser unitaria. Um fato importante a ser notado
é que a FDP nao depende das condigoes iniciais de nenhuma outra pequena porcao do
sistema, desde que os efeitos do estado inicial sejam completamente excedidos pelos efeitos
das demais porgoes do sistema. Além disso, ela também é independente do estado inicial
da pequena parte considerada, desde que em um tempo suficientemente grande esta parte
passe por todos os estados possiveis.

O formalismo precedente (microcandnico) em principio é simples. Porém, compu-
tacionalmente é possivel apenas para modelos altamente idealizados. A solucao é remover a
limitacao sobre a quantidade de energia disponivel, para considerar um sistema em contato
com um reservatério (canodnico), em vez de um sistema isolado. Em outras palavras, ao
invés de considerarmos pontos representativos dos estados de um subsistema em diferentes
instantes t1, t9, - - - , podemos considerar simultaneamente — de um modo formal — um grande
numero de subsistemas idénticos, ao qual chamamos de ensemble estatistico. Entretanto,
o subsistema discutido anteriormente estd sujeito a constantes interacoes com as outras

porcoes do sistema.
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Diferentemente dos sistemas fechados, cada estado nao é equiprovavel, ou seja, o
sistema nao gasta a mesma fracao de tempo em cada estado. Isso ocorre devido a todos os
estados de energia, de zero a um valor arbitrario, que estao disponiveis ao sistema em contato
com o reservatério térmico. Desse modo, o problema do formalismo candnico é determinar
a distribui¢ao de probabilidade do sistema tendo em conta seus microestados. No entanto,
este problema ¢ resolvido quando somamos o reservatério e o sistema em questao, os quais
constituem um sistema fechado e isolado.

A probabilidade wg;s do sistema estar em um estado ¢ é igual a fracao do nimero
total de estados (sistema mais reservatério) em que o subsistema estd no estado i (com

(i)).

energia F . ):

Ures (Fror — ELJ))

Qtot(Etot) ’
onde Fior € Qir s80, respectivamente, a energia total e o nimero total de estados do

Weis = (2.20)

conjunto: sistema mais reservatério. A expressao no numerador, (.s (Etot — Eig) éo
numero de estados disponivel ao reservatério quando o subsistema esté no estado i (deixando

(4)

a energia E;o — E ;" no reservatério). Assim, a FDP serd proporcional ao nimero de estados

disponiveis ao reservatério, ou seja

p(Qsisapsis) X Qres <Et0t - Ei?s) . (221)

Através da funcao ws;s podemos calcular a distribuicao estatistica de varios valores de ener-
gia do sistema. Pela Eq. (2.20), wg;s pode ser escrito como uma fungao apenas da energia,
Wgis = W (Ey;s), onde omitimos o indice (¢). Para tanto, em termodinamica macroscépica, o
numero de microestados entre os quais o sistema sofre transicoes aumenta até um maximo
permitido pelo confinamento no espaco de fase. Esse fato remete a definicao de entropia,
S, que é uma func¢ao de estados que possui a propriedade de crescer monotonamente du-
rante qualquer evolucao espontanea do sistema, alcancando um méximo valor no equilibrio
térmico. Entretanto, a entropia é aditiva (extensiva, i.e. S = Ssis + Sres ), €nquanto que
o nimero de estados é multiplicativo. Dito de outra forma, o ntmero de microestados
permitidos para dois sistemas (no caso, sistema mais reservatério) é dado pelo produto dos
numeros permitidos a cada um. Desse modo, a entropia ¢é relacionada ao logaritimo do

numero de microestados acessiveis,
S =kglnQ, (2.22)

sendo kp ¢é a constante de Boltzmann. As quantidades fisicas macroscopicas que descrevem

um corpo em equilibrio assumem quase sempre valores proximos aos seus valores médios.
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No entanto, desvios dos valores médios — apesar de pequenos — podem ocorrer, e emerge dai
o problema de encontrar a distribuicao de probabilidades desses desvios. Em um ensemble,
desde que F;, tenha pequenas flutuacoes em torno de um valor médio, i.e. Fgs ~ Egs, €
o reservatério seja muito maior que o sistema considerado, tal que Eys < Fyor, podemos

realizar a seguinte expansao em torno de E,.s = Fyot

kB In Qres(Etot - Esis) - Sres (Etot - Esis)
0Syes (E
Esis

~ Sres(Etot)_ Ta

onde T aqui é a temperatura do reservatério. Portanto,

Sres (Etot) Esis
. } exp [— k:BT] . (2.23)

Qres (Etot - Esz's) ~ exp |:
Ja que estamos assumindo que o sistema em questao é muito menor que o reservatorio,
uma vez que o primeiro termo do lado direito da ultima expressao ¢ independente de Fg;s,

podemos considerd-lo como sendo constante. Além disso, desde que possamos escrever a

energia do sistema através do hamiltoniano H (gsis, Psis), a partir da Eq. (2.21), temos que

p(q,p) = exp [—%} : (2.24)

onde o indice “sis” é omitido, tendo em vista que aqui T' corresponde a temperatura do
reservatorio.

Vamos supor agora um sistema fechado em equilibrio termodinamico cuja variavel
x descreve o sistema em questao (em partes ou em todo). De modo similar & Segao anterior,
onde nao estabelecemos nenhuma consideracao especifica sobre a energia, vamos mostrar
que a probabilidade de = ter valor compreendido no intervalo z e x 4+ dx é dada por uma

distribuicao gaussiana. A partir das Eqgs. (2.21) e (2.22) temos que
p(x) = constante x exp [S(x)] . (2.25)

Essa expressao é valida desde que o tempo 7/, que expressa a taxa de transicao da quantidade
x de um estado de nao-equilibrio a outro, seja tal que 7/ > h/kpT [34], onde h é a constante
de Planck dividida por 27. Quando a temperatura é muito pequena ou quando a quantidade
x varia muito rapidamente (7' é muito pequeno, uma vez que & ~ x/7') as flutuagoes nao
podem ser tratadas termodinamicamente, e — entao — as flutuagoes puramente quanticas

tornam-se mais relevantes. A Eq. (2.25) foi introduzida primeiramente por Einstein [1].
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Uma vez que a entropia S tem um méximo para x = = = 0, segue que 9S5/0z =0
e 0°S/02% < 0 para x = 0. Para pequenas flutuacdes de x, podemos expandir S(z) em

poténcias de x e retendo apenas até o termo de segunda ordem,
L, o
S(z) = S(0) — 5636 , (2.26)

onde # = 1/kgT. Substituindo este resultado na Eq. (2.25) obtem-se a forma da distri-

buicao de probabilidade gaussiana
L,
p(x) = po exp —§ﬁ.%' . (2.27)

A constante de normalizagao pg é obtida da condicdo de normalizagao ffooo plr)dr =1; a
integragao da pg = /(/27. O méximo valor dessa distribui¢do ocorre em z = & = 0 e
decresce com o crescimento de |z|.

Os sistemas macroscopicos geralmente apresentam uma “memoria” de seu passado
recente. Em alguns sistemas essa memoéria se enfraquece rapidamente. Em outros casos,
a memoria se mantém por um tempo mais longo. De modo geral, entretanto, os sistemas
difusivos apresentam uma tendéncia natural de evolucao para um estado em que as pro-
priedades sao determinadas apenas por fatores intrinsecos ao sistema, de modo a atingir
um estado temporalmente independente chamado de estado de equilibrio. A FDP de um
dado processo macroscopico atinge o equilibrio térmico (p.ex., temperatura do sistema igual
a do reservatério) quando a distribuigao adquire um comportamento gaussiano (ou distri-
buicao de Maxwell-Boltzmann). J& para o equilibrio termodinamico, tornam-se necessérios
— além do equilibrio térmico — o equilibrio quimico (mesmos valores de potencial quimico)
e o equilibrio mecanico (mesmos valores de pressao). Além disso, é til fazer a distingao
entre equilibrio termodinamico global e local. No equilibrio global, os parametros intensivos
sao homogéneos ao longo de todo o sistema, ao passo que no equilibrio local os parametros
intensivos variam no espaco e no tempo, mas tao lentamente para qualquer ponto que se

presume o equilibrio termodinamico em torno desse ponto.

2.4 Ergodicidade e mistura em processos fisicos

Vamos considerar ainda um sistema fechado e isolado, tal que nenhuma forca ex-
terna temporalmente dependente atue sobre ele. Além disso, a energia deve ser uma cons-
tante do movimento e a trajetéria no espaco de fase limitada por uma simples “camada”

de energia. O sistema — supostamente — tem de ser finito no sentido de que a medida
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sobre cada camada de energia exista. Como vimos anteriormente, para um dado valor de
energia, um sistema terd uma distribuicao de equilibrio que pode ser obtida apenas das
consideracoes do espaco de fase. Entretanto, quando houver constantes adicionais ao mo-
vimento, a camada de energia serd decomposta em subcamadas, cada qual correspondente
aos valores determinados por essas constantes, de modo que nao seja possivel transicoes
entre uma subcamada e outra. A Hipdtese Ergddica (HE) prediz que, uma vez estando um
sistema em certa subcamada, seu movimento no espaco de fase esta restrito a essa camada,
e a toda ela; desde que todas as constantes do movimento sejam levadas em conta quando se
define as subcamadas. Em outras palavras, a HE declara que, para um intervalo de tempo
experimental maior que o tempo de relaxagao, os efeitos devido as condigoes iniciais devem
desaparecer & medida que o sistema evolui para o equilibrio termodinamico. Desse modo,
a média temporal e a média sobre o ensemble devem ser equivalentes.

Considere uma varidvel estocéstica dinamica X = X (¢). A média sobre ensemble

(G(X)) de uma funcao G(X) qualquer é definida como

(G(X)) = /H G(X) exp (-H(X)> T, (2.28)

kgT

onde a integral é realizada sobre todos os estados acessiveis do espaco de fase!? II. Podemos

- / G(X)p(X)dX. (2.29)

Por outro lado, a média temporal da fungao G [X (t)] é definida como

ainda escrever a expressao acima como

G(X)= lim — / /X (t,t")dt'dt. (2.30)

T—00 T

para um tempo 7 > 7*. Neste caso, a HE prediz que

G(X) = (G(X)) = (G(X)) (2.31)

eq’

ou seja, dado um tempo suficientemente longo ¢ > 7%, o sistema atingira todos os estados
acessiveis e, assim, a média temporal serd igual a média sobre o ensemble, correspondendo
a uma média no equilibrio termodinamico.

Como exemplo, podemos considerar que G [X (t)] = X?(t). Entdo,

X2(t — o0) = (X*(t — 00)) = (X?)_ (2.32)

10Nesta tese, o vetor IT representa os vetores posicio e momento linear (q, p) do espago de fase.
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se considerarmos X (t) como sendo X (t) = muw(t), onde v(t) é a velocidade de uma certa
particula de massa m em um instante ¢, podemos associar a velocidade quadratica média
no equilibrio termodinamico ao teorema da equiparticao de energia, assim

(X?) =mkpT.

eq

A funcéo auto-correlacdo temporal para um processo estacionario é definida como
Cx(t—t)=(XO)X{)) — (X)) (X()). (2.33)

De modo geral, a fungao auto-correlacao temporal permite um método conciso para expres-
sar como uma variavel estocastica esta relacionada consigo mesma em um certo periodo de
tempo.

A Condigao de Mistura (CM), ou Condi¢ao de Irreversibilidade, de um sistema
fisico pode ser definida como sendo [16]

lim R(t) =0, (2.34)

t—o00

onde a quantidade normalizada R(t), geralmente chamada de Fungao de Relaxagao, é defi-

nida por
_ COx(t)  (X(0)X(#)) — (X(0) (X(1))
R(t) = o) = X2(0)) — (X(0))? : (2.35)

A CM prediz que, apdés um tempo suficientemente longo ¢t > 7%, o sistema atinge

o equilibrio termodinamico, percorrendo assim todos os microestados acessiveis do espaco
de fase, tal que a variacao de entropia seja nula. Através dela devemos esperar que X (t)

nao se “lembre” de sua condicao inicial X (0) apds ¢t — oo.
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Capitulo 3

Movimento Browniano

3.1 Introducao

A descricao da dinamica estocdstica de um sistema de muitos corpos, formado por
uma simples e grande particula suspensa em um fluido composto por um grande nimero de
particulas menores, é conhecida como teoria do Movimento Browniano (MB). A teoria do
MB, foi primeiramente tratada a partir da teoria cinética-molecular, tal qual foi proposta
por Einstein-Sutherland [1, 2] no inicio do século XX, fornecendo o vinculo fundamental
entre uma dinamica microscopica elementar e os fendomenos macroscopicos observaveis. O
MB, entretanto, adquiriu uma abordagem baseada em teoria de processos aleatorios a partir
de Langevin [54], onde a descrigao das interagoes das particulas do fluido com a particula
browniana foram inseridas implicitamente em uma forca estocdstica, presente na equacao
de movimento (como veremos a seguir).

Os processos de derivacao da teoria browniana inspiraram desenvolvimentos proe-
minentes em varias areas da fisica, e ainda influenciam diversos campos de pesquisa. Como
exemplo, a teoria da mecanica quantica, mais precisamente na formulagdo da mecanica
quantica como uma soma sobre caminhos [55, 56], teve origem na natureza difusiva das
trajetorias brownianas em tempo continuo. Além disso, a idéia da teoria de difusao foi uti-
lizada por Onsager e Machlup [57, 58] no estudo de processos de Gauss-Markov e serviu de
inspiragao para mateméticos como Khinchin [59, 60], Lévy [61, 62, 63, 64], Mandelbrot [65]
etce.

Em nanotecnologia, particularmente no processo de fabricacao de nanoparticulas
(NPs), o controle de suspensoes em meios liquidos é uma tarefa que exige demasiada atengao.

Um método bastante utilizado requer uma corrente continua, controlada pela resposta do
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sistema de modo a evitar os efeitos flutuativos do MB. As posigao das NPs (nesse caso,
formadas por esferas de poliestireno) sao monitoradas via microscépia fluorescente e pela
tensao por toda a solucao, de modo a manipular o percurso das NPs através de alteracoes
da tensao aplicada [66]. Além disso, os processos brownianos sao estudados em varios
sistemas, tais como aerossol (“polui¢ao”), as propriedades do leite, tintas, meios granulares
e de semicondutores [67].

Neste Capitulo desenvolveremos uma breve exposicdo sobre as principais carac-
teristicas do movimento browniano relacionado a difusao normal e anémala. Apresentare-
mos cronologicamente (Segao 3.2) os formalismos de Sutherland [2] e Einstein [1], os quais
permitem calcular a constante de difusdo, que efetivamente caracteriza a difusao normal.
Posteriormente, trataremos da primeira versao da Equagdo de Langevin (Segao 3.3), que
associa os termos flutuativo e dissipativo da dinamica de difusao. Verificaremos ainda que o
processo descrito pela Equacao de Langevin Normal (ELN), levando em conta algumas con-
sideragoes sobre a forga aleatdria de carater estocastico, se trata de um processo gaussiano-
markoviano, que equivale & andlise de ruidos brancos, i.e. ruidos nao-correlacionados. A
partir da ELN (Segao 3.4), demonstraremos uma primeira versao para o Teorema de Flu-
tuagao-Dissipacao (TFD). Mais adiante, trataremos de formalismos mais gerais, com a
Equacao de Langevin Generalizada (ELG) (Secao 3.6), que amplia o campo de atuacao
para processos nao-gaussianos e nao-markovianos com ruidos correlacionados, i.e. ruidos
coloridos, e o TFD Generalizado (TFDG) (3.8). Na Secao 3.7, desenvolveremos uma dis-
cussao sobre os regimes difusivos nao-lineares existentes na natureza e os relacionaremos a
correlacao de velocidades e & Funcao Memdria [14, 38]. Por fim (Segoes 3.9 e 3.10), apresen-
taremos ainda os principais resultados até entao obtidos [15, 16, 39], tais como a violacao
de mistura, ergodicidade e FTDG, além do comportamento nao-exponencial nos processos

de relaxacao, que influenciam diretamente nos principais resultados desta tese.

3.2 Histdérico

O MB tem sido observado desde 1785, com os relatos sobre carvao pulverizado em
uma superficie de alcool pelo fisico holandés Jan Ingenhauz. No entanto, seu detalhamento
foi realizado primeiramente pelo boténico escocés Robert Brown, em junho de 1827 [68].
Brown investigou graos de polen de uma espécie de uma planta denominada Clarkia Pul-
chella suspensos em agua. Embora o sistema tivesse meios para atingir o equilibrio, ele

observou que esses graos (particulas) descreviam “movimentos rapidos e oscilatérios” inde-
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Figura 3.1: Figura ilustrativa do caminho aleatério de uma particula browniana e um trecho
de suas colisoes em meio a um fluido.

pendentes de quaisquer reacoes no fluido que os contém, assim como do movimento interno
que, supostamente, acompanharia a evaporacdo. Segundo Brown, esse movimento seria
“dependente das préprias particulas” [68], estabelecendo assim o conceito de “molécula pri-
mitiva” da matéria viva. Contudo, a teoria de Brown [68] ndo descrevia efetivamente o
movimento entao denominado browniano.

O primeiro a expressar uma nog¢ao proxima a teoria do MB moderna foi Christian
Wiener, em 1863, concluindo que a origem do movimento nao poderia estar nem nas forcas
entre as particulas, nem nas diferencas de temperatura do fluido e tampouco na evaporacao.
Em 1865, Cantoni e Oehl, durante um ano de observacao, verificaram que o movimento das
particulas em meio a um fluido selado entre placas de vidro permanecia inalterado. Um
pouco depois, Caronelle atentou para o fato de que os movimentos internos sao devido ao
calor do fluido circundante, além das colisoes entre as moléculas do fluido e as particulas.
Resultados experimentais e argumentos que apoiavam a teoria cinética foram feitos por
Louis Gouy, em 1889, que predizia que o movimento era incessante e muito irregular, com-
posto por translacoes e rotagoes, tal que a trajetdria parecia nao ter tangente. Sempre
quando duas particulas se aproximam uma da outra, dentro de uma distancia menor que a
de seus diametros, ambas apresentam movimentos independentes, sendo que o movimento
¢ mais ativo quanto menores forem as particulas, independentemente da composicao e da
densidade das particulas. Além disso, o movimento é mais ativo quanto menor for a visco-
sidade do fluido e, também, quanto maior for a temperatura [69]. Em 1900, Louis Bachelier
desenvolveu precisamente toda a teoria do MB, porém aplicada a teoria de especulagoes no
mercado financeiro [70]. Aplicada as particulas em meio viscoso (MB propriamente dito), a

teoria surgiu de forma mais clara e precisa com os trabalhos de Einstein-Sutherland [1, 2],
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que passamos a discutir.
Willian Sutherland [2], em 1904, desenvolveu uma férmula para calcular a massa
molecular a partir de dados de difusdao. Para tanto, obteve uma expressao tal que a ve-
locidade de difusao de uma substancia através de um liquido variasse inversamente com o
raio r de sua molécula e inversamente com a viscosidade do liquido. Sutherland considerou,
a priori, uma molécula de um soluto movendo-se com velocidade v paralela a um suposto
eixo-x através de uma solugao diluida de viscosidade 7. Sendo F' a resisténcia dada ao
movimento da particula nesse fluido, que é expressa pela Férmula de Stokes:
1 +2n/ (pr)
1+ 3n/ (ur)’

onde p é o coeficiente de atrito dinamico. Entao, obtém-se uma constante positiva denomi-

F = 6munr (3.1)

nada constante de difusao D para N moléculas no estado de equilibrio,

__RT 1+ 3n/ (pr)
6mnrNal+2n/ (ur)’

(3.2)

sendo N4 o numero de Avogadro. Este resultado foi por ele obtido fazendo a igualdade

entre a Eq. (3.1) e a variacao da pressao osmética do soluto P, dada por

d d
@P = RT@C(IE),

onde ¢(x) é a concentragao de soluto em x e R é a constante dos gases.

Albert Einstein, entretanto, desenvolveu uma fundamentagao tedrica e uma for-
mulagao quantitativa precisa ao MB de acordo com a Teoria Cinético-Molecular de calor [1].
Seus argumentos podem ser divididos em dois: puramente matematico e fisico. No primeiro,
Einstein obtém a Equacao de Difusao (ED) a partir de uma dedugao probabilistica, calcu-
lando a distribuicao das particulas em um instante ¢ + 7* a partir de uma distribuigdo no

tempo t,
ap 0?
— =D—=p.
ot~ ox2’

Aqui p = p(x;t) é a densidade de probabilidade para que uma particula browniana esteja

(3.3)

em uma posicao x em um instante t. Note que a ED obtida por Einstein corresponde
exatamente a Eq. (2.11). Essa equacao é freqiientemente utilizada a fim de obter uma
primeira suposicao dos coeficientes de transporte de sistemas mais complicados.

Supondo que as particulas estejam inicialmente na origem, tal que p(z;0) = 6(z),

obtém-se

a1 |
plz;t) = W exp | — 7 (3.4)
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no espaco unidimensional, onde |z| é a distancia euclidiana = da origem e a Eq. (3.4) satisfaz
a Eq. (3.3).

A segunda parte dos argumentos, relaciona a constante de difusao a outras quanti-
dades fisicas. Supondo muitas particulas brownianas suspensas em um fluido, influenciadas
por uma forca externa! K em equilibrio dinamico. Entdo, Einstein demonstra que K ¢é
balanceada pelas forcas inerentes a pressao osmética da suspensao (suposicao também uti-

lizada por Sutherland). Assim,
- kT Oo

o Ot’
onde p é o numero de particulas por unidade de volume. Além disso, ¢ é uma funcao de

(3.5)

x tal que a variacao da energia livre desaparece para um deslocamento virtual arbitrario
dx da substancia suspensa, ou seja, 0F = §E — T'9S = 0; que sdo as mesmas consideracoes
aplicadas ao gas de moléculas em Teoria Cinética. Para N particulas, observe que a forca
devido a pressao osmética utilizada tanto por Einstein quanto por Sutherland sdo as mes-
mas; uma demonstracdo rigorosa sobre o uso da pressao osmética e sobre a féormula de
Stokes é encontrada nos trabalhos de Einstein, enquanto que Sutherland apenas faz uso das
mesmas.
Note ainda que, ao moverem-se pelo fluido, as particulas sofrem resisténcias devido
a fricgao, enquanto a forga K imprime a cada particula uma velocidade da forma K/(m~),
onde v é uma constante com dimensoes de freqiiéncia e m é a massa da particula browniana.
Ou ainda, pK/(m7y) particulas sdo transportadas por unidade de &rea por unidade de
tempo.
Caso somente a difusao esteja atuando, Einstein mostra que g pode ser considerado
como uma densidade de probabilidade, satisfazendo a ED, Eq. (3.3),
e _ 0%
ot Ox?’
tal que —D0p/0x particulas transponham uma unidade de drea por unidade de tempo
devido a difusdo. Entao, Einstein supde o caso limite com 7" — 0, obtendo
oK _ 0%
mey Ox?
Substituindo a Eq. (3.5) na tltima equagao, chega-se a Férmula de Einstein para

a difusdo:
kT

mry

D (3.6)

A forca K pode ser, p.ex., gravitacional, mas o argumento utilizado por Einstein considera K sendo
uma forga inteiramente virtual.
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Considerando a relagao de friccao de Stokes, m~y = 6wnr, temos que

p= ol
6mnr

Note que, fazendo p — oo na Eq. (3.2) obtém-se o mesmo resultado.

Com t > 7", ou seja, quando o sistema encontrar-se em equilibrio térmico, a
constante de difusao pode ser calculada (ou medida) em termos do deslocamento quadratico
médio,

lim (2%) = 2Dt, (3.7)

{00
com <x2> sendo a média estatistica de z2 sobre o ensemble.

Os argumentos de Einstein nao criaram uma teoria dinamica do MB; seus argu-
mentos apenas determinaram a natureza do movimento e o valor da constante de difusao
com base em algumas consideragoes. Apesar do trabalho de Sutherland ser anterior ao de
Einstein, o formalismo de Einstein é mais preciso, além de ser mais geral. Smoluchowski [71],
independentemente de Einstein e Sutherland, atentou para uma teoria dinamica e chegou a
Eq. (3.6) com um fator de 32/27 do lado direito. Ornstein e Uhlenbeck [72, 73, 74] também
obtiveram a relagao de difusao de Einstein, porém com um fator de 64/27.

Paul Langevin [54], em 1908, obteve a mesma relacao que Einstein. Além disso,
as analises desenvolvidas por Langevin sobre o formalismo da teoria browniana foram mais
gerais. Em particular, Langevin introduziu uma forga estocéstica (por ele nomeada como
sendo uma “forga complementar”) descrevendo as particulas brownianas em um espago de
velocidades, como no processo de Ornstein-Uhlenbeck, e suas posi¢oes como sendo a integral
temporal de suas velocidades; enquanto nos trabalhos de Einstein havia referéncia apenas
ao espaco de configuragoes. Langevin foi ainda um dos fundadores da teoria de equagoes

diferenciais estocasticas.

3.3 Equacao de Langevin Normal

Originalmente, a Equacao de Langevin classica descreve o movimento de uma
pequena particula com massa m imersa em um fluido com constante de friccao -, tal que
as particulas se movem com velocidade v(t) (ou momento linear p) em resposta aos efeitos
de colisao entre ela e as moléculas através de uma forca. Essa forca pode ser separada
em duas componentes: uma for¢a de arraste em conseqiiéncia do cardter viscoso do fluido
(—ymu(t)), que atua em uma longa escala de tempo (variavel lenta), e uma componente

de cardter aleatério (£(t)), que varia em pequenas escalas de tempo (varidvel rdpida). Na
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auséncia de forgas externas, a Equacao de Langevin Normal (ELN) pode ser escrita em
termos do momento linear p(t) = mo(t),

d

2 P() = —p(t) +£(2)- (3-8)
O processo estocastico p(t) é conhecido como processo de Ornstein-Uhlenbeck com um ruido

gaussiano £(t), com incrementos independentes e estaciondrios, além de média nula,

(@) =0, (3.9)

que satisfaz a condicao de estacionaridade.
Como £(t) e £(0) sao independentes, hd uma correlagdo temporal infinitamente

pequena tal que sua funcao de correlacao seja uma funcao delta de Dirac,

(E()E()) = cb(t = 1), (3.10)

onde ¢ é uma constante de proporcionalidade. Desse modo, as caracteristicas estatisticas
de uma ordem fixa nao variam com o tempo, i.e. a quantidade acima (£(¢)¢(¢')) depende
somente da diferenca de tempos t — /. Além disso, uma vez que o movimento da particula
browniana é devido as flutuacées do banho em equilibrio térmico no qual ela esté inserida,

entao, nao ha correlacao entre o ruido e a condigao inicial p(0), ou seja,

(p(0)f(2)) = 0. (3.11)

A partir dessas propriedades, o sistema browniano é caracterizado por ruido (inerente a flu-
tuacao) conhecido como ruido branco, pois — nao havendo correlagao das forgas estocasticas

— a transformada de Fourier da correlagao de ruidos é dada por

[ e (vt (€06 0) dt =,

que ¢ independente da freqiiéncia w. O ruido branco, entretanto, nao é um processo es-

tocdstico no sentido usual, ele surge da derivada generalizada de um outro processo

Lo = / e(tdt'

que é um processo estocastico no sentido de um processo de Wiener. Nesse caso, a ultima
integral deve ser entendida como um integral estocastica de It6. Um processo como £(t)
é, portanto, um processo estocastico generalizado, atuando como um mapeamento linear
continuo de fungoes infinitamente derivaveis no espaco de variaveis aleatérias definido em

algum espago de probabilidades [75].
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3.4 Teorema de Flutuacgao-Dissipacao

Consideremos que o fluido esteja em equilibrio e que cada amostra do contenha
uma copia da particula browniana com momento inicial p(0) (ensemble canonico). A partir

da ELN, Eq. (3.8), o momento linear em ¢ > 0 é dada por

zﬁt):=1K0)eXP(-—vt)4-eXp(-—7t)J£texr>Cvﬂ)S(f)dﬂ- (3.12)

Multiplicando a Eq. (3.12) por p(0), tomando a média sobre o ensemble e levando em conta
a condigao (3.11), segue que a fungao de correlagao do momento linear, como na Eq. (2.33),

Colt) = p(0)p(0) — (p(0) (p(0)) = [(8* () — (p(0))?] exp (1) .
No limite t — o0

Cp (t — 00) =0.

Esse resultado implica que, apés um tempo suficientemente longo (¢t > 1/7v), o sistema
ird perder a “lembranca” de suas condigoes iniciais. Em outras palavras, as condicoes de
mistura e ergodicidade sao satisfeitas. Além disso, o teorema de Doob [76] garante que um
processo gaussiano é markoviano se, e somente se, sua funcao de correlacao temporal é uma
func@o exponencial, como vimos acima. Portanto, o processo estocéstico p(t) é um processo
gaussiano-markoviano.

Agora, elevando a Eq. (3.12) ao quadrado, tomando a média sobre o ensemble e

levando em conta a condi¢ao (3.10), segue que

FO) = 0 O) e (-200) + e (-200) [ t / Cexp [y (€ + )] (¢ () € (¢')) dt"at
0 Jo
= (FPO)ep (=210 + 5 [1 e (-21)]. (3.13)

Até o momento desconhecemos o valor da constante c¢. Entretanto, podemos identifica-la
no estado de equilibrio termodinamico ¢t > 1/y ~ 7%, tal que toda informacao sobre a
condigao inicial p(0) terd desaparecido. Entao, tomando o limite ¢ — oo sobre a Eq. (3.13)

e relacionando esse resultado ao Teorema de Equiparticao da Energia,
(p* (t — 00)) = - mkpT,
2y

segue que,

¢ =2m~kpT. (3.14)
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Desse modo, o Teorema de Flutuagao-Dissipacao (TFD), Eq. (3.10), pode ser escrito como
(E(t)E()) = 2mykpTs(t —t'). (3.15)

O TFD ainda pode ser obtido a partir da FDP no espago dos momentos lineares,

p(p;t), a qual deve satisfazer a equagao de Fokker-Planck, Eq. (2.9),

o . _ 0 Dy 9 .
ap(p,t) = <7p+ 5 ap)ﬂ(p,t), (3.16)

onde D, é a constante de difusao nesse espago. Note que a equacao acima é a ED, Eq. (2.11),
com um termo adicional associado a friccao dinamica no espago de momentos lineares. De

modo geral, D, estd relacionado ao ruido de acordo com a equagao

D, = [ (ewepar=c.

Como p(t) é um processo gaussiano, a solucao estaciondria da solugao da equagao de Fokker-
Planck, Eq. (3.16) deve ser uma FDP do tipo:
1

o= (—L1 2 P
pP) = 2rmkgT P 2omkgT |~

Substituindo a equagao acima na Eq. (3.16) temos que

D, = c=2mykgT

B Qm;BT /OOO (€(t)€(0)) dt.

Note que a constante de friccao é intrinsecamente relacionada a dependéncia temporal da

y

forca aleatéria no sistema em equilibrio. Portanto, a constante de friccao v é responsavel
pela dissipagao de energia, enquanto que a forca flutuante () introduz energia no sistema.

Desse modo,
(€(t)€(0)) = 2m~ykpTd(t) (3.17)

consiste em um balanceamento detalhado de modo a manter fixa a energia cinética da
particula com o reservatério térmico. A Eq. (3.17) é uma primeira versao para o TFD.
3.5 Difusao e Regimes Difusivos

A relagao obtida por Einstein-Sutherland (Eq. (3.3)), assim como a ELN (Eq.

(3.8)), prediz apenas um dado tipo de difusao cuja variancia da posigao evolui com o tempo,
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quando tomada no equilibrio termodinamico,

lim [<x )) — <m(t)>2} ~t,

t—o0
que ¢ conhecida como difusao normal. Entretanto, outros regimes difusivos foram demons-
trados [3, 159, 6], sendo que seus comportamentos nao se manifestam de modo linear, como
ocorre na difusao normal. Essas difusoes sao denominadas difusoes andmalas e podemos
classifica-las como: subdifusao e superdifusao. Podemos ainda expressar esses regimes di-

fusivos como

lim [<m2(t)> - (x(t)>2] ~ 19, (3.18)

t—o00

onde « é o expoente de difusao, tal que

o <1 , Subdifusao;

a =1 , Difusao Normal;

o >1 , Superdifusao.
Por definigdo a > 0, pois — em caso contrario — estariamos tratando de processos de con-
tracao que gerariam um colapso em um ponto de singularidade em tempos posteriores ao

tempo de relaxacao.

3.5.1 Regimes difusivos e a correlagao do momento linear

Considere z(t) como sendo a funcao da posigao de uma dada particula browniana

/ t)dt'.
m

Multiplicando x(t) por sua derivada temporal, @(t) (£(t) = dx(t)/dt), e — em seguida —

em um intante ¢:

tomando a média sobre o ensemble, temos que

1d
&(t)x(t ) dt’.
(000 = 3 (20) = 4 [ (ploms
Desde que a ultima equacao seja valida para qualquer tempo ¢, no limite ¢ — oo, temos que

th;CZ [(22(0)) — {w()?] = Jim —/ Ot —t')dt = m2/ o (3.19)

t—o0 m2
O terceiro termo é obtido fazendo uma mudanca de varidvel e C)p(t) equivale a fungao
correlagao do momento linear. Agora, substituindo a derivada temporal da Eq. (3.18) em

(3.19), chegamos a
. 0 , Subdifusao (o < 1);
/ Cp(t)dt = { constante , Difusdo Normal (o =1); (3.20)
0

00 , Superdifusao (a>1).
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Assim, obtemos a relagdo de Kubo [42, 43] para a constante de difusao generalizada,

=— / Cy( (3.21)

que assume os valores da Eq. (3.20).

3.6 Equacao de Langevin Generalizada

Os trabalhos de Einstein-Sutherland [1, 2] e Langevin [54] forneceram os principais
fundamentos as aproximagoes de processos estocasticos. Seus estudos sao baseados em uma
estrutura de passo aleatério (random walk) cuja validade é restrita a processos markovianos
nao correlacionados. No entanto, os fendmenos de difusao andémala correspondem a pro-
cessos nao-markovianos?. Para esses processos, realizar uma separacao da escala de tempo
¢ uma tarefa demasiadamente complicada, sendo requerida uma descricao mais detalhada
dos aspectos dinamicos, o qual inclui também escalas de tempo intermediarias. Uma das
formas de incluir essas escalas de tempo é reescrevendo o segundo termo do lado direito
da ELN, Eq. (3.8), de modo a incluir um termo de memoria. A dissipagao, portanto, serd

representada por um ntcleo (kernel), ou seja,

t) — /Ot Lt —t)p(t)dt'.

Entao, na auséncia de forcas externas, a equacao resultante é conhecida como Equacao de

Langevin Generalizada (ELG) [77, 78]:

= [ et + <. (322)

onde T'(t) é a Fungao Memoria, que atua como uma fric¢do generalizada. Obviamente se
I'(t) = 2v6(t) a ELG se reduz a ELN, que representa o limite 6hmico (ruido branco) [79].
O ruido em um dado instante ¢ estard correlacionado com o ruido em outro momento ¢,
tal que as informagoes da evolugao do sistema serao armazenadas na Funcao Memdria, que
influenciard o movimento da particula em um instante ¢ qualquer. Aqui o ruido £(¢) é um
processo estocastico generalizado com distribuicao gaussiana, o qual satisfaz as seguintes

condigoes:

() =0 (3.23)

(p(0)¢(¢)) = 0. (3.24)

2 ~ . ~ . s. . ~
Processos nao-markovianos sao aqueles cujos eventos aleatérios em um instante ¢, com relacao temporal
discretizada, sdo influenciados por eventos precedentes em um tempo ¢’ qualquer.
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3.6.1 Solucao da ELG

Definicao (Transformada de Laplace) Seja f(t) uma fungao definida em 0 < ¢ < oo, onde

t e f(t) sao reais, a transformada de Laplace de f(t), f(z), é definida como [44, 80]

f(z) = /000 f(t)exp (—zt) dt. (3.25)

Teorema 2 (Teorema do Valor-Final) Suponha que f seja continua no intervalo (0,00) e
de ordem exponencial® \ com derivada f' continua por partes em [0,00) e, além disso, que

o limite lim;_, f(t) exista. Entao,
tlim f(t) = lir% 2f(2) (z real), (3.26)
onde f(z) € a transformada de Laplace de f(t) (Eq. (3.25)).

A partir da transformada de Laplace da ELG e, em seguida, aplicando a transfor-

mada de Laplace inversa, obtém-se

t
p(6) = pO)R() + | €@~ t)ar. (327
0
onde a funcdo R(t) é a Funcao de Relaxacao [42, 81] e sua transformada de Laplace ¢ dada
por:

~ 1

R(z) = ————. (3.28)
z+T(z)

Esse resultado é muito significativo devido a Condicao de Mistura (CM), a qual estabelece a
conexao entre as propriedades dinamicas e as condigoes iniciais do sistema devido a variavel
estocdstica p(t). Para uma dada Fungao Memoria, caso venhamos a obter a solugao analitica
para a transformada de Laplace inversa da Eq. (3.28), imediatamente obtemos a solucao
analitica para ELG e, por consegiiinte, estaremos aptos a estudar a dinamica dos fenémenos

nao-markovianos em qualquer instante t.

3.7 Regimes difusivos e a Funcao Memodria

Multiplicando a ELG, Eq. (3.22), por p(0) e tomando a média sobre o ensemble
em equilibrio, chegamos a

G BOp() = = [ Tt~ ) o)) dt' + (pO)E(D) (329)
0

3A funcio f(t) tem ordem exponencial A se existir constantes M > 0 e A para algum to > 0, tal que

|f(t)] < M exp(At), t > to.
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onde o dltimo termo ¢ igual a zero devido a condigao (3.24). A partir da Eq. (3.29) e da
média sobre o ensemble da ELG, multiplicada por (p(0)), obtemos

@ (p0)p(0)) ~ (O p(1)] = - /0 I (t— &) [(pO)p(t))) — (p(0)) (p(t'))] dt’

ou simplesmente

d t
ECp(ze) = —/ Lt —t)Cp(t)dt'. (3.30)
0
Tomando a transformada de Laplace da expressao acima,
- C (0) -
Cp(z) = —+— = C,(0)R(2). 3.31
W) = s = GORE) (331)
Aplicando a transformada de Laplace inversa,
Cp(t)
R(t) = =2, (3.32)
Cp(0)

A dltima expressao corresponde a correlacao de p(t) normalizada, como vimos na Segao 2.4,
a qual descreve a relaxacao dos sistema as condigdes iniciais. Note, entretanto, que R(0) =
C(0)/Cy(0) = 1.

Pela definigao da transformada de Laplace, Eq. (3.25), podemos escrever C'p(O)

como sendo

Cy(0) = lim, Cp(z) = / Cy(t)dt. (3.33)

zZ— 0

A partir das Egs. (3.20), (3.31) e (3.33), chegamos a
D = lim GO _ 1 _ GO : (3.34)

=0 m? z4+T(z) m20(0)

Com isso, podemos relacionar f’(O) com o tipo de difusdo sofrido por um dado sistema.

Comparando esse resultado a Eq. (3.18), temos que

00 , Subdifusao.
['(0) =14 cte #0 , Difusio Normal. (3.35)
0 , Superdifusao.

Portanto, conhecendo a Fungdo Memoria, podemos predizer em qual regime difusivo um
sistema se encontra. Esse resultado, obtido primeiramente por Morgado et al. [14], demons-
tra a independéncia no processo de tipificacao dos fenémenos difusivos com as correlagoes
de longo alcance [82], podendo existir sistemas altamente correlacionados possuindo difusao
normal, desde que a integral da Funcao Memoéria em todo o tempo convirja para um valor

nao nulo.
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Das expressoes (3.18), (3.19) e (3.20) obtém-se
D ~ 7t (3.36)

Utilizando a relagao entre D e a Fungao Memoria, Eq. (3.34), tal que

D = lim Cp~(0) = lim C;p—(o),
=0m2T(z)  t—eom?2 [[T(¢)dt!

e fazendo uso da Eq. (3.36), chegamos a

a—1
~Y

t=oo [T (t')dt
Observe que os limites t — oo e z — 0 na transformada de Laplace estao conectados e
nao devem ser vistos separadamente. Desse modo, invertendo a equacao acima e fazendo
t =1/z, obtemos
lir% [(2) ~ cz”, (3.37)
Z—>
onde ¢ é uma constante de proporcionalidade adimensional e

a=v+1. (3.38)

A dltima expressao permite estabelecer uma classificagado direta da difusao a partir da
memoria [14]. Esse resultado é de fundamental importancia e vem sendo usado na literatura
em diversas situagoes, como p.ex., motores moleculares [83], processos de crescimento [84],

entre outros [85, 86, 87].

3.7.1 Regimes superdifusivos

Aqui, vamos classificar os sistemas superdifusivos (a > 1). Estabeleceremos assim
os limites para a difusao balistica.

A partir do TVF, Eq. (3.26), obtemos

z

lim R(t) = lim 2R(2) = lim ——=—. (3.39)
t—00 z—0 2—0 z + F(Z)
Essa relacao, entretanto, pode ser reescrita como sendo
1
lim R(t) = lim ————. (3.40)
t—00 z—0 F(z)
1+ —
z
A partir da Eq. (3.37), obtém-se
r
lim D) & g, (3.41)
z—0 Zz

onde b é uma constante de proporcionalidade. De modo geral, os processos de superdifusao

passam a ser classificados como [15]:
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Sub-balistico

Nesse caso 0 < v < 1, tal que

r
lim ﬁ = 00,
z—0 z

implicando em um regime onde R (t — 00) = 0, i.e. no equilibrio o sistema estara desvin-
culado de suas condigbes iniciais inerentes a p(t). Observe que a CM também é assegurada
nos regimes subdifusivo e de difusdo normal; basta utilizar I (z — 0), Eq. (3.35), na Eq.

(3.39).

balistica

Nesse caso v = 1, tal que

r
lim ﬁ =0b. (3.42)
z—0 z
Para o regime balistico, entretanto,
lim R(t) # 0.
t—o0

Isso representa a violagao da CM, que discutiremos melhor na Secao 3.9. Para valores v ~ 1
o processo de relaxacao pode ser muito lento. Além disso, o valor maximo assumido por v

61 [39].

3.8 Teorema de Flutuacao-Dissipacao Generalizado

Considere um sistema fisico isolado, composto por particulas brownianas intera-
gindo com as particulas de um suposto reservatério térmico, inicialmente em equilibrio
térmico. Nesse caso, torna-se necessario impor uma condi¢ao apropriada sobre o ruido
estocastico £(t) tal que o sistema permaneca em equilibrio. Com isso, todas quantidades
fisicas devem permanecer praticamente constantes, com valores médios iguais, de modo que
a energia média total serd uma constante e podera ser representada através do momento
quadratico médio.

Supondo uma particula browniana em equilibrio com seu reservatério térmico,

podemos dizer que

() = (#*(0)) = ()., (3.43)
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onde a quantidade <p2>eq estd associada a temperatura do banho através do Teorema da
Equipartigao de Energia. Além disso, a Eq. (3.43) implica na Condigao de Estacionaridade

d(p(t))

pr 0 comt >0, (3.44)

em virtude do valor médio de p?(t) ser constante no tempo.
Aqui, obteremos o Teorema de Flutuagdo-Dissipacio Generalizado (TFDG)* a

partir da solugao da ELG, Eq. (3.27), que a reescrevemos como sendo

p(t) = p(0)R(1) + /0 Rt — ) dw(t), (3.45)

onde w, proveniente de

dw(t) = £(t)dt,

é um processo estocastico correlacionado com incrementos estacionarios. Podemos reescre-
ver também a relagdo de R(t) como uma equacao de Voltera, dividindo a Eq. (3.30) por

Cp(0) e langando mao da Eq. (3.32),

dR(t)

—=- /0 t Rt —")dt'. (3.46)

Elevando a Eq. (3.45) ao quadrado e calculando a média sobre o ensemble, temos que

(P*(1)) = (p*(0)) R2(t) + g(t), (3.47)

onde
g(t) = /0 /0 R(t"R(") (dw(t")dw(t")) . (3.48)

Obtém-se a ltima expressao usando a hipdtese de que o ruido nao é correlacionado com a

condigao inicial, condicao (3.24). Entao,
t t t
/R(t—t’)dw(t’):/ R(t’)dw(t—t’):/ R(t")dw(t"), (3.49)
0 0 0

onde dw é o incremento estacionério, o qual nos permite escrever dw(t — t') 4 dw(t'),
onde o sfmbolo £ denota a igualdade em distribuicoes de probabilidade. Devido a essa
estacionaridade, espera-se que a correlacao desse processo seja uma funcao temporalmente
dependente, dada por

(dwt')dw(t")) = ¢(t — t')dt'dt", (3.50)

4Outras discussoes sobre esse resultado podem ser encontradas em nosso trabalho [88].
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onde ¢ é uma fungao par. Substituindo a equagao acima na Eq. (3.48) e usando a simetria

temporal de ¢, obtemos

t ot
g(t) = / / R(YRA"p(t' —t")dt dt". (3.51)
0 Jo
Entao, tomando a derivada da Eq. (3.47), com ¢(t) dado pela Eq. (3.51),

dR(t)

(1), RO + Re) [ Rt~ )it =0, (3.52)

A partir da Eq. (3.46), podemos substituir o termo dR/dt na expressao acima pelo termo

integral, resultando em

R(t) /0 R(t) [¢(t—t’)—<p2>eql‘(t—t')] dt’ =0, (3.53)

que é bem definida para todo ¢ e R(t). Isso implica que
o) = (v2),, T(0). (3.54)
A partir da fungdo ¢ obtida acima, finalmente podemos escrever o TFDG como
(dw(t)dw(t")) = (p*),, D" —t")dt'dt", (3.55)

ou simplesmente
(EWEE)) = (b7, Tt~ 1), (3.56)

A dltima equacao mostra que o TFDG é relativo ao valor médio de equilibrio
<p2>eq. De fato, a condicao sobre a correlagao de ruido é muito importante para o balanco
de energia do sistema em equilibrio térmico. E interessante notar que esse formalismo nao
mostra como o sistema evolui para o equilibrio. Mais adiante, Segao 4.5, abordaremos

melhor esse problema.

3.9 Violacao de mistura, ergodicidade e TFDG

Vimos na demonstracao do TDFG a necessidade de verificar qual é o valor para
<p2 (t)>, Eq. (3.43). Naquela ocasido, associamos essa grandeza ao Teorema de Equipartigao
da Energia e, assim, demonstramos o TFDG. Agora, faremos alusao ao cédlculo da evolugao
temporal para o momento linear quadratico médio, desenvolvido primeiramente por Costa

et al. [89] e, por consegiiinte, faremos a conexao com a CM e a Hipétese Ergddica (HE).
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A partir das Eqgs. (3.47) e (3.48), temos que

(P*(t)) = (P*(0)) R*(t) + (p?),, / / — t"YR(R(")dt'dt". (3.57)

Em virtude desse resultado ser geral e fundamental para os demais resultados, iremos re-
solver a integral dupla que aparece em (3.57). Colocando em evidéncia os termos a serem

integrados em dt”,

/0 t /0 tI‘(t'—t'/)R(t/)R(t”)dt’dt” = /0 t R(t) [ /0 tF(t’—t")R(t”)dt”] dt',

podemos reescrever o resultado acima como sendo

/0 t R(t")

Invertendo a ordem de integracao do iltimo termo, temos que

/0 tR(t') [ /t tr(t’ — t”)R(t”)dt”} dt = /0 ' R(")

Sendo a meméria uma funcao par, é facil ver que os dois termos de (3.58) sao idénticos.

/0 tlF(t’—t”)R(t”)dt” dt' + /O tR(t’) [ /t tP(t’—t”)R(t”)dt”] dt’.  (3.58)

t//
/ r — t”)R(t’)dt’] dt".
0

Entao,

// C VYRRV dt d — /OtR(t')

Substituindo a Eq. (3.32) na ultima expressao, obtém-se

/ o t”)R(t”)dt”] i (3.59)
0

t 24!
GP0) = PO) B0 -2 (), [ 5T .
Finalmente, lembrando que R(0) = 1,
B0 = (p(0) R0) + (52),, [1 - F(0)] (3.60)

Esse resultado é deveras significativo, pois a partir dele podemos melhor avaliar a evolucao
temporal do momento quadratico médio.
Como ja discutimos no Segundo Capitulo, para que o sistema atinja o equilibrio

termodinamico, tomamos o limite ¢t — oo aplicado a Eq. (3.60), obtendo

lim (p*(1)) = (p?),, + | lim R(t } [(20) = (7)., (3.61)

t—o00 t—o00
Para que a HE seja satisfeita, Eq. (2.32), primeiramente devemos ter que a CM também
seja, i.e.

lim R(t) =

t—o0
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Vimos na Se¢ao 3.7 que em todos os regimes difusivos R(t — oo) = 0; exceto para o caso
balistico, em que (Eq. (3.42))
lim R(t) =k # 0, (3.62)
t—o0

com k sendo uma constante finita. Portanto, havendo a violacao da CM. Supondo ini-
cialmente o sistema fora do equilibrio, i.e. <p2(0)> =+ <p2>eq, a partir das Eqgs. (3.61) e
(3.62), vé-se que a média de p?(t) no limite t — oo é diferente da média sobre o ensemble
no equilibrio. Conseqlientemente, a HE é violada. Dito de outra forma, para uma dada
energia, uma distribuicao de equilibrio nao serd alcancada apenas pelas consideragoes do
espaco de fase, visto que nem todos os estados estao acessiveis, havendo assim uma restrigao
a0 movimento nesse espago.

A partir das Egs. (3.37) e (3.39), R(t — o0) # 0 para v > 1 e — portanto — a CM

nao é valida. Para v = —1, conforme vimos na Secao 3.5, temos que @ = 0. Nesse caso,
podemos escrever
~ ki
I'(z) =2, (3.63)
z

onde ky ¢ uma constante de proporcionalidade. A transformada de Laplace inversa nos
da T'(t) = ko. Note que um valor constante para a Funcao Meméria produz um termo de
oscilador harmonico o qual restringe o movimento da particula a uma regiao bem localizada,

de modo que nao hé fenémeno de difusdo. Além disso, a partir da Eq. (3.28), temos que

R(t) = cos < k:ot) .

Podemos ver que essa funcao de correlagao possui um tempo de relaxacao infinito, e — por
consegiiinte — a CM e a HE sa@o violadas. Em conseqiiéncia desses fatos, a CM e a HE
somente serao asseguradas em processos difusivos para —1 < v < 1, que corresponde a

O<a<?.

3.10 Comportamento nao-exponencial

Existe um grande nimero de fendmenos onde o sistema nao relaxa imediatamente
para o equilibrio. Esses fenomenos apresentam relaxagdo mais comumente descrita por
funcoes tipo lei de poténcia (t/ 7'V_1)”_1 ou exponencial esticada exp [—(t/ ) ], de modo
que o estudo de processos anémalos de relaxacao tem gerado resultados com caracteristicas
similares aquelas encontradas em sistemas com difusdo andémala, como p.ex. em sistemas
coloidais super-resfriados [90], vidros e gases [91, 24, 92, 93], proteinas hidratadas [94],

crescimento [95], redes de vértices desordenadas em supercondutores [4] e plasmas [96].
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Existem dois métodos principais de caracterizagao dessas relaxacoes: a abordagem
de derivadas fracionérias [97, 98, 99] e o método de recorréncia de Lee [100] aplicado &
Equagao de Mori [101]. Aqui, apresentaremos um formalismo alternativo para calcular a
funcao de correlacao em processos difusivos descritos pela ELG®.

Para um sistema descrito pela ELG, Eq. (3.22), a evolugao depende do ruido o qual
conduz a particula browniana. Considerando um banho térmico composto por osciladores

harménicos, podemos escrever o ruido como [14]

m/\/pr cos(wt + p(w))dw, (3.64)

onde p, é a densidade espectral do ruido e ¢ é uma funcao aleatéria de fases, definida

§(t) =

no intervalo 0 < ¢ < 27. Um estudo sistemético sobre densidade espectral [16] tem de-
monstrado que ela apresenta um papel fundamental na descricao de processos estocasticos.
Segue desse estudo que, para analisarmos qualquer regime difusivo, a condi¢ao dada pela

Eq. (3.37) pode ser reescrita de uma forma mais geral:
[(z) ~ 707127, (3.65)

onde 7, é 0 tempo transiente.
Por sua vez, a Fungao Memoria I'(¢) pode ser facilmente obtida através do TFDG,
Eq. (3.56),
I'(t) = /pr(w) cos(wt)dw, (3.66)

de tal forma que a média anula os termos aleatérios, resultando que a Funcao Memoria é
uma fungao par deterministica. No entanto, a transformada de Laplace da meméria, I'(z),
¢ uma funcao impar em z; conseqiientemente, R(z) também é uma funcao impar em z. Isso

implica que a transformada de Laplace inversa R(t) é uma funcao par de t,
R(—t) = R(1). (3.67)

Assim, para estudarmos processos de relaxacao, torna-se necessario conhecer R(t),
que pode ser calculado analiticamente em alguns casos restritos e, de modo geral, numeri-
camente. De fato, considerando a simetria de reversao temporal [103] e a discussao acima,
resulta que a funcao de correlacao deve ser par.

Vamos expor agora a condicao sob a qual é possivel se obter um decaimento tipi-

camente exponencial, que ocorre em certas circunstancias para a difusao normal. De modo

®Qutras discussdes podem ser encontradas em dois de nossos trabalho de revisdo [17, 102].
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geral, temos que a friccao é dada por

o0

v o= lir% [(z) = liH(l) exp(—zt)I'(t)dt
zZ— zZ— 0

= lim pr(w)/ exp(—zt) cos(wt)dtdw
0 0

z—0

z

oo ' T
= /0 pr(w) lim mdw = 5/r(0). (3.68)

Conseqiientemente, a friccao na ELN nao é nada mais que a densidade espectral para baixos
modos. Advém desse resultado que a condi¢ao dada pela Eq. (3.65) para determinar o

expoente «, Eq (3.38), nos permite escrever a densidade espectral de ruido no limite w — 0

como sendo

lim p,(w) =~ WP, (3.69)
w—0
de modo que,
, <1
17 ﬁD > 1

Esse resultado nos mostra que a densidade espectral de ruido descrita na forma de lei de
poténcia pode produzir somente difusdes na regiao 0 < a < 2. Portanto, movimentos
difusivos além do balistico nao sdo permitidos.

A partir dos resultados obtidos nas Segbes anteriores, é previsivel que a correlagao
para a difusao balistica nao venha a decair exponencialmente para o equilibrio. Além do caso
balistico, veremos a seguir que qualquer regime anémalo de difusao pode ser representado
por um decaimento nao-exponencial. Recentemente, Vainstein et al. [16] demonstraram
que, mesmo para difusdo normal, é possivel mostrar a existéncia de pelo menos trés escalas
temporais de relaxacao. Para uma Funcao Memoria par arbitraria, o sistema pode assumir
um comportamento mais complexo, o qual requer uma descricao detalhada sobre os proces-
sos de relaxacao. A maioria dos sistemas que violam ergodicidade apresentam algum tipo
de dindmica lenta. Por exemplo, Mukamel et al. [104] mostraram que sistemas de Ising com
interagoes de longo alcance exibem um tempo de relaxacao que diverge logaritmicamente
com o tamanho do sistema.

A partir das Egs. (3.28) e (3.65), obtemos através da transformada de Laplace

_ (%)11 , (3.71)

que é uma aproximacao valida para t > 7p = wBl, onde wp é uma freqiiéncia de corte de

inversa

R(t) ~ E1_,
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Debye. Aqui, E)(t) é a fungao de Mittag-Leffler [105, 97, 106], definida pela série

Ex(t) = l;) VESIE (3.72)

onde Fp(t) é a funcdo Gama. Para A inteiro, temos alguns valores de Mittag-Leffler: Ey(t) =
1/(1—t), By(t) = exp(t) e Fa(t) = cosh(v/t). Dessa forma, a fungdo de Mittag-Leffler [105,

97] apresenta um comportamento transiente que vai desde uma exponencial esticada para

B (;)1] ~ exp [_ (})1] , (3.73)

até uma lei de poténcia inversa para tempos longos,

_ (%)11 N (Ty’;)H. (3.74)

Essa tltima expressao representa v no intevalo (0,1), onde obtemos uma constante de

tempos curtos,

El—u

El—u

difusao infinita, a qual retrata os regimes superdifusivos [14]. Para v = 0, a fungao de
Mittag-Leffer é a funcao exponencial e, nesse caso, 7o = 7*. Os casos limites correspondem
av=1ev=—1. Nesse dltimo caso, vimos na secdo anterior que I'(z) = ko/z e R(t) =
cos(vkot), que estd de acordo com Es(t) no caso em que o argumento é negativo. Como
vimos naquela ocasiao, nao héa difusao.

Podemos representar os demais regimes difusivos assumindo uma densidade espec-

2y ( w >5D
— | — , w<wp
pr(w) = T \WD

0, w > wp

tral na forma [14]

(3.75)

A partir dessa expressao é possivel obter a Funcao Meméria [14, 15] lancando mao da
transformada de Laplace. Partindo da Eq. (3.75) com v = p = 0 e wp finito, a difusdo

serd normal, embora o ruido seja colorido. Utilizando esse ruido na Eq. (3.66) obtém-se

27 sin(wpt)
I't) = ————=. 3.76
(1) = 2= (3.76)
Aplicando a transformada de Laplace, chegamos a
~ 27y wp
I'(z) = 2L arct (—) , 3.77
(2) — arctan { — (3.77)

que corresponde ao mesmo tipo de meméria que aparece em modelos de gés de elétrons [107].

Na escala de tempos curtos, dada por ¢ < 7p, o primeiro termo na expansao Eq. (3.73) é

R(t) ~ cos(wpt), (3.78)
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Figura 3.2: Gréfico do tempo transiente 7, em fungao do indice v para valores wp /v igual
a 2, 5, 8 e 10. Note que o crescimento do ponto de maximo se dd a medida que a razao
wp/vy aumenta.

onde wp = /I'(0). Nesse caso particular, I'(0) = 2ywp /7 introduz a escala de tempo inter-
medidria 77 = wy U v/ToTp. Na escala de tempos longos, ¢t > 7p, ou — equivalentemente —
z < wp, entdo I'(z) ~ T'(0) = 7. Portanto, da Eq. (3.28) obtém-se R(t) ~ exp(—t/7), com
70 = v~ L. Esse resultado é equivalente ao obtido da ELN, que pode ser obtido a partir do
caso limite wp — oo.

Para difusao andmala, a partir da relacdo para tempos curtos, Eq. (3.73), o
primeiro termo na expansao leva a um resultado idéntico & Eq. (3.78), porém com

wzngUD
Yool +v’

(3.79)

de modo que, quanto maior for o valor de v, mais lenta serd a relaxagao. Assim, a partir

das Eqgs. (3.73) e (3.79) os tempos transientes sao dados por

r=n (L) e () - (3.50)

que correspondem a tempos transientes para a transicdo do comportamento de uma expo-
nencial esticada ao comportamento de lei de poténcias.
Na Fig. (3.2) nés apresentamos o tempo transiente 7, em funcao de v para varios

valores de wp/v. Para a distribui¢cdo normal, 79 = 1/, o tempo transiente é equivalente
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ao tempo de relaxacao. Note que o maximo aumenta com wp /. Para uma ampla faixa de
ruidos (wp/v > 1), o tempo transiente torna-se muito mais intenso quando v se aproxima
dev=1.

Para uma ampla faixa de densidade espectral de ruido, v/wp < 1, e intervalos

de tempos suficientemente longos ¢ > !

é possivel decompor a Eq. (3.46) para obter um
decaimento exponencial na forma R(t) = exp (—7t), que conduzird o sistema ao equilibrio,
tal que R(t — o0) — 0.

Muitas das situacoes experimentais onde os processos de relaxacao anoémala estao
presentes surgem em estruturas complexas, nao-lineares e em estado fora do equilibrio, tais
que o balanceamento detalhado nao é assegurado. Bons exemplos podem ser encontrados
em gases super-resfriados [108] e em sistemas vitreos [109, 110]. Esses sistemas aparente-
mente nao possuem uma solucao analitica trivial. Por outro lado, os processos difusivos

podem apresentar uma solucao bastante representativa para os valores médios, auxiliando

na interpretacao e obtencao das propriedades daqueles sistemas.
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Capitulo 4

Segunda Lei da Termodinamica e
nao-gaussianizacao em difusao

balistica

4.1 Introducao

A Difusao Balistica (DB) ¢ um fenémeno limite o qual estd na fronteira entre os
processos estocésticos descritos pela ELG e os processos hidrodinamicos [111]. Do ponto de
vista da fisica estatistica, a DB tem apresentado algumas propriedades surpreendentes, como
a violacao da Condigao de Mistura (CM), Hipétese Ergddica (HE) e do TFDG [15, 112].

A violagao da HE, assim como do TFDG, tem sido amplamente discutida nos
ultimos anos em diversos sistemas [113, 114, 16], incluindo sistemas dindmicos ativados [112].
Nesse contexto, é importante estar seguro de quais leis e formalismos podemos contar
quando se trata de fenomenos limites.

A necessidade de descrever a DB se deve principalmente a evolucao da nanociéncia
que, cada vez mais, vem se utilizando de dispositivos caracterizados por esse tipo de trans-
porte. Exemplos de DB sao encontrados nos estudos sobre: ruidos eletronicos em sistemas de
baixa dimensionalidade, em particular condutores mesoscopicos, que apresentam um regime
balistico mediante a inje¢ao de um fluxo de elétrons com uma distribuicao de Poisson [112],
na presenca de interagoes coulombianas de longo alcance; motores moleculares [115, 116],
que se assemelha ao mecanismo de um dispositivo tipo escapo, observado em relégios, e

que ¢é obtido sujeitando uma particula cldssica a um potencial unidimensional composto de



4.2. Corrente residual 47

dois componentes espacialmente periédicos e idénticos, sendo que um deles é externamente
dirigido por uma forga aleatéria; fios quanticos [11] e nanotubos de carbono [12] cuja estru-
tura residual e/ou a desordem quimica, presentes na composigao desses dispositivos, nao
afetam o movimento das particulas (elétrons). Nesse ultimo caso, foi demonstrado que a
propagacao de elétrons em nanotubos de carbono é caracterizada por um regime balistico
largamente livre de dispersao, sobre distancias de milhares de dtomos [117, 118].

Neste Capitulo, apresentaremos um dos principais resultados desta tese, o qual
pode ser encontrado na Ref. [119]. Além do conceito de temperatura efetiva, demonstra-
remos que todos regimes difusivos 0 < a < 2 podem ser descritos através de uma FDP de
probabilidades gaussiana de varidvel dinamica, independente das condicoes iniciais. Para
o transporte balistico, entretanto, demonstaremos que um processo nao-gaussiano ocorrera
sempre que as condicoes iniciais forem nao-gaussianas; conseqiientemente o Teorema do Li-
mite Central (TLC) nao poderd ser aplicado. Demonstraremos ainda que a entropia cresce,
porém sem alcangar um maximo global, que significa que o sistema nao atinge um equilibrio
termodinamico. As demonstracoes desses resultados sao gerais, sendo validas desde que a

densidade espectral de ruido seja definida como uma fungao par e nao-negativa.

4.2 Corrente residual

A partir da média sobre o ensemble da solugao da ELG, Eq. (3.27), obtemos que

(p(t)) = (p(0)) R(t) (4.1)

Esse resultado é muito importante desde que o sistema tenha um conjunto inicial de valores
tal que (p(0)) # 0. Isso implica que, na violacao da CM, a corrente efetiva J.¢(t) assume

um valor de equilibrio nao nulo:

Jef(t — 00) = JoR(t — 00) = (4.2)

140
onde Jy = (p(0)). Note que, nos demais regimes difusivos a corrente cessa no equilibrio
termodinamico, ou seja, Je¢(t — 00) = 0.

A estacionaridade dessa corrente pode ser verificada através de

d -
lim = J,p(t) = lim 2 [zR(z) - 1} Jo.

t—oo dt z—0

Substituindo a Eq. (3.28) na expressao acima e considerando a relagao (3.37), obtemos que

d
lim — t)=0.
M, gy tes () =0
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Portanto, a corrente do sistema decai para um estado estaciondrio até um valor
Jeg, persistindo indefinidamente nessa situacao, mesmo na auséncia de campos externos,
como em um supercondutor ou superfluido. Entretanto, a corrente efetiva .J.; pode ser

muito pequena quando comparada & Jy, dependendo apenas do valor de b (ver Eq. (3.42)).

4.3 Segunda Lei da Termodinadmica

4.3.1 Temperatura efetiva

Em um sistema em equilibrio, a temperatura influencia nao apenas as médias das
propriedades do sistema, tais como a pressao ou a sua densidade, mas também controla
as flutuacoes em torno de um valor médio. No entanto, em sistemas desordenados fora
do equilibrio, a temperatura nao é bem definida e as flutuagoes podem ser de origem nao-
térmica. A idéia de uma temperatura efetiva é muito 1til nesse caso, podendo controlar
certas propriedades reolégicas!, além da dinamica de processos de relaxacio lenta.

Ao inserir um suposto termometro em um sistema [120], o ruido atua como uma
bomba de energia sobre ele. Isso ocorre devido as irregularidades das colisoes moleculares, as
quais também conduzem as particulas brownianas. Por outro lado, essas particulas sentem
a presenga do termometro como uma pequena perturbagao, de modo a interferir no valor
médio e na correlacao do ruido. Por consegiiinte, o ruido responde ao termometro, tendendo
a decrescer sua energia devido a dissipacao, que representa o papel da viscosidade do fluido.
Segue entao que o termometro sente as flutuagoes (através do TFDG) do sistema, além da
acao de seu préprio eco sobre o sistema (através de R(t)). Esses dois efeitos devem ser tais
que eles fornecem a energia correta, que pode ser prevista pelo Teorema de Equiparticao
de Energia. Sabemos que a temperatura de um dado sistema pode ser medida através do
TFDG. No entanto, em situagoes onde ha uma grande quantidade de escalas de tempo,
é possivel verificar duas temperaturas em uma mesma regiao; uma devido as particulas
brownianas e outra devido ao reservatério térmico. Entao, uma forma alternativa de medir
essas perturbacgoes e obter uma temperatura efetiva nessa regiao é através da Funcao de
Relaxagao [120].

Em um estado de equilibrio local, a distribuicao de probabilidade se parece plena-

mente com a distribuicao de equilibrio, exceto para o caso em que ela seja ponderada em

1 . , s . .

A reologia é o ramo da mecanica dos fluidos que estuda o comportamento deformacional e do fluxo
de matéria submetido a tensoes, sob determinadas condigbes termodinamicas ao longo do tempo. Inclui
propriedades como: elasticidade e viscosidade.
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ambos os lados pelas quantidades reais do sistema e do banho que estao presentes em um

instante ¢ [121]. Nesse caso, a distribui¢ao de equilibrio local do sistema browniano seré:

Psis (t)
5~ Pegs
Pres (eQ)

onde pe, ¢ a distribuic@o de equilibrio e a probabilidade do sistema browniano Py;s(t) é dada

psis,loc(t) — (43)

por
S’lS ///pSZS qSZS7pS’lS7 8ZS7 )quZSdpS’lSdTSZS (4'4)

Em mecanica estatistica, a temperatura efetiva é definida como a temperatura
que pode ser inserida na distribuicao de Maxwell-Boltzmann para descrever a quantidade
relativa de dois niveis de energia (sistema browniano e reservatério térmico) que podem estar
em equilibrio térmico, ou nao. Portanto, a distribuicao difere da Maxweliana somente no
que se refere a temperatura do reservatorio térmico 7.5, que é a temperatura esperada para

todo o sistema no equilibrio térmico. Desse modo, podemos substitui-la pela temperatura

efetiva T,y [34]:
U, f>2
Top=Tres+c{ [ 224 ), 45
! < <8QSis ( )

onde ¢ ¢ uma constante e U.y é um potencial efetivo que mantém o sistema browniano fora
do equilibrio termodinamico com o banho. Como vimos na Secao 2.3, podemos escrever
um hamiltoniano em termos desse potencial efetivo e, por fim, descrever a distribuicao de
probabilidade em um estado de equilibrio local de forma semelhante ao da distribuicao
de Maxwell-Boltzmann. A partir das Egs. (3.60) e (4.1) obtemos a variancia da varidvel

estocastica p(t),
= (p*),, + B (1) [ —{p? >eq} - (4.6)
2

Entao, podemos assumir que o, (0) ox Ty para a temperatura inicial da particula browniana

(que podemos considerar como um gés inerte, sem qualquer prejuizo), <p2>eq X Tres para

a temperatura do reservatério (em que o referido gés serd inserido) e ap%(t) x T,y para a

temperatura efetiva da particula num instante ¢. Assim, a Eq. (4.6) torna-se

Tef(t) = TO + [R2(t) - 1] (TO - Tres)
= Tres + (TO - Tres) R2 (t) (47)
A menos que o sistema ja esteja em equilibrio com o reservatorio, note que a violacao da CM,

limy_.o R(t) = k, implica em o sistema jamais atingir o equilibrio térmico, i.e. Tof # Tyes,

tal que T,y se mantém em um valor intermedidrio entre Ty e Ties.
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Alguns autores [112] demonstraram que a violagado do TFDG surge como uma
conseqiiéncia natural da eliminacao das varidveis rapidas na descri¢ao de processos ativados
sob efeito de relaxacdo lenta. Além disso, eles demonstraram que o conceito de temperatura
efetiva de fato caracteriza a magnitude da violacao, de modo que T,y evolui lentamente para
a Tres apés um tempo suficientemente longo. Esse fenomeno foi primeiramente observado
por Kauzmann [108], quando percebeu que a entropia de um liquido super-resfriado pode
ser extrapolada abaixo da entropia do sdlido cristalino. Nessa estrutura, ele introduziu a
temperatura efetiva de modo a evitar um paradoxo, ja que um liquido desordenado deve
possuir um entropia maior que um cristal ordenado. Simulagdes de Monte Carlo aplicada a
troca de spin em redes quadradas com frustacao vem sendo realizadas [110, 122], obtendo
temperaturas efetivas T,y # Tres. Por outro lado, métodos de medigao dessas temperaturas
efetivas [123, 124], além de tentativas de derivagdo do TFDG para sistemas inomogéneos
tém sido discutidos na literatura [125, 126, 127]. Nesse sentido, é importante verificar sob
quais condicoes a Segunda Lei da Termodinamica é assegurada.

Para que o sistema nao viole a Segunda Lei da termodinamica, a variacao de
entropia no processo deve ser positiva, ou seja, o calor deve fluir do mais quente para o
mais frio. Com isso, a condigao

0 < lim R*(t) <1 (4.8)

t—00
deve ser safisfeita. Para que isso ocorra, é necessario que b na Eq. (3.42) seja b > 0.

Para um sistema em contato com um reservatoério térmico, a Funcao Memoria
pode ser expressa através da Eq. (3.66), tal que o banho térmico possa ser decomposto
em um conjunto de osciladores harmonicos [14]. Considerando a Eq. (3.42), derivando a
transformada de Laplace da Eq. (3.66) em relacao a z e, em seguida, tomando o limite em
que z — 0, obtemos

fw (3] 00
AT C Y R 1C) R / ACIPye (4.9)
z—0 2z 2—=0 g 2z°t+w 0 w

Esse resultado garante que a Segunda Lei seja assegurada, desde que a densidade espectral
seja par e nao-negativa.

Observe ainda que o tipo de difusdo limita o comportamento de I' (t — o0), Eq.
(3.37). Para a maioria dos sistemas difusivos, aqueles com expoente de difusao 0 < o < 2,
a CM é vélida, R(t — oo) = 0. Nesses casos, é notério que o sistema atinja o equilibrio

com uma temperatura efetiva igual a do reservatério.
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4.3.2 Entropia

Para o calculo da variacao de entropia, vamos considerar a capacidade calorifica
de um gas de particulas ¢,(T"). A capacidade calorifica depende da natureza detalhada do
sistema e é dada como uma parte da especificacao do sistema. Se a capacidade calorifica de
um sistema é conhecida para todas as temperaturas, a variagao de entropia (AS) pode ser
calculada por

Tes 1 1

AS = (T (= —
(s

>dT’20.

De modo geral, a fungao capacidade calorifica assume valores positivos [34], garantindo que
a Segunda Lei seja assegurada. No entanto, a entropia nao atinge um maximo. Note que
o sistema balistico é menos entrépico do que um “gds normal” (R(t — oco) = 0), desde que

haja uma quantidade AS’, onde

AS’:/TMC (1" (i— ! >dT'>0
Tey ! T Tres -

a quantidade de entropia final sera

S = Spax — AS'.

A Segunda Lei garante que o sistema evolua de tal modo que sua entropia cresga cons-
tantemente e que alcance seu maximo em um estado de equilibrio. No entanto, o sistema
balistico nao atinge o equilibrio global, evoluindo para um regime cuja entropia é menor que
a maxima. Em outras palavras, ele atinge um estado em que a friccao efetiva desaparece

Y= /0 T(t)dt = Tim T'(z) — 0 (4.10)

z—0

e, nao havendo dissipacao de energia, atinge um méximo local de entropia. De fato, isso
nao é contrario a Segunda Lei nem a Lei Zero da Termodinamica. A violagao da CM
e a HE estabelece que os potenciais termodinamicos nao sao minimizados, uma vez que
o processo balistico é fortemente correlacionado devido a influéncia da memoria, ou seja,
extremamente sensiveis as condicoes iniciais. Dessa forma, a energia T;..,AS’ deixa de ser
dissipada, mantendo a DB em um estado fora do equilibrio. Assim, podemos predizer que
os sistemas balisticos sao capazes de formar padroes espontaneamente. Quando a difusao
¢ acoplada as reagoes quimicas (supondo p.ex. um gas balistico reagente), a dindmica
do processo difusivo pode conduzir tanto a padroes espaciais na composicao quimica do

gas [128] quanto a padrdes em conseqiiéncia das desordens geradas pelo ruido [129]. De
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modo geral, os padroes de formacao sao observados em sistemas fortemente correlacionados
devido a influéncia da Funcao Memdéria. Ademais, as simetrias de suas distribuicoes sofrem
mudancas; em muitos casos havendo a quebra da simetria e, em outros, havendo apenas
a alteracao do perfil da distribuigao. Nas préximas Secoes veremos como essa violacao da
CM ¢é responséavel para que a simetria das distribuigoes sejam preservadas na evolugao de

qualquer regime difusivo.

4.4 Comportamento nao-gaussiano

Nesta Segao vamos ampliar o conceito do Teorema do Limite Central (TLC) apli-
cado as dinamicas de difusoes anomalas e verificaremos que o mesmo nao pode ser aplicado
ao estudo dos transportes balisticos, no sentido de que a FDP p(p;t) da varidvel estocéstica
p(t) pode evoluir para o limite termodinamico como uma distribui¢do nao-gaussiana, desde
que as condicOes iniciais sejam nao-gaussianas. Veremos ainda que a simetria de uma dada
distribuicao é preservada, mesmo para uma distribuicao inicial par deslocada da origem com
qualquer restricao ao seu comportamento. Em outras palavras, caso tenhamos inicialmente
uma FDP de Laplace?, conforme o sistema evolui, a distribuicdo adquiri um comportamento
diferente do inicial, porém simétrico.

A partir do Teorema H de Boltzmann e da Entropia de Gibbs,

S(t) = —kp / p(p,1)In ﬁifq’(’;i dp + Se, (4.11)

onde S¢q ¢ a entropia de equilibrio, note que o mdximo de entropia é obtido para uma dis-
tribuicao gaussiana [48]. Entao, desde que a entropia nao seja méxima, a distribuigao pode
nao ser efetivamente uma gaussiana. De fato, para a DB cuja distribuicao de probabilidades
inicial seja nao-gaussiana, o sistema evoluira na direcao de uma gaussiana, entretanto, sem
alcanca-la.

Primeiramente, nossos resultados serao descritos a partir das Egs. (3.60) e (4.1) e

das seguintes médias:

(1) = (P*(0)) R°(t) + 3 (p(0)) (p°),, [1 = R*(H)] R(t) (4.12)

(B'(0) = (' (0) R (1) + 3 (0?2, [1 - B(0)]” + 6 (2(0)) (1), [1 — B2(1)] B2(t). (4.13)

eq

1
Distribuicio de Laplace: p(p;t) = 2—6_‘p(t)_<7’(”>‘/c, onde onde o2 = 2¢.
c
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Essas médias foram obtidas obtidas analiticamente a partir da ELG (ver Apéndice A),
considerando o ruido como sendo descrito por um banho térmico de osciladores na forma
da Eq. (3.66). Conjuntamente com as Eq. (4.1) e (3.60), podemos calcular a obligiiidade
¢(t) (skewness) e o fator de nao-gaussianizagao n(t) (kurtosis) [130]. A obliqiiidade, que
mede o grau de assimetria de uma distribuicao, é definida por
(P*(1) — () [302(0) + ()]
S(t) = , (4.14)

ap(t)

onde o,(t) é variancia da varidvel estocastica p(t), Eq. (4.6). Substituindo as Egs. (4.1),

(4.6) e (4.12) na expressao acima, obtemos

3
S(t) = [ZZ—%] c(0)R3(t). (4.15)

O indicador nao-gaussiano unidimensional [131, 132], definido como

(')
n(t) 3 2(0))° 1, (4.16)

determinard se uma distribuicao sera gaussiana, ou nao; se p (p;t) for gaussiana, entao 7(t)

deve ser nulo, do contrério, n(t) # 0, serd nao-gaussiano. Substituindo (3.60) e (4.13),

9 2
n(t) = [%’;((?))f ] HO)R(). (417)

As equagoes (4.15) e (4.17) sao importantes resultados, desde que seja explicita a de-

pendéncia com as condicoes iniciais. Além disso esse resultado é valido para todos os tipos
de regimes difusivos. Uma vez que a CM esteja assegurada, a distribuicao serd simétrica e
gaussiana (¢(t — oo0) = n(t — oo) = 0), além de atingir o méximo de entropia, indepen-
dentemente de suas condigoes iniciais. Se o valor inicial da obliqiiidade ¢(0) for nulo entao
a distribuicao sempre sera simétrica. Em outras palavras, a dindmica preserva a simetria
por todo o movimento. De modo andlogo, se a distribuicao inicial for gaussiana, entao
a final também sera. Finalmente, temos a situacao em que a distribuicao inicial é nao-
gaussiana (1(0) # 0) e a CM nao é assegurada. Nesse caso, n(t — c0) # 0, e a distribuicao
é nao-gaussiana.

Sistemas que apresentam DB sao fortemente correlacionados, implicando em uma
dependéncia entre as varidveis estocdsticas p(t), devido a agao da memoria durante a
evolucao do sistema. Com isso, relaxamos uma das condi¢oes do Teorema do Limite Central

(TLC), i.e. a condigao de independéncia das varidveis estocdsticas, e demonstramos que o
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transporte balistico vai para uma distribuicao nao-gaussiana desde de que inicialmente a
distribuicao seja nao-gaussiana. Apesar da difus@o anomala na faixa 0 < a < 2 ser cor-
relacionada, as correlagoes nao sao fortes o suficiente, de tal modo que o TLC prevalece
e podemos impor a relaxacao na condicao de variaveis independentes, levando em conta,

portanto, a condigao de irreversibilidade (ou CM).

4.5 TFDG fora do equilibrio para sistemas estacionarios

Para que possamos obter um TFDG para processos que alcancam um estado es-
tacionario, porém analisando-os em situacoes fora do equilibrio, devemos assumir que

lim <p2(t)> = <p2>eq. (4.18)

t—o0

Essa relagao prevé um comportamento gaussiano para tempos suficientemente longos, tal
que o sistema evolua em direcao a um estado estacionario.

Tanto o ruido estocédstico quanto o termo dissipativo da ELG possuem a mesma
origem, em conseqiiéncia das colisdes intermoleculares. Como no caso de um sistema isolado
em equilibrio térmico, uma relacao entre o ruido estocastico e o termo dissipativo podem

ser representados pela Eq. (3.56). Desse modo, propomos que
(dw(t)dw(t")) = ED(t' —¢")dt'dt", (4.19)

onde Z é uma constante a ser determinada pela condicao (4.18). Substituindo as Egs.(3.47),

(3.48) e (4.19) na Eq. (4.18), obtemos

(1)) = (p*(0)) R*(t) + =(1 - R*(t)), (4.20)

que é andloga & Eq. (3.60). A partir da expressao acima, podemos analisar os estados de
equilibrio, tal que

tlgglo (P’t) === <p2>eq === <p2>eq. (4.21)

Entao, recuperamos a forma cldssica do TFDG, Eq. (3.55).

Em situacoes de equilibrio local, apés um instante 7, o sistema browniano pode
apresentar um estado em que sua temperatura (temperatura efetiva local Te(},)l oo) € distinta
da temperatura do reservatério térmico (7}.s). Em seguida, apés um processo transiente
subseqiiente (73), o sistema atinge um outro estado com uma temperatura efetiva Te(]%?lou e

assim por diante, decorrente de uma hierarquia de tempos de relaxagao [133], que mantém o



4.5. TFDG fora do equilibrio para sistemas estaciondrios 55

sistema fora do equilibrio em virtude do tempo despendido em determinados microestados
no espago de fase, que o mantém em um equilibrio local. Esse processo segue até um instante
t> >, 7n em que a temperatura do sistema seja igual & do banho, alcangando um estado
de equilibrio global.

Uma vez que 77 <t < )7, podemos considerar o sistema em questdo em um

estado fora do equilibrio tal que a CM e a HE nao sao satisfeitas, como ocorre na descricao

de sistemas balisticos, Eq. (3.62). Nesse caso, podemos descrever <p2(t)> = <p2> loc (1),

<p2(0)> K2+ 2 (1 — /<;2) = <p2>loc (t) (4.22)

ou

2 /2 2
P (tl)_ Ig(g))m ®) (4.23)

Uma vez que a Segunda Lei seja assegurada, —1 < R(t) < 1, e devido ao expoente

(1]

de R(t) nas relagdes de obliqliidade e de nao-gaussianizagao, podemos predizer que a FDP
adquire um perfil aproximadamente gaussiano ou quase-gaussiano para o equilibrio local,

de modo que podemos lancar mao do Teorema de Equiparticdo de Energia. Assim,

<p2>loc (t) = mkpTes(t)

e <p2(0)> = mkpTy, podemos reescrever o TFDG para situacoes fora do equilibiro como
sendo

/ NN Tef (t) - TOR2 (t)
(dw(t")dw(t")) = mkg TR0

Mediante o uso da Eq. (4.7), a Eq. (4.24) pode ser escrita simplesmente como

L —¢"dt'dt". (4.24)

(E)E)) = mkpTresD(t — 1), (4.25)

Esse resultado demonstra que o TFDG, seja ele para situagoes fora do equilibrio ou nao,
estipula uma relacao dependente apenas da temperatura do reservatério térmico, indepen-
dentemente da temperatura das particulas brownianas. Como argumentamos na Secao 4.3,
a unica forma de determinar a temperatura das particulas brownianas em situacao fora do
equilibrio é através da Fungao de Relaxacao, Eq. (4.7). Segue daf que é impossivel formular
um TEFDG a partir da ELG, havendo a necessidade de uma abordagem de campo médio, a

qual nao ¢é escopo deste trabalho.
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p(®)] p(®)
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(a) Difusao normal (b) Difuséo balistica

Figura 4.1: Figura ilustrativa da densidade espectral em fungao da freqiiéncia. (a) difusao
normal: a densidade espectral para a difusdo normal assume um valor constante no intervalo
(0,wp), de outra forma assume valor nulo; (b) DB: limitando os modos de baixa freqiiéncia,
pode-se escrever a densidade espectral de ruido como a diferenca entre dois processos de
Ornstein-Zernike, Eq. (4.27).

4.6 Resultados numéricos

No intuito de verificar esses efeitos, vamos mostrar numericamente a violagao da
CM e o comportamento nao-gaussiano na DB. Primeiramente, vamos definir uma densidade
espectral para difusdo normal, ppy, (ver Segao 3.10)
2
N <w<wp

PDN (w) = 4 s (4.26)
0 , em outros casos

onde wp ¢é a frequiéncia de fonon de Debye, com vy sendo a friccao efetiva, de tal modo que
v = lim,_oT(2) = 79, independentemente de wp (ver Fig. (4.1(a))). Para wp/y > 1, a
densidade espectral aproxima-se de um ruido branco, na Eq. (3.66) T'(t —t') = 2y00(t — '),
e o processo torna-se markoviano. Nesse caso, R(t) ~ exp(—ot).

Note que b serd infinito na Eq. (4.9) a menos que venhamos a restringir os modos
de baixa freqiiéncia. Neste caso, propomos uma densidade de ruidos como a diferenca entre

dois processos de Ornstein-Zernike (ver Fig. (4.1(b))),

PDB (W) = Pun (W) = Py (W), (4.27)

com wy > wi, tal que, a partir da Eq. (3.66),

) = 270 [sin (wat)  sin (wi?)

I(t
m t t

(4.28)

No caso limite lim, o I'(z) = 79 — v = 0. Como vimos anteriormente, a auséncia de fric¢ao

explica a existéncia de uma corrente residual. Uma densidade espectral igual foi obtida
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o7

T
Difusdo Balistica
Difusédo Normal

Temperatura efetiva (u.a.)

Tempo (1035)

Figura 4.2: Evolucao temporal da temperatura efetiva (em unidade arbitraria) para difusao

normal e balistica.

nnHn(0)

T
Difuséo Balistica
Difusdo Normal

Tempo (1035)

Figura 4.3: Evolugao temporal do fator nao-gaussiano
normal e balistica.

normalizado, 7(t)/n(0), para difusao
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numericamente na propagacao balistica de ondas de spin em cadeias desordenadas de spin
de Heisenberg [24], onde wq é a freqiiéncia de corte do sistema e w; < wy é um parametro.
Caso w1 = 0 entao temos difusdo normal; ao passo que, se wy # 0, temos DB.

A Fig. (4.2) mostra a temperatura efetiva de um sistema em func¢ao do tempo
tanto para DB quanto para difusdo normal. Obtemos R(¢) numericamente para a DB (curva
sélida). Para a DB utilizamos uma distribuigao de ruido p (w) = 2yg/7 para 1 < w < 4 e
p(w) = 0, para os demais casos. Para a difusdo normal, utilizamos R (t) = exp (—7ot).

Devido a DB convergir muito lentamente, utilizamos vy = 1; para a difusao normal,
70 = 1073, para que possamos compari-las. As temperaturas iniciais escolhidas foram
To = 1,5 e Ty = 0,5. Em ambos os casos assumimos a temperatura do reservatorio como
sendo T" = 1. Note que, independentemente da temperatura inicial, a difusdo normal evolui
para a temperatura de equilibrio igual a do reservatério. Por outro lado, a DB se aproxima
da temperatura do reservatorio, porém, sem alcanca-la.

A Fig. (4.3) mostra o fator nao-gaussiano evoluindo no tempo. Neste caso, R(t) é
o mesmo da Fig. (4.2). A curva sélida mostra a DB e a curva tracejada, a difusdo normal.
Note que no balistico, R(t) oscila em torno do valor previsto por lim;,~ R(t) = (1 + b)_l.
Note ainda que a gaussianizacao ocorre para difusdao normal, enquanto para o balistico

isso nao ocorre. Em ambos os casos, a FDP inicial é uma distribuicdo de Laplace, com

(P*(0)) =1 e (p(0)) = 0.
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Capitulo 5

Teorema de Khinchin e difusao

anomala

5.1 Introducao

A HE prediz que as médias temporais e sobre o ensemble das varidveis do espaco
de fase existem e sao iguais. Essa hipétese nos permite ainda calcular quantidades termo-
dinamicas a partir das equagoes do movimento de particulas, inclusive, sendo crucial para
demonstrar teoremas fundamentais na mecanica estatistica [40, 60, 113, 134, 15]. Um desses
teoremas é o teorema de Khinchin (TK) [60], que relaciona a ergodicidade da varidvel p a
irrevesibilidade de sua funcao de auto-correlagdo. Em um recente trabalho [40], baseado no
conhecido método de relagoes de recorréncia [135], foi dito que, contrario do TK, irrever-
sibilidade nao é uma condicao suficiente para a ergodicidade. Em outras palavras, o TK
pode nao ser valido para grande parte dos sistemas existentes. Essa predicao apresenta um
novo desafio: determinar em quais sistemas o TK ¢é valido.

Muitas das situagoes experimentais em que a HE nao é assegurada surge em siste-
mas complexos nao-lineares ou em estruturas fora do equilibrio onde o balanceamento deta-
lhado nao é satisfeito. Alguns exemplos sao encontrados em liquidos super-resfriados [136,
108], sistemas vitreos [136, 109, 110] e nanocristais nao-ergddicos [137]. A maioria desses
sistemas, entretanto, aparentemente nao possuem uma solucao analitica trivial, com excecao
de uma recente pesquisa [138]. Por outro lado, a difusdo apresenta solucoes acuradas para
os principais valores esperados, podendo ser utilizadas como um laboratoério para discussoes

daquelas propriedades. Como veremos a seguir, podemos dar um descrigao completa para
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a validade do TK, mesmo quando a HE ¢ violada.
Neste Capitulo, vamos tratar de processos estocdsticos e mostrar que o TK é valido
para todos os regimes de difusdo anémala descritos pela ELG, Eq. (3.22), mesmo se a HE

nao seja violada para os sistemas hamiltonianos®.

5.2 Teorema de Khinchin

Definicao (Condi¢ao de Mistura ou Irreversibilidade) Seja p uma varidvel estocdstica
dindmica de uma particula cldssica. A partir da Funcao de Relaxacao, definida pela Eq.

(3.32), define-se a Condigao de Mistura (ou Condicao de Irreversibilidade) como sendo
R(t — o0) = 0. (5.1)
Teorema 3 (Teorema de Khinchin) Se R(t) — 0 quando t — oo entdo p(t) é ergddico.

Dessa forma, o Teorema de Khinchin (TK) estabelece que a condigao de irrever-
sibilidade é necesséria e suficiente para a validade da HE. Entretanto, Lee [40] alega que,

para que um sistema seja ergddico, é necessario que 0 < W < oo, onde

W = /0 R(t)dt. (5.2)

Se essa condicao é verificada e se p se referir a um sistema hermitiano, entao a irrever-
sibilidade nao é uma condicao suficiente para assegurar a ergodicidade do sistema, o que

ocorrerd somente se W assume um valor finito (0 < W < 00).

5.3 Fenomeno de difusao

Como vimos anteriormente, a dinamica de sistemas difusivos é usulmente analizada
a partir do deslocamento quadratico médio das particulas, Eq. (3.18), que, para tempos

suficientemente longos, se comporta em geral como

([ (t) — (@) ox £,
Vimos também que, de acordo com a Teoria de Resposta Linear de Kubo [43], a constante
de difusao (Eq. (3.34)) é dada por

D = lim —([z(t) — (@(t))]?) = C;—@ /O T R (5.3)

'"Mais detalhes sobre esses resultados podem ser encontrados em nosso trabalho [139].
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Entao, para difusao normal (o« = 1) 0 < D < oo, para subdifusdo (0 < o < 1) D = 0,
e para superdifusao (1 < a < 2) D = co. De acordo com o resultado de Lee [40], a HE
somente é assegurada para difus@o normal. Desde que o TK foi formulado, grande parte
dos processos estudados apresentam difusao normal com relaxacao exponencial. Portanto,
é natural questionar se o TK serd afetado, p.ex. em processos de relaxacao lenta, que ocorre
freqientemente em regimes anémalos de difusao. Nesse caso, leis de poténcia, exponencial
esticada e fungoes de Bessel sao alguns dos exemplos do vasto comportamento funcional
possivel para relaxagao [98, 39].

Uma descricao geral da dindmica de difusdo pode ser dada pela ELG, Eq. (3.22),
que foi desenvolvida por Mori [77] a partir de uma formulagao hermitiana, permitindo
descrever todos os regimes difusivos, incluindo os casos limites do MB. Vamos definir a
funcao x(t) como sendo

dR(t)

x(t) = - (5.4)

Essa funcao atua como uma Fungao Resposta [43], obtida a partir da solugao da ELG (ver
Segao 3.7). Desta forma, a funcdo R(t) dever ser uma funcao real, continua e absoluta-
mente integravel no intervalo [0,00), que é a condi¢ao necessaria para andlise mediante a

transformada de Laplace.

5.4 Meédias e condicao de equilibrio

5.4.1 Meédia sobre ensemble

Se um sistema ¢é ergddico e estd livre de agoes externas, o equilibrio térmico deve
ser observado em um instante ¢, tal que t > 7. Entao a funcao de distribuicao de p se
aproxima da distribuicao de equilibrio no limite ¢ — oo, de modo que a energia média
converge para o valor de equilfbrio, (p?(t — 00)) = (p?)eq-

Para qualquer distribuicao inicial, p(p;t = 0), é possivel obter a evolugao temporal
dos momentos (p"(t)), com n = 1,2, ..., como pode ser visto através das Egs. (4.1), (3.60),
(4.12) e (4.13). Conseqlientemente, vé-se que o conhecimento de R(t) permite descrever
completamente essas médias. As Eqs. (4.1) e (3.57) sao suficientes para mostrar que, se a
condigao (5.1) é assegurada, entao a evolugao temporal produzird a média sobre o ensemble
com {p(t — o)) = 0 e (p*(t — 00)) = (p?)eq- Esse resultado também sugere que a HE ¢
assegurada e, portanto, o TK é assegurado. Agora, podemos perguntar em qual situagao a

Eq. (5.1) nao é valida. Primeiramente, deve-se notar que a descrigdo para tempos longos
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pode ser associada a varidavel z no espaco de Laplace, através da transformada de Laplace.
De fato, a partir do Teorema do Valor-Final (TVF) da transformada de Laplace [140, 141]
temos que

lim R(t) = lim zR(z). (5.5)

t—00 z2—0

Consequientemente, necessitamos apenas conhecer R(z) No entanto, sabemos que o com-
portamento da Funcao Memoria no espaco de Laplace para valores pequenos de z se com-
porta como uma lei de poténcia, Eq. (3.37), associada ao comportamento difusivo do
sistema. Desse modo, podemos explicitar R(z), sabendo que (Eq. (3.40))

lim R(t) = lim (1+02"") ", (5.6)

t—o0

que é nula para todo o intervalo (0,2). De fato, isso ocorre nos estados de equilibrio ou em
situagoes préoximas ao equilibrio, onde a validade da Teoria de Resposta Linear é assegurada.
Por outro lado, essa condigao falha para a DB, a = 2, em que R(t — o0) = 1/(1 +b)
e a funcao de correlagao C), nao sera nula para tempos suficientemente longos. Nessa
situacao, a HE nao serd valida; mais uma vez o TK estard assegurado, uma vez que a
violagao da HE se d& pela violagao da condicao de irreversibilidade (ou CM), Eq. (5.1),
como predito por Khinchin. O resultado apresentado aqui mostra que o TK (formalizado
por Khinchin apenas para difusdo normal) também é assegurado para difusdo anoémala e
pode ter grandes conseqiiéncias em diversas dreas [136, 108, 109, 110, 137, 138]. Vimos
no Capitulo anterior, que uma das principais conseqiiéncias da violacdo da condicao de
irreversibilidade é a presenca de uma corrente residual, Eq. (4.1). Entretanto, a corrente
efetiva, Eq. (4.2), pode assumir um valor muito pequeno, quando comparado a corrente
inicial, Jy = (p(0)), como qualquer outra propriedade mensuravel para a DB, que sempre
dependera do valor de b, Eq. (3.42). Dito de outra forma, o sistema decai para um estado

metaestivel e permanece nele indefinidamente, mesmo na auséncia de um campo externo.

5.4.2 Meédia sobre o tempo

A média temporal das funcgoes de correlacao sao cruciais para elucidar as proprieda-
des de processos dindmicos. Essas médias temporais desempenham um papel extremamente
importante na teoria ergddica e, conseqiientemente, na fisica. Para sistemas difusivos go-
vernados pela ELG, vamos mostrar que a condi¢ao de irreversibilidade R(t — oo) = 0 ¢é
suficiente para a média temporal ser equivalente a media sobre o ensemble, i.e. para que

o sistema seja ergddico. Para sistemas macroscopicos com um grande numero de graus
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de liberdade, o efeito dos valores do passado das forcas geralmente desaparecem para um
tempo suficientemente longo e a referida condigao torna-se bastante razoavel.

Vamos considerar a média temporal conforme a Eq. (2.30

Iy = lim — / / (t,t")dt'dt. (5.7)
T—00 T

Para sistemas estaciondrios, x(¢,t') = x(t — t'), assim chegamos a [40, 113]

Ly = Jim [/Otx(t’)dt’ + R(t) — %/Ot R(t’)dt’} : (5.8)

Dado que R(t) é uma funcao real que converge assintoticamente para um valor finito, que
¢ natural desde que tratemos com a auto-correlacdo de momentos, podemos usar uma

generalizacao do TVF da transformada de Laplace [140, 141],

Com isso, nds obtemos a partir da Eq. (5.8)
X(0) + R(t — o) — liH(l) 2R(2) = Xs, (5.9)
z—

onde xs é um valor independente do tempo, freqlientemente chamada de susceptibilidade.

Por outro lado, tomando a transformada de Laplace da Eq. (3.46), obtemos

X(2) + zR(2) = Xs.
tomando o limite z — 0, a relagdo acima se torna

X(0) + lim 2R(2) = xs. (5.10)

z—0
Comparando a Eq. (5.10) com a Eq. (5.9), pode-se concluir que a HE sé pode ser vélida

se, e somente se, R(t — 00) =0, i.e. se a condigao de irreversibilidade (5.1) for assegurada.

A partir da Eq. (5.5), finalmente temos que

X(0) = xs- (5.11)

Novamente, esse resultado é conseqiiéncia da condicao de irreversibilidade. Portanto, irre-
versibilidade é uma condigao necessaria e suficiente para a HE ser assegurada aos processos

difusivos descritos pela ELG.
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5.5 Simulacoes

Em via de ilustrar os resultados analiticos obtidos, nés integramos numericamente
a ELG, Eq. (3.22), para obter aproximagoes para a distribuigdo de probabilidade das
velocidades das particulas mediante uso de histogramas. Nés construimos a Funcao Memoria
a partir da Eq. (3.66), com
() = awPr | para w < wp (5.12)
g(w) , outros casos.
Aqui, a funcao g(w) é arbitraria, desde que seja suficientemente bem comportada e que
sua integral na Funcao Memdria convirja. Para tempos longos quando comparados a 7* >
1/wp, g(t > 7*) deve ser nulo, uma vez que estamos interessados apenas nos médulos de
baixa freqiiéncia.
Com essa densidade espectral de ruido, é possivel simular diversos regimes difu-
sivos. O ruido dessa forma pode ser obtido tanto por métodos formais quanto por dados
empiricos. Substituindo a Eq. (5.12) na Eq. (3.66) e tomando a transformada de Laplace

no limite z — 0, temos que

+PD , para fBp < 1,
['(2) x{ —azln(z) , para Bp =1, (5.13)
z , para Op > 1.

Conseqiientemente, para esse tipo de ruido, ha um valor maximo de «, i.e. o <2
para qualquer valor de 3p. Nesse caso, temos que para a DB (fp > 1) a = 2 é o limite.
Devemos notar que o caso Op = 1 nao conduz a uma memoéria cuja transformada de
Laplace seja escrita na forma Eq. (3.37). Para —1 < p < 1, obtemos « = 1 + fp e,
portanto, para Sp = 0, temos a difusdo normal, para Gp < 0, subdifusao, e para Gp > 0,
superdifusao. Para Gp > 1, tem-se que o = 2, que mostra que a DB é o caso limite para
ELG, conseqlientemente para a difusdo. Para o > 2, R(t — 00) = 1, nenhuma memoria das
condigoes iniciais é perdida e o processo deixa de ser difusivo, sendo, portanto, um processo
ativado para o qual esta abordagem, assim como a ELG, nao sao vélidas [15].

Na Fig. (5.1) mostramos a FDP obtida para a subdifusao (6p = —0.5), difusao
normal (Sp = 0) e superdifusao (fp = 0.5) para valores a = 0.25 e g(w) = 0. Nés utiliza-
mos wp = 0.5 para todos os casos, exceto para subdifusao, que demanda um amplo ruido

wp = 2, necessario para atingir o estado estacionario. Em todos os casos, esperavamos que
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Figura 5.1: Resultados numéricos para a funcao distribuigao de probabilidades. (a) Sub-
difusao (o = 0.5), (b) difusao normal (a« = 1) e (c) superdifusdo (o = 1.5). As médias
temporais (circulo) sdo obtidas mediante a trajetéria de uma particula e através de seu
histograma para o intevalo de tempos indo de t = 100s a ¢t = 5000s. Para as médias sobre
ensemble (quadrados), calculamos o histograma utilizando 5 - 10* particulas, no instante
t = 1000s. A linha continua é a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Gréficos internos: a
curva a corresponde a funcao t® e a curva b ao deslocamento quadratico médio obtido a
partir da simulacao

R(t — o) = 0 e que a HE fosse vélida mesmo para os regimes subdifusivo e superdifusivo,
apesar de que W = 0 e W = oo, respectivamente. Essas relacoes podem ser encontradas
a partir do limite W = lim,_o R(z) = lim,_.o1/[z + ['(2)]. Se a HE é vélida, a distri-
buicao de probabilidades dos momentos serda a mesma para uma média sobre o ensemble
de particulas e para uma média temporal sobre a trajetoria de uma simples particula para
tempos suficientemente largos apds o sistema atingir o estado de equilibrio.

Note que, apesar da presenca de um grande ruido na média temporal devido a
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erros numeéricos, os resultados das distribuigoes tanto sobre o ensemble quanto sobre o
tempo, estao de acordo. As trés distribuictes de probabilidades convergem em direcao a
uma distribuicao de Maxwell-Boltzmann, que esta de acordo com os resultados analiticos

previstos na Segao 4.4 e Ref. [119]. Desse modo, em ambos os casos o TK é assegurado.
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Capitulo 6

Efeito multipolar na condutancia

térmica entre nanoparticulas

6.1 Introducao

O estudo dos mecanismos de transferéncia de energia em nanoescala [26] tem des-
pertado grande interesse devido a emergéncia de campos interdisciplinares da nanociéncia
de amplo alcance, como p.ex. a fisica de estado sélido [27], nanotermodinamica [28, 29, 30]
e engenharia elétrica [31]. Um dos problemas bésicos nesse campo é determinar a trans-
feréncia de energia entre duas nanoparticulas (NPs) em diferentes temperaturas. A forma
com que a energia é transportada depende crucialmente da distancia entre as particulas.
Para distancias suficientemente grandes a troca de calor se da via radiacao térmica, através
da emissao e absorcao de fétons, enquanto que para distancias curtas, como foi verificado
recentemente através de Simulagao de Dinamica Molecular (SDM), o mecanimos dominante
¢ devido as interagoes coulombianas (radiacao de campo-préximo) [32].

Para interacoes de campo-préximo, a condutancia foi calculada assumindo que
ambas as NPs se comportam como dipolos efetivos a temperaturas distintas [32]. Desde
que esses dipolos estejam sob efeito de flutuacoes térmicas, o TFD [33, 34, 35, 36] fornece a
energia que se dissipa na forma de calor em cada NP. Desse modo, foi encontrado que o calor
e, portanto, a condutancia varia de acordo com uma poténcia da distancia d, nesse caso
d%, que é um comportamento bem distindo daquele observado para radiacdes térmicas:
d=2. O comportamento d~® é observado em diversas interagoes similares [142, 143], tais

como: potencial de van der Waals, Transferéncia de Energia de Ressonancia Fluorescente
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(FRET — “Fluorescence Resonance Energy Transfer”), acoplamento nao-radioativo entre
um emissor fluorescente e uma NP metalica. Os resultados obtidos a partir de SDM estao
de acordo com o modelo dipolo-dipolo quando as NPs estao separadas por uma distancia na
ordem de alguns nanometros. Entretanto, para regidoes muito proximas ao contato, ha um
desvio abrupto da condutancia que nao é previsto pelo modelo dipolar, como demonstrado
pelas simulagbes [32]. Esse comportamento é uma conseqiiéncia do fato de que quando as
particulas estdo muito proximas ha uma elevacao muito forte na correlacao da posicao dos
atomos, que, por consegiiinte, torna a distribuicao de cargas das NPs assimétricas, impos-
sibilitando uma descricao meramente por interagoes de dois dipolos. Para levar em conta
esses efeitos distorcivos na distribuicao de cargas, um formalismo mais geral é requerido,
focando em interacGes mais intrincadas envolvendo ordens superiores de multipolos além
dos dipolos.

Nosso proposito neste Capitulo é fornecer esse formalismo geral, o qual nos permi-
tird analisar o comportamento da condutancia além da aproximacao dipolar!. Vamos lancar
mao da Teoria de Resposta Linear (TRL) para derivar uma expressao para o TFD aplicado
as flutuagoes de multipolos de qualquer ordem. Em particular, focaremos a contribuigao
quadrupolar, que permitird reproduzir o comportamento observado pela SDM para alguns
tamanhos de NPs.

Este Capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secao 6.2, apresentaremos
a expansao multipolar das forcas de Coulomb [145] entre ambas as NPs e obteremos uma
expressao geral do TFD, valida para multipolos de qualquer ordem que leva a transferéncia
de calor entre NPs. Na Secao 6.3, analisaremos o caso particular de contribuigoes quadru-
polares e a obtencao de uma expressao da condutancia, além de comparar nossos resultados

com o modelo de SDM [32].

6.2 Transferéncia de calor para interacoes de curto alcance

Nesta Secao, vamos estudar a transferéncia de calor devido a radiacao de campo-
préximo entre duas NPs que interagem através de forcas de Coulomb.
6.2.1 Expansao multipolar

Para analisar as interagoes coulombianas entre as NPs (veja Fig. 6.1) é necessério

conhecer a distribuicao de cargas dentro de cada uma delas. Isso pode ser feito a partir

'Estes resultados também podem ser encontrados na Ref. [144]
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Figura 6.1: Ilustracao esquematica da interacao entre duas nanoparticulas, NP1 e NP2, com
temperaturas 717 and 75, respectivamente. Cada nanoparticula é associada a um momento
multipolar (momentos Mgll)) e ME;Y)L)) e estao separadas por uma distancia d entre seus

centros.

da especificaggo do momento de multipolo de ordem n da i-ésima NP, l\A/IE?)), que pode ser
definido como [146]
- 1
M) () = e X (), (6.1)
r

onde e, é a carga elétrica na posicao r dentro na NP e X((Xn) (r) sdo os tensores simétricos
irredutiveis (veja o Apéndice B para mais detalhes). Aqui, o = (a1, , o) e a; = 1,2,3

para j = 1,...,n. Entao, o caso n = 0 corresponde ao monopolo:
~ O)
M) = 3 er
r

0 caso n = 1, por sua vez, estd relacionado ao momento de dipolo:

~ 1)

NGa(0) = D exray
r

e n = 2 ao momento de quadrupolo:

M((Z%);a(r) = 1/2 Z €r (37“a1a2 - 50‘10‘2) ’

r

Portanto, em termos do tensor de superficie esférica YCS") (t), dado pela Eq. (B-5), e do

vetor unitdrio ¥ associado a r, a Eq. (6.1) admite a forma equivalente
N 1 .
M) () = D er" Y (). (6.2)
r

A interacao entre essas NPs modifica o hamiltoniano de ambas. A interacao entre

a NP7 com a NPj introduz um termo de interacao dependente do tempo ﬂ(ij) em seu
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hamiltoniano, em conseqiiéncia de uma incessante redistribuicao de cargas em cada NP.

Assim, podemos escrever o termo perturbativo como uma expansao multipolar [145]:

T (m) . <r(m)
Hisj) = D Mgy © VT (0), (6.3)
m=0

com

cm =1/2m — 1!
e ® denota uma contragao total de indices,

(M) (m) _ 1op(m) 7(m)
M OV = Mg Vi o

Além disso,

VO =V Van Vi (d), (6.4)
onde V(i’j)(d) ¢é o potencial de interagao entre ambas as NPs e d é a distancia de separacao
entre seus centros. Em termos da primeira contribuicao, a perturbacao pode ser expressa

como

+ ME?@VEZ}])JF- . (6.5)
2)

onde —\78)]) é o campo elétrico induzido na NPz, —V(i ) ¢é o gradiente desse campo elétrico

IR

N9 (0)
H(w) Vv (4) (4,7)

()()

induzido e ME )) ¢ o momento conjugado quadrupolar.
De modo anélogo, o potencial eletrostatico admite uma expansao multipolar na

forma oo
- _ (n) or(n)
Vigp(d) =D enGijy © M, (6.6)
n=0

que expressa o fato de que o potencial atuante sobre a NPi depende da distribuicao de

or (1)

cargas na NPj. Aqui, M(j) sao os momentos multipolares da NPj e

m  _ D' g 1ol m
(1,5)50 4meg Vay Va "d 471'80 o’ (d)
1

_ Yy () (q
- 47T60dn+1 a (d) (67)

é o propagador de Green, com d sendo o vetor de ligacdo entre os centros das particulas e

d é o vetor unitério correspondente. Entao, a partir da Eq. (6.6)

mn) (n)
(w ch oM, (6.8)

onde GETJ)” ) é definido através de

(mmn) (n)
G(w)/i = Vg Vg G(w)
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6.2.2 Transferéncia de calor e o TFD

Na TRL, os momentos multipolares podem ser escritos como

(e 9]

n 1 n,m
ng;(w):a P (w) o VI (). (6.10)

m=0
onde P(m) (w) s@o as polarizabilidades multipolares que geralmente depende da freqiiéncia
w.
A energia transferida entre as particulas e convertida em calor pode ser obtida a

partir da TRL [34, 35]. Desse modo obtém-se (veja Apéndice C)

ey = TS L (VI RO o v )

nm*

n <VEJ> o v, (6.11)

onde o simbolo * define o complexo conjugado.
De acordo com a Eq. (6.8), o termo na Eq. (6.11) contendo a média térmica (ou

sobre o ensemble) pode ser transformado como

5 (o) - Son

(M o6t R oG o)

n,m=0
N W k) (k)
_ C1Ck <M(i) o8l oM > , (6.12)
1,k=0
onde definimos
(, k l,n) (n,m) m k)
S(; Z G eoP™ oGl (6.13)

n,m=0
Além disso, a partir das Egs. (B-3), (6.7) e (6.9) pode-se demonstrar que SE;’)k ) sd0 tensores
simétricos. Portanto, lancando mao da Eq. (6.13), a Eq. (6.11) se torna

Qi_,j = _iZJEO io: C|C {<M8;* ® Sg?)k) © MET)> — C.C.} . (6.14)
1,k=0

S(l7k)

A dependéncia da energia transferida em relacdo & distancia d estd implicita em ()
como segue da Eq. (6.13) e da expressao do propagador dado pelas Egs. (6.7) e (6.9). A
correlagao multipolo-multipolo pode ser obtida através do TFD [33, 34, 35]

O pk)\ _ €0 (i,k) (kD)% 4
(Mg M<z>>—mlck (PG ~P(") O, 7). (6.15)
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onde a energia média de um oscilador harmonico é dada por

1
T) — Z 1
O(w,T;) = hw 2+eX R — (6.16)
P\ ksT;
Como ilustracao, para o caso dipolar [32], obtemos que
sy g(1 —1€Q 1,1 1,1)%
(M) = —2 (P — P}V ) 0w, T2), (6.17)
onde Pgl.l)’l) é a polarizabilidade dipolo-dipolo que assumimos sendo dada por
P = (w) AW (6.18)
()08 (2) a8 :
onde AS% é dado por
1
A((x,i? = ba13,
e
agy(w) = afy (W) + zoz'(‘i) (w)
Portanto, a Eq. (6.17) se torna
D 2 (1 2e0
<M((i));a M((i));ﬁ> = Z2a(,) (@)O (@, T})day - (6.19)
Para o caso quadrupolar temos que
@@\ _ 70 (5(22)  pl(22) _
(MY ™M) = o2 (P(Y - P ) 0w, T2), (6.20)
onde PE?)’Q) é a polarizabilidade quadrupolo-quadrupolo dada por
2,2 2
PG = fy(w) AT, (6.21)
sendo
Bl (@) = By (@) + i ()
e o tensor tetraédrico isotrépico:
NGRS 5o 5s0s1) b — S0raa 22
a,B 5( 1610028 + a1 B20a28,) b — g2 081Ba- (6.22)
Entao, a partir das Egs. (6.21) e (6.22), podemos escrever a Eq. (6.20) como sendo
@)=, ,2 \ 260 ‘ 2)
<M(i);aM(i); 6> = o ()8 T AT (6.23)
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Além da ordem quadrupolar, também temos de levar em conta os termos cruzados.

Nesse caso, a interacao dipolo-quadrupolo é escrita como

Wrap@\ _ —€0 (5(12)  p(1.2)x A
<M(z’) M(z’)> = Twey (P(@-) P >®(w,Tz), (6.24)

onde Pgl.l)z) ¢é a polarizabilidade dipolo-quadrupolo, dada por
PO 5 = 10 @)0% 5, 40 (6.25)
com () (@) = Yipy (@) + i7fy @) ©
O 5 5, = €anfupos (6.26)

sendo um tensor isotrépico anti-simétrico. A partir das Eqs.(6.24) e (6.26), segue que

)% 5 (2 20
<M((i));aM((i));B> = ch27(,~)(w)@(waTz‘)ﬁal,ﬁl,gg- (6.27)

Devemos ressaltar que o TFD, Eq. (6.15), se aplica sempre que a distribui¢ao de
cargas de cada NP, na presenca de interagoes mutuas, alcanca o equilibrio com o reservatorio
térmico. Quando esse nao é o caso, como p.ex. em regimes de nao-envelhecimento (non-
aging) [35], pode-se ainda analisar o sistema em termos da temperatura efetiva, como vimos
no Capitulo anterior. Nesse caso, pode-se escrever uma ELG, que leva em conta a troca de
calor entre uma dada NP7 e seu banho térmico. Desse modo, relaciona-se a variancia do
momento linear dessa NP7 com sua temperatura via Teorema da Equiparticao de Energia,
obtendo, portanto, a temperatura efetiva da referida NP (Te(jc(kz))) através da resposta do

sistema devido as flutuagoes dos momentos multipolares [119]. Entao,

(Lk) _ B (1) K\?
TR =Ty + (To — Tres) [<M(i) @M(i)> 1} , (6.28)

onde Ty é definida como sendo a temperatura inicial da NPi e T,.s é a temperatura do
reservatorio térmico. Essa expressao mostra que os momentos multipolares da particula sao
nao-correlacionados, i.e. quando ambas as NPs se equilibram independentemente a duas
temperaturas distintas, a temperatura efetiva coincide com a do banho. Essa é a situacao
considerada nesse trabalho. Além disso, a Eq. (6.28) celebra a primeira conexao entre os
resultados obtidos através da ELG e o formalismo para NPs, a qual é equivalente a Eq.
(4.7).

A temperatura efetiva, definida como aquela para a qual o sistema deve entrar em
equilibrio, é um parametro para medir a distancia do estado estacionario em que ambas as
particulas atingem duas diferentes temperaturas. Ela também pode ser calculada utilizando

um modelo de relaxagao [112, 147].
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6.3 Condutancia térmica

Nesta Secao, vamos calcular a condutancia térmica entre as duas NPs na presenca
da contribui¢do quadrupolar. Nesse sentido, iniciamos escrevendo a Eq. (6.14) da seguinte
forma

Qg = 2 5 e S5 (M) (S, —SEL) . (629
L,k=0 {8} {a}
onde a partir das Egs. (6.7), (6.9) e (6.13)

Lk 1 - —(nd+mAi+k+2) 4(mn) () q
Stibe = lreg) Z_Od Ay W) B (dw), (6.30)
tal que
m,n (L,n n,m m 3
A (w)BY =N v @PST (@)Y (). (6.31)
{nr v}

Portanto, substituindo a Eq. (6.31) na Eq. (6.30) e a relagao resultanto na Eq. (6.29),

segue que

(o.0] o
Qij = Lofiiinut (6.32)
1,k=0 n,m:O
onde
mlk  TIWT (L,k) l u®
iyt == @) Y 3B (MM Y —cep. (633)
{8} {o}
Portanto, segue da Eq. (6.32) o fluxo liquido de calor entre as NPs:
Q12 = Q1—>2—Q2—>1
Lk Uk
= @ Z cic Z @l ) ik cpmbE) o (634)

n,m=0
Levando em conta a Eq. (6.26) e o carater de simetria do tensor superficial esférico
dado pela Eq. (B-3), pode-se provar a partir da Eq. (6.31) que

A(Q'Sl)(w) (l k) _ A(l.

2y gk _
e 0 = Al ) BSY =0, (6.35)

Ba

Além disso, pode-se mostrar que, quando m +n =2p+1 (p > n), PEJ) m) ¢ proporcional a

um tensor isotrépico anti-simétrico %) de ordem 2p + 1 que satisfaz [146]

o% ,=-0%, ., (6.36)
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Portanto, por razoes de simetria, somente o coeficiente C? m’l)’k, para o qual n +m = 2q

el+ k = 2s, com ¢ e s sendo niimeros inteiros positivos, contribui para o fluxo de calor.

Entao, além da ordem quadrupolar podemos escrever a partir da Eq. (6.32)

1 1,1,1,1 1,1,2,2 221,14 -8 2,2,2,2 110
Qi = (g { GG 0 (O + o+ 9CE2 NS + GRG0+ | (63)

Assim, a partir das Egs. (6.33), (6.37) e (B-8)-(B-11) chegamos a
o 3 1" H I I I I —8
Qg = gz {oalyd™® +15 (ol By + By ;) ) d
+1408) ()8 (@)d 20+ - - } Ow,T)). (6.38)
e, conseqlientemente,

QlZ(w) - Q1—>2_Q2—>1
3
— —{ 00y + 1408 () By (w )d—lo}A@

83
45 o o
T8 {(a@)ﬁ(l) +3aqy) (2)) O(w, T1)
N <a‘(|1>ﬁ o) F 30"(‘2>5‘('1>) Q(W’Tz)} d® (6.39)

onde AO = {O(w,T1) — O(w, T)}.
Quando as NPs estao na mesma temperatura T, a Eq. (6.39) reduz-se a

Qi2(w) = % < yBay — o B‘('1)> d—®0(w,T), (6.40)

Dai uma vez que o sistema estd em equilibrio térmico

/OOO ng(w)dw =0. (641)

De modo geral, i.e. em um estado fora do equilibrio, podemos linearizar a Eq.
(6.39) com respeito a diferenga de temperaturas AT = T} —T5 em via de obter a condutéancia

dada através de
Glg(T) = 0Q12/0 AT]TFTFTO .

Entao, obtemos
_ o I —8
Gu(T) = 8ﬂ3/ 0 (w,T) { g alyyd™° + 60 (afy By + aly By ) 45+
501 (@) By, (w)d’lo} dw, (6.42)

onde T = (T} + T1)/2 é a temperatura média, que corresponde & temperatura final de
equilibrio que os dois corpos devem atingir quando entrarem em contato e o fluxo de calor

entre eles for estabelecido [148].
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Figura 6.2: Condutancia térmica G12 em funcao da distancia d, reproduzindo os dados ob-
tidos via Simulacao de Dinamica Molecular por Domingues et al. [32]. Os pontos cinza re-
presentam a condutancia quando as particulas de raios efetivos 0.72, 1.10 e 1.79 nandémetros
estdao em contato. As linhas sélidas (laranja) equivalem ao resultado analitico obtido por
esses autores. Os valores da condutancia a distancias curtas sao representados pelas linhas
trago-pontilhadas (cinza). O gréfico interno ilustra diferentes guias de comportamento em
funcao da distancia com diferentes valores de expoente.

Na expressao para condutancia, Eq. (6.42), podemos identificar as seguintes con-
tribuicoes:
(i) Dipolar
dip 3 > 0 —
GiY(T) = = </0 @/(w,T)a(l)a(Q)dw> d=°. (6.43)
que coincide com a expressao obtida na Ref. [32].
(ii) Quadrupolar
d o 1 > / T I I I I —8
Giy(T) = ﬁ/o O (w, T) {45 (a(l)ﬂ@) + O‘(Q)ﬂ@)) d
15 I I -
= By (@) By (w)d 10} dw. (6.44)

De modo a verificar nossos resultados, na Fig. (6.2) re-apresentamos o grafico
obtido por Domingues et al. [32] estendendo a escala logaritimica para a condutancia de

uma forma mais usual. Esse grafico mostra a condutancia térmica em funcao da distancia
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entre as NPs, ambas com raio R, em trés situacoes significativas: em contato mecanico
(d = 2R), em uma regiao intermedidria muito préxima do contato (2R < d < 4R) e uma
regiao mais distante (d > 4R) onde a interagao de campo-préximo ainda é valida.

Os resultados correspondentes as linhas sélidas (laranja) mostram o comporta-
mento d~%, que foi obtido na Ref. [32]. Nossos resultados estdo em amplo acordo para essa
regiao, sob influéncia do dominio dipolar dado pela Eq. (6.43). Quando as particulas estao
muito préximas, suas distribuicoes tornam-se muito desordenadas e as ordens superiores as
interacoes dipolares desempenham um papel relevante no célculo da condutancia térmica.
Nesse caso, como previsto por Domingues et al. [32], a condutancia térmica é cerca de
quatro ordens de magnitude superior quando comparada ao modelo dipolar. Em condicoes
mais extremas, quando as particulas estao em contato uma com a outra, os mesmos autores
também prevéem que a condutancia deve ser duas ou trés ordens de magnitude menores que
a condutancia justamente anterior ao contato. No contato, além das interagoes de Coulomb,
o intercambio de fonons também contribui para a transferéncia de energia, compensando os
termos de ordem superior da expansido multipolar. Além disso, como discutimos logo depois
da Eq. (6.35), devido ao caréter tensorial das polarizabilidades, somente os multipolos pares
contribuem para a expansao multipolar. Nessas previsoes numéricas estao contidas nossos
resultados dados pela Eq. (7.25), onde pode-se ver que a contribuicio dominante (d~19) é
justamente quatro ordens de magnitude menor que o caso dipolar (d~%), enquanto que um
caso intermedidrio deve ser dado por d~%.

E importante ressaltar que obtivemos a condutancia até a ordem quadrupolar. No
entanto, através do nosso formalismo é possivel obter a condutancia para qualquer ordem

de interacao multipolar.
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Capitulo 7

Estudo termodinamico da

conducao de calor em nanoescalas

7.1 Introducao

Vimos no Capitulo anterior que, quando duas NPs polarizaveis encontram-se muito
préximas, a transferéncia de energia entre elas depende enormemente de suas dimensoes e
distancia de separagao. Quando a distancia de separagao entre as NPs d é d 2 2D, onde D
é o tamanho caracteristico de cada NP1, a energia trocada entre elas é devido as interacoes
multipolares através de um regime de flutuacao-dissipagao [144] (ver Fig. (6.2)). No caso
particular onde as NPs estao muito préximas, a uma distancia no intervalo D < d < 2D,
elas nao podem ser tratadas meramente como um sistema termodinamico no equilibrio
e, entdao, o modelo dipolar de intercambio de energia deixa de ser valido [32, 37]. Nessa
situacao, uma vez que a magnitude da interacao multipolar pode ser da mesma ordem que
a energia de cada NP, ambas consideradas separadamente, a energia do sistema constituido
pelas duas NPs é nao-aditivo [34]. Assim, o efeito da interacao é o de modificar os niveis
de energia de cada uma delas, com isso esse sistema torna-se nao-extensivo. Esse cendrio
¢é analogo ao de ter as NPs sob efeito de um campo externo, que modifica os parametros
intensivos de modo a caracterizar o estado do sistema [34]. Assim, o campo externo remove
cada uma das NPs do equilibrio e as mantém em um estado fora de equilibrio.

Em geral, o processo de troca de energia consiste de uma corrente de particulas

inerciais ou quase-particulas (neste caso, fonons) [46] as quais atuam como emissores de

D equivale a aproximadamente 2R, onde R é o raio efetivo de cada NP.
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energia emitida pelos sistemas em diferentes temperaturas. Esse fato nos permite reali-
zar uma descri¢do termodinamica desse processo. Nesse contexto, no Capitulo anterior
estudamos as interagoes coulombianas multipolares entre as NPs mediante a realizacao de
expansao multipolar de suas distribuicoes de carga. Naquela ocasiao, analizamos a contri-
buicao do fluxo de calor a partir dos multipolos de uma ordem superior quando comparado
ao regime flutuativo-dissipativo dipolar. Entretanto, como mencionamos acima, ambas as
NPs nem sempre podem ser tratadas como um sistema em equilibrio termodinamico em
regime de flutuagao-dissipacao.

Portanto, em via de estudar as situacoes fora do regime de flutuacao-dissipacao,
uma descricao termodinamica de nao-equilibrio é o procedimento mais adequado. Nesse
Capitulo, vamos mostrar que a troca de calor entre NPs também pode ser estudada no
ambito da termodinamica mesoscépica de nao-equilibrio [30], analisando os processos irre-
versiveis em um gas de quase-particulas. O formalismo aqui empregado é baseado no esta-
belecimento de equacgoes de taxa para a densidade de probabilidades de quase-particulas,
que nos permitird conhecer diferentes tipos de processos de troca de calor, que vao desde
0s processos resultantes de uma diferenca de temperatura causada por um campo externo.
Assim, podemos ir além do regime de flutuacao-dissipacao desde a presenca de um agente
externo de conducao que mantém o sistema fora do equilibrio.

Vamos calcular o fluxo de calor entre duas nanoparticulas e a condutancia na
presenca tanto de diferencas de temperaturas quanto de um campo externo. Além disso,
para dados valores de diferenca de temperatura e de campo externo, vamos analisar a
condutancia como uma funcao da freqiiéncia.

Este Capitulo serd organizado da seguinte forma: Na Segao 7.2, desenvolveremos
o formalismo termodinamico adequado para o estado estacionario do fluxo de calor entre as
NPs e para a condutancia no regime de flutuacao-dissipagao. Na Secao 7.3, generalizaremos
esse formalismo no intuito de estudar estados de nao-equilibrio e, entao, obteremos uma
expressao geral para o fluxo de calor. Na Secao 7.4, vamos obter o fluxo de calor e, a partir
disso, a condutancia e a susceptibilidade no caso em que uma forga constate é aplicada ao

sistema.

7.2 Estado estacionario

Vamos considerar a distribuicao dos estados de um gas de quase-particulas nao-

interagentes [46], obtida através da densidade de probabilidades de uma particula no espago
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de fase p(IT; t), onde IT = (¢, p), tal que ¢ e p sdo, respectivamente, a posi¢ao e 0 momento

linear da referida particula. Vamos assumir que p(II;t) satisfaz a Equacao de Continuidade

%p(ﬂ; t) = _a% -J (1L t) (7.1)

onde J (IT; t) = (Jy, Jp) é a corrente de probabilidade e 9/9II = (0/dp, V), onde V = 9/0q.
Além disso, esse gas pode ser termalizado em duas temperaturas distintas, 17 na posicao
q1 e T> na posicao qo.

De acordo com o postulado da entropia de Gibbs [35], Eq. (4.11), propomos a

densidade funcional

S(t) = —kp / p(II; ) In Z(Eﬂt; dII + S, (7.2)

como a entropia de nao-equilibrio do sistema, onde S, e a entropia de equilibrio do gas
mais o banho térmico. O valor pe,(IT) = lim; .o p(II;t) é a densidade de probabilidades
no equilibrio.

Variagoes na densidade de probabilidade p(II; ¢) implicam em variagoes na entropia
dada pela Eq. (7.2), que nos leva a

p(II; t)
Peq(IT)

uma vez que, introduzindo o potencial quimico termodinamico

08 = —k:B/(Sp(H; t)In dIl, (7.3)

p(II; )
w(IL; t) = kT In ———, (7.4)
Peq(IT)
a Eq. (7.3) pode ser escrita como

5 = — / @@(H; )T, (75)

com T sendo a temperatura do gds. A partir das Eqgs. (7.1) e (7.5) obtemos que a produgao

05 _ /J (1) 25 (7.6)

de entropia sera

ot oL T
com o produto de uma corrente termodinamica J (II;¢) e o conjugado da forga termo-
dindmica 0/0II(u(I1;¢)/T). De modo usual em termodinamica de nao-equilibrio [35], po-
demos escrever a seguinte equacao fenomenoldgica devido a conducao de calor como sendo
uma relagao linear entre os fluxos e as forgas termodinamicas:

0 p(IL;t)

3(5) = L) - o

(7.7)
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onde L(IT) é a matriz de coeficientes fenomenoldgicos. Entao, a Eq. (7.7) nos permite

reescrever a Eq. (7.6) como uma forma bilinear:

as [ 0 p(Lit)

o8 0 p(IL;t)
o J o T

oL T

- L(IT)

dIl, (7.8)

a qual esta de acordo com a Segunda Lei da Termodinamica, de modo que L é definida como
uma matriz positiva. Também é comum em termodinamica de nao-equilibrio introduzir a
matriz dos coeficientes de difusao D(p) = kM, onde M(p) = L/p é a matriz de mobilidade,

tal que a Eq. (7.7) pode ser escrita de uma forma mais conveniente:

3}
J(IL;t) = =D(p) - 5o (7.9)
Dali,
3} 3}
Jq = _qua_pp - qua_qp
3} 0
Jp = _Dppa_pp - qua_qp (7.10)

onde lancamos mao da Eq. (7.4) e o fato de que p., é homogéneo e, ademais, obedece a
relagdo de Onsager [35]
Dgp = =Dpg.

Desde que o gas seja ideal nao haverd correntes de difusao no espaco real, mas somente
dissipagao de energia quando as particulas estao termalizadas. Portanto, J, = 0 e, a partir

do conjunto de Eqgs. (7.10), segue que

0 Dyy 0
=99 - 7.11
"~ "D, (7.11)
e conseqlientemente
D,,D 0 h 0
J, =2~ _ D >—pE———p 7.12
= (25 = Pn) g0 =~ (712)
que implica que a Eq. (7.1) vem a ser
0 o 1 0
—p=h———0p. 7.13
o’ dp1(p) 8qp (7.13)
Por outro lado, a integral da Eq. (7.12) leva a
1 /2
7 /1 7(p)Jpdq = p1(p,t) — p2(p,1t) (7.14)

onde p;(p,t) = p(qg = j,p,1).
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Além disso, desde que a dissipacao de energia ocorra quando as particulas estao
termalizadas nas posigoes 1 e 2, como foi dito acima, também assumimos que a corrente é

homogénea entre 1 e 2, ou seja,

Jp(IL, 1) = Ja(p, )0(q — q2) + J16(q — q1), (7.15)

nos permitindo obter uma forma particular a partir da Equacao de Continuidade, Eq. (7.1),

0 0
580(1% t) = —a—pJ- (7.16)

Aqui, ¢(p,t) = [p(II;t)dg é a densidade de probabilidade no espago dos momentos e
J = Jy — J1 constitui a corrente liquida no espaco dos momentos.
No6s podemos ir mais longe na andlise do nosso sistema se definirmos a escala

temporal efetiva
T = /p(H;t)T(H)dﬂ, (7.17)

ou simplesmente

™ =

[T (p1) + 7 (p2)], (7.18)

N |

que nos permite reescrever a Eq. (7.14) como sendo

2
h
/ Jpdq = * (p1— p2), (7.19)
1

que é uma expressao aproximada. Por outro lado, substituindo a Eq. (7.15) na integral da

Eq. (7.19), chegamos a
h

:F

J (p1— p2) (7.20)

como a expressao final para a corrente liquida. No estado de equilibrio ps = p; e J = 0.
No entanto, se mantivermos cada particula separadamente no equilibrio com seu respectivo

banho, tal que p; — pjeq(T;) com

‘ N exp(—ﬁ,En)
Peal) = 5 e () w2y
onde
1
Bi = T,

e F,, se refere aos niveis de energia correspondentes ao oscilador harmonico,

1
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Entao, a corrente dada pela Eq. (7.20) alcanca um valor estaciondrio

Jest(w) =

jn (w) [pLGQ(wv Tl) - p2,eq(w, T2)] . (7.22)

Aqui, definimos a freqiiéncia como w = A/h, com A representando o salto entre os niveis
de energia. Além disso, uma vez que na Eq. (7.18) o valor 7* depende de p; e p2, no estado
estacionario ele deve depender da freqiiéncia w.

Agora, multiplicando a Eq. (7.22) a partir de E,, e da média sobre o ensemble,

podemos obter o fluxo de energia liquido,

Qw) = O(w,T1) — O(w, Ty)], (7.23)

onde O(w,T) = hwN(w,T) e

) = 1
~ exp(hw/kpT) — 1

N(w,T (7.24)

¢ a distribuicdo de Planck. Devemos ressaltar que nossa Eq. (7.23) coincide com nosso
resultado obtido no Capitulo anterior [144, 32]. Além disso, a Eq. (7.23) pode ser escrita
como

Qw) = G(w,T)AT, (7.25)

onde T = (Tl —|—T2)/2, AT =T, —-Ty e

_ kph hw/kgT — \?
G, T) = 1205 (sinh(ﬁw/ngT)> (7.26)

é a condutancia. Finalmente, vale ressaltar que, quando T} = Tb, a corrente Q(w) desapa-
rece, constituindo uma expressao de validade do principio de balanceamento detalhado que,
neste caso, reflete o fato de que nossos resultados correspondem ao regime de flutuagao-
dissipacao.

Quando d = 27wc/w, onde d é a distancia de separagao entre os centros de cada
nanoparticula e ¢ é a velocidade da luz no vacuo, a Eq. (7.26) nos dd a condutancia
em funcao da distancia entre as nanoparticulas. Para distancias extremamente pequenas,
D < d <« 2D, o sistema caminha em direcao a um comportamento vitreo, relacionado a
relaxagao lenta. A Ref. [133] mostra que esse tipo de sistema é caracterizado por uma hie-
rarquia de tempos de relaxacao, que no caso de sistemas vitreos ¢ dado por uma exponencial
esticada [149]:

7*(t) = aexp(—bt?),
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Figura 7.1: Condutancia térmica G entre duas nanoparticulas em fungao da distancia
de separacao entre seus centros d. A linha sélida (laranja) mostra o ajuste da Eq. (7.26)
aos dados obtidos via Simulagao de Dindmica Molecular por Domingues et al. [32] para
duas nanoparticulas com raios efetivos R = 1.10 nandémetros. O ponto cinza representa a
condutancia quando as nanoparticulas estao em contato.

com a e b constantes. Entao, no disposto nesta Secao, o valor do expoente A da expressao
acima para o qual se obtém o melhor ajuste aos dados obtidos via SDM de Domingues
et al. [32] é A = 2. Portanto, 7*(¢) é uma funcao gaussiana, tal que sua transformada de

Fourier também é uma gaussiana, i.e.
7 (w) = aexp(—bw?).

A Fig. (7.1) mostra o ajuste da Eq. (7.26) aos dados obtidos por Domingues et al. [32]
via SDM, levando em conta duas nanoparticulas de raios efetivos iguais a 1.10 nanémetros.
Sob uma abordagem puramente termodinamica para o estados estacionarios, nosso resultado
sobre a condutancia térmica se demonstra compativel aquele obtido no Capitulo anterior,

onde analisdvamos os efeitos das interacoes multipolares sobre a condutancia.
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7.3 Estado quase-estacionario

Nesta Sec@o vamos assumir um campo externo associado a um potencial V(q)
atuante sobre o sistema. Esse campo externo quebra a invariancia translacional do sis-
tema, de modo que o regime de flutuagao-dissipacao, que por sua vez esta associado a
distribuigao de probabilidades canonica, Eq. (7.21), nao mais é satisfeito; i.e. o regime de
flutuacao-dissipacao ¢é violado. Entao o sistema relaxa para um estado de quase-equilibrio
caracterizado por uma temperatura local T'(¢; t), correspondente & temperatura efetiva vista
nos Capitulos anteriores.

A dinamica do sistema pode ser dada através da Equacao de Fokker-Planck para
p(q,p;t) em um campo de forca, ao invés da Eq. (7.13) [133],

0 0 1,0 (.40
—_ = — ;7 ;; ‘/ e e e _2
at’ PVp+VVIg) 8pp 70 op < " Op +p> r (7:27)

_1:

onde 3,

kpTres, 7o € a escala temporal relacionada ao fluxo do momento e 1,5 é a
temperatura do reservatorio térmico. Isso contribui para uma aproximacao difusiva para a
Equacgao de Transporte de Boltzmann [150].

Por definicao p(q,p;t) = n(g;t)pqe(p;t), onde ¢4(p;t) é a densidade de probabili-
dade condicional normalizada no instante ¢ de modo que [ ¢,4(p;t)dp = 1. Além disso, a

densidade de probabilidade n(z,t) = [ p(g, p; t)dp evolui de acordo com

0

5= —V/pp(q,p;t)dp, (7.28)

obtida pela integracao da Eq. (7.27), a qual define a corrente J(q;t) = [ pp(g, p; t)dp. Essa

corrente satisfaz a equagao

%J(q; )+ 15 (g, t) = —n(g;t)VV(q) — kpVn(g;t)T(g;t), (7.29)

onde a temperatura local é definida através de uma generalizacdo do Teorema de Equi-

parti¢do como o segundo momento de ¢4(p;t) [34, 151]

baT () = [ 96,0 ). (7.30)

Aqui, no caso em que t > T, os efeitos transientes na Eq. (7.29) desaparecem e essa

equacao leva a corrente

J(g;t) = —D(g;1) [Vn(q;t) + ,@%(q,t)n(q; t)Vo(g;t)|, (7.31)
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onde ®(¢;t) = V(q)+kpT(q;t) é um potencial efetivo e D(q;t) = 1okpT(q;t) é simplesmente
o coeficiente efetivo de difusdo. Devemos mencionar que aqui estamos assumindo 79 como
uma constante que consiste no limite markoviano. Entretanto, de modo geral, 7y pode
assumir valores temporalmente dependentes, representando uma hierarquia de escalas de
tempo correspondente a situagdo nao-markoviana [91].
No estado de quase-equilibrio, a corrente de probabilidade dada pela Eq. (7.31)
desaparece. Isso ocorre quando a densidade de probabilidade é
1& (o
Ng.e.(q;t) o< exp [— /q %dq/] . (7.32)
Entao, a Eq. (7.32) mostra o importante fato de que o balanceamento detalhado é satisfeito
exclusivamente no equilibrio local T'(¢;t), que é diferente da temperatura de equilibrio, i.e.
a temperatura do reservatério térmico. Além disso, como uma conseqiiéncia desse fato, a
produgao de entropia cessa quando a temperatura coincide com a temperatura local T'(g; ).

Agora, introduzindo o potencial quimico de nao-equilibrio

n(g;t)
q¢;t) = kT (q;t) In ————, 7.33
last) = knT(a; ) In 000 (7.53)
a corrente dada através da Eq. (7.31) pode ser escrita como
J(g;t) = —=D(g;t)ng.e.(q: 1)V exp [B(g; (g t)] (7.34)

que é uma forma mais 1til a fim de efeitos praticos, com (3(q;t) = 1/kgT(g;t). Além disso,
uma vez que as colisdes ocorrem nos contornos enquanto o sistema é homogéneo no espaco

intersticial nés também introduzimos uma corrente média J(t) definida pela equagao

J(g;t) = J(t) [6(qg — q2) — (g — q1)] - (7.35)

Agora, integrando a Eq. (7.34) e lancando méao da Eq. (7.35), segue que

J(t) = LexpBum) = exp(Bopia)]
[. D(g;t)tnge(q:t)tda

onde fy(g) = B(ql(g);t) e pi1(2) = p(qi(2);t). Concomitantemente & consideragao anterior, da

(7.36)

existéncia de uma corrente média, podemos escrever a densidade como sendo
n(q;t) ~n1(t)d(q — q1) + na(t)é(q — q2), (7.37)

onde ny(3)(t) = n(q(2);t). Assim,

J(t):y(t)< m(t) __nat) ) (7.38)

N1ge(t)  m2g.e(t)
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com v(t fl ¢;t) Inge(g;t)tdg e n1(2),q.e(t) = 1ge(qi(2);t). Note que, quando o
campo externo é nulo, o sistema torna-se translacionalmente invariante e a corrente, dada
pela Eq. (7.38), reduz-se a Eq. (7.20). Depois de substituir as Egs. (7.37) e (7.35) na Eq.
(7.28) obtemos apés uma integragao entre —oo e (g1 + ¢2) /2

%nl y (7.39)

e depois da integragao entre (¢1 + ¢2) /2 e 0o

%ng (), (7.40)

ambas consideradas como Equacoes Mestras.

Dado um momento em que o sistema estd em um estado de equilibrio, para o qual

n1(2) (t) = n1(2),eq>

onde ny(9) ., ¢ dada pela Eq. (7.21), a partir de J(t), mediante £, e a média canonica,

obtemos
@(wv Tres 1) @(w, Tres 2)
) =v(t - : , 7.41
Qw,t) = v(t) o (D) n2ae (D) (7.41)

onde T;.s; ¢ a temperatura correspondente ao banho associado ao sistema ¢. Desde que

N1 g.e.(t) # N2 q.e.(t), mesmo quando o banho tenha atingido o equilibrio mituo, Tres1 =
Tres,2, teremos que Q(w,t) # 0 e, portanto, a corrente dada pela Eq. (7.41) nao satisfard o

balanceamento detalhado o que leva a violagao do TFD.

7.4 Fluxo de calor

Como um caso particular, vamos agora examinar a influéncia de um potencial
V(q) = —Fq sobre um sistema, sendo F' uma forga constante. Nesse caso, depois de

integrar a Eq. (7.27) em relagao a ¢, obtemos

0 40
a - — —¢ + 1 <Bresa > ¢7 (742)
onde ¢4(p,t) — ¢(p,t). O primeiro momento de ¢ satisfaz
0 _
5 () =F =7 L(p) (7.43)

a qual para uma escala temporal ¢t > 7y nos leva a

(p) = 1ol (7.44)
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Por outro lado, a equacao diferencial correspondente ao segundo momento é

9,5 —1/,2 —1,5-1

E <p > = _27—0 <p > + 2F <p> + 2’7—0 res (745)
a qual para escalas temporais t > 79, a partir das Eqgs. (7.44) e (7.45), nos leva a

(p?) = (10F)* + Byt = kgT, (7.46)

Tres

onde T é a temperatura do sistema no quase-equilibrio, que difere da temperatura do banho
térmico. Note que essa expressao é equivalente a Eq. (4.7), obtida através da ELG. Com

isso, para t — 0o, a Funcao de Relaxacao assume o valor

F)?
R2(1) —
) = AT
onde AT = TOJ‘ — Tres,i-
Aqui, a Eq. (7.32) se reduz a
Fq Fq 2
~exp |—L | = 1 — (Fro)? kT, ) . 7.47
e ) ~ xp [ o | = exp [ (1= (Pr)? )| (1.47)
Entao, desde que a relacao de ng..(¢;t) deve ser normalizada, nj g (t) + noge(t) = 1.
Portanto,
exp [ Fg }
kpT;
ni,q.e.(FaT’i) = B } (748)
22 exp qi
=1 kpT;
com
kgT; = (FT0)2 + kBTOJ‘. (7.49)
Portanto, introduzindo as constantes de taxa:
v
K=—2 7.50
! ni,q.e.(Fa T’z) ( )

onde v = D {BF/ [exp(BF) — 1]}*. Entéo, a Eq. (7.41) pode ser reescrita como sendo
Q(F, w) = Kle(w7 Tres,l) - KQ@((U, Tr‘es,Z)- (751)
Quando os banhos atingem o equilibrio muituo, Tres1 = Tres,2 = Tres,

Q(F7w) = @(vares) (Kl - KQ) (7.52)
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que, em geral, é diferente de zero, mostrando que nesse caso o fluxo de calor é devido
exclusivamente a forca externa. Além disso, note que a partir da Eq. (7.49), quando

Ty =15 =T e caso ¢ =0 e gz =1, segue que

F
N2 q.e. = €XP ij—T Niq.e.s

onde

F
N1ge = 1+ exp k:B—T .

Portanto, a Eq. (7.50) conduz a

(BF)? exp(—f3F)
2 sinh (BF)’

Ki—Ky=D (7.53)

que € a expressao para a susceptibilidade.
De modo geral, para T = (Tyes1 + Tres2)/2 € AT = Tres1 — Tres 2, Segue que a
Eq. (7.51) se reduz a

QUEw) = Ow,T) [k (T) ~ K (T)] + 5 {[K1 (T) + K> (T)] /(0 T)
+ K1 (T) + Ky (T)] ©(w,T)} AT, (7.54)

onde © e K 1(2) sao as derivadas em relagao a temperatura das fungoes © e Kj(y), respec-

tivamente. Finalmente, a partir da Eq. (7.54), obtemos a condutancia
1 _ _ _ _ _ _
G(w,T) = 3 {[Ki(T) + K2 (T)] ©(w,T) + [K1 (T) + K3 (T)] ©(w,T)} . (7.55)

Esses resultados apresentam ampla analogia com a difusao anémala. Naquela ocasiao tra-
tamos de difusao de particulas, aqui — no entanto — abordamos a difusao de calor entre
duas nanoparticulas. Note, entretanto, que as Eq. (7.49) é equivalente a Eq. (4.7), ambas

obtidas através de distintos formalismos.
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Capitulo 8

Conclusoes

8.1 Teorema de Flutuacao-Dissipacao Generalizado e a di-

fusao anomala

Neste trabalho, partimos de um sistema estocastico unidimensional desprovido de
forcas externas, levando em conta tanto processos markovianos quanto nao-markovianos.
Com isso estudamos a Equagdo de Langevin Normal, Eq. (3.8), e sua generalizagao, Eq.
(3.22), desenvolvendo um estudo sistemético a partir de ruidos brancos e coloridos, de-
monstrando — por consegiiinte — a primeira versao do Teorema de Flutuacgao-Dissipacao,
Eq. (3.17) e sua generalizagao, o Teorema de Flutuacao-Dissipagdo Generalizado (TFDG)
(Secao 3.8). Além desses, desenvolvemos o TFDG para sistemas estaciondrios em regime
fora do equilibrio, Secao 4.5. Em ambos os casos, analisamos o balanco de energia para
sistemas em regime de difusao andémala com base na Equacao de Langevin Generalizada
(ELG). No caso particular de regimes estacionérios em situacao fora do equilibrio, Eq.
(4.24), analisamos a relagao entre a ergodicidade e o balango de energia.

O TFDG em situacao de equilibrio global, Eq. (3.56), corresponde ao bem estabe-
lecido TFDG obtido por Kubo [42, 43]. Aqui, porém — pela primeira vez — ele foi derivado a
partir da ELG. Para um sistema ergddico (R(t — oo0) = 0), nés concluimos que os sistemas
difusivos sempre obedecem o TFDG, apresentando um comportamento de relaxacao rapida,
de modo que o sistema alcanca o equilibrio termodinamico com uma temperatura igual a
do banho térmico.

A obtencao de um TFDG em uma situacao distante do equilibrio permite uma

compreensao mais acurada de sistemas cujo tempo de observacao € inferior ao tempo de
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relaxacao. Em processos de relaxacao lenta, no entanto, esses sistemas podem ser conduzidos
a um regime ativado, havendo somente um equilibrio local permanente [112], tal que a
resposta do banho térmico ao sistema difusivo desaparece. Nesse caso, desde que a Segunda
Lei da Termodinamica seja valida, o TFDG ainda é equivalente ao TFDG de Kubo. Isso
equivale a dizer que, embora o sistema seja nao-ergddico, um sistema difusivo em um estado
estaciondrio em equilibrio local ou global, qualquer formulacao para o TFDG deve levar em
conta apenas a temperatura do banho térmico e a Fungao Meméria. Entretanto, caso no
equilibrio local a temperatura do sistema seja diferente da temperatura do banho, o TFDG
apenas fornecera a temperatura do banho, de modo que a temperatura do sistema estard
restrita ao conhecimento da Funcao de Relaxacao R(t).

Para sistemas nao-estaciondrios, onde um comportamento nao-gaussiano é atin-
gido, a reversao temporal ndo é cumprida. Assim a Teoria de Resposta Linear nao é capaz
de predizer sobre o TFDG. A presenca de nao-estacionaridade leva a uma hierarquia de
tempos de relaxagao responsavel pelo fenéomeno de nao-envelhecimento, a partir do qual se
pode obter uma temperatura efetiva [133, 152].

A fim de fazer progressos, € preciso relaxar a condicao de um ruido com incrementos
estaciondrios. Isso introduz, no entanto, muitas outras complicagdoes como, p.ex. regime
de nao-envelhecimento [153]. Esse é um assunto de ampla discussao, onde faz-se necessaria

uma abordagem através de Teoria de Campo Médio, porém nao estd escopo deste trabalho.

8.2 Segunda Lei da Termodinamica e nao-gaussianizagao em

transporte balistico

No Capitulo 4 estudamos a difusao balistica (DB) para sistemas com meméria
de longo alcance. Enfatizamos os resultados obtidos anteriormente sobre a violacao da
Condigao de Mistura (CM), da Hipétese Ergédica (HE) e do TFDG [15]. Vimos que a
Segunda Lei da Termodinamica ¢é valida. Entretanto, desde que a distribuicao de momento
linear inicial seja nao-gaussiana, i.e. em uma situagao inicialmente fora do equilibrio, a
temperatura do sistema balistico evolui de um modo nao-estaciondrio em direcao a tempe-
ratura de equilibrio, porém sem alcancd-la. Uma vez que os graus de liberdade lentos sao
dominantes nesse tipo de processo, o principio de reversao temporal nao é satisfeito e, por
consegiiinte, a entropia cresce porém sem atingir um méximo global, como averigiiamos na

Subsecao 4.3.2.
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Vimos também que, para todo e qualquer regime difusivo descrito pela ELG, a
preservacao de simetria é assegurada. Por outro lado, caso a distribuicao de probabilidade
inicial para o momento linear seja assimétrica os sistemas difusivos evoluem para um com-
portamento simétrico, desde que a HE seja garantida. Na DB, entretanto, a violacao da
HE implica na existéncia de uma corrente residual, desde que (p(0)) # 0.

O estudo de difusao anomala tem encontrado muitas aplicagoes, desde inves-
tigacoes matemadticas formais [101, 154, 98, 155] a nanodispositivos [156, 85, 116, 157].
Recentemente, Klumpp e Lipowsky [158] investigaram o movimento de particulas motor
vinculado a uma particula de carga. Eles encontraram que o coeficiente pode ser reforcado
por duas ordens de magnitude e, desta forma, o coeficiente de difusao cresce linearmente

com o tempo, podendo alcancar uma eficiéncia maior que os demais regimes difusivos.

8.3 Teorema de Khinchin e difusao anomala

No Capitulo 5 mostramos que o Teorema de Khinchin (TK) é valido para todos os
processos difusivos, tanto em regime normal de difusao quanto anémalo, desde que a validade
da HE seja garantida. Para mapas hamiltonianos nao-lineares [159] nao h& uma abordagem
geral destinada a esse problema e, em particular, na auséncia de um acoplamento ao banho
térmico (explicito pela ELG) e conseqiiente violagdo do balanceamento detalhado ou do
TFDG pode ser requerida uma analise especifica caso-a-caso. No entanto, desde que seja
possivel prover uma descricao cinética da dinamica hamiltoniana via Equacao de Fokker-
Planck-Kolmogorov fraciondria [160], é esperado que o tratamento da difusao anoémala em
tais sistemas possa ser descrito pelo formalismo da ELG. O TK permite uma verificacao
da HE de uma forma mais facil, tendo um cardter pratico uma vez que ele é expresso em
termos da Fungao de Relaxagao. Para o regime difusivo balistico (v = 2, i.e. fp > 1), a
HE falha; entretanto, a condigao dada pela Eq. (5.1) tampouco é vélida, conseqiientemente
o TK apenas nao ¢é aplicado a DB. Globalmente, podemos dizer que o TK continua a ser
uma forte referéncia, pelo menos no que diz respeito a difusao. E muito importante notar
que os nossos resultados aplicam-se a Fungoes de Relaxagao reais R(t), que é suficiente para
descrever grande parte dos regimes difusivos. Dessa forma, as técnicas de fisica estatistica
associada a processos ergodicos pode ser aplicado sem qualquer restrigao.

Por outro lado, se a Funcao de Relaxacao assume assume valores complexos, p.ex.
condutividade, o Teorema do Valor-Final da transformada de Laplace nao pode ser apli-

cado. Assim sendo, o TK pode nao-ser valido e uma nova restricao deve ser imposta a
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esses sistemas, tal como proposto na Ref. [40]. Temos visto que sistemas microcanénicos
(hermitianos) e sistemas canoénicos, em que as flutuagoes de energia desempenham um pa-
pel significativo, produzem resultados idénticos. Entretanto, para sistemas cujo processo de
relaxacao adquire um comportamento mais complexo, um formalismo baseado em Teoria

de Campo Médio torna-se necessario.

8.4 Efeito multipolar na condutancia térmica entre nano-

particulas

No Capitulo 6, nés desenvolvemos uma teoria para explicar o intercambio de ener-
gia entre as duas NPs em diferentes temperaturas. Nossa teoria fornece um formalismo geral
baseado na expansao multipolar do campo eletrostatico, a fim de estudar transferéncia de
calor entre duas NPs separadas por distancias arbitrarias, desde que o TFD devido as flu-
tuagoes multipolares seja satisfeito. No entanto, fora do regime de flutuacao-dissipagao e
quando o sistema possui graus de liberdade rapidos e lentos, é possivel formular um TFD,
em termos de uma temperatura efetiva, que depende apenas dos graus de liberdade len-
tos [112, 133, 119].

Verificamos que nossa andlise sobre o intercambio de calor entre duas NPs se-
paradas por alguns submicrons estd de acordo com os resultados de rapido crescimento da
condutancia, obtidos recentemente em simulacao de dinamica molecular [32], mesmo quando
as NPs estao em contato mecanico. Desse modo, fornecemos uma explicacao compreensiva
dos resultados numéricos obtidos na Ref. [32].

O formalismo aqui desenvolvido pode ser aplicado também a outras situagoes, como
p.ex, em transferéncia de calor via radiacao entre uma pequena particula dielétrica e uma
superficie [161] e no estudo de forgas 6ticas devido a radiacao de uma fonte térmica [162],

permitindo ir além da aproximacao dipolar.

8.5 Estudo termodinamico da conducao de calor em nanoes-
calas
Até onde sabemos, a atual literatura sobre troca de energia a escala nanométrica

baseia-se explicitamente, ou implicitamente, no uso do TFD [163] satisfeito pelas NPs em

situacoes de equilibrio local. No entanto, nem sempre podemos usufruir dessa abordagem:;
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uma vez que, por exemplo, no caso de NPs muito pequenas e sob distancias muito curtas
o TFD aplicado ao estudo de nanoescalas nao mais é valido. Em verdade, para NPs muito
pequenas a interacao multipolar pode alterar os seus niveis de energia, removendo — assim
—as NPs de um estado de equilibrio em relacdo a seus respectivos banhos térmicos. Assim,
um novo procedimento para o tratamento dessas situacoes é requerido.

Baseados na estrutura da termodinamica de nao-equilibrio aplicada a sistemas me-
soscopicos [30], desenvolvemos uma andlise da troca de calor entre duas NPs polarizadas.
Visto que o processo de troca de energia pode ser pensado como conseqiiéncia do estabeleci-
mento de um fluxo de quase-particulas entre ambas as NPs, formulamos as equagoes de taxa
para a densidade de probabilidade de quase-particulas, tendo em conta que a absorcao ou
emissao de quase-particulas por uma NP constitui um processo ativado. Em primeiro lugar,
no regime de flutuacao-dissipagao, obtivemos equacoes fenomenolégicas que se encontram
em bom acordo com os resultados anteriores [32, 144], apresentados no Capitulo 6.

Em seguida, generalizamos essa teoria de forma a abranger as NPs em situagoes
de quase-equilibrio, porém ainda longe do equilibrio termodinamico. Isso tem sido imple-
mentado assumindo duas NPs polarizadas sob efeito de um campo externo, que provoca
a quebra no principio de simetria da invariancia translacional. Como conseqiiéncia, o ba-
lanco detalhado nao mais é valido, levando a violagao do TFD. Nesse caso, obtivemos uma
expressao para o fluxo de calor contendo as contribuigoes combinadas da temperatura dos
reservatérios térmicos e da forca externa. Quando a forca externa estd ausente, recupera-
mos os resultados anteriores [32, 144], correspondentes ao fluxo de calor e a condutancia
no regime de flutuagao-dissipacao. No entanto, quando os banhos atingem mutuamente o
equilibrio térmico, o fluxo de calor é devido exclusivamente & forga externa. Fisicamente
pode-se dizer que os banhos fornecem a energia necessaria para manter a corrente de quase-
particulas quando as temperaturas dos banhos sao diferentes ao mesmo tempo em que o
campo externo constitui-se como a fonte de energia, de modo a manter a corrente quando
nao ha qualquer diferenca temperatura. Note, todavia, que essa descricao é analoga a

analise desenvolvida para o transporte balistico.
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Apeéendice A
Momentos de ordem superior

Neste Apéndice trataremos dos momentos de ordem de 1 a 4 obtidos a partir da

solucao da ELG, Eq. (3.27),

/ ¢t t)dt'. (A-1)

é notério que, a partir da média sobre o ensemble, obtemos a equagao equivalente a Eq.
(4.1),
(p(t)) = (p(0)) R(), (A-2)

tendo em vista que (£(¢)) = 0. Agora, elevando a Eq. (A-1) ao quadrado, desde que o
comutador [p(0), R(t)] = 0, chegamos a

t t
pi(t) = p*(0)R*(t +/ / EWNEWR(E —t)R(t — t")dt' dt”
+2p(0 / E)R(t—1) (A-3)

cujo valor médio corresponde & Eq. (3.60),

#*(1)) = (P*(0) R(®) + (p*),,, [1 = R*(1)] (A-4)

eq
Agora, multiplicando as Eqs. (A-3) e (A-1), segue que
p*(t) = p*(0)R*(t) + 3p(0 / / £t —t)R(t — t")dt'dt" +
+3p%(0)R?(t) / ER(t —t)dt' +

/ /,g EER(t—t)- Rt —t")at' ---dt"”, (A-5)
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Entao, tomando a média sobre o ensemble da expressao acima, lembrando que

p(0) e £(t) sao independentes entre si, tal que (p(0)¢(¢)) = 0, temos que

(p*(t)) = (p*(0)) R*(t) + 3 / / X)) R(t—t)R(t —t")dt'dt”  (A-6)

Note que a média (£(t')E(t")E(")), que é utilizada na obtengao da Eq. (A-6), é nula [50]
e pode ser verificada de modo nao muito laborioso quando assumimos o reservatério sendo
constituido por um banho térmico de osciladores harmonicos, o qual permite escrever o
ruido pela Eq. (3.64).

Vimos nas Secoes 3.8 e 3.9 que

/t /t Ce(t' = t")R(t — t"\R(t — t")dt'at" = (p?), [1 = R*(1)] . (A-7)
0 Jo
Portanto, a Eq. (A-6) pode ser finalmente escrita como

(1)) = (0°(0)) B(t) + 3 (p(0)) (p*),, [1 — R* (V)] R(t), (A-8)

que equivale a Eq. (4.12).
Agora, elevando a Eq. (A-3) ao quadrado, obtemos
pi(t) = p O)R()
/ / ) - E)R(t —t)--- R(t — t)dt - - - dt™

+6p2(0)R2 (t) / 1)/ f(tl)f(t”)R(t B tl)R(t B t”)dt’dt’/
+4p(0 / / 5 t”/ VR(t — t') Rt — t”/)dt/ "

+4p>(0)R3(t) / ER(t —t')at'. (A-9)
0

Tomando a média sobre o ensemble da expressao acima, obtemos

') = GO)R

(1)
/ CEE)YR(E—H) - R(t—t)dt - dt™

0
+6 (p*(0)) R*(t) / / R(t —tR(t —t")dt'dt". (A-10)
A média ({(')E")E(X")E(t™)), que aparece na expressdo acima, pode ser resolvida utili-
zando a seguinte relagao [50]:
<£(t/)£(t//)£(t///)é—(tiv)> — <£(7f,)£ t” ><£ t”/ é— tw >_|_ <£ t/// ><£(t”)£(7fiv)>
+ <£(t/ tw ><£ t/l I/I > (A—ll)
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Assim, podemos reescrever a Eq. (A-10) como

(') = ('(0) R'(t)

[ / / Ce(t' —t"R(t —t')R(t — t")dt'dt" x

/ / C«5 (t/l/ _ tiv)R(t _ t”/)R(t _ tiv)dtl/ldtiv +
0

+6 (p*(0)) R*(t) / / O ( —tR(t

—t"dt'dt".  (A-12)

A partir da relagao (A-7), finalmente podemos reescrita a Eq. (A-12) como sendo

(1) = (') B* (1) +3(0)}, [1 - B(0)]” +6 (52(0)) (52, [1 — RA(D)] (1), (A-13)

que é equivalente a Eq. (4.13).
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Apeéndice B

Propriedades do tensor de

superficie esférica

Neste Apéndice vamos apresentar algumas propriedade do tensor de superficie

z n)/a . .
esférica Yog )(r) associado ao tensor cartesiano de ordem n

" 1
7 - B-1
Dag, -+ Oag, T’ (B-1)

(n)

introduzido na Eq. (6.1). Os tensores X4 ’(r) sao dados em termos do vetor unitario ¥, que

estao associados a r como [146]
X(0(e) = DY 5) (B-2)
Esse tensor de superficie esférica pode ser expresso como
YD (E) = (2n — D Ty P, (B-3)

onde 7y, - Tq, sao os tensores simétricos irredutiveis construidos a partir das componentes

de t. Os trés primeiros tensores simétricos irredutiveis sao:

o =1""Tq, (B-4)
— _ 1
TarTag =T Tar1Tas 55041042 (B_5)
€
TaiTasTas = T TaiTazTaz — 57’ (barasTaz+

50410437"012 + 50&2&3TQ1 )] . (B_G)
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Os tensores de superficies esféricas satisfazem a seguinte propriedade [146]:

S YMEYME) = (20— 1)linl. (B-7)
{a}
A partir da Eq. (6.31) podemos obter os coeficientes definidos na Eq. (6.33).
Entao, pelas Egs. (6.17)-(6.23), (6.33) e (B-7) temos que
L1110 —iwﬂ (1 1)
C(Z_’]) B €0 Z Z B
{6} {a}
(D p r(1
(MM ) — e}

— 4o HZ I\j) ZZY(I 1) Y(l 1) 7Tl)

{6} {v}

= 24al, 0}, 0w, Ty), (B-8)

ciaze - W{QZZB

{8} {a}

<M((22)) M((ZZ))Q> — c.c.}

_ 45” ZZYQQY(QQ)G T)
{6} {v}
= 4TI (45}, ()8 (@)O(w. Ty). (B-9)

Os demais coeficientes sao obtidos de foma similar,

%%?{ DT B

{8} {a}
(2)* 5 r(2)
<M(Z) BM(z) a> — C.C.}
= 4a” wZZY(Ql Y.

{8} {a}

= 360a(;) ()8, (@)O(w, Ty) (B-10)
€

ConS = 3600, ()3 (@)O(w, T)), (B-11)
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Apéndice C
Equacao de dissipacao de energia

Este Apéndice é dedicado a derivacao da expressao da energia dissipada, corres-
pondente & Eq. (6.11). Em um processo adiabdtico, para uma perturbacao na seguinte

forma
H = —cjgifi(t), (C-1)

onde §; é um deslocamento generalizado e f;(t) é uma forca generalizada, a troca de energia
do sistema ¢ igual ao valor médio da derivada parcial do hamiltoniano com relacao ao tempo.
Contando que somente a perturbagao H no hamiltoniano depende explicitamente do tempo

e que ¢; ¢ um observavel dinamico do sistema, o que é independente do tempo, temos que

d

d
7=t fi (C-2)
Sob uma abordagem da Teoria de Resposta Linear, assume-se que
a0 = [~ an(rifle = . (c-3)

que ¢ uma relagao similar a Eq. (6.10). Depois, introduzindo a transformada de Fourier e

combinando as Egs. (C-3) e (C-2), podemos escrever que

d

T8 = s [ [ defexp (il 1) (W)@ Don@) i) (C)

Aqui, caso a perturbacao f atue sobre um tempo finito, a energia total dissipada é

/°° alp d / ' 8(w + ) (i) £ () (@) fu ()

= —/dw —iw) f(—w)a k(W) fr(w). (C-5)
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Sendo o calor total um quantidade real, entao

% dw(—iw) fi(—w) ok (W) fr(w) = _ﬁ

/dw (f;‘ajkfk — fja;kf,:) w. (C-6)

Portanto, o calor em uma freqiiéncia w é dado por

w

Q) =~ - (fiajpfr = feciif7) (C-7)

que depois de realizar a média canonica nos leva a equagao equivalente a Eq. (6.11):

w

QW) =~ (s — Uk, 17)) (C-3)
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Apeéndice D

Trabalhos publicados e submetidos

para publicacao

1. F. M. S. Lima, L. C. Lapas, and P. C. Morais, Vanishing of the impurity binding
energy in n-doped Ing 53 Gag 47 As/InP quantum wells, Physica E vol. 16, p. 160, 2003.

2. 1. V. L. Costa, M. H. Vainstein, L. C. Lapas, A. A. Batista, and F. A. Oliveira, Mizing,
ergodicity and slow relaxzation phenomena, Physica A vol. 371, p. 130, 2006.

3. L. C. Lapas, I. V. L. Costa, M. H. Vainstein, and F. A. Oliveira, Entropy, non-
ergodicity and non-Gaussian behaviour in ballistic transport, Furophysics Letters vol.

77, p. 37004, 2007.

4. M. H. Vainstein, L. C. Lapas, and F. A. Oliveira, Anomalous diffusion, Acta Physica
Polonica B vol. 39, p. 1273, 2008.

5. A. Pérez-Madrid, J. M. Rubi, and L. C. Lapas, Heat transfer between nanoparticles:
Thermal conductance for near-field interactions, Physical Review B vol. 77, p. 155417,
2008.

6. L. C. Lapas, R. Morgado, M. H. Vainstein, J. M. Rubi, and F. A. Oliveira, Khinchin

theorem and anomalous diffusion, aceito para publicacao no Physical Review Letters.

7. A. Pérez-Madrid, J. M. Rubi, and L. C. Lapas, Mesoscopic nonequilibrium thermody-

namics of nanoscale heat flows, submetido para publicacao no Physical Review Letters.

8. L. C. Lapas, L. Fita, and J. M. Rubi, A linear parametrization of non-covalent inte-

ratomic “free energies” in condensed matter and in macromolecular structures, sub-
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metido para publicagdo no Proceedings of the National Academy of Sciences of the

United States of America.

9. R. Morgado, A. V. Medino, C. Y. Dorea, L. C. Lapas, A. L. A. Penna, and F.
A. Oliveira, Nonequilibrium fluctuation-dissipation theorem for stationary diffusion,

submetido para publicacao no Journal of Statistical Physics.



104

Referéncias Bibliograficas

1]

A. Einstein. Investigation on the theory of the Brownian movement. Dover, New

York, (1956). 1, 2.3, 3.1, 3.2, 3.2, 3.6

W. Sutherland. A dynamical theory of diffusion for non-elecrolytes and the molecular

mass of albumin. Phil. Mag. 9, 781-785 (1905). 1, 3.1, 3.2, 3.6

J. P. Bouchaud e A. Georges. Anomalous diffusion in disordered media: Statistical

mechanisms, models and physical applications. Phys. Rep. 195, 127 (1990). 1, 3.5

J. P. Bouchaud, M. Mézard e J. S. Yedidia. Variational theory for disordered vortex
lattices. Phys. Rev. Lett. 67, 3840 (1991). 1, 3.10

M. F. Shlesinger, G. M. Zaslavsky e J. Klafter. Strange kinetics. Nature 363, 31
(1993). 1, 3.5, 8.3

H. Scher, M. F. Shlesinger e J. T. Bendler. Time-scale invariance in transport and

relazation. Phys. Today 44, 26 (1991). 1, 3.5
A. Fick. On Liquid Diffusion. Phil. Mag. J. Sci. 10, 30-39 (1855). 1

F. Bartumeus, M. G. E. Da Luz, G. M. Viswanathan e J. Catalan. Animal search
strategies: A quantitative random-walk analysis. Ecology 86, 3078-3087 (2005). 1

S. A. Levin. The problem of pattern and scale in ecology. FEcology 73, 1943-1967
(1992). 1

J. O. Andersson, J. Mattsson e P. Svedlindh. Monte-Carlo studies of Ising spin-
glass systems - aging behavior and crossover between equilibrium and nonequilibrium

dynamics. Phys. Rev. B 46, 8297-8304 (1992). 1



Referéncias Bibliogrdficas 105

[11]

[15]

[16]

R. de Picciotto, H. L. Stormer, L. N. Pfeiffer, K. W. Baldwin e K. W. West. Four-
Terminal Resistance of a Ballistic Quantum Wire. Nature 411, 51-54 (2001). 1,
4.1

C. T. White e R. N. Todorov. Nanotubes Go Ballistic. Nature 411, 649-651 (2001).
1, 4.1

M. C. Cross e P. C. Hohenberg. Pattern formation outside of equilibrium. Rev. Mod.
Phys. 65, 851-1112 (1993). 1

R. Morgado, F. A. Oliveira, G. G. Batrouni e A. Hansen. Relation Between Anomalous
and Normal Diffusion in Systems with Memory. Phys. Rev. Lett. 89, 100601 (2002).
1, 3.1, 3.7, 3.7, 3.10, 3.10, 3.10, 4.3.1

I. V. L. Costa, R. Morgado, M. V. B. T. Lima e F. A. Oliveira. The Fluctuation-
Dissipation Theorem Fails for Fast Superdiffusion. Europhys. Lett. 63, 173-179 (2003).
1, 3.1, 3.7.1, 3.10, 4.1, 5.1, 5.5, 8.2

M. H. Vainstein, I. V. L. Costa e F. A. Oliveira. Mixing, Ergodicity and the
Fluctuation-Dissipation Theorem in Compler Systems. Lect. Not. Phys. 688, 159—
188 (2006). 1, 2.4, 3.1, 3.10, 3.10, 4.1

I. V. L. Costa, M. H. Vainstein, L. C. Lapas, A. A. Batista e F. A. Oliveira. Mizing,
Ergodicity and Slow Relaxation Phenomena. Phys. A 371, 130-134 (2006). 1, 5

J. C. Dyre e T. B. Schroder. Universality of AC conduction in disordered solids. Rewv.
Mod. Phys. 72, 873 (2000). 1

S. Frank, P. Poncharal, Z. L. Wang e W. A. de Heer. Carbon nanotube quantum
resistors. Science 280, 1744 (1998). 1

P. Poncharal, C. Berger, Y. Yi, Z. L. Wang ¢ W. A. de Heer. Room temperature
ballistic conduction in carbon nanotubes. J. Phys. Chem. B 106, 12104 (2002). 1

V. Bellani, E. Diez, R. Hey, L. Toni, L. Tarricone, G. B. Parravicini, F. Dominguez-
Adame e R. Gémez-Alcala. Fxperimental evidence of delocalized states in random

dimer superlattices. Phys. Rev. Lett. 82, 2159 (1999). 1



Referéncias Bibliogrdficas 106

[22]

[26]

[27]

[31]

[32]

[33]

V. Bellani, E. Diez, A. Parisini, L. Tarricone, R. Hey, G. B. Parravicini e
F. Dominguez-Adame. Fxperimental evidence of delocalization in correlated disor-

der superlattices. Physica E 7, 823 (2000). 1

F. A. Oliveira, R. Morgado, A. Hansen e J. M. Rubi. Superdiffusive conduction: AC
conductivity with correlated noise. Physica A 357, 115-121 (2005). 1

M. H. Vainstein, R. Morgado, F. A. Oliveira, F. A. B. F. de Moura e M. D. Coutinho-
Filho. Stochastic description of the dynamics of the random-exchange Heisenberg

chain. Phys. Lett. A 339, 33-38 (2003). 1, 3.10, 4.6

B. B. Hu, E. A. de Souza, W. H. Knox, J. E. Cunningham, M. C. Nuss, A. V.
Kuznetsov e S. L. Chuang. Identifying the distinct phases of carrier transport in

semiconductors with 10 fs resolution. Phys. Rev. Lett. 74, 1689-1692 (1995). 1

S. Volz, editor. Microscale and Nanoscale Heat Transfer, volume 107, Topics in

Applied Physics. Springer, Berlin, (2007). 1, 6.1

K. Joulain, J. P. Mulet, F. Marquier, R. Carminati e J. J. Greffet. Surface electro-
magnetic waves thermally excited: Radiative heat transfer, coherence properties and

Casimir forces revisited in the near field. Surf. Sci. Rep. 57, 59 (2005). 1, 6.1

J. M. G. Vilar e J. M. Rubi. Thermodynamics Beyond Local Equilibrium. Proc. Nat.
Acad. Sci. 98, 11081-11084 (2001). 1, 6.1

T. L. Hill. Thermodynamics of small systems. Dover, New York, (2002). 1, 6.1

D. Reguera, J. M. Rubi e J. M. G. Vilar. The mesoscopic dynamics of thermodynamic
systems. J. Phys. Chem. B 109, 21502 (2005). 1, 6.1, 7.1, 8.5

A. 1. Volokitin e B. N. J. Persson. Near-field radiative heat transfer and noncontact

friction. Rev. Mod. Phys. 79, 1291 (2007). 1, 6.1

G. Domingues, S. Volz, K. Joulain e J. J. Greffet. Heat transfer between two nano-
particles through near field interaction. Phys. Rev. Lett. 94, 085901. 1, 6.1, 6.2.2, 6.3,
6.3,7.1,7.2, 7.2, 8.4, 8.5

H. B. Callen e T. A. Welton. Irreversibility and Generalized Noise. Phys. Rev. 83, 34
(1951). 1, 6.1, 6.2.2



Referéncias Bibliogrdficas 107

[34]

[38]

[39]

[40]

[41]

[44]

L. D. Landau e E. M. Lifshitz. Statistical physics, volume 5, Parte 1. Course of
Theoretical Physics. Pergamon Press, Oxford, England, 3a. ed., (1980). 1, 2.1, 2.3,
4.3.1,4.3.2,6.1,6.2.2,6.2.2, 7.1, 7.3

S. R. de Groot e P. Mazur. Non-FEquilibrium Thermodynamics. Dover, New York,
(1984). 1, 2.1, 6, 6.1, 6.2.2, 6.2.2, 6.2.2, 7.2, 7.2, 7.2

R. Kubo, M. Toda e N. Hashitsume. Statistical Physics II. Nonequilibrium Statistical
Mechanics, volume 31, in Solid-State Science. Springer, Berlin, (1985). 1, 6.1

P. Ben-Abdallah, K. Joulain, J. Drevillon e C. Le Goff. Heat transport through plas-
monic interactions in closely spaced metallic nanoparticle chains. Phys. Rev. B 77,

075417 (2008). 1, 7.1

R. Morgado, I. V. L. Costa e F. A. Oliveira. Normal and anomalous diffusion: Ergo-
dicity and fluctuation-dissipation theorem. Acta Phys. Polon. B 35, 1359 (2004). 1,
3.1

M. H. Vainstein, I. V. L. Costa, R. Morgado e F. A. Oliveira. Non-ezponential rela-
zation for anomalous diffusion. Europhys. Lett. 73, 726 (2006). Uma discussao sobre
propriedades de funcao de correlagao, expansao de séries e solugoes numeéricas pode

ser encontrada em DOI: 10.1209/epl/i2005-10455-9. 1, 3.1, 3.7.1, 5.3

M. H. Lee. Why irreversibility is not a sufficient condition for ergodicity. Phys. Reuv.
Lett. 98, 190601 (2007). 1, 5.1, 5.2, 5.3, 5.4.2, 8.3

R. Kubo, M. Yokota e S. Nakajima. Statistical-Mechanical Theory of Irreversible
Processes .1. General Theory and Simple Applications to Magnetic and Conduction

Problems. J. Phys. Soc. Jpn. 12, 570-586 (1957). 1

R. Kubo, M. Yokota e S. Nakajima. Statistical-Mechanical Theory of Irreversible
Processes .2. Response to Thermal Disturbance. J. Phy. Soc. Jpn. 12, 1203-1211
(1957). 1, 3.5.1, 3.6.1, 8.1

R. Kubo. Fluctuation-Dissipation theorem. Rep. Prog. Phys. 29, 255 (1966). 1, 3.5.1,
5.3, 5.3, 8.1

E. Butkov. Mathematical physics. Addison-Wesley, Massachusetts, (1968). 2.1, 3.6.1



Referéncias Bibliogrdficas 108

[45]

[57]

[58]

R. Kindermann e J. L. Snell. Markov random fields and their applications, volume 1,
Contemporary mathematics. American Mathematical Society, Providence, Rhode Is-

land, (1980). 2.1

L. D. Landau e E. M. Lifshitz. Statistical physics, volume 9, Parte 2. Course of
Theoretical Physics. Pergamon Press, Oxford, England, 3a. ed., (1980). 2.1, 7.1, 7.2

H. B. Callen. Thermodynamics and an introduction to thermostatistics. John Wiley

& Sons, New York, 2a. ed., (1985). 2.1
K. Huang. Statistical Mechanics. John Wiley & Sons, New York, (1987). 2.1, 4.4

A. Papoulis. Probability, random variables, and stochastic processes. Series in Elec-

trical Engineering. McGraw-Hill, New York, New York, 3a. ed., (1991). 2.1, 2.2

N. G. van Kampen. Stochastic processes in physics and chemistry. North-holland

Personal, Amsterdan, (1990). 2.1, A, A

R. C. Hilborn. Chaos and nonlinear dynamics. Oxford University Press, New York,

(1994). 1

M. Abramowitz e I. A. Stegun. Handbook of Mathematical Functions: with Formulas,
Graphs, and Mathematical Tables. Dover, New York, (1965). 2.2.1

H. Poincaré. Science and hypothesis. The Walter Scott Publishing, New York, (1905).
2.2.1

P. Langevin. Sur la theorie du mouvement brownien. Comptes Rendus 146, 530

(1908). 3.1, 3.2, 3.6

R. P. Feynman. Space-time approach to non-relativistic quantum mechanics. Reuv.

Mod. Phys. 20, 367 (1948). 3.1

R. P. Feynman e A. R. Hibbs. Quantum mechanics and path integrals. McGraw-Hill,
New York, (1965). 3.1

L. Onsager e S. Machlup. Fluctuations and irreversible processes. Phys. Rev. 91, 1505
(1953). 3.1

S. Machlup e L. Onsager. Fluctuation and irreversible processes. Il. Systems with

kinetic energy. Phys. Rev. 91, 1512 (1953). 3.1



Referéncias Bibliogrdficas 109

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[69]

[70]

[71]

A. Khintchine. Zur Theorie der unbeschrinkt teilbaren Verteilungsgesetze. Rec. Math.
[Mat. Sbornik] N.S. 2,79 (1937). 3.1

A. Y. Khinchin. Mathematical Foundations of Statistical Mechanics. Dover, New
York, (1949). 3.1, 5.1

P. Lévy. Sur le mouvement brownien dépendant de plusieurs parameéetres. C.R. Acad.

Sci. Paris 220, 420 (1945). 3.1

P. Lévy. Rectification a un théoréme sur le mouvement brownien a p paramétres. C.R.

Acad. Sci. Paris 238, 2140 (1954). 3.1

P. Lévy. Théorie de I’Addition des Variables Aléatoires. Guthier-Villars, Paris, (1954).
3.1

P. Lévy. Le mouvement brownien fonction d’un ou de plusieurs paramétres. Rendiconti

di Mat. 22, 24 (1962). 3.1

B. Mandelbrot e J. W. Van Ness. Fractional Brownian motion, fractional noises and

applications. SIAM Rev. 10, 422 (1968). 3.1
M. Chiao. Stop for brownian motion. Nature 434, 156 (2005). 3.1

J. Stachel. How FEinstein claimed his place in the changing landscape of physics during
his annus mirabilis. Nature 433, 215 (2005). 3.1

R. Brown. A brief account of microscopical observations made in the months on june,
July, and august, 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the
general existence of active molecules in organic and inorganic bodies. Phil. Mag. 4,

161 (1828). 3.2

E. Nelson. Dynamical Theories of Brownian Motion. Princeton University Press,

Princeton, (2001). 3.2

L. Bachelier. Théorie de la Spéculation. (1900). Trans. Random Character of Stock
Market Prices. 3.2

M. von Smoluchowski. Zur kinetischen Theorie der Brownschen Molekularbewegung

und der Suspensionen. Ann. Phys. 21, 756 (1906). 3.2



Referéncias Bibliogrdficas 110

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[85]

L. S. Ornstein. On the Brownian motion. Proc. Royal Acad. Amst. 21, 96-108 (1917).
3.2

G. E. Uhlenbeck e L. S. Ornstein. On the Theory of the Brownian Motion. Phys. Rev.
, 823 (1930). 3.2

M. C. Wang e G. E. Uhlenbeck. On the theory of the Brownian motion II. Rev. Mod.
Phys 17, 323 (1945). 3.2

Y. V. Prohorov e Y. A. Rozanov. Probability theory, basic concepts. Limit theorems,

random processes. Springer, Berlin, (1969). 3.3
J.L. Doob. Stochastic Processes. John Wiley & Sons, New York, (1990). 3.4

H. Mori. Transport, Collective Motion, and Brownian Motion. Prog. Theor. Phys.
33, 423 (1965). 3.6, 5.3

H. Mori e H. Fujisaka. On Nonlinear Dynamics of Fluctuations. Prog. Theor. Phys.
49, 764 (1973). 3.6

H. A. Kramers. Brownian motion in a field of force and the diffusion model of chemical

reactions. Physica 7, 284 (1940). 3.6

J. L. Schiff. The Laplace transform: theory and applications. Springer, New York,
(1991). 3.6.1

R. Kubo, M. Toda e N. Hashitsume. Statistical Physics II. Springer, Berlin, (1991).
3.6.1

T. Srokowski. Stochastic processes with finite correlation time: Modeling and appli-

cation to the generalized Langevin equation. Phys. Rev. E. 64, 31102 (2001). 3.7

J. D. Bao. Numerical integration of a non-Markovian Langevin equation with a ther-

mal band-passing noise. J. Stat. Phys. 114, 503-513 (2004). 3.7

A. Gadomski, J. Siodmiak, I. Santamaria-Holek, J. M. Rubi e M. Ausloos. Kine-
tics of Growth Process Controlled by Mass-Convective Fluctuations and Finite-Size

Curvature Effects. Phys. B 36, 1537 (2005). 3.7

J. D. Bao e Y. Z. Zhuo. Ballistic Diffusion Induced by a Thermal Broadband Noise.
Phys. Rev. Lett. 91, 138104 September (2003). 3.7, 8.2



Referéncias Bibliogrdficas 111

[36]

[87]

[88]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

E. Baskin e A. lomin. Superdiffusion on a Comb Structure. Phys. Rev. Lett. 93,
120603 (2004). 3.7

R. Toussaint, G. Helgesen e E. G. Flekkgy. Dynamic Roughening and Fluctuations of
Dipolar Chains. Phys. Rev. Lett. 93, 108304 (2004). 3.7

R. Morgado, A. V. Medino, C. Y. Dorea, L. C. Lapas, A. L. A. Penna e F. A. Oli-
veira. Nonequilibrium fluctuation-dissipation theorem for stationary diffusion. Artigo

submetido ao J. Stat. Phys., (2008). 4

1. V. L. Costa, R. Morgado, M. V. B. T. Lima e F. A. Oliveira. Comment on “The
Fluctuation-Dissipation Theorem fails for fast superdiffusion” - Reply. Europhys. Lett.
67, 1052 (2004). 3.9

J. M. Rubi, I. Santamaria-Holek e A. Perez-Madrid. Slow dynamics and local quasi-
equilibrium - relaxation in supercooled colloidal systems. J. Phys.: Condens. Matter

16, S2047 (2004). 3.10

I. Santamaria-Holek, A. Pérez-Madrid e J. M. Rubi. Local quasi-equilibrium descrip-
tion of slow relaxzation systems. J. Chem. Phys. 120, 2818 (2004). 3.10, 7.3

M. B. L. Santos, E. A. Oliveira e A. M. F. Neto. Rayleigh scattering of a new lyotropic
nematic liquid crystal system: crossover of propagative and diffusive behavior. Lig.

Cryst. 27, 1485 (2000). 3.10

F. Benmouna, B. Peng, J. Gapinski, A. Patkowski, J. Ruhe e D. Johannsmann. Dyna-
mic light scattering from liquid crystal polymer brushes swollen in a nematic solvent.

Liq. Cryst. 28, 1353 (2001). 3.10

M. Peyrard. Glass transition in protein hydration water. Phys. Rev. E 64, 011109
(2001). 3.10

F. Colaiori e M. A. Moore. Stretched exponential relaxation in the mode-coupling

theory for the Kardar-Parisi-Zhang equation. Phys. Rev. E 63, 057103 (2001). 3.10

J. L. Ferreira, G. O. Ludwig e A. Montes. Experimental investigations of ion-acoustic
double-layers in the electron flow across multidipole magnetic fields. Plasma Phys.

Controlled Fusion 33, 297-311 (1991). 3.10



Referéncias Bibliogrdficas 112

[97]

[98]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

105

[106]

107]

108

[109]

R. Metzler e J. Klafter. The random walk’s guide to anomalous diffusion: a fractional

dynamics approach. Phys. Rep. 339, 1 (2000). 3.10, 3.10, 3.10

R. Metzler e J. Klafter. The restaurant at the end of the random walk: recent deve-
lopments in the description of anomalous transport by fractional dynamics. J. Phys.

A: Math. Gen. 37,161 (2004). 3.10, 5.3, 8.2

A. S. Chaves. A fractional diffusion equation to describe Lévy flights. Phys. Lett. A
239, 13 (1998). 3.10

M. H. Lee. Solutions of the generalized Langevin equation by a method of recurrence

relations. Phys. Rev. B 26, 1072 (1982). 3.10

U. Balucani, M. H. Lee e V. Tognetti. Dynamical Correlactions. Phys. Rep. 373, 409
(2003). 3.10, 8.2

M. H. Vainstein e L. C. Lapas. Anomalous diffusion. Acta Phys. Polonica B 39, 1001
(2008). 5

F. A. Oliveira. Time-Reversal symmetry in light scattering by excitations in a film.

Sol. Stat. Comm. 40, 859-861 (1981). 3.10

D. Mukamel D, S. Ruffo e N. Schreiber. Breaking of ergodicity and long relaxation
times in systems with long-range interactions. Phys. Rev. Lett. 95, 240604 (2005).
3.10

G. Mittag-Leffler. Sur la représentation analytique d’une branche uniforme d’une

fonction monogene. Acta Math. 29, 101-105 (1905). 3.10, 3.10

F. Mainardi. Fractional relazation-oscillation and fractional diffusion-wave pheno-

mena. Chaos Solitons Fractals 7, 1461 (1996). 3.10

M. H. Lee e J. Hong. Transport behavior of dense protons in a slab. Phys. Rev. B 30,
6756 (1984). 3.10

W. Kauzmann. The nature of the glassy state and the behavior of liquids at low

temperatures. Chem. Rev. 43, 219 (1948). 3.10, 4.3.1, 5.1, 5.4.1

G. Parisi. Off-equilibrium Fluctuation-Dissipation Relation in fragile glasses. Phys.
Rev. Lett. 79, 3660 (1997). 3.10, 5.1, 5.4.1



Referéncias Bibliogrdficas 113

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117)

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

F. Ricci-Tersenghi, D. A. Stariolo e J. J. Arenzon. Two time scales and violation
of the Fluctuation-Dissipation Theorem in a finite dimensional model for structural

glasses. Phys. Rev. Lett. 84, 4473 (2000). 3.10, 4.3.1, 5.1, 5.4.1

P. Hanggi, P. Talkner e M. Borkovec. Reaction-rate theory - 50 years after Kramers.
Rev. Mod. Phys. 62, 251 (1990). 4.1

A. Pérez-Madrid, D. Reguera e J. M. Rubi. Origin of the violation of the Fluctuation-
Dissipation Theorem in systems with activated dynamics. Physica A 329, 357 (2003).
4.1, 4.3.1,6.2.2, 8.1, 8.4

M. H. Lee. Ergodic Theory, Infinite Products, and Long Time Behavior in Hermitian
Models. Phys. Rev. Lett. 87, 250601 (2001). 4.1, 5.1, 5.4.2

M. H. Lee. Testing Boltzmann’s ergodic hypothesis with electron gas models. J. Phys.
A: Math. Gen. 39, 4651 (2006). 4.1

J.D. Bao. Anomalous Transport in Unbound and Ratchet Potential. Phys. Rev. Lett.
69, 016124 (2004). 4.1

G. Oshanin, J. Klafter e M. Urbakh. Molecular Motor with a Built-in FEscapement
Device. Europhys. Lett. 68, 26-32 October (2004). 4.1, 8.2

C. T. White e T. N. Todorov. Carbon nanotubes as long ballistic conductors. Nature

393, 240 (1998). 4.1

W. J. Liang, M. Bockrath, D. Bozovic, J. H. Hafner, M. Tinkham e H. Park. Fabry-
Perot interference in a nanotube electron waveguide. Nature 411, 665-669 June (2001).
4.1

L. C. Lapas, I. V. L. Costa, M. H. Vainstein e F. A. Oliveira. Entropy, non-ergodicity
and non-Gaussian behaviour in ballistic transport. Europhys. Lett. 77, 37004 (2007).
4.1,5.5,6.2.2, 84

J. Kurchan. In and out of equilibrium. Nature 433, 222 (2005). 4.3.1

R. Zwanzig. Nonequilibrium Statistical Mechanics. Oxford University Press, New

York, (2001). 4.3.1

A. Cavagna, I. Giardina e T. S. Grigera. Glassy dynamics, metastability limit and
crystal growth in a lattice spin model. Europhys. Lett. 61, 74 (2003). 4.3.1



Referéncias Bibliogrdficas 114

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

R. Exartier e L. Peliti. Measuring effective temperatures in out-of-equilibrium driven

systems. FEur. Phys. J. B 16, 119 (2000). 4.3.1

L. Bellon, L. Buisson, M. Ciccotti, S. Ciliberto e F. Douarche. Thermal noise proper-
ties of two aging materials. Lect. Not. Phys 688, 23-52 (2006). 4.3.1

V. V. Belyi. Fluctuation-dissipation dispersion relation for a Nonlocal Plasma. Phys.

Rev. Lett. 88, 255001 (2002). 4.3.1

V. V. Belyi. Fluctuation-dissipation-dispersion relation and quality factor for slow

processes. Phys. Rev. E 69, 017104 (2004). 4.3.1

V. V. Belyi. Fluctuation-dissipation-dispersion relations for a time and space nonlocal

Plasma. Int. J. Quantum Chem. 98, 183-190 (2004). 4.3.1

A.M. Turing. The Chemical Basis of Morphogenesis. Phil. Trans. R. Soc. B 237,
37-72 (1952). 4.3.2

T. Shinbrot e F. J. Muzzio. Noise to Order. Nature 410, 254 (2001). 4.3.2

A. C. Aitken. Statistical Mathematics. Oliver and Boyd LTD., Edinburgh, 5a. ed.,
(1947). 4.4

A. Rahman, K. S. Singwi e A. Sjélander. Stochastic model of a liquid and cold neutron
scattering. II. Phys. Rev. 126, 997 (1962). 4.4

A. Rahman. Correlations in Motion of Atoms in Liquid Argon. Phys. Rev. A 136,
A405 April (1964). 4.4

A. Pérez-Madrid. A model for nonexponential behavior and aging in dissipative sys-

tems. J. Chem. Phys. 122, 214914 (2005). 4.5, 7.2, 7.3, 8.1, 8.4

L. Boltzmann. On the Development of the Methods of Theoretical Physics in Re-
cent Times. Em Theoretical Physics and Philosophical Problems: Selected Writings.
Kluwer Academic Publishers (1974). 5.1

M. H. Lee. Can the velocity autocorrelation function decay exponentially? Phys. Rewv.
Lett. 51, 1227 (1983). 5.1

M. D. Ediger, C. A. Angell e S. R. Nagel. Supercooled Liquids and Glasses. J. Phys.
Chem. 100, 13200 (1996). 5.1, 5.4.1



Referéncias Bibliogrdficas 115

137]

[138]

[139)]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147)

[148]

[149]

G. Margolin e E. Barkai. Nonergodicity of blinking nanocrystals and other Lévy-walk
processes. Phys. Rev. Lett. 94, 080601 (2005). 5.1, 5.4.1

H. G. E. Hentschel, V.Ilyin, N. Makedonska, I. Procaccia e N. Schupper. Statistical
mechanics of the glass transition as revealed by a Voronoi tesselation. Phys. Rev. FE

75, R050404 (2007). 5.1, 5.4.1

L. C. Lapas, R. Morgado, M. H. Vainstein, J. M. Rubi e F. A. Oliveira. Khinchin
theorem and anomalous diffusion. Artigo aceito para publicagdo no Phys. Rev. Lett.,

(2008). 1

J. L. Schiff. The Laplace transform: Theory and Applications. Springer, New York,
(1999). 5.4.1, 5.4.2

E. Gluskin. Let us teach this generalization of the final-value theorem. Eur. J. Phys
24, 591 (2003). 5.4.1, 5.4.2

Th. Forster. Zwischenmolekulare Energiewanderung und Fluoreszenz. Ann. Phys.

(Leipzig) 437, 55 (1948). 6.1

R. Carminati, J. J. Greffet, C. Henkel e J. M. Vigoureux. Opt. Commun. 261, 368
(2006). 6.1

A. Pérez-Madrid, J. M. Rubi e L. C. Lapas. Heat transfer between nanoparticles:
Thermal conductance for near-field interactions. Phys. Rev. E 77, 155417 (2008). 1,
7.1,7.2,85

A. J. Stone. The Theory of Intermolecular Forces. Clarendon Press, Oxford, England,
(1996). 6.1, 6.2.1

S. Hess e W. Kohler. Formeln zur Tensor-Rechnung. Palm&Enke, Erlangen, (1980).
6.2.1,6.3,B, B

A. Pérez-Madrid. Simple model for nonexponential relaxation in complex dynamics.

Phys. Rev. E 69, 62102 (2004). 6.2.2

C. J. Adkins. Equilibrium Thermodynamics. Cambridge University Press, Cambridge,
3a. ed., (1994). 6.3

C. A. Angell, K. L. Ngai, G. B. McKennan, P. F. McMillan e S. W. Martin. Relazation
in glassforming liquids and amorphous solids. J. Appl. Phys. 88, 3113 (2000). 7.2



Referéncias Bibliogrdficas 116

[150]

[151]

[152]

[153]

[154]

155

[156]

[157]

[158]

[159]

160

[161]

[162]

[163]

E. Lifshitz e L. P. Pitaevskii. Physical Kinetics. Pergamon, New York, (1981). 7.3
R. K. Pathria. Statistical Mechanics. Pergamon Press, New York, (1980). 7.3

M. Naspedra, D. Reguera, A. Pérez-Madrid e J. M. Rubi. Glassy dynamics: effec-
tive temperatures and intermittencies from a two-state model. Physica A 351, 14-21

(2005). 8.1

J. M. Rubi e C. Perez-Vicente, editors. Complex behaviour of glassy systems. Berlin,
(1997). 8.1

A. A. Budini e M. Caceres. Functional characterization of generalized Langevin equa-

tions. J. Phys. A: Math. Gen. 37, 5959-5981 (2004). 8.2

C. C. Y. Doreae A. V. Medino. Anomalous diffusion index for Lévy motions. J. Stat.
Phys. 123, 685-698 (2006). 8.2

R. D. Astumian e P. Hanggi. Brownian Motors. Physics Today 55, 33-39 November
(2002). 8.2

O. M. Bulashenko e J. M. Rubi. Self-Consistent Theory of Current and Voltage Noise
in Multimode Ballistic Conductors. 66, 045310 July (2002). 8.2

S. Klumpp e R. Lipowsky. Active Diffusion of Motor Particles. Phys. Rev. Lett. 95,
268102 December (2005). 8.2

M. F. Shlesinger, G. M. Zaslavsky e J. Klafter. Strange kinetics. Nature 363, 31
(1993). 1, 3.5, 8.3

G. M. Zaslavsky. Chaos, fractional kinetics, and anomalous transport. Phys. Rep.

371, 461 (2002). 8.3

J. P. Mulet, K. Joulain, R. Carminati e J. J. Greffet. Nanoscale radiative heat transfer
between a small particle and a plane surface. Appl. Phys. Lett. 78, 2931 (2001). 8.4

C. Henkel, K. Joulain, J. P. Mulet e J. J. Greffet. Radiation forces on small particles
in thermal near fields. J. Opt. A, Pure Appl. Opt. 4, S109 (2002). 8.4

P. O. Chapuis, M. Laroche, S. Volz e J. J. Greffet. Radiative heat transfer between
metallic nanoparticles. Appl. Phys. Lett. 92, 201906 (2008). 8.5



	Agradecimentos
	Sumário
	Lista de Figuras
	Lista de Símbolos
	Lista de Abreviaturas
	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Introdução aos métodos estatísticos e à descrição de sistemas físicos
	Introdução
	Processos Markovianos e Equações Estocásticas
	Teorema do Limite Central

	Descrição estatística do ensemble canônico
	Ergodicidade e mistura em processos físicos

	Movimento Browniano
	Introdução
	Histórico
	Equação de Langevin Normal
	Teorema de Flutuação-Dissipação
	Difusão e Regimes Difusivos
	Regimes difusivos e a correlação do momento linear

	Equação de Langevin Generalizada
	Solução da ELG

	Regimes difusivos e a Função Memória
	Regimes superdifusivos

	Teorema de Flutuação-Dissipação Generalizado
	Violação de mistura, ergodicidade e TFDG
	Comportamento não-exponencial

	Segunda Lei da Termodinâmica e não-gaussianização em difusão balística
	Introdução
	Corrente residual
	Segunda Lei da Termodinâmica
	Temperatura efetiva
	Entropia

	Comportamento não-gaussiano
	TFDG fora do equilíbrio para sistemas estacionários
	Resultados numéricos

	Teorema de Khinchin e difusão anômala
	Introdução
	Teorema de Khinchin
	Fenômeno de difusão
	Médias e condição de equilíbrio
	Média sobre ensemble
	Média sobre o tempo

	Simulações

	Efeito multipolar na condutância térmica entre nanopartículas
	Introdução
	Transferência de calor para interações de curto alcance
	Expansão multipolar
	Transferência de calor e o TFD

	Condutância térmica

	Estudo termodinâmico da condução de calor em nanoescalas
	Introdução
	Estado estacionário
	Estado quase-estacionário
	Fluxo de calor

	Conclusões
	Teorema de Flutuação-Dissipação Generalizado e a difusão anômala
	Segunda Lei da Termodinâmica e não-gaussianização em transporte balístico
	Teorema de Khinchin e difusão anômala
	Efeito multipolar na condutância térmica entre nanopartículas
	Estudo termodinâmico da condução de calor em nanoescalas

	Momentos de ordem superior
	Propriedades do tensor de superfície esférica
	Equação de dissipação de energia
	Trabalhos publicados e submetidos para publicação
	Referências Bibliográficas

