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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solu¢des positivas para uma classe de equacdes
elipticas semilineares com néo linearidade indefinida. Mais especificamente, baseados no

artigo de Alama e Tarantello (1993), estudamos o problema

—Au=Au+yW(x)f(u) emQ,
u=>0 em dQ,

em que Q é um dominio limitado do RV N>3,4e Y sdo pardmetros reais, W € ch Q) é
uma fungdo que muda de sinal em Q e f € C! (R). Com o auxilio de técnicas variacionais e
um teorema de bifurcagao, estabelecemos a existéncia, nao existéncia e a multiplicidade de

solugdes positivas para o problema acima, em funcéo dos pardmetros A4 e 7.



Abstract

In this work we study the existence of positive solutions for a class of semilinear elliptic
equations with indefinite nonlinearity. More specifically, based on the article by Alama and
Tarantello (1993), we study the problem

—Au=Au+yW(x)f(u) inQ,
u=0 in 0Q,

where Q is a bounded domain of RV, N > 3, A and y are real parameters, W € ch (Q)isa
function that changes signin Q and f € C ! (R). With the aid of variational techniques and a
bifurcation theorem, we establish the existence, non-existence and multiplicity of positive

solutions for the above problem in function of the parameters A and Y.
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Introducao

Nas ultimas décadas, problemas envolvendo nao-linearidades indefinidas t&ém sido objeto
de estudo de diversos pesquisadores, sobretudo na década de 1990 e inicio dos anos 2000,
varios artigos nessa linha de pesquisa foram publicados. Dentre esses, podemos citar [2—
4,8, 14, 17, 32] e os trabalhos mais recentes [29, 34], do ano de 2013.

A terminologia "problema indefinido" parece ter surgido em um trabalho de P. Hess e T.
Kato que data da década de 1980 (ver [25]) e se refere a presenca de uma fun¢do peso que
apresenta mudanca de sinal em um certo conjunto €2 no qual estd definida. Em geral, nos
artigos € muito comum encontrarmos a anélise desse tipo de problema sendo feita com base
no estudo dos pontos criticos para o funcional energia associado, e tendo como principal
ferramenta o Teorema do Passo da Montanha (ver [4, 8, 29]). Outros métodos de resolugdo
incluem o estudo de problemas de minimizacao restrita (ver [3, 9]), o uso de estimativas
a priori (veja [8, 29]) e da Teoria de Morse ([4, 14]). Uma outra técnica interessante foi

introduzida por Ouyang em [32], em que se estudou o problema
Au+Au+h(x)u? =0,

definido sobre uma variedade Riemanniana compacta N-dimensional utilizando a teoria da
bifurcacgdo, a fim de provar a existéncia de solu¢des positivas. Mais tarde, inspirados nesse
mesmo trabalho, Alama e Tarantello ([3]) langcaram mao da mesma técnica com o objetivo
de demonstrar um resultado de existéncia de solucdo, o qual serd exposto aqui.

Quando se aborda problemas indefinidos via métodos variacionais, algumas dificuldades
surgem no meio do caminho. Por exemplo, em [14] os autores se propdem a estudar o

problema

—Au—Au=g(x,u) emQ,
u=20 em dQ,
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no qual g(x,u) =h_(x)g(u) +h4(x)g2(u), h- <0ehy >0, e comentam que um dos princi-
pais obsticulos encontrados € que a condicdo de superlinearidade de Ambrosetti-Rabinowitz
nao € suficiente para garantir a limitacdo das sequéncias de Palais-Smale, tornando mais
delicada a tarefa de mostrar que o funcional energia associado satisfaz a condi¢éo (PS).
Como ¢é possivel verificar nos textos citados acima, existem diversos tipos de problemas
indefinidos, cada um deles possuindo suas proprias dificuldades inerentes e maneiras de
se abordar. Neste trabalho, apresentamos alguns resultados relacionados a existéncia de

solucdes positivas para a seguinte classe de problemas elipticos semilineares

—Au=Au+yW(x)f(u) emQ,

(P/'L,y)
u=>0 em 0Q,

nos quais A e ¥ sdo pardmetros reais, f € C' (R) e W € CP(Q) é uma fungdo que muda de
sinal no dominio limitado Q C R, o que caracteriza (P,y) como um problema indefinido.

A maneira como abordaremos o problema (P, ,) esté relacionada principalmente com o
emprego de ferramentas variacionais. Dessa forma, eventualmente faremos uso de métodos
de minimizag¢do, dentre outros resultados cldssicos que, em geral, sdo vistos em um curso de
introducao as técnicas variacionais, tais como o Teorema do Passo da Montanha e o Principio
Variacional de Ekeland.

No que se refere ao estudo do problema (P, ,), em todo este trabalho estaremos conside-

rando as seguintes hipoteses gerais:

(H1) @ c R" é um dominio limitado e com fronteira regular;

(H2) Considerando a fungdo W em (P, 5), definimos os conjuntos
QF :={xecQ:W(x) >0},
Q :={xeQ:W(x) <0},
Q’:=0\QtuQ-,

0s quais suporemos nao vazios, com Q0 regular;
(H3) Existe uma funcdo F' com as seguintes propriedades:

(i) F € C*(R),
(i) F'(s) = f(s) >0 paras >0,
(iii) f(0)=0,
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(iv) F(s) <A+B|s|?,

(v) F(s) =0paras <0,

. 2N
em que A e B sdo constantes positivase 2 < p < 2" = N o N > 3.
Nosso primeiro resultado estabelece a existéncia, via minimizacdo, de uma solu¢do para

o problema de autovalor nao linear

—Au—Au=yW(x)f(u) emQ,
u>0 em Q, Py, .y)
u=>0 em JdQ,

e posteriormente apresentamos um outro resultado de existéncia obtido ao considerarmos o
caso particularem que Y=l e f(u) =u”"!,2 < p < 2*.

Na sequéncia, impondo sobre f as condi¢cdes de crescimento na origem

f(s) .
———=a>0 2<qg<?2
150 [s]972s ’ 1 ’
€ no infinito

f(s) )
—1, 2<p<2,
s[>+ |5]P~2s P

provamos que o problema (P/ll,y)’ com Y = 1, admite uma solucdo positiva. Nesse caso, a
existéncia de uma tal solucao serd garantida por meio do Teorema do Passo da Montanha,
€ como veremos, sua positividade seguird como consequéncia do Principio Variacional de
Ekeland.

Posteriormente, averiguamos a existéncia de solugdes positivas para valores A > A;. Para
tanto, inicialmente provamos que o problema ndo admite solugdes positivas para parametros

A acima de um certo valor A e entiio definimos
A =sup{A > A | (P, ) admite solugdo positiva}.

Via um teorema de bifurca¢do, mostraremos que o supremo acima definido € estritamente
maior do que A, 0 que nos conduzird ao estudo do problema (P} ,) analisando pardmetros
A € (A1, A). Para estes, provaremos a existéncia de pelo menos duas solugdes positivas.

Em nossos estudos relacionados a existéncia de duas solugdes positivas, para cada

A € (A1,A), provaremos a existéncia de uma subsolu¢@o u_ e de uma supersolucdo u de
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(PM,), tais que 0 < u_ < u,. A existéncia dessas funcdes, entre outras coisas, nos fornecerd
uma primeira solu¢do positiva para o problema (P ,), a qual denotaremos por u;. Em
seguida, por meio de um resultado devido a Brezis e Nirenberg ([12]), mostraremos que u; €
um minimo local em H(% (Q) para o funcional associado ao problema em questéo, fato que
nos sera ttil para provar a existéncia de uma segunda solu¢ao u, via Passo da Montanha. Ao
final, veremos que as solugdes u; € up sdo comparaveis, no sentido de que u; < uy, 0 que nos
garantird a positividade da segunda solugdo.

Em resumo, provaremos que valem as seguintes afirmagdes:
(i) Para A = A, o problema (P), ,) admite uma solugdo (u,y), com u > 0, y > 0.
(ii) Paratodo A € (A1,A), o problema (P, ;) admite pelo menos duas solugdes positivas.
(iii) Para A > A, o problema (P, ;) ndo admite solugdes positivas.

Durante a elaboragdo deste trabalho, tivemos como principais referéncias trés artigos, a
saber: [3], [12] e [29]. No primeiro, Alama e Tarantello vao muito além do que nos propomos
a fazer aqui, fornecendo resultados de multiplicidade de solugdes para o problema (P, y),
tanto no caso em que 2 < p < 2%, quanto no caso critico p = 2*. O segundo é um artigo de H.
Brezis e L. Nirenberg no qual nos baseamos para demonstrar a existéncia da primeira solucao
positiva para o problema (P, ,), referente ao caso 4 > A;. J4 o Gltimo € um trabalho mais
recente devido a Medeiros, Severo e Silva (2013) que, de certa forma, melhora o resultado
obtido por Alama e Tarantello em [3], pois trata de um problema mais geral em relacao ao
que estamos considerando.

Finalizamos esta introdugdo fazendo breves comentdrios acerca da estrutura do trabalho.
O Capitulo 1, esta dividido em 5 se¢des. A primeira trata de defini¢cdes basicas que serao
importantes para a compreensao do texto. A segunda apresenta alguns rudimentos da Teoria
da Bifurcagdo necessdrios para a introducao do Teorema de Crandall-Rabinowitz, o qual seréd
fundamental para o que faremos no Capitulo 3. A Secao 3 trata de alguns teoremas da teoria
de métodos variacionais, tais como o classico Teorema do Passo da Montanha, resultados
sobre autovalores, dentre outros que sao bastante uteis de modo geral. A Secao 4 contém
alguns resultados de principio do maximo e lemas de Hopf para fungdes u € w2p (Q),p>N.
Além disso, também enunciamos nessa subsecdo um teorema devido aos mateméticos H.
Brezis e L. Nirenberg que trata da existéncia de minimos locais na topologia de C e Hd (Q).
Por fim, a se¢do 5 € dedicada a um resultado abstrato referente ao operador (—A)_l.

O capitulo 2 contém dois teoremas relativos ao caso A = A;. O primeiro trata do problema

de autovalor ndo linear (P, ). O segundo teorema € o mais importante, pois ao demonstrd-lo
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nos depararemos com resultados que irdo nos acompanhar até o final deste trabalho. Nesse
sentido, salientamos que embora o Capitulo 2 seja, a primeira vista, independente do seguinte,
o mesmo contém resultados que serdo também utilizados no capitulo 3.

O Capitulo 3 estd dividido em duas se¢Oes. Na primeira, com o auxilio dos teoremas
de Brezis-Nirenberg e Crandall- Rabinowitz, mostramos que o problema (P, ,) admite pelo
menos uma solucdo positiva para A € (41, A) (Secdo 3.1). Na Sec@o 3.2, baseados em [29],
mostramos a existéncia de uma segunda solug@o positiva para o caso A € (A1, A).

Por fim, nas paginas finais do trabalho, o leitor encontrard os apéndices A, B e C. O
Apéndice A contém duas secdes. A primeira delas traz a demonstra¢iao de alguns lemas
técnicos que complementam o Capitulo 2, enquanto que a segunda apresenta as demons-
tracOes de alguns resultados preliminares enunciados no Capitulo 1. Os Apéndices B e C
contém resultados de Andlise Funcional, Teoria da Medida e Regularidade Eliptica que foram
utilizados ao longo do texto, os quais podem/devem ser consultados sempre que houver

necessidade.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Comegamos nosso trabalho apresentando algumas defini¢cdes e terminologia que serdao
utilizadas ao longo do texto, embora assumamos que o leitor tenha alguma familiaridade

com 0s conceitos basicos da teoria de equagdes diferenciais parciais elipticas.

1.1 Definicoes

Seja Q um dominio limitado e considere o operador diferencial parcial

n 02 n 0
L:_iJZ:'laij(x)W+j:Z'1bj(X)8_xf+C(X)’ xeQ, (1.1

no qual os coeficientes a;;,b;,c :  — R sdo fun¢des dadas.

Definicao 1.1 ([27]). Dado x € Q, dizemos que L é um operador eliptico no ponto x se existe

uma constante 6, > 0 tal que

Y aij(x)&&; > 6:|&llRw, paratodo & € R,
ij=1

isto é, quando a forma bilinear associada a matriz A(x) = [a;;(x)],
B(§,§)=&"ANE, (§,0) eRVxRY,

é positiva definida; em outras palavras, quando todos os autovalores de A(x) sdo positivos.

Nesse caso, 0, é chamada uma constante de elipticidade para L em x.
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O operador L chama-se eliptico em  quando é eliptico em todo ponto x € Q. Nesse
caso, L chama-se uniformemente eliptico em Q. quando a constante de elipticidade 6, pode

ser escolhida de maneira a ndo depender de x € Q, isto é, quando existe 6 > 0 tal que

n
Z aij(x)&&; > 0]1& ”@2RN> para todo (x,E) € Q xRV,
i,j=1
O maior 0 para o qual essa condi¢do vale chama-se a constante de elipticidade uniforme de
L em Q.

Em posse dessa defini¢do, observamos que o operador L = —A € uniformemente eliptico,
uma vez que a matriz dos coeficientes A(x) = [a;;(x)] é a identidade para todo x € Q.

Quando se estuda um problema de equagdes diferenciais parciais, em geral nao € possivel
encontrar solu¢des com a regularidade que o problema pede. Por exemplo, no caso do
problema (P, ,), o ideal seria encontrar uma fungdo u € C2(Q)NC(Q) que satisfizesse ambas
as equacoes, mas como sabemos, dependendo das hipéteses consideradas € dificil obter
solu¢des com tanta regularidade. Pensando nisso, uma alternativa frequentemente adotada é
a busca por uma solug¢do fraca, que em nosso contexto torna-se o problema de encontrar uma
fungdo u € H} (Q) tal que

/Qvu-w;;:z/gu(pH/QW(x)f(u)(p, Vo HN(Q)

Dito isso, em todo este trabalho a palavra "solu¢do" significard para nés uma solugao
fraca (no sentido mencionado acima), a menos que seja dito o contrario.
Ainda com relagdo ao conceito de solugdo, vamos explicitar o que estaremos entendendo

por subsolugdo e supersolugdo.

Definicao 1.2. [35] Seja Q é um dominio limitado com fronteira regular em RN ¢: QxR —
R um funcdo Carathéodory e ugy € H& (Q) dado. Considere a equagdo

—Au=h(x,u) emQ,
(1.2)
u = u em dQ.

Por defini¢do, u € H'2(Q) é uma subsolucdo (fraca) para (1.2), se u < ug em 02 e

/Vu-V¢§/h(x,u)(p, YV @ € Coo(Q2), ¢ > 0.
Q Q
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Analogamente, diremos que u € H 12 (Q) € uma supersolucdo (fraca) para (1.2), se u > ug
em dQ e

/Vu-V(pZ/h(x,u)q), Vo eCT(Q), ¢>0.
Q Q

Em certos casos e sob hipdteses bastante especificas, € possivel recuperar a regularidade
das solugdes no sentido de que uma solugdo fraca que a priori estd em H(} (Q) (e ndo possui
derivadas no sentido cldssico) pode vir a ser uma funcio de classe C*(Q)NC(Q). Uma
dessas exigéncias, é que a fronteira do conjunto Q@ C RY em que se considera o problema

seja regular, conforme definimos abaixo:

Definiciio 1.3 ([21]). Seja Q C RY aberto e limitado e k € N. Dizemos que a fronteira 0
é de classe C* se para cada xo € 9Q existe r > 0 e uma fungdo c* y:RY - R tal que - a

menos de renomeamento e reorientagdo dos eixos coordenados se necessdrio - tem-se

QN By (xg) = {x € B(x0) | x5 > y(x1,- - ,xn-1)}-

Além disso, dQ € C* se IQ € Ck, parak=1,2,---, e dQ é analitica se o mapa v é analitico.

Essas exigéncias justificam-se pelo fato de que quando dQ € regular, podemos utilizar
sem maiores problemas a teoria de regularidade eliptica. Outra vantagem dessa imposicao,
reside na possibilidade de podermos definir um campo de vetores normais unitdrio exterior,
que serd denotado por n = n(x), x € dQ.

No Apéndice B mostramos que as solug¢des de (P, ) vivem no espago C ! (Q). Para estas

funcdes faz sentido calcular o limite

du — Lim u(xo+1n) —u(xo)
an =0~ t

= Vu(xo) - 1 (xo0),

comumente chamado, na literatura, de derivada normal exterior de u no ponto xo € dQ.
Gostariamos agora de destacar alguns dos espagos de fungdes que serdo frequentemente
mencionados durante os capitulos subsequentes. O primeiro é o espaco de Hilbert HO1 (Q) =

Q) ”'”1’2, que estard munido com o produto interno

<u,v>:/QVu-Vv, uv € HY(Q),
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cuja norma induzida é

=, WuF)%.

Para cada p > 1, o espago de Lebesgue L”(Q) terd sua norma denotada por

=, !u\”);-

A tltima coisa que gostariamos de destacar antes de finalizar nossos comentarios iniciais
€ o conceito de parte positiva e parte negativa de uma funcido. Dada uma funcédo u € H(} (Q),

prova-se que as fungdes
u(x) = max{u(x),0} e u (x)=max{—u(x),0}

também pertencem a Hé (Q) (veja [21]). Estas sdo, respectivamente, a parte positiva e a parte

+

negativa da funcdo u. Vale observar que u™ e u~ sdo sempre nao negativas, ambas ndo se

anulam simultaneamente (a menos que u = 0) e, tem-se
u=u"—u e |u=u"+u",

de modo que |u| € H} (Q). Embora algumas dessas definicdes sejam elementares, fizemos
questdo de explicita-las ao leitor pois esses fatos serdo demasiadamente utilizados durante o

texto.

1.2 O Teorema de Bifurcacao de Crandall e Rabinowitz

Esta se¢do € dedicada a um teorema de bifurcacao local devido a Crandall e Rabinowitz
([19, 20]). Antes de apresentar seu enunciado, iremos estabelecer algumas defini¢cdes que
julgamos serem necessdrias para sua compreensao.

Dados X e Y espacos de Banach reais e Z C R um intervalo, seja 7 : X xZ — Y um

operador ndo-linear, com equagdo ndo-linear associada

F(u,A)=0.
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Nesse contexto, iremos sempre admitir que os pares da forma (0,A) € X x Z verificam
a igualdade acima. Sendo assim, nos referiremos a estes pares como solugdes triviais da
equacgdo nao-linear associada, uma vez que sdo conhecidas.

No que segue, apresentamos a defini¢do do que vem a ser um ponto de bifurcagao.

Definicao 1.4 ([26]). Seja (0,Ag). Dizemos que (0,Ay) é um ponto de bifurcagdo da curva
de solugoes triviais (0,1) se existe uma sequéncia (u,,A,) € (X \ {0}) x Z tal que

lim (u,,A;) = (0,2)

n—y—-oo

F(up, An) =0,

para todo n € N.

Como € usual, denotaremos por L(X,Y) o conjunto das aplicagdes lineares continuas de
Xem?Y.SeT € L(X,Y), definimos

N[T]:={ueX |Tu=0} e R[T]:={Tu|uecX},

e chamamos N[T] e R[T] o nicleo e a imagem do operador T, respectivamente. Além disso,
se M € um subespaco de X, dizemos que M tem codimensao finita se existe um subespaco
Z C X de dimensao finita tal que X = M & Z. Neste caso, a codimensdao de M, a qual
denotaremos por codim M, € a dimensado do subespacgo Z (cf. [11]).

Vamos agora definir uma classe de operadores lineares que tem relevancia para o que

desejamos fazer.

Definicao 1.5. ([11]) Dados dois espagos de Banach X e Y, dizemos que T € L(X,Y) é um

operador de Fredholm (ou um operador de Noether), e escrevemos T € ¢(X,Y) se T satisfaz
(i) N[T] tem dimensdo finita;
(ii) R[T] é fechado e tem codimensdo finita.

O indice de T é definido por

ind|T] := dimN|[T] — codimR|[T].
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Com relagdo ao conjunto de todos os operadores de Fredholm, destacamos o conjunto

daqueles cujo indice € zero, isto &,
Fredy := {T € L(X,Y) | ind[T] = 0}.

Estamos agora em condi¢des de enunciar o

Teorema 1.1. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K =R ou K =C, Vo C X x K uma
vizinhanga de (0,40) e F : Vo — Y tal que

(i) F(0,A) =0, F € C' (V) e Fy, € C(Vo);
(ii) Fx(0,Aq) € Fredholm de indice zero e N|F(0,0)] = (@),

Seja Z o complemento topoldgico de (@), isto é, X = (@o) & Z. Nas condi¢des acima, (0, Ag)
é um ponto de bifurcacdo para F(x,1) =0 e

FHO)NU = {(ago+ay, Ao+ o(a));a € (—a,a)} U{(0,4);(0,A) € U}

para algum a > 0 e alguma vizinhang¢a U de (0,Ag), onde ¢ : (—a,a) > Re y:(—a,a) > Z
sdo fungdes continuas tais que ¢(0) =0 e y(0) = 0. Além disso, se F € C* para algum
k > 2, entdo @ e W sdo de classe Cc*.

Demonstragdo. Ver [19] ou [20]. O

Observacio 1. Denotando por ¢(a) = ¢(@) + Ao, em que @ é a fungdo obtida no Teorema

1.1, vemos que ¢(0) = Ay. Nesse caso, o conjunto onde moram as solug¢des torna-se
FHO)NU = {(ago+ay,p(a));a € (—a,a)} U{(0,4);(0,4) € U}.

Além disso, a fungdo @ certamente é continua. Com base nessas consideracoes, ao
aplicar o Teorema 1.1, estaremos considerando, sem perda de generalidade, a funcdo ¢ ao

invés de ¢, embora continuemos usando a notagdo Q.

Para o leitor que deseja se aprofundar nesses conceitos, recomendamos as referéncias

[5, 15, 20, 26], as quais, de um modo geral, inspiraram esta breve exposi¢ao.
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1.3 Técnicas Variacionais

Nesta se¢do, iremos apresentar alguns resultados da teoria de métodos variacionais que

utilizaremos no decorrer deste trabalho. Comecamos com o seguinte teorema de minimizagao.

Teorema 1.2 ([35]). Suponha que X é um espago de Banach reflexivo com norma || - |

X, €
seja M C X um subconjunto fracamente fechado de X. Suponha que I : M — RU {4} é

coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente com respeito a X, isto é, que as seguintes

condigoes sdo satisfeitas:

(i) Lm  I(u) = +oo;

[Joe]| x =400

(ii) dado u € M, para toda sequéncia (uy) C M tal que uy — u fracamente em X tem-se

I(u) < liminfI(uy).
() < liminf1(u)

Entdo, 1 é limitado inferiormente e seu infimo é atingido em M.
Demonstragcdo. Para uma demonstracdo consulte, por exemplo, [23, 35]. [

O préximo teorema nos da condi¢des suficientes para que o funcional associado ao
problema que estamos tratando esteja bem definido e seja de classe C ! Mais do que isso, ele
fornece uma expressao para a diferencial de Gateaux desse funcional, o que nos permitira
relacionar seus pontos criticos com o conceito de solucdo fraca. Em outras palavras, este é

um resultado indispensavel.

Teorema 1.3 ([23]). Suponha que Q C R" é um dominio limitado e a fungdo h satisfaz:
(i) he C(QxR,R);

(ii) existem ci,co > 0e 1< p < 2" tais que
) p q

h(x,5)| < c1+cals|PL, ¥ (x,5) € QxR.

Entdo o funcional I : H} (Q) — R definido por

1 =5 [ 1vuP = [ i)
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N
em que H(x,s) = / h(x,t)dt estd bem definido, é de classe C' e
0

I’(u)v:/QVu-V(p—/Qh(x,u)(p, Y ocHNQ).

Além disso, se p < 2%, entdo a derivada I':X—>X ¢ da forma I' =1d — K, com Id sendo o
operador identidade e K : X — X' compacto.

Demonstragdo. A prova deste resultado € um tanto técnica, mas pode ser encontrada com
detalhes em [23]. ]

Definiciio 1.6 ([23]). Seja X um espaco de Banach e I € C'(X,R). Dizemos que I satisfaz a

condigdo de Palais-Smale se toda sequéncia (u,) C X tal que

sup|l(uy)| < 4o e  lim I'(u,) =0, I
n n——4-oo
possui subsequéncia convergente. Se ¢ € R, dizemos que I satisfaz a condigcdo de Palais-

Smale no nivel c, se toda sequéncia tal que

lim I(u,)=c e lim I'(u,) =0, 1)

n—r—+o0 n— oo

possui subsequéncia convergente.

Observamos ainda que uma sequéncia (u,) que satisfaz a condicéo (I), é denominada
uma sequéncia de Palais-Smale, ou simplesmente uma sequéncia (PS). Por outro lado, se
satisfizer (IT), chamamos (u,) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢. Além disso, /
satisfaz Palais-Smale se, e somente se, satisfizer Palais-Smale em todo nivel ¢, uma vez que
em R, toda sequéncia limitada possui alguma subsequéncia convergente e, por sua vez, toda
sequéncia convergente € limitada.

Enunciaremos agora o célebre Teorema do Passo da Montanha, devido a Ambrosetti e
Rabinowitz (veja [33]), o qual €, em geral, o primeiro teorema do tipo "minimax"que se

estuda em um curso basico de métodos variacionais.

Teorema 1.4. (Teorema do Passo da Montanha, [33]) Seja X um espaco de Banach e
I € CY(X,R) satisfazendo (PS). Suponha que 1(0) =0 e

(i) existem p, a > 0 tais que I|3Bp(0) > o

(ii) existe e € X tal que |le||x > p e I(e) <O.
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Entdo I possui um valor critico c > . Além disso, c pode ser caracterizado como

— inf max I
¢ = Inf max (v(s)),

emquel ={ye C([0,1],X);7(0) =0e y(1) =e}.
Demonstragdo. Ver, por exemplo, [16, 23, 33]. OJ

Observacio 2. Se em (i) tivermos I|yp > 0, ainda teremos um ponto critico ndo-trivial,

conforme Teorema 3.10 em [33].

Na literatura, as condi¢des (i) e (ii) do teorema anterior sdo comumente chamadas
de primeira e segunda geometria do Passo da Montanha, respectivamente. Nesse sentido,
quando o funcional / satisfaz essas condicdes, dizemos que / possui a geometria do Passo da

Montanha.

Teorema 1.5. (Principio Variacional de Ekeland, [35]) Sejam M um espaco métrico completo
e @ : M —| — oo, 4-o00| uma fungdo semicontinua inferiormente, limitada inferiormente e ndo

identicamente +oo. Sejam € > 0 dado e u € M tais que
<inf €.
¢(u) <info+

Entdo existe v € M tal que

e, para cadaw #vem M,

p(w) > @(v) —ed(v,w).
Demonstragdo. Consulte por exemplo [28] e [35]. O

O préximo resultado pode ser encontrado na referéncia [28], Teorema 4.3. Sua demons-
tracdo € bastante técnica e foge aos propdsitos deste trabalho. Contudo, ainda daremos uma
ideia de como ela € feita, pois o argumento utilizado pelos autores fornece uma ferramenta
bastante ttil para a determinacdo de sequéncias (PS), conforme veremos na demonstragao

do Teorema 2.1.
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Teorema 1.6 (Mawhin-Willem). Seja K um espaco métrico compacto, Ky C K um conjunto
fechado, X um espago de Banach, x € C(Ky,X) e vamos definir o espaco métrico completo
M por

M={geC(K,X); g(s)=x(s) ses € Ko}

com a distdncia usual d(y1,%) = max 171 (s) — %(s)||x. Seja @ € C'(X,R) e defina
NS

— 1 f ; = .
c ylgMIsnggfp(g(s)) €1 = max ¢

Se ¢ > ¢y, entdo para cada € > 0 e cada f € M tais que

cSrsnez}?(p(f(s)) <c+e

existe v € X tal que

c—€ < p(v) < maxo(f(s)),
d(v,f(K)) <€?,

1
lo"(v)llx < €.

Demonstragcdo. Veja Apéndice A, Secao A.2. [

Na sequéncia iremos destacar mais alguns resultados que serdo uteis no decorrer do

préximo capitulo.

Proposicdo 1.1 ([7]). Seja (A;) jen a sequéncia de autovalores de —A em Hy(Q) e (9;) jex
as autofungdes associadas. Dado k € N, considere V.= (@1, @2, ,@r_1) e W = V. Entdo,

valem as seguintes desigualdades

/]Vv|2§lk_1/ W2 Yvev e /lk/ |w|2§/ Vw2, Ywew.
Q Q Q Q

Demonstragcdo. Veja Apéndice A, Secao A.2. [

A proposi¢do seguinte € bastante conhecida na literatura. Em geral, nas aplicacdes, ela
nos ajuda a concluir que o funcional / : Hé (Q) — R satisfaz a condigdo (PS), bastando para

isso provar que toda sequéncia de Palais-Smale € limitada.
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Proposicao 1.2 ([23]). Suponha que Q C R" é um dominio limitado e f é uma funcdo que

satisfaz:
(i) f€C(QxR,R);

(ii) Existem c1,c3 >0e 1 < p < 2% tais que

1f(x,9)| <c1+eals]P, ¥ (x,5) € QxR.

Se (u,) C HY(Q) é uma sequéncia (PS) limitada do funcional

I(u):%/Q|Vu|2—/QF(x7u),

entdo (uy) possui uma subsequéncia convergente.
Demonstragcdo. Veja Apéndice A, Secao A.2. [

Proposicao 1.3. (Monotonicidade de A, com respeito ao dominio, [7]) Dado um dominio
Q C RN, denote por A (Q) o primeiro autovalor do operador —A em H} (Q). Se Q° C Q,
entdo A1 (Q°) > A1 (Q). Além disso, se Q° C Q é um subconjunto préprio, tem-se A (Q°) >
A(Q).

Demonstragcdo. Veja Apéndice A, Secao A.2. [

1.4 Principio do Maximo, Lema de Hopf e o Teorema de

Brezis e Nirenberg

Principios de méximo sdo extremamente uteis para determinar o sinal de uma solucao.
Como estamos interessados em determinar solucdes positivas, dedicamos uma se¢do a alguns
resultados dessa natureza, os quais serao importantes no que se seguira.

Em toda essa se¢do, vamos supor que os coeficientes a;;,b; € ¢ do operador L, definido
em (1.1), pertencem a L™(Q).

Teorema 1.7 (Principio do maximo fraco de Hopf, [27] Teorema 7.1.5). Seja @ C R um
dominio, L um operador uniformemente eliptico tal que ¢ > 0. Suponha que u € w2p (Q),

com p > N e L satisfazem

Lu>0gq.tp.emQ e m::igfue(—OO,O].
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Entdo u=m em Q ou u(x) > m, para todo x € Q. Em outras palavras, u ndo pode atingir m

em L, a menos que seja constante igual a m. Além disso, tem-se

infu = infu
Q Q

quando Q é limitado.
Para os dois préximos resultados, vamos precisar da seguinte definicao:

Definicdo 1.7 ([24]). Seja Q C R" um dominio e dQ sua fronteira. Dizemos que dQ satisfaz

a condi¢do da esfera interior em xo € d€ se existe uma bola B C Q tal que xo € JB.

Observamos que se Q é de classe C2, entdo dQ satisfaz a propriedade da esfera interior
descrita acima. O leitor interessado em mais detalhes, encontrard este resultado provado na

referéncia [27], Teorema 1.8.4 do Apéndice 1.8.

Teorema 1.8 (Lema da fronteira fraco de Hopf, [27] Teorema 7.1.6). Sejam L um operador
uniformemente eliptico com ¢ >0 e u € W>P(Q), p > N, é uma funcdo ndo-constante

satisfazendo

Lu>0gq.tp.emQ e m:= igfu € (—o0,0].
Suponha ainda que exista xo € dQ tal que u(xy) = m com Q satisfazendo a propriedade da
esfera interior em x¢. Entdo,

du o u(xo+1m) —u(xo)
an (x0) = 11—1>r(1)1— t

<0.

Teorema 1.9 ([27]). Suponha que L é uniformemente eliptico em & comc > 0eu € CZ(Q)

é uma fungdo ndo constante satisfazendo
Lu>0emQem:= igfu € (—o0,0].

Suponha ainda que existe xo € dQ e R > 0 tal que u(xo) = m e u € C(Br(xg) NQ), com Q
satisfazendo a propriedade da esfera interior em xy. Entdo, para qualquer vetor normal
exteriorn € R¥\ {0} em xq para o qual

du u(xo+hn) —u(xp)

% (xo) = hli%li h
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) ) u
exista, necessariamente deve ocorrer — (xq) < 0.

an

Demonstragdo. Consulte [27]. O

Observe que € sempre verdade que se xg € um ponto de minimo para u, entao

i 40+ A1) — u(xo) <0,
h—0— h

independentemente se Lu > 0 ou Lu < 0. Desse modo, o grande trunfo dos lemas anteriores

¢ a garantia de que se terd

u

n <0em 0Q,

desde que sejam satisfeitas as condicdes exigidas. Essa garantia nos d4 algumas consequén-

cias interessantes, tais como:
Proposicio 1.4. Suponha que u € H} (Q)NCY(Q) é tal que

du
%(x)<0<u

para todo x € dQ. Entdo, existem constantes cy,cp > 0 tais que
c1d(x) <u(x) < crd(x)

para todo x € Q, em que d(x) = d(x,dQ) é a distdncia de x até a fronteira Q.

Demonstragdo. O leitor interessado pode encontrar sua prova em [30], pagina 872. Outras

referéncias sao [13, 18]. 0

Um fato como este € interessantissimo de se ter em mente, pois através dele podemos
obter muitas estimativas importantes. Outras consequéncias da hipdtese sobre a derivada
normal serdo vistas nos capitulos subsequentes, quando estivermos buscando determinar para
quais valores de A o problema (P) ,) admite solugdo positiva.

O ultimo resultado dessa se¢do trata-se de um famoso teorema devido aos ilustres
matematicos Haim Brezis e Louis Nirenberg. Ele afirma simplesmente que, sob condi¢des
adequadas, minimos locais na topologia de C' sdo também minimos locais na topologia de
H(} (). Sua prova é um tanto delicada e preferimos omiti-la. Contudo, o leitor interessado

pode deliciar-se com ela ao buscar a referéncia [12].
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Teorema 1.10 (Brezis e Nirenberg). Suponha que uy é um minimo local de I na topologia de

C 1, isto €, existe algum r > 0 tal que
I(ug) <I(ug+v), VveCQ), com||v||ci <
Entdo ug é um minimo local de I na topologia de H} (Q), isto é, existe & > 0 tal que
I(ug) <I(ug+v), VveHQ), com|v|<r

Conforme observado por Brezis e Nirenberg em [12], para garantir a validade desse
resultado, os funcionais I : Hy (Q) — R devem ser da forma

1w =5 [V~ [ o)

em que H(x,s) é a primitiva em s da fun¢do Carathéodory h(x,s), a qual possui condi¢do de

crescimento subcritico, ou seja, existe uma constante C > 0e 1 < p < 2* tais que
h(x,s)| <C(1+|s|P7Y), V(x,5) € QxR.

Caso contrério, isto €, se o funcional ndo tem essa estrutura, a conclusdo pode vir a ser
falsa. Além disso, é importante que o conjunto Q C RY seja um dominio (aberto e conexo)

limitado.

1.5 A Compacidade do Operador (—A) "' : CP(Q) — CP(Q)
Para cada f € L?(Q), mostra-se que o problema

—Au=f emQ,
u=20 em dQ,

admite uma dnica solucdo u € H(% (Q). Sendo assim, podemos definir o operador
(=)~ LX(Q) = H ()

dado por (—A) "1 (f)=u 7, em que uy € atnica solugio do problema acima, correspondente a

fungdo f. Usando a defini¢@o de solugdo fraca e as imersdes de Soboleyv, € possivel provar que
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o operador (—A)_1 assim definido € linear e continuo. Além disso, usando a compacidade
da imersdo Hj (Q) — L*(Q), verifica-se que (—A) ™! : L2(Q) — L*(Q) é compacto.

Nesse sentido, vale também o seguinte resultado:
Proposicio 1.5. O operador S : CP(Q) — CP(Q), dado por S(g) = (—A) "' (g), é compacto.

Demonstragcdo. Ver Apéndice A, Secdo A.2. [



Capitulo 2

O caso A =,

Iniciamos este capitulo considerando o problema

—Au—Au=yW(x)f(u) emQ,
(P M 7}/)
u=20 em dQ,
no qual y € R, f € C!(R) e A é o primeiro autovalor do operador —A em H{ (Q), com
autofuncdo associada ¢; > 0 em Q.

Nas proximas duas secdes, estaremos interessados em determinar solugdes positivas
para o problema de autovalor ndo linear (P, ;). Na Segdo 2.1, estudaremos esse problema
por meio de um argumento de minimizagao restrita, o que justifica a nomenclatura "caso
restrito". Na Sec¢do 2.2 utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter pontos
criticos ndo triviais para o funcional associado ao problema (P, ,). Enunciamos abaixo o
principal resultado desta secdo e ressaltamos que este serd de fundamental importancia para
o que faremos no Capitulo 3.

Vamos supor que a fungdo f seja estendida como impar para s < 0 e satisfaga as seguintes

condigdes:
. fls)
1 = 0 2.1
sgr(l)]s|‘1_2s =5 1)
e
im 28y, 2.2)

em que p,q € (2,2%).
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Teorema 2.1. Sob as condicdes acima, suponha que existam p,q € (2,2") tais que:
(i) [ Wil <o
(ii) |f'(s)| <A|s|P>+B, VseR
Suponha ainda que uma das seguintes condigoes seja satisfeita:
(iv) QT NQ~ =0

(v) existem constantes c1,c> > 0 tais que, para todo s € R,

|£(8)s — pF(s)| < ci1|s|? + ¢2, em que F é a primitiva da fungdof.

Sob essas hipoteses, existe pelo menos uma solugdo positiva para o problema (P), 77), com
y=1.

Observamos que para se garantir a validade do Teorema 2.1, € suficiente considerar as
hipéteses gerais (H1), (H2) e (H3) item (i).

2.1 O caso restrito

O préximo resultado garante a existéncia de uma solucao positiva para o problema de

autovalor (P, ,) descrito acima.

Teorema 2.2. Suponha que F satisfaz

t’F(u), set>1,
Fl(tu) > 2.3)
t1F (u), set <1,

com?2 < q<p<?2*. Separaalgum ty > 0 tem-se

LLW@WMWO<Q 2.4)

entdo existe um par (i, y), com it > 0 e > 0, solucdo de (Py, ).

Para a prova do Teorema 2.2, além das hipdteses (2.3) e (2.4), estaremos admitindo a
validade de (H1), (H2) e (H3), exceto a condi¢do de que QY é regular, a qual ndo € necessdria

para se garantir a veracidade dos argumentos.
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Uma outra observacao importante é que a hipétese (2.3), dentre outras coisas, implica
que sf(s) < gF(s), para todo s > 0. Com isso, podemos mostrar que a fun¢do h(x,s) :=
As+W(x)f(s) tem crescimento subcritico, 0 que nos permitird provar, usando o Teorema
B.4, que uma solugdo deste problema estid em WZ’I(Q), [ > N. A demonstracao deste fato
estd feita com detalhes no Apéndice A, Secdo A.1, Lema A.3.

Antes de iniciar a demonstracdo do Teorema 2.2, gostariamos de apresentar uma interes-
sante consequéncia, a qual evidencia a conexdo da hipotese (2.4) com o problema (P, ,), no

casoemque A = A, y=1e f(s)=s""1,2< p<2".

Corolario 2.1. Seja 2 < p < 2. Entdo, o problema

—Au=Mu+W(x)uP~'  emQ,

(Py,)
u=>0 em 0Q,

admite uma solucdo positiva se, e somente se, ocorre

/Q W (x)g” < 0. 2.5)

O corolério acima segue, em uma dire¢ao, como consequéncia do Teorema 2.2, ao tomar
F(s)=s"/p,2 < p <2 ety > 0 arbitrdrio. De fato, em vista de (2.5), temos

L W@F@e) =" [ Wl <o

Além disso,

F(ts) = %(ts)p =1tPF(s), VteR.

Logo, as hipéteses do Teorema 2.2 estdo satisfeitas, de modo que temos a garantia da

existéncia de um par (i, o) satisfazendo

—Aii = Mii+aW (x)ai? ! em Q,
>0 em Q,
=0 em Q.

<

Observe que o problema (I_D;LI) estaria resolvido se pudéssemos fazer sumir o coeficiente
o em —Aii = Ajii+ aW (x)i” . Por sorte, a fungio f(s) = s”~! é homogénea, o que nos

permite tomar ¢ > 0 de tal modo que a fung¢do ugy = tii resolve (FM ). Para tanto, basta escolher
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1

t = or-2, e teremos

Ay — Mt = 0072 (— A — M)
— a7 (aW (x)i@ )

= 1

= a2 W (x)a~

-1
=W(x)uf

~—

donde ug € solugdo de (I_)JLI ), como queriamos.
A reciproca do Coroldario 2.1 resulta imediatamente do seguinte lema, cuja demonstra¢ao

pode ser encontrada no Apéndice A, Lema A.2.

Lema 2.1. Se existe uma solucdo positiva u € H(} (Q) para o problema

—Au—Au=Wx)uP' emQ,
u=>~0 em 0Q,

com2<p<2-el> A, entdo / W(x)9] <0, em que @\ é uma autofungdo do operador
Q

laplaciano associada a Ay.

Vale ressaltar que o lema acima continua valido mesmo para A > A;, desde que o
problema (P ;) admita solug@o.

Antes de passarmos a demonstra¢do do Teorema (2.2), gostariamos de fazer alguns breves
comentdrios. A ideia € introduzir uma familia de funcionais {Jy; } ,cr+ € um funcional G,

com o objetivo de resolver um problema de minimizacgao restrito ao vinculo
S={ucH}(Q)|Gu)=1}.

Como veremos, para cada > 0, serd possivel mostrar que o funcional J,, € limitado
inferiormente por zero em H& (Q), o que ird nos permitir definir a func¢do y: [0,+e) — R,

dada por

y(u) = inf Jy (u).

ues

Veremos ainda que esta fun¢do possui algumas propriedades interessantes e que, para
cada u > 0, existe um elemento v, € S que realiza o infimo do funcional J, em S. De posse

desse fato, ap6s verificar que a equagdo y(i) = 4 admite uma solugdo u* > 0, seremos
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capazes de concluir que o minimizante vy« associado a Jy+ € uma solugdo do problema
(P, ), para algum 7 >0.

Algo que € interessante nessa demonstracdo, é a escolha da familia de funcionais
{Ju} uer+, escolhas essas que a priori parecem ndo estar diretamente relacionadas ao pro-
blema (P, ,), algo que € digno de nota, e que por sua vez, acrescenta um toque de elegéncia

ao método. Sem mais delongas, vamos a demonstracao do Teorema 2.2.

Demonstracdo. Uma vez que esta demonstragdo € longa, vamos dividi-la em etapas, objeti-

vando ampliar a clareza e facilitar sua leitura.
ETAPA 1 - Construcgoes e defini¢oes iniciais.

Vamos comecar construindo o conjunto § mencionado acima e provando que ele € nao
vazio. Para esse fim, note que por (H3) item (ii), F é estritamente crescente em [0, +oo).

Dessa forma, como #y¢; > 0, resulta que
/QWJF(X)F(fofpl) = /m W (x)F(top1) =L >0,

ja que W (x)F(tog1) > 0 em Qt. Consequentemente, se tomarmos k = 2L, a funcio

W(x) = EW(X) ird verificar

[P o) = [ W @R (o) = 3 =3

Agora, escolhendo

1
a — s
2 [ Flop)
iremos obter
L0V )+ @F (og) = 1. 2.6)
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vemos que o conjunto
S={ueHy(Q):Gu)=1}

€ ndo vazio, como queriamos.

Veja que se tomarmos W ao invés de W, estaremos considerando o problema

—Au—lu=yW(x)f(u) emQ,
u=20 em JdQ.

Entretanto, se trocarmos Yy por ¥ = KY na equacdo acima, uma solucido deste novo
problema serd uma solucio do problema original. Sendo assim, sem perda de generalidade,
ignoraremos o til e assumiremos que a igualdade em (2.6) vale para a fungdo W. Com essa

convengdo, o conjunto S introduzido acima torna-se
S = {u € Hy(Q): / (WF(x)+a)F(u) = 1} .
Q

Para i € R™, consideremos a familia de funcionais

3 = F (Il =l 0 [ 0¥ (0-+@F @), we @)

+

Como F(s) =0paras <0e F(s) >0 paras > 0, se escrevemos u = u" —u_, tem-se

que

s = F (Ve =Aulz) 1 [ 090+ P ) 0

Sendo assim, o ndmero real

y(u) = inf Jy, (u)

ucsS
satisfaz y(u) > 0, seja qual for u > 0.
ETAPA 2: Existéncia de um minimizante para a funcio J,.

Antes de tudo, afirmamos que, sem perda de generalidade, podemos considerar sequéncias

minimizantes cujos termos sao ndo negativos. De fato, seja > 0 arbitrariamente fixado e
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(un) = (tn,u) C S uma sequéncia minimizante para y(u), isto &,

Ju(un) — y(p).

Desde que u, € S para cada n € N, temos que
/Q(w+(x> +a)F(up) =1, VneN.

Dessa forma, sendo u,, = u;” —u, e F(s) = 0 para s < 0, obtemos a seguinte igualdade
- /Q<W+(x) AP, VneN,

a qual mostra que para cada n € N, u, tem parte positiva ndo trivial, pois do contrario,

a integral do lado direito da igualdade acima seria 0. Em particular, u, € S, de onde

concluimos que y(u) < Jy (u,}) para todo n € N. Para completar a prova da afirmagio é
suficiente mostrarmos que

lim Jy () = y(1),

n—y+oo

pois uma vez provado isto, teremos obtido uma sequéncia minimizante formada por termos
nao negativos. Para este fim, notemos que

JaalP = [ V6 Pt [ (V= o P+ sy 2

Ml =20 [ o P42 [ Jy 2= Al B+ Ay B

Logo,

el |* = A llaeall3 = (o 117 = Al 2) + g 117 = A 3)

> [l 12 Aalu B > 0.

Uma vez que F(4/s) é crescente em [0, +0), a desigualdade acima nos permite escrever

F (o = Aalual3) = F (3 Nt |12 = At ).
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de onde segue que

) = F (= M) +11 [ W () + @) ()

> F (2= Aaluf B+ 1 [ OV () + @F ) = T,

Dessa forma, para todo n € N, tem-se

Ju () > Ty () > y(w),

o que pelo Teorema do Confronto implica que

lim Jy () = y(u).

n——4-oo

Portanto, sempre podemos tomar sequéncias minimizantes cujos termos sao nao negativos.
Considerando entdo u, = u, , uma sequéncia minimizante de fun¢des nao negativas para

(1), nosso objetivo agora é mostrar que (u,) é limitada em H{ (Q). Para tanto, comece
observando que existe C > 0 verificando

0 < ||un|* = M|un|3 <C, YneN. (2.7)

De fato, caso contrério terfamos (passando a uma subsequéncia, se necessario) que

i F (e = ) =+

ja que, por (2.3), F(t) > t’F(1). Consequentemente, ocorreria

lim Jy (up) = oo,

n—r+oo

desde que
[.L/ (W™ (x)+a)F(u,) >0, paratodon € N.
Q

Mas isso contraria o fato de que (u,,) é uma sequéncia minimizante para y(u ), garantindo
a veracidade de (2.7).
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Agora, escrevendo o conjunto  como a unido disjunta
Q = {up(x) > 1} U{0 <u,(x) <1}

e observando que F(u,) = F(|u,|) = F(1 - |uy]|), temos por (2.3) que

Lland?= [l [
Q up>1 up <1

<[ w1l 2.8)
up>1
1

< — F(u,)+|€|.

— F(l) 1y>1 ( n) | |

Como (u,) C S, usando a constante a > 0 obtida na ETAPA 1, concluimos de (2.8) que

1

1
= aF(1) /un>1(W+(x) +a)F (un) + Q]
1
< (1) /Q(WJr(x)+a)F(un)+|Q|
1
e TS -

Dessa forma, por (2.7) e da imersdo L?(Q) < L*(Q), vemos que existe M = M (i) > 0

satisfazendo
|un]] <M, YneN.

Sendo H&(Q) um espago reflexivo, podemos supor que existe vy, € H(% (Q), tal que a
menos de subsequéncia, u, — v, em H(% (Q). Pela compacidade da imersdao de Sobolev
Hy (Q) — LP(Q), tem-se ainda que u, — vy, em L (Q) para todo p € [1,2*). Logo, podemos

admitir (passando a uma subsequéncia, se necessario) que

up(x) = vp(x) q. t.p.x€Q
Existe h € LP(Q) tal que |u,(x)| < h(x) q. t. p. € Q, paratodo n € N.
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Assim, utilizando a hipétese (H3) itens (i) e (iv), vemos que
(W (x) +a)(x)F (un(x)) = (W (x) +a)F (vu(x)) q. t. p. € Qcomn — oo
(W (x) +a)|F (un)| < (IW]e+a)(A+Bh (x)) € L'(Q),

o que nos permite utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

/Q(WJr +a)F(vy)=lim [ (W"+a)F(u,) = lim1 =1,

n—o [0 n—soo

provando que vy, € S e, em particular, que v, # 0.
Afirmamos que para cada u > 0, a fungdo v, realiza o infimo y(u), isto &, J,, (vu) = y(u).

Para ver isso, comece observando que, a menos de subsequéncia, tem-se

P (vl =) < tim 7 (2= 23 ). .10

De fato, pelas propriedades de convergéncia, temos que

2 2 . . 2 . . 2 . . 2 2
”VHH _)“I‘V,u|2§h}lg1£f”un” +11,ggglf(—7tl\unlz)Sh}ggg}f(\lunll _M’”nb)a

de onde segue que

P (il =aibl) < ((fimind P~ Alad), @

uma vez que F(+/s) é monétona. Por sua vez, como

timinf (||u]|* = A1]unl3) = Jlg{}o(Hunsz = Mo, [3), (2.12)

para alguma subsequéncia (z,,) de (z,) = (HunH2 -4 |un\%) , usando (2.11), (2.12) e a conti-
nuidade de F(1/s), obtemos (2.10).

Como antes, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para
obter

lim (W—+a)F(un)=/Q(W‘+a)F(vu),

n—e JQ
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0 que nos permite concluir que

0<5u0) = (y/IralP =2 41 [ W+

< lim [F <\/||u,,||2—/h|unl%> +,J/Q(W— +a)F(un)}
= lim Jy, (un) = y(10).

Lembrando que vy, € S, necessariamente devemos ter J; (v, ) > y(u). Juntando isto e a
conclusdo obtida acima de que Jy (vy) < y(i), segue que Y(u) = Ju(vy), o que conclui a
ETAPA 2.

ETAPA 3: Propriedades da funcao 7.

Nesta etapa, provaremos que a funcdo 7y : [0,o0) — R definida anteriormente possui as

seguintes propriedades:
(i) y(0) =0;
(ii) 7y é estritamente crescente em (0, +o0);
(iii) 7y é Lipschitz em [0, +-oo).

Para verificar o item (i) note que, pela defini¢do de infimo, devemos ter y(0) < 0, uma
vez que fp@; € S e Jo(to@1) = 0. Por outro lado, lembrando que () > 0 para todo u > 0,
resulta que y(0) = 0.

Para a prova (ii), tomemos 0 < [} < lp < oo arbitrarios e procuremos mostrar que

y(H1) < y(U2). Com efeito, desde que estamos supondo (H3), tem-se
L +aFw= [ W +aFuh) >o,
Q Q

de sorte Jy, (1) < Jy,(u), ou ainda, y(u;) < y(u2). De fato podemos mostrar que ocorre a
desigualdade estrita, uma vez observado que

i (V) = T () = (2= 1) [ W™+ @)F (v,

o que por sua vez implica que y(u1) < Jy, (vy,) < Ju, (V) = ¥(H2), tendo em vista que
Uy >l €

/ (W™ +a)F(v,) > 0.
Q
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Antes de seguirmos com a prova de (iii), julgamos necessario fazer uma pequena ob-
servacao acerca da relacdo (2.9). Pois bem, de acordo com as desigualdades 14 descritas,
esta relago € valida para qualquer u € S. Dessa forma, como para cada 4 > 0, vy, € S, esta
assegurada a existéncia de uma constante C > 0 tal que |vy|, < C para todo u > 0, pois como
vimos durante a ETAPA 2, v, € sempre um elemento de S. Tendo isso em vista, podemos

garantir a existéncia de uma constante Cz > 0 tal que

/(W_+a)F(vu)§C1/ 1+c2/ vul? < Cs, V>0 (2.13)
Q Q Q

Agora, tomando arbitrariamente ¢ e 8 no intervalo [0, +e<), pela defini¢do de infimo,

temos que

(@)= F (ival> = Alval3) + o [ 9+ ) (va)
< (IoplP=2alpl) +a [0V +aF(vy)
~7(B)+(a=PB) [ W +a)F(vp)

SY(B)+|a—m/Q(W—+a)F(vﬁ), (2.14a)

e analogamente, com 0 mesmo raciocinio, obtemos
Y(B) < (@) +|a—B| [ (W +a)F(va). (2.14b)
Combinando (2.13), (2.14a) e (2.14b) vemos que
v(e) <v(B)+GCsla—Bl e y(B) <v(a)+Csla—Bl.

Mas isto é equivalente a dizer que |y(a) — ¥(B)| < Cs3|a — B|. Sendo assim, pela arbitra-
riedade da escolha de o, B € [0, +<0), 0 item (iii) fica provado.

ETAPA 4: Existe 1 > 0 tal que y(u) < u, para todo u > 1.

Para ver isso, fixe ¢ € CJ(Q) satisfazendo ¢ (x) > 0, supp(¢) C Qt e

/Q(W+(x) +a)F(p)=1.
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Pela escolha de ¢, da defini¢iio de fnfimo e do fato de que W™ (x) = W (x) — W(x),
resulta a seguinte desigualdade

— Gt p (1 —/QW(x)F((p)) . 2.15)
Em particular, como as exigéncias ¢(x) > 0 e suppp C Q" nos garantem que

[ wwFe) = [ wwF(e) >o.
Q Qf

multiplicando ambos os membros da desigualdade em (2.15) por 1/u e passando o limite

com U — oo, obtemos

1) /

lim —=<1— [ Wx)F <1.

Jim T <1 [ WF(9)

Logo, para it > 0 suficientemente grande temos (i) < i, desde que p > L.
ETAPA 5: A unicidade do minimizante positivo para J.

Consideremos a func¢@o G : [0, +c) — R dada por

G0 = [ W W +a)F ().

A fun¢@o G assim definida é continua, estritamente crescente e G(0) = 0, visto que
t— (WH(x) +a)F(tp) é continua, F € estritamente crescente em [0, +o0) e F(0) = 0.

Observando que G(ty) = 1, podemos concluir que

G(t)<1,5e0<r <1

G(t)>1,set >ty

Com base nesse argumento, vemos que a fung¢@o v(¢) = t¢; estd em S se, e somente se,
t = typ. Consequentemente, a fungdo 79 € um minimizante para Jy, uma vez que pelo item
(i) da ETAPA 3, para u = 0, tem-se Jo(fo¢;) = 0 = y(0).
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Se v é um outro minimizante positivo para Jy, entdo Jo(v) = 0. Como F(s) > 0 para

s > 0, necessariamente devemos ter

2 2 2 2
VI =My =0 <= |v[|”=Avl3
= v=tQ

<= t>0, poisv > 0.
Mas de acordo com o que acabamos de discutir acima, estas equivaléncias implicam que
t = to. Portanto, vo = fo@; € o Gnico minimizante positivo para Jy.
ETAPA 6: A convergéncia de v, quando i — 0.

—0
Nesta etapa da prova do Teorema 2.2 vamos mostrar que vy, it Vo em HO1 (Q). Para fazer
isso, devemos lembrar que para cada p > 0, existe um minimizante v, € S para Jy, e que y €

estritamente crescente. Tendo isso em vista, segue naturalmente da defini¢ao de infimo que

%0*

Y(0) =0 <Ju(vu) =v(H) = ffégj“( u) < Ju(togr) u/ (W™ +a)F(op1) "= 0,
o que pelo teorema do confronto acarreta em

lim Ju (vu) =0.

u—0

Em particular, usando o fato de que F € crescente e sua continuidade, podemos garantir

que

u—0
\/Hvullz—?tllvu\% —0. (2.16)

De fato, pois caso contrdrio, existiria uma sequéncia () C (0,4o0), com p,, — 0 tal

que

iming /[ 2~ v, = o,

para algum o € (0, +o0). Mas entdo terfamos (a menos de subsequéncia) que

0= lim Jy(vy,) > hm F(\/Hvumﬂz ?L1]vum|2>

m——+oo
:F< lim \/||v#m||2 M!vumb) F(a) >0,
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0 que claramente € um absurdo.
Conforme foi observado anteriormente, podemos admitir que existe uma constante Cg > 0
tal que |vu|7) < Ce, para todo i > 0. Assim, pela continuidade da imersdo L”(Q) — L*(Q)

encontramos ainda C7 > 0 tal que
vul3 <Gy, V>0 (2.17)

Tomando p > O suficientemente pequeno, decorre de (2.16) e (2.17) que existe Cg > 0 tal

que

2
Il = (/1P =23 ) -+ ol < 2.18)

o que mostra que (v, ) € limitada na norma de H}(Q), para u > 0 suficientemente pequeno.
Logo, para toda sequéncia (W) verificando (2.18) e tal que u,, — 0, podemos admitir que a

menos de subsequéncia,

vy, — wem Hy(Q),

vy, — wem L*(Q),

tendo em vista a compacidade da imersdo Hj (Q) < L*(Q) e o Teorema C.5. Sendo assim,

das propriedades de convergéncia fraca e por (2.16), temos as relacoes

2 LI 2
< .
c
2 u—0
el = (I = 2B+ A 2 2 220

Por (2.19), (2.20) e da caracterizagio variacional de A; (ver Proposi¢édo 1.1) resulta que
2 i 2 2 2
< lim = <
Iwll™ < liminf{lvy, |7 = Aifwlz < [[w]]*,

2 m—y—+too 2
0 que por sua vez nos assegura que ||vy, || — |[w||” e w =1¢y, para algum r > 0. Em
particular, tem-se vy, — w, dado que H; (Q) é um espaco de Hilbert.
Resta mostrar que ¢ = fy. Isto pode ser feito tomando a subsequéncia acima e observando

que, como F tem crescimento abaixo do critico, o Teorema 1.3 garante que o funcional
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g: H}(Q) — R, dado por

8 = [ W+ @)F ). ue Hy(€),

€ continuo, de sorte que

1= lim [ (W) +a)F(vy,) = /Q (W +a)F(w) = /Q (W +a)F(191).

m——+o JO

Desse modo, como t¢; > 0 e Jo(t¢;) = 0 = y(0), podemos utilizar o fato constatado na
ETAPA 5 para ver que ¢ = 1.

ETAPA 7: Existéncia de um ponto fixo para a aplicacio y.

A fim de mostrar que a equacdo (i) = u admite solucéo, note que pela etapa 6 e pela

hipdtese (2.4), temos que

= (o= + (1= [ wooron ) =% 1 [ wiorGom) > 1

Logo, existe 6 > 0, suficientemente pequeno, para o qual tem-se y({) > U sempre que

0 < u < 6. Juntando este fato e o que foi demonstrado na ETAPA 4, podemos utilizar o

teorema do valor intermedidrio para assegurar a existéncia de um ponto p* tal que [(u*) =0,
em que /(1) = y(u) — M.

ETAPA 8: v« é solugdo do problema (P, ,).

Iremos agora introduzir um funcional auxiliar a fim de provar que v+ € solu¢do do

problema (P, ). Seja entdo J : H}(Q) — R definido por

) = F (Il =laz) e [ wis

Dado u € S podemos reescrever J(u) como

)= F (Il = 2l ~ [ =W b= a)F ()
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para obter

=F

S5~

(W™ +a)F(u) —p*
Q

) = (Il =3} 0 [ 0+ @F ) [+ 0F )
(vl =213 ) +2°

= Ju(u) —p*.
Tendo isso em vista, e utilizando o fato provado na ETAPA 7, temos
J(vpe) = Ty (vps) =" = y(u") — " = 0.

Sendo assim, para provar que vy« € um minimizante global para Jem H& (Q), é suficiente
mostrarmos que J(u) > 0 = J(vy-), seja qual for u € HJ(Q). Para esse fim, veja que se

fixarmos u € H} (Q)\ {0} tal que u™ = 0, entdo devemos ter u~ % 0, e por conseguinte

)= F (2= ) < [ 07 0+ (-a)
S CUTREEP AT EUES ()

Nesse caso, ja temos a desigualdade desejada. Por outro lado, se for ut =% 0, a fungao

v : [0,+) — R dada por

v = [ (W () +a)F (),

¢ estritamente crescente e continua, pois F' o é. Note ainda que, por (2.3), ¥ € ilimitada
superiormente. Dai, resulta que existe um unico ¢ = ¢(u) € (0,4o0) tal que y(t(u)) =1, o
qual é ndo nulo, tendo em vista que y(0) = 0. Além disso, evidentemente tem-se #(u)u € S.

Desde que estamos supondo ¢ < p, usando o fato de que y(z(u)) = 1 e as desigualdades

w(i) > 17 / (W (x) +a)F (1), para todo 1 > 1,

w(t) >t f(W*(x) +a)F(u), paratodot <1,
Q
obtidas como aplica¢do direta da hipétese (2.3), deduzimos facilmente a estimativa

min{s(u) P, t(u) 1} > /Q(W+(x) +a)F (u). (2.21)
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Ainda utilizando (2.3), concluimos que

(Il =21 ) = minfut) 2oat 4y (Il = Al . 22

Dai, observando que W (x) = (W™ (x) +a) — (W™ (x) +a) e valendo-nos de (2.22), che-

gamos as seguintes desigualdades

J(u) > min{e(u) =P, t(u) "9 F (\/Ht ()u|? — A |t (u u|2) /W
> min{r(u) 7. () e (1)) — 1 [ (W
Como também Jy,« (¢ (u)u) > y(u*) = u*, decorre de (2.21) que
min{7(u) ", t(u) 9}y (t(u)u) — pu* /Q (W (x) +a)F (u)
> min{e(u) 7. 1) ' = | (W) +a)F(w)

=u* (min{t(u)p, t(u) 1} — /Q(W+(x) —|—a)F(u)) >0=J(vu),

de sorte que J(u) > J(vy+) para todo u € H}(Q). Logo, v+ € um ponto de minimo para J, o

que acarreta em J' (u)

a(/QVv#*-V(p—M/Qvu*(p> /W fou)e, ¥V ocH)(Q)

em que

£ (I 2= Aalye B)
(v 2= aalel3)

Se fosse oo = 0, como f(s) > 0 paras > 0e f(0) = 0, seguiria da igualdade

i (\/H"u*||2 -M |Vu*\%) =0,

que [|vy+||* — A1|ver|3 = 0. Dessa forma, terfamos v+ = fo@;, implicando em

o=

LW (x)f(to@r) =
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No entanto, uma vez que u* > 0, W(x) Z 0 e f(fo¢;) > 0, a igualdade acima ndo pode
ocorrer. Consequentemente o > 0, de sorte que o par ordenado (v, 1™/ o) satisfaz

*

—Avys = Mvgs + %W(x) Fou) qtp. em Q.

ETAPA 9: Positividade da solucao.

A fim de provar que v+ € uma solugdo positiva para (P, ), vamos recorrer ao Principio
do Méximo (Teorema 1.7). Para tanto, recorde que a fungdo u € Wz’l(Q),l > N, conforme
foi observado apds o enuciado do Teorema 2.2. Lembrando ainda que u, ;+ — vy € que
Up,u+ > 0 para todo n € N, sem perda de generalidade, podemos admitir que vy« (x) > 0 q.t.p.
em Q. Além disso, como u* /o > 0, temos

*

H -1
—Av‘u* 2 EW(X)V‘Z*

g.t.p. em Q,

0 que pode ser reescrito como

*

—Avye > (W) =W (1)) (87 (x) — 8~ (x))

W)+ W™ (x)g™ (x)) — %* W (x)g"™ () +W-(x)g"(x)),  (223)

=

RIE R

P
u

Agora, notando que os termos entre parentes na expressao acima sao sempre nao negativos

em que denotamos g(x) =v ! (x), por simplicidade.

e lembrando que v+ € ndo trivial, podemos definir a funcdo

pW e @AW @gt)
clx)=q @ vy (x) , sevps(x) >0,

0, se vy+(x) =0,

a qual satisfaz c¢(x) > 0 em Q. Note que a fungio c(x) acima definida pertence a L™(Q),
uma vez que a continuidade da fung¢io v+ no compacto Q nos assegura a existéncia de uma

constante C > 0 tal que

g ()]

0<e(x) < Wl 2 75

= ]W!mvﬁ*_z(x) < C, para todo x € Q.
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Resulta entdo da desigualdade em (2.23) que —Avy+ +c(x)vys > 0 q.t.p. em Q. Estamos

portanto habilitados a utilizar o Teorema 1.7, com o operador L = —A+ ¢(x), para concluir
que vy > 0em Q. [
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2.2 O caso nao-restrito

Vamos agora lidar com o seguinte problema

—Au—Au=W(x)f(u) emQ,

(Py)
u=20 em dQ.

Diferentemente da secao anterior, para tratar do problema acima imporemos condi¢des
apropriadas sobre a funcdo f, objetivando utilizar o Teorema do Passo da Montanha (Teorema
1.4) a fim de obter pontos criticos ndo-triviais para o funcional associado a (P, ). Para este
fim, iremos admitir que f satisfaz as condi¢des (2.1) e (2.2) enunciadas no inicio do Capitulo
2, 1sto €,

f(s)

lim——==a>0-¢ lim M:
s—0 |s]972s |s|—+o0 | 5|P2s

I

bem como as condi¢des assumidas no Teorema 2.1.

O funcional associado ao problema (P, ) € dado por

) = 5 (> = Aalu) = [ WF (), we B (@),
t
em que F(t) = / f(s) ds.

Uma vez qug pretendemos utilizar o Teorema do Passo da Montanha, devemos nos
preocupar em mostrar que [, estd bem definido e € de classe C I Isto pode ser feito
observando que A(x,s) = A;s+ W (x) f(s) tem crescimento subcritico (vide Teorema B.5) e
aplicando o Teorema 1.3. Com relacdo as demais condi¢Oes requeridas pelo Teorema 1.4,
na Subsecao 2.2.1 mostraremos que a geometria do Passo da Montanha € satisfeita e, na

Subsecdo 2.2.2, verificaremos a condi¢ao (PS).

2.2.1 A geometria do Passo da Montanha

O seguinte lema mostra que o funcional definido acima possui a geometria do Passo da
Montanha (cf. Teorema 1.4).

Lema 2.2. Se f satisfaz as condicoes (2.1) e (2.2), e além disso

/Q W(x)ef <0, (2.24)
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entdo ug = 0 é um minimo local estrito para o funcional I . Além disso, I, satisfaz (i) e (ii)

do Teorema 1.4.

Demonstracdo. Denote por
_ / W (x)9? > 0.
Q

Pelo Teorema C.3, dado u € H(% (Q), existe um tnico v tal que u =@ +v,em que r € R

/V‘P1=
Q

, entdo desde que

e v satisfaz

1
Se u € HY(Q) verifica ||ul| <
3(©) verifca ] < g~

lull? = lle@r +v1> = [l |> + [Ivl[* = 2> + [[v]]?,

obtemos

1
10]@1 ]oo

1] < (2.25)

Agora, a Proposicdo 1.1 nos garante que Ay|v|3 < ||v]|*, o que implica em —A,|v;[3 >
A
Al

=2 ||v||*. Portanto, considerando a > 0 dado por (2.1), temos

(P = 2 fu3) = [ W

(WP =) = [ WFag+v)

I, (u) =

[\)I'—‘l\)l'—‘

v

(1= 3 WP~ [ weoreen v
(13 ) =5 [ wet-+ R

q
<1—ﬂ> \|v\|2+A—a|t| L R(1,v), (2.26)
A q

I
D= = =
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onde

R(t,v) /W [alﬂp”q—F rQ; } /W F(tQ)) —F(tQ;+v)].

Afirmamos que

1 to |4
lim—/ W (x) [a’ L F(t(pl)] . (2.27)
Q q
Com efeito, por (2.1), tomando € = 1, existird 6 > 0 tal que

17(s)| < (a+1)|s]7"! para todo |s| < 8.

o
Desde que [t@;(x)| < [t]|@1 ], X € Q, tomando |f| < ——, temos

|01 |oo

‘W(X)Fm(x»‘ SM\F(nmx))' [ |]|f<>|d cuarn [,

£ £ | £|9
M(a+1) ter(x)|?
= (q )] ¢|1t(|q)| <Mt 00 e 1t(@).

A partir de (2.1), a regra de L’Hopital nos permite obter a relacao

Flo) oy T _a (2.28)

)

lim =
s=0 [s]9  s=0q|s|i2s g

de onde segue que

i WFGO) _ W) | o)) _ W) | 5016 g, aW ol
1—0 [ q 1—0 |t|]972 g 1—0 |ter(x)|?

em 2. Podemos entdo usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para concluir
que vale (2.27).

A fim de estimar a parcela restante na defini¢do de R(z,v) em (2.27) veja que, pelo
Teorema do Valor Médio, para cada v, 7, x existe um nimero 6 = 0 (v,z,x), com 6 € (0, 1) tal

que

F(t@i(x) +v(x)) = F(ti(x)) = f(101(x) + Ov(x))v(x). (2.29)
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Além disso, por (2.1), dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
1f(s)] < (a—i—s)]s]q_l, para todo |s| < &,

|/ (5)]

|sle~!

e portanto podemos usar a continuidade da funcao longe da origem para obter C; > 0

tal que
FS) < Cilsl!sels| < 1.

f(s)

Por outro lado, usando a condicdo (2.2) e a continuidade da fungdo s 1 longe da
s
origem, podemos obter C; > 0 tal que
() < CalslP~" se |s| > 1.
De posse dessas estimativas, tomando C3 = max{C},C;}, obtemos
s)| < Cyls|?7Y se |s| < 1,
£ < Calst7ses] < 030

() < Csls)P~ s |s| > 1.

Tendo em vista a relagdo (2.30), iremos considerar dois casos. Primeiro, se x € Q € tal

que |u(x)| = |tei(x) + Ov(x)| > 1. Neste caso, lembrando que |¢| < , chegamos a

1
. . 10[ @1 o
seguinte desigualdade

¢1(x) _ 10[@1] —1(x) 991 (x)

Ovix)| >1—|tlo;(x) >1— =
6v(x)| 2 1~ gy (x) > 1 = g - = e PR > e

> 9t} @1 (x).
Usando esta desigualdade e a relacdo (2.30) vemos que

W )1f (101 (x) + 0v(x))] < [W[eClren (x) + Bv(x)) [P~ [v(x)|
< WGl (x)] + [0v(x) [P~ [v ()|

v(x -l
< Wl | 2 s ovial | v

10\*!
_ (g) W]eCslv(x)|P. @31
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Por outro lado, se x € Q é tal que |u(x)| = |r@;(x) + Ov(x)| < 1, podemos novamente

usar a relacao (2.30) para obter

W )I1f (101 (x) + 8v(0)| < [W[eC3]t 1 (x) + 6v(x)) |4~ v(x)]
< WeC3]Jt @1 ()] +[Ov(x) [ [v(x)]
< 2972 W o3[t n 771+ [v(x) [ [v(x)]
< Jrer |77 [Cv(x)| + Clv(x)
< glter|?+Ce|v(x)|9, (2.32)

em que, na passagem para a dltima desigualdade, utilizamos a Desigualdade de Young (cf.
Teorema C.12), tomando a = [r¢;|?~!, b = |Cv(x)| e observando que (¢ —1)/q+1/g = 1.
Retomando (2.27), por (2.29), (2.31), (2.32) e das imersdes de Sobolev, segue que

R(tv) = ollil")+ [ WR)IP(g) ~F1gn+v)

10\ 7!
> o) (;) ColWICy V] — el9] 1[92 = CeC,y ]

= o(|t]?) = Callv|” — Cs|t|* — Ce||v[|7,

em que o(|¢|?) denota uma quantidade B(r) que satisfaz tli_r)réB(t) lt| 7 =0.

Logo, retomando (2.26), vemos que

1 A Aalt|?
I, (u) > 3 (1 — l_;) Iv]|> + J] | +R(t,v)
(o~ ) 2] o [A2 L )
> (V2T M) p=2 _ q a¢ AT q
> [P cubti 2 ol Ivip+ |5+ 2 - ecs]

A
Tome 0 < €C5 < —a. Dai,
2q

(A2 — M) -2 -2 2, [Aa | o(lt]?)
L, () > | 2222V oypv)|P2 = G v AN A M)
u 2 | P22 - v i+ 52+ 2
t|4 A
Existe 1 > 0 tal que se |f| < 7, entdo |O(|L’|q ) < 4_a. Como, ||u|?® = [jte; +v||* =
q

1%+ ||[v||%, vale que ||u| > |t| e ||u|| > ||v||. Logo, supondo que [|u| < 1 temos || < 1 e
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portanto,

(A2 — A1)

>
I, (u) > 7

_ _ Aa
— Cyl[v[|P> = Cellv)|*? IIVI|2+@\I‘|"

se ||lu|| < po <n. Sendo p,q > 2 existem py,py > 0 tais que

o M—A o A=A
p—2 2 1 q—2 2 1
C4p1 < 87, € C6p2 < 872 .
Escolhendo p = min{pg, p1, P2}, temos que
(7(«2—)»1) (ﬂ«z—)ul) (1,2—11) 2 Aa
> — — — ¢4
) 2 | P - 2R SR e 2
(A2 — A1)

Aa
— 2 q
==/ — |t
el
sempre que |[u|| < p. Além disso, para u # 0, v e  ndo se anulam simultaneamente, de sorte
que a desigualdade acima implica que I, (u) > 0 = I, (0), para 0 < ||u|| < p. Mais do que
isso, sem perda de generalidade podemos supor que ||u|| < p < 1. Em particular, tem-se

|lv|]| < 1, o0 que implica que

Iy, (u) > min{%,i—z} (I[v]| + |¢]9)
> mm{ (2~ k) Aa } (EXD
42, 4q 24q
- min{ <)Lz4;;1) ’%} zpqz_ql —a>0,

desde que ||u|| = p. Isto conclui a verifica¢do do item (i).
Mostraremos agora que o funcional I;, satisfaz a hipétese (ii) do Teorema 1.4. Com
efeito, pela condicdo (2.2) existe so > O tal que

1
sz 23 VIl >0
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Consequentemente, pela continuidade de f, existe C; > 0 tal que
1 pa
f(s)> §|s\p s—Cq, VseR.
Dai, segue que

1 /s 1
F(s) > E/O (tp_l —Cy)dt = ESP—C%S‘, Vs>0.
Assim, dado ¢ € C5(Q7)\ {0}, ¢ > 0, podemos usar a defini¢do do funcional I, e a
hipétese de que p > 2 para obter

. . 1? 2 N p —
im 1, (1) < tim | S (101~ hlgB)— 5 [ Welol? ~1pcs [ Wiwlol| =~

t oo

em que K =supp¢@. Escolhendo #y > O suficientemente grande obtemos e = 7@ tal que
lle|| > p eI, (e) <O0. Isso mostra que I, satisfaz (ii) do Teorema do Passo da Montanha,

concluindo a demonstracao do Lema 2.2. [

2.2.2 A condicao de Palais-Smale

Agora estamos interessados em estudar sob que condi¢des o funcional I satisfaz (PS).
Nesse sentido, o proximo lema estabelece uma condigdo suficiente para que o funcional /),
satisfaca essa condicdo. Antes de enuncia-lo, gostariamos de definir um certo subconjunto
de H} (Q) e estabelecer algumas notagdes.

Considere o subespaco fechado de H () dado por

HL(Q) :={uec H}(Q) |u=0q.tpem Q\ Q°}
e defina

v 2
AP(@Q% := inf M
ueHb(QO) Joo [ul

De acordo com Alama e Del Pino em [4], ao supor que dQ° é regular pode-se mostrar
que H)(Q%) = H} (QP) e por conseguinte, que o espectro op(Q°) de —A em H}(Q) coincide
com 0 espectro em H& (QO). Dessa forma, podemos argumentar como na Proposi¢ao 1.1 para
concluir que o infimo acima definido é atingido e vale a desigualdade AP (Q°) > 4;, como

estabelecido na Proposi¢do 1.3.
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Observacio 3. Tendo em vista a hipotese de que Q0 ¢ regular (H,), com base nas conside-
ragdes acima iremos denotar por 6(Q°) o espectro de —A em H)(Q°) = Hy (Q°). Também

escreveremos A1 (Q°) ao invés de AP (Q0).

Lema 2.3. Suponha que A ¢ 6(QC), f satisfaz (2.2), com 2 < p < 2*, e vale a condigdo de

crescimento
/()] <Als|P~> +B, (2.33)

para todo s € R e constantes convenientes A,B > 0. Entdo I, satisfaz (PS) se vale alguma

das seguintes condigoes:
(i) QtNQ—=0;
(ii) existem constantes cy,cy > 0 tais que, para todo s € R,

|f(s)s — pF(s)| < c1]s]* +ca.

Demonstragdo. Considere uma sequéncia (PS) relativamente ao funcional 7, isto €, uma

sequéncia u, € Hj (Q) verificando

1
) = 5 (P =2 ) = [ WP () <. .34

I;’L(un)(p:/Q(Vun~Vg0—lun(p—W(x)f(un)(p):/QVzn-V(p, Vo eH\(Q), (235

em que z, — 0 em Hy (Q), quando n — +oo.

Em posse da estimativa |h(x,s)| < C(1+ [s|P~"), com h(x,s) = Ais+ W (x)f(s) (ver
Teorema B.5), desde que 2 < p < 2%, para concluir que [, satisfaz (PS), basta mostrar que
(u,) é limitada em H} (Q) (cf. Proposicdo 1.2).

Suponha por absurdo que (u,) ndo é limitada, isto €, a menos de subsequéncia vale que

||tn|| — +oo, quando n — +oo. A sequéncia v, := é limitada em H{ (), logo, passando

Up
[[un

a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que v, — vy em H(% (Q).

Afirmacao: vo = 0 em Q.



2.2 O caso nao-restrito 49

Assumindo esta afirmagdo por um momento vejamos o que acontece. Dividindo a equacao

em (2.35) por ||uy|| e usando as propriedades da convergéncia fraca, obtemos

_ S (un)
/(VVO VQD AVOQD) ngl}»loo QW(X) ||un|| ¢
. p—2 f(”n)
- tim_ (”unH /QW(x)Huan_l(p>. (2.36)
Agora note que
f(un)
dm W )Huanfl (2.37)

De fato, uma vez que

lim <Hun||p2/W(x)L"zl(p> :/ Voo - Vo — Avg@ < oo,
o [[utn |7 Q

n—r—+-oo

e ||un||P =2 = 4-o0 a tinica possibilidade € esta.

Por outro lado, observando que u, = ||u,|| - = t,vy, em que estamos denotando

[lual nH

tn = ||un||, podemos escrever

tnvn f(tavo (tavo) — |tn v0|p Vo
/ W) 1 / W (x { } + / W (x { b
Q ||MnH £t

+/ W (x) |vo|p_2voq). (2.38)
Q

Mostremos que

tavo) — |tavolP 2t
lim [ W(x) {f (tav0) = ﬁfo‘ ”VO} 0 =0. (2.39)
n—+o /o t1[1)
De fato, veja que
0, se vo(x) =0,
LU0} 2= 3T fme) )

T —1# — 1| [volP2vg , se vo(x) # 0.

th ‘V()’pfzw)
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Logo, se vo(x) # 0, a relagdo (2.2) nos fornece

lim W (x) —f(tn o)

_ p—2 _
N—y+-o00 t,f’l Vol Vo] lim W(x)

n——+oo

[ f(thO)

p—2 - 1] [vol”~?vo = 0.
In

[vo|P—2t,v0

Se vo(x) = 0, claramente temos o mesmo resultado. Agora, sem perda de generalidade,
podemos supor que ¢, > 1 e assim concluir, usando que f tem crescimento subcritico (ver
Teorema B.5), que

1V Cltavo|P~ ' +D _ D _
lf(l,”_fm < i °1|,_1 = Clvo|"™' + = < Clw|"~ ' +D.
In /f 1/

n n

Entao, desde que H(% (Q) = L"(Q), 1 <r< 2", aDesigualdade de Holder nos da

7Y _ _ _
'W(x) {%—Wo\p Zvo]ﬁ‘"S’W!mC(\mV’ YD)l + [Wlslvol” o] € L'(Q).

n

Desse modo, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos leva a obter (2.39).

Vamos agora estimar a integral

/W(x) [f(tnvn)_f(tnv())] 0
Q

—1
7

Defina, para cada n € N e cada x € Q, a fungdo 4 : [0, 1] — R dada por

h(s) = hy(x,s) = f(s(tyvn(x) —t,vo(x)) +1,v0(x)).

A funcgdo h assim definida é continua em [0, 1], derivdvel em (0,1) e tal que h(1) =
f(tyvn(x)) e h(0) = f(tyvo(x)). Pelo Teorema do Valor Médio existe 8 = 0(x,n) € (0,1) tal

que

f(tavan(x)) = f(tavo(x)) = h(1) — h(0) = K'(8)
= (8 (tnvn(x) = tav0(x)) + tav0 (X)) (taVa (x) = tavo (x))
= tnf" (8 (tnva(x) = t2v0(x)) + tavo (%)) (v (x) — vo (x))
= tnf' (ta[OVa(x) + (1 = 8)v0 (x)]) (va(x) — vo(x)).
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. .~ . /
Usando isto e a condi¢@o de crescimento sobre f*, obtemos

ol
:‘W‘w/ |f' (ta[ 8V + (1 — 0)vo])|[ve — vol| |

[ (tavn) 1f(InVO)} (p‘ < |W|°°/Q'f(tnvnzp__1f(WO)

P2

A([ta[0vn + (1= 6)vo] [P~ 2+B)|Vn Vo
< Wl [ oL ol
n

sc1/9|evn+<1—e>vo|P—2+1>|vn—vO||qo|

< C1(16va+ (1 6) vols 7+ 1) v —voly @1,

em que C; > 0 é uma constante adequada e, na passagem para a ultima desigualdade, usamos
a desigualdade de Holder generalizada, notando que (p—2)/p+1/p+1/p = 1. Agora,
das imersdes compactas de Sobolev, segue que a expressao na dltima desigualdade acima

converge a zero, quando n — o. Portanto,

/W [ vt/: F vﬂ‘”‘:o'

Juntando isto, (2.37), (2.38) e (2.39), concluimos que

lim
n—y+oo

/QW(x)|vo|p_2voq):O, Ve HY(Q).

Dai, uma vez observado que C’(Q) C Hi (), deduzimos, através do Lema Fundamental

do Célculo das Variacdes (cf. Teorema C.2), que
W(x)|volP"2vo =0, q.t.p.em Q.

Desde que Q = QOUOQTUQ™ e W nio se anulaem Q1 U Q7 , conclui-se que vo =0
q.tp em Q" NQ~. Consequentemente, vy € H)(Q") = H}(QP) e, além disso, lembrando
que W =0em QO, retomando (2.36), obtemos

/QO(VVO.V(p—lqu)) ﬂE%(”“n“pzme(X) f(un) (p) —0, Ve H Q).

+ oan] P~

Isto por sua vez, contraria a hipétese de que A ¢ o(Q), contradi¢do esta que surgiu ao

supormos que a sequéncia (u,) ndo era limitada. Sendo assim, (u,) deve ser limitada.
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Resta ainda mostrar que vy # 0. Na verdade, veremos que isto segue como consequéncia
dos itens (i) e (ii) do Lema 2.3, os quais serdo tratados separadamente.

Admitindo que vale (i), ou seja, que Q+NQ~ =0, vamos supor por contradi¢io que

vemos que

2

vo = 0. Se for este o caso, dividindo a expressdo em (2.35) por ||un|\2 e escolhendo ¢ = u,,
2

Un f(un)

— | Wx)"——5u

[[un | ] /Q ot |27

Vz, Uy
V.= [ ||V
o ful " /QU (HunH)
f(”n)

2 2
= v, |[F=Alv —/Wx u

:1—/’L\vn|%—/QW(x)f(Zr|;un.

|

Assim, como v, — vp = 0 em Hj(Q), a compacidade da imersdo Hj(Q) < L*(Q)

fornece

1 w = 1. 2.40
A PR (2:40)

Agora, uma vez que QT e Q~ sio fechados e disjuntos, podemos usar o Lema de Urysson
para obter uma fungio w € Cy (R") talque 0 < w < 1,y =1€Q e y=0c Q. Tomando
Op =Yy, € H(} (Q), novamente por (2.35) temos

I )y = [ Vit ¥ (yv) =Rt ()] = | W00 () (yv)
= [ Vit (W V0,9 ) = A ()] = [ W) ) ()

= [ Vit 95 (Vi Ty = At ()] = [ W =W )£ ) (90

Observando que Vy = 0, tanto para x € Q" quanto para x € Q~, resulta desta tltima

igualdade acima que

1 (1) v = /Q (Vity - Vi)W — A /Q n(vn ) + /Q (Vg V) + /Q W) ()
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Dividindo esta expressao por ||u,|| e lembrando que v, : obtemos

 wll n”

Un _ Uy

(2.41)

Observando ainda que (Vv, - V) é um sequéncia limitada em L*(Q), podemos usar a

desigualdade de Holder, com expoentes conjugados r = s = 2, para ver que
/0 (Vvn-VY)va| < V- V|2 |vls —> 0, quando n — oo,
Q
e, além disso,

A/ \vn|2w§7L/ [val? —> 0, quando n — 4-oo,
Q Q

em que usamos o fato de que ¥ < 1 e a compacidade da imersio de Sobolev Hj (Q) — L*(Q).

Deste modo, passando o limite quando n — -+ em (2.41), obtemos

. S (un)up
lim /an +/W x)——=t | =0, 2.42
Jim | [y o 4

Por (2.2), existe R > 0 tal que f(s)s > 0 sempre que |s| > R. Como [—R, R] é compacto e
f(s)s é continua, existe C > 0 tal que f(s)s > —C para todo |s| <R, donde f(s)s+C >0,
para todo s € R. Dai, como W™ (x) é limitada e

C
/ W~ (x)7—5 — 0, quando n — +oo, (2.43)
Q 14|
por (2.42) ainda temos
) 2 f(up)u, +C)
Am U [Vl ‘H/W THE ]_O‘
Desde que
O</W MH uH2+ /an|2l,,+/W MH u”2+ |

I’l u}’l
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por (2.42), (2.43) e o Teorema do Confronto, obtemos

c
tim [ Lt C
nrte Jo 4|

de onde segue, utilizando mais uma vez (2.43), que

. _ S ) uy _
nlggﬁ QW ()c)—HMnH2 (2.44)

Agora, por (2.34), (2.35), com ¢ = u,, tem-se

)~ Tan) = [ W) [P~ 3] = ~c43 [ 2,9

Dividindo esta dltima expressio por ||u,|* e passando o limite quando 1 — 4o, obtemos

lim [ W(x)

Fla 4] oy
n——+o /o - '

an][2

Por L’Hopital e (2.2), temos que
F 1
(s) li O — (2.46)

m —— = 1m —_2— .
Is|=+eo [S|[P |s|oteo pls|PT2s p

Observando que

-2.2
w f— |S|p 5 — |s‘pizs7
S K
para todo s € R\ {0}, por (2.2) e (2.46), segue que
p
im L0 _ g EO P11
[sl+eo f(8)s Is|o+eo |S|P f(s)s P p
Consequentemente, dado € > 0, existe R > 0 tal que
F 1
(s) < —+E.

1
S| >R — ——€<
d p f(s)s ~p



2.2 O caso nao-restrito 55

Como antes, podemos tomar R > 0 suficientemente grande de modo que f(s)s > 0, e

assim
5| >R —> (119 _ s> Fls)s < F(s) < (% + e) £(s)s.

Segue pela continuidade das func¢des envolvidas que existem C; > 0 e C, > 0 tais que

|s| <R = F(s) < (%—FS) f(s)s+Cy

|s| >R = (%—s) f(s)s—Cy < F(s).

Tomando C = max{C;,C,}, podemos escrever

(1 _ s) Fls)s—C < F(s) < (117 4 £> F(s)s+C,

P

para todo s € R. Juntando esta relagdo com (2.44), (2.45) e lembrando que ||u,| — oo

quando n — oo, obtemos

| _
(———+8) lim /W+ 2” > lim W+() Flt) = 2fz<un)
» . 2 . TP
s i oo [l
=) [[un |

> (g e ) im [ W@ UCHT
p s a2

1 11 1 1 1
Fixando 0 < € < zmin{ —, - — — ¢, temos que — — = + € < 0, e entdo
2 p2 p p 2

li wdl =
[ o

o que € um absurdo, tendo em vista (2.40) e (2.44). Portanto, a afirmacdo de que vy # 0 deve

valer sob a condic@o (7).
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Vamos mostrar agora que, se (ii) vale, entdo vy # 0. Combinando novamente (2.34) e
(2.35), obtemos

/Q W) B f(un)un—F(u,,)] Sc—% /Q Ve V.

Usando isto e o item (if), segue que

(———) W, =5 [ WG~ [ W)
Sc—l/Vzn-Vun—k/W(x) (un ——/W
—c——/Vzn Vi, + [ W) [ (t ——f<un> }
Sc—E/QVzn-VunHWIW<%+%/Q|unlz)-

Vamos novamente supor, por contradi¢do, que v, — 0 em H(% (Q). Dessa forma, dividindo

a desigualdade acima por ||u,||>, vemos que

T R GO
nrte o [

uma vez que 2 < p.

Observando que (2.40) vale também neste caso, temos

1= lim W(x)f(un)b;n <0,
nrte Jo 4|

o que é uma contradi¢do. Portanto, a afirmagdo de que vy # 0 deve valer sob a condigao (ii).
A demonstracdo do Lema (2.3) estd concluida. ]

Como foi mencionado anteriormente, tem-se A;(Q°) > A;. Tendo isso em vista, o Lema
2.3 garante que [, satisfaz a condi¢do (PS) e, com isso, todas as hipéteses do Teorema do
Passo da Montanha estdo verificadas. Sendo assim, ja podemos afirmar que o nivel minimax
do Passo da Montanha € um nivel critico e, por conseguinte, temos garantida a existéncia
de uma solucao para o problema que estamos tratando. Entretanto, ndo se sabe ainda se a
solucao obtida é positiva, negativa ou muda de sinal em Q. Tudo o que sabemos até entao

€ que este ponto critico € ndo trivial. Afirmamos que a solug@o obtida € positiva, e para
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checar isso tomaremos um caminho alternativo cuja escolha € justificada pelo ganho de uma
estimativa que permite a obtencao desta solu¢@o positiva.

Considere entdo e € H (Q) nas condi¢des do item (ii) do Teorema 1.4. Para o resultado
a seguir, no contexto do Teorema 1.6, faremos K = [0,1], Ko = {0,1}, X = H} (Q) e ¢ = Iy,.
Além disso, escolheremos ) € C(Kp,X) dada por x(0) =0e x(1) = e. Com essas escolhas,

0 espaco métrico completo M torna-se

M=T = {ye (0, 1]: Hy()):(0) = 0 e 7(1) = ¢}

— inf max I
¢ = Inf max 2 (V(s))

¢ o nivel minimax do passo da montanha. Por fim, ¢; = n(lax) Iy, (s) =max{l; (0),1;,(e)} =0,
2 (Ko
uma vez que I, (e) < 0.

A seguir faremos a prova do Teorema 2.1, enunciado no inicio do Capitulo 2. Antes
porém, recomendamos que o leitor veja a ideia da prova do Teorema 1.6, dada no Apéndice

A, pois o argumento utilizado para demonstrar o Teorema 2.1 € baseado nela.

Demonstragdo. Desde que I, satisfaz as condigdes (i) e (ii) do Teorema 1.4, temos

— inf max [ >0=cq.
‘ €l s€(0,1] w (¥(s) “l

1 . .
Para cada n € N, tome € = — e escolha ¥, € I' com a seguinte propriedade:
n

< L, (%(s)) < c+e.
¢ < max a((s) <c+e

Podemos supor que a sequéncia (7,) escolhida acima é tal que ,(s) > 0, q.t.p. em
Q. Com efeito, uma vez que f é impar, temos que F(s) = F(|s|). Além disso, como

17(s)| € HL (Q) sempre que ¥(s) € H (Q), podemos escrever, para cada s € [0, 1],

b, (Iv(s)l) = %(III?’(S)IIIZ—MIIY(S)II%) —/QW(X)F(IY(S)D

= UV~ 2alr6)B) ~ [ WOF(r(s) = B (1))
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Posto isso, de acordo com o que foi discutido acerca do Teorema 1.6, para cadan € N é

possivel encontrar ¥ € T'e 5, € [0, 1] tais que, denotando por v, = 7/ (s,) € Ha (L), tem-se

1 \ 1
¢—— < (va) < max Ly (% (s)) < Sren[gﬁ]lal (Wa(s)) s e+,

A primeira e a segunda relagdes acima mostram que (v, ) é uma sequéncia de Palais-Smale
para o funcional /) . Por Palais-Smale, existe u € H} (Q) tal que, a menos de subsequéncia,
vV, — uem Hé (Q) fortemente quando n — oo, 0 que pela regularidade do funcional, garante
que u € um ponto critico no nivel ¢, e portanto, uma solu¢do nao-trivial do problema
considerado.

Vamos mostrar agora que u > 0 em Q. Denotando u, = %,(s,,), podemos usar a terceira

das relacdes acima para obter
1
et =Vl < (1% () = ¥ () |+ [V —ul| < VA Vi — |-

Lembrando que v,, — u em H(} (Q), essas desigualdades mostram que u,, — u fortemente
em H} (Q). Portanto, sem perda de generalidade, podemos supor que u, (x) — u(x), q.t.p.
em Q, de sorte que u(x) > 0, q.t.p em Q.

De acordo com o Teorema B.6, temos que u > 0 em Q. Além disso, pelo Teorema B.5
temos u € C1(Q). O



Capitulo 3

O caso A > A

Durante todo este capitulo iremos admitir a validade das hipéteses gerais (H1), (H2),
(H3) itens (i) e (ii). Outras hipGteses serdo mencionadas em momento oportuno.

Nosso objetivo agora € encontrar solugdes positivas para o seguinte problema

—Au—Au=W(x)f(u) emQ,
u=>0 em 0Q,

(Pp)

cujo funcional associado é I, : H} (Q) — R, dado por

) = 3 (P = 24u) — [ WeoF ()

Os teoremas enunciados a seguir sao os dois principais resultados deste capitulo. Juntos,
eles nos garantem a existéncia de pelo menos duas soluc¢des positivas do problema (P) ), para
cada A € (A,A).

Teorema 3.1. Suponha que f' € ch ([=c,c]), para algum ¢ > 0, e existe 2 < g < 2" tal que

m% =a>0 (3.1)
e
/QW(x)(plq <0. (3.2)

Nessas condigdes, para cada A € (A1,A), o problema (Py) admite uma solugdo positiva u;

que é um minimo local de I em H& (Q).
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Teorema 3.2. Suponha que f' ch ([—c,c]), para algum c > 0, existem constantes A,B > 0
e?2 < p <2 tais que

|f'(s)| <Al|s|P~2+B, para todo s € R.

Se além disso, QT NQ~ =0 e as relacoes (2.2), (3.1) e (3.2) sdo satisfeitas, entdo, para cada
A € (A1,A), o problema

—Av = —Au—(—Aur) = h(x,u1 +v") —h(x,u1)  emQ, Q1)

v=u—u1 =0 em 08,

admite uma solugdo vy > 0. Em particular, para cada A € (A1,A), o problema (Py) possui

uma segunda solu¢do positiva uy > uy.

No capitulo anterior, consideramos o caso em que A = A; e vimos, através do Lema 2.3,
que o funcional I, satisfaz Palais-Smale quando A ¢ G(QO). Naquela ocasido, pdde-se usar
o Teorema do Passo da Montanha para garantir a existéncia de uma solugao positiva, uma
vez que A; € 6(QP). O problema agora é que, para valores arbitrarios de A > A1, a priori
ndo temos garantia de que estes ndo estejam em G(QO), e portanto ndo podemos aplicar
de imediato o resultado obtido no Lema 2.3. Pensando nisso, nossa estratégia serd provar
que o conjunto dos valores de A para os quais o problema (P;) admite solugdo é limitado
superiormente, € portanto, admite um supremo. Feito isso, mostraremos que este supremo €
menor ou igual do que A, (QO), 0 que nos permitird usar o Lema 2.3 para todos os valores
entre A; e o tal supremo.

Comecaremos entdo com o seguinte lema, o qual mostra que se considerarmos A > A,
sob condi¢des apropriadas, este problema possui uma subsolucao (cf. Defini¢do 1.2). Entre
outras coisas, a existéncia dessa subsolucdo serd util para garantir a positividade da primeira

solu¢@o que determinaremos.

Lema 3.1. Seja A > A e suponha que existem constantes Ki,K> > 0 e g > 2 tais que
0< f(s) < Kys771 para todo 0 < s < K.

Se

1

K A—A -

0 <t < min , =)
[@1llee” \ K [ W ||| 1 ]|
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a fungdo u = t@y é uma subsolucdo para o problema (P))), em que @1 > 0 é a primeira

autofungdo do operador laplaciano em Hy (Q).

Demonstragdo. Sejam A > A; e @ € Cy(Q) tal que ¢(x) > 0 em Q. Entdo, dada u = r¢,

nas condicdes acima, temos

/Vu-V(p—)L/u(p—/W(x)f(u)(p
—t/ Vo - Vq)—t/l/qol(p /W fto))e
—(A =AMt /(qu) /W flto1)o
/W Fto)o—(A—1) Z/Q<P1<P-

Pela escolha de ¢, temos que 0 < 1¢; < K>, 0 que, em vista da hipétese sobre f, implica
que f(re;) <K (t(pl)q_l. Portanto,

LW @rtene—(-a) [ oo <kiW L [ (o) o (=20t [ g
— KW Lt nlt? [ pro—(A-20) [ i
Q Q
— KW Lol 22 = (=20l [ 19 <0,

o que se justifica pela escolha de . Consequentemente,

/VuV(p l/uq) /W u)e <0,

donde u = t¢; é uma subsolug@o para (Py ), com A > A;, como desejado. O

O préximo resultado estabelece a ndo-existéncia de solucdes positivas para o problema

(Py) no caso em que A é muito grande.

Lema 3.2. Existe A > A, tal que o problema (Py) ndo admite solugdo positiva, seja qual for
A> A

Demonstragdo. Tome A = A;(Q*), em que Q* C Q\ Q~ é um conjunto com fronteira suave.
Seja v > 0 uma autofuncdo associada a A. Desde que A=A (Q*) é o primeiro autovalor de

—Aem H} (Q*), a Proposigdo 1.3 nos garante que A > A;(Q).
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Seja u uma solucio positiva de (P;). Como W € H} (Q*) C H}(Q) e y =0em Q\ Q* D
Q-

/Vu-Vl[/—?L w= | W) f).

Sendo dQ* suave, temos

= dy
M _— .
/*Vu Vy=41 Uyt ; *M8 ds

Juntando estas relagdes, vemos que

Al uy+ ua—wdS—l uy= | W) f(uy,
o a0+ on o o

ou, equivalentemente,
dy 7 +
/ u—dS:(l—l)/ wy+ [ W Fu)w.

Suponha, por absurdo, que A > A. Entdo, lembrando que f(s) > 0 para s > 0 e que
v > 0 em QF, concluimos, desta tltima igualdade, que

/ ua—wdS>0.
290+ dn

Mas por outro lado, como dQ* satisfaz a propriedade da esfera interior e

—Ay=Ay >0 emQ"
vy >0 em QF
y=0 em JQ*,

d
segue do Lema de Hopf (cf. Teorema 1.9) que %(x) < 0, para todo x € dQ*, donde

/ W2V as <o,
o0 0N

o que € uma contradicao. Portanto, ndo pode existir uma solucao positiva para o problema

(Py)com A > A e o Lema estd demonstrado. 0
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De posse do Lema 3.2, podemos afirmar que o conjunto dos valores de A para os quais o

problema (P, ) admite solucdo € limitado superiormente. Sendo assim, se definimos
A = sup{A > A;; o problema (P, ) admite solugdo},

vemos que o conjunto sobre o qual A esté definido é nao vazio, uma vez que A; a ele pertence,
e além disso A € finito.

O lema a seguir nos garantird que A > A1, o que, em particular, implicard na existéncia
de solugdo positiva para (P ), para algum A > A;. Tal lema serd consequéncia de um famoso
resultado da Teoria da Bifurcag¢do, mais especificamente, o Teorema de Crandall-Rabinowitz

(ver Teorema 1.1).

Lema 3.3. Suponha que f satisfaz (3.1), f € Cﬁ([—c,c]), para algum ¢ > 0, e vale (3.2).

Nessas condicoes, tem-se A > A.

Antes de apresentar a prova do Lema 3.3, julgamos necesséario fazer a seguinte observa-

cdo:

Observacio 4. Veja que a hipotese (3.1) implica que f(0) =0 = f'(0), uma vez que,
f(0) =1lim f(s) = lim {&s‘“} =a-0=0

f(s)

= lim ——= = lim
s—0 S — s—0 S s—0

qu(__s?sqz} =a-0=0.

Demonstragdo. Defina o operador F : C(Z) P (Q) x R — CP(Q) como sendo
Fu,A) = —Au—Au—W(x)f(u),
e o conjunto Vy C Cg’ﬁ (Q x R) por
Vo= {(,2 € CoP (@) x R ; ullcap + |2 — M| < €},
em que 0 < € < c¢. Além disso, consideremos a norma em Cg’ﬁ (Q) x R dada por

1 2) [ c2p e = llullc2s + AT
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Iniciaremos a demonstragdo verificando que F satisfaz o item (i) do Teorema 1.1, isto &,
F(0,1) =0, F € C'(Vy) e Fru € C(Vp).

Da defini¢do de F, desde que f(0) = 0, temos F(0,4) = 0. A seguir, usaremos o Lema
C.6 para mostrar que F € C'(V). Com efeito, considerando (i, 1), (v,s) € Cé’ﬁ (Q) xR,
com (u, A) fixado, por defini¢do temos que

F(u, 1) (v, 8) = lim 2o A) T 05) = F . 2)

t—0 t
2
_ 1i1’I(l) tAv — Aty —tsu —tsv —tW(x) [f(u+1v)— f(u)])
=—Av—Av—su— lirré W)l u ~|—ttv) —fD .
Desde que
i £ =10
t—0 t
obtemos,

Fu,2)(v,5) = (—Av — Ay — W (x) f/ (u)v) — su
= Fu(u,A)(v,0) + Fy (u,A)(0,s).

Note que a hipétese de que f' € CP([—c,c]) implica que F'(u,2)(v,s) € CP(Q) para
cada (v,s) € V.

Podemos entdo definir o operador derivada de Gateaux, F' : Vo — L(Vy,CP (Q)), que
associa a cada par (u,A) € Vp, o elemento F'(u,A) € L(Vy,CP(Q)). Para ver que F' &
continua, tome (v,s) € Cg’ﬁ (Q) xR com ||(v,s)]| 28 < 1. Seja (ug, A) uma sequéncia em

Vp arbitréria convergindo para um par (ug,Ag) € Vp. Entio,

[IF (e, Mac) (v, 5) — F (10, 20) (v, )| o5
=l = (& — A0)v = W ()[f () — £ (uo0)]v — s(ux — uo)|| o5
<[ —AolVllcs + W llcp | (ux) — £/ (o) [ V]l s + [ |k — o]l s
<[ — Ao + Wl s |f (ur) = £ (uo) | + [lux — uo | ¢ -

Desde que || (uk, &) — (40, 40) || c2.6 xg — 0 quando k — oo, temos que ||uy — uo|| 25 — 0
e |Ax — Ao| — 0 quando k — +oo. Além disso, como f € c! (R) e uy — up uniformemente,
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vale que |f'(ux) — f'(up)| — 0, quando k — +oo. Dai, segue que

sup | F' (g, A) (v, 8) — F' (o, A0) (v, 8)|| ;8 — O, quando k — oo,
), <]

ou seja,
H‘F/(uk?/lk) - ‘F/(MO’AO)HL(VmCﬁ(ﬁ)) — 0, quando k— oo,

o que mostra que F € C' (V).
Resta verificar que F;,, € C(Vj). Desde que
Fulu, A +1t)v— Fu(0,A
Fru(u,A)y =lim (u, A+ 1)y (0.A)v

t—0 t

. —Av—(A+1t)v+Av+Av
= lim =

t—0 t

_V,

temos também F, € C(Vp).

A seguir, verificaremos o item (ii) do Teorema 1.1, isto é, que F,(0,4;) € Fredy e
N[F,(0,A1)] = (¢1).

Como f7(0) = 0, temos que

Fu(0, A1)y = —Av— Ay, VveCP(@),

0 que nos permite concluir que dimN|[F,(0,A;)] = dim(¢;) = 1. Agora resta somente

checarmos que
codim R[F,(0,41)] = 1,

pois desta forma teremos ind[F;, (0, 4;)] = 0. Para tanto, vamos langar médo da Alternativa de

Fredholm (Teorema C.4). Uma vez que o operador
(—A): Q) - P
€ compacto (ver Proposicao 1.5), pela Alternativa de Fredholm

Rl =M (=8)"] = NI = A ((=8) )]
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Ainda pela alternativa de Fredholm, segue que

codim R[I — A;(—A) '] = codim N[I — A, ((—A) 1]+
=dimN[I — A2 ((=A) "D =dimN[I — A (-A) '] = 1.

Dado w € R[I — A, (—A) 1], existe v € CP(Q) tal que w = v— A;(—A)~'v. Escrevendo

u=(—A)"'v, concluimos que w = —Au — Aju € R[—A — A1I]. Em outras palavras,
R[I— (=AY CR[-A— A1),
0 que em particular implica que
1 = codim R[I — A;(—=A) '] > codim R[—A — A,1] > 0.

Se tivéssemos codim R[—A — A,1] = 0, entdo R[F,(0,41)] = R[—A— A1) = CP(Q). Dai,
como @) € ch (Q), existiria w € Cg’ﬁ (Q) tal que —Aw — Ajw = @;. Assim, depois de

multiplicar ambos os membros dessa igualdade por @, e integrar, chegariamos ao absurdo

O:/VW-V(p1—;L]/W§01:/(p12>O.
Q Q Q

Sendo assim, devemos ter codim R[F,(0,A;)] =codim R[—A — A;I] = 1, e o item (ii)
estd provado. Resta apenas verificar a validade do item (iii) do Teorema 1.1, a saber,
Fru(0,21) @1 & R[F,(0,A1)]. Para tanto, lembremos que

Fru0,A1)v=—v, Vve C(z)’[3 Q).

Com base no argumento utilizado ao final da prova do item (ii), é evidente que qualquer

elemento w € R[F, (0, ;)] verifica
0 :/ Vu -V —M/ uQ; :/ wQ, para algum u € CZ*B(ﬁ)_
Q o o

Dessa forma, se F,,(0,4;)9; = —¢; pertencesse a R[F,(0,A;)] seriamos levados a

concluir que

—/ Q191 =0,
Q
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o que é impossivel uma vez que ¢; tem sinal definido em Q. Com isto, o item (iii) estd
checado.

Pelo Teorema de Bifurcagdo de Crandall-Rabinowitz (Teorema 1.1), (0,A;) é um ponto
de bifurcac@o para a curva de solugdes triviais (0,4). Considerando entdo Z = <(p1)L, e

escrevendo
2.8~
P @ =(p) oz

existem uma vizinhanca U de (0,4;) em Cg’ﬁ (Q) x R e funcdes continuas ¢ : (—b,b) — R,
v :(=b,b) — Zcom @(0) = A, e y(0) =0 tais que, denotando uy = @@ + oy (), tem-se

FH0)NU = {(ug, (@) : & € (—a,a)} U{(0,1);(0,1) € U)}.

A esta altura devemos ter em mente o seguinte fato: O Teorema da Bifurcagao de
Crandall-Rabinowitz nos garantiu "apenas” que o conjunto F ! (0)NU constitui uma curva

de solugdes para o problema

—Au=Au+W(x)f(u) emQ,
u=0 em dQ.

No que segue, vamos mostrar que para todo & > 0 suficientemente pequeno, a fungdo ug
é positiva em Q. Mais do que isso, mostraremos que ¢@(a) > A; para estes mesmos valores,

de onde seguird que A > ¢(a) > A;. Comegamos com a seguinte afirmacao:

Afirmacdo 1: | y(a)|| o1 — 0, quando @ — 0.

Desde que ug, satisfaz F(ug, () =0, temos
~Aug — () — W (x)f(ua) =0,
ou ainda,
—A(ag +ay(a)) —o(a)(ap +ay(a)) —W(x)f(ag + ay(a)) =0.

Veja que se, oo = 0, entdo uy = 0 e ¢(0) = A1, o0 que nos leva a solugdo trivial (0,4;).

Se porém o # 0, dividimos esta ultima equagdo por & e usamos a linearidade do operador
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laplaciano para obter

(ﬂf«wn+awany
o

—Ag) —Ay(a) = ¢(a)p + @(a)y(a) + W (3.3)

Como s6 nos interessa o proximo de zero, sem perda de generalidade, vamos considerar
b b - .
ac {—5, 5] . Segue da continuidade de ¢ e de ¥ neste compacto, que existem cy,cy > 0

tais que

[p(a)@i(x)] < [@(@)]|1]eo < c1,
lp(e)y(a) ()] < [o(@)[l[w(a)]cap < c2. (3.4)

b b
Sendo ug = o +ay(a), existe R > 0 tal que |ug|e <R, @ € [—5, 5} . Afirmamos

agora que existe M > 0 tal que

1f(s)| < M|s|?7 1,V |s| <R. (3.5)
Se isto for verdade, entdo
qg—1
(W (x)f(ap +ay(a))| < |W|wM!a<P1+OW(O¢)!
[« [«
= |W|M|at|" 2|1 + y(at)]
<Cla|?2 (3.6)

e além disso, pelas desigualdades em (3.4) e o fato de que |W|. < +o0, a relagdo (3.3) nos

permite concluir que
—Ay(a) = ga € L7(Q),
em que

flogi+ay(a))
o

ga = —Mo1 +o(a)o +y(o)o(o) +W(x)
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Mais do que isso, a continuidade das funcdes ¢ e y, juntamente com (3.6), fornece

flog +ay(a))
o

lim gq = lim 11 (=41 +¢(a)) +y(a)(a) +W(x)

=01 (=41 +9(0)+w(0)9(0) = @1 (=41 +241) +0-1; =0,

uniformemente para x € Q. Em outras palavras, go — 0 em L*(Q), quando o — 0.
Observando que y(a) € Z C CS’B (Q), temos y(a) =0 em 9L, o que nos diz, em
particular, que y(a) € Hy (). Logo,

AY(@) =ga emQ.
y(a)=0 em dQ.

Como Q é suave e limitado, e g4 € L™(Q) < LP(Q), para todo 1 < p < +eo, estamos
nas condi¢des do Teorema de Agmon, Douglis, Nirenberg (cf. Teorema B.3). Podemos

admitir entdo que, para cada 1 < p < 4o, existe uma constante C = C(Q, p) > 0 tal que

v (o) lly2r < Clgalp-

Lembrando que go — 0 em L™ (Q), segue desta dltima desigualdade que ||y(ot)||y2, — O,

quando ¢ — 0. Finalmente, como para p suficientemente grande tem-se que w2p (Q) —

_ N
clB (Q), paratodo 0 < B < 1— —, concluimos que
p

ly()]lcip —0

quando o — 0, o que demonstra a Afirmacdo 1. Resta verificar (3.5). Note que, por (3.1)
tomando € = a > 0, podemos obter um 6 > 0 tal que

1£(s)] < 2als|? !,V |s] < 6. 3.7)

Por outro lado, da continuidade de f em [—R,R] existe K > 0 tal que |f(s)| < K, para
todo |s| < R, de modo que

K

IOl <K< 5y

s|771, v & <|s| <R.

Tomando M = max {Za } obtemos (3.5).

7%
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Para a prova da afirmacdo seguinte, nos baseamos em um argumento que se encontra em
[36], pag. 42.

Afirmacao 2: uy > 0 em Q, para o > 0 suficientemente pequeno.
A fim de provar esta afirmacdo, vamos utilizar o resultado dado pela Proposi¢do 1.4, que

afirma que existe K > 0 tal que
¢1(x) > Kd(x,0Q)

para todo x € Q, em que d(x,dQ) é a fungio distancia de x até a fronteira dQ. Em posse

desse resultado, afirmamos que

L w(@)W)

a—0 d(x, Q) =0 38)

uniformemente em Q. Admitindo (3.8), podemos encontrar dy > 0 tal que

y(a)(x)
> —— .

dx.09) 2 2 paratodos 0 < ax < &y e x € Q

Com isto,
ug(x) _ opilx) +oy(a)(x)  aKd(x, Q)+ ay(a)(x)
d(x,0Q) d(x,0Q) - d(x,0Q)
N 2 27
ou seja,

K
o (x) > %d(x,&!l) >0 em Q.

Suponhamos, por absurdo, que (3.8) ndo ocorre, isto €, suponha que existe & > 0, e
sequéncias (o) C R e (x;) C Q tais que

Wy ()|

> 0
d(Xk,aQ) =00

para todo k € N, com oy — 0 quando k — +-eo. Observe que como y(ct) — 0 em C'P(Q),
tem-se em particular que |W(04%)|w, | VW ()| — 0, quando k — +-co.

Para todo k € N, existe y; € dQ tal que d(x;,dQ) = |xx — yk| e [xx,yx) C Q. Como
v (0y)(yx) = 0, usando o Teorema do Valor Médio, obtemos 6 € (0, 1) tal que
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w(o) (xx)
d(xk, 8Q)

_ w(ow) (i) — wow) ()|
Xk — il

~ [(Twlan) o+ 00—, 22 ) < vy o

0<%§'

quando k — +o0, 0 que configura uma contradi¢do. A verificacdo da Afirmacdo 2 estd
concluida.

Para concluir a demonstra¢do do Lema 3.3, resta apenas mostrar a

Afirmacio 3: ¢(a) > A;, para o > 0 suficientemente pequeno.

Para verificd-la, vamos precisar do seguinte fato:

. f(”oc)
(}clg%) QW(X) o1

0 :a/QW(x)(pf. (3.9)

Para ver que isto ocorre, lembre que || y( ) ||C1_p(§) — 0 com o0 — 0 e portanto y(a) — 0
e a@; + ay(a) — 0 uniformemente em Q quando o — 0. Dai, por (3.1) vale que

f(ua) @1

a1 _ i S ACLELAIC)

o—0 o1
() flog +ay(a))
o—0 oc‘i—l(oc(pl-i—ocl//(a))
ol +ay(a))
a—0 (oc(p1+oc1//( ))a—1

lim W (x)

a—0

(]

(o +ay(a)? o

(@1 + ()

uniformemente em Q. Levando isto em conta, juntamente com o fato de que o conjunto € é

limitado, obtemos

i Jo V) aql /W )1

o que verifica (3.9).

Suponha agora que ndo tenhamos @(o) > A4, para @ > 0 suficientemente pequeno. Se
este for o caso, para todo 0 < € < b, seremos capazes de encontrar o € (0,€) tal que
¢(ae) < Ay. Tomando € = b/n > 0, obteremos uma sequéncia oy, — 07 tal que @(0,) < Ay,
para todo n € N. Denote por u, = uq, a sequéncia de solugdes positivas do problema (P, )

associadas a A = ¢(o,). Entdo, como u, é solugido, podemos multiplicar a primeira equacao
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em (P, ) por @ e usar integragdo por partes para obter

~ [ By~ 9(@) [ wnn =~ 9(@n)] [ unr = [ W) fGun)on.

Por outro lado, tendo em vista a positividade de u,, podemos utilizar (3.9) para concluir
que, ao dividir esta dltima igualdade por oy! ~1 e fazer n — oo, ter-se-4 em vista de (3.2) a

seguinte conclusdo

[ —o(a)] g
0< ngTwT/gzunwl :a/QW(X)(P1 <0,
o que é absurdo. Sendo assim, a desigualdade ¢(a) > A; deve valer para todo a > 0
suficientemente pequeno. Agora basta tomar um intervalo (0, €) de comprimento pequeno o
suficiente para que se tenha simultaneamente uy > 0e A = @(ot) > A; para todo o € (0, €).

Isto conclui a demonstra¢ido do Lema 3.3. [

Observacao S. Analisando a prova do Lema 3.3, vemos que o problema (Py,) admite solugdes
de classe C*P (Q), pois como vimos, para cada o € (0, €) podemos associar uma fun¢do ug
tal que (uq, @()) € solugdo de (Py) (A = @(&)). Por sua vez, pela definicao de F, estas

fungdes ug pertencem ao espago C>P Q).

O Lema 3.3 nos forneceu uma solug@o positiva para o problema (P ), para algum A €
(A1,A). No que segue, mostraremos que, na verdade, (P, ) possui solugdo para cada A €
(A1,A). Tal solugdo serd obtida como um minimo local do funcional associado ao problema
(Py) e serd chamada de 1? solugdo. Posteriormente, obteremos uma 2* solu¢ao para (P))

utilizando o Teorema do Passo da Montanha.

3.1 Determinacao da primeira solucao

Em [3], p. 458, Alama e Tarantello comentam a respeito da possibilidade de se fazer uso
do Teorema de Brezis-Nirenberg (Teorema 1.10) para se determinar uma solucdo de (P,) que
€ um minimo local para o funcional associado. Seguindo essa ideia, mostraremos que uma tal
solucdo serd de fato uma solugdo positiva, pois como veremos, ela se encontrard localizada

entre uma sub e uma supersolucio do problema (P,), obtidas no seguinte resultado:

Lema 3.4. Sob as hipoteses do Lema 3.3 e (2.2), o problema (Py,) admite uma supersolucdo

uy e uma subsolugdo u_, para cada A € (A, A). Além disso, 0 <u_ <u" em Q.
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Demonstragdo. A subsolucdo € obtida a partir do Lema 3.1, apds utilizarmos a relacio
(3.5), a qual € consequéncia da hipétese (3.1). Para ver que existe uma supersolugdo, seja
A € (A1,A). Pela definicdo de A devemos ser capazes de encontrar um Ay € (4, A) tal que o
problema (P, ) admite solugdo positiva, a qual denotaremos por u™ = u ().

Desde que u € solugdo de (Py,), vale a seguinte igualdade
| Ve =t [ uig+ [ Wswe, ¥ o H(@)

Afirmamos que u4 € uma supersolugdo para (P, ). Com efeito, escolhendo ¢ € H(% (Q) tal

que ¢ > 0 em Q, desta ultima igualdade, temos que

/QVu+~V<p—/1/Qu+<P—/QW(X)f(u+><p
=20 [wrp+ [ W) =2 [ o= [ Wefuie
= (0=2) [ urg >0,

0 que mostra que u € uma supersolucio, como queriamos.
Vamos agora verificar que, para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno, u— =tQ; < u4 em
Q.

Afirmacdo: —Aut >0em N,(0Q) = {x € Q; d(x,0Q) < r}, para algum r > 0.

E consequéncia da hipétese (3.1), como visto em (3.7), que If(s) < 2as97 ! se 0 < s < 6.
Como u, é continua e u™ = 0 em 9L, encontramos r > 0 tal que 0 < u (x) < &, para todo

x € N,(dQ). Consequentemente,
W (). (1 (0)) | < 2a|W |t (x)uas (x), x € Ny(9Q).

Tomando r menor, se necessério, podemos supor que 2a|W|oouf1;2(x) < Mg, para todo
X € N,(dQ). Portanto,

W (x)f(uy(x))] < Aou(x), VxeN(IQ).
Disto segue que

—Auy = dour +W(x)f(us) >0, Vx€N,(IQ),
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o que verifica a afirmacdo.

Em virtude da afirmagdo acima, temos

—Auy >0 em N, (9Q),
up =0 em dQ C IN,(9Q).

d
Pelo Teorema 1.8, temos que aLJ (x) < 0, para todo x € dQ. De acordo com a Proposi¢do
1.4, existe K; > 0 tal que

us(x) > Kid(x,0Q), VxeQ.

d
Sendo ¢; >0em Qe ﬂ(x) < 0 para todo x € dQ, o mesmo resultado nos garante que

an
existe K> > 0 tal que

(pl(x) > sz(x,%z), VxeQ.
Tomando ¢ > 0 tal que #¢; seja uma subsolucdo do problema (Py) e tK; < K7, temos
u_(x) =t (x) <tkKrd(x,0Q) < Kd(x,dQ) < u,(x),

para todo x € Q. Isto conclui a demonstracdo do Lema 3.4. [

Convém observar que o Lema 3.4 j4 nos fornece uma solucdo i de (Py) tal que u_ <ii <
ui, para cada A € (A;,A). Além disso, como ja foi observado por Alama e Tarantello em
[3], pode-se provar que essa solucdo € um minimo local para o funcional correspondente
associado, mesmo sem o auxilio do Teorema 1.10. O problema com essa abordagem € que
ela traz uma série de dificuldades adicionais, fazendo com que os argumentos alcancem
um nivel de sofisticacdo elevado. Pensando nisso, decidimos prosseguir com nosso estudo
utilizando o Teorema 1.10.

No que segue, baseados em [31], daremos a demonstracdo do Teorema 3.1.
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Demonstragdo. Fixado A € (A1,A), considere o seguinte truncamento da fungdo h(x,s) :=

As+W(x)f(s)

Au_(x)+W(x)f(u—(x)), ses<u_(x),
h(x,s) = < As+W(x)f(s), seu(x) <s<up(x),
Auy (x) +W(x)f(ur(x), ses>uy(x).

Para mostrar que a fungéo 4 é continua, vamos considerar apenas o caso em que s < u_(x),
pois os demais casos podem ser tratados de forma semelhante.

Comecaremos mostrando que existe 8; > 0 tal que

11) = (x,8) Iyt < &1 == £ <u-(y). (D

u_(x)—

h) .
> > (. Sendo u_ continua, existe &, > 0 tal que

Tome € =
[y —xllgy <& = |u—(y) —u-(x)| <&
Disto segue que

= u_(y) > =TS =s+€;.
2)

u_(y)—u_(x)>¢e = u_(y) >u_(x)—

Considere 0 < < min{g;, & }. Entio,
|(v,1) — (x,8) ||gyver < €& = ||y —x||py < &2 e |t —s| < €.

Por (2), u_(y) > s+ €. Além disso, t < s+ €. Portanto, t < u_(y), o que verifica (1).
Desta forma, A(y,t) = Au_(y) + W (y) f(u_(y)), o que nos da

h(y,1) = h(x,s) = Au—(y) = u— ()] + W) f (u-(y)) = W (s) f (- (x)).
A continuidade de u_, W e f implicam que, dado € > 0, existe 83 > 0 tal que

Iy —x||gy < 8 = |h(y,1) — h(x,s)| < €. 3)



76 Ocaso A > A

Em virtude de (1) e (3), tomando & = {J;, 83}, obtemos
| (0,8) = (x,8) |lgn < & = |h(x,y) —h(a,b)| < €.

Observe que se u_(x) < s < u4(x), uma vez que s € [minu_,maxu | e as fungdes W e f
sdo continuas, obtemos K > 0 tal que | (x,s)| < K, paratodox € Q e s € [minu_,maxu.].

Esta estimativa e a definicdo de / nos permite afirmar que
|h(x,s)| < K, paratodos x € Qe s € R. (3.10)

Vamos agora considerar o problema

—Au=h(x,u) emQ,

(P))
u=20 em dQ,
e o funcional associado
- 1 -
B0 =S~ [ A, we (@),

S ~
no qual H(x,s) = / h(x,s) ds.
0

Tendo em vista que / é continua e limitada, o funcional I; € C'(H}(Q),R). Além disso,
os pontos criticos de I) sdo solucdes fracas de (P,), conforme Teorema 1.3.
De (3.10) segue que

[ Atw| < [ Aol <K [ jul <Kl < Kul,

Q Q Q

em que as constantes K4 e K5 foram obtidas usando a continuidade da imersio L? (Q) —
L! (Q) e a Desigualdade de Poincaré. Em virtude dessa estimativa, resulta que

- 1

- 1
2 2
D) = Sl = [ AG) > el = Kallu],
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0 que mostra que /), € coercivo. Vejamos agora que /; € fracamente semicontinuo inferior-

mente. Com efeito, sejam u € Hj (Q) e (u,) C Hi (Q) tais que u, — u em H (). Entio,
1 1
2l < timinf

Por outro lado, a compacidade da imersdo de Sobolev Hi () < L'(Q) nos permite
supor que, a menos de subsequéncia, tem-se u,(x) — u(x) q.t.p em Q quando n — oo, €
lun (x)| < W q.t.p. em Q, para alguma funcio y € L'(Q) e para todo n € N. A continuidade
da fungido H nos garante a convergéncia H (x,u,(x)) — H(x,u(x)) q.tp. em Q. Temos
também a desigualdade |H (x,u,(x))| < Ky, a qual conta-nos que a sequéncia de fungdes
H(x,u,(x)), em médulo, é majorada por uma funcio de L' (Q) q.t.p em Q. Podemos entio

utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para obter

ngrfw QH(x,un(x)):/QI-~I()C7Lt(Jc)).

Estes argumentos nos permitem mostrar que o funcional /; é fracamente semicontinuo

inferiormente, pois

1 2 ~ . . 1 2 . ~
= _ — < _ _
B (u) = 5 [Ju] /QH(x,u)_lggof2!|un|| Jim - H(x i (x))

.ol ~
< timinf | 3~ | As1,00)
= 1,12220“% ().
A coercividade e a semicontinuidade inferior fraca implicam que I é limitado inferior-
mente em H{ (Q) e seu infimo ¢ atingido, conforme Teorema 1.2. Seja entdo u; € H (Q) tal

que

()= inf I(u)= min I(u).
ueH} (Q) ueH} (Q)

Desde que u; é ponto critico de I, temos que u; é solucdo fraca de (P;). Além disso,
como |A(x,x)| < K, para todo (x,s) € Q x R, temos que % (x,u;(x)) € L”(Q), para todo
1 < p < 4-o0. Dessa forma, por Agmon, Douglis e Nirenberg (ver Teorema B.3), concluimos
que u; € w2p (Q), para todo 1 < p < +eo. Em particular, para p suficientemente grande,
temos u; € C*(Q), em que 0 < & < 1 —N/p (cf. Teorema B.2).
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Vamos provar agora que u_ < u;. Para ver isso, lembre-se que

/VquDS/h(x,u)(p,
Q Q

para toda @ € H(} (Q), tal que @ > 0 em Q. Em particular, sendo u; solucdo fraca de (P)),

para @ = (u_ —up)", temos que

/QVu1V(u_—u1)+:/Qil(X,u1)(u——M1)+
:/Qh(x,u)(u_umz/gvuwu—u1)+

pois, pela escolha de @, o integrando h(x,u;)(u_ —u;)" sobrevive apenas no conjunto {x €
Q | ui(x) <u_(x)}, o que, pela definicio de &, nos da h(x,u_) = h(x,u; ). Esta desigualdade

implica ainda que

0> /QV(M —u)V(u_ —u))t = /QV(u —u)) V(u_ —up)*t

— [ V(= m)*P 20
Q

de sorte que (u_ —u;)" =0, e portanto u_ (x) < u(x) para todo x € Q.

A fim de mostrar que u; (x) < u (x) para todo x € Q, tome ¢ = (u; —u)". Repetindo os
argumentos anteriores obteremos (u; —u )" =0 em £, e consequentemente u; (x) < . (x)
para todo x € €, como desejado.

As estimativas obtidas acima nos permitem concluir que u_ (x) < u;(x) < u4(x), para
todo x € Q. Sendo assim, segue da definigio de & que A(x,u1(x)) = h(x,u;(x)), 0 que nos
garante que u; &, de fato, uma solugdo fraca do problema (P ).

Nesse momento, gostariamos de chamar a atencdo do leitor para o seguinte fato: da
hipétese (2.2) resulta que /) ndo € limitado inferiormente, pois 0 mesmo argumento utilizado
na demonstragdo do Lema 2.2 permanece vélido, qualquer que seja A > 0. Entretanto, como
foi provado acima, ao fazer o truncamento da fungdo /4, tornou-se possivel encontrar uma
solug@o para (P, ), a qual é positiva, uma vez que 0 < u_ < uj.

Nosso objetivo agora serd provar que a solucdo u; que acabamos de obter € de fato um
minimo local para o funcional 7, , algo que serd de extrema importancia para que possamos
encontrar uma segunda solucdo de (P)). Para este fim, utilizaremos o Teorema de Brezis-
Nirenberg, como anunciado anteriormente, verificando inicialmente que #; ¢ um minimo

local para I; em C}(Q) - veja Teorema 1.10.
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Para tanto, precisaremos do seguinte resultado.

Afirmacdo 1: Existe & > 0 tal que se u € C}(Q) satisfaz |lu — u;|| < &, entdo u_(x) <
u(x) < uy(x), para todo x € Q.

Admitindo a validade da afirmacio, segue da definicdo de / que

H(x,u) — H(x, 1) = /uiz(x f) dt—/uh(x ) dt

:/ h(x,t) dt+/hxt dt—/ h(x,t) dt—/hxt
:/ (x,u_ dt+/hxt dt—/ h(x,t) dt—/hxt

= — h(x,t)] dt.

Isso mostra que a diferenga H (x,u) — H(x,u) na verdade ndo depende de u. Consequen-

temente,
- 1 5 1 5 "
1) = B ) = Sl = [ H ) = 5l + [ Flxw)
2 Q 2 Q

_ /Q[I:I(x,u) —H(xu)] = d,

em que d € R é uma constante. Assim, desde que 1 € minimo (global) em H(} (Q) para I,

segue que
() =d+1(w) <d+1I(u) =1)(u),

para qualquer u € C(l) (Q_) tal que u_ < u < u,, e portanto, #; € um minimo local para I; na
topologia C !, Pelo Teorema de Brezis e Nirenberg, #; é também um minimo local para I,
em HJ (Q). Pela arbitrariedade da escolha de A € (A;,A), o Teorema 3.1 estd demonstrado.

Resta provar a Afirmacao 1. Para tanto, inicialmente, verificaremos que existe € > 0 tal

que
u_(x)+ed(x,0Q) <uj(x) <ui(x)—ed(x,0Q), Vxe Q. (3.11)

Observe que existe K > 0 tal que a funcéo g(x,s) := h(x,s) + Ks = As+ W (x) f(s) + Ks
é ndo-decrescente para s € [0, |u |-, para todo x € Q. De fato, derivando g com relagdo a s,
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obtemos
gs(x,8) :=A+W(x)f'(s)+K >m~+K >0,

em que m é o menor valor assumido pela fungdo continua W (x)f’(s) no compacto Q x

[minu_,maxuy] e K > 0 é escolhido de tal modo que se tenha m+ K > 0.
Q Q

Assim, desde que u; e u_ sdo solucdo e subsolucdo de (P;), respectivamente, com
u_ <uy <uy,paratoda @ € Hé (Q), ¢ >0, temos

/QV(ul—u_)-V(p—}—k(ul—u_)(p2/QVm-V(p+ku1(p+h(x,u_)(p—ku_(p
:/Qh(x,ul)(p+ku1(p+h(x,u_)(p—ku_(p

= [ Jstem) = glxu o =0,
Q

esta desigualdade representando a caracterizag@o fraca de —A(u; —u_) +k(u; —u_) >0,
g.t.p. em Q. Como também u; —u_ >0 = igf(ul —u_), pelo Lema de Hopf fraco (Teorema

1.8), concluimos que

d(uy —u_)

o (x) <0, Vx€ Q.

Agora, podemos usar a Proposi¢do 1.4 para obter um ¢y > 0 tal que
up(x) —u_(x) > c1d(x,0Q),

para todo x € Q. Por sua vez, uma argumento andlogo fornece a existéncia de um ¢, > 0 tal

que
us(x) —up(x) > cpd(x,0Q),

de sorte que, tomando € = min{cy,c;} > 0, obteremos (3.11).
Vamos agora utilizar as desigualdades fornecidas por (3.11) para demonstrar a Afirmacao

1. Com efeito, uma vez que u € CL“(ﬁ), fixado 0 < €1 < €/2, existe 0 < 6; < 1 tal que

y1,y2 € ﬁ, ||y2 —yl”RN <d e ||Vu1(y2) —Vul(yl)HRN < €. (3.12)
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Note ainda que, para todo u € C ! (Q), temos

N

Viu(z) = Vi (2)] gy = [Z

i=1

Ju Jdu;
8_x,-(z) - 8_xl~(z)

212
] S ||M—M1||Cl, ZGﬁ (313)

A seguir, considere x € N5 (dQ) := {x € Q; d(x,dQ) < &} e tome x| € JQ tal que
d(x,0Q) = ||x —x1 ||gv. Como u; € C1(Q), existe & € (x,x;) C Q tal que

up(x) =uy(x1) +Vur (&) - (x—x1) = V(&) - (x—x1). (3.14)
De maneira analoga, dado u € C}(Q), encontramos & € (x,x;) tal que
u(x) =ulx;)+Vu(&)-(x—x1) =Vu(&) - (x—x1). (3.15)

Tendo em vista (3.14) e (3.15), obtemos

u(x) —ur ()] = [[Vu(§) = Vur (§)] - (x —x1)]
< [Vu(S) = Vur (§)] + [V (§) — Vur (G)] | [l — 1 [[ v
< [IVu(§) = Vi (S)l[y + [IVur (6) = Vaur (§0)][|r] - [|x = x1 |,

o que em virtude de (3.13) fornece
u(x) —ur (x)] < [Ju—wi||cr[|x = x1[[gy + [[Vur (§) = Vaur (5] [[g - [[x —x1 [[ -
Como &,&; € (x,x1), temos que [|E — & ||} < [Jx—x1||gy = d(x,99Q) < &, uma vez que

x € N5, (dQ). Consequentemente, por (3.12) e a desigualdade acima, para todo x € Nj (0€2),

tem-se

u(x) —ur ()| < [lu—willer + & |lx —x1 [y
= [|lu—ui||o + €] -d(x,0Q).

Portanto, se ||u —u |1 < &, com & < g,
up(x) —2€1d(x,0Q) < u(x) <uy(x)+2€d(x,0Q),

para todo x € N5, (0Q).
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A seguir, utilizando (3.11) temos, para todo x € Nj (dQ2),
u_(x)+(e—2€)d(x,dQ) < u(x) <ui(x)—(e—2¢)d(x,0Q).
Uma vez que 0 < €] < €/2, concluimos que
u_(x) <u(x) <uy(x), Vx€Ns(0Q). (3.16)
Por outro lado, se x € Q\ N5, (dQ), entdo d(x,dQ) > §; e, como
Ju—utller <& = ur(y) — € < u(y) <ui(y)+ €, VyeQ,
segue de (3.11) que
u_(x)+€o01 —& <u(x) <uy(x)—ed +&.
Tomando &y < min{g;, €8, }, vemos que
u_(x) <u(x) <uy(x), VyeQ, (3.17)

o que conclui a demonstragdo da Afirmacgdo 1. O

3.2 Determinaciao da segunda solucao

Esta secdo € dedicada a demonstracdo do Teorema 3.2 enunciado no inicio do Capitulo
3. Para fazer isso, nos baseamos em [29], onde os autores obtém uma solugdo positiva do
problema (Q; ) utilizando o Teorema do Passo da Montanha.

Com o intuito de aplicar o Teorema do Passo da Montanha, para cada A € (4;,A), vamos
associar ao problema (Q ) um funcional J; e mostrar que o mesmo estd bem definido, € de
classe C', satisfaz as condi¢des geométricas e verifica a condicdo de Palais-Smale.

Fixado A € (A1,A), o funcional associado a (Q, ) é dado por

1
B =3 WP = [ 6w, vveH(@).

N
em que G(x,s) = / [R(x,uy(x) +¢7) — h(x,u;(x))]dt. Uma vez que h tem crescimento
0

subcritico, existem constantes A,B > 0 tais que |h(x,s)] <A+ B|s|’~!, 2 < p < 2* (ver
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Teorema B.5). Assim, denotando por my = maxu;, vemos que
Q

[, ur (x) + 1) = h(x, 1 ()] < 24+ Bluy (x) + 7P~ + Bl ()7
<24+ 2P Bluy (x) [P~ 4277 B[P~ + Bluy (x) P!
<24+ B2 4 1)ml 2P Bl P!

Por conseguinte, de acordo com o Teorema 1.3, J; esta bem definido e é de classe C L

Podemos ainda reescrever G(x,s) como

Glx,s) = /O (i (x) 4+ 1) — B, (x)))de

= H(x,u; (x)+s) — H(x,u; (x)) — h(x,uy (x))s™,

uma vez que G(x,s) =0, se s <O0.

Sendo u; solugdo fraca de (P ), segue que

J;L(v):%Hsz—/QH(x,ul+v+)+/QH(x,u1)+/Qh(x,u1)v+

1 1 1 1
e T e T | Y | A 2 - 2
= IR+ SR+ Sl P = S ]

—/QH(X,Ml+V+)‘|‘/QH(X7”1>+/Qh(xv”1)V+

1, _n 1 1
=S IvIP+5 HM1H2+2/ Vi - Vv VP | = 5 | |2
2 2 Q 2

—/H(x,u1+v+)—|—/H(x,u1)

Q Q
1 1 1

= P Sl v P = [ A+ = S 2+ [ Hm)
2 2 Q 2 Q

A tultima igualdade acima € exatamente

I, _
B0 =SV IP+ 0+ = ().

Ora, desta dltima igualdade temos J; (0) = 0. Além disso, desde que u; é um ponto de

minimo local para I} em H& (Q), podemos encontrar p > 0 tal que

L(uy +vH) =L (u) >0, Vv € Bp(up) CH(%(Q)-
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De fato basta lembrar que ||v||? = ||v+||2—|— |[v7||* e observar que se ||v||* < p? entdo

[vF||* < p?, isto &, se v € By (u1) entdo v € By (u1) (claramente o mesmo vale para v™).

Por sua vez, desde que ||[v~||> > 0 vemos também que J; (v) > 0 = J; (0), 0 que mostra que
J), possui a primeira geometria do passo da montanha (condigdo (i) do Teorema 1.4) - veja a
Observacao 2 ap6s o Teorema 1.4.

Vamos provar agora que J, possui a segunda geometria do passo da montanha (condi¢do
(ii) do Teorema 1.4). Para tanto, tome @ € Cy (Q")\ {0}, com ¢ >0 em Q. Com esta

escolha, temos

J(t9) =1 (u1 +19) —1(u1)
1 A
— Sl 19l = S ur 193~ | Wx)F (a1 +19)
Q
—MWW+&WF+/W@wu
IHHE T 2T g
1 A
= S P2t (a0, 9) + [19]1%) = 5 (ur B+ 2t 9)2 + o)
1 A
~ [ WP +19) = Sl + S+ [ WeF )
Q 2 2 Q

2
t((ur,0) = A(ur, 0)2) + 5 (@l Alof3)

/W mw@+éw@nm

2
= ({1, 90) — A (1,9)2) + 5 (I 0l> ~ Algf)

— | Wr@)F(uy+to)+ | WHx)F(w),
O+ Q+

pois pela escolha de ¢ e da hipétese de que QT NQ~ =0, tem - se

| W +19)= [ W (F ()

Como vimos no final da demonstragdo do Lema 2.2, a condi¢ao (ii) do Teorema 3.2

(mesma condig¢do (2.2)) implica que

1
F(s)_z—sp—cos Vs>0,
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€ portanto

1
_ + _ + )4 +
| WP +19) < 2p/mw @l 1917 +co [ Wl + 1)

Como estamos interessados em calcular o limite quando t — +oco, ndo hd perda de

generalidade em supor que ¢ > 0. Logo, podemos escrever

Lot @hetigl = [ wHo ().
Qf QF t

Agora, uma simples aplicacdo do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
fornece

‘ +() (L p_ +() o
Jim [ W) +g) —/mW (x)@” > 0. (3.18)

Uma vez que, pelas estimativas acima temos

l2
D (t9) St[HmHlltpH+7L|u1|z|<p|z]+§|I<pl|2+/g+W+(x)F(u1)
tP i uj p n u
_E/QJrW (x) <?+(P1> +COt/Q+W (X) (7+(P>,

a relacdo (3.18) e o fato de que p > 2 nos garantem que J (¢)) — —oo, quando t — +-oo.
Escolhendo #; > 0 suficientemente grande para que se tenha ||t;¢|| > p e J) (11¢) <0, a
condi¢do (if) do Teorema do Passo da Montanha fica demonstrada.
Para provar que o funcional J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale, vamos precisar do
seguinte lema, cuja demonstracao € semelhante a que foi feita no Lema 3.2, entretanto nos

dard um pouco mais de informagao a respeito de quais valores de A nao pertencem a G(QO).
Lema 3.5. O problema (P)) ndo admite solucdo positiva qualquer que seja A > A, (QO).

Demonstragdo. Sejau € H} (Q) uma solugio positiva para (Py ). Ja sabemos que u € C1%(Q).
Considere ¢ uma autofungio associada ao autovalor A (Q°) e seja xo € Q° tal que @y (xo) >
0. Tome Q a componente conexa de Q° contendo xg e (I)? = (p?\ﬁ. Observe que ¢ € H} (Q)
(onde consideramos (p? =0em Q\Q)e que (ﬁ? ¢ uma autofuncdo associada ao autovalor
AI(QO). Segue que (i)? >0 em Q. Além disso, pelo Teorema de Hopf (Teorema 1.8),
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99} /
o < 0 em dQ. Dai, resulta que

a~0
/~Vu-V¢?:—/~uA(f)?—l—/~uﬂ dS<ll(QO)/u¢?. (3.19)
o 9 206 dn o)

Usando que u € solucdo fraca de (Py), W =0 em Qe que (f)? =0em Q\ Q, temos que

[Vu-V(Z)?:?L/u(ﬁlo.
Q Q

Utilizando esta igualdade e (3.19), concluimos que
(A=1(@") [ ug? <0,
o)

o que implica, tendo em vista a positividade da integral acima, que A < A;(Q°). Em outras

palavras, se A > A4 (QO), nao pode haver solu¢do positiva para o problema (Py). [

Em posse do Lema 3.5 podemos afirmar que o nimero real A definido anteriormente
satisfaz A < 4 (QO). Consequentemente, o Lema 2.3 nos garante que /, satisfaz a condicao
(PS), para cada A € (A;,A). Observe ainda que se Q° = 0, 0 mesmo lema nos permite
afirmar que /) satisfaz a condigdo (PS), para todo (A € (A1, +o0).

Considere entio A € (A;,A) e seja (v,) C Hy(Q) uma sequéncia tal que

I(va) = ¢ e I (va)| = 0. (3.20)
Como
[T
50) =5 WP~ [ G,
Q
o Teorema 1.3 garante que
S (v)w = (v,w) —/ [h(x,uy +v7T) — h(x,up)]w,
Q

0 que nos permite concluir que

) —
v 17 = =J3 ()i
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pois como v, =0 ou v, =0 tem-se [h(x,u; +v;} ) —h(x,u)]v, =0, e além disso, (v,,v, ) =
(v =V, v, ) =—|[v, |*. Sendo assim, desde que

0 < vy [ = =3 (va)viy < I3, )l 1Vi I,

a relagdo (3.20) e o Teorema do Confronto nos fornecem ||v, || — 0 quando n — +oo. Con-
sequentemente, ¢ suficiente provar que (v,) tem uma subsequéncia convergente. De fato,

suponha que exista um vy € Hg () tal que v;" — vo. Como

v = voll> = [[vall® =2 v, vo) + [IvolI?

= [ [1? 4 [lva 12 = 2{vi vo) +2{v3,,vo) =+ [Ivol I,

o fato de ||v;, || — 0 implica que ||v, — vo||* — 0, o que quer dizer exatamente que v, — vy
em H(% (Q). Mostremos entdo que v,” possui uma subsequéncia convergente. Com efeito,

uma vez que
1, _
Jr(vn) = Ean 12+ I (w1 + v, ) — I (ur),

segue que (v,) é uma sequéncia (PS) para Jy, e ||v, || — 0, esta tltima igualdade nos permite

concluir que
L(up+v;) = c+ 1 (uy) =d.
Por outro lado, desde que

T (V)W = (v, W) — /Q ((x, w1 +v) — h(x, ur)]w
= — (v w) + (v w) —/Q[h(x,ul ) — h(x,un)]w.

podemos usar o fato de que u; € ponto critico de ) para ver que
I (vn)w =— (v, ,w) + (ur,w) + (vl w) — /Qh(x,ul +v)w

— (up,w) —}—/Qh(x,ul)w
:—(v;,w>+(u1+v;f,w)—/Qh(x,u1+v:{)w

— (ug,w) +/Qh(x,u1)w
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=— (v W)+ 1w + v, )w =I5 (ur)w

=— (v W) + 1 (ur + vy, )w,

de sorte que escolhendo w € H}(Q) com |lw|| < 1, usando desigualdades triangular e de

Cauchy, obtemos que
|15, (uy + v, )w| < ||,y || + 173, (va)]], para qualquer w € Hj () com |[w]| < 1.
Portanto,
0 < (|75 (ux +v) < vy 1+ 17 (va) -

Novamente, resulta do Teorema do Confronto que ||Z; (u; +v;})|| — 0. Dessa forma vemos
que a sequéncia (11 +v,") C H} (Q) é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional I, que

satisfaz (PS), como observado ap6s a prova do Lema 3.5. Isto implica que existe ug € H(} (Q)

tal que, a menos de subsequéncia, tem-se uy +v;” — ug, € ja que v\ = (ug +v,") —u; —

uy—uy € H(} (Q), segue que v, possui uma subsequéncia convergente como querfamos. Isto
conclui a prova de que o funcional J, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale.
Essas consideracdes nos permitem aplicar o Teorema do Passo da Montanha para encon-

trar um ponto critico ndo trivial vy de J; . Desde que
-2 _ J/ - _ 0
Vo [I7 = =1 (vo)vy =0,

segue que vy é uma solug¢do nao-negativa do problema (Q, ). Definindo u, := u; + vg, por

(Q,), temos

—Avg = —Aup — (—Auy) = h(x,uy + (up —u1)) —h(x,u;) emQ,

vo=ur—u; =0 em dQ,

ou equivalentemente,

—Auy = h(x,uz) = Aup + W (x) f(uz2) emQ,
u, =0 em 0Q,

visto que —Au; = h(x,u;) em Q. Como up = u; +vo > u; > 0, temos que up > 0 em Q.
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Afirmamos que uy > u;. De fato, seja K > 0 tal que g(x,s) := h(x,s) + Ks é ndo-

decrescente em [0, |u2|«]. Ento,
—Avg+Kvg = —A(ug —uy) + K(ug — uy) > h(x,up) — h(x,uy) + Kuy — Kuy > 0.

Suponha que exista xg € Q tal que vo(xp) = 0. Tome r > 0 tal que xo € dB,. No interior

8v0 (X())
d

de que xp é um ponto de minimo de vy. Logo, devemos ter v(x) > 0 em Q, isto &, up > u;.

de B, temos uy —uy > 0. Pelo Lema de Hopf fraco, temos < 0, contradizendo o fato



Apéndice A

Resultados Auxiliares

A.1 Lemas técnicos

Antes de enunciar o Lema a seguir, vale ressaltar que as solugdes do problema (P))) sdo

de classe C 1, de acordo com o Teorema B.5.

Lema A.1. Sejau € Hé (Q) solugdo positiva do problema

—Au—Au=WxuP' emQ,
u=>0 em dQ,

(A.1)

com?2 < p <2* eseja Q) a primeira autofuncdo de —A em H& (Q) associada a 4. Entdo,

p p
/Au Ll :—/Vu-V(q)]_).
o ub! Q up—1

of
(ute)yr=t

Demonstragdo. Seja v =v(g) = Note que fixado € > 0, uma vez que @ €

p
L>(Q), temos v(g) < % < Cy, Ci(€) > 0, o que em particular implica que v € L*(Q).
Além disso,

—1
pel” Vo (p—1)@/Vu
er—1 ep

Vv(e)llry < <G,

RN

pois @y € L”(Q) e u € C'P(Q), o que nos diz que Vv(e) € L*(Q). Portanto, v(e) € Hi (Q).
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Usando integracdo por partes, segue que

/v-Au+/Vv-Vu—/ V- @dS 0,
Q Q o0 dn

pois v(g) € H}(Q).

Portanto,

/v-Au:—/Vv-Vu.
Q Q

Vamos mostrar que, quando € — 0, tem-se

p
/ voru— [P Au (A2)
o oub~1

(pP
/Vv-Vu—>/V( 1
Q Q ub—

o que nos fornecerd a igualdade desejada.

1) Vu, (A.3)

Primeiramente verificaremos (A.2). Segue da Proposi¢do 1.4 que existem constantes

c1,c > 0 tais que

c1d(x) < @1(x) < cad(x), para todo x € Q,
c1d(x) < u(x) < cad(x), para todo x € Q,

p
sendo d(x) = dist(x,0Q), x € Q. Denotando fe(x) = (_:DWAM()C), temos f¢(x) —
u
(P] —Au(x), quando € 0 ex € Q.
Alem disso, em vista das desigualdades acima, vale que
1 (x) dP (x)|Au(x)]|
= |—— A <
1= ey ey 0| = = )
_ 3d”(x) —M— W (x)u?” l| _ hd@)(|Aul + W (x)ur~ 1)
dP_l(x) N c’ffl
Pd(x)[Acad W ekt ap~! Akt _
< AWRedW TV TN 26 g Wl ar () < i,

S S
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em que a constante M; > 0 foi obtida ao usar o fato de que a funcao d(x) é continua no
compacto Q. Com isto, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

para obter

/f / L SV B W
u+8)l’ ! QuPl

quando € — 0, o que verifica (A.2).
A fim de verificar (A.3), veja que

vo_v (00 \_pel Veiute) ' —(p—1)gf(ute)” *V(ute)
(u+e)p~1 (u+€)2(—1)

_ ol ute) 'V — (p— 1)of (u+ )P 2Vu _ pol” 'V ) @7 Vu

(u+¢g)2r—1) C (ute)r! (u+e)r’
0 que nos permite escrever
'Vo,v PIVul?
/W vu_/”*"l Po_Vovu (p_l)/%l ul”
o (ute)r o (ute)y
Vamos entdo mostrar que, quando € — 0 tem-se
(p1 V(p1Vu / (p1 V(p1Vu (A4)
o (ute)r-1 ol
e
9 |V”|2 / ?i |V”|2
-1 AS
(=1 [, ey (AS)

0 que acarretard em

pP— VoV . PV 2
/Vv Vu—>/ [p(Pl ¢1Vu  (p—1)@p|Vu|

up—1 up

quando € — 0.

Verificaremos somente (A.4), pois 0 mesmo argumento nos permite obter (A.5). Seja

P9l () Ve (x) Vu(x)
ge(x) = 1 (u(x) +€)P-1 '

—~
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Observe que, quando € — 0, para x € Q, temos que

P=1ix x)Vu(x
ge(x) — Al (u)(j)fl_(l )Vul ),

g.t.p. em Q. Por outro lado, novamente podemos utilizar as inequacdes dadas pela Proposicao

1.4, bem como o fato de que u € C LB (Q) para obter uma constante M, > 0 tal que

P!~ (1) V1 (x) Vuu()

—1 _
_ ey d 7 @)ller [ullcrs
(u(x) +&)r!

N cffld(x)l’_l

|ge(x)| =

< M,.

Assim, mais uma vez usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que, quando € — 0,

(p1 V(p1Vu /gol ngVu

pg(u—i-epl wp—l 7

0 que conclui a demonstragdo do lema. [

Lema A.2. Se existe uma solugcdo positiva u € H(} (Q) para o problema

—Au—Au=Wx)u""' emQ,
u=>0 em dQ,

(A.6)

comp>2eld> A, entdo / W(x)9! <0, em que @) é uma autofungdo do operador
Q

laplaciano associada a Ay.

Demonstragcdo. Seja u € Hé(Q) uma solucdo positiva do problema (A.6). Dividindo a

primeira igualdade em (A.6) por u”~! e multiplicando por (pf , integramos para obter

o7 t o7
p_ | | . 1
/QW(x)(pl - /QAuupl /h/gupz (A=) [ 2.

Agora, pelo Lema A.1 temos

/Au /V V(up])

Substituindo isto na equagdo anterior, ficamos com
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of "’
/QW(X)(Pf = QVu'V<upll) )Ll —(A=A) / = A7)
_ ¢l Vo oV (p1 ‘1
-1 P p p
B o7 29 k4 ud
_ p/QVM'Vq)I e —(p—l)/Q|Vu| u_P_}Ll/Qup_ (l ll) oubP—2’

Utilizando integragdo por partes e argumentos semelhantes aos vistos na demonstracao

p=0ef 7 Vor  (p—2)¢f 'Vu

do Lema A.1, obtemos
):—p/ V(Pl ub—2

of !
Pl w2 sAQ = —P/ V-V
p—1 p—2

(i 4 Yy — Pi 2
=pp=2) [ Bvor-u—p(p-1) [ D verP

Logo,
-1
of _plp—1) <P1 2, P / o7
V -Vu= —_— A@;.
P Vo 2 Jou |<p|+p_29up_2 o
Uma vez que A@; = —A; @1, concluimos da dltima igualdade acima que
o p(p—1 2
p ! V(p Vu = ( ) 2 | |2 - iz )
Q uP~ -2 Jo uP p—2JouP

e portanto, a equagdo em (A.7) torna-se

—1) » P o7
W (x _ _
/ )9r = p—2 Qul’ 2| i p—2Joup2

29 o o
—(p—1>/Q|w| Pon [ [

o que ainda pode ser reescrito como

—1) o ’ 2 (p=1) [ of
W (x -2
/ (Pl p— 2 Q Mp 2 ‘ 1 ‘ 2’1 _2 1) ubP—2

¢ of
—<p—1>/9|w|2u—},—<x—zl> :

ouP~?%’

up

-1

(A.8)
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Com o objetivo de reescrever a relagio (A.8) de outra forma, vamos calcular A(log @) e

A(logu). Uma vez que

1 1
di(log 1) = —di(@1) = Vlogpr = —Ve,
1(P1 ! 01 (A.9)
di(logu) = —0;(u) = Vlogu = —Vu,
u u

novamente usamos a igualdade A@; = —A; @ para obter

' n ai 2 Aoy — |V 2
A(logep;) = div(Vloge;) = A(log @) :Z ’ (91)¢1 — (9:(1)) _ h2d Vo

= o7 of
~2 —|V|?
1

Analogamente, podemos utilizar (A.9) e o fato de que a fun¢ao u satisfaz a equacao dada

em (A.6) para concluir que

" 92 (w)u—(0(u))?  uAu—|Vul?
A(logu) = div(Vlogu) = A(logu) :; d — = ”
u(—Au—Ww(x)uP=1) — |Vu\2 —Au? =W (x)uP — |Vul?
et u2 u2 .
Disto segue que
Vul* = =W (x)u” — u*Alogu) — Au?, (A.11)

Agora, substituindo (A.10)e (A.11) em (A.8), obtemos

— P p B »
fweer=-22=0 [ aoggn) Ly - pu L= [ 0L _op (P2 [ 0

2 Joup—2 p—2 Jour—2
+ —1)/W(x) P —1)/"’—1A(10 -0 [ 2Ly [ oL
p o ng p o up_z g p o up_z 1 o up_27
o que implica que
o p__p<p—1)/ <p1 B / of
(0-2) [ Wee =" | ozl +(p1) [ llowiy
Mp(p—1) [ ¢f (p—1) / o7
e M Qup L +(p—1A ~(-a) |

(A.12)
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Veja que as quatro ultimas parcelas do lado direito da igualdade em (A.12) podem ser

reescritas como

php—1) 2h(p—1) ut
P D i -] [

=1 o7
=12 (=pM —2M) +(p—1DA— (A —41) o w2

o ,
= (p )(—pﬂ,l—21])%—])1—21—11+2;Ll—p7t1—|—p).11/(p—lz

| p—2 QuP
(-1, B B B of
=12 (=pt —24)+(A—A)(p—2)+M(p—1) s
=1 Mp-1)(p-2)] [ of
=12 (=pA —24)+ (A —A)(p—2)+ 2 o up—2
(-1, B B B o7
=12 (=pM =241+ (p=2))+ (A =L)(p—2) P2
_[=-D, . B B B o7
=12 (=pM =21+ ph —241) + (A — A1) (p—2) =

(p=1) 1 o o7
=2 [ A a-ae-2) [ 2
Assim, substituindo isto em (A.12), vé-se que
02 [ Wl = - o atogo) + (1) [ atogu)
Q ! Q ubP~ 2 Qupfz
4/11< ) o7 o7
—— [t = d)(p-2) | T (A.13)

Uma vez que p > 2, A > Ay, ¢ as fungdes u e ¢ sdo estritamente positivas em Q,

concluimos que

(A —=241)(p—2) R 0.
Segue entdo de (A.13) que
_(p—z)/QW(x)go{’Z Qu(gle loggi) +(p —1) ‘Pl —LA(logu)

— p -
A1) [ ¢ :(p 1) {_ ut A(log%)_%/%} (A.14)
Q

p—2 Jour—2 p-2 oub—2
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Com efeito, por (A.10) e (A.11) temos as seguintes igualdades:

pip—1) o __mp—Uwfz » pl(p—1) ¢f
S g = PR (v PR (A.15)
c
(1) Allogu) = —(p— )L VU2 — (p— Wl —A(p— 120, (A6)
p ) gu) = p uP p (pl p ub—2" ’

Por outro lado,

it o \_ o [-pIVei*  pAei  (p—2)|Vu]> (p—2)Au
adlleg ) =5 > T T 2 B .
up up up 05 ¢1 u u

Usando agora que A@; = —A; @; e que —Au = Au+W (x)uP~!, o lado direito da igualdade
acima pode ser reescrito como

_pol Ve phigf | (p=2)9f1Vul | (p—2)29f

4
ub—2 ub—2 ub ) + (P - 2)W(x) (P] :

Dai,

1 P P ) 1 P 1 p—2 P
_(P ) % A(IO % ):P 1(17 ) %1 _|_P(P )q)l ’V(m’Z_(p_l)(lf_Ilg‘Vu‘Z

p—2 up~2 ub—2 p—2 w2 p—-2 ur:?
p
~Ap- 1)

ub—2

—(p—1)W(x)9f.

Tendo em vista a ultima igualdade acima, (A.15) e (A.16), a relacdo em (A.14) fica

demonstrada.

o o of o7
Afirmacio: Vale a igualdade /QPA (logm) = —/QV (ul’—2> -Vlog (F)

Assumindo a veracidade da afirmacdo acima, temos que

it o\ o7 o\ [ u?
_ QMP_2A<IOguP_2 —/QV = -Vlog ) —/Q (Pf

2

Y

or
V()
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onde na ultima igualdade acima utilizamos o fato de que

o\ _w?_( of
Vlog(upz)_ qo{’ \% )

Por outro lado, como

2
2
_ 2
of V| |1 el )| 1w ef
- L of N Aer e
up—2
vemos que
2
e or N\ o7
Qup—2A(10g_up—2 =4 A \% =)
Sendo assim, a desigualdade em (A.14) torna-se
2 2
P p
i poP—1) 4| _ 4l
(r=2) [ Wegh =4l [ v |\ -y

Uma vez que

p
P
ub—2

¢ (@) = {te1 [t e R\{0}},

o lado direito da desigualdade acima € estritamente positivo. Portanto, sendo p > 2 conclui-

mos que

/QW(x)e’f <0.

Agora s6 resta demonstrar a afirmacao. Para tanto, note que pelas propriedades de

logaritmo, temos

p
log <%> =log (pf’ — logu"’f2 = plog @) — (p—2)logu.
u
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Assim, uma vez que o operador —A € linear, utilizando as relacdes (A.10) e (A.11), vemos

que

—M@— Vo |? A + W (x)uf +|Vul?
Alog( o ):p[ 1<P1(p2\ 1 }+(p—2)[ w+Wxu + |Vu|
1

Para cada € > 0 fixado, considere a fungdo fe(x) = Fazendo isso, a

(u(x)+€)r=2
formula de integrac@o por partes nos assegura que

| fetog o) = = [ Vfe-Vitogse)

uma vez que fe € Hj (Q).
Usando o fato de que u € C'P(Q) e que ¢, € C*(Q), a mesma ideia utilizada na prova
do Lema A.1 funciona para verificar que quando € — 0, tem-se

/fe (log fe) / (pl (up 2)

o or
/QVfE.V(logfg)%/QV<up—l_2)-V<10g 1 )

como queremos. O Lema A.2 estd provado. 0

Observagdo A.1. Nossa argumentacao de que

2 2
4

o7 9
/Q \Y 2 — l] 2 >0

estd baseada no seguinte fato: Se y € HJ (Q) é uma A;-autofungdo de (—A, H3 (Q)), entio

/Vw'pr:M/w,
Q Q

para toda @ € H} (Q). Escolhendo ¢ = vy, tem-se

/!VWIZZM/ Y’
Q Q

vale a igualdade
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Em outras palavras, ¥ realiza o infimo da funcio Q : H}(Q)\ {0} — R dada por

[ 1vuP
_ JQ

O(u) = ,
o

a qual satisfaz Q(u) > A, para toda u € H} (Q). Desse modo, se ¥ & (¢;), entio Q(y) > Ay,

o que justifica a desigualdade acima. A expressdo que define a funcdo Q acima é conhecida,

na literatura, como quociente de Rayleigh.

Lema A.3. Suponha que F satisfaz (2.3). Entdo sf(s) < qFq(s), para todo s > 0. Em

particular, a fun¢do continua h(x,s) = As+ W (x) f(s) tem crescimento subcritico.

Demonstragdo. Com efeito, para cada s € R, defina a fun¢do g(r) := F(s+rs). Pela regra
da cadeia temos, g'(r) = f(s+rs)s. Em particular, g’(0) = f(s)s. Além disso, pela defini¢io

de derivada, vemos que

(0 — 1 O =8O) o Flstrs) “F() - Flstrs) <F(s)

r—0 r r—0 r r—0~ r

Ser<0,temost =14r < 1, o que por (2.3), implica em
F((1+r)s) > (1+r)?F(s), paratodor<O.

Consequentemente, F((1+r)s) — F(s) > [(1+r)? — 19]F(s), para todo r < 0, e portanto,

Fis)s = fim LUAFNN=Fl) o [AFT=VIFG) ey (A.17)

r—0~ r r—0~ r

De posse da rela¢do (A.17) e da hipétese (H3) item (iv), observamos que a fungdo f(s)

possui crescimento subcritico. De fato, por (A.17), para todo s > 1, temos

F(s)

fls)<q §q<%+Bs”‘l) <gA+gBs""".
Por outro lado, se 0 < s < 1, a continuidade de f no compacto [0, 1] nos assegura a existéncia
de uma constante M > 0 tal que |f(s)| < M, para todo s € [0,1]. Dessa forma, tem-se
f(s) < (A4+M)+BsP~!, para todo s > 0, 0 que por sua vez, garante a existéncia de uma
constante € > 0 tal que |h(x,s)| < €(1+s"~"), para todo s > 0, dado que W € CP(Q). Segue
que vy € WH(Q), 1> N.

0
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A.2 Demonstracoes do Capitulo 1

Nesta secao, daremos a demonstragcdo de alguns dos teoremas e proposi¢des enunciados
no Capitulo 1.

Ideia da demonstracdo do Teorema 1.6. Sem perda de generalidade, podemos supor que
0 <€ <c—cy. Seja f € M satisfazendo

max @(f(s)) <c+e,
seK

e defina a fungdo ¢ : M — R por ¢(g) = max ©(g(s)). Com essa defini¢ao, fica claro que
NS

c= iAI}If ¢ > c1. Além disso, usando a continuidade uniforme de ¢ em g(K), verifica-se que

¢ € continua (e portanto semicontinua inferiormente). Logo, podemos utilizar o Principio

Variacional de Ekeland para obter & € M tal que

0(h) < 0(f) <c+e,
max |A(s) - £(5)| < €,

1

#(g) > o(h)—¢e2d(h,g),

sempre que g € M e g # h. O restante da demonstracio consiste em provar a existéncia de

um elemento sp € K tal que

c—e<h(s0) e [@(hiso)lx < ez,

o que é feito supondo que um tal elemento sy € K ndo existe e usando o fato de que
0(g) > ¢(h)— e2d (h,g) para chegar a uma contradi¢do. O elemento sy € K obtido ird
satisfazer as condigdes requeridas, uma vez que A(so) € X e c—€ < @(h(so)) < ¢(h) < ¢(f).

Demonstracdo da Proposicdo 1.1. Vamos provar primeiro que

/|Vv|2§lk_1/ v
Q Q

Ora, dado v € V, existem escalares ay,ay,- - ,a;_ tais que

2 YyeV.

v=a1Q1t+ta@r+ -+ arPr—1.
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Lembrando que as autofungdes (;) ey sdo ortogonais em Hy (Q) e satisfazem

% -2:/1/ 2 VjeN,
/Q| ol j Q"P]’ J

temos em particular que, para 1 <i<k—1,

/Q\vvyzz/g V(lgai(p,-)

Uma vez que os autovalores (4;) jeny formam uma sequéncia crescente em R e as fungdes

2 ko k-1
= Y [ IVl = Y a [ o’

(¢;) jen sdo também ortogonais em L? (Q), infere-se desta dltima igualdade acima que

k—1 k—1
Vol = Yoa [ o <hr Yai [ o
/9 i=1 Q i=1 /L
=/1k—1/Qlal(m+az(P2+“'+ak—1<Pk—1|2

= /Ik—l/ |2,
o

A outra desigualdade € uma consequéncia imediata da caracterizag¢do variacional dos

autovalores, a saber

19w
A= inf &
wew\ {0} / W2

Q

Demonstragio da Proposigdo 1.2. Seja (u) C Hy () limitada tal que

sup|I(u)] < +eo e lim I'(w) =0.
k k—>~-o0

Vamos provar que existe uma subsequéncia de (1) que converge fortemente em Hj (Q).
Com efeito, desde que Hj(Q) é reflexivo e (u;) é limitada, podemos supor que existe

ue H(} (Q) tal que, a menos de subsequéncia, tem-se

up — uem Hi (Q),
up(x) = u(x) q.t.p. em Q, (A.18)
Existe h € LP(Q) tal que |u(x)|, |ux(x)| < h(x) q.t.p. em Q, Vk € N.
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Como por hipétese, I’ () — 0 quando k — oo e (i) é limitada em H{ (Q), temos que

0= lim I'(u)(ux —u) =I'(we)u —I' (up)u
k— oo

= lim {Hukﬂz—/ f(x,uk)uk—/ Vuk-Vu—{—/ f(x,uk)u} . (A.19)
k— o0 Q Q Q
Uma vez que a convergéncia fraca da sequéncia (1) em H} (Q) fornece

fim /Vuk-Vu:Hu||2,
k=00 JQ

retomando (A.19), concluimos que

i hl? = [ st | 5G] = (A.20

Tendo isso em vista, € suficiente mostrar que

tim | flouu=lim [ fluu,
Q k—+o JQ

k—s o0

pois uma vez feito isto, ao passar o limite quando k — +oc0 em (A.20), iremos obter

i 2 012
i [P = ],

de onde seguird que

tim_ (g = > = g > =2 | Vg -+ > =0,
k—>+o0 Q

como desejamos mostrar. Para fazer isso, note que a continuidade da funcdo f dada pela
condicdo (i) e (A.18) nos fornecem

O () )uge (x) — f (x, u(x) Ju(x) g.tp. em Q,
F Oy up(x))u(x) — f(x,u(x))u(x) g.t.p. em Q.

Por outro lado, usando a condicéo (ii) e (A.18), vemos que

L (g (30) [ ()| < exlug ()| +colu (x)|P < e1h+ eah(x) € LY(Q),
L (g ()| |ae(x)| < i)+ 2 () [P~ Hua(x) | < et eah(x) € LH(Q).
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Podemos entdo nos valer do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para

concluir que

lim /Qf(x,uk)u:/gf(x,u)u: lim /Qf(x,uk)uk,

o que pelas consideracdes anteriores finaliza a demonstracao da Proposi¢do 1.2. OJ

Demonstragio da Proposicio 1.3. Notemos que se Q° C Q, entdo C3(Q°) € CJ(Q), o
que por sua vez implica que Hy (Q°) = C5(Q0) C Hy (Q) = C(Q). Levando isso em conta,

segue facilmente das propriedades de infimo que

m@= i 14l lu” _

= 1 (Q).
ueH} (Q) \u!% " ueH (Q0) ]u\% 1(2)

Para a prova da desigualdade estrita, sejam Q% c Qum subconjunto proprio, q)? uma

A1 (QY)-autofungio de —A em H (Q) e considere a fungdo ¢ : Q@ — R dada por

oY (x), sexeQ’

P(x) = 0
0, sex € Q\ Q.

Se tivessemos A1 (Q) = A, (Q), a fungdo ¢ assim definida seria uma A; (Q)-autofuncio
do operador —A em H& (Q), o que nao pode ocorrer, visto que a primeira autofungdo é

estritamente positiva (negativa) em €. 0

Demonstragdo da Proposicio 1.5. Podemos enxergar S como (—A) ™! lcs (@)- Dessa forma,
faz-se necessario mostrar que S estd bem definido, no sentido de que R[S] ¢ CP(Q).
Como CP(Q) c L*(Q), faz sentido considerar sua restri¢io ao conjunto CP (Q), de sorte

que, dado u, = S(g) € R(S), pela construgio de (—A) ™' temos
Q Q
0 que mostra que u, € solugdo fraca do problema

—Au=g emQ,
u=0 em dQ.
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Além disso, como g € C(Q), existe M > 0 tal que |g(x)| < M, para todo x € Q. Logo,
podemos usar a teoria de regularidade e as imersdes dos espacos de Holder, para concluir
que u, € C*P(Q) (cf. Teorema 5.17 de [22]). Em particular, u, € CP(Q), de modo que,
pela arbitrariedade da escolha de u,, conclui-se que R[S] C cP (Q), e portanto S estd bem
definido.

Vejamos que S € compacto. Com efeito, pelo que foi discutido no pardgrafo anterior,

temos que

S:CP@Q) = P Q)
g — S(g) = ug7
é uma aplicagdo continua, visto que é a restri¢io da aplicacio (—A) ™! : L?(Q) — L*(Q) ao
subespaco CP (Q). Por outro lado, sendo a imersdo i : C>#(Q) — CP(Q) compacta, segue
que a composi¢cao

ch@) S 2B @) L P Q)

€ uma aplicacdo compacta. Consequentemente, S = io S é compacta. UJ



Apéndice B

Regularidade das solucoes

B.1 Resultados de regularidade eliptica

Teorema B.1. (Rellich-Krondrachov, [22]) Se Q C RN é um dominio limitado de classe C'

entdo as seguintes imersoes sdo compactas:
(i) se 1 < p <N, entdo W'"P(Q) — LI(Q), para todo 1 < q < p*;
(ii) se p =N, entdo WP (Q) — L1(Q), para todo ¢ > 1;
(iii) se N > p, entdo WP (Q) — C%Y(Q), para todo 0 <y < 1—N/p.

Além disso, as imersoes de WO1 P (Q) nos espagos acima sdo sempre compactas, independen-
temente da regularidade de ).

Teorema B.2. (Imersdo dos espacos W*P(Q), [22]) Seja @ € RN um aberto limitado de
classe Cl, ke Nel < p<oo Entdo,

N
(i) Se kp <N, Wk’p(Q) — LY(Q), paratodo 1 < q < p

N—kp;
(ii) Se kp =N, W*P(Q) — LI(Q), para todo g > 1;
(iii) Se kp > N, WrP(Q) < C*11(Q), em que
4 ) q
N N N
[—}—Fl——, se — &7,

N
qualquer niimero pertencente a (0,1), se — € Z.
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Teorema B.3. (Agmon, Douglis, Nirenberg, [22]) Suponha que Q C RN é um dominio e
ueH)(Q) = Wol’z(Q) é solugdo fraca de

—Au=g emQ,
u=0 em dQ.

Se Q é de classe C%, com fronteira S limitada, e g € LP (Q), para algum 1 < p < oo, entdo
u € WHP(Q) e existe uma constante C = C(Q, p) > 0 tal que

||”||W2-ﬂ(£z) < Clglp-

Teorema B.4. Seja g : Q x R — R satisfazendo |g(x,s)| < c1 +c|s|P~}, onde 1 < p < 2*
e c1,cp > 0 € R sdo constantes. Se Q C RN ¢ um dominio limitado de classe C* e u €
H}(Q) = WO1 2(Q) ¢ solugdo fraca de

—Au=g(x,u) emQ
u=>0 em 0Q,

entdou € CH*(Q), 0< ov < 1—N/p.

A demonstracdo do teorema acima € feita com base em um argumento conhecido como
"bootstrap”, e pode ser encontrada na referéncia [22], Teorema 5.17. Vale observar que a
hipétese de crescimento subcritico, descrita no Teorema 5.17, € suficiente para garantir que
u € CH*(Q). Se supormos ainda que g € C"(Q), 0 < y < 1, podemos garantir, através do
Teorema de Schauder, que u € C*>%*(Q).

Baseados neste ultimo teorema, podemos usar a hipétese (2.2) para concluir que as

solugdes do problema (P, ) pertencem ao espago C ! Q).

Teorema B.5S. Se f satisfaz a condicdo (2.2), isto é,

im L)

js]—+eo [5]972s

Y

as solugcoes do problema

(Pp)
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séo de classe C'(Q).

Demonstragdo. De fato, por (2.2), dado € > 0 existe so > 0 tal que
&)< (e+DlslP

sempre que |s| > so > 0. E da continuidade de f em [—so, o] podemos encontrar C > 0
tal que |f(s)| < C, para todo |s| < so. Logo, fixando € > 0, vemos que existem constantes

C,D > 0 tais que
|f(s)] <C+DJs|P~!, para todo s € R.
Sendo h(x,s) = As+ W (x)f(s), podemos utilizar o fato de que W € CP(Q) para obter
[, 5)| < Als|+ W ol £(5)] < C1+Als| + Dy

Se |s| < 1, entdo h(x,s) < (C; +A) -+ Dy|s|P~!. Caso contrario, tem-se |s| > 1, donde
|s| < |s|P~! e portanto |A(x,s)| < C) + (A1 4+ Dy)|s|P~!. Tomando € > 0 como sendo o

maximo dentre todas as constantes envolvidas no processo, obtemos
[A(x,s)| < C(1+s]”~") (CS)

o que, de acordo com o Teorema B.4, garante que as solu¢des do problema (P)) estdo em
C'%(Q),0 < a < 1—N/p. Em particular, u € C'(Q). O

Observacao 6. Note que durante a argumentagdo obtivemos - embora tenhamos omitido este
fato - algumas contantes que dependiam do € > 0 fixado previamente e também da escolha
de A. Sendo assim, para cada A > 0, pode-se mostrar que a fun¢do h(x,s) tem crescimento

subcritico, desde que o € > 0 esteja fixado.
Um outro resultado de extrema utilidade para nds € o seguinte:

Teorema B.6. Se f satisfaz (2.2)e u € H(% (Q) é uma solugcdo ndo-negativa e ndo-trivial do

problema (P)), A >0, entdou>0em Qe % < 0em Q.

Demonstragdo. Sejau € Hy(Q) NW*P(Q), p > N, uma solugio nio-negativa e nio-trivial
do problema (Py ), A > 0 e considere a fungdo g(x,s) := As+W(x)f(s) +Ks,em que K > 0

é uma constante. A fungdo continua W (x) f'(s) assume um minimo no compacto Q x [0, |u/),
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digamos m. Assim, podemos escolher K > 0 de modo que
gs(x,8) =A+W(x)f(s)+K >m+K > 0.

Em outras palavras, podemos escolher K > 0 de tal modo que, no compacto Q x [0, /], a
fungdo g(x,s) se torne crescente em s. Como g(x,0) = 0, segue que, em Q x [0, |u/o.], temos
g(x,s) > 0. Consequentemente, tem-se —Au + Ku = g(x,u) = Au+ W (x)f(u) + Ku > 0,
g.t.p em Q. Considerando entdo o operador L = —A + K, podemos usar o Principio do

Miéximo (cf. Teorema 1.7) e o Lema da fronteira de Hopf (cf. Teorema 1.8) para concluir
du

an

que u > 0em Q e que < 0 em dQ, como queriamos. [



Apéndice C
Analise Funcional e Teoria da Medida

Sejam (X, || - ||x) e (Y,]| - |ly) espagos de Banach reais.

C.1 Alguns Resultados Classicos

Defini¢ao C.1 ([21]). Dizemos que uma sequéncia (u;) C X converge para u € X, e escreve-

mos uy — u, se

li — =0.
Jim i~

Definicao C.2 ([21]). Dizemos que uma sequéncia (u;) C X converge fracamente au € X, e

escrevemos uy — u, se

() =5 y(u)

para todo funcional linear limitado v € X'.

A notacdo X ! representa o dual do espago de Banach X, isto €,
X'={y:X — R | yélinear e continuo}.

Definicao C.3 ( [21]). Um operador linear limitado K : X — Y chama-se compacto se, para
cada sequéncia limitada (u) C X, a sequéncia (Kuy) é pré-compacta em Y, isto é, existe

uma subsequéncia (u;) tal que (Kuy;) converge emY .

Uma propriedade interessante dos operadores compactos é dada pelo teorema a seguir:
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Teorema C.1. ([10]) Sejam E e F espagos normados e T € L(E,F) um operador compacto.

(a) Se T é compacto, entdo vale a implicacdo

xp—xemE = T(x,) = T(x) emF. (C.1)

(b) Se E é reflexivo, entdo T é compacto se, e somente, se vale (C.1).

De fato o teorema acima € muito util no contexto de métodos variacionais, pois ao mostrar
que uma sequéncia (u,) converge fracamente a u € HO1 (Q), a combinagdo deste resultado
com o Teorema B.1 nos garante que u, — u fortemente em L”(Q), para todo p € [1,27),
intervalo esse onde se ganha a compacidade da aplicacdo i : H}(Q) < LP(Q), a qual é
chamada comumente na literatura de imersao.

O resultado que enunciamos a seguir € realmente til em muitos contextos. Sua prova

pode ser encontrada na referéncia [11], Corolario 4.24.

Teorema C.2 (Lema Fundamental do Célculo das Variagdes, [11]). Seja Q C RN um aberto
euclL), . (Q) tal que

/ up =0, ¥V ¢ € C3(Q).
Q
Entdou =0, g.t.p. em Q.

Demonstragcdo. Para uma prova deste resultado, veja Corolério 4.24 de [11]. [

Teorema C.3 (Projecao Ortogonal, [10]). Seja E um espagco com produto interno e M C E
um subespaco completo. Entdo E = M &M L,

O Teorema a seguir fornece, para a classe dos operadores compactos, um resultado

andlogo ao que ocorre em dimensao finita.

Teorema C.4 (Alternativa de Fredholm, [11]). Seja K : X — X um operador compacto.

Entdo,
(i) N[I — K] tem dimensdo finita,
(ii) R[I — K] é fechado,
(i) R[I—K]=N[I—K*]*,

(iv) NI —K] = {0} < R[I—-K]=X,
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(v) dimN[I — K] =dimN[l — K*],
em que K* é o operador adjunto de K e I : X — X o operador identidade.

Teorema C.5. ([11]) Suponha que X é um espaco de Banach reflexivo e seja (x,) uma
sequéncia limitada em X. Entdo existe uma subsequéncia (xp,) que converge na topologia
fraca o(X,X").

C.2 Aplicacoes Fréchet e Gateaux-diferenciaveis

Seja U um subconjunto aberto de X e F' : U — Y uma aplicacao.

Definicao C.4. ([6]) Seja u € U. Dizemos que F é Fréchet-diferencidvel em u, se existe
F € L(X,Y) tal que, definindo

R(h) =F(u+h)—F(u) —A(h), (C.2)
.. R(h)
tem-se R(h) = o(||h||x), isto é, th — 0, quando ||h||x — O.
X

A aplicag@o A é chamada diferencial de Fréchetde F emu € U.
Para espagos de Banach em geral, existe um conceito andlogo ao de Derivada Direcional

visto nos cursos de Andlise no R .

Definicao C.5. ([6]) Seja F : U — Y e u € U. Dizemos que F é Gateaux-diferencidvel em u,
se existe B € L(X,Y) tal que, para todo h € X, tem-se

i Flutth) —F(u)

t—0 t

— Bh. (C.3)

A aplicagdo B € chamada a diferencial de Gateaux de F emu € U.

Pode-se mostrar que A e B sdo unicamente determinadas. Dessa forma, iremos escrever
A = F'(u) e B= F/;(u), para nos referir as diferenciais de Fréchet e Gateaux de F em u € U,
respectivamente.

Quando F € Fréchet-diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos simplesmente que
F ¢ Fréchet-diferencidvel. Analogamente, se F' € Gateaux-diferencidvel em todos os pontos
de U, diz-se que F ¢ Gateaux-diferencidvel. Quando isso ocorre, podemos considerar as

aplicacoes

F,:U—=L(X,)Y) e F':U—L(X,Y),
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que associam cada elemento u € U aos elementos F{;(u) e F'(u). As aplicagdes F(; e F’ sdo
denominadas derivada de Gateaux e de Fréchet de F, respectivamente.

Evidentemente, se F é Fréchet-diferenciavel, entdo F' € Gateaux-Diferenciavel. A reci-
proca nem sempre é verdadeira, mas com a hipétese de que F; é continua, vale o seguinte

resultado:

Teorema C.6. ([6]) Suponha que F : U — Y é uma aplicacdo Gdteaux diferencidvel em U,

e seja
F,:U— L(X,Y)

continua em u*. Entdo, F é Fréchet-diferencidvel em u* e F'(u*) = F/(u*).

Para o leitor interessado em um tratamento mais completo dos conceitos abordados nesta

secdo, recomendamos a referéncia [6].

C.3 Espacos L”(Q)

Teorema C.7 ([11]). Seja (fy) uma sequéncia em L? e seja f € L? tal que |fi — f| — 0,

quando k — +oo. Entdo existem uma subsequéncia (fy;) e uma fungdo h € L tais que
(i) fi;(x) = f(x) g.t.p em Q, quando j — +oo,
(ii) |fi;(x)| < h(x), para todo j €N, q.t.p em Q.

Teorema C.8 (Imerséo, [1]). Suponha que Q C RY é limitado e que 1 < p < g < oo, Se
u € Ll entdou € L? e existe C = C(Q,p,q) > 0 tal que

|”|p SCMQ'

Consequentemente, a imersdo L1 — LP é continua.

C.4 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema C.9 ([11]). Sejam Q C R" e (fi) uma sequéncia de funcdes em L' satisfazendo:

(i) fix) = f(x), g.L.p. em Q;
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(ii) existe uma funcdo g € L'(Q) tal que para todo k € N, tem-se | f(x)| < g(x), g.t.p. em
Q.

Entdo, f € L'(Q) e | fi — f|, — 0, quando k — +oo.

C.5 Desigualdades de Holder e Young

Notacdo: Seja 1 < p < oo. Denotamos por p’ o expoente conjugado de p, isto €, o nimero

real p’ satisfazendo — + — = 1. Quando p = 1, tomamos p = oo
P P

Teorema C.10 (Desigualdade de Holder, [11]). Suponha que f € LP e g € LP "com 1< p< oo,
Entdo fge L' e

/\fg! <|flplelq-

Teorema C.11 (Desigualdade de Holder generalizada, [11]). Suponha que f1, f>,--- , f, sd@o

funcoes tais que

1 1 1 1
fielPi1<i<n,com—=—+—4---+—<1.
P P p2 Pk

Entdo, o produto f = f1f>---fu €LP e

|f|p < ’fl|p1|f2|pz"'|fn|pn-

Teorema C.12 (Desigualdade de Young com &, [21]). Sejam a,b, € niimeros reais positivos.
Entdo, ab < ga” -l—C(s)bp,, para C(€) = (Ep)_p,/p(p’)_l.
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