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‘A fé é querer ignorar tudo aquilo que é verdade.”

—FE W. NIETZSCHE



Resumo

A descricao métrica do campo gravitacional ndo permite a definicdo de uma
densidade de energia gravitacional tensorial. Uma defini¢cao surge no Teleparalelismo
Equivalente a Relatividade Geral, que utiliza tétradas ao invés do tensor métrico para
a descricdo do campo gravitacional. Consideramos tétradas como sistemas de refe-
réncia locais adaptados a observadores que se movem ao longo de trajetérias do tipo
tempo arbitrdrias no espaco-tempo. As tétradas podem ser caracterizadas por um ten-
sor de aceleracdo inercial anti-simétrico, cujas componentes sdo identificadas com as
aceleracoes inerciais (translacional e rotacional) do sistema de referéncia. Esse ten-
sor estd relacionado as quantidades de campo gravitoeletromagnéticas. Por meio de
uma transformacao de Lorentz local podemos transformar tétradas arbitrarias em té-
tradas que sofrem o transporte de Fermi-Walker, as quais definem um padrdo de nao
rotagdo para observadores acelerados. Aqui construimos tétradas adaptadas a obser-
vadores em queda livre no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, em orbita circular
no espago-tempo de Schwarzschild e estatico no espaco-tempo de Kerr. Em todos os
casos calculamos as aceleragdes inerciais dos sistemas de referéncia locais e a energia
gravitacional do espaco-tempo em relagdo aos referenciais em questao. A partir da té-
trada adaptada a um observador estatico no espaco-tempo de Kerr construimos um

sistema de referéncia de Fermi-Walker e obtemos suas aceleracoes inerciais.

Palavras-chave: Sistemas de referéncia, tétradas, teleparalelismo, tensor de acelera-

cdo, energia gravitacional, observadores no espago-tempo, transporte de Fermi-Walker.



Abstract

The metrical description of the gravitational field does not allow the defini-
tion of a tensorial gravitational energy density. A definition appears in the Teleparallel
Equivalent of General Relativity, which makes use of tetrads instead of the metric ten-
sor for the description of the gravitational field. We consider tetrads as local reference
frames adapted to observers that move along arbitrary timelike trajectories in space-
time. The tetrad field may be characterized by an antisymmetric acceleration tensor,
whose components are identified as the inertial accelerations (translational and rota-
tional) of the reference frame. This tensor is related to gravitoelectromagnetic field
quantities. By means of a local Lorentz transformation we can transform arbitrary
tetrads into Fermi-Walker transported tetrads, which define a standard of non-rotation
for accelerated observers. Here we construct tetrads adapted to observers in free fall
in the Reissner-Nordstrom spacetime, in circular orbit in the Schwarzschild spacetime
and static in the Kerr spacetime. In all these cases we calculate the inercial accelera-
tions of the local frames and the gravitational energy of the spacetime as measured in
such frames. Out of the tetrad adapted to a static observer in the Kerr spacetime we

construct the Fermi-Walker transported frame and calculate its inercial accelerations.

Keywords: Reference frames, tetrads, teleparallelism, acceleration tensor, gravita-

tional energy, observers in spacetime, Fermi-Walker transport.
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Introducao

Sistemas de referéncia sao de vital importancia para o estudo dos fend6menos
fisicos. Um sistema de referéncia é composto por um conjunto de eixos coordenados
e um relégio fixo aos eixos. Dessa forma, um observador pode medir a posicao relativa
e o instante em que um evento ocorre. A teoria newtoniana postula a existéncia de sis-
temas de referéncia privilegiados, ou seja, aqueles em relacdo aos quais uma particula
que ndo sofre a acao de uma forca permanece em repouso ou se movimenta em linha
reta com velocidade constante. Esses sistemas de referéncia sdao chamados de inerci-
ais e, segundo a teoria newtoniana, eles sdo equivalentes para o estudo de fenomenos
fisicos, isto é, se um observador inercial realizar um experimento e chegar a uma con-
clusdo, entdo, todos os outros observadores inerciais que realizarem o mesmo experi-
mento chegardo a mesma conclusdo. Esse postulado continua sendo vélido na teoria
da Relatividade Especial de Einstein.

Uma grande quantidade de sistemas de referéncia experimenta forgas iner-
ciais e, portanto, constituem sistemas de referéncia ndo-inerciais. Um experimento
realizado num sistema de referéncia nao-inercial nao ird gerar um resultado igual ou
equivalente ao obtido num sistema de referéncia inercial. Um sistema de referéncia
ndo-inercial no espaco vazio pode ser relacionado com um espago-tempo plano cuja
geometria € descrita pelo tensor métrico gy .

Segundo o principio da equivaléncia de Einstein um sistema de referéncia
com aceleracdo uniforme no espaco vazio é equivalente a um sistema de referéncia em
repouso na presenca de um campo gravitacional homogéneo e uniforme. Com base
nesse principio Einstein desenvolveu a sua teoria da gravitagdo, chamada de teoria
da Relatividade Geral. Nela Einstein descreve o campo gravitacional através do tensor
métrico g,y e obtém, a partir deste, que também determina as propriedades geométri-

cas do espago-tempo, as equacdes que descrevem a dinamica do campo gravitacional,
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chamadas de equacdes de Einstein.

Uma vez que o estudo do campo gravitacional confunde-se com o estudo da
dinamica do préprio espago-tempo, os conceitos de energia, momento e momento an-
gular do campo gravitacional adquirem um cardter ndo trivial. A formulagdo métrica
da teoria da Relatividade Geral permite apenas a definicio de pseudo-tensores de
energia-momento para a descricao da energia e do momento gravitacional. Porém,
para podermos chegar a uma energia gravitacional bem definida precisamos de uma
densidade de energia-momento que se transforme como um tensor sob transforma-
coes de coordenadas. Uma expressao para uma densidade de energia-momento gra-
vitacional tensorial surge naturalmente no formalismo hamiltoniano de uma formu-
lacdo geométrica alternativa a Relatividade Geral, chamada de Teleparalelismo Equi-
valente a Relatividade Geral - TERG. Nessa formulacdo o campo gravitacional é descri-
to por tétradas autoparalelas ao invés do tensor métrico.

As tétradas sao interpretadas como sistemas de referéncia locais adaptados a
observadores ideais no espa¢o-tempo. Duas tétradas que sdo relacionadas por uma
transformacao de Lorentz local e que resultam nas mesmas propriedades métricas do
espaco-tempo, representam sistemas de referéncia locais que sao caracterizados por
aceleracoes inerciais diferentes. As acelera¢des inerciais sdo descritas por um tensor
anti-simétrico que é independente das coordenadas. Esse tensor pode ser decomposto
em aceleragoes translacional e rotacional. Considerando a aproximacao de campo
fraco, vemos que existe uma relacdo entre as aceleracoes translacional e rotacional
do sistema de referéncia local com os campos gravitoelétricos e gravitomagnéticos,
respectivamente.

Observadores que seguem trajetérias do tipo tempo arbitrdrias no espaco-
tempo irdo carregar com eles tétradas, tal que a componente do tipo tempo € a qua-
drivelocidade do observador e é sempre tangente a trajetéria C, e as trés componentes
espaciais sdo normais a linha mundo do observador. A trajetéria C em geral ndo é a
geodésica. Nesse caso, o transporte de vetores ao longo de C que leva vetores tangentes
em vetores tangentes € realizado pelo transporte de Fermi-Walker, que é a melhor
aproximacao de um sistema de referéncia nao girante no sentido da mecéanica new-

toniana. Ele é fisicamente realizado por um sistema de giroscépios.
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Sistemas de referéncia de Fermi-Walker sdo importantes em vérias investi-
gacoes. Um sistema de referéncia que tem aceleracdo linear e rotacional pode ser
descrito pelo sistema de referéncia de Frenet-Serret. A aceleracao rotacional relativa
de um sistema de referéncia de Frenet-Serret em relacdo a um sistema de referéncia de
Fermi-Walker caracteriza fendmenos importantes, como a precessdo de um girosc6pio
[1]. Sistemas de referéncia nao-inerciais no espaco-tempo plano que sofrem o trans-
porte de Fermi-Walker sao tteis, por exemplo, na andlise dos efeitos inerciais numa
particula de Dirac [2]. Além disso, sistemas de referéncia de Fermi-Walker tém sido
usados [3] no estudo da precessdo geodética e de Lense-Thirring, e na andlise de de-
tectores ressonantes de ondas gravitacionais.

No capitulo 1 fazemos uma anélise de sistemas de referéncia no espaco-tempo.
Nas sec¢oes iniciais desse capitulo realizamos uma descricao de sistemas de referéncia
na Relatividade Especial e na Relatividade Geral. Na ultima se¢do partimos da inter-
pretacao das tétradas como sistemas de referéncia locais adaptados a observadores no
espaco-tempo, e definimos o tensor de aceleracdo inercial. Esse tensor determina as
forcas inerciais que atuam no sistema de referéncia local e, portanto, pode ser tomado
para caracteriza-lo.

No capitulo 2 descrevemos o Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral.
Primeiro, desenvolvemos a formulacao lagrangiana do TERG e, por meio desta, chega-
mos as equacoes do campo gravitacional equivalentes as equacoes de Einstein. Logo
apos, apresentamos a formulag¢do hamiltoniana do TERG e, a partir dos vinculos desta,
definimos o quadrivetor energia-momento gravitacional e o quadrimomento angular
gravitacional. Finalmente, partimos das equac¢des do campo gravitacional obtidas no
formalismo lagrangiano do TERG e desenvolvemos a equacao de continuidade para a
energia e o momento gravitacional. A partir dessa equacdo chegamos a expressao do
fluxo de energia-momento gravitacional.

No capitulo 3 consideramos observadores no espago-tempo de Minkowski e
construimos sistemas de referéncia locais adaptados a eles. Em seguida, calculamos
as aceleracoes inerciais desses sistemas de referéncia. Realizamos os mesmos proce-
dimentos para observadores em queda livre no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom,

em Orbita circular no espago-tempo de Schwarzschild e estatico no espaco-tempo de
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Kerr. Nesses casos, além das aceleracoes inerciais calculamos a energia gravitacional
do espago-tempo.

No capitulo 4 apresentamos as equacoes de Frenet-Serret e a definicdo do
transporte de Fermi-Walker. Mostramos que a anulacdo de certas componentes do
tensor de aceleracao inercial implica que o sistema de referéncia local sofre o trans-
porte de Fermi-Walker. A anulacao dessas componentes € feita por meio de uma trans-
formacao de Lorentz local. Achamos a equacao que os coeficientes da transformacao
de Lorentz local devem satisfazer para obtermos o sistema de referéncia de Fermi-
Walker. Por fim, fazemos uma aplicacao dos resultados obtidos para a determinacgdo

de sistemas de referéncia de Fermi-Walker no espaco-tempo de Kerr.



CapriTuLO 1

Sistemas de Referéncia no Espaco-Tempo

1.1 Sistemas de Referéncia Inerciais na Relatividade Especial

Uma das principais areas da fisica é a mecanica, que consiste no estudo do
movimento de corpos materiais. O movimento mais simples de ser descrito é o de
uma particula, isto é, um corpo cujo tamanho e estrutura interna sao despreziveis para
o problema em questdo. Para termos uma descri¢cdo completa do movimento de uma
particula, devemos especificar como a particula muda sua posi¢cao no espaco com re-
lacao ao tempo.

Nao podemos determinar a posi¢do absoluta de uma particula no espago, mas
apenas sua posicao relativa a um corpo rigido. Para localizarmos uma particula no
espaco podemos utilizar como corpo rigido de referéncia trés eixos mutuamente or-
togonais, chamados de eixos cartesianos. Nesse caso, a posicao relativa da particula
pode ser determinada pelas coordenadas cartesianas (x,y,z) medidas por uma régua
em repouso em relacdo aos eixos cartesianos, sendo a origem das coordenadas o ponto
onde os eixos se intersectam (Fig 1.1). Em adicao, podemos medir o tempo ¢ com um
rel6gio fixo nos eixos cartesianos. Nos referimos aos eixos cartesianos com o relégio
fixo neles como sistema de referéncia.

Existem infinitas escolhas de sistemas de referéncia, que podem estar se mo-
vendo uniformemente, acelerando, girando uns em relacdo aos outros, ou uma combi-
nacao dos trés. Nem todos esses sistemas de referéncia sdo equivalentes para expressar
as leis da fisica. Porém, a fisica newtoniana define uma familia privilegiada de sistemas
de referéncia, chamados de sistemas de referéncia inerciais, em relagdo aos quais uma
particula que se move livremente na auséncia de forcas externas permanece em re-
pouso ou procede numa linha reta com velocidade constante. Se encontrarmos um

sistema de referéncia inercial, entdo todos os sitemas de referéncia que se moverem



1.1 SISTEMAS DE REFERENCIA INERCIAIS NA RELATIVIDADE ESPECIAL 6

uniformemente em relacao a este também serdo inerciais.

z
A

Y

>y

Figura 1.1 Coordenadas cartesianas (xp, yp,zp) de uma particula P.

As leis da mecanica newtoniana adquirem suas formas padrdao e mais sim-
ples em sistemas de referéncia inerciais. Se uma particula livre estiver se movendo
em relacao a um sistema de referéncia inercial, entdo as suas coordenadas cartesianas
naquele sistema de referéncia variam no tempo (x(z),y(¢),z(¢)). Explicitamente, o
movimento da particula livre é dado por

d’x a’y d’z 0
a2~ d2 " dr?
Essas equacoes formam a expressdo da primeira lei de Newton.

A possibilidade de descrever as leis da fisica em diferentes sistemas de refe-
réncia nos leva a estabelecer como as coordenadas de um evento ! se transformam
quando mudamos de sistema de referéncia. Na fisica newtoniana, a transformacao
das coordenadas (¢,x,y,z)=(t,X) de um evento num sistema de referéncia inercial
K para as coordenadas (t’,x’,y’,z")=(t’,x”) do mesmo evento num outro sistema de

referéncia inercial K’ é definida por

¥ =Rx+vt+d,
(1.1)
t'=t+T,

onde 7/, d e T sdo quaisquer constantes reais, e R é qualquer matriz ortogonal real. O

sistema de referéncia K’ vé o sistema de eixos coordenados de K rodados por R, se

1Um evento € algo que ocorre numa regido infinitesimal do espago durante um curto periodo de

tempo. Idealmente, um evento é um ponto no espago e um instante no tempo.
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movendo com velocidade 7, deslocados por d no tempo ¢ =0, e o relégio de K cor-
rendo com uma diferenca de tempo 7 em relacao ao seu préprio relégio. As transfor-
macoes (1.1) sdo chamadas de transformacoes de Galileu.

Além da primeira lei de Newton, as outras duas leis de movimento de New-
ton também sdo idénticas em todos os sistemas de referéncia inerciais, ou seja, as
equacoes que descrevem a mecanica newtoniana sdo invariantes sob transformacoes
de Galileu. Essa invariancia é chamada de principio da relatividade de Galileu.

Em 1905 Einstein postulou que as leis da eletrodinamica de Maxwell deveriam
ser as mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais. Contudo, as equacoes de
Maxwell predizem que a velocidade da luz no vacuo é uma constante universal ¢, mas
se isso é verdade num sistema de referéncia inercial K, entdo, ndao é verdade num sis-
tema de referéncia inercial K’ definido pelas transformagdes de Galileu. Portanto, o
postulado de Einstein implica no abandono das transformacgdes de Galileu, e junta-
mente com elas, o pressuposto sobre a natureza do espaco e tempo que dé suporte a
elas.

Na fisica newtoniana o tempo é considerado uma quantidade absoluta, ou
seja, € igual para todos os sistemas de referéncia. Porém, considerar que a velocidade
daluz é amesma em todos os sistemas de referéncia nos leva a conclusao que o tempo
ndo é absoluto. O tempo decorre diferentemente em diferentes sistemas de referéncia.
Conseqlientemente, o intervalo de tempo decorrido entre dois eventos varia de acordo
com o sistema de referéncia utilizado para medi-lo. Em particular, eventos que sao
simultaneos num sistema de referéncia ndo serdo simultaneos em outros sistemas de
referéncia.

Os eventos que sdao simultaneos num sistema de referéncia sao caracterizados
pela mesma coordenada temporal ¢ nesse sistema. Uma forma de medir a coordenada
temporal de um evento num dado sistema de referéncia consiste em distribuir pelo
espaco uma colecdo de relégios em repouso em relacdo ao sistema de referéncia. Esses
rel6gios devem ser idénticos ao rel6gio fixo nos eixos cartesianos do sistema de refe-
réncia.

A sincronizacdo dos relégios pode ser feita usando sinais de luz. Entao, uma

vez que todos os relogios estejam sincronizados, a coordenada temporal de um evento
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é dada pela leitura do relégio localizado na posi¢dao onde o evento ocorreu. Devido
a relatividade da nocao de simultaneidade, esse método de medicdo s6 é apropriado
para o sistema de referéncia em relacao ao qual os rel6gios estao em repouso. Portanto,
cada sistema de referéncia tem sua prépria maneira de determinar a coordenada tem-
poral de um evento. Assim, um evento definido pelas coordenadas (¢, x,y,z) num sis-
tema de referéncia inercial, vai ser definido por diferentes coordenadas (¢/,x’,y’,z’) em
outro sistema de referéncia inercial.

A nocdo de simultaneidade esta diretamente relacionada com a definicao da
distancia espacial entre dois eventos. Quando nos referimos a distancia espacial entre
dois eventos, imaginamos que a medida da posicao desses eventos é feita simultanea-
mente, mas como o conceito de simultaneidade é relativo, entdo devemos esperar que
o conceito de distancia espacial também seja relativo.

Como mencionamos anteriormente, na fisica newtoniana, o intervalo de tem-
po At entre dois eventos é absoluto. Além disso, a distancia espacial entre dois eventos
simultaneos

12 =(x1—x2)* + (31 —y2)* + (21— 22), (1.2)

também é a mesma para todos os sistemas de referéncia. Porém, quando conside-
ramos o cardter absoluto da velocidade da luz, tanto At quanto a distancia espacial
(1.2) se tornam diferentes em diferentes sistemas de referéncia. Contudo, existe uma
quantidade que permanece a mesma em todos os sistemas de referéncia inerciais, que
é o intervalo entre dois eventos, cuja estrutura se assemelha a uma distancia espacial,
mas inclui as coordenadas temporais do par de eventos. O intervalo entre dois eventos
separados infinitesimalmente, com coordenadas (¢,x,y,z) e (t +dt,x+dx,y+dy,z+

d z) num sistema de referéncia inercial, ¢ dado por
dszz—czdt2+dx2+dy2+dz2. (1.3)

O comportamento de distancias e tempos é tudo que precisamos para cons-
truir as transformacoes entre sistemas de referéncia. As transformacoes de Galileu
(1.1) sao obtidas considerando que o tempo e a distancia espacial (1.2) sdo iguais em
todos os sistemas de referéncia inerciais. No entanto, se ao invés do tempo e da dis-

tancia espacial (1.2), requerermos que o intervalo (1.3) seja igual em todos os sistemas
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de referéncia inerciais, obtemos novas transformagdes que conectam esses sistemas
de referéncia, chamadas de transformacodes de Lorentz.

Antes de descrevermos as transformacoes de Lorentz é conveniente intro-
duzirmos o conceito de um espaco quadridimensional, chamado de espaco-tempo,
cujos eixos sdo rotulados por trés coordenadas espaciais e pela coordenada temporal.
Para que todos os eixos tenham a mesma dimensdo é conveniente usarmos a Coor-
denada temporal vezes ¢ ao invés de s6 a coordenada temporal como um dos eixos.
Como s6 temos duas dimensdes num pedaco de papel, s6é podemos desenhar dois ou
no maximo trés desses eixos.

A utilizagdo do espacgo-tempo é conveniente, mas seu significado ndo pode
ser mal entendido, como se ndo existisse distin¢do entre espaco e tempo. Distancias
devem ser medidas com uma régua e intervalos de tempo com um relégio, pois sao
conceitos fisicos relacionados, porém diferentes.

As coordenadas espaciais e temporal de um evento num dado sistema de re-
feréncia nos permite representar o evento como um ponto no espago-tempo. O movi-
mento de uma particula é uma sucessao de eventos que forma uma linha no espago-
tempo, chamada de linha mundo. Os pontos dessa linha determinam a posicao rela-
tiva da particula em cada instante de tempo.

A forma do intervalo (1.3) nos permite interpreta-lo como a distancia entre
dois pontos num espacgo-tempo cujos eixos sdo rotulados pelas coordenadas carte-
sianas (ct,x,y,z). Esse espaco-tempo, chamado de espago-tempo de Minkowski, cor-
responde a um sistema de referéncia inercial. A geometria do espaco-tempo de Min-
kowski definida por (1.3) ndo é uma geometria euclidiana quadridimensional (devido
ao sinal negativo de c?d t?), mas é plana num sentido que deixaremos claro somente
nasecdo 1.3.

O intervalo entre dois pontos no espa¢o-tempo de Minkowski pode ser posi-
tivo, negativo ou zero. Quando ds? é positivo dizemos que os pontos tém uma sepa-

racao do tipo espaco. Esse é o caso, por exemplo, de dois eventos em posicoes diferen-

tes (dl = \/dx2+dy2+dz2 #0) mas no mesmo tempo (d ¢ =0). Quando ds? é nega-
tivo dizemos que os pontos tém uma separacao do tipo tempo. Por exemplo, quando

dois eventos estdo na mesma posicao (d! =0) mas em tempos diferentes (dt #0). E
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quando d s? =0 dizemos que os pontos tém uma separacdo do tipo nula ou do tipo luz.
Por exemplo, quando d!/dt =c.

Pontos com uma separac¢ao do tipo luz podem ser conectados por raios de luz
que se movem com velocidade c¢. Um raio de luz se movendo em relacdo a um sistema
de referéncia inercial é representado por uma linha mundo reta formando um angulo
de 45° com os eixos do espago-tempo de Minkowski.

As linhas mundo de raios de luz passando através de um ponto P no espaco-
tempo de Minkowski formam um cone, chamado de cone de luz. Os pontos que tém
uma separacao do tipo espaco de P estdo fora do cone de luz. Pontos que tém uma
separacao do tipo luz de P estdo na superficie do cone de luz. E pontos que tém uma
separacao do tipo tempo de P estdo dentro do cone de luz. Como nenhuma particula
material pode alcancar a velocidade da luz, entdo sua linha mundo estd dentro do cone
de luz em cada um dos seus pontos (Fig 1.2). Esse tipo de linha mundo é chamada de

linha mundo do tipo tempo.

>y

Figura 1.2 Linha mundo de uma particula material no espaco-tempo de Minkowski.

Numa forma mais compacta, as coordenadas cartesianas (ct,x,y,z) do espaco-
tempo de Minkowski sdao denotadas por x#, onde o indice u, assim como todos os

indices gregos que aparecerem nessa tese, variade 0 a 3, e

N=ct, xl=x, x2:y, =z
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Nessa notacao podemos escrever o intervalo (1.3) como
dszznwdx“dx", (1.4)

onde n)y, € chamada de métrica de Minkowski e é dada por

(—1000\

0 1 00O
Nuv = ) (1.5)
0 010
k 0 0O 1]

e adotamos a convencao de Einstein, onde indices superiores (contravariantes) e infe-
riores (covariantes) repetidos indicam soma.

Usando o conceito de espaco-tempo podemos representar as transformacoes
de Lorentz das coordenadas (¢, x,y,z) de um evento num sistema de referéncia inercial
K para as coordenadas (¢/,x’,y’,z’) do mesmo evento em outro sistema de referéncia
inercial K/, como as transformacd6es das coordenadas cartesianas xB=(ct,x, ¥, Z)para

as coordenadas cartesianas x¢ =(ct’,x’, y’,z’), tal que [4]
xa/:Aa/ﬂxﬂ—l—a“, (1.6)
onde A¥ p s@0 constantes, restritas pelas condi¢oes
Aa/uAﬁ/v Ne'p" = Nuv, (1.7)

onde 1,y =1, € a métrica de Minkowski (1.5).

O conjunto de todas as transformacdes de Lorentz da forma (1.6) tal que A% B
satisfaz as condicoes (1.7) é chamado de grupo de Lorentz ndao homogéneo, ou grupo
de Poincaré. O subconjunto sem as translagdes espaco-temporais, isto é, tal que a*=0,
é chamado de grupo de Lorentzhomogéneo. Ambos os grupos tém subgrupos, chama-

dos de grupos préprios, definidos ao impormos a A% p as condicoes adicionais
A% >1;  detA=+1.

As transformacoes de Lorentz homogéneas proprias incluem rotagoes espaci-
ais e mudancas de velocidade, ou boosts, entre os sistemas de referéncia inerciais. As

rotagdes espaciais sao definidas por

Al/]:Rl/], Aolozl’ Al/O:AO/lzo’
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onde R” j € uma matriz ortogonal unimodular e os indices i’ e j, assim como todos
os indices latinos do meio do alfabeto que aparecerem daqui em diante, sdao indices
espaciais que variam de 1 a 3. Para definirmos os boosts vamos supor que o sistema de
referéncia K vé o sistema de referéncia K’ se movendo com velocidade v. Nesse caso,

temos
(r—1
Bz’

Ai,j:5i/j+ﬁi/ﬁj AOIOI’Y, Ai/oz‘)/ﬁi,

onde '
4 1
pr="r r=(1-p7)"
Qualquer outra transformacao de Lorentz homogénea prépria pode ser expressa como
um produto de um boost com uma rotacao.

As transformacoes de Lorentz tém conseqiiéncias cinemadticas para objetos
materiais em movimento a uma velocidade v < c¢. Uma dessas conseqiiéncias € a
contracao do comprimento do objeto na direcao do seu movimento. Uma régua de
comprimento [y em repouso num sistema de referéncia inercial tem comprimento
I =y~1ly quando visto por um sistema de referéncia inercial se movendo com veloci-
dade v ao longo da direcao definida pela régua. Entdo, o comprimento da régua visto
pelo sistema de referéncia em relacdo ao qual ela estd se movendo € reduzido por um
fator y~!1. Esse resultado da teoria relativistica é conhecido como contragao de Lorentz.

Outra conseqiiéncia das transformacdes de Lorentz é a dilatacao do tempo de
rel6gios em movimento. Se um relégio em repouso num sistema de referéncia iner-
cial registra um intervalo de tempo Aty entre dois eventos, entdo ele ird registrar um
intervalo de tempo At =y Aty entre o mesmo par de eventos quando visto por um sis-
tema de referéncia inercial se movendo com velocidade v. Logo, o relégio vai mais
devagar por um fator y visto pelo sistema de referéncia em relacdo ao qual ele estd em
movimento. Esse fendmeno é chamado de dilatagao do tempo.

As equagoes de Maxwell sdo covariantes ? sob transformacoes de Lorentz, mas
as equagoes da mecanica newtoniana nao sao. Entao as leis de movimento de Newton
tiveram que ser alteradas para que estas se tornassem covariantes. Assim, uma nova

mecanica dos corpos foi construida, chamada de mecéanica relativistica. A eletrodi-

2Mantém a forma.
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namica de Maxwell e a mecanica relativistica satisfazem um novo principio da relativi-
dade, chamado de principio da relatividade especial, que afirma que todas as equagoes
que descrevem as leis da fisica devem ser covariantes sob transformacoes de Lorentz.

Para descrevermos a mecanica relativistica é necessdrio introduzirmos o con-
ceito de vetores no espa¢o-tempo, chamados de quadrivetores. Um quadrivetor V é
definido como um segmento de linha direcionado no espaco-tempo da mesma forma
que um vetor V pode ser definido como um segmento de linha direcionado no espaco
euclidiano tridimensional. Os quadrivetores podem ser multiplicados por escalares,
somados e subtraidos de acordo com as regras usuais para vetores. O “comprimento”
de um quadrivetor, ou norma, é o valor absoluto do intervalo entre suas extremidades.

O quadrivetor V, as regras de adicdo, multiplicacdo por escalar, e o célculo
da norma, sdao os mesmos em todos os sistemas de referéncia inerciais, ou seja, sao
invariantes sob transformacodes de Lorentz. Portanto, quando as leis da mecanica re-
lativistica sao formuladas em termos de quadrivetores, elas vao necessariamente ter
a mesma forma em todos os sistemas de referéncia inerciais, e suas predicoes serao
consistentes com o principio da relatividade especial.

Um quadrivetor V pode ser escrito como uma combinacao linear de quadrive-
tores unitdrios (ep,e;,ez,e3), chamados de quadrivetores de base, orientados ao longo

dos eixos do espacgo-tempo (Fig 1.3),
V="V"+V'e + Ver+ Vies = Vte,.

Os coeficientes V¥ =(V9, V1 V2 V3) sdo as componentes do quadrivetor V no espacgo-
tempo.
As componentes V¥ de um quadrivetor no espaco-tempo de Minkowski sob

uma transformacao de Lorentz se transformam de acordo com
/ /
VHE=A", VY,

Por simplicidade, esquecemos os quadrivetores de base e nos referimos a V# dire-
tamente como “quadrivetor V¥”. Mais precisamente, V# é chamado de quadrivetor
contravariante, para distingui-lo do quadrivetor covariante V}, cuja regra de transfor-

macao é
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O gradiente J /J x* é um quadrivetor covariante. Logo, a derivada de um quadrivetor

contravariante V¥ no espaco-tempo de Minkowski se transforma como

ovw
oxV’

ﬁava.
oxB

= AH/(ZAV/

Vérias quantidades fisicas ndo sdo escalares nem quadrivetores, mas objetos mais com-
plicados chamados de tensores. Um tensor contravariante de ordem »n no espago-
tempo de Minkowski é um objeto com 4" componentes T#V--P que sob uma transfor-

macao de Lorentz se transformam de acordo com

/7

TH vi..p

/

=AW oA g AP TOPT,

As condigoes (1.7) nos dizem que a métrica de Minkowski 1), € um tensor covariante

de ordem dois.

Figura 1.3 Representacdo de um quadrivetor V em termos das suas componentes V¥ no

espaco-tempo.

Agora que introduzimos a no¢ao de quadrivetores e tensores no espago-tempo
podemos utiliza-los para descrever o movimento de uma particula. Uma forma de
especificar a linha mundo de uma particula no espaco-tempo é descrever as coor-
denadas x# da particula como uma func¢do do tempo préprio 7, isto €, pelo tempo
medido por um rel6gio em repouso em relacdo a particula. O intervalo infinitesimal

de tempo préprio d7 medido por uma particula no espaco-tempo de Minkowski é
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definido por ds?=—c?d 2. Dessa forma, temos

—an/1-2 =241,
c? ¢z 7

dﬁL_:\/dtz_clxz+dy2—|—dz2 v2  dt

onde v = \/ dx*+dy?+dz?/dt é avelocidade da particula em relagdo a um sistema
de referéncia inercial.
O quadrivetor u cujas componentes u* sdo as derivadas de x#(7) ao longo da

linha mundo de uma particula,
_dx#

=— 1.
a7’ (1.8)

ut

é avelocidade quadridimensional, ou quadrivelocidade, da particula no espaco-tempo.
Em particular, as componentes da quadrivelocidade de uma particula no espaco-
tempo de Minkowski sdo

ut=(yc,yv). (1.9)

As componentes da quadrivelocidade de uma particula no espaco-tempo de
Minkowski ndo sdo independentes. Das relagoes (1.4) e ds?=—c?d 1?2, temos a nor-
malizacao

u-uznyvu“uvzu“uuz—cz. (1.10)

Entdo, u é sempre um quadrivetor do tipo tempo tangente a linha mundo da particula
no espaco-tempo de Minkowski.
Similarmente a definicao da quadrivelocidade, o quadrivetor a cujas compo-
nentes sao
_d*xt  dut

b = 1.11
“ dr? dr (1.11)

é a quadriaceleracdo da particula. Derivando a normalizacao (1.10) com relacao a 7,
vemos que ao longo da linha mundo da particula no espaco-tempo de Minkowski sua

quadriaceleracao é sempre perpendicular a sua quadrivelocidade,
U _
uya”=0.

A primeira lei de Newton ¢ vélida na mecanica relativistica, assim como na

mecanica newtoniana. Na auséncia de forgas, uma particula permanece em repouso
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ou se move numa linha reta com velocidade constante em relacao a um sistema de
referéncia inercial. Isso é resumido pela equacdo de movimento

d2xm
m
dr?

—0, (1.12)

onde x* sao as coordenadas cartesianas (cf,x,y,z) e a constante m é a massa da par-
ticula. Assim, para uma particula livre com coordenadas (¢,x,y,z) num sistema de
referéncia inercial temos uma linha mundo reta no espago-tempo de Minkowski.

A equacdo (1.12) leva naturalmente ao conceito relativistico de energia e mo-
mento. Se as componentes p# do quadrimomento p de uma particula sdo definidas
por

p*=mu", (1.13)

entdo, a equacao de movimento (1.12) pode ser escrita como

dp#
—=0.
art

Segue da definicao (1.13) e da normalizacao (1.10) que
p’=p-p=nuwpp’ =—m?c? (1.14)

Em vista das equacoes (1.9) e (1.13) as componentes do quadrimomento de uma particula

no espaco-tempo de Minkowski sdo escritas como

p’=(E/c,p)=(myc,my?),

onde E é a energia e jj é o vetor momento da particula em relacdo a um sistema de
referéncia inercial. Por essa razdo, o quadrimomento também é chamado de quadri-
vetor energia-momento. Resolvendo a equacdo (1.14) para a energia em termos do

vetor momento, obtemos
E=+/m?c*+p?c?. (1.15)

Em particular, para uma particula em repouso, a equacao (1.15) se reduz a famosa

equacdo E = mc?. Essa equagao diz que massa e energia sdo equivalentes.
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1.2 Sistemas de Referéncia Nao-Inerciais na Relatividade Especial

As leis da mecanica relativistica descritas na secao anterior sao formuladas
apenas para sistemas de referéncia inerciais, mas nao para sistemas de referéncia nao-
inerciais, isto €, sistemas de referéncia acelerados em relacdo aos sistemas de referén-
cia inerciais. Logo, existe uma diferenciacdo entre sistemas de referéncia inerciais e
sistemas de referéncia nao-inerciais para a descricao das leis da fisica.

Vamos supor que conhecemos um determinado evento relativo a um sistema
de referéncia inercial. Entao, através de uma transformacao das coordenadas do evento
no sistema de referéncia inercial para as coordenadas do evento num sistema de re-
feréncia nao-inercial podemos determinar como esse evento € visto pelo sistema de
referéncia nao-inercial. Antes de descrevermos essa transformacao de coordenadas,
precisamos encontrar como 0 espago e o tempo se comportam em relagdo a um sis-
tema de referéncia nao-inercial. Para isso vamos considerar um sistema de referéncia
inercial K e outro sistema de referéncia K’, que gira uniformemente em relacdo ao eixo
zde K.

Podemos considerar o sistema de referéncia K’ como um disco plano circular
que gira uniformemente no seu préprio plano ao redor do seu centro. Um observador
que esta sentado no disco K’ afastado do centro sofre a acdo de uma for¢ca que age
para fora numa direcdo radial, e que pode ser interpretada como uma forca inercial
(forca centrifuga) por um observador em repouso em relacao ao sistema de referéncia
inercial K.

Para encontrar a definicdo de espaco e tempo em K’, um observador no disco
pode realizar experimentos com réguas e relogios. Para comecar, o observador coloca
um de dois relogios idénticos no centro do disco, e o outro na extremidade do disco,
de modo que eles estdo em repouso em relacdo ao disco. Porém, em relacao ao sis-
tema de referéncia inercial K, o rel6gio no centro do disco estd em repouso, enquanto
que o rel6gio na extremidade do disco estd em movimento devido a rotacdo. Entdo, de
acordo com a Relatividade Especial, o rel6gio na extremidade do disco corre com uma
taxa menor do que o relégio do sistema de referéncia K. Esse mesmo efeito é notado

por um observador sentado junto com o rel6gio no centro do disco. Portanto, um rel6-
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gio vai mais depressa ou mais devagar de acordo com a posi¢cdo em que ele esta situado
no disco. Por essa razao, nao é possivel obter uma boa definicao de tempo com a ajuda
de relégios que estdo dispostos em repouso em relacao ao disco. Nao existe maneira
razoavel de sincronizar relégios, de forma que eles permanegam sincronizados.

A definicao das coordenadas espaciais também apresenta dificuldades. Se o
observador usar uma régua padrao tangencialmente a extremidade do disco K’, entao,
o comprimento dessa régua serd menor do que o comprimento da régua em repouso
em relacdo ao sistema de referéncia inercial K, ja que, de acordo com a Relatividade
Especial, corpos em movimento sofrem um encurtamento na direcio do movimento.
Por outro lado, se a régua estiver orientada na direcao radial do disco, entdo o compri-
mento da régua sera igual ao comprimento da régua em repouso em relacdo a K. As-
sim, medindo a circunferéncia do disco com a régua e depois o didmetro, e dividindo
um pelo outro, iremos obter um nimero maior do que 7. Para um disco em repouso
em relacdo a K, o resultado dessa operacao é exatamente 7. Isso significa que a geo-
metria euclidiana ndo é exatemente valida no disco em rotagdo. Portanto, ndo pode-
mos definir as coordenadas cartesianas (x,y,z) relativas ao disco através do método
utilizado na discussao da Relatividade Especial.

Na Relatividade Especial medimos as coordenadas de um evento num sistema
de referéncia inercial através de relogios e réguas em repouso em relacdo ao sistema de
referéncia. Nesse caso, os relogios e réguas se comportam da mesma maneira. Porém,
se considerarmos relogios e réguas em repouso em relagdo a um sistema de referéncia
em rotacao, eles terdo comportamentos diferentes. Logo, as coordenadas de eventos
num sistema de referéncia ndo-inercial sdo designadas de maneira arbitréria.

Na secdo anterior relacionamos um sistema de referéncia inercial com o
espaco-tempo de Minkowski. Da mesma forma, em geral, podemos relacionar um
sistema de referéncia ndao-inercial com um espaco-tempo plano com coordenadas ar-
bitrarias x# =(x0x1!,x2,x3). Assim, a transformacao das coordenadas (¢,x,y,z) de um
evento num sistema de referéncia inercial para as coordenadas do evento num sistema
de referéncia ndo-inercial é equivalente a transformacao das coordenadas cartesianas
(ct,x,y,z) para as coordenadas arbitrarias x# = (x%,x1,x2,x3).

A transformacao de coordenadas arbitrarias xV =(x%,x1,x2,x3) para outras co-
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ordenadas arbitrarias x# = (x%,x,x?,x%) é dada por
/ /
xH =x"(x"), (1.16)

/ ~ ~ . s . . s . .
onde x# (x") sdo funcoes invertiveis que possuem derivadas continuas. Isso implica

que o jacobiano
oxH

axV

J=

ndo se anula. A transformacao das coordenadas de um sistema de referéncia inercial
para as coordenadas de um sistema de referéncia nao-inercial € um caso especifico da
transformacao (1.16).

De acordo com a equacao (1.16), a diferencial total das coordenadas obedece
a lei de transformacao

dx¥ = dx", (1.17)

oxY
. o e / ~ ~
onde as derivadas parciais dx# /dx" sdo funcdes das coordenadas x¥. No caso de
transformacoes de Lorentz, as derivadas parciais sdo constantes,

3x“/ ’
ox¥ =A%

A equacdo (1.17) serve de parametro para as transformacdes de quadrivetores
e tensores. Um quadrivetor V¥ se transforma sob transformac¢ées de coordenadas de

acordo com
/ 3x”l

Ve =
axV

VY. (1.18)

Tensores contravariantes tém as leis de transformacoes

[.t/ v p/
TH/V/---p/: ox¥ Ox ox Taﬁ.--y.
ox* 9xP " oxr
Realizando uma transformacao das coordenadas cartesianas x*' =(ct,x,,2)
do intervalo (1.4) para coordenadas arbitrarias x* =(x%,x!,x2,x3), obtemos o intervalo

entre dois eventos num sistema de referéncia nao-inercial,

ox“ dx“aXﬁ

%
o xk oxV dx’,

ds® :r]a/ﬁ/dxa/dxﬁ/ =Nao'p’

ou

ds*=gudxtdx", (1.19)
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onde a métrica g, definida por

ox® oxP’
= n, g, (1.20)
Euv =g v 1P
é funcdo das coordenadas arbitrarias x# . Pelo fato de dx#dx" ser simétrico em u e
v, qualquer parte anti-simétrica de g, ndo contribuird para ds?. Sendo assim, sem

nenhuma perda de generalidade, podemos assumir que g, € simétrico, ou seja, guv =

8vu-
Repetindo a transformacao anterior na equa¢ao de movimento (1.12), encon-
tramos
d2x® d (ox? dx*
= m — _
dr? dt\ ox* dt

_ ox? dzxﬂ+ 02x? dxt dxv
- m oxt dt?2  OxMoxV drv dr

Multiplicando essa equacdo por dx%/8x%, e usando a regra do produto

ox« ox*
ax,u axa’ - u’

obtemos a equacao de movimento de uma particula livre num sistema de referéncia

nao-inercial

m ax’ +m°T* dxfdx” (1.21)
drt? Woar dr — 7 '
onde °T'* uv € a conexao de Levi-Civita 3, ou simbolo de Christoffel, definida por
Y ox* 02x«
Mw=——5—5—" (1.22)

ox% OxHoxv

De acordo com a equacdo (1.21), para uma particula livre num sistema de referéncia
ndo-inercial temos uma linha mundo curva no espaco-tempo.

Comparando a equagdo (1.21) com a equacao (1.12) vemos que surge um
termo bilinear na velocidade no qual aparece a conexdao de Levi-Civita. Como esse
termo é proporcional a massa inercial, ele descreve uma forca inercial, que se mani-

festa no sistema de referéncia nao-inercial.

“_»

3Utilizamos o indice “o” para diferenciar a conexao de Levi-Civita, e grandezas relacionadas com ela,

da conexdo de Weitzenbdck que iremos descrever na se¢do 1.4, e grandezas relacionadas com esta.
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Transformando as coordenadas arbitrarias x# da conexao de Levi-Civita (1.22)
para outras coordenadas arbitrarias x¥', obtemos

ox* oxr 9x° oxP 0x° 92x¥

oA’
r Ia,] — —_ .
BV oxP axt axY 77 axv oxW 0xPIxC

(1.23)

O termo ndo homogéneo do lado direito da transformacao (1.23) faz com que a conexao
de Levi-Civita °I'*;;,, ndo seja um tensor. Qualquer quantidade que se transforme de
acordo com a equacao (1.23) é chamada de conexao afim.

Multiplicando a equacao (1.22) por dx#'/d x* e usando a regra do produto

oxP ox* B
ox* ox? Y

~ . . /
obtemos a equacao diferencial para x¢

o2x« ., o0x”

_— = _ 1.24
OxHoxv 5 x2 (1.24)

Derivando essa equacdo com relacdo a x#, chegamos a

oxBoxkoxy  Ox*

3x¢ oxv (8T uw o o
( P +1"WF/50 .

Subtraindo a mesma equac¢do com os indices v e 8 trocados, achamos

o°T*,, o°T?
uv up +°r° OFAﬁU_OI‘aH

oA _
oxP oxV w Hho=0.

B

Como iremos demonstrar na proxima se¢do, o tensor

aorﬂ"uv _ 3°r/1#ﬁ

oA
P a o, (1.25)

opA _ o oA o

chamado de tensor de curvatura de Riemann, determina a curvatura do espaco-tempo.
Ja que estamos no espac¢o-tempo plano, a curvatura € nula. O tensor de Riemann obe-
dece a lei de transformacao tensorial

oxr oxt oxv oxP, _,

ORy/ !l ! — /3
— "
PO axr oxP 0x0 oxn

Nao é muito prético usar a relacao (1.22) da conexado de Levi-Civita para re-
alizar célculos explicitos. Derivando a equacdo (1.20) com relacdo a x* temos

oguv  9%x% 9xP +3xa' 92xP
ox7  oxroxk axv 1P T Gxk axgx 1P
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de onde, através da relacao (1.24), chegamos a

0 8uv ox® oxP ox® oxP’
—°TpP - s ar4°TP _— /B!
ox* r MG xv 4P 1 Mol axp 1P

Usando novamente a equagao (1.20), encontramos

98uv
o x*

:Orpk‘ugpv'i_ol—‘p}(ygp'u. (1.26)

Adicionando a equacdo (1.26) a mesma equa¢do com u e A trocados, sub-
traindo a mesma equacdo com v e A trocados, e verificando que °T? pv = °TA, u» Obte-

mos

ag‘uv 58’/11; ag.l'”L o o o
dx* ox*  9x¥ = &ov ralﬂ—i—ga,u FGAV+gUV FU!M

852 T v =852 T v =85 T va
= ngVOFUAH-
Multiplicando essa equagao pela métrica inversa g*#, definida por
g'P gov= 5([))'»

achamos, finalmente, a forma mais geral da conexdo de Levi-Civita,

ore, —=
A 2g ox*»  OxH  OxV

(1.27)

Assim como a conexio de Levi-Civita, uma derivada ordinaria d V#/0 x* tam-
bém nao se transforma como um tensor sob transformac¢des de coordenadas. Deri-
vando a equacdo (1.18) com relacdo a x*', temos

oV oxt oxP OVY  9%xM OxP

14
ox7  ox" axF oxP T oxPoxt e (1.28)

O segundo termo do lado direito da equacdo elimina o cardter tensorial da diferenci-
acao.

Apesar de d V#/dx? ndo se comportar como um tensor, podemos construir
um tensor a partir dela. Multiplicando a conexdo de Levi-Civita transformada (1.23)

pelo quadrivetor transformado (1.18), achamos

. oxH oxP 0x° oy oxP 0x° 92x¥ | oxY -
»r B oxv ax* oxr = P ox¥ oxr 0xPoxC | dxn
ox# 0xP o2xH  OxP
= — TV pg VO ———— V. (1.29)

ox¥ oxV  0xPOx% oxN
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Somando as equacoes (1.28) e (1.29) os termos ndo homogéneos se cancelam,

de forma que

/

OVE opu W,_axu’axp ovY
oxV YT T oxv g \ axP

+°T por VU). (1.30)
Assim, podemos definir a derivada covariante de um quadrivetor contravariante
oVH
°VAV“=—A+°F“MVU, (1.31)
ox

e, portanto, da relacao (1.30) vemos que °V V¥ se transforma como um tensor

Os quadrivetores e tensores descritos até agora nessa secao sao definidos em
todo o espacgo-tempo. Um quadrivetor contravariante V¥(7), definido ao longo da

linha mundo x#(7) de uma particula, obedece a regra de transformacao

/

u
VV(1), (1.32)

V(=27

onde a derivada parcial x#' /9 x" deve ser realizada em x” =x" (7). Portanto, derivando
com relacao a 7, achamos dois termos

dV”/(T)_ax#/dVV(T)_i_ 92x¢  dx*
dt  dx¥ dt ox*oxV dt

V(7). (1.33)

A derivada segunda 2x# /0 x¥ 0 x* é da mesma natureza do termo ndao homogéneo da
conexao de Levi-Civita transformada (1.23). Entdo definimos a derivada covariante de
um quadrivetor contravariante ao longo da linha mundo x#(7), ou derivada absoluta,
por

°DVFE  dVH dx*

°TH,, —V". 1.34
art art T art (1.34)

Usando as equacoes (1.23), (1.32) e (1.33), vemos que °DV#/d 1 se transforma como

um quadrivetor
°DV¥  9xH °DVY
dr  9xV dt

Um quadrivetor V¥#(7) transportado ao longo da linha mundo de uma particula

livre nao muda em 7 se visto por um sistema de referéncia que € localmente inercial
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em x“(7). Neste sistema de referéncia a conexdo de Levi-Civita, assim como a derivada

d V" /d~ anulam-se, entao
°DVH
dr

Um vetor V#(7) definido desta forma é transportado paralelamente ao longo da linha
mundo da particula.
De acordo com a definicao (1.34), podemos escrever a equacao de movimento

(1.21) de uma particula livre num sistema de referéncia nao-inercial na forma

°Dut dut o o
m =m +m°T* u”u’ =0. (1.35)
art art

Portanto, a quadrivelocidade da particula é transportada paralelamente ao longo de
sua linha mundo. Se quisermos obter a equacao de movimento de uma particula livre
num sistema de referéncia nao-inercial, basta substituirmos a derivada ordindria pela
derivada absoluta na equacao de movimento da particula num sistema de referéncia

inercial.

1.3 Sistemas de Referéncia na Relatividade Geral

Na secao 1.1 vimos que houve uma mudanca da nocao de espaco e tempo,
para incluir o eletromagnetismo de Maxwell no grupo das leis fundamentais da fisica
que sdo validas em qualquer sistema de referéncia inercial. Contudo, a outra lei fun-
damental conhecida na época, a interacao gravitacional, ndo obedece o principio da
relatividade especial. Uma nova formulacdo da teoria da gravitacdo que estivesse de
acordo com a Relatividade Especial era, entdo, necessaria.

O ponto de partida para o desenvolvimento da teoria relativistica da gravita-
cao foi a comparacao entre as massas inercial e gravitacional de uma particula. Mesmo
na mecanica newtoniana, temos dois tipos distintos de massa. Além da massa inercial
m; = m, que aparece na segunda lei de Newton e mede a resisténcia da particula em
ser acelerada inercialmente, também temos a massa gravitacional mg, que ocorre na
lei da gravitacdo de Newton e pode ser considerada como a “carga’ gravitacional da

particula.
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Substituindo a forca gravitacional agindo sobre uma particula,

29 S

onde ¢ é o potencial gravitacional e g é o campo gravitacional, na segunda lei de New-
ton,
=m;—-5=mj a
dr? ’
encontramos a equagdo de movimento newtoniana de uma particula livre na presenca
de um campo gravitacional,

mid=mgg. (1.36)

Experimentos com péndulos realizados por Newton e Bessel, assim como experimen-
tos mais precisos com balancas de torcao realizados por E6tvis e outros [5], provaram
que m; =mg, com uma precisao de uma parte em 1012, Conseqiientemente, a equacao
(1.36) pode ser escrita como

a=g.

Isso significa que num dado campo gravitacional todas as particulas livres se
movimentam com a mesma aceleracao, ou seja, o movimento de uma particula num
campo gravitacional ndo depende da massa e da composicao da particula. Essa pro-
priedade, que permanece védlida na mecanica relativistica, levou Einstein a postular o
principio da equivaléncia.

O principio da equivaléncia diz que as propriedades de movimento de uma
particula num sistema de referéncia com acelera¢do uniforme no espaco vazio (Fig
1.4) sdo as mesmas que num sistema de referéncia em repouso (em relacao as estrelas
fixas) na presenca de um campo gravitacional homogéneo e uniforme (Fig 1.5). A partir
do principio da equivaléncia, Einstein elaborou sua teoria relativistica da gravitacgdo,
chamada de Relatividade Geral.

A igualdade das massas inercial e gravitacional também permitiu a Einstein
pressupor que um sistema de referéncia em queda livre ndo consegue detectar um
campo gravitacional homogéneo e uniforme, pois uma particula responde ao campo
com a mesma aceleracao do sistema de referéncia. Portanto, um sistema de referéncia
em queda livre num campo gravitacional homogéneo e uniforme é equivalente a um

sistema de referéncia inercial no espaco vazio.
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» )
X
Figura 1.5 Particula livre num sistema de
Figura 1.4 Particula livre num sistema de referéncia em repouso na presenca de um
referéncia com aceleracao uniforme no es- campo gravitacional homogéneo e uni-
paco vazio. forme.

O principio da equivaléncia foi deduzido no contexto do movimento de uma
particula. Porém, a relatividade especial pressupde que matéria e energia sdo equi-
valentes e, portanto, a afirmacdo de que matéria tanto é fonte quanto responde a um
campo gravitacional também se aplica a energia. Logo, nada consegue escapar da in-
fluéncia de um campo gravitacional. Assim, Einstein estendeu o principio da equiva-
léncia a todas as leis da fisica, ou seja, as leis da fisica sdo as mesmas num sistema de
referéncia com aceleracdao uniforme no espaco vazio e num sistema de referéncia em
repouso na presenca de um campo gravitacional homogéneo e uniforme.

Uma conseqiiéncia do principio da equivaléncia é que, assim como a equacao
de movimento de uma particula livre num sistema de referéncia nao-inercial, a equa-
¢do de movimento de uma particula livre num campo gravitacional homogéneo e uni-
forme é dada pela equagdo (1.21). Assim, o termo envolvendo °T'*,,, em (1.21) descreve
a forca gravitacional atuando na particula, similarmente ao caso de uma forca iner-
cial que aparece num sistema de referéncia nao-inercial. Isso nos permite fazer uma
analogia da conexdo de Levi-Civita °I'*,, com o campo gravitacional g, e da métrica
guv com o potencial gravitacional ¢.

Pelo principio da equivaléncia podemos dizer que as equacoes (1.19) e (1.21)
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sdo vélidas apenas para campos gravitacionais homogéneos e uniformes. O mesmo
se aplica a campos gravitacionais arbitrérios. A diferenca é que a variacdo espaco-
temporal que ocorre num campo gravitacional arbitrario faz com que particulas em
queda livre viajem em trajetérias que desviam uma das outras (Fig 1.6), o que nao

acontece num campo gravitacional homogéneo e uniforme (Fig 1.7).
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Figura 1.7 Particulas em queda livre num
Figura 1.6 Particulas em queda livre num campo gravitacional homogéneo e uni-
campo gravitacional arbitrério. forme.

Segundo o principio da equivaléncia, os campos gravitacionais homogéneos
e uniformes ndo se manifestam num sistema de referéncia sem rotacao em queda
livre. Isso significa que, através de uma transformacao de coordenadas, podemos re-
duzir a métrica g,y de um campo gravitacional homogéneo e uniforme a métrica de
Minkowski 1, em todo o espaco-tempo. O mesmo ja nao pode ser feito num campo
gravitacional arbitrdrio.

O fato de um sistema de referéncia sem rotagdo em queda livre num campo
gravitacional arbitrario detectar uma aceleracdo relativa entre particulas livres faz com
que o campo ndo seja completamente nulo nesse sistema de referéncia. Em outras
palavras, na presenca de um campo gravitacional arbitrdrio o espaco-tempo é tal que
a métrica g,y ndo pode, por uma transformacao de coordenadas, ser levada a métrica

de Minkowski 1y, em todo o espaco-tempo. Tal espago-tempo, chamado de espaco-
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tempo de Riemann, é dito curvo, em contraste com o espaco-tempo plano, onde tal
reducao é possivel.

Apesar de um campo gravitacional arbitrdrio ndo se anular num sistema de
referéncia sem rotacdo em queda livre, ele se anula se considerarmos uma regido su-
ficientemente pequena onde o campo possa ser considerado homogéneo e uniforme
sobre ela. Portanto, realizando uma transformacdo de coordenadas numa regiao in-
finitesimal do espago-tempo de Riemann conseguimos reduzir a métrica g, a métrica
de Minkowski 1), nessa regido 4.

Consideremos sistemas de referéncia sem rotacao caindo livremente em di-
ferentes direcoes num campo gravitacional arbitrario (Fig 1.8), como, por exemplo, o
campo gravitacional da Terra. Como nesses sistemas de referéncia a acao da gravidade

é localmente nula, eles representam sistemas de referéncia localmente inerciais.

\ @ ,

Figura 1.8 Sistemas de referéncia sem rotacao caindo em direcao ao centro da Terra.

Em contraste com os sistemas de referéncia inerciais no espaco vazio, que tém
relativamente entre si velocidades constantes, os sistemas de referéncia localmente
inerciais num campo gravitacional arbitrario sdo acelerados uns em relacao aos outros.
Logo, os sistemas de referéncia inerciais locais ndo podem ser estendidos por todo o
espaco para formar um sistema de referéncia inercial global. Isso equivale a dizer que
nao podemos reduzir a métrica g,y a métrica de Minkowski r,,, em todo o espaco-

tempo de Riemann.

4Rigorosamente isso vale para um ponto do espago-tempo.
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Por hipétese, a trajetéria de uma particula livre num campo gravitacional ar-
bitrario forma uma linha mundo no espaco-tempo de Riemamm, chamada de geo-
désica, que é a menor distancia possivel a ser percorrida na geometria curva. Para
quantificarmos o desvio entre geodésicas no espacgo-tempo de Riemann vamos con-
siderar duas particulas em queda livre que viajam em geodésicas proximas x#(7) e
xH(1t)+0xH(7). As equacoes de movimento dessas particulas sao

dzx“+°ru ( )dxl dxV 0
xX)—— =0,
drt? MEaT dr

2
dr?

Subtraindo essas equacdes e mantendo s6 os termos de primeira ordem em 6 x#, obte-

d d
[xH 4614 +°TH )0 (x + 6 x)——[x* + 6 x7] —[xV +6xV] =0.
dart dart

mos
d25xt  O0°TH,, dx’* dx” dx* doxY
oxP 2°TH,, —— =0. 1.37
drt? + oxr °F Tdr dT+ Mdr dr (1.37)
Como 6 x#(7) é um quadrivetor, sua derivada absoluta é
Dox*  doxH dxV
= °orH ox.
art dart T art o
Diferenciando essa equac¢ao ao longo da geodésica, encontramos
D26 x4 d [déxH dx” dxP [dox© dx”
= = — °rH x| +°THy, —— % 3y ——6x7
dr? dt | drv M dz °F ]+ P dr [ drt A dz °F
d26x*  0°THy, dxP dxV d?xv dx" dox?
= + 5x*+°TH 5x*+2°TH
drt? oxP  dr dr A gge 0% Mar dr

dxP dxv
+TH T 0y —— x*.
op = M dtr drt

A derivada segunda de x"(7) pode ser substituida por —°I"V 5, dx7 /d T dxP /d 7, ja que
xV(7) é uma geodésica. Assim, usando a equacao (1.37) e a definicdo do tensor de Rie-
mann (1.25), encontramos a aceleracgdo relativa entre geodésicas préximas, ou desvio
geodésico,

D2§xH dx* dx¥

—  —=°RH —_— oxP. 1.38
dr? MPTaT dr . (1.38)

O lado direito da equacao (1.38) pode ser considerado como uma “for¢a” (por

unidade de massa) que é responsdvel pelo desvio geodésico. Como num campo gra-
vitacional homogéneo e uniforme diferentes geodésicas ndao tém aceleracoes relativas
entre si, entdo, °R*),, =0. Jd num campo gravitacional arbitrario, onde aparece um

desvio geodésico, °RH, , #0.
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Uma forma de obtermos as equac¢des que descrevem a dinamica de um campo
gravitacional arbitrdrio é através da variacdo funcional da densidade lagrangiana total
oLy tZm) _ (1.39)
0 8guv
onde %, € a densidade lagrangiana do campo gravitacional e £}, € a densidade la-
grangiana dos campos de matéria, que inclui matéria e todos os campos que interagem
com o campo gravitacional.

Assim como no caso de outros campos, a densidade lagrangiana do campo
gravitacional deve ser expressa em termos de um escalar que seja funcao das varia-
veis dinamicas do campo. Para determinarmos esse escalar devemos notar que as
equagoes do campo gravitacional devem conter derivadas do “potencial” de ordem
nao maior que a segunda, como no caso da equa¢ao do campo gravitacional newtoni-

dna

Vg =4nGp,

onde p € a densidade de massa que faz o papel de fonte do campo gravitacional, e
G=6,67.10"11m3kg~1s~2 é a constante de gravitacdo universal.

Como as equagoes de campo sdo obtidas variando a densidade lagrangiana, é
necessario que £, contenha derivadas de g,y de ordem ndo maior que a primeira. As-
sim, .Z, deve conter apenas a métrica g, e a conexdo de Levi-Civita °T"*,,.. A quanti-

dade mais simples que satisfaz todas as condi¢des necessdrias é o escalar de curvatura
°R=glV g*P°R
=8 8 urvp -

Entdo, a densidade lagrangiana do campo gravitacional é dada por

c3
° YLy = V/—8°R, 1.40
£ 167G & ( )

onde g =det(guy) e ¢3/16mG é uma constante de proporcionalidade. O termo /—g é
acrescentado para que °Z; seja de fato uma densidade.
Variando as densidades lagrangianas do campo gravitacional e dos campos de

matéria em relagdo a g, encontramos [6]

0°%Lyg c3 1
- J=g|°Rw—-g °R|,
58w 167G g( w5 8 )
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0%m Vv —8

=— Ty,
0 &guv 2¢c M

onde T}, € o tensor de energia-momento dos campos de matéria, e
— o)
*Ruv =8P Roupv

é o tensor de Ricci. Entdo, da equacgdo (1.39) obtemos as equagdes do campo gravita-
cional
1 8nG

_g‘uVOR: T[.tV) (1.41)

OR _
o ct

chamadas de equacgoes de Einstein.

1.4 Sistema de Referéncia Local de um Observador

As predicoes da mecanica relativistica sao mais facilmente calculadas em sis-
temas de referéncia inerciais. No entanto, a maioria dos observadores reais nao sao
inerciais, como, por exemplo, os observadores na superficie da Terra. Logo, é neces-
sario descrevermos como observadores nao-inerciais realizam medidas. Isso é feito
supondo que um observador nao-inercial mede os mesmos resultados fisicos que um
observador inercial que tem sua mesma posicao e velocidade no instante da medida.
Esta hip6tese é chamada de hipétese da localidade [7].

A hipétese da localidade decorre da mecanica newtoniana, onde o estado de
uma particula é dado em cada instante por sua posicao e velocidade. Portanto, um
observador nao-inercial em cada instante compartilha o mesmo estado que um ob-
servador inercial que tem sua mesma posicao e velocidade naquele instante. Entdo,
nenhuma nova suposicao fisica é necessaria na fisica newtoniana para lidar com ob-
servadores ndo-inerciais.

Na pratica, de acordo com a hipdtese da localidade, podemos substituir um
observador ndo-inercial por um continuo de observadores inerciais hipotéticos com o
seu mesmo movimento instantaneo. Cada um dos observadores inerciais carrega con-
sigo um sistema de referéncia inercial. Entao, segue da hipdtese da localidade, que um

observador ndo-inercial carrega consigo um sistema de referéncia local que em cada
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instante coincide com aquele carregado pelo observador inercial que momentanea-
mente tem sua mesma velocidade.

O sistema de referéncia local adaptado a um observador nao-inercial é repre-
sentado no espacgo-tempo por um conjunto de quatro quadrivetores unitarios ortogo-

nais (Fig 1.9), chamado de tétrada

eq(x)=(e(0).€1).€2).€3) -

Os trés quadrivetores unitdrios do tipo espaco €(1), €(2) e €(3) sao definidos pelas trés di-
recoes espaciais determinadas pelos eixos cartesianos do sistema de referéncia local.
E o quadrivetor unitario do tipo tempo e € definido pela dire¢do temporal determi-
nada pelo relégio em repouso no sistema de referéncia local. Devido a ortogonalidade

de e4, os quadrivetores e(;) cobrem um hiperplano do tipo espaco que € normal a e(g).

X 0
€0
€2
€
e()
e
2
> p x?2
el

Figura 1.9 Representacdo de um sistema de referéncia local num instante 7 ao longo da linha

mundo de um observador ndo-inercial no espago-tempo de Minkowski.

Como qualquer quadrivetor no espaco-tempo, podemos escrever uma tétrada
e, como uma combinagao linear dos quadrivetores de base do espago-tempo e, =
(eo,e1,€z,€3),
e, = ea0e0+ ealel +ea2e2+ea3e3 =e, ley,
onde e " sdo as componentes da tétrada ao longo dos eixos do espaco-tempo. Por

simplicidade, chamamos e * de “tétrada e *".
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Na nossa notacao os indices latinos do inicio do alfabeto {a, b, ... = (0), (1),
(2), (3)} sao indices relacionados com o sistema de referéncia local, e o indices gregos
fu, v, ... =0, 1, 2, 3} sdo relacionados com o espago-tempo. Os indices do espaco-
tempo sdo abaixados e levantados pela métrica do espaco-tempo gy, € pela métrica
inversa gHv,

— v — v
€au=8uve, ea“—g“ €av,

e os indices locais sdo abaixados e levantados pela métrica de Minkowski 1, e sua
inversa n?,

b b
ea‘u:nabe 'ur eaH:na eb'ur

onde e? u € a tétrada inversa, definida por

u,b _ sb
eaeu—éa.

Atétrada inversa e“, sdo as componentes dos quadrivetores de base do espago-tempo

ao longo dos eixos do sistema de referéncia local do observador,
_ ,a
e,=e” e,.

Entdo, as tétradas nos permitem converter indices do sistema de referéncia local do
observador em indices do espaco-tempo e vice-versa.

A condicao de ortonormalidade das tétradas é dada por
e.-ep=guve,l'e,’ =e ey, =nap.

Os quadrivetores de base do espago-tempo e, em geral nao sao ortogonais. A norma-

lizagdo dos quadrivetores de base e, ¢ dada por
e‘u'ev:T’abea‘uebvzea‘ueavzg‘uv. (1.42)

Para o espago-tempo de Minkowski a métrica gy, € 1y, entao, os quadrivetores de
base do espaco-tempo de Minkowski sdo ortogonais. A normalizacao (1.42) nos d4 a

relacao entre a métrica do espago-tempo e as tétradas

guv:eaueav- (1.43)
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Um observador pode ter uma quantidade arbitréria de sistemas de referéncia
locais adaptados a ele. Podemos mudar de sistema de referéncia local num ponto x#

do espaco-tempo através de uma transformacao de Lorentz local
eq(x)=A," (x)ep(x),

ou, equivalentemente,

b
e, (x)=A_"(x)e,"(x),
onde em cada ponto do espaco-tempo as matrizes Aa,b satisfazem
AachbxdT]a/b/ — 7,]cd.

Uma tétrada se transforma sob transformacgoes de coordenadas de acordo com

/
e H/_ax“e v
a _axv a *

Para um observador medir quantidades com magnitude e direcao (velocidade,
momento, etc.) ele deve projetar essas quantidades no sistema de referéncia local que
ele carrega consigo. Por exemplo, a componente projetada da quadrivelocidade u* de

uma particula no espaco-tempo é dada por
a_ ,a ., u
u=e“ ut.

Dois quadrivetores em pontos distantes do espaco-tempo sdo considerados
paralelos [8] se eles tiverem componentes idénticas em relacao ao sistema de referén-
cia local nos pontos considerados. Por exemplo, no ponto x¥ as componentes de um
quadrivetor V#(x) projetadas no sistema de referéncia local sdo V%(x)=e%,; V*(x). J4
num ponto distante d x" de x¥ as componentes projetadas sdo V4(x+dx)=e%; VA (x)+
(%30, VA4 dye®, VV)dx#. Portanto, o paralelismo distante de um quadrivetor, ou te-

leparalelismo, ocorre se
ViV =0,V + (e duear) V¥ = 0uV*+17 1y V¥ =0,

onde

F)L‘uv :eaxayeav; (1.44)
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é chamada de conexdo de Weitzenbéck. E facil de verificar que as tétradas sdo autopa-
ralelas,

Vueakzaueak-l—l“/lweav =0.

Ao contrario da conexdo de Levi-Civita, a conexdo de Weitzenbdck néo é simé-
trica nos indices inferiores. Substituindo a conexdo de Weitzenbock (1.44) no tensor de
torcao, definido por

TA/M/ = r/lluv - rkvu,
obtemos uma tor¢ao nao nula
A _ al _

Como a conexao de Levi-Civita é simétrica, o seu tensor de torcao é nulo. As conexoes

de Weitzenbock e de Levi-Civita sao relacionadas por
Ty =Ty + Ky, (1.46)
onde K, € o tensor de contor¢ao, definido por [9]

(T/l,uv - T,uv?t‘*’ Tv?tu) .

N | —

K?Luv =

Para uma descri¢ao completa das tétradas como sistemas de referéncia locais
no espacgo-tempo, vamos considerar um observador nao-inercial seguindo sua linha
mundo x#(7) com quadrivelocidade u. Nesse caso, identificamos o quadrivetor do tipo
tempo e(g), que € tangencial a linha mundo do observador, com a quadrivelocidade do

observador e() =u [10], ou, em termos das componentes, e,# = ut. O observador

0)
é livre para escolher os quadrivetores do tipo espaco e(;), desde que eles sejam orto-
gonais a e(g) e entre si. A derivada ordindria das componentes el = ut ao longo da
linha mundo do observador d4 as componentes da quadriaceleracdao do observador
at =du“/d7=de(o)ﬂ/d7.

Como as tétradas nao sdo simétricas, elas possuem seis graus de liberdade a
mais que a métrica gy, . Portanto, para determinarmos o sistema de referéncia local
adaptado a um determinado observador precisamos fixar seis condi¢oes sobre e *.

A relacdo u'l = e(O)i fixa as trés componentes da velocidade do sistema de referéncia
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local no espaco. Ja a determinacdo de e(l.)f fixa as trés direcoes no espaco dos eixos

cartesianos do sistema de referéncia local. Por exemplo, para a tétrada

(1000\

u 01 0O
e '(ct,x,y,2)=04= 0o 1ol

\ 0 0 01 j
temos um sistema de referéncia local adaptado a observadores em repouso no espago-
tempo de Minkowski, com eixo e(;) orientado na diregao x, e orientado na diregdo y
e e3) orientado na diregao z.

Além da equacao de movimento (1.35) descrever o movimento de uma parti-
cula livre num sistema de referéncia nao-inercial, ela também descreve o movimento
de uma particula livre na presenca de um campo gravitacional. Portanto, a quadrive-
locidade de um observador em queda livre num campo gravitacional é transportada

paralelamente ao longo de sua linha mundo

°Dut  °Deg)lt o
dr  dt

Assim como e) =u, o sistema de referéncia local e, como um todo € transportado
paralelamente ao longo da linha mundo do observador em queda livre
o
De _
dz

Se um observador em queda livre num campo gravitacional sofre a a¢cdo adi-
cional de uma forca inercial, entdo °Du*/d7 nao se anula e, ao invés da equacao

(1.35), temos
°Dut

— fU

ar %

onde f* sdo as componentes do quadrivetor forca f. Logo, as componentes da quadri-

aceleracao inercial de um observador num campo gravitacional sdo dadas por
°Du# _ “Def

at = = . 1.47
ar art (1.47)
A expressao (1.47) pode ser reescrita como
o o dx® (dut |
a“ = u“ Vae(o)“:u“ Veut= e (6xa + F“aﬁuﬁ)
d?xH dx? dxP

= °TH —.
dr? 1 ap dr drz

(1.48)
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Para a# =0 a equacao (1.48) representa uma trajetéria geodésica e, entao, o observador
estd em queda livre.

Uma forma de determinar o sistema de referéncia local adaptado a um obser-
vador num campo gravitacional é fixar as seis componentes do tensor de aceleracao
inercial desse sistema de referéncia. Assumindo que o observador tem adaptado a ele
um sistema de referéncia local e,, a acelerac¢do inercial desse ao longo do caminho é
determinada por [11, 12]

°De 4
D g eyt 1.9

onde ¢, € o tensor de aceleracdo inercial anti-simétrico (¢,p =—¢p,). Segue da

equacao (1.49) que
°De “

a
Hdr

9, =e" =e? utV;e M. (1.50)

As componentes da quadriaceleragdo inercial definidas pela equacgdo (1.47)

podem ser projetadas no sistema de referéncia local do observador, de forma que

ab:ebua“:ebuu“c’vae(o)“:qj(o)b. (1.51)

Dessa forma constatamos que a* e ¢(o)b sdo aceleracoes equivalentes do sistema de
referéncia local.

Em analogia com o tensor de Faraday podemos identificar ¢, — (&,$3), onde
a é o vetor de aceleracao translacional do sistema de referéncia local (qb(o)(,-) = a(i)) e
representa a componente "elétrica", enquanto que §} é a frequéncia de rotacdo (PiyjH)=
€110 dos eixos espaciais do sistema de referéncia local com respeito aos eixos de
um sistema de referéncia ndo girante (sob a acao do transporte de Fermi-Walker [10]),
e representa a componente "magnética". Essa analogia nos permite escrever as acele-

racoes inerciais de um sistema de referéncia local na forma

—_

a= ¢y X+ Q)2 Y+ Po)3) 2

. (1.52)
Q=¢e)3) X+ ¥+ o012 2

onde X, ¥ e Z sdo vetores unitarios no limite assint6tico r — oo.

Utilizando a relagdo (1.46) e o paralelismo absoluto das tétradas podemos
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reescrever o tensor de aceleracdo inercial (1.50) como

b _ b ., Ao u_ ,b A U oru v
¢, = e yu"Vyet=e 1€ (5‘,166z +°T" e, )
— b A u U vV _ v
= e ueq (&ea +IHe," =K e, )

== _eb‘ue(o)keavK'uAfv.
Por fim, realizando alguns célculos simples, podemos expressar ¢ ab como [13]

Pab =7 (Toas + Taop — To(0)a) (1.53)

1
2
onde Type =e e " Tauy. A expressao (1.53) ndo € invariante sob transformacoes de
Lorentz locais, mas € invariante sob transformacoes de coordenadas.

O tensor ¢} caracteriza as propriedades inerciais do sistema de referéncia
local de um observador num campo gravitacional. Ele gera os valores das aceleracoes
inerciais que sdo necessdrias para manter o sistema de referéncia local numa dada ori-
entacdo e estado inercial, no campo gravitacional definido pela métrica g,,. A deter-
minacao do tensor de aceleracao inercial ¢4}, fixa os seis graus de liberdade adicionais
das tétradas com respeito a métrica g, e, dessa forma, determina o sistema de refe-
réncia local adaptado ao observador no campo gravitacional.

A taxa de variacao local do estado de um observador nao-inercial é deter-
minada pelo tensor ¢,,. Para indicarmos a escala de tal variagdo, € util definirmos
os comprimentos de aceleracdo translacional L= c?/a e rotacional ¢/, e os tempos
de aceleracao c/a e 1/ [7]. Essas quantidades caracterizam a escala de variacao do
estado do observador dado em cada instante por sua posicao e velocidade. Se a es-
cala de comprimento intrinsico A de um fené6meno sob observacgdo é insignificante
comparado com a escala de aceleracao do observador, entdo a hipdtese da localida-
de é uma aproximacao valida. Num sistema de referéncia em repouso na superficie
da Terra, por exemplo, os comprimentos de aceleracao translacional e rotacional sdao
c?/g%9,46.10°m e ¢/Q2=4,125.10°m. Entdo, na maioria das situacdes experimentais

A/L< 1 e a hipétese da localidade é uma boa aproximacao.



CAPITULO 2

Teleparalelismo Equivalente a Relatividade

Geral

2.1 Descricao do Campo Gravitacional

Os resultados obtidos a partir da descricdo dos campos gravitacionais pelo
tensor métrico g,y na Relatividade Geral se mostraram condizentes com testes expe-
rimentais realizados, tais como o avanco do periélio da 6rbita de Mercurio, o desvio de
um raio de luz pelo Sol, o desvio gravitacional para o vermelho, entre outros. Apesar do
sucesso desses resultados, a Relatividade Geral possui pelo menos um problema con-
ceitual importante: a obtencao de uma densidade de energia-momento gravitacional
bem definida.

A energia e o momento de um sistema fisico relativistico sdo expressos em ter-
mos de um tensor de energia-momento T#". Se o sistema é isolado entao sua energia

e seu momento sao conservados. Essa lei de conservacao é dada por

o, TH =0. 2.1

N

A equacdo (2.1) é equivalente a afirmacdo de que o quadrivetor energia-

momento

1
PH= Ef T dS,,

é conservado [6], onde a integracao é feita sobre uma hipersuperficie que contém todo
o espaco tridimensional. Se realizarmos a integracao sobre uma hipersuperficie espa-

cial num tempo x° = constante, entdo P# assume a forma

1
P“:EJ T3, (2.2)

onde a integracao é feita sobre todo o volume do espaco tridimensional. As compo-

39
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nentes espaciais P! do quadrivetor (2.2) formam o quadrivetor momento total do sis-
tema e a componente temporal P? é a energia total do sistema.

Na auséncia de um campo gravitacional a energia e o momento dos campos
de matéria sdo conservados. Essa lei de conservacao é representada pela equagdo (2.1),
onde T#" é o tensor de energia-momento dos campos de matéria. A generalizacdo da

equacdo (2.1) para o caso onde um campo gravitacional estd presente é dada por
°V, T =0.

Essa equacdo, em geral, ndo expressa uma lei de conservacao. Isso tem a ver
com o fato de que, na presen¢a de um campo gravitacional, a energia e o momento
dos campos de matéria sozinhos ndo devem ser conservados mas, sim, a energia e o
momento dos campos de matéria mais a energia e o momento do campo gravitacional,
que nao estdo incluidos no tensor de energia-momento T#". Na Relatividade Geral a
quantidade que é conservada é a densidade de energia-momento total dos campos de
matéria e gravitacional

THY = THY 4tV
onde 4V é a densidade de energia-momento do campo gravitacional.

No contexto da Relatividade Geral a densidade de energia-momento 7#¥ € um
pseudo-tensor, pois depende das derivadas ordinérias de gy, 0 que faz com que ela
nao se transforme como um tensor sob transformacoes de coordenadas, como, por

exemplo, o pseudo-tensor de energia-momento total de Einstein [14]

8vy
v—&

onde k =c¢3/16nG. Através dos pseudo-tensores de energia-momento podemos ape-

T, =ckd) % [~ (8" 78"~ "7 g"")]

nas obter a energia total de um espaco-tempo assintoticamente plano [15],
Eapm = kf (Gihik—Okhii)dSk,
S—o00

chamada de energia de ADM, onde g;; =1n;;+h;j.

Para que a densidade de energia-momento de um sistema seja valida em qual-
quer sistema de coordenadas ela tem que ser uma quantidade tensorial. Uma densi-
dade de energia-momento gravitacional tensorial surge naturalmente no Teleparale-

lismo Equivalente a Relatividade Geral — TERG, que descreve os campos gravitacionais
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por tétradas autoparalelas ao invés da métrica g,,. Outra vantagem do TERG ¢€ que,
ao contrdrio da densidade lagrangiana da Relatividade Geral que € linear no escalar
de curvatura, podemos construir uma densidade lagrangiana quadrética no tensor de
torcao, o que € esperado ao se utilizar uma teoria do tipo Yang-Mills numa possivel
tentativa de unificar a gravidade com as outras trés forcas fundamentais da natureza.
A primeira proposta de utilizar tétradas para a descricao do campo gravita-
cional foi feita por Einstein [16] na tentativa de unificar a gravitacdo com o eletro-
magnetismo. Sua tentativa falhou porque nao havia solucdao de Schwarzschild na sua
equacao de campo simplificada. Mais tarde Moller [17, 18] resgatou a idéia de Ein-
stein mostrando que em termos de tétradas podemos obter uma densidade de energia-
momento gravitacional. A partir dos trabalhos de Moller, Pellegrini e Plebanski [19]
chegaram a uma formulagdo lagrangiana para a gravitacao em termos das tétradas.
Utilizando o formalismo das tétradas, Schwinger [20] obteve uma expressdo para a
energia do campo gravitacional. Posteriormente, Schweizer e Strautmann [21], Nitsch
e Hehl [22], e Schweizer et. al [23] demonstraram a equivaléncia, do ponto de vista

observacional, entre o TERG e a Relatividade Geral.

2.2 Equacoes de Campo

As equacdes do campo gravitacional surgem naturalmente do formalismo la-
grangiano do TERG. Nesse formalismo a densidade lagrangiana do campo gravita-

cional é dada por [24]

1 1
YLy = —ke(ZT“bCTabc+§T“bCTbac—T“Ta)
= —keX®°T,,, (2.3)
onde e =det(e,)=,/—g, T*=T" %e
1 1
abc _ — abc bac _ cab “(.,acmb _ abgc
¥ _4(T +T T )+2(n " -’ 1°). 2.4)

Usando a relacao (1.46), é possivel mostrar que

gg = Ogg _za‘u(e T‘u),
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onde °Z, € a densidade lagrangiana da Relatividade Geral. Portanto, a densidade la-
grangiana do TERG é equivalente a densidade lagrangiana da Relatividade Geral, ex-
ceto por uma divergéncia total. Essa divergéncia pode ser descartada, pois ndo con-
tribui para a integral de acao no caso de espagos-tempos assintoticamente planos.

A densidade lagrangiana (2.3) é invariante sob transformacoes de Lorentz glo-
bais e transformacoes de coordenadas. Sob transformacoes de Lorentz locais a densi-
dade lagrangiana (2.3) se transforma nela mesma mais um termo de divergéncia total
ndo nulo [25]. A integral dessa divergéncia total em geral nao se anula, a menos que
condicoes restritivas sejam impostas nas matrizes das transformacdes de Lorentz.

Também podemos construir uma densidade lagrangiana invariante sob
transformacoes de Lorentz locais [26]. A simetria local surge ao utilizarmos, além
das tétradas, a conexao afim de spin w,,p para a descri¢ao da densidade lagrangiana.
Esta descricao nao serd desenvolvida nesta tese pois possui algumas desvantagens em
relacdo a descricao com simetria global. Além de ser mais simples, a densidade la-
grangiana com simetria global permite, de forma simples, o acoplamento dos cam-
pos espinoriais de Dirac com o campo gravitacional [27] e torna possivel o desenvolvi-
mento de uma formulacao hamiltoniana do TERG.

Realizando uma varia¢do funcional da densidade lagrangiana do campo gra-
vitacional (2.3) mais a densidade lagrangiana dos campos de matéria .£;,, em relacao a
ek, obtemos as equagoes de campo

1 1
eaneppdy (eX) e (vaa Tovu = €ap Tbchde) = 1o & Tau: (2.5)

Usando a relacao (1.46), podemos reescrever as equacoes de campo (2.5) como

] 1 [e]
Ra,u(eau)_ Eeau R(eau) = ﬂ Tay-

Isso significa que como esperado, devido a equaivaléncia entre as densidades lagran-
gianas correspondentes, as equagoes de campo teleparalela (2.5) sdo equivalentes as
equacgoes de Eintein (1.41).

As equacoes de campo (2.5) podem ser reescritas numa forma mais simples,
como

,(ex) = e, (04T, 2.6)
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onde

" =ck (42PN T, F - g e T q), 2.7)

é o tensor de energia-momento gravitacional [28]. Tomando a divergéncia da equacgao
(2.6) em relacdo a A, por causa da anti-simetria de X%V nos dois tltimos indices, segue
a lei de conservacao

o (ee“utk“+ee“uT7‘“) =0.
Ao contrario das densidades de energia-momento gravitacionais da Relatividade Geral

a densidade de energia-momento gravitacional do teleparalelismo,

Aa _ ,a (AU
"r=e v,

é uma quantidade tensorial.

2.3 Energia, Momento e Momento Angular Gravitacionais

A formulacao hamiltoniana do TERG surge ao reescrevermos a densidade la-
grangiana (2.1) na forma candnica ¥ = pg — ., em termos de e,;, [1%% e de multipli-

cadores de Lagrange, onde

_ 0Ly

ek = —4kex0k (2.8)

B 0éqk
é o momento canonicamente conjugado a e;;. Ja que a densidade lagrangiana nao
depende da derivada temporal de e;o, 0 momento canonicamente conjugado corres-
pondente se anula identicamente e e, surge como um multiplicador de Lagrange.
Realizando a transformada de Legendre e desprezando termos de superficie, obtemos

a densidade hamiltoniana [24]
S =eq0C+a; IF+ B TF, 2.9)

onde a;\ e B sdo multiplicadores de Lagrange, e C4, I'ik e I'f constituem um conjunto
de vinculos de primeira classe, o que garante uma teoria com uma algebra de vinculos

bem definida.
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E importante escrever a densidade hamiltoniana na forma mais simples pos-
sivel. Acreditamos que o vinculo C4 admite uma simplificacado, apesar de ainda nao
a termos achado. Porém, podemos simplificar os vinculos I''* e I'F reescrevendo-os
como um tnico vinculo 'Y, Assim, podemos escrever a densidade hamiltoniana (3.8)
na forma equivalente [29]

1
o= eaoc“+§7mbr“b, (2.10)

onde A4 sdo multiplicadores de Lagrange, cujas componentes sao
Aik=e" e’ dap=air,
2ok =e%0e’ Aap=Pr,
e o tensor I'?? representa ambos os vinculos I''* e T'* através das relacoes
rik — eaiebkrab,

rk

I—‘Ok — eaoebkrab'
O vinculo C?% é dado por
Ca=—5iﬂai+ha,
onde h? é a expressao [24]
ha — k a0 1 ) . Pl]Pkl 1P2 1 im I’l]Tb T .
= Keye _@ 8ik8jl1 5 + Zg 4 mnlbij
1 .. . 1 .
+§g’”T’mnTiT—g’kTmmiT"nk)]—zgw(gikgjzr“”Pkl
_l L .Aalj __ai om anb"T anO ..
zglﬂ’ P e g '8 ijlbmn+8§ mn ij
+g0anmjTmni_ngkTmkanni_zgikToijTnnk)};

com y%4ij e Pik definidos por

2ke
+g0m(g0jTimk+g0iijk)_2g0ig0jTmmk+(gjmg0i+gimg0j

—Zgijgo’”)TOmk],

., 1 o . . . . . o
rt = —(e“’F’+e‘”Fl)—e“k[goo(g”"T’km+g””Tfkm+2g”T mk)

1

pik
ke
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O vinculo I'?? é escrito como
l—-ab — M(lb +4ke (ZaOb _ZbOa)
onde M’ =e? el MH =—Mba, com M* definido por

0k _ o0k _  Oppak
M =2II" =e "TI*F.

Uma equacdo de vinculo pode ser interpretada como uma equacado que de-
fine a energia de um sistema fisico. Isso ocorre, por exemplo, na consideracdo da acao
de Jacobi [30] para uma particula nao relativistica parametrizada. Para entendermos
esse processo, vamos considerar uma particula de massa m descrita no espago de con-
figuracoes com as coordenadas generalizadas g‘, i =1,2,3. A particula estd sujeita a
um potencial V(q) e tem energia constante E. A integral de acdo de Jacobi para essa

particula pode ser escrita como [31]

%)
5=J \/mgij(q)élié/f\/Z [E-V(q)] dt, 2.11)
14

onde g'=dq'/dt e t é um parametro ao longo de um caminho no espaco de configu-
racoes com extremidades fixas.

Podemos simplificar o integrando de (2.11) escrevendo

mgij(@)q'dl di=/mgi;(@)dq'dql,

gque mostra que a acao € invariante sob reparametrizacoes do parametro temporal ¢.
Entdo, na formulagdo de Jacobi do principio de acdo, a energia E é fixa, nao seus ins-
tantes de tempo inicial e final. Em vista da reparametrizacdo temporal da integral de
acao, a hamiltoniana construida a partir de (2.11) é identicamente nula, o que é uma
caracteristica de teorias invariantes por reparametrizacoes.

O momento canonicamente conjugado

pi:gi.qj /M
J q'2 )

onde §2=gr;G%q!, estabelece a equagdo de vinculo

gijl?il?j

Clq,p)= 9

+V(q)—E ~0.
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A equacdo de movimento obtida da integral de acao tem que ser complementada pela
equacao de vinculo C =0 para ser equivalente a equacao de movimento de Newton
com energia fixa E [31]. Portanto, vemos que a equacao de vinculo define a energia da
particula. Essa é uma caracteristica que ocorre no TERG.

No TERG a forma integral da equacdo de vinculo C* = —g;114! + h® =0 motiva

a definicdo do quadrivetor energia-momento gravitacional [32],
P“:—J d3x o1, (2.12)
14

onde V é um volume arbitréario do espaco tridimensional. A integral dessa divergéncia
total se reduz a uma integral de superficie. Considerando a componente a =(0) na
equacao (2.12) e integrando sobre todo o espago, obtemos, apds cdlculos longos mas

diretos, que
V-0
- —ZkJ d*x 0;(eg! e T*;)
V—-00
= kf dSi(ajhji—aihjj):EADM-
S—00

Fazendo A =0 na equacao (2.6) e utilizando o momento canonicamente con-
jugado (2.8) podemos reescrever o quadrivetor energia-momento gravitacional (2.12)
na forma
1

P“:EJ dgx(eeaut0“+ee“MTO“). (2.13)
1%

Entretanto, por motivos préticos utilizaremos a expressdo (2.12), ja que é mais facil
lidar com (2.12) do que com (2.13). A equacao (2.13) mostra que para obtermos valores
para o quadrivetor energia-momento gravitacional P4, o tensor de energia-momento
do campo gravitacional t** e o tensor de energia-momento dos campos de matéria
T tém que ser projetados num sistema de referéncia local.

De forma similar a definicao do quadrivetor energia-momento gravitacional
P4, a forma integral da equacdo de vinculo I'*” = 0 motiva a definicio do momento

angular do campo gravitacional. Fazendo I'*? =0 obtemos

Mab — _4ke (Zaob_ZbOa)’
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o que define

L =f d3x e e, M"Y, (2.14)
14

como sendo o quadrimomento angular do campo gravitacional [29].

O colchete de Poisson de duas quantidades de campo arbitrérias F e G é dado

(EGl— dgx( 5F 8G_ 6F &G )
e beqi(x) 6TI% (x)  6TI%(x) feqi(x) )

Calculando o colchete de Poisson do quadrivetor energia-momento (2.12) e do qua-

por

drimomento angular (2.14), obtemos [29]

{p*,P"} = o
{Pa,LbC} — _nach_i_nach’
{Lab,LCd} — —T]aCLbd —T)deaC-H’]adLbc-i-T]bcLad.

Estas relacoes estdo de acordo com a élgebra do quadrimomento e do momento an-
gular generalizado que formam a representacdo do grupo de Poincaré. Portanto, nesse
sentido, a interpretacao de (2.12) como sendo o quadrivetor energia-momento e de
(2.14) como sendo o quadrimomento angular se demonstra vélida.

As expressoes (2.12) e (2.14) sdo bem definidas se considerarmos tétradas tal
que no limite do espaco-tempo plano, ou seja, na auséncia de campo gravitacional, te-
nhamos T,y (e)=0. Porém, existem tétradas do espago-tempo plano tal que T,y (e)#
0, conseqiientemente, para tais tétradas, obtemos valores nao nulos de P% e L%Y na
auséncia de campo gravitacional. Por isso, nesses casos, estas expressoes devem ser
regularizadas adicionando um termo de subtra¢do do espago-tempo plano, exatamente
como no método de Brown-York [33].

A formaregularizada do quadrivetor energia-momento gravitacional P% é dada
por [34]

P“:—f dx 0; [11(e)-*'(E)], (2.15)
1%
onde I1%/(E) é o momento canonico construido a partir das tétradas do espago-tempo

plano E“,. Essa definicdo garante que a energia e o momento do espaco-tempo de

referéncia, no caso o espaco-tempo plano, sempre se anule. O espaco-tempo de re-
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feréncia € determinado pelas tétradas £, obtidas de e%, requerendo a anulagao de
parametros fisicos tais como massa, momento angular, etc.
Da mesma forma que fizemos para o quadrivetor energia-momento, podemos

estabelecer uma expressao regularizada para o quadrimomento angular gravitacional
Leb :J d*x [M(e)— MP(E)]. (2.16)
v

As equacgdes (2.15) e (2.16) podem ser utilizadas para o cdlculo da energia, momento
e momento angular do campo gravitacional para uma configuragdo arbitréria de té-

tradas.

2.4 Fluxo de Energia-momento Gravitacional

A equacdo de continuidade para o quadrivetor energia-momento gravitacio-
nal surge através de manipulacoes algébricas simples das equagdes de campo (2.5).

Multiplicando essas equacoes pelas tétradas inversas e?*e?*, obtemos
1
Oy (—4keZ“’W) =—kee® (4me Thvu —6’1‘121’“7Z Tbcd) - Eee“uTk“.

Restringindo os indices de espaco-tempo A as suas componentes espaciais, ou seja,

fazendo A=j, chegamos a
. . . . 1 ,
o (—4kex )+ 0 (—akexV*) =—kee™ (4P Tyey— 67 ;X0 Tyoq ) — —ee, T,
Tomando a divergéncia da equacao anterior em relacdo a j, encontramos
—0) (—4kex V) = 5,0 (—akex®™ ) = —ko;[ee™ (42" Tyey— 67 5P Tyey) |
1 .
_Eaj (ee“MT“‘).

O segundo termo do lado esquerdo dessa equacao se anula por causa da anti-simetria

do tensor ¥4/ nos dois tltimos indices. Portanto, a equac¢do se reduz a
. . . 1 .
—300; (—4kex® ) =—k0; [ee®™ (43P Tyeyy— 67 ;20 Tyey ) | — =0 (ee®, TIH),
3 ) =—koj [ee (42" Ty =672 Tpca) | =20 (eeuT™")
ou, de forma similar,

~ay; (1) =~y [ (45 Ty = 57,2 Tyq)] =0y (e, TIH).
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Integrando a equagdo anterior em um volume V do espaco tridimensional e usando o

teorema de Gauss chegamos a

% l_f d3xo; (H“j)] - _kfdsf [ee™ (457 Tyey =67y 3" Thea)
v s
1 .
_ELde (ee“MT]“), (2.17)

onde S representa a fronteira espacial do volume V.
O lado esquerdo da equacao (2.17) é a derivada temporal do quadrivetor
energia-momento (2.12). Como a derivada temporal do quadrivetor energia-momento

é menos o fluxo de energia-momento, podemos reescrever a equac¢ao (2.17) como

35, 36]
onde,
¢gzsz‘dsj[ee“ﬂ(42bﬁzbqf—5fuzb“iﬂwd)] (2.19)
S

é o fluxo de energia-momento gravitacional, e

1 ;
Y = EJ ds; (ee“qu“)
S
é o fluxo de energia-momento dos campos de matéria. Considerando a componente
a =(0) da equagdo (2.18) vemos que a perda de energia gravitacional é determinada

pela equacao

0
dPO 0 _g0
dt g —m

No vécuo, a equacao (2.18) se reduz a

dP“_ a __ 3 0 aj _ 1 3 0 a +ju
P ——<I>g—— d’x0;¢ = d’x j(ee ut ),
|4 |4

onde

1
¢(M — Eeea‘utlu — kee (4ZbcA Tbcu_6/1ﬂzbcd Tbcd) )

considerando apenas as componentes espaciais de a, temos [28]

d Pt . o
|4

S

No lado esquerdo da equacdo acima temos a derivada temporal de uma com-

ponente de momento, ou seja, ela possui natureza de forca. Portanto, a densidade
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—¢i pode ser interpretada como for¢a por unidade de 4rea, ou pressdo. Especifica-
mente, —¢ ()i pode ser entendida como a forca exercida na dire¢do i num elemento

de unidade de drea cuja normal estd na direcao j.



CApPiTULO 3

Observadores no espaco-tempo

3.1 Observadores no espaco-tempo de Minkowski

O sistema de referéncia local adaptado a observadores em repouso no espaco-
tempo de Minkowski é determinado pela tétrada e “(ct,x,y,z)= 55 . Ap6s um boost

dependente do tempo na direcdo x, a tétrada se torna

( ry B O o)
00
e l(ct,x,y,z)= Yf :; o , (3.1

\0 001}

onde y =(1—-p2)"1/2 e B=v(t)/c. O sistema de referéncia local determinado pela
tétrada (3.1) é adaptado a observadores cujas componentes da quadrivelocidade sao
uM = e(O)H(Ct,x»J/»Z) = (Y)Yﬁ)oro)

Através da relagdo e, =n%t g, e,”, obtemos a tétrada inversa
[ v —pr o0

— 00
e“ylct,x,y,2)= bro v , (3.2)

0 0 10

k 0 0 01 )
onde tanto 1,5 quanto g, descrevem o espago-tempo de Minkowski em coordenadas
cartesianas, ou seja, sdo iguais a (1.5).

Estamos interessados no célculo do tensor de aceleracao inercial ¢,;, dado
pela equacao (1.53). Para isso, primeiro calculamos as componentes nao nulas do ten-

sor de tor¢ao Ty = Jyear — O eay

d(yp)
Ty = ;’tﬁ ,
dy
T = L, 3.3
(Do1 dt (3.3)

51
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onde eq, =ng4pe?, € obtida a partir da tétrada inversa (3.2). Depois, utilizamos as com-

ponentes (3.3) e a tétrada (3.1) em Ty = e le. Tauy, obtendo assim as componentes

nao nulas
T _aip)
o)o)1 — dr
d
Ty = °r (3.4)
dt

Por fim, substituindo os valores (3.4) na expressao (1.53), obtemos as aceleracoes iner-

ciais
dipy)_d v/c?

PO = 0 =57 l\/ﬁ} ’

o2 = 0,

o) = 0
e

Py =0.
Em vista das relacoes (1.52) podemos reescrever as aceleracoes inerciais acima

da forma

- (@)
a = | —|———| |Xx
at | i
d =0
Estes valores significam que o sistema de referéncia local definido por (3.1) possui uma
aceleracao translacional na direcdo x, que é exatamente a aceleracao esperada de um
sistema de referéncia que sofre um boost dependente do tempo na direcao x, con-
firmando assim nossa interpreta¢do de ¢,; como a aceleragdo inercial do sistema de
referéncia local.

Realizando uma rotacdo com velocidade angular ¢ = w ao redor do eixo z,
onde ¢ = (1), no sistema de referéncia local adaptado a observadores em repouso no

espago-tempo de Minkowski determinado pela tétrada e ,*(ct,x,y,z)=06 L, obtemos

fl 0 0 O\

0 cosyp —senp 0
e '(ct,x,y,2)= , 3.5)
0 senp cosp O

kO 0 0 1}
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de onde temos as componentes da quadrivelocidade u# = e(o)“(ct,x, ¥,2)=(1,0,0,0),
ou seja, apos a rotacao do sistema de referéncia local o observador permanece em
repouso.

A partir da tétrada inversa

(1 0 0 0\

0 cos —seny 0
e’ lct,x,y,2)= 4 4 , (3.6)
0 senp cosp O

\O 0 0 1}

calculamos as componentes nao nulas de Ty,

I11 = —wseny,

T2 = —wcosy,

I201 = wcosy,

I2002 = —wseny. (3.7)

Através das componentes (3.7) e da tétrada (3.5) obtemos as componentes nao

nulas de T,

Tope) = —w,

T = .

Substituindo esses valores no tensor de aceleracdo inercial (1.53), chegamos a

P)i)=0,
e
P = —o,
P = 0
o) = 0,
ou, de forma andloga,
a =0

fe]
I

|
e
N
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que representa uma aceleracdo inercial ao redor do eixo z. Portanto, podemos concluir
que o sistema de referéncia local determinado pela tétrada (3.5) estd em rotacdo ao

redor do eixo z.

3.2 Observador em queda livre no espaco-tempo de

Reissner-Nordstrom

A métrica de Reissner-Nordstrém é uma solucao das equacoes de Einstein no
vacuo, que descreve o campo gravitacional gerado por um corpo de massa M, carga
Q, esfericamente simétrico e sem rotacdo. O intervalo entre dois eventos, nesse caso,

é dado por [37]

ds®> =

2GM 2G 2GM 26 \7!
- 1-=—+ Q24c2dt2+ 1-—+ Q24 dr?
rc 4megr-c rc 4megr-c

+r2d92+rzsen29d¢2,

onde G é a constante gravitacional e €9 =8,85.10712F/m é a constante de permissivi-
dade elétrica. Comparando esse elemento de linha com a equagao (1.19) vemos que a
métrica do espacgo-tempo de Reissner-Nordstréom, em unidades naturaisc=1,G=1e

1/4meg=1, é dada por

2M | Q7 )
(-(1-2+%) 0 00
0 (1—m+Q—§) 0 0
Suv= — (3.8)
0 0 r2 0
k 0 0 0 rzsenzﬁj

Pelo fato da métrica (3.8) serindependente do tempo, existe um vetor de Killing

associado a essa simetria [38], que tem componentes
£"=(1,0,0,0).

Além disso, a métrica também é independente de ¢ e, portanto, também temos um

vetor de Killing associado a essa simetria, cujas componentes sdao

T"u = (0,0,0, 1)
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Por causa da independéncia de ¢ e ¢ na métrica de Reissner-Nordstrém, as
quantidades £-u e 17-u sdo conservadas, onde u é a quadrivelocidade de um obser-

vador arbitrario. As formas explicitas dessas quantidades conservadas sao

2m Q%) ,
e = —g'u:—gwi“u”:(l—T-i—?)u , (3.9
I = nu=gun*u’=r?sen’0 u? (3.10)

onde e é a energia por unidade de massa e / é o momento angular por unidade de
massa do observador.

Anormaliza¢do da quadrivelocidade gera outra integral da equacao geodésica,
em adicdo aquelas para energia (3.9) e momento angular (3.10). Em unidades naturais,
a normalizacao é dada por

uu=gyufu’=-1. (3.11D)

Essas trés integrais podem ser usadas para expressar as componentes da quadriveloci-
dade em termos das constantes e e [.

Substituindo os valores da métrica de Reissner-Nordstréom (3.8) na equacgao
(3.11), e considerando que o observador estd em queda livre radial, ou seja, fazendo

u?=u3=0, onde ut=ut(t,r,0,¢), temos

oM Q2 oM 2\
—(1——+Q—2)(u°)2+(1——+Q—2) (' =-1. (3.12)
r r r r
Usando a relacdo (3.9) para eliminar u?, a equacdo (3.12) pode ser reescrita como
-1 -1
2M Q2 2M Q2
—(1——+Q—2) e2+(1——+Q—2) (u'y=-1, (3.13)
r r r r

Tomando o observador inicialmente em repouso no infinito, ou seja, fazendo e =1, e

com o auxilio das equacdes (3.9) e (3.13), obtemos

dt oM 02\ 7!
O = —(1__+Q_) |

dr roor?

1/2

oo dr__(am @)
dr r r2

Portanto, um observador em queda livre radial no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom

possui uma quadrivelocidade com componentes
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Uma tétrada que satisfaz a condicao el =utea relacdo (1.43) é dada por

( a? —ﬁ 0 0 \
—Basenfcos¢ senfcosg LcosOcosg —-DL
e, l'(t,r,0,¢9)= P ? o P rseno , (319
—Ba?senfseng senfseng % cosf@seng rCs(:ean;
\ —Ba?cos6 cos@ —%sen@ 0o
onde

r

oM Q2\'?
B = (l—a‘z)”zz(——%) :

No limite assintético r — oo, temos

e(l)“(t,r,e,gb) = (0,senfcos¢,(1/r)cosf cos¢p,—seng /rsend),
ep(t,r,0,¢9) = (0,senfseng,(1/r)cosfseng,cos¢/rsend),

e(g)“(t,r,H,(p) = (0,cos8,—(1/r)sen®,0), (3.15)
ou, através de uma transformacao de coordenadas (¢,7,0,¢)—(t,x,y,2),

e(l)‘u(t)x)y)z) g (0)1)010))
e(z)‘u(t)x)y)z) g (0)0)1)0))

e(g)u(I,X,J/»Z) = (0,0,0,1) (316)

De (3.16) podemos afirmar que o sistema de referéncia local em queda livre
determinado pela tétrada (3.14) possui o eixo e(1) orientado na dire¢ao x, () orientado
na dire¢ao y e e(3) orientado na direcédo z, no infinito espacial.

Através da tétrada (3.14) e das componentes nao nulas de Ty,

Tyt = —0:Bsenlcosg,
Ty = —pPcosBcosg,
Tuyps = [senfseng,

Ty = (l—az) cosfcos¢,

Tays = —(l—az)senBSen(p,
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Ti201 = —0JrBsenfseng,
Tio2 = —PcosBseng,
Tios = —Psenbcosg,
Tons = (l—az) cos@seng,
Toops = (l—az) senf cos ¢,
Tiso1 = —0-PcosO,
T30 = Psend,
Tisne = —(1—a?)send, (3.17)
construidas a partir da tétrada inversa
( -1 —a2p 0 0 \
€T (1,1,0, )= PBsenfcos¢p a’senfcos¢p rcosfcos¢ —rsenfseng (3.18)
PBsenfseng a?senfseng rcosfseng rsenfcose
\ Bcosb a?cosf —rsenf 0 )
obtemos as componentes ndo nulas do tensor de tor¢ao Typ.,
T = —%[rﬁrﬁsen29c032¢+[o’ (cos?6 cos® g +sen’p)],
Too = sen?fsen¢ cos¢ (—raf+P),
Toors = seanorsacosgb (—ra B+p),
Toor) = sen?fseng cos ¢ (—raf+B),
Tooe = —%[rar/a’senZOSenqu +p (cosZHSenztp —I—cosqu)],
Toyons = senf corsesen(,b (=1, B+p),
T = seano:Hcosqb (=ra f+p),
Toos = seanorsﬁsengb (=1, B+p),
Teyos) = %(rﬁrﬁc0529+[a’sen29). (3.19)

Nao é dificil mostrar, a partir das componentes (3.19) e da equacao (1.53), que

$0)i =0,
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i) =0, (3.20)

o que implica que o sistema de referéncia local adaptado ao observador em queda livre
nao sofre aceleracoes inerciais.

As trés componentes espaciais da quadrivelocidade u! = e(O)i, junto com as
trés componentes dadas pela equacdo (3.20) fixam completamente a estrutura da té-
trada, mesmo que a equacao (3.20) tenha sido verificada a posteriori. Portanto, pode-
mos concluir que a tétrada (3.14) descreve um sistema de referéncia local nao-girante
em queda livre radial no espago-tempo de Reissner-Nordstrom.

A seguir, iremos calcular a energia gravitacional do espago-tempo de Reissner-
Nordstréom sob o ponto de vista do sistema de referéncia local determinado pela té-
trada (3.14). Considerando a componente a =(0) da equacao (2.12) vemos que a ener-
gia gravitacional contida dentro de uma superficie esférica de raio constante centrada

na origem do sistema de coordenadas, é dada por

plo) — _f d3xajH(0)f:_§deH(0)]'
14 N
= §> dS; (4kex®) :4kJ d0dgex®. (3.21)
N N

Verificando as componentes nao nulas da tétrada inversa (3.18), vemos que a

componente X001 do tensor Y44 = ¢4, MV se reduz a
(001 = (032001 4 o0) 32101, (3.22)
Utilizando a definicao (2.4) e ap6s algumas simplificacdes, temos

ZOOl — (TOOI _ gOO Tl)

yi0l

N =N

(T + g1, (3.23)

Considerando as componentes ndo nulas da métrica inversa

( —a? 0 0 0 \
v 0 a? 0 0
gt = | , (3.24)
0 0 ) 0
1
\ 0 0 0 rzsenzej
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e cancelando alguns termos, obtemos as componentes do tensor de tor¢io TA#V =

g gPug Tppy,

TOOl — gOOgOOgll Too1,

7101 = g0 g1l gllyy
e a componente do trago 79 = gt gVo Dy,
T!=gWgll ) — gl g2y, —gllg33 .

Substituindo os valores acima em (3.23) e cancelando alguns termos, chega-

mosa

(googugzz Toip+gPg !l g% T313),

(goog”gzzT202+g°°g“g337},03).

DN = DN =

Utilizando esses tensores podemos escrever o tensor (3.22) como

1
s(001  _ 5e(O)O (googugzz Toip+ g%0g'l g3 T313)

1
+§e(0)1(googllgzzEoz+g00g11g33T3,03). (3.25)

A partir da tétrada inversa (3.18) e das componentes (3.17) do tensor de tor¢ao

Tauv calculamos as componentes ndo nulas de Ty, =e%) Tyyy

Toor = —-BoB,

Tin = —a*op,

o2 = —1p,

T2 = r(l—-a?),

Tzo3 = —r/a’senze,

Tsis = r(l—a?)sen?d. (3.26)

Substituindo esses valores, as componentes da tétrada inversa (3.18) e as componentes

da métrica inversa (3.24) no tensor (3.25), encontramos

SO0l _ 2 _1_ 22 =0, (3.27)
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De (3.21) e (3.27), vemos que a energia gravitacional contida dentro de uma
superficie de raio constante, assim como a energia gravitacional total do espaco-tempo,
é nula, se avaliada do sistema de referéncia local de um observador em queda livre.
Essa é uma propriedade muito interessante do TERG. A anulagdo da energia gravita-
cional para observadores em queda livre € uma caracteristica que é consistente (e uma
conseqiiéncia) do principio da equivaléncia, ja que efeitos locais da gravidade nao sao
medidos por observadores em queda livre.

O resultado dado pelas equagdes (3.21) e (3.27) é um bom exemplo da de-
pendéncia que a energia gravitacional tem do sistema de referéncia. O fato de nao
termos achado um valor correspondente a energia eletromagnética, que é esperada
no caso de um observador acelerado em direcdo a uma fonte carregada, pode estar
relacionado a existéncia de um horizonte de evento em torno da carga. Além disso,
para um observador medir a energia eletromagnética é necessario que ele possua uma
carga elétrica.

Pode ser facilmente verificado que as componentes do momento gravitacional
P() e P(2) se anulam em vista das integrais do tipo fom dpseng = fozn d¢cosp =0, en-
quanto que P®) se anula em vista de f : dBsend cosf =0. E importante lembrar que
em geral a anulacdo de ¢,;, ndo implica na anulacdo de P¢. Para um observador em
repouso no infinito do tipo espaco, a energia gravitacional total ndo se anula, enquanto

que para esses observadores temos ¢ 5, =0 no limite r — oo.

3.3 Observador em Orbita circular no espaco-tempo de

Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild descreve o campo gravitacional gerado por uma
distribuicdo de massa M esfericamente simétrica, estaciondria e sem rotacao. O ele-

mento de linha de Schwarzschild tem a forma [39]

2GM 2GM\ !
dszz—(l— )czdtz—i-(l— cz) dr*+r*d0*+r*sen’0d¢>.
r

Nesse caso, em unidades naturais, temos a métrica
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(—(1—¥) 0 o o )
0 (1-2)7" o 0
8uv = . (3.28)
0 0 r2 0
\ 0 0 0 rzsenzej

Assim como a métrica de Reissner-Nordstrom, a métrica de Schwarzschild é

independente de ¢ e ¢. Portanto, de forma anéloga, temos as quantidades conservadas

2M

e = _g.u:—guvguuvz(l—T)uo, (3.29)

I = nu=gun*u’=r’sen?d us. (3.30)

Como queremos um observador em orbita circular no espago-tempo de
Schwarzschild, fazemos u! =u?=0, onde u*=u#(t,r,0,¢), e usamos a métrica (3.28)

na normaliza¢do da quadrivelocidade (3.11), obtendo assim
2M
—(1—7) (u®?+r?sen?0(u’)?>=—1. (3.31)

Isolando as velocidades u° e u3 em (3.29) e (3.30), respectivamente, substituindo em
(3.31) e considerando que o observador estd em Orbita circular no plano equatorial

0 =m/2, chegamos a

2m\ ! , 12

Com um pouco mais de manipulacao, essa equacgado pode ser reescrita na forma de um
potencial efetivo [38]

e R N AU VA VO T DO O OO TN
“fT T T2 r r2 T 2r2 37 '

Portanto, a técnica de tratar 6rbitas através do potencial efetivo na mecanica newtoni-
ana pode ser aplicada a drbitas no espaco-tempo de Schwarzschild. De fato, a forma
do potencial efetivo (3.33) difere do potencial newtoniano apenas pelo fator adicional
—M1I12/r3.

Orbitas circulares estdveis ocorrem no raio r = r,,;, do minimo do potencial

efetivo d V, ¢/dr =0. Fazendo isso para o potencial efetivo (3.33), obtemos

2

M 2
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Isolando I darelacdo anterior, substituindo na equacdo (3.32) e, posteriormente, isolando

M 1/2
I = r ,
r—3M
-1/2

e = (r—2M)(r2—3Mr) ,

e, encontramos

onde r =r,,;,. Substituindo esses valores em (3.29) e (3.30) e, novamente, considerando

0 =m/2, chegamos a

0 dt ( 3M)—1/2
u = =[1-— )

dr r
,  do (. 3M\TYE M2

A velocidade angular do observador numa 6rbita circular estdvel é dada por

g d¢ _de/dt _u®_ (M)l/z

“dt  dt/dt u® \r?

Utilizando esse valor e a definicao

M /2
(-2
-

nas velocidades (3.34), podemos reescrever as componentes da quadrivelocidade do

observador como

ut=(2,0,0,A0).

Uma tétrada que satisfaz e(o)l‘ =u# e arelacao (1.43) é dada por

( —a2A 0 0 r—cz \
_a?Bsen¢ alsenfcos¢ lcos@cosp —2n%
e, (t,1,0,9)= ¢ P ? Drse““’ ,  (3.35)
a?Bcos¢y a~'senfsend 1cosfseng r::;g)
\ 0 alcosf —%sen@ 0 J
onde

R
Il
~
[a—
|
uE
N———
L
~
\S)

A = —a?),

B = a! (a‘z)tz—l)l/z,

C = 2ar?

D = (1+/12§22r23en29)1/2.
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No limite assint6tico a tétrada (3.35) se comporta exatamente como em (3.15) e (3.16),
fazendo com que os eixos do sistema de referéncia local do observador estejam orien-
tados ao longo dos eixos cartesianos no infinito espacial.
Para o cdlculo das aceleracdes inerciais e, posteriormente, da energia gravita-

cional, calculamos as componentes nao nulas de Ty,

Tooy1 = —0GrA,

Toyns = 0rCsen?d,

Tiops = 2Csenfcosd,

Tor = —0rBseng,

Tz = —Bcosg,

Ty = (1—a)cosBcosg,

Tnyns = —(D+rd-D—a)senfseng,

Thyps = —(Dcos8@+3dyDsenb —cosO)rseng,

Tiom = JrBcoso,

Tio03 = —Bseng,

T2 = (1—a)cosBseng,

Tions = (D+ro,D—a)senfcosg,

Tiops = (Dcos@+3dgDsenf —cosO)rcosg,

Tis2 = —(1—a)send, (3.36)
construidas a partir da tétrada inversa
( —A 0 0 —Csen?6 \

Bseng asenfcos¢ rcosfcos¢p —rDsenfseng
e, (t,r,0,¢)= . (3.37)
—Bcos¢p asenfsen¢ rcosfsen¢ rDsenfcosg¢

\ 0 acosf —rsenf 0 )
A partir das componentes (3.36) e da tétrada (3.35) obtemos as componentes

nao nulas de T,

send cos

Toom = T(P (Ad®r*0,A—Cra,Csen?6 —2C*acos®6),
senfsen

Tooe = T¢ (Ae®r*0,A—Cra,Csen*0 —2C*acos®6),
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cos0
Toyoz) = s (AazrgﬁrA—Cré’rCsenZB-i—ZCzasenzB),

1
Tome = W(Bazrzé’rAsenH+DrﬁrCsen29+2DCacoszl9),

cosfsen
Ty = Weng (Ba®r?o,Asenf + Dro, Csen”§ —2DCasen’6),
cosf cos
To)e) = _Wen:) (Ba*r?é,Asenf + Dro,Csen*6 —2DCasen®0),
seng cos
T = # [Aoz2 20, Bsen’0 —Aa®DBr — (Bzaz—i- 1) Casenf

+CDsenf —(1—a)CDsenf cos® 0+ Crd,Dsen0 + Ca@gDcosHseHZH] ,

1
Tooe = T~ [Aoz2 r?0, Bsen*0sen?¢ +Aa> D Br cos® ¢ +(B?a*cos® ¢
—sen®¢)Casend + CDsenfsen®¢ —(1—a) CDsend cos® Osen’¢
+Cr8rDsen395en2¢ +CadgDcos Osenzesenng ,

sen
Ty = ar? [Aoc2 %0, BcosO +(1—a)CDsend cos 8 + Crd, Dsenf cos 0

—CaagDsenzé)] )

sen
Tz = ¢ —D?sen?0 + Da— D*acos? @ + Ba?r 8, Bsen?6 — Drd, Dsen? 6
(L)L) arsenf

—Dadp Dsend cos 9) ,

1
Tooe) = 5[—(l—a)cosecosz(p—(1—a)chosesenqu+Ba2r3rBCOSHSen2¢

—Drd,Dcos0sen’¢ + Dady Dsenf senng] ,

seng cos
Thee = %[—(1—a)cost9+(1—a)D20059—Bazré’chosH

+Drd,Dcos8 —Dady DsenB] ,

1
Toyoyy = —m[Aazrzé’rBsenZHCOSqu+Aa3DBrsen2¢ +(B*a’sen’¢

—cos® ¢)Casenf + CDsenf cos® ¢ —(1—a) CDsend cos? O cos® ¢
+Crd, Dsen®6 cos® ¢ + Cady D cos fsen?d cos? ¢] :

seng cos
Tovore) = _seng cosg AazrzﬁrBsenZH—Aa?’DBr—(Bza2+1) Casenf +CDsenf
(2)0)2) arsenf

—(1—a)CDsen® cos®> 0+ Crd, Dsen36 + Ca@gDcostenZQ] ,
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cos
Tooys) = — argb [Aa2r26r3c0s9+(1—a)CDsenH cos +Cro,Dsenf cos 0
—CaﬁgDsenZH] ,
cos
Tome = arsef@ (DzsenZO—Da+D2acos20—BazrarBsenZH

+Drd, Dsen?0 + Dady Dsen® cos 9) )

seng cos
ToynE = %[—(l—a)cose+(1—a)D20030—Ba2r6chos¢9

+Drd-Dcos8 —Dady DsenH] ,

1
Toy2E) = E[—(1—a)cos€sen2¢—(1—a)D20059c032¢+Ba2r5chosacosz¢

—Dr 8, Dcos 6 cos® ¢ +Dady Dsend cos? gb] ,

senf cos ¢
Tome = —— 1-a),
senfseng
Iz = T(l—a)- (3.38)

Substituindo as componentes (3.38) na expressao (1.53) obtemos as acelera-
¢oes inerciais

senf cos ¢

Py = — 5 (Ad*r*0,A—Cra,Csen*6 —2C*acos®6),

Do) = W (Aazr?’@rA—CrﬁrCsenZO —2C2acos29),

PopE) = Cs;g (AO!2 r36,A—Crd,Csen®0 +2C2asen29) ,

Py = m [Boz2 r20,Asen’0 + Drd,Csen®0 +2DCasenf cos> 0

+Aa?r?0, Bsen?0 + Aa®DBr+ (Bzoc2 - 1) Casenf +CDsenf

—(1—a)CDsenf cos? 8 +Cra, Dsen®0 + CaﬁgDcosesenze] ,

cos
Doy = _ﬁ[BazrzﬁrACOSH+Dr8rCsen9c039—2DCasen00050

+Aa®r?d, Bcosh +(1—a)CDsenf cos0+ Cro,Dsenf cosf —Cady DsenZH] ,

sen
e = _ﬁ[Bazrzé‘rAcose+Dré’rCsen9cosl9—2DCasen0(:ost9

+Aa’r?8, BcosO +(1—a)CDsend cos8 + Crd, Dsenf cosf.

—Cady Dsen29] . (3.39)
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Por conveniéncia de notac¢do, definimos os vetores

X = senfcos¢i+cosfcospl—seng @,
y = senfsengi+cosfOsengd+cosgg,
2z = cosOf—sendd, (3.40)

que tém significado bem definido como vetores unitdrios no limite assintético r —
oo. Utilizando essas definicoes e as aceleragdes inerciais (3.39) nas expressoes (1.52),

podemos reescrever as aceleracoes inerciais como

1 2C2%senf cosO \ .

a = —3(Aa2r33rA—Cr6rCsen29)f— (—3)0,
ar r

- Aa2DBrcos0

Q = 2DC(ZCOSQ+—+(BZ 2—1)Cozcost9—|—CDozcos¢9
2ar? send

1
+Ca3gDsen9] P— >

5 [Ba2r36rA+Dr23rCsenH +Aad’r*0,B+Aa’DB
ar

+(Bza2—1) Casen9+CDsen9+Cr3rDsen9]9. (3.41)

No limite assint6tico r — 0o, as aceleracgoes inercias (3.41) se reduzem a

Mcos?0\ . (2Msenfcos0 .
ST e[S g,
2r2 r2

- (2senf —1)vMcos@ \ _ 1 /M R
Q= F—| —4/ —send | 0.
2r3/2send 4\ r

Como estamos considerando um sistema de referéncia local no plano equatorial 6 =

12

a

7t/2, essas aceleracoes se reduzem a

o= (- ()

Esse resultado é consistente, pois apesar do observador estar numa trajetéria geodésica

2L
[l

(3.42)

N)

é necessdria uma aceleracdo inercial ao redor do eixo z para que os eixos do sistema
de referéncia local do observador fiquem fixos ao longo dos eixos x e y, como é o caso
do sistema de referéncia local determinado pela tétrada (3.35).

Para o cdlculo da energia gravitacional usamos a expressao (3.21), onde para

a tétrada inversa (3.37) temos

()01 — 5(0) 5001 4 5(0), 5301 (3.43)
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Através da expressao (2.4) e de algumas simplificacdes encontramos

ZOOl (gOOglngZTle_+_g00g11g33T313),

2301

B =N

(googugss Tyo1— g% g 33 Tp13 — g% g1 g% TIOS) . (3.44)
Substituindo as componentes ndo nulas de Ty,

Toor = AarA_ BarB,

Tois = —Ad.Csen’0— Brd,D—(D—a)Bsend,

Tops = —2ACsenfcosd— BrdgpDsenf —(D—1)Brcos0,
Tiog3 = —Basend,

Too03 = —Brcos0,

T = r(l-a),

T301 = Co,Asen’6+ Drd,Bsen,

Tz = —sen’f [Cé’rCsenZB—(D+ ré’rD—a)rD],

T3o3 = senf [—2C28en29 cos@ +(Dcos0 + g Dsend —cosH)rzD] ,  (3.45)

construidas a partir da tétrada inversa (3.37) e das componentes (3.36), e as compo-

nentes do tensor métrico inverso

(—az 0 0 0 \
v 0 a? 0 0
S N R
2
1
\ 0 0 0 rzsenZOJ

em (3.44) e, logo ap06s, utilizando o resultado obtido e as componentes da tétrada in-

versa (3.37) em (3.43), chegamos a

A(l—a) ACO,Csen?0 AD? ADO,D AaD+C23rAsen29

y(0)01 + +
2r 4r? 2r 2 2r 4r?
CDo,Bsenf CBd,Dsenf BCDsenf
- - + —.
4r 4r 4r

No limite assint6tico r — oo essa expressao se reduz a

M 1 1
y (0001 =~ = (1+§sen9+§sen20). (3.46)



3.4 OBSERVADOR ESTATICO NO ESPAGCO-TEMPO DE KERR 68

Substituindo (3.46), o determinante e =,/—g =r?senf e k =1/167 na ex-
pressdo (3.21), e considerando o limite assint6tico r — 0o, obtemos a energia gravita-

cional total

E

1 M 1 1
4kf dodpexO ’E—f d0d¢risend [—2 (1+—sen9+—sen29)]
S an J r 8 8

21 T
M 1 1
= lim — dqﬁj dBsenf (1+—sen9+—sen20)
0 0 8 8

r—o0 477
= M 13+7T =1,18M (3.47)
~2\6 16) 7 ’ '

Esse resultado significa que o observador em 6rbita circular estavel ao redor da fonte
mede uma energia gravitacional maior que a energia gravitacional medida por um ob-
servador em repouso que, no caso, é igual a massa da fonte M. Devemos lembrar que
os eixos do sistema de referéncia local utilizado pelo observador sdo fixos, o que deve
influir no célculo da energia gravitacional, pois num sistema de referéncia local livre

de forcas inerciais os eixos giram livremente.

3.4 Observador estatico no espaco-tempo de Kerr

A métrica de Kerr descreve a geometria do espaco-tempo ao redor de um bu-
raco negro axialmente simétrico, estaciondrio, em rotacao, de massa M e momento
angular /. Na forma de Boyer-Lindquist, em unidades naturais, o espago-tempo de
Kerr é estabelecido pelo elemento de linha [40]

l/)Z
p?

>2senZf

2 20 2
—&dtd¢+%dr2+p2d02+—2d¢2, (3.48)
o

2
dr*===5

ds*=—
onde

A = r’+a*-2Mr,
p? = r’+a’cos®0,
¥? = (r’4+a®?-Aa’sen0,
1/)2 = A—a’sen?0,

X = 2aMr, (3.49)



3.4 OBSERVADOR ESTATICO NO ESPAGCO-TEMPO DE KERR 69

e a é o momento angular por unidade de massa a = J /M.

As componentes espaciais da quadrivelocidade de um observador estatico
no espacgo-tempo de Kerr sdo u! =0, ou seja, a velocidade do observador é zero em
respeito a observadores estaticos no infinito espacial. Ja que identificamos u! = 6(0) ,
um sistema de referéncia local adaptado a um observador estatico é estabelecido pela
condicao o’ ) =0.

Uma forma simples de tétrada que satisfaz e(o)i =0earelacdo (1.43) é

( 2 0 0 o )
e M= wA Jxsenfseng %sene cos ¢ /%COSQ cosg — XP Sen‘g (3.50)
“ i/JA BXsenf cos ¢ @senesengb %COS Oseng Tl/) sZrSl(g ’ .
\ 0 ‘%cos@ —%sen@ 0 )
onde
= (¢222+)(28en20) 12

Assim como nos casos anteriores, estamos interessados no cdlculo de ¢, dado pela
equacao (1.53) e na energia gravitacional dada por (3.21) e, para esse proposito, é util

trabalhar com a tétrada inversa

(A 0 0 B \

0 Csenfcos cos 0 cos —Dsen6
e, = v P ¢ ¢ , (3.51)

0 Csenfsen¢ pcosfseng Dsenfcos¢p

\ 0 Ccos@ —psenf 0 )
onde

A=Y
Jo)

B — )(sen29’
pYy
o)

C = —,
VA

D = A (3.52)
Py '

O sistema de referéncia local determinado pela tétrada (3.50) é valido somente

na regido fora da ergosfera, pois a funcao 1)? se anula sobre a superficie externa da
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ergoesfera, definida por r = r* =M ++/ M?+a?cos?§ (sobre esta superficie goo=0),
e, portanto, varias componentes das equagoes (3.50) e (3.51) ndo sdo bem definidas
sobre essa superficie. E bem conhecido que néo é possivel de se manter observadores
estaticos dentro da ergoesfera do espago-tempo de Kerr.

Inspecionando a tétrada (3.50) vemos que no limite assintotico ela se com-
porta como em (3.15) e (3.16). Portanto, podemos afirmar que os eixos do sistema de
referéncia local determinado pela equacdo (3.50) sao orientados ao longo dos eixos
cartesianos no infinito espacial.

Através da tétrada inversa (3.51) obtemos as componentes nao nulas de Ty,

Top1 = 3r(£),

o)
T2 = Op (ﬂ),
Jo,
4 2
T = -9 (—) sen-d,
(0)13 ¥ o
T p (senze)
= — 0 ,
(0)23 X pl/)
1
T = Jrpcosbfcos¢p ——7 senf)coso,
(112 P (0] A o (p )cos¢
T = —0 (A) seanean—Lseanen(p
W= 7 py VA ’
Asen
Thyps = —89( >l )sen¢+pcos€sen¢,
pY
1
T = Jrpcosfsen¢ ——7 senf)seng,
(2)12 ro ¢ X o (psend)seng
T = 0 (A) senOcosqﬁ—Lseanosqb
ens = oy VA !
Asen@
T = 59( )cos¢—pcos€cos¢,
(2)23 o0
1
T = —J,psenld ———7, cosf), 3.53
(3)12 rP /A o (o ) ( )

e, posteriormente, utilizando esses valores e a tétrada inversa (3.51) chegamos as com-

ponentes ndo nulas de T,

1 A
Toyoy = Eé’e (%) C0$9c0s¢+§8, (%) senf cos @,
Toyoe) = ié’e (%) cosfseng + %é’r (%) senfseng,
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1 1/;) VA (z,b)
T; = ——0dy| — |sen8+—23,| — |cos@,
(0)(0)(3) z/) 0 (p " r P

Ty = [\/_3 (w)senze-l—ﬁg (%) seanosH]

z/) /X ) sen?f \ cosf
A )
A 8r sen 0+ y0p oy | send

[\/Z&'r ( )sen@ cosfOseng — 0y (%) senzesen(p]
l X

29 T
sen ) seng

£~

Toye =

RSS

pY
T = ﬂa ¢ 0 cosf ) Y 29 _
023 = - . ; senf cosO cos ¢ + 0y ; sen-f cos@

X ) xsen?6 ]
- seanochosqb—ag( )cos¢ ,
Yy py

P
Asenf ) cosfseng ] pz,/) seng

[ A
VA | —
' (pw pY sen6 A senf’

1
Ty = pe [—VA0,pcosfsend cosd + 0y (psend) cos® ¢ |

JZa, sen9 cosfseng —Jp (

>‘>< >

+
> e ‘G

) (

Tnoe) =

) senfsen¢ +dy (

nieam (i)
—— |VAQ cosOsen? 7)) sen ,
"\py P00y ’
1
Thee = Py [—\/Z&’rp cosfseng cos¢ +Jy (psenH)sen¢cos¢]
o[ (75) (i )enweose
AQ, cosOseng cosg —dy seng cosao |,
Y A Asenf\ cosfcos¢p| py cos¢
T = — \/Zar — 9 3 - )
(2)1X2) A pY sengcosg +2 pY senf A senf
1
Tome) = o7 [—\/Z@rp cosfseng cos¢ + 0y (psen@)sen¢cos¢]
Y[ ( A ) (Asen@) ]
+— | VAS, | — | cosBOsene cosg —dy seng coso |,
1
Toyays) = pe [~V A0, pcosfsen®p+38p (psend) sen’s |
Y "/_ ( A ) 9 (Asen@) 9 ]
—— |VAG, | — |cosOcos ¢ — 3y CcoS ,
AL oy ’ Py ’
1
Teme = o2 [\/Zé’rpsengcosqﬁ +0p (pcosH)cosgb],
1
Tsy2eE) = ?[\/Zarpserwsenqb +0p (pcos@)sen(p]. (3.54)

Por fim, a partir das componentes (3.54) e da equacgao (1.53), calculamos as

aceleracoes inerciais
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ooy = iae (%) cosf cos¢ +%6, (%) senf cos @,
Do = iae (%) cosfseng +%3, (%) senfseng,
Do) = —iaa (%) sen0+%8r (%) cosé,

P = 2Ny [\/_8 (%) sen’6 + dy (%) sen@cos@]

¥ l\/Za,( 1/}) sen?@ + y 6y (senze) COSQ] )

2A pY | send
2B = 2/)\(1/) [ «/Zar( )sen@cos@cosq&—i—ﬁe (%) sen29cos¢]
+% N, (,01,0) senf cosf cos¢p —dy (xs;zzg)cosgb: )
P = —ﬁ [«/_@ ( )sen@ cosOsen¢ — 0y (%) senzﬁsengb:
+£ VAS, (p¢)sen0c0393en¢ Oy (xslszze)senqb: . (3.55)

Utilizando os vetores unitarios (3.40) e as aceleracdes inerciais (3.55) nas ex-
pressoes (1.52), e realizando algumas simplificacdes, podemos reescrever as acelera-

¢oes inerciais como

M | VA [2r2 2ra? .
a = R — L—l r+ ra senf cos6@ |, (3.56)
l//,z 2 ,03
5 2 2 /A R
Q = — Lcos@#—w—sent%’g 2 P+ Y senf o, 2 0. 3.57)
Ap 2Ap Y? 2Ap e

A forma funcional especifica dos vetores acima caracteriza o sistema de refe-
réncia local determinado pela tétrada (3.50). A equacao (3.56) representa a aceleracao
inercial translacional que devemos exercer no sistema de referéncia local para que ele
permaneca em repouso e a equacao (3.57) é a aceleracao inercial rotacional que deve-
mos exercer no sistema de referéncia local para que seus eixos fiquem orientados ao
longo dos eixos cartesianos.

A forma de @ e §} para grandes valores de r é muito interessante. E facil de se

verificar que no limite assint6tico r — 0o, temos

S M _
a = —F, (3.58)
r
- M
Q= — (20030r+sen00) (3.59)
r
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Apés as identificagdes M «— g ednMa «— m, onde g é a carga elétrica e m é o momento
de dipolo magnético, as equacgdes (3.58) e (3.59) se parecem com o campo elétrico de
uma carga pontual e o campo magnético de um dipolo perfeito que aponta na direcao
z, respectivamente. Essas equacdes tém uma similaridade com o gravitoeletromag-
netismo.

Se abandonarmos a condicao estatica, um observador localizado numa posi-
cao (r,0,¢) estard sujeito a uma aceleragao —a e a um movimento rotacional determi-
nado por —3=0p, que é a freqiiencia de arrasto do sistema de referéncia local. Logo,
o efeito gravitomagnético € localmente equivalente a efeitos inerciais em um sistema
de referéncia com frequéncia —Qp; o dltimo tendo a estrutura de momento de dipolo
magnético dada pela equacao (3.59). Esse é precisamente o teorema gravitacional de
Lamor, discutido em [41].

O surgimento de quantidades de campo gravitoeletromagnéticas no contexto
do tensor de aceleracdo ¢,, ndo apresenta diferencas em relacdo a descricao usual
encontrada na literatura. Vamos admitir que as tétradas satisfacam a condi¢do de con-
torno assintotica

1
~ <l
ea“_5a+§ha“,

onde h * é a perturbagdo da tétrada do espag¢o-tempo plano no limite r — oo, e que
nesse limite os indices locais de Lorentz e do espa¢o-tempo adquiram o mesmo sig-

nificado. E facil de verificar que nesse caso temos

1 1
Py = —31'(5%0)—50(—5}10;')'\* i)

N 1 1
Pun = —[@' (—ghw)—aj (—ghOi)]NBij’

onde, as quantidades

1
Ai:_zhOi’

sdo identificadas como o potencial gravitoelétrico e o potencial vetor gravitomagnético,
respectivamente. Essa identificacdo é equivalente aquela usualmente feita na literatu-

ra [42].
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Para o célculo da energia gravitacional, do ponto de vista do sistema de refe-

réncia local determinado pela tétrada (3.50), devemos obter o tensor
52001 _ p(0) 5001 4 5(0), 5301 (3.60)

onde, ap6s algumas simplificacoes, temos

2001 [gOOglngZ 1o+ (g00g11g33_g03g03g11) ]?313] ,

00,11 ,33 03 ,03 ;11 00,11 .33

§301  _ {_(g‘)?’gosg”—l—g g"8%) Tois+(gPg%g" —gg" %) Tios

== DN

1
4 (g03g03g11 +g°°g“g33) T301:| i > [go3g03g11 Tois+ g% g g2 oy
_g0gWgll T301] _
Através desses tensores e de alguns cdlculos podemos reescrever o tensor (3.60) como

1 1
(001 _ ze(O)O (googuggs_gosgoggu) T313+§ (6(0)0g00g11g22+e(0)3g03g11g22) Ty

1 1
+Ze(0)3 (g03g03g11 _g00g11g33) T013+Ze(0)3 (g00g11g33_g03g03g11) Ts01

1
+§e(0)3 (g03g03g11_g00g11g33) Tio03- (3.61)

A partir da tétrada inversa (3.51) e das componentes (3.53), obtemos as com-

ponentes ndo nulas de Ty,

T = Lo (Y),

p \p
Tooz = gﬁa (ﬂ),
p\p
To1z = —ﬂar(i)senze,
P \py
sen?f
Tios = _¢_)(ag( )»
P Py
0
T = pAep’
p2
T = pop—Lt,
212 Pop A
Tzon = v r(ﬂ)senze,
Py \p
Tox = 23 (g)senzf),
Py “\p
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- oo o )
T513 plpﬁr(plp)sen 9+p1/) or oy A sen-f,

2 sen?0 A Asenf
T2z = —Z—é‘e( )s n29+—[5‘9( )—pcos@]sen@.
pY Py pY pY
Utilizando essas componentes, a tétrada inversa (3.51) e a métrica inversa
222 2
(——PAZ o o &£ )
o & o 0
g = P )
0 0 # 0
_P’x _p*?
\ A2 0 0 A%sen?0

no tensor (3.61) e realizando algumas simplificacoes, chegamos a

1yA X 1A A 1pvA
(01— ZAZapn2 A = - =
wne@(pw) ZA@(p¢)+2 A

1 A 1VA 1 x%A 2 Y
st )

No limite assintético r — 0o essa expressao se reduz a

M

o0l 2 (3.62)
r
e o determiante e = ,/—g =(A/vA)senf se reduz a,
e= (r2+a2c0329)sen9. (3.63)

Substituindo o tensor (3.62), o determinante (3.63), a constante k=1/167 e

considerando r — oo na expressdo da energia gravitacional (3.21), chegamos a

1 M
0)01 ~ 2, 2. 2
E 4k£d0d¢e£” :47er_,ood0d¢ ) (r +a“cos 0)sen9

12

M T Vi
lim — d(pJ dBOsend =M, (3.64)
r—oo 477 0

que é exatamente a energia gravitacional total esperada do buraco negro de Kerr me-

dida por um observador estdtico no infinito.



CApPiTULO 4

Sistema de referéncia de Fermi-Walker

4.1 Equacoes de Frenet-Serret e o transporte de Fermi-Walker

Na secao (1.2) vimos que o transporte paralelo de um quadrivetor ao longo
da linha mundo de um observador em movimento geodésico requer a anulacdo da
derivada absoluta do quadrivetor. Nesse capitulo analisaremos em detalhe o trans-
porte de Fermi-Walker de um sistema de referéncia local de um observador, que vem a
ser o transporte no qual a componente e(g)(7) € transportada em e()(7+d 7), e é sem-
pre tangente a linha mundo arbitraria do observador.

A derivada absoluta de um quadrivetor V# ao longo da linha mundo C é dada
pela equacgdo (1.34). Vamos considerar quatro quadrivetores, A#, B#, C* e D¥ que

satisfazem as seguintes equacoes [45]:

Dy wn
016)115!1 = cCH+DbAH, (4.2)
Ogiu = dD"—cB", (4.3)
D e »

onde A¥A, =-1, B¥B,=CHC,=D"D, =1, e b, c e d sdo coeficientes ndo negativos.
Dado o quadrivetor A#, a equacao (4.1) define o quadrivetor B¥, a equacao (4.2) define
o quadrivetor C# e aequacao (4.3) define o quadrivetor D#. A equacao (4.4) é verificada
em vista das equacoes (4.1 —4.3). Nao é dificil de se verificar que as equacoes (4.1 —4.4)
implicam que A#, B4, CH e D* formam um conjunto ortonormal de quadrivetores, ou
seja, A B, =0, etc.

Identificamos A# como o quadrivetor unitario tangente a trajetéria C, ou seja,

Al =dxH/d7. Nesse caso A¥, BH, C* e DM estabelecem o sistema de referéncia de
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Frenet-Serret, e as equacoes (4.1 — 4.4) sao chamadas de equacgdes de Frenet-Serret.
Os quadrivetores B, C* e D* sdo a primeira, segunda e terceira normaisa C, e b, ¢
e d sdo a primeira, segunda e terceira curvaturas de C, respectivamente [45]. A base
ortonormal de Frenet-Serret é adequadamente adaptada a curvas especiais no espaco-
tempo. Por exemplo, se b=c=d =0, a curva C é a geodésica; se b =constante e ¢ =
d =0, C representa uma hipérbole, e se b = constante, ¢ =constante e d =0, entdo C é
uma hélice [45].

Vamos considerar um quadrivetor V#(x) definido na trajetéria do tipo tempo
C, em um espago-tempo determinado pelo tensor métrico g;,,. O transporte de Fermi-
Walker de V# ao longo de C é definido por [45]

°DV#k
art

=bV, (A*B*—A“B¥). (4.5)

Dado o valor de V#(1() a uma certa posicao inicial 7y, a equacao (4.5) determina for-
malmente V¥ ao longo da curva C determinada por x# =xH(7). O transporte de Fermi-
Walker de um tensor de segunda ordem ao longo de C é definido por

°DTHY
art

=bT (A*B*—A*B*)+b T+, (A" B*~A*B"). (4.6)

Segue da equacao acima que

°Dghv o °D&k
dtr dt

4.7)

O quadrivetor velocidade determinado por A* =dx*/dt sofre naturalmente
o transporte de Fermi-Walker. A aplicacdo da equacao (4.5) a A leva a equacgao (4.1).
Também é facil mostrar que o produto escalar de dois quadrivetores é preservado sob
o transporte de Fermi-Walker. Definindo ¢ como o produto escalar dos quadrivetores

> e A#. Ao longo de C temos

Pp(t+dr)—¢(r) = ZH(r+dT)Au(t+d7)=3H(1)Au(7),

= Ay(6TVEM+3H(GTVAY), (4.8)
onde

FWsH = —°TH,pxPdx*+b%, (A B*~A*BH)dr,

6" Ay = °ThauMrdx“+bAg(AyB*—A"B,)d7. (4.9)
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As equacoes (4.8) e (4.9) implicam que ¢(t+d7)—¢(7)=0.

Podemos identificar A# com a componente do tipo tempo da tétrada e

dxt
E = 6(0)‘”. (410)

AM =
O transporte de Fermi-Walker de e(o)ﬂ ao longo de C garante que e(O)“ sempre sera
tangente a C. As componentes do tipo espacgo € k)“ sao ortogonais a 9(0)“ em todos os
pontos. Ao longo de C, e também sofre o transporte de Fermi-Walker. Ja que e
e e(o)!‘ sao ortogonais, temos
°De, M
(k) u, A
Em vista da equacao (4.1) a equacdo acima pode ser reescrita como [43]

°De,, M °De .}
k 0
dEL') =e(0)“e(k),1 d’(L') . 4.12)

Esta equacdo determina o transporte das bases ortonormais e, ao longo de uma curva

do tipo tempo arbitraria C, tal que e(g) € sempre tangente a C.

4.2 Construcao de sistemas de referéncia de Fermi-Walker

Vamos considerar a expressao para o transporte de Fermi-Walker de um sis-
tema de referéncia local dada pela equacao (4.12). Levando em conta a equacao (1.47)

podemos reescrever a equacao (4.12) como
°De( k)“
art

= u“e(k);ta’l. (4.13)

Em vista da equacdo (1.11) temos e(x)ra” = a(k) = Pyk). Portanto, o transporte de
Fermi-Walker de um sistema de referéncia local pode ser escrito como
°De ;.
art

= u“gb(o)(k). (4.14)

Por outro lado, é facil verificar que a aceleracdo inercial das componentes e(k)“ do

sistema de referéncia local dada pela equacao (1.49) pode ser expressa em termos de

P(o)(k) € P(j)(k) cOMO

°De(k)“

ar

= ut Yoy + Py e (4.15)
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Portanto se ¢(jyx)=0, o sistema de referéncia local sofre o transporte de Fermi-Walker.

A expressao de ¢(;yj) € dada por
1
Py = > (e(i)u e(j)v Tioyuv + e(O)M e(j)v Tty — e(O)H e(i)v T(J‘);W) . (4.16)
Realizamos uma rotacao de Lorentz local,
T k
que nos leva a

Tiyw = Guéiyw —0v ey

k k k
A(i)( )T(k)uv + (3MA(1')( )) €k — (aVA(i)( )) e(k)u- (4.18)

Os coeficientes locais de Lorentz {A(i)(f )} serdo fixados tal que ¢;yj)=0.

As equacoes (4.17) e (4.18) implicam em

Ing _ k !
¢ = Ayn Ve
1 k I I

_%e(O)“A(i)(k)e(k)v (8 ) e (@) e

= A8 e
% {%)“ Ak (@A(i)(k)) — € Mik) (@A( ,-)””) } : (4.19)
A equacao acima pode ser reescrita de uma forma mais conveniente como
Pay) = %A(j)(m) (A(i)(k)¢(k)(m)+ ey %A(i)(m))
_%A(i)(m) (A( ) pwim + e 5uA(j)(m)) : (4.20)

Portanto, obtemos ¢;yj)=0 se

k
Ay O Dm) + e o) Quiixm) =0,

ou, de forma equivalente [43],

ey A m) Bu k) = Pkym) =0 4.21)

Entdo, dado um sistema de referéncia arbitrario transportado ao longo de C, calcu-

lamos a freqiiéncia de rotagao ¢)m,), € por meio da equacao (4.21) determinamos
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os coeficientes {A( l.)(f )}. A equacao (4.21) garante que o sistema de referéncia local
obtido de acordo com a equacdo (4.17) sofre o transporte de Fermi-Walker. Notamos
que a rotacao local de Lorentz ndo afeta a componente do tipo tempo e(o)u.

Para uma tétrada arbitrdria a solucdo da equacgdo (4.21) para { A(l.)(j)} pode
nao ser direta. Por outro lado, na aproximacao de campo fraco, ou no caso do espago-

tempo ser assintéticamente plano, onde

h M

~ 1
e Hgh 4 L

. > (4.22)

podemos achar a expressao aproximada para A i)(f ). Nesse caso podemos escrever

Ay ENG) k) +EG ) k)-

Admitimos que h_* e €(j)k) sdo de ordem €, onde € < 1. Entdo, ¢j)x) também € de or-
dem €. Nessa aproximacado temos e(O)“é‘# = Jo)=0/0dt. Sob essas condi¢oes podemos

resolver a equacao (4.21) e obter

1 €M) €1)E)
Ao =1 —emy 1 €@e |
—cE) —fee) 1
onde, da equacao (4.21), temos
4 :

37 (etm) = €= P

No intuito de resolver a equacao (4.21), notamos que a estrutura geral da ma-
triz A(;)j) pode ser dada em termos dos angulos de Euler. Existem vérias formas de se
escrever a matriz de rotacao em funcdo dos angulos de Euler. Para nosso propoésito,

uma forma conveniente é dada na referéncia [44] (Apéndice A). Segue

—senaseny+cosacosfcosy cosaseny+senacosfcosy —senffcosy
Aiyj)=| —senacosy—cosacosfiseny cosacosy—senacosf} seny senfiseny |,

cosasenf senasenf cosf3
(4.23)

onde a primeira rotacao é de um angulo a ao redor do eixo z, a segunda é de um angulo
B ao redor de um eixo y intermedidrio e a terceira é de um angulo y ao redor de um

eixo z final. Assumimos que a, 8 e v sdo fun¢oes do parametro temporal ¢.
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Na equagao (4.21), para um observador estaciondrio, temos e(O)HA(f )im)ul\j)k)=

e(O)OA(f )(m)@oA(jyk)- Calculando essas quantidades para a matriz (4.23), chegamos a

A®) 38 Aky2) = Psena—7jcosasenf=—wy
AR y&Axy3) = —Pcosa—ysenasenf = —wy
ABg)doAgy) = —Fcosf—d=—aw, (4.24)

onde o ponto representa a derivada temporal, e wy, w, € w. sdo as freqiiéncias de
rotagdo ao longo dos eixos espaciais.

A solucao geral da equacao (4.21) determina a, 3 e v, onde

6(0)0 ([J' sena —y cos asen/j) = dp)
e’ (—Bcosa—ysenasenf) = P
€o) (-7cosf—a) = ¢y (4.25)

Claramente ndo hd solugdo simples para a, # e y. Por outro lado, se restringirmos a
andlise ao plano equatorial definido por 8 =7t/2, o problema se simplifica enorme-

mente, como iremos demonstrar na secao seguinte.

4.3 Sistema de referéncia de Fermi-Walker no espaco-tempo de Kerr

Apesar da solucdo da equacao (4.21) no caso geral (para um sistema de refe-
réncia local arbitrario) ndo ser possivel, em certas situacoes obtemos resultados sim-
ples e interessantes. Vamos considerar nessa se¢cdo duas construcdes simples de té-
tradas que sofrem o transporte de Fermi-Walker no espaco-tempo de Kerr. As constru-
coOes serao restritas aos casos 0 =m/2e 0 =0.

Como vimos na secio 3.4 a aceleracdo inercial de rotacdo § do sistema de
referéncia local de um observador estético no espaco-tempo de Kerr é dada pela equa-
¢do (3.57). Restringindo inicialmente nossa andlise a um observador localizado no
plano 8 =7t/2, é facil de verificar que (3.57) se reduz a

s YRA (xNa_ WA ().
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Como, nesse caso, {1 se reduz a apenas uma rotacdo ao redor do eixo z, entdo, a matriz
(4.23) deve descrever uma rotacdo ao redor do eixo z. Dessa forma, fazendo f =y =0

obtemos
cosa sena 0

Aiyj)=| —sena cosa 0 |, 4.27)
0 0 1

e, como conseqiiencia, as equacoes (4.24) se reduzem a
A @Ay =—a. (4.28)
Em vista das equacgdes (4.25) temos, entao,

0. __ _
—€) A=Pa)2)=— (4.29)

YA (X

2Ap r 7’02 ’
de onde, utilizando a componente e(o)o da tétrada (3.50) e realizando cdlculos simples,
obtemos [43]

oc:M ( X )t. (4.30)

o | £
2A Yo 2 T lpZ
A matriz (4.27) permite a obtencao da tétrada transformada de acordo com a

transformacéo (4.17). Logo, a tétrada transformada é #(¢,r,0 =1/2,¢) € dada por [43]

( 5 0 0 0 \

%sen(gb—a) ‘%Zcos((p—a) 0 —pTwsen((p—a)

, (4.31)
—‘%cos(gb—a) ‘%Zsen(gb—a) 0 ”Twcos(gb—a)

_1
Lo o5 0
onde utilizamos as identidades trigonométricas

sen(¢p —a) = seng cosa—cosg@sena,

cos(¢p —a) = sengsena+cosecosa.

O sistema de referéncia local determinado por (4.31) sofre a acdo do transporte de
Fermi-Walker, e é adaptado a observadores estdticos localizados no plano equatorial

do espaco-tempo de Kerr.
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No limite assintético r — oo as componentes espaciais de (4.31) se comportam

como

é(l)ﬂ(t,r,e,qb) = (0,cos(¢p —a),0,—1/rsen(¢ —a))
8 (t,1,0,9) = (0,sen(¢ —a),0,1/rcos(¢ —a))

e (t,r,60,¢) = (0,0,—(1/r)send,0),

ou, por uma transformacao de coordenadas (¢,7,0,¢)—(¢,x,y,z),

ey (t,x,y,2) = (0,cosa,sena,0)
e/ (t,x,y,2) = (0,—sena,cosa,0)

85 (t,%,y,2) = (0,0,0,1).

Esses valores determinam que, no infinito espacial, o eixo €3) do sistema de referéncia
local determiando por (4.31) esta direcionado ao longo do eixo z, e os eixos &) e €
estdo no plano xy girando ao redor do eixo z com uma velocidade angular ¢.

Para o cdlculo das aceleracoes inerciais vamos precisar da tétrada inversa

(

L] A
P 0 0 Py \
P A
pa, = 0 \/—Zcos(gb—a) 0 —f—wsen(qb—a) , (4.32)
0 ‘%sen(gb —a) 0 —scos(¢—a)
L 0 0 —p 0 )

Através da tétrada inversa (4.32) calculamos as componentes ndo nulas de Ty, no

plano equatorial 8 =1/2,

oo = o (E

o
T2 = 0p (ﬂ
o

X
T N _a (_),
(0)13 "\ oy
Toops = —0p (—Z ),

Ty = —~=sen(¢—a),

Ty = ——cos(¢—a),
(1) P)
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T1)12
Tins
T(1)23
I(2)01
1(2)03
Ti2)12
1213

T(2)23

1(3)12

1

= 9o p cos(¢ —a),

VA

pa

A
= [‘5f (w)*«—z] sen(¢ —a),

A
= -9 —
9(p¢

Jsntp

= —p—dcosw—a),

VA

Aa

= sen(¢ —a),

pY
1

- depsen(d —a),

vA

- b3

)

pa _
+\/Z]COS(¢ Q),

= % (i)cosw—a),

Py
- _arp.
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(4.33)

Em seguida, a partir das componentes (5.33) e da tétrada (5.31), chegamos as compo-

nentes nao nulas de Ty,

Toyoy)
Toyoy2)
To)0)3)
T2
OEVE)
Toy23)
Ty
Ty
Ty

Thy2)s)

|

—~3 e Dl

V| e —
N »

@

j=X

<

[

&

|
Zl~

S
< —

Lo ()

_WvA,

A r(;;

)

-a(5)
%) L (ﬁ)] sen(¢ —a),
(5]

cos(¢ —a),

+lﬂ+p—wl sen(¢ —a),

A Ay

= 30 (p)eos’(p ~a+ ¥ (i) sen’(¢)—a),

-5

Y
—zaep—K&a

(7

Y

Py
) ] cos(¢ —a)sen(¢ —a),
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pa
T = R
VA A a
Tone) = leﬁr (w)—%—ljép ]cos((p—a),

A
Toye = b%%p—%%(zaﬂcww—@%m¢—@,

1 A
Toy2ns) = ?%Uﬂwfw—w+w%(—J%¥W—M

A7 pyp
VA
Tame = Farpcosw—a),
VA
T = ;7@pwm¢—al (4.34)

Substituindo as componentes (4.34) na expressao (1.53) e considerando « igual a (4.30),

apo6s inimeras simplificacoes, temos

P =0,

e, portanto, segundo nossa definicao, o sistema de referéncia local determinado pela
tétrada (4.31) sofre o transporte de Fermi-Walker.

Outra construcao simples de um sistema de referéncia local que sofre o trans-
porte de Fermi-Walker é o sistema de referéncia local de um observador localizado no

eixo z, ou seja, para 8 =0. Nesse caso, a equacado (3.57) se reduz a

Assim, amatriz de rotacdo é novamente dada por (4.27) e, similarmente a (4.29) achamos

04 _ _ X
—%ma—¢mm——xg»

e, entao, obtemos
_xwt

=iz (4.35)

a

O sistema de referéncia de Fermi-Walker apresentado na literatura [46] para o
plano equatorial no espaco-tempo de Kerr ndo tem uma forma simples como (4.31), e

nao é adaptado a observadores estédticos porque ele satisfaz e(O)i #0.



Conclusao

Utilizando tétradas para a descricao do campo gravitacional conseguimos
construir uma densidade de energia-momento gravitacional tensorial, o que ndo é
possivel de ser feito através da descricao métrica da Relatividade Geral. O quadrivetor
energia-momento gravitacional que é defininido no TERG é dependente do sistema
de referéncia. Essa dependéncia é consistente com a interpretacao fisica das tétradas
como sistemas de referéncia locais adaptados a observadores dotados de velocidade
e aceleracao, ut = e eat, respectivamente. O sistema de referéncia local pode ser
caracterizado pelas seis componentes do tensor anti-simétrico ¢ ., que determinam
a aceleracao translacional e freqiiéncia de rotacao do sistema de referéncia, e que, no
limite de campo fraco do espaco-tempo de Kerr, na consideracdao de um observador es-
tatico, se assemelham ao campo elétrico de uma carga pontual e ao campo magnético
de um dipolo, respectivamente.

Nessa tese mostramos que a energia e o momento gravitacional calculados a
partir de um sistema de referéncia local que é ndo girante e em queda livre no espaco-
tempo de Reissner-Nordstrom se anulam. Esperamos que essa propriedade, isto é, a
anulacao da energia gravitacional em um sistema de referéncia em queda livre, seja
valida na consideracao de uma geometria geral do espaco-tempo, no caso em que a
analise é mais complicada, porque o sistema de referéncia ndao deve girar em relacado a
um sistema de referéncia de Fermi-Walker, que em geral ndo é determinado de forma
trivial.

Logo ap6s, construimos um sistema de referéncia local ndo girante em o6rbita
circular no espago-tempo de Schwarzschild, e com ele calculamos a energia total do
sistema. O resultado obtido ndo pode ser comparado com nenhum resultado similar
na literatura pois ndo temos conhecimento que tal cdlculo tenha sido feito através de

outros métodos, mas ele se demonstra consistente com a interpretacao fisica espera-

86



CONCLUSAO 87

da. Em seguida, calculamos a energia gravitacional total do espaco-tempo de Kerr do
ponto de vista de um sistema de referéncia ndo girante e estdtico. O resultado coincide
com o resultado da literatura.

Criamos um procedimento para a construcao de sistemas de referéncia de
Fermi-Walker a partir de um sistema de referéncia local arbitrdrio transportado ao
longo de uma curva C, cujo quadrivetor tangente é dado pela quadrivelocidade do
observador e(o)“. A idéia consiste em realizar uma rotacdo de Lorentz local e resolver
a equacao (4.21) para os coeficientes da transformacao de Lorentz local. Apesar de
em principio ser dificil de se obter a solucdo geral de (4.21), em alguns casos parti-
culares a solucao pode ser facilmente obtida. N6s obtemos sistemas de referéncia de
Fermi-Walker para observadores localizados no plano equatorial e no eixo de sime-
tria (eixo z) no espaco-tempo de Kerr. E formalmente possivel estabelecer sistemas
de referéncia de Fermi-Walker para observadores em repouso na superficie da Terra.
Esses sistemas de referéncia sao as melhores realizacoes de sistemas de referéncia que
levam em conta os efeitos da rotacao da Terra.

Os procedimentos desenvolvidos nessa tese demonstraram como se construir
um sistema de referéncia local adaptado a um observador arbitrario no espaco-tempo.
A partir do sistema de referéncia local construido e das equacdes do TERG podemos
obter a energia e 0o momento do campo gravitacional do ponto de vista do sistema
de referéncia local. Outros trabalhos demonstraram que também conseguimos obter
o momento angular de certas configuracoes de campos gravitacionais em alguns sis-
temas de referéncia. Com isso, temos em maos uma ferramenta poderosa para o com-
pleto estudo do campo gravitacional, esperamos que em breve estas ferramentas se-
jam utilizadas em problemas astrofisicos concretos e, quem sabe, ajude numa futura

possivel quantizacao do campo gravitacional.
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