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Resumo

Esta dissertação tem como objetivo estudar as equações diferenciais do tipo neutro

com retardo dependendo do estado. Mais precisamente, iremos investigar a formu-

lação abstrata do modelo proposto por Walther, obtendo resultados que garantem a

existência de semifluxo e o princípio da estabilidade linearizada. Todos os resultados

podem ser encontrados em [37, 39].

Palavras-chave: retardos; equações com retardos dependendo do estado; equa-

ções do tipo neutro; semifluxos; estabilidade linearizada.
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Abstract

This dissertation aims to study the neutral differential equations with state-dependent

delays. More precisely, we will investigate the abstract formulation of the model pro-

posed by Walther, obtaining results that ensure the existence of semiflow and the prin-

ciple of linearized stability. All results can be found in [37, 39].

Keywords: delays; equations with state-dependent delays; neutral differential

equations; semiflows; linearized stability.
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Notação

L (X, Y) Conjunto das aplicações lineares contínuas de X em Y

∂x(t) ou x′(t) Derivada de x em relação a t

C Espaço das funções contínuas de [−h, 0] em Rn

C1 Espaço das funções continuamente diferenciáveis de [−h, 0]
em Rn

C2 Espaço das funções duas vezes continuamente diferenciá-
veis de [−h, 0] em Rn

∥ · ∥X×Y Norma da soma no espaço produto X × Y

A Fecho de A

Lip(α) Constante de Lipschitz de α

W Aberto de C × C1

g função de W em Rn

U1 U1 = {ψ ∈ C1 : (∂ψ, ψ) ∈ W}

X1 X1 = {ψ ∈ U1 : ∂ψ(0) = g(∂ψ, ψ)}

X1+ X1+ = {ψ ∈ X1 : Lip(∂ψ) < ∞}

X2 X1 ∩ C2

TψX2 Espaço tangente de X2 em ψ

Te,ψX2 Espaço tangente estendido de X2 em ψ

X2∗ X2∗ = {ψ ∈ X2 : ∂ψ ∈ Te,ψ}
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Introdução

Muitos fenômenos da natureza podem ser descritos pelas chamadas equações dife-
renciais ordinárias. Entretanto, sabemos que a maior parte dos fenômenos não aconte-
cem instantaneamente, mas decorre um certo tempo entre a sua causa e o efeito. Isto
acontece em muitos modelos como, por exemplo, modelos que descrevem o uso de
medicamentos que precisam levar em consideração o tempo entre a ingestão deste e o
seu efeito; modelos que descrevem dinâmicas populacionais que precisam considerar
o tempo entre o nascimento e entrar na fase reprodutiva; modelos de processamento
de dados que precisam considerar o tempo entre o envio de certa informação e esta
ser processada, entre outros fenômenos. Portanto, de modo a descrever de forma mais
precisa estes fenômenos, é necessário inserir um termo na equação chamado retardo,
dando origem ao que chamamos de uma equação diferencial com retardo. Este tipo
de equação descreve a influência que o passado tem no momento presente, trazendo
mais precisão à descrição do fenômeno estudado. Por outro lado, este pequeno termo
pode gerar uma grande mudança no comportamento da solução, bem como em toda
sua dinâmica.

Existem vários tipos de equações com retardos e o foco neste trabalho será em uma
classe bastante ampla chamada Equações Diferenciais com Retardos Dependendo do Estado.
Estas equações foram investigadas por muitos autores, inclusive Poisson [30] que foi
um dos primeiros a trabalhar com estas equações dependendo do estado. Muitos ou-
tros autores têm contribuído bastante para o avanço desta teoria, veja [2, 3, 4, 15, 19,
21, 22, 23, 35] e também o survey [20], que compila de forma bastante completa todos
os resultados nesta direção. Estas equações possuem diversas aplicações importantes,
pois sabemos que a maior parte dos retardos não são constantes, mas dependem de
outros fatores, especialmente do estado. Devido a isso, é muito importante investigá-
las sob esta óptica mais geral. Por outro lado, trabalhar com este tipo de equação pode
apresentar muitas complicações, especialmente no que tange à regularidade, devido à
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natureza intrínseca destas equações.
Para ilustrar este fato, mencionamos que a boa colocação do problema não segue

tão diretamente quanto para o caso do retardo constante. De fato, tomando os dados
iniciais em C = C([−h, 0], Rn), as soluções das equações com retardos dependendo
do estado em geral não são únicas, mesmo quando o análogo para o caso do retardo
constante tenha a unicidade garantida ([20]).

Para descrever isso, vamos mencionar o notável exemplo trazido por Winston [42],
em que as funções definidas por:

x(t) = t + 1 e x(t) = t + 1 − t
3
2 ,

para t > 0 pequeno, são ambas soluções da equação:

x′(t) = −x(t − |x(t)|)

com a seguinte condição inicial

x(t) =


−1, se t ⩽ −1,

3
2(t + 1)

1
3 − 1, se − 1 < t ⩽ −7

8 ,
10
7 t + 1, se − 7

8 < t ⩽ 0.

Isso mostra que é necessário considerar outras hipóteses diferentes da usual† para ga-
rantir a unicidade. De fato, observe que uma equação diferencial com retardo depen-
dendo do estado, do tipo

x′(t) = ax(t − r(x(t))) (1)

com a aplicação de retardo limitada r : R → [−h, 0], pode ser reescrita na forma geral:

x′(t) = f (xt) (2)

de uma equação diferencial funcional clássica, onde do lado direito de (2) aparece o
segmento de solução xt : [−h, 0] → Rn, h > 0, dado por

xt(s) = x(t + s), −h ⩽ s ⩽ 0.

Tomando n = 1 e f : U → R definida em um subconjunto U do conjunto (R)[−h,0] de

†No análogo para o retardo contante, a unicidade é garantida apenas com a continuidade da condição
inicial.
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todas as funções ϕ : [−h, 0] → R, dada por:

f (ϕ) = aϕ(−r(ϕ(0))),

obtemos uma relação entre (1) e (2).
Por outro lado, apesar desta relação entre (1) e (2), as aplicações f : U → R que são

definidas por meio desta relação com equações com retardo dependendo do estado
possuem menos regularidade do que aquelas que são definidas por meio de equações
com retardo constante. Desse modo que toda a teoria clássica de equações diferenciais
funcionais com retardos que foi desenvolvida nas últimas décadas e que foi conden-
sada em vários livros de referência (veja [8, 17, 24, 33]) não pode ser aplicada para
equações com retardos dependendo do estado.

Isso também pode ser mostrado de forma mais explícita por meio do simples exem-
plo comentado anteriormente, em que não temos a unicidade de solução garantida.

Os primeiros estudos feitos sobre existência, unicidade e dependência contínua
para soluções de problemas de valor inicial de equações diferenciais com retardo de-
pendendo do estado são atribuídas à Driver (veja [9, 10, 11, 12, 13, 14]). Também, do
ponto de vista de aplicações, Driver trouxe uma contribuição muito importante para
essas equações com retardos dependendo do estado, com seu estudo pioneiro do pro-
blema de dois corpos em eletrodinâmica. O modelo investigado por Driver envolve
equações neutras com retardos dependendo do estado, que é objeto de grande inte-
resse nessa dissertação.

O modelo proposto por Driver para o problema de dois corpos em eletrodinâmica
foi bem descrito em [20] e considera duas cargas se movendo ao longo de um eixo
x, e denotando por xi(t), i = 1, 2, a posição das duas cargas ao longo do eixo x no
tempo t, e por vi(t) = x′i(t), i = 1, 2 a velocidade de tais cargas. Desconsiderando
os efeitos da radiação e considerando um campo elétrico externo Eext(t, x) na direção
de x, contínuo em um aberto D do plano (t, x), Driver chega à seguinte equação de
movimento da carga i:

miv′i(t)
[1 − v2

i (t)/c2]3/2
= qiEj(t, xi(t)) + qiEext(t, xi(t)), i, j ∈ 1, 2, i ̸= j, (3)

onde mi é a massa, qi é a magnitude da carga i, c é a velocidade da luz e Ej(t, x) é o
campo elétrico devido à carga, j ̸= i. O campo elétrico Ej em xi(t) é calculado a partir
do potencial de Liénard–Wiechert. Sua expressão depende de um atraso no tempo,
t − τji, que representa o instante em que a luz deveria deixar o ponto xj(t − τji) de
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modo a alcançar o ponto xi(t) no instante t, pois o efeito eletromagnético se propaga
na velocidade da luz. Portanto, a função memória τji(t) deve satisfazer a seguinte
equação

τji(t) =
xi(t)− xj(t − τji(t))

c
. (4)

Considere agora as trajetórias iniciais e suas respectivas extensões (x1(t), x2(t)) de-
finidas em um certo intervalo [α, β), onde β > t0, e assuma que elas satisfazem as
seguintes condições:

(i) cada x′i(t), i = 1, 2, é contínua e |x′i(t)| < c, para todo t ∈ [α, β);

(ii) x2(t) > x1(t) e (t, xi(t)) ∈ D para todo t ∈ [α, β);

(iii) as duas equações

τ0
ji =

|xi(t0)− xj(t0 − τ0
ji)|

c

possuem soluções τ0
ji, i ̸= j, i, j ∈ {1, 2}.

Driver demonstra, sob certas hipóteses, que (x1(t), x2(t)) é solução de (3)-(4) se, e
somente se, satisfaz o sistema de equações diferenciais com retardo:

x′i(t) = vi(t),

τ′
ji(t) =

(−1)ivi(t)− (−1)ivj(t − τji(t))
c − (−1)ivj(t − τji(t))

,

v′i(t)
[1 − v2

i (t)/c2]3/2
=

(−1)iaic
τ2

ji(t)
·

c + (−1)ivj(t − τji(t))
c − (−1)ivj(t − τji(t))

+
qiEext(t, xi(t))

mi
,

para t ∈ (t0, β), no qual ai = q1q2/(4πϵ0mic3) é constante e (i, j) = (1, 2) ou (2, 1). Em
[9], Driver mostra ainda que sob certas hipóteses a equação acima possui solução única.
A partir deste trabalho importante de Driver, as equações com retardo dependendo
do estado começaram a ganhar bastante visibilidade e a atrair a atenção de diversos
pesquisadores. Para maiores detalhes sobre a descrição deste modelo, consulte [20].

Neste trabalho, estamos interessados na seguinte equação:

x′(t) = ax′(t + d(x(t))) + f (x(t)), (5)

com d : R → (−h, 0), f : R → R e a > 0 dados. Esta equação é do tipo neutro, pois o
retardo aparece no argumento de x′, com retardo dependendo do estado. Essa equação
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estudada em [37] é uma modificação da equação não neutra dada por

x′(t) = a[x(t)− x(t − 1)]− b|x(t)|x(t), a, b > 0, (6)

que descreve as flutuações de curto prazo de um ativo, cujo preço é livremente deter-
minado pela oferta e procura do mercado, e reage rapidamente ao seu movimento.

Assume-se também que os agentes têm uma certa percepção, mas não um conhe-
cimento preciso dessa taxa. Desta forma, objetivando o lucro nas suas negociações,
os agentes tentam antecipar o movimento da taxa de câmbio no futuro. Para nortear
sua previsão, eles empregam seu movimento baseado no passado imediato, tomando
como referência sua posição em relação à taxa de equilíbrio.

Isto implica dizer que, se a taxa aumentou no passado recente, espera-se que o
mesmo aconteça no presente. Logo, um aumento da taxa de câmbio leva a um au-
mento da demanda e, portanto, a um aumento no preço. Este mecanismo pode ser
descrito pelo primeiro termo do lado direito de (6). Por outro lado, uma vez que a
taxa aumenta, ficando mais distante do seu equilíbrio, aumenta-se também o número
de agentes que esperam que esta "tendência" acabe e volte ao que era antes. Como
consequência, tem-se um aumento da oferta e, com isso, uma diminuição da taxa. Isso
é modelado pelo segundo termo que aparece do lado direito na equação (6). Este mo-
delo foi apresentado pela primeira vez em [7] e nesse artigo, os autores provaram,
para 0 < a < 1, a estabilidade local assintótica de x = 0, e a existência de uma solução
periódica estável para a > 1 relativo à equação (6).

Mais para frente, nos anos de 2005 e 2006, Walther ([40, 41]), analisou a oscilação de
soluções periódicas de (6) e provou que o período tende ao infinito quando a → 1+.

Recentemente, Stumpf ([34]) generalizou o modelo, considerando pela primeira vez
retardos dependendo do estado, trazendo mais precisão ao modelo e também, uma
dinâmica mais sofisticada e interessante para ser investigada. A versão apresentada
por Stumpf pode ser descrita abaixo:

x′(t) = a[x(t)− x(t − r)]− |x(t)|x(t), (7)

com parâmetro a > 0 e o retardo dependente do estado r = r(x(t)) > 0. Neste tra-
balho, Stumpf investiga se órbitas periódicas ainda existem quando a > 1. Também,
Stumpf investiga existência de soluções sob condições mais fracas impostas à função
de retardo.

Além disso, Stumpf generaliza alguns resultados anteriores para o caso do retardo
constante.
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Para isso, ele assume as seguintes hipóteses para a aplicação retardo r : R → R:

(h1) r é continuamente diferenciável;

(h2) 0 < r(s) ⩽ r(0) =: r0, para todo s ∈ R;

(h3) r(s) = r(−s), para todo s ∈ R e

(h4) r0 = 1.

Adicionalmente, para provar alguns resultados importantes ao longo do trabalho,
pede-se a seguinte hipótese:

(h5) |r′(s)| < 1
4a2 , para todo −2a ⩽ s ⩽ 2a,

onde a é o parâmetro que aparece na equação (7).

Em 2016, Garab et al. ([16]) provaram ainda para o caso do retardo constante, a
estabilidade assintótica global de x = 0, desde que a ∈ (0; 0, 61). Este fato estava em
aberto no primeiro trabalho relacionado a isso ([7]). Para alcançar os resultados, os
autores reescreveram a equação como uma equação diferencial do tipo neutro. Disto,
uma equação equivalente com retardo infinito foi obtida para que um resultado de
estabilidade encontrado em [25] pudesse ser aplicado.

Cabe ainda destacar que a mesma técnica aplicada por Garab et al. ([16]) continua
válida para o modelo de preço geral

x′(t) = a
n

∑
i=1

bi[x(t − si)]− x(t − ri)]− g(x(t)), (8)

onde a, bi > 0, 0 ⩽ si < ri ⩽ 1, i ∈ {1, ..., n}, ∑n
i=1 bi(ri − si) = 1 vale, onde g é uma

função suave real crescente que satisfaz ug(u) > 0, para u ̸= 0. Em [16], os autores
provaram que a estabilidade assintótica global para (8) está satisfeita para a ∈ (0, 1).

Em 2013, Walther ([37]) generalizou o modelo considerado anteriormente, inse-
rindo uma parte neutra na equação, levando assim o modelo à uma equação diferen-
cial com retardo dependendo do estado do tipo neutro. A equação considerada por
Walther é dada por:

x′(t) = ax′(t + d(x(t))) + f (x(t)) (9)

onde d : R → (−h, 0), f : R → R e a > 0. Neste modelo, d é crescente para ξ < 0 e
decrescente para ξ > 0, f (0) = 0 e ξ f (ξ) < 0 para ξ ̸= 0.



Introdução 9

Walther mostra que a equação (9) pode ser escrita na forma abstrata

x′(t) = g(∂xt, xt), (10)

em que g : W → Rn e W ⊂ C × C1 aberto. Para h > 0 e n ∈ N, os espaços C e
C1 são espaços de Banach das funções ϕ : [−h, 0] → Rn contínuas e continuamente
diferenciáveis com as normas ∥ϕ∥ = max−h⩽τ⩽0 |ϕ(τ)| e ∥ϕ∥1 = max−h⩽τ⩽0 |ϕ(τ)|+
max−h⩽τ⩽0 |ϕ′(τ)|, respectivamente. No espaço produto C × C1, considera-se a norma
da soma, isto é, ∥(ϕ, ψ)∥C×C1 = ∥ϕ∥ + ∥ψ∥1. Para ϕ ∈ C1, ∂ϕ é a derivada de ϕ, isto
é, ∂ϕ(t) = ϕ′(t). Também usaremos ∂ : C1 → C como o operador linear de derivação.
Para x : I → Rn, I ⊂ R intervalo, e para t ∈ R tal que [t − h, t] ⊂ I, definimos o
segmento xt : [−h, 0] → Rn por

xt(θ) = x(t + θ).

Para obter a relação entre (9) e (10), basta tomar n = 1, W = C × C1 e

g(ϕ, ψ) = aϕ(d(ψ(0))) + f (ψ(0)).

Descreveremos esta relação de forma mais precisa ao longo deste trabalho.
Esta dissertação está baseada no estudo aprofundado das referências [37] e [39].

Investigaremos de maneira detalhada a construção do semifluxo e suas propriedades,
bem como a construção da variedade e do seu espaço tangente associado, relativo ao
problema abstrato (10). Também, ainda como parte deste trabalho, estudaremos o Prin-
cípio da Estabilidade Linearizada apresentada em [39]. Por fim, apresentaremos uma
aplicação.

Este trabalho está dividido em 3 capítulos e um apêndice. O primeiro capítulo
apresenta os resultados preliminares necessários para a boa compreensão dos resulta-
dos dos Capítulos 2 e 3. No Capítulo 2, trazemos a construção do semifluxo em um
subconjunto de C1, bem como a construção do semifluxo em um subconjunto fechado
de X2. A última seção contém uma aplicação. O último capítulo trata de um resultado
de estabilidade linearizada para a equação (10) e uma aplicação deste resultado. Por
fim, o apêndice traz resultados e definições bem conhecidas que foram usadas ao longo
deste trabalho.



Capítulo

1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos conceitos, definições e resultados básicos que serão
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Ele será dividido em duas seções. Na primeira seção, falaremos sobre algumas pro-
priedades da função g que aparece no lado direito da equação que será objeto principal
de estudo neste trabalho:

x′(t) = g(∂xt, xt),

onde g : W → Rn e W ⊂ C × C1 é aberto. Essas propriedades serão importantes
para que possamos provar os principais resultados deste trabalho. Na segunda seção,
apresentaremos alguns resultados básicos que serão usados nos capítulos seguintes.
Todos os resultados deste capítulo podem ser encontrados em [37].

1.1 Propriedades de g

Nesta seção, começamos apresentando a equação abaixo que será o foco do nosso
estudo:

x′(t) = g(∂xt, xt), (1.1)

onde g : W → Rn, W ⊂ C × C1 é aberto e os espaços C e C1 são, respectivamente, das
funções contínuas e continuamente diferenciáveis de [−h, 0] em Rn. Consideramos
que estes espaços estão munidos, respectivamente, com as seguintes normas:

∥ϕ∥ = max
−h⩽u⩽0

|ϕ(u)| e ∥ψ∥1 = max
−h⩽u⩽0

|ψ(u)|+ max
−h⩽u⩽0

|ψ′(u)|
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para ϕ ∈ C e ψ ∈ C1. Usaremos também a notação ∂ψ(t) para indicar a derivada
de ψ em relação à t, isto é, ∂ψ(t) = ψ′(t). O segmento xt : [−h, 0] → Rn é dado por
xt(s) = x(s + t).

Apresentamos, a seguir, a definição de solução da equação (1.1):

Definição 1.1.1 ([37]). Uma solução da equação (1.1) é uma função continuamente diferen-
ciável x : [t0 − h, te) → Rn, com t0 < te ⩽ ∞ tal que (∂xt, xt) ∈ W para t0 ⩽ t < te e
satisfaz a equação (1.1) para t0 < t < te.

Desta definição, temos que todos os segmentos xt de qualquer solução x : [t0 −
h, te) → Rn pertencem ao conjunto

U1 = {ψ ∈ C1 : (∂ψ, ψ) ∈ W}.

Veja que U1 é aberto em C1, pois a aplicação Λ : C1 ∋ ψ 7→ (∂ψ, ψ) ∈ C×C1 é contínua,
e U1 = Λ−1(W). Como x satisfaz a equação (1.1), então, para t0 < t < te, temos

(xt)
′(0) = (x′)t(0) = x′(t) = g(∂xt, xt).

Portanto, para t0 < t < te, temos que xt satisfaz a equação

ψ′(0) = g(∂ψ, ψ). (1.2)

Isso nos leva à definição do conjunto abaixo:

X1 = {ψ ∈ U1 : ψ satisfaz (1.2)}.

A fim de obter resultados de existência, unicidade, regularidade e estabilidade line-
arizada para a equação (1.1), vamos assumir que g satisfaz algumas hipóteses. Antes
de apresentá-las, vamos lembrar a seguinte definição da constante de Lipschitz:

Definição 1.1.2. Seja α : I ⊂ R → Rn uma função. Definimos a constante de Lipschitz de
α por

Lip(α) = sup
x ̸=y

x,y∈I

|α(x)− α(y)|
|x − y| .

Observação 1.1.3. Na definição acima, podemos ter Lip(α) = ∞. Além disso, Lip(α) < ∞
se, e somente se, α é Lipschitziana.

Ao longo deste trabalho, vamos considerar as seguintes condições para obtermos
nossos resultados:
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(g0) g é contínua.

A próxima hipótese permite que seja assumido, sem perda de generalidade, que o
retardo na parte neutra não se anula. Isso traz a vantagem de sabermos que estamos
sempre trabalhando com uma equação do tipo neutro. Por outro lado, por conta desta
hipótese, nosso modelo não prevê choque entre partículas, mas no nosso caso, isso não
será importante, dado que nosso modelo é baseado em flutuação cambial e mercado
financeiro.

(g1) Para todo (ϕ, ψ) ∈ W, existem ∆ ∈ (0, h) e uma vizinhança N ⊂ W de (ϕ, ψ) em
C × C1 tais que, para todos (ϕ1, χ), (ϕ2, χ) ∈ N com

ϕ1(t) = ϕ2(t), ∀t ∈ [−h,−∆],

temos
g(ϕ1, χ) = g(ϕ2, χ).

(g2) Para todo ϕ ∈ U1 ⊂ C1, existem L ⩾ 0 e uma vizinhança N ⊂ W de (∂ϕ, ϕ) em
C × C1 tais que, para todos (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ N, temos

|g(ϕ2, ψ2)− g(ϕ1, ψ1)| ⩽ L(∥ϕ2 − ϕ1∥+ (Lip(ϕ2) + 1)∥ψ2 − ψ1∥).

No caso não neutro, ou seja, no caso em que g não depende da primeira coordenada,
mais precisamente, g(ϕ, ψ) = g(ψ), a propriedade (g2) se torna uma "versão forte" da
propriedade de ser localmente Lipschitz, pois na desigualdade aparece a norma ∥ · ∥ e
não, a norma ∥ · ∥1.

Essa hipótese é fundamental na construção da solução do caso não neutro em [36].
Na primeira seção do próximo capítulo, usaremos as hipóteses (g0), (g1) e (g2) para
provar existência e unicidade de solução da equação (1.1), além de construir um semi-
fluxo contínuo para tal equação no conjunto

X1+ = {ψ ∈ X1 : Lip(∂ψ) < ∞}.

(g3) A restrição g1 de g no aberto W1 = W ∩ (C1 × C1) do espaço C1 × C1 é continua-
mente diferenciável, toda derivada Dg1(ϕ, ψ) : C1 × C1 → Rn, para (ϕ, ψ) ∈ W1,
tem uma extensão linear

Deg1(ϕ, ψ) : C × C → Rn,
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e a aplicação

W1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ Rn

é contínua.

A propriedade (g3) é uma versão adaptada de uma propriedade bastante usual que
aparece em outros trabalhos como em [36], por exemplo. Em [28], tal propriedade
também aparece e é chamada de quase Fréchet diferenciável. Na segunda seção do pró-
ximo capítulo, usaremos as condições (g0)-(g3) para mostrar que se X2 = X1 ∩C2 ̸= ∅,
então X2 é uma subvariedade continuamente diferenciável de codimensão n em C2,
onde C2 é o espaço de Banach das funções ϕ : [−h, 0] → Rn duas vezes continuamente
diferenciáveis com norma dada por

∥ϕ∥2 = ∥ϕ∥+ ∥∂ϕ∥1 = ∥ϕ∥+ ∥∂ϕ∥+ ∥∂∂ϕ∥.

Mostraremos que para ψ ∈ X2, o espaço tangente TψX2 ⊂ C2 é dado pela equação

χ′(0) = Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, χ). (1.3)

Para isso, definiremos o espaço tangente estendido Te,ψX2 ⊂ C1 por

χ′(0) = Deg1(∂ψ, ψ)(∂χ, χ), (1.4)

para concluir que as soluções da equação (1.1) geram um semifluxo contínuo no sub-
conjunto de X2:

X2∗ = {ψ ∈ X2 : ∂ψ ∈ Te,ψX2}
= {ψ ∈ X2 : (∂ψ)′(0) = Deg1(∂ψ, ψ)(∂∂ψ, ∂ψ)}.

Este subconjunto X2∗ também apresenta uma propriedade muito importante, como
veremos mais à frente, que é a invariância. Isto será fundamental para obtermos nossos
resultados.

As propriedades (g4) e (g5) abaixo não serão usadas neste trabalho. Tais proprie-
dades são usadas em [37] para provar diferenciabilidade de uma certa composição do
operador solução e continuidade pontual de sua derivada.

(g4) A restrição g1 de g no aberto W1 = W ∩ (C1 × C1) do espaço C1 × C1 é continua-
mente diferenciável e, para todo (ϕ0, ψ0) ∈ W1, existem c ⩾ 0 e uma vizinhança
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N ⊂ W1 de (ϕ0, ψ0) em C1 × C1 tais que, para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ1) ∈ N e, para
todo χ ∈ C1, temos

|(Dg1(ϕ, ψ)− Dg1(ϕ1, ψ1))(χ, 0)| ⩽ c∥∂χ∥∥ψ − ψ1∥.

(g5) A restrição g1 de g no aberto W1 = W ∩ (C1 × C1) do espaço C1 × C1 é continua-
mente diferenciável, toda derivada Dg1(ϕ, ψ) : C1 × C1 → Rn, para (ϕ, ψ) ∈ W1,
tem uma extensão linear

Deg1(ϕ, ψ) : C × C → Rn,

e, para todo (ϕ0, ψ0) ∈ W1, existem c ⩾ 0 e uma vizinhança N ⊂ W1 de (ϕ0, ψ0)

em C1 × C1 tais que, para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ1) ∈ N e, para todos (χ, ρ) ∈ C × C,
com ∥(χ, ρ)∥C×C = 1, temos

|(Deg1(ϕ, ψ)− Deg1(ϕ1, ψ1))(χ, ρ)|
⩽ c(Lip(χ) + Lip(∂ϕ) + 1)∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ1)∥C1×C1 .

As propriedades (g6) e (g7) abaixo são usadas para provar os resultados de estabi-
lidade linearizada em [38].

(g6) (g3) está satisfeita, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e a aplicação

W1 ∋ (ϕ, ψ) 7→ ∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,Rn) ∈ R

é semicontínua superiormente em (0, 0).

(g7) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem η > 0, c ⩾ 0 e uma função
ζ : [0, ∞) → [0, ∞) com

ζ(0) = 0 = lim
t→0

ζ(t),

tais que, para todo (ϕ, ψ) ∈ W1, com ∥ϕ∥+ ∥ψ∥ ⩽ η e, para todo ρ ∈ C1, temos

|(Dg1(ϕ, ψ)− Dg1(0, 0))(0, ρ)| ⩽ c(ζ(∥ϕ∥1 + ∥ψ∥1)∥ρ∥+ ∥ρ∥1∥ψ∥).

As propriedades (g8) e (g9) abaixo, juntamente com (g0)-(g3) e (g6), são usadas no
Capítulo 4 para provar a estabilidade da solução estacionária 0 ∈ X2∗.
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(g8) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem V0 ⊂ U1 ∩ C2 vizinhança
convexa de 0 em C2, uma constante c > 0, uma função contínua α : R → R e
∆ ∈ (0, h) tais que, para todo ψ ∈ V0, temos

max
0⩽s⩽1

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(∂ψ, 0)| ⩽ c∥∂∂ψ∥∥ψ∥

+

(
max

|ξ|⩽∥∂ψ∥
|α(ξ)− α(0)|

)(
max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
.

(g9) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem V0 ⊂ U1 ∩ C2 vizinhança con-
vexa de 0 em C2, uma constante c > 0 e uma função ζ : [0, ∞) → [0, ∞) contínua
em 0 = ζ(0) tais que, para todo ψ ∈ V0, temos

max
0⩽s⩽1

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(0, ψ)| ⩽ c max
0⩽s⩽1

(ζ(∥sψ∥2)∥ψ∥+ ∥sψ∥∥ψ∥1) .

A propriedade (g8*) abaixo é uma hipótese mais fraca que (g8). Em [6], ela substitui
(g8) afim de obter o mesmo resultado de estabilidade linearizada contido no Capítulo
4 deste trabalho.

(g8*) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem V0 ⊂ U1 ∩ C2 vizinhança con-
vexa de 0 em C2, uma constante c > 0, uma função θ : [0, ∞) → [0, ∞) contínua
em 0 = θ(0) e ∆ ∈ (0, h) tais que, para todo ψ ∈ V0, temos

max
0⩽s⩽1

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(∂ψ, 0)| ⩽ c∥∂∂ψ∥∥ψ∥

+

(
max

0⩽ξ⩽∥ψ∥1

θ(ξ)

)(
max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
.

Apesar das condições acima parecerem muito técnicas, veremos que elas são apro-
priadas e gerais o suficiente para englobar o modelo que temos interesse em investigar.

1.2 Resultados básicos

Nesta seção, iremos apresentar alguns resultados básicos que serão muito impor-
tantes para provarmos os resultados principais deste trabalho. Todos eles podem ser
encontrados em [37].

Proposição 1.2.1 ([37], Proposição 2.1). Sejam a < b < c números reais e α : [a, b] → R e
β : [b, c] → R funções tais que α(b) = β(b). Sendo αβ : [a, c] → R a justaposição de α e β,
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isto é, αβ é igual a α em [a, b] e igual a β em [b, c], vale que

Lip(αβ) ⩽ Lip(α) + Lip(β).

Demonstração. Por definição, (αβ)(x) =

 α(x), se x ∈ [a, b],

β(x), se x ∈ [b, c].
Assim para x, y ∈ [a, b], x ̸= y, temos

|(αβ)(x)− (αβ)(y)|
|x − y| =

|α(x)− α(y)|
|x − y| ⩽ Lip(α) ⩽ Lip(α) + Lip(β).

Se x, y ∈ [b, c], x ̸= y, temos

|(αβ)(x)− (αβ)(y)|
|x − y| =

|β(x)− β(y)|
|x − y| ⩽ Lip(β) ⩽ Lip(α) + Lip(β).

Se x ∈ [a, b) e y ∈ (b, c], temos

|(αβ)(x)− (αβ)(y)|
|x − y| =

|α(x)− β(y)|
|x − y| =

|α(x)− α(b) + β(b)− β(y)|
|x − y|

⩽
|α(x)− α(b)|

|x − y| +
|β(b)− β(y)|

|x − y|

⩽
|α(x)− α(b)|

|x − b| +
|β(b)− β(y)|

|b − y|
⩽ Lip(α) + Lip(β).

Analogamente, se x ∈ (b, c] e y ∈ [a, b), temos

|(αβ)(x)− (αβ)(y)|
|x − y| ⩽ Lip(α) + Lip(β).

Dessa maneira, Lip(α) + Lip(β) é uma cota superior para o conjunto{
|(αβ)(x)− (αβ)(y)|

|x − y| : x, y ∈ [a, c], x ̸= y
}

.

Portanto, segue que

Lip(αβ) = sup
x ̸=y

|(αβ)(x)− (αβ)(y)|
|x − y| ⩽ Lip(α) + Lip(β),
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obtendo o resultado desejado.

Sejam E, F espaços de Banach. Denotamos o espaço das transformações lineares con-
tínuas de E em F por L (E, F). Para (ϕ, ψ) ∈ E × F, usaremos a norma da soma no
espaço produto E × F, ∥(ϕ, ψ)∥E×F = ∥ϕ∥E + ∥ψ∥F.

O próximo resultado descreve propriedades da aplicação

ev : [−h, 0]× C ∋ (s, ψ) 7→ ψ(s) ∈ R,

que possui um papel importante na construção da relação entre as equações (9) e (1.1).

Proposição 1.2.2 ([37], Proposição 2.1). Sejam h > 0 e n ∈ N. A respeito da aplicação

ev : [−h, 0]× C ∋ (s, ψ) 7→ ψ(s) ∈ Rn,

valem as seguintes afirmações:

i) ev é contínua, mas não localmente Lipschitz;

ii) A aplicação linear ev(s, ·) : C → Rn, −h ⩽ s ⩽ 0, é contínua, assim como sua restrição
ev1(s, ·) = ev(s, ·)|C1 com respeito à norma ∥ · ∥1;

iii) A aplicação [−h, 0] ∋ t 7→ ev1(t, ·) ∈ L (C1, Rn) é contínua;

iv) A restrição ev1 = ev|(−h,0)×C1 é continuamente diferenciável com respeito à norma de
R × C1, com derivada

Dev1(s, ϕ)(t, χ) = t∂ϕ(s) + χ(s).

Demonstração. i) Seja (s, ϕ) ∈ [−h, 0]× C. Dado ϵ > 0, como ϕ é contínua, existe δ1 > 0
tal que

t ∈ [−h, 0], |s − t| < δ1 ⇒ |ϕ(s)− ϕ(t)| < ϵ

2
.

Seja δ = min{δ1, ϵ
2}. Então

(t, ψ) ∈ [−h, 0]× C, ∥(s, ϕ)− (t, ψ)∥R×C = |s − t|+ ∥ϕ − ψ∥ < δ.

Isto implica que:

|ev(s, ϕ)− ev(t, ψ)| = |ϕ(s)− ψ(t)|
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= |ϕ(s)− ϕ(t) + ϕ(t)− ψ(t)|
⩽ |ϕ(s)− ϕ(t)|+ |ϕ(t)− ψ(t)|

⩽ |ϕ(s)− ϕ(t)|+ ∥ϕ − ψ∥ <
ϵ

2
+ δ ⩽

ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ,

provando a continuidade.
Tal função não é localmente Lipschitz, pois para ϵ > 0 e cada (t, ϕ) ∈ [−h, 0]×C1 ⊂

[−h, 0]× C, podemos obter uma função ψ ∈ C tal que ∥ϕ − ψ∥ < ϵ, e

lim
s→t+

|ψ(t)− ψ(s)|
|t − s| = ∞.

De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que n = 1. Basta tomar ψ : [−h, 0] →
R dada por ψ(s) = ϕ(s) para −h ⩽ s < t e ψ(s) = ϕ(s) + α

√
s − t para t ⩽ s ⩽ 0.

Logo, para α suficientemente pequeno, temos

∥ϕ − ψ∥ < ϵ

e

lim
s→t+

|ψ(t)− ψ(s)|
|t − s| = lim

s→t+

|ϕ(t)− ϕ(s)− α
√

s − t|
|t − s| = ∞,

como queríamos demonstrar.
ii) Pela linearidade, basta mostrar que ev(s, ·) e ev1(s, ·) são limitadas. Para s ∈

[−h, 0], temos:
|ev(s, ϕ)| = |ϕ(s)| ⩽ ∥ϕ∥, ∀ϕ ∈ C

e
|ev1(s, ϕ)| = |ϕ(s)| ⩽ ∥ϕ∥ ⩽ ∥ϕ∥+ ∥∂ϕ∥ = ∥ϕ∥1, ∀ϕ ∈ C1,

obtendo o resultado desejado.
iii) Para s, t ∈ [−h, 0] e ϕ ∈ C1, pela Desigualdade do Valor Médio (Veja Apêndice

A), temos
|ev1(s, ϕ)− ev1(t, ϕ)| = |ϕ(s)− ϕ(t)| ⩽ ∥∂ϕ∥|s − t|.

Assim para s, t ∈ [−h, 0], temos

∥ev1(s, ·)− ev1(t, ·)∥ = sup
ϕ∈C1

∥ϕ∥1⩽1

|ev1(s, ϕ)− ev1(t, ϕ)| ⩽ sup
ϕ∈C1

∥ϕ∥1⩽1

∥∂ϕ∥|s − t| ⩽ |s − t|.

Disto, concluímos o item iii).
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iv) Seja (s, ϕ) ∈ (−h, 0)× C1, escrevemos

ev1(s + t, ϕ + χ) = ev1(s, ϕ) + Dev1(s, ϕ)(t, χ) + r(t, χ)

e obtemos
r(t, χ) = ϕ(s + t)− ϕ(s)− t∂ϕ(s) + χ(t + s)− χ(s),

em que (t, χ) ∈ (−h, 0) × C1 é tal que (s + t, ϕ + χ) ∈ (−h, 0) × C1. Agora basta
mostrar que

lim
∥(t,χ)∥→0

|r(t, χ)|
∥(t, χ)∥R×C1

= 0

na qual ∥(t, χ)∥R×C1 = |t|+ ∥χ∥+ ∥∂χ∥ (norma de R × C1). Para isso, veja que

|r(t, χ)|
∥(t, χ)∥R×C1

=
|ϕ(s + t)− ϕ(s)− t∂ϕ(s) + χ(t + s)− χ(s)|

|t|+ ∥χ∥+ ∥∂χ∥

⩽
|ϕ(s + t)− ϕ(s)− t∂ϕ(s)|

|t|+ ∥χ∥+ ∥∂χ∥ +
|χ(s + t)− χ(s)|
|t|+ ∥χ∥+ ∥∂χ∥

⩽
|ϕ(s + t)− ϕ(s)− t∂ϕ(s)|

|t| +
|χ(s + t)− χ(s)|

|t|

⩽

∣∣∣∣ϕ(s + t)− ϕ(s)
t

− ∂ϕ(s)
∣∣∣∣+ ∥∂χ∥ → 0

quando ∥(t, χ)∥R×C1 → 0.
Para ver que esta derivada é contínua, observe que para (s, ϕ), (s1, ϕ1) ∈ (−h, 0)×

C1, temos

|(Dev1(s, ϕ)− Dev1(s1, ϕ1))(t, χ)| = |t∂ϕ(s) + χ(s)− t∂ϕ1(s1)− χ(s1)|
= |t(∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)) + χ(s)− χ(s1)|
⩽ |t||∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)|+ |χ(s)− χ(s1)|
⩽ |t||∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)|+ ∥∂χ∥|s − s1|.

Isto implica que

∥Dev1(s, ϕ)− Dev1(s1, ϕ1)∥ ⩽ sup
(t,χ)∈R×C1

∥(t,χ)∥⩽1

(
|t||∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)|+ ∥∂χ∥|s − s1|

)
⩽ sup

(t,χ)∈R×C1

∥(t,χ)∥⩽1

(
|∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)|+ |s − s1|

)
= |∂ϕ(s)− ∂ϕ1(s1)|+ |s − s1|
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⩽ |∂ϕ(s)− ∂ϕ(s1)|+ |∂ϕ(s1)− ∂ϕ1(s1)|+ |s − s1|
⩽ |∂ϕ(s)− ∂ϕ(s1)|+ ∥∂ϕ − ∂ϕ1∥+ |s − s1| → 0,

quando (s1, ϕ1)
R×C1
−−−→ (s, ϕ).

Definição 1.2.3. Sejam E um espaço de Banach e x : I ⊂ R → E uma função diferenciável em
t ∈ I. Definimos x′(t) = Dx(t)1 = Dx(t) ∈ E.

Proposição 1.2.4 ([37], Proposição 2.2). Seja x : [t0 − h, te) → Rn, t0 < te ⩽ ∞, continua-
mente diferenciável. Então as aplicações

[t0, te) ∋ t 7→ xt ∈ C1, [t0, te) ∋ t 7→ ∂xt ∈ C

são contínuas, e

Γx : [t0, te) ∋ t 7→ xt ∈ C

é continuamente diferenciável com Γ′
x(t) = ∂xt = (x′)t para t0 ⩽ t < te.

Demonstração. Seja t ∈ [t0, te). Como t < te, tomamos t∗ ∈ R tal que t < t∗ < te e
consideramos o seguinte intervalo compacto I = [t0 − h, t∗]. Como x é uniformemente
contínua em I, dado ϵ > 0, existe δ1 > 0 tal que se z, w ∈ I, |z − w| < δ1, então
|x(z)− x(w)| < ϵ. Consideremos δ′ = min{|t∗ − t|, δ1}, de modo que, para todo s ∈
[t0, te) tal que |t − s| < δ′, temos que s ⩽ t∗, pois |t − s| < |t∗ − t|. Com isso, [s − h, s] ⊂
[t0 − h, t∗] = I. Claramente, [t − h, t] ⊂ [t0 − h, t∗] = I. Portanto, para s ∈ [t0, te)

tal que |t − s| < δ′, temos que s + θ ∈ I, para todo θ ∈ [−h, 0]. Do mesmo modo,
t + θ ∈ I para todo θ ∈ [−h, 0]. Logo, se s ∈ [t0, te), |t − s| < δ′, então s + θ, t + θ ∈ I e
|t + θ − (s + θ)| < δ′, para todo θ ∈ [−h, 0].

Assim, pela continuidade uniforme de x, para s ∈ [t0, te), |t − s| < δ′, tem-se

|x(t + θ)− x(s + θ)| < ϵ, para todo θ ∈ [−h, 0],

o que implica que

∥xt − xs∥ = max
θ∈[−h,0]

|x(t + θ)− x(s + θ)| < ϵ.

De modo inteiramente análogo, uma vez que x é continuamente diferenciável, sua
derivada ∂x é contínua, logo existe δ∗ > 0 tal que, para todo s ∈ [t0, te) com |t− s| < δ∗,
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tem-se
∥∂xt − ∂xs∥ < ϵ.

Tomando δ = min{δ′, δ∗}, obtemos

s ∈ [t0, te), |s − t| < δ ⇒ ∥xt − xs∥1 = ∥xt − xs∥+ ∥∂xt − ∂xs∥ < 2ϵ.

Portanto [t0, te) ∋ t 7→ xt ∈ C1 é contínua. Além disso, de modo análogo, temos que
[t0, te) ∋ t 7→ ∂xt ∈ C é também contínua.

Como x é continuamente diferenciável, sua derivada x′ é uniformemente contínua
em intervalos compactos. Seja t ∈ [t0, te) e considere α > 0 tal que t + α < te. Assim,
x′ é uniformemente contínua em [t0 − h, t + α]. Logo, dado ϵ > 0, existe 1 ⩾ δ > 0 tal
que, para todos u, v ∈ [t0 − h, t + α] com |u − v| < δ, temos

|x′(u)− x′(v)| < ϵ.

Para cada s ∈ [−h, 0] e η ∈ R tal que |η| < δ e t + s + η ∈ [t0 − h, t + α], temos

|x(t + s + η)− x(t + s)− ηx′(t + s)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
x′(t + s + θη)ηdθ −

∫ 1

0
x′(t + s)ηdθ

∣∣∣∣
⩽
∫ 1

0
|x′(t + s + θη)− x′(t + s)||η|dθ

⩽ ϵ|η| < ϵδ ⩽ ϵ.

Portanto, para |η| < δ, temos

∥Γx(t + η)− Γx(t)− ηx′t∥ = max
−h⩽s⩽0

|x(t + η + s)− x(t + s)− ηx′(t + s)| < ϵ.

Logo Γ′
x(t) = x′t, como queríamos mostrar.

Proposição 1.2.5 ([37], Proposição 2.3). Seja x : [t − h, s] → Rn, t < s, continuamente
diferenciável, com xt ∈ C2 e r > 0. Então existe uma função y : [t − h, s] → Rn duas vezes
continuamente diferenciável tal que yt = xt e

|y′(u)− x′(u)| < r, para todo u ∈ [t, s].

Demonstração. Sem perda de generalidade, consideramos que n = 1. Por hipótese,
x′|[t,s] é contínua, logo, pelo Teorema da Aproximação de Weierstrass (Ver Apêndice
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A), existe p um polinômio com p(t) = x′(t) e p(s) = x′(s), tal que

|p(u)− x′(u)| < r
2

, para todo u ∈ [t, s].

Para N ∈ N, considere a função rN : [t, s] → R dada por

rN(u) =
x′′(t)− p′(t)

N

(
1 − e−N(u−t)

)
.

Logo,
r′N(u) = (x′′(t)− p′(t))e−N(u−t)

e, em particular, r′N(t) = x′′(t)− p′(t). Veja que, para todo u ∈ [t, s], −N(u − t) ⩽ 0,
portanto,

|rN(u)| =
|x′′(t)− p′(t)|

N

∣∣∣1 − e−N(u−t)
∣∣∣ ⩽ |x′′(t)− p′(t)|

N
.

Seja N′ ∈ N suficientemente grande tal que, para todo u ∈ [t, s],

|rN′(u)| ⩽ |x′′(t)− p′(t)|
N′ <

r
2

.

Considere z : [t, s] → Rn dada por z(u) = p(u) + rN′(u). Veja que z é continuamente
diferenciável,

z′(t) = p′(t) + r′N′(t) = p′(t) + x′′(t)− p′(t) = x′′(t)

e
z(t) = p(t) + rN′(t) = p(t) = x′(t).

Definimos y : [t − h, s] → R por:

y(u) =

 x(u), se t − h ⩽ u ⩽ t,

x(t) +
∫ u

t
z(v)dv, se t ⩽ u ⩽ s.

Como x′(t) = z(t) e x′′(t) = z′(t), concluímos que y é duas vezes continuamente
diferenciável. Pela definição, yt = xt. Para u ∈ [t, s], temos

|x′(u)− y′(u)| = |x′(u)− z(u)| = |x′(u)− p(u)− rN′(u)|

⩽ |x′(u)− p(u)|+ |rN′(u)| < r
2
+

r
2
= r,

concluindo a demonstração.
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A próxima definição trata da extensão de funções.

Definição 1.2.6 ([37]). Sejam ϕ : [−h, 0] → Rn, φ : [−h, 0] → Rn e ψ : [−h, 0] → Rn tais
que ϕ ∈ C, φ ∈ C1 e ψ ∈ C2. Definimos as extensões ϕc, φd e ψdd destas funções em [−h, ∞)

por

ϕc(t) =

ϕ(t), se − h ⩽ t ⩽ 0,

ϕ(0), se t > 0,

φd(t) =

 φ(t), se − h ⩽ t ⩽ 0,

φ(0) + tφ′(0), se t > 0,

e

ψdd(t) =

 ψ(t), se − h ⩽ t ⩽ 0,

ψ(0) + tψ′(0) + t2

2 ψ′′(0), se t > 0.

O próximo resultado traz importantes propriedades de funções nos espaços C e C1

que serão fundamentais em nosso estudo.

Proposição 1.2.7 ([37], Proposição 2.4). As seguintes afirmações são válidas:

i) Para ϕ ∈ C e t ⩾ 0, ∥(ϕc)t∥ ⩽ ∥ϕ∥.

ii) A aplicação [0, ∞)× C1 ∋ (t, ϕ) 7→ (ϕd)t ∈ C1 é contínua. Para ϕ ∈ C1,

(ϕd)′ = (∂ϕ)c e Lip((ϕd)′) ⩽ Lip(∂ϕ),

e para todo t ⩾ 0,
∥(ϕd)t∥1 ⩽ (1 + t)∥ϕ∥1.

iii) A aplicação [0, ∞)× C2 ∋ (t, ϕ) 7→ (ϕdd)t ∈ C2 é contínua. Para ϕ ∈ C2,

(ϕdd)′ = (∂ϕ)d e Lip((ϕdd)′′) ⩽ Lip(∂∂ϕ),

e para todo t ⩾ 0,

∥(ϕdd)t∥2 ⩽
(

1 + t +
t2

2

)
∥ϕ∥2.

Demonstração. i) Note que (ϕc)t(θ) = ϕc(t + θ) =

ϕ(t + θ), t + θ ∈ [−h, 0],

ϕ(0), t + θ > 0.
Logo, para todo θ ∈ [−h, 0], temos:
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|(ϕc)t(θ)| ⩽ ∥ϕ∥.

Portanto, para todo t ⩾ 0, segue que:

∥(ϕc)t∥ ⩽ ∥ϕ∥, (1.5)

obtendo o resultado desejado.
ii) Primeiramente, vejamos que, por definição, ϕd : [−h, ∞) → Rn é dada por:

ϕd(t) =

 ϕ(t), −h ⩽ t ⩽ 0,

ϕ(0) + tϕ′(0), t > 0.

Com isso, obtemos

(ϕd)′(t) =

ϕ′(t), −h ⩽ t ⩽ 0,

ϕ′(0), t > 0,

ou seja,
(ϕd)′ = (∂ϕ)c. (1.6)

Sejam x, y ∈ [−h, ∞) tais que x ̸= y. Se x, y ∈ [−h, 0], temos:

|(ϕd)′(x)− (ϕd)′(y)|
|x − y| =

|∂ϕ(x)− ∂ϕ(y)|
|x − y| ⩽ Lip(∂ϕ).

Se x ∈ [−h, 0] e y ∈ (0, ∞), temos

|(ϕd)′(x)− (ϕd)′(y)|
|x − y| =

|∂ϕ(x)− ∂ϕ(0)|
|x − y| ⩽

|∂ϕ(x)− ∂ϕ(0)|
|x − 0| ⩽ Lip(∂ϕ).

Se x, y ∈ (0, ∞), então

|(ϕd)′(x)− (ϕd)′(y)|
|x − y| =

|∂ϕ(0)− ∂ϕ(0)|
|x − y| = 0 ⩽ Lip(∂ϕ).

Portanto,
Lip((ϕd)′) ⩽ Lip(∂ϕ).

Vamos agora provar a continuidade da aplicação no ponto (t, ϕ) ∈ [0, ∞) × C1.
Dado ϵ > 0, seja pϕ(τ) = ϕ(0) + τϕ′(0) o polinômio de Taylor de grau 1 de ϕ em torno
de 0. Pela continuidade de ϕ em 0 e pela aproximação de Taylor em torno de 0, obtemos
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δ > 0 tal que se τ ∈ [−h, ∞), |τ − 0| < δ, então |ϕ(τ)− ϕ(0)| < ϵ
2 e |pϕ(τ)− ϕ(0)| < ϵ

2 ,
implicando que |ϕ(τ)− pϕ(τ)| < ϵ.

Seja (s, ψ) ∈ [0, ∞)× C1 tal que

∥(t, ϕ)− (s, ψ)∥R×C1 = |t − s|+ ∥ϕ − ψ∥+ ∥∂ϕ − ∂ψ∥ < min{ϵ, δ, 1}.

Por definição, para θ ∈ [−h, 0], temos

|ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| =


|ϕ(t + θ)− ψ(s + θ)|, t + θ ∈ [−h, 0], s + θ ∈ [−h, 0],
|ϕ(t + θ)− pψ(s + θ)|, t + θ ∈ [−h, 0], s + θ ∈ (0, ∞),
|pϕ(t + θ)− ψ(s + θ)|, t + θ ∈ (0, ∞), s + θ ∈ [−h, 0],
|pϕ(t + θ)− pψ(s + θ)|, t + θ ∈ (0, ∞), s + θ ∈ (0, ∞).

Assim, temos os seguintes casos:

Caso 1: t + θ, s + θ ∈ [−h, 0].
Nesse caso, |ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| = |ϕ(t + θ)− ψ(s + θ)|. Logo,

|ϕ(t + θ)− ψ(s + θ)| ⩽ |ϕ(t + θ)− ϕ(s + θ)|+ |ϕ(s + θ)− ψ(s + θ)|
= |ϕ(t + θ)− ϕ(s + θ)|+ |(ϕ − ψ)(s + θ)|
⩽ ∥∂ϕ∥|t − s|+ ∥ϕ − ψ∥
⩽ (∥∂ϕ∥+ 1)ϵ.

Caso 2: t + θ ∈ [−h, 0] e s + θ ∈ (0, ∞).
Nesse caso, |ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| = |ϕ(t + θ)− pψ(s + θ)|. Como t + θ ⩽ 0 <

s + θ e |(t + θ)− (s + θ)| = |t − s| < δ, então |(t + θ)− 0| < δ. Logo,

|ϕ(t + θ)− pψ(s + θ)| = |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ |pϕ(t + θ)− pψ(s + θ)|
⩽ |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ |ϕ(0)− ψ(0)|
+ |(t + θ)ϕ′(0)− (s + θ)ψ′(0)|
⩽ |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥
+ |(t + θ)ϕ′(0)− (t + θ)ψ′(0)|
+ |(t + θ)ψ′(0)− (s + θ)ψ′(0)|
⩽ |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥
+ |t + θ||ϕ′(0)− ψ′(0)|+ |t − s||ψ′(0)|



26 Preliminares

⩽ |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥
+ (|t|+ |θ|)∥∂ϕ − ∂ψ∥+ |t − s|∥∂ψ∥
⩽ |ϕ(t + θ)− pϕ(t + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥
+ (|t|+ |h|)∥∂ϕ − ∂ψ∥+ |t − s|∥∂ψ∥
⩽ ϵ + ϵ + (|t|+ |h|)ϵ + ϵ∥∂ψ∥
⩽ 2ϵ + (|t|+ |h|)ϵ + ϵ(∥∂ψ − ∂ϕ∥+ ∥∂ϕ∥)
⩽ 2ϵ + (|t|+ |h|)ϵ + ϵ(1 + ∥∂ϕ∥)
= (3 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥)ϵ.

Caso 3: t + θ ∈ (0, ∞) e s + θ ∈ [−h, 0].
Nesse caso, |ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| = |pϕ(t + θ)− ψ(s + θ)|. Como s + θ ≤ 0 <

t + θ e |(s + θ)− (t + θ)| = |s − t| < δ, então |(s + θ)− 0| < δ e |(t + θ)− 0| < δ.
Logo

|pϕ(t + θ)− ψ(s + θ)| ⩽ |pϕ(t + θ)− ϕ(s + θ)|+ |ϕ(s + θ)− ψ(s + θ)|
⩽ |pϕ(t + θ)− ϕ(s + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥
⩽ |pϕ(t + θ)− ϕ(0)|+ |ϕ(0)− ϕ(s + θ)|+ ∥ϕ − ψ∥

⩽
ϵ

2
+

ϵ

2
+ ϵ = 2ϵ.

Caso 4: t + θ, s + θ ∈ (0, ∞).
Nesse caso, |ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| = |pϕ(t + θ)− pψ(s + θ)|. Logo,

|pϕ(t + θ)− pψ(s + θ)| ⩽ |ϕ(0)− ψ(0)|+ |(t + θ)ϕ′(0)− (s + θ)ψ′(0)|
⩽ |ϕ(0)− ψ(0)|+ |(t + θ)ϕ′(0)− (t + θ)ψ′(0)|
+ |(t + θ)ψ′(0)− (s + θ)ψ′(0)|

⩽ ∥ϕ − ψ∥+ (|t|+ |h|)∥∂ϕ − ∂ψ∥+ |t − s|∥∂ψ∥
⩽ ∥ϕ − ψ∥+ (|t|+ |h|)∥∂ϕ − ∂ψ∥+ ϵ(∥∂ψ − ∂ϕ∥+ ∥∂ϕ∥)
⩽ ϵ + (|t|+ |h|)ϵ + (1 + ∥∂ϕ∥)ϵ
= (2 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥)ϵ.

Em todo caso, temos

|ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)|
⩽ max{(∥∂ϕ∥+ 1)ϵ, (3 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥)ϵ, 2ϵ, (2 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥)ϵ}
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= (3 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥)ϵ, θ ∈ [−h, 0].

Portanto,
∥(ϕd)t − (ψd)s∥ = max

θ∈[−h,0]
|ϕd(t + θ)− ψd(s + θ)| ⩽ Kϵ, (1.7)

em que K = (3 + |t|+ |h|+ ∥∂ϕ∥).
Por outro lado, de forma análoga à Proposição 1.2.4, a aplicação [0, ∞) ∋ τ 7→

((∂ϕ)c)τ ∈ C é contínua. Portanto, existe δ∗ > 0 tal que

s ∈ [0, ∞), |t − s| < δ∗ ⇒ ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ϕ)c)s∥ < ϵ. (1.8)

Assim, se (s, ψ) ∈ [0, ∞) × C1 for tal que ∥(t, ϕ) − (s, ψ)∥R×C1 < min{δ, ϵ, 1, δ∗},
vale que

∥∂(ϕd)t − ∂(ψd)s∥ = ∥(∂ϕd)t − (∂ψd)s∥ = ∥((ϕd)′)t − ((ψd)′)s∥
(1.6)
= ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ψc)s)∥
⩽ ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ϕ)c)s∥+ ∥((∂ϕ)c)s − ((∂ψc)s)∥
= ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ϕ)c)s∥+ ∥((∂ϕ)c − (∂ψ)c)s)∥
= ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ϕ)c)s∥+ ∥((∂ϕ − ∂ψ)c)s∥
(1.5)
⩽ ∥((∂ϕ)c)t − ((∂ϕ)c)s∥+ ∥∂ϕ − ∂ψ∥
(1.8)
< ϵ + ϵ = 2ϵ. (1.9)

Logo, por (1.7) e (1.9), temos:

∥(ϕd)t − (ψd)s∥1 = ∥(ϕd)t − (ψd)s∥+ ∥∂(ϕd)t − ∂(ψd)s∥ < Kϵ + 2ϵ = (K + 2)ϵ.

Portanto, a aplicação [0, ∞)× C1 ∋ (t, ϕ) 7→ (ϕd)t ∈ C1 é contínua.
Finalmente, seja t ⩾ 0. Para θ ∈ [−h, 0], temos

(ϕd)t(θ) = ϕd(t + θ) =

 ϕ(t + θ), se t + θ ⩽ 0,

ϕ(0) + (t + θ)ϕ′(0), se t + θ > 0.

Considere o caso t + θ > 0:

|(ϕd)t(θ)| = |ϕ(0) + (t + θ)ϕ′(0)| ⩽ ∥ϕ∥+ |t + θ|∥∂ϕ∥.
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Como t + θ > 0 e θ ⩽ 0, então −t ⩽ 0 ⩽ t + θ ⩽ t, ou seja, |t + θ| ⩽ t. Daí

|(ϕd)t(θ)| ⩽ ∥ϕ∥+ t∥∂ϕ∥.

Claramente, a desigualdade acima também vale quando t + θ ⩽ 0. Logo,

∥(ϕd)t∥ = max
−h⩽θ⩽0

|(ϕd)t(θ)| ⩽ ∥ϕ∥+ t∥∂ϕ∥.

Por outro lado, ∂(ϕd)t = ((ϕd)′)t = ((∂ϕ)c)t e, pelo item i), obtemos

∥∂(ϕd)t∥ = ∥((∂ϕ)c)t∥ ⩽ ∥∂ϕ∥.

Portanto,

∥(ϕd)t∥1 = ∥(ϕd)t∥+ ∥∂(ϕd)t∥ ⩽ ∥ϕ∥+ t∥∂ϕ∥+ ∥∂ϕ∥ ⩽ (1 + t)∥ϕ∥1,

provando o item ii).
iii) Demonstração análoga ao item ii).

Proposição 1.2.8 ([39], Proposição 3.2). Seja ϕ ∈ C1, ψ ∈ C2. Então, para 0 < t < h,
temos:

∥∂(ϕd)t∥ ⩽ max
t−h⩽θ⩽0

|ϕ′(θ)|, ∥∂∂(ψdd)t∥ ⩽ max
t−h⩽θ⩽0

|ψ′′(θ)| e

∥∂(ψdd)t∥ ⩽ max
t−h⩽θ⩽0

(
|ψ′(θ)|+ t|ψ′′(0)|

)
.

Demonstração. Pelos itens ii) e iii) da Proposição 1.2.7, temos que ∂(ϕd)t = ((∂ϕ)c)t e
∂∂(ψdd)t = ((∂∂ψ)c)t e portanto valem as duas primeiras desigualdades. Novamente
pelo item iii) da Proposição 1.2.7, temos que ∂(ψdd)t = ((∂ψ)d)t. Para −h ⩽ u ⩽ 0,
temos

∂(ψdd)t(u) = ((∂ψ)d)t(u) =

 ∂ψ(u + t), u + t ⩽ 0,

∂ψ(0) + (u + t)(∂ψ)′(0), u + t > 0.

Caso 1: u + t > 0.
Como t > 0, temos que |u + t| < t. Logo,

|∂(ψdd)t(u)| ⩽ |∂ψ(0)|+ |u + t||(∂ψ)′(0)| ⩽ max
t−h⩽θ⩽0

(
|ψ′(θ)|+ t|ψ′′(0)|

)
.

Caso 2: u + t ⩽ 0.
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Não é difícil ver, neste caso, que a desigualdade acima também é satisfeita, obtendo
o resultado desejado.

Proposição 1.2.9 ([37], Proposição 2.5). Suponha que g : W ⊂ C ×C1 → Rn, W ⊂ C ×C1

aberto, satisfaz (g0). Então todo segmento xt de qualquer solução x : [t0 − h, te) → Rn da
equação (1.1) está contido em X1, onde X1 = {ψ ∈ U1 : ψ′(0) = g(∂ψ, ψ)}.

Demonstração. Como x é solução da equação (1.1), para t ∈ (t0, te), temos que xt ∈ X1,
pois

(xt)
′(0) = (x′)t(0) = x′(t) = g(∂xt, xt).

Além disso, xt0 ∈ U1 pela definição de solução. Pela continuidade de g e das aplicações
dadas na Proposição 1.2.4, temos

(xt0)
′(0) = x′(t0) = lim

t→t0+
x′(t) = lim

t→t0+
g(∂xt, xt) = g(∂xt0 , xt0),

provando o resultado.

O resultado a seguir traz uma propriedade muito importante da aplicação Deg1.

Proposição 1.2.10 ([37], Proposição 2.6). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂
C × C1 aberto, satisfaz (g3). Então a aplicação Deg1 : W1 → L (C × C, Rn) é localmente
limitada, onde g1 : W1 → Rn e W1 = W ∩ C1 × C1.

Demonstração. Seja (ϕ0, ψ0) ∈ W1. Pela continuidade da aplicação W1 × C × C ∋
(ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ Rn em (ϕ0, ψ0, 0, 0), existe uma vizinhança N ⊂
W1 de (ϕ0, ψ0) em C1 × C1 e r > 0 tal que |Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ)| ⩽ 1 para (ϕ, ψ) ∈ N
e ∥(χ, ρ)∥C×C ⩽ r. Consequentemente, |Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ)| ⩽ 1

r para (ϕ, ψ) ∈ N e
∥(χ, ρ)∥C×C ⩽ 1. Portanto, para todo (ϕ, ψ) ∈ N, temos:

∥Deg1(ϕ, ψ)∥L (C×C,Rn) = sup
∥(χ,ρ)∥C×C⩽1

|Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ)| ⩽ 1
r

,

obtendo o resultado desejado.

Proposição 1.2.11 ([37], Proposição 2.7-(i)). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂
C × C1 aberto, satisfaz (g1) e que K ⊂ W é compacto. Então existem ∆ ∈ (0, h), uma vizi-
nhança N ⊂ W de K em C × C1 e r > 0 tais que, para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N com

∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ)∥C×C1 = ∥ϕ − ϕ1∥ < r e ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h, ∆],
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temos
g(ϕ, ψ) = g(ϕ1, ψ).

Demonstração. Para cada (φ, η) ∈ K, tome ϵ = ϵ(φ, η) > 0 e ∆(φ, η) ∈ (0, h) tal que,
para

N(φ, η) =
{
(φ, η) ∈ C × C1 : ∥(φ, η)− (φ, η)∥C×C1 < ϵ(φ, η)

}
,

a conclusão de (g1) vale. Considere

N′(φ, η) =

{
(φ, η) ∈ C × C1 : ∥(φ, η)− (φ, η)∥C×C1 <

ϵ(φ, η)

2

}
.

Logo,
K ⊂

⋃
(φ,η)∈K

N′(φ, η).

Como K é compacto e {N′(φ, η)(φ,η)∈K} é uma cobertura aberta de K, existem finitos
(φ1, η1), ..., (φm, ηm) ∈ K tais que

K ⊂
m⋃

i=1

N′(φi, ηi).

Seja

∆ = min
i=1,...,m

∆(φi, ηi), N =
m⋃

i=1

N′(φi, ηi) e r = min
i=1,...,m

ϵ(φi, ηi)

2
.

Assim, se (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N forem tais que ∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ)∥C×C1 < r e ϕ(t) = ϕ1(t)
para t ∈ [−h,−∆], existe k ∈ {1, ..., m} tal que (ϕ, ψ) ∈ N′(φk, ηk) ⊂ N(φk, ηk). Como

∥(ϕ1, ψ)− (φk, ηk)∥C×C1 ⩽ ∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ)∥C×C1 + ∥(ϕ, ψ)− (φk, ηk)∥C×C1

< r +
ϵ(φk, ηk)

2
⩽

ϵ(φk, ηk)

2
+

ϵ(φk, ηk)

2
= ϵ(φk, ηk),

então (ϕ1, ψ) ∈ N(φk, ηk). Além disso, como −∆ ⩾ −∆(φk, ηk), então ϕ(t) = ϕ1(t)
para todo t ∈ [−h,−∆(φk, ηk)]. Portanto, g(ϕ, ψ) = g(ϕ1, ψ).

Corolário 1.2.12 ([37], Corolário 2.8). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂ C × C1

aberto, satisfaz (g1) e (g3) e seja K ⊂ W1 um subconjunto compacto de C1 × C1. Então
existem ∆ ∈ (0, h), uma vizinhança N1 ⊂ W1 de K em C1 × C1 e r > 0 tais que, para todos
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(ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N1 com

∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ)∥C1×C1 = ∥ϕ − ϕ1∥1 < r e ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆],

e para todos (χ, ρ), (χ1, ρ) ∈ C × C com

χ(t) = χ1(t), t ∈ [−h,−∆],

temos
Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = Deg1(ϕ1, ψ)(χ1, ρ).

Demonstração. Como a aplicação inclusão i : C1 × C1 → C × C1, dada por i(ϕ, ψ) =

(ϕ, ψ) é contínua, então K é também um subconjunto compacto de C × C1. Sejam
∆ ∈ (0, h), N ⊂ W vizinhança de K e r > 0 como garantidos pela Proposição 1.2.11.
Então N1 = N ∩ (C1 × C1) = i−1(N) ⊂ W1 é uma vizinhança de K em C1 × C1. Dados
(ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N1 tais que

∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ)∥C1×C1 = ∥ϕ − ϕ1∥1 < r e ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆],

considere χ, χ1 ∈ C1 com χ(t) = χ1(t), para t ∈ [−h,−∆]. Para s ∈ R suficientemente
pequeno, temos que (ϕ + sχ, ψ), (ϕ1 + sχ1, ψ) ∈ N1 ⊂ N e

∥(ϕ + sχ, ψ)− (ϕ1 + sχ1, ψ)∥C1×C1 ⩽ ∥ϕ − ϕ1∥1 + |s|∥χ − χ1∥1 < r.

Logo, pela Proposição 1.2.11, temos

g1(ϕ + sχ, ψ)− g1(ϕ, ψ) = g1(ϕ1 + sχ1, ψ)− g1(ϕ1, ψ).

Isto implica que

D1g1(ϕ, ψ)χ = lim
s→0

g1(ϕ + sχ, ψ)− g1(ϕ, ψ)

s
= lim

s→0

g1(ϕ1 + sχ1, ψ)− g1(ϕ1, ψ)

s
= D1g1(ϕ1, ψ)χ1.

Analogamente, para ρ ∈ C1, obtemos

D2g1(ϕ, ψ)ρ = D2g1(ϕ1, ψ)ρ.
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Portanto, temos

Dg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = D1g1(ϕ, ψ)χ + D2g1(ϕ, ψ)ρ = D1g1(ϕ1, ψ)χ1 + D2g1(ϕ1, ψ)ρ

= Dg1(ϕ1, ψ)(χ1, ρ).

Agora, sejam χ, χ1 ∈ C tais que χ(t) = χ1(t) para t ∈ [−h,−∆]. Tome sequências (χm)

(χm
1 ) em C1 que convergem em C para χ e χ1, respectivamente, satisfazendo

χm(t) = χm
1 (t), ∀m ∈ N e t ∈ [−h,−∆].

Seja ρ ∈ C. Tome uma sequência (ρm) em C1 que converge em C para ρ. Usando a
continuidade da aplicação (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) dada em (g3), obtemos

Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = lim
m→∞

Deg1(ϕ, ψ)(χm, ρm) = lim
m→∞

Dg1(ϕ, ψ)(χm, ρm)

= lim
m→∞

Dg1(ϕ1, ψ)(χm
1 , ρm) = lim

m→∞
Deg1(ϕ1, ψ)(χm

1 , ρm)

= Deg1(ϕ1, ψ)(χ1, ρ),

o que nos leva ao resultado desejado.

Proposição 1.2.13 ([37], Proposição 2.9). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂
C × C1 aberto, satisfaz (g3). Seja t0 < te ⩽ ∞. Suponha que q : [t0 − h, te) → Rn e c : [t0 −
h, te) → Rn são continuamente diferenciáveis e que (qt, ct) ∈ W1, para todo t ∈ [t0, te). Então
a função gq,c : [t0, te) → Rn dada por

gq,c(t) = g1(qt, ct)

é continuamente diferenciável, com

g′q,c(t) = Deg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct), ∀t ∈ [t0, te).

Demonstração. Seja t ∈ [t0, te). Tome N ⊂ W1 uma vizinhança convexa de (qt, ct) em
C1 × C1. Pela continuidade da aplicação [t0, te) ∋ τ 7→ (qτ, cτ) ∈ C1 × C1, garantida
pela Proposição 1.2.4, existe ϵ > 0 tal que, para todo s ∈ (−ϵ, ϵ) de modo que t0 ⩽

t + s < te, temos
(qt+s, ct+s) ∈ N.

Para s ̸= 0 nas condições acima, por uma versão adaptada do Teorema Fundamental
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do Cálculo (Veja Apêndice A), temos

gq,c(t + s)− gq,c(t) = g1(qt+s, ct+s)− g1(qt, ct)

=
∫ 1

0
Dg1((qt, ct) + θ((qt+s, ct+s)− (qt, ct)))((qt+s, ct+s)− (qt, ct))dθ

=
∫ 1

0
Dg1((qt, ct) + θ(qt+s − qt, ct+s − ct))(qt+s − qt, ct+s − ct)dθ.

Portanto,

gq,c(t + s)− gq,c(t)− sDeg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct)

=
∫ 1

0
Dg1((qt, ct) + θ(qt+s − qt, ct+s − ct))(qt+s − qt, ct+s − ct)dθ

−sDeg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct)

= s ·
∫ 1

0

[
Deg1((qt, ct) + θ(qt+s − qt, ct+s − ct))

(
1
s
(qt+s − qt),

1
s
(ct+s − ct)

)
−Deg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct)

]
dθ.

Veja que, para θ ∈ [0, 1], temos

∥(qt, ct) + θ(qt+s − qt, ct+s − ct)− (qt, ct)∥C1×C1 = ∥θ(qt+s − qt, ct+s − ct)∥C1×C1

⩽ ∥(qt+s − qt, ct+s − ct)∥C1×C1 .

Por outro lado, como a aplicação [t0, te) ∋ τ 7→ (qτ, cτ) ∈ C1 × C1 é contínua, (qt, ct) +

θ(qt+s − qt, ct+s − ct) converge uniformemente em relação a θ ∈ [0, 1] para (qt, ct) em
C1 × C1, quando 0 ̸= s → 0. Além disso, pela Proposição 1.2.4, temos que

1
s
(qt+s − qt) → ∂qt,

1
s
(ct+s − ct) → ∂ct em C quando 0 ̸= s → 0.

Pela continuidade da aplicação W1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ Rn no
ponto (qt, ct, ∂qt, ∂ct), garantido por (g3), concluímos que

∫ 1

0
[Deg1((qt, ct) + θ(qt+s − qt, ct+s − ct))

(
1
s
(qt+s − qt),

1
s
(ct+s − ct)

)
−Deg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct)]dθ → 0 ∈ Rn,

quando 0 ̸= s → 0. Portanto gq,c é diferenciável em t, com derivada

g′q,c(t) = Deg1(qt, ct)(∂qt, ∂ct).
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Além disso, a continuidade de g′q,c é garantida pela continuidade das aplicações

[t0, te) ∋ τ 7→ (qτ, cτ) ∈ C1 × C1 e [t0, te) ∋ τ 7→ (∂qτ, ∂cτ) ∈ C × C

e pela continuidade da aplicação citada acima dada em (g3).

Corolário 1.2.14 ([37], Corolário 2.11). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂ C × C1

aberto, satisfaz (g0) e (g3). Então todos os segmentos ψ = xt de qualquer solução duas vezes
continuamente diferenciável x : [t0 − h, te) → Rn da equação (1.1) pertencem a X2∗.

Demonstração. Como x é solução da equação (1.1), pela Proposição 1.2.9, xt ∈ X1.
Como xt ∈ C2, logo xt ∈ X2 = X1 ∩ C2 para todo t ∈ [t0, te). Resta mostrar que
∂xt ∈ Te,xt X2, para t0 ⩽ t < te. Considere a função g∗ : [t0, te) → Rn dada por

g∗(t) = g((x′)t, xt), t ∈ [t0, te).

Para t0 ⩽ t < te, como x e x′ são continuamente diferenciáveis, temos que g∗(t) =

g1((x′)t, xt). Logo pela Proposição 1.2.13, g∗ é continuamente diferenciável, com

g′∗(t) = Deg1((x′)t, xt)(∂(x′)t, ∂xt).

Como x é solução da equação (1.1), temos x′(t) = g(∂xt, xt) = g∗(t). Logo,

(∂xt)
′(0) = x′′(t) = g′∗(t) = Deg1(∂xt, xt)(∂(∂xt), ∂xt),

portanto, xt ∈ X2∗.



Capítulo

2
Semifluxo contínuo

Neste capítulo, vamos apresentar a definição de semifluxo gerado pela solução ma-
ximal de:

x′(t) = g(∂xt, xt), (2.1)

onde g : W ⊂ C × C1, W ⊂ C × C1 aberto, bem como apresentaremos suas propri-
edades. Mais precisamente, iremos mostrar que os semifluxos gerados pela solução
maximal de (2.1) em certos conjuntos são contínuos. Na primeira seção, investigare-
mos o semifluxo em X1+, onde X1+ = {ψ ∈ X1 : Lip(∂ψ) < ∞}.

Na segunda seção, vamos mostrar que X2 = X1 ∩ C2 é uma subvariedade de codi-
mensão n em C2, além de tratar do semifluxo em X2∗ ⊂ X2, onde X2∗ = {ψ ∈ X2 :
∂ψ ∈ Te,ψX2}. Todos os resultados podem ser encontrados em [37].

2.1 Semifluxo em um subconjunto de C1

Nesta seção, vamos assumir que g : W ⊂ C ×C1 → Rn, W ⊂ C ×C1 aberto, satisfaz
as condições (g0), (g1) e (g2). Considere o seguinte PVIx′(t) = g(∂xt, xt),

x0 = ψ ∈ X1+.
(2.2)

A próxima proposição fornece condições que garantem a existência de solução local
para o PVI (2.2), e pode ser encontrada em [37].

Proposição 2.1.1 (Existência Local - [37], Proposição 4.1). Para todo ψ ∈ X1+ existe uma
solução x : [−h, te) → Rn, 0 < te ⩽ ∞, para o PVI (2.2).
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Demonstração. Para T > 0, seja C1
T o espaço de Banach das funções continuamente

diferenciáveis u : [−h, T] → Rn com u0 = 0, com a seguinte norma:

∥u∥1,T = max
−h⩽t⩽T

|u(t)|+ max
−h⩽t⩽T

|u′(t)|.

Considere ψ ∈ X1+. Seja λ = Lip(∂ψ) < ∞. Sejam N ⊂ W uma vizinhança de (∂ψ, ψ)

em C × C1, ∆ ∈ (0, h) e L ⩾ 0 tais que valem as conclusões em (g1) e (g2). Considere
r > 0 e T ∈ (0, ∆) suficientemente pequeno tal que, para todo u ∈ C1

T com ∥u∥1,T ⩽ r e
para todo t ∈ [0, T], tem se

(∂ψd
t , ψd

t + ut) ∈ N e (∂(ψd
t + ut), ψd

t + ut) ∈ N (2.3)

e

2LT(λ + 1) < 1 e 2LT(λ + 1)r + (T + 1) max
0⩽s⩽T

|g(∂ψd
s , ψd

s )− g(∂ψ, ψ)| ⩽ r, (2.4)

onde ψd
t = (ψd)t.

Para u ∈ C1
T, pela continuidade de g e das aplicações [0, T] ∋ t 7→ ∂ψd

t , [0, T] ∋ t 7→
ψd

t + ut, temos que a aplicação

[0, T] ∋ t 7→ g(∂ψd
t , ψd

t + ut) ∈ Rn

é contínua. Seja FT o conjunto de todas funções de [−h, T] em Rn. Defina a aplicação
A = Aψ,T : C1

T → FT por

A(u)(t) =


0, se − h ⩽ t ⩽ 0,∫ t

0

(
g(∂ψd

s , ψd
s + us)− g(∂ψ, ψ)

)
ds, se 0 < t ⩽ T.

Assim, para u ∈ C1
T, temos que A(u) é diferenciável em [−h, 0) ∪ (0, T]. Em t = 0,

a derivada à esquerda existe e é igual a 0 ∈ Rn, enquanto que a derivada à direita
existe,2 pelo Teorema Fundamental do Cálculo e é igual a

g(∂ψd
0 , ψd

0 + u0)− g(∂ψ, ψ) = 0 ∈ Rn,
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pois ∂ψd
0 = ∂ψ, ψd

0 = ψ e u0 = 0. Logo,

A(u)′(t) =

 0, se − h ⩽ t ⩽ 0,

g(∂ψd
t , ψd

t + ut)− g(∂ψ, ψ), se 0 < t ⩽ T,

é contínua, ou seja, A(u) ∈ C1
T.

Sejam u, v ∈ C1
T tais que ∥u∥1,T ⩽ r e ∥v∥1,T ⩽ r. Sejam w = A(u), z = A(v) e t ∈ [0, T].

Então

|w(t)− z(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
g(∂ψd

s , ψd
s + us)− g(∂ψd

s , ψd
s + vs)

)
ds
∣∣∣∣

⩽
∫ t

0

∣∣g(∂ψd
s , ψd

s + us)− g(∂ψd
s , ψd

s + vs)
∣∣ds

⩽ t max
0⩽s⩽t

∣∣g(∂ψd
s , ψd

s + us)− g(∂ψd
s , ψd

s + vs)
∣∣

(g2)
⩽ tL max

0⩽s⩽t
(Lip(∂ψd

s ) + 1)∥us − vs∥

⩽ tL(λ + 1)max
0⩽s⩽t

∥us − vs∥

⩽ tL(λ + 1) max
−h⩽s⩽t

|u(s)− v(s)|

⩽ tL(λ + 1)∥u − v∥1,T.

Para obter as desigualdades acima, usamos o fato que Lip(∂ψd
s ) ⩽ Lip(∂ψd) ⩽ Lip(∂ψ).

Analogamente, temos

|w′(t)− z′(t)| = |g(∂ψd
t , ψd

t + ut)− g(∂ψd
t , ψd

t + vt)|
⩽ L(λ + 1)∥ut − vt∥
⩽ L(λ + 1) max

−h⩽s⩽t
|u(s)− v(s)|. (2.5)

Por outro lado, note que:

|u(s)− v(s)| =
∣∣∣∣∫ s

0
(u′(τ)− v′(τ))dτ

∣∣∣∣
⩽
∫ s

0
|u′(τ)− v′(τ)|dτ

⩽ s max
0⩽θ⩽s

|u′(θ)− v′(θ)|

⩽ t max
−h⩽θ⩽T

|u′(θ)− v′(θ)|
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⩽ t∥u − v∥1,T, (2.6)

para 0 ⩽ s ⩽ t. Combinando (2.5) e (2.6), temos:

|w′(t)− z′(t)| ⩽ L(λ + 1)t∥u − v∥1,T.

Portanto,

∥A(u)− A(v)∥1,T = max
−h⩽t⩽T

|w(t)− z(t)|+ max
−h⩽t⩽T

|w′(t)− z′(t)|

⩽ TL(λ + 1)∥u − v∥1,T + L(λ + 1)T∥u − v∥1,T

= 2TL(λ + 1)∥u − v∥1,T.

De (2.4), temos que 2TL(λ + 1) < 1, logo, a restrição de A na bola fechada BC1
T
(r) =

{u ∈ C1
T : ∥u∥1,T ⩽ r} é uma contração.

Para u ∈ BC1
T
(r), temos:

∥A(u)∥1,T ⩽ ∥A(u)− A(0)∥1,T + ∥A(0)∥1,T

⩽ 2TL(λ + 1)∥u∥1,T + max
0⩽t⩽T

∣∣∣∣∫ t

0

(
g(∂ψd

s , ψd
s )− g(∂ψ, ψ)

)
ds
∣∣∣∣

+ max
0⩽t⩽T

∣∣g(∂ψd
t , ψd

t )− g(∂ψ, ψ)
∣∣

⩽ 2TL(λ + 1)r +
∫ T

0

∣∣g(∂ψd
s , ψd

s )− g(∂ψ, ψ)
∣∣ds

+ max
0⩽t⩽T

∣∣g(∂ψd
t , ψd

t )− g(∂ψ, ψ)
∣∣

⩽ 2TL(λ + 1)r + T max
0⩽t⩽T

∣∣g(∂ψd
t , ψd

t )− g(∂ψ, ψ)
∣∣

+ max
0⩽t⩽T

∣∣g(∂ψd
t , ψd

t )− g(∂ψ, ψ)
∣∣

= 2TL(λ + 1)r + (T + 1) max
0⩽t⩽T

∣∣g(∂ψd
t , ψd

t )− g(∂ψ, ψ)
∣∣ (2.4)
⩽ r.

Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Ver Apêndice A), existe um ponto fixo
u ∈ C1

T de A com ∥u∥1,T ⩽ r. A função x : [−h, T] → Rn dada por x(t) = ψd(t) + u(t)
é continuamente diferenciável e x0 = ψ. Devido à (2.3), temos

(∂xt, xt) = (∂(ψd
t + ut), ψd

t + ut) ∈ N ⊂ W
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e

x′(t) = (ψd)′(t) + u′(t) = ψ′(0) + g(∂ψd
t , ψd

t + ut)− g(∂ψ, ψ) = g(∂ψd
t , ψd

t + ut),

para 0 ⩽ t ⩽ T. Como u0 = 0, para 0 ⩽ t ⩽ T e −h ⩽ s ⩽ −∆, temos −h ⩽ t + s ⩽

T − ∆ ⩽ 0. Logo,

∂ψd
t (s) = (ψd)′(t + s) = (ψd)′(t + s) + u′(t + s) = ∂(ψd

t + ut)(s).

De (2.3), temos (∂ψd
t , ψd

t + ut) ∈ N, portanto, de (g1) segue que

g(∂ψd
t , ψd

t + ut) = g(∂(ψd
t + ut), ψd

t + ut) = g(∂xt, xt),

para 0 ⩽ t ⩽ T, isto é, x é solução do PVI (2.2).

O próximo resultado garante que a derivada de qualquer solução da equação (2.1),
com xt0 ∈ X1+, é localmente Lipschitz.

Proposição 2.1.2 ([37], Proposição 4.2). Para qualquer solução x : [t0 − h, te) → Rn da
equação (2.1) com xt0 ∈ X1+, sua derivada x′ : [t0 − h, te) → Rn é localmente Lipschitz.

Demonstração. Sem perda de generalidade, considere t0 = 0. Temos que

0 ∈ A =
{

t ∈ [0, te) : x′
∣∣
[−h,t] é Lipschitziana

}
̸= ∅,

pois x0 ∈ X1+. Suponha que s = sup A < te. Sejam N uma vizinhança de (∂xs, xs),
∆ ∈ (0, h) e L ⩾ 0 tais que valem as conclusões de (g1) e (g2). Pela continuidade
da aplicação [0, te) ∋ t 7→ (∂xt, xt) ∈ C × C1, existe ϵ ∈ (0, ∆

2 ) tal que s + ϵ < te e
(∂xt, xt) ∈ N para t ∈ [s − ϵ, s + ϵ] ∩ [0, ∞). Pela definição de s, para algum u ⩾ 0 em
(s − ϵ, s], a restrição x′|[−h,u] é Lipschitziana. Supondo que x′ = (ξ1, ξ2, ..., ξn), seja pi,δ,
δ > 0, o polinômio tal que maxu⩽τ⩽s+ϵ |pi,δ(τ) − ξi(τ)| < δ√

n para cada i = 1, ..., n,
garantido pelo Teorema da Aproximação de Weierstrass (Ver Apêndice A). Definimos
yδ : [−h, s + ϵ] → Rn por yδ(t) = (y1,δ(t), y2,δ(t), ..., yn,δ(t)) em que

yi,δ(t) =

 ξi(t), se t ∈ [−h, u],

pi,δ(t), se t ∈ [u, s + ϵ].

Como pi,δ(u) = ξi(u), yδ está bem definida. Pela Proposição 1.2.1 temos que yδ é
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Lipschitziana e vale que

max
u⩽τ⩽s+ϵ

|x′(τ)− yδ(τ)| = max
u⩽τ⩽s+ϵ

√
n

∑
i=1

|pi,δ(τ)− ξi(τ)|2 <

√
n
(

δ√
n

)2

= δ.

Para δ > 0 suficientemente pequeno, temos que y = yδ é tal que (yt, xt) ∈ N para u ⩽

t ⩽ s + ϵ. Assim, para u ⩽ t ⩽ s + ϵ e −h ⩽ w ⩽ ∆, temos −h ⩽ t + w ⩽ s + ϵ − ∆ ⩽ u.
Logo, yt(w) = y(t + w) = x′(t + w) = ∂xt(w). Portanto, para t, τ ∈ [u, s + ϵ], temos

|x′(t)− x′(τ)| = |g(∂xt, xt)− g(∂xτ, xτ)|
(g1)
= |g(yt, xt)− g(yτ, xτ)|

(g2)
⩽ L (∥yt − yτ∥+ (Lip(yt) + 1)∥xt − xτ∥)

⩽ L
(

max
−h⩽θ⩽0

|y(t + θ)− y(τ + θ)|

+ (Lip(y) + 1) max
−h⩽θ⩽0

|x(t + θ)− x(τ + θ)|
)

⩽ L
(

Lip(y)|t − τ|+ (Lip(y) + 1) max
−h⩽v⩽s+ϵ

|x′(v)||t − τ|
)

= L
(

Lip(y) + (Lip(y) + 1) max
−h⩽v⩽s+ϵ

|x′(v)|
)
|t − τ|.

Consequentemente, x′|[−h,s+ϵ] é Lipschitziana, contrariando s = sup A. Logo, sup A =

te.

O resultado abaixo garante a unicidade de solução local do PVI (2.2).

Corolário 2.1.3 (Unicidade - [37], Corolário 4.3). Se x : [−h, te) → Rn e y : [−h, te) →
Rn, 0 < te ⩽ ∞, são soluções do PVI (2.2), então x = y.

Demonstração. Suponha que x ̸= y. Como x0 = y0 = ψ, então

A = {t ∈ [0, te) : x(u) = y(u) para − h ⩽ u ⩽ t} ̸= ∅.

Logo s = sup A < te. Pela continuidade de x e y, temos x(u) = y(u) para −h ⩽ u ⩽ s,
isto é, s ∈ A. Sejam N uma vizinhança de (∂xs, xs), ∆ ∈ (0, h) e L ⩾ 0 tais que valem
as conclusões de (g1) e (g2). Pela continuidade das aplicações [0, te) ∋ t 7→ xt ∈ C1 e
[0, te) ∋ t 7→ yt ∈ C1, garantida pela Proposição 1.2.4 e pelo fato de que xs = ys, existe
σ ∈ (s, te) ∩ (s, s + ∆) tal que, para todo u ∈ [s, σ], temos

(∂xu, xu) ∈ N, (∂yu, yu) ∈ N e (∂xu, yu) ∈ N.
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Assim, para s ⩽ u ⩽ σ e −h ⩽ w ⩽ −∆, temos que −h ⩽ u + w ⩽ s e, portanto,

∂xu(w) = x′(u + w) = y′(u + w) = ∂yu(w).

Seja s ⩽ t ⩽ σ. Como x(s) = y(s), temos

|x(t)− y(t)| =
∣∣∣∣∫ t

s
(x′(u)− y′(u))du

∣∣∣∣
⩽
∫ t

s
|x′(u)− y′(u)|du

=
∫ t

s
|g(∂xu, xu)− g(∂yu, yu)|du

(g1)
=
∫ t

s
|g(∂xu, xu)− g(∂xu, yu)|du

(g2)
⩽
∫ t

s
L
(

Lip
(

x′|[−h,σ]

)
+ 1
)
∥xu − yu∥du

⩽ L(t − s)
(

Lip
(

x′|[−h,σ]

)
+ 1
)

max
s⩽u⩽t

|x(u)− y(u)|, (2.7)

onde esta última desigualdade segue usando o fato que x(u) = y(u), para −h ⩽ u ⩽ s.
Tome T ∈ (s, σ) tal que

L(T − s)
(

Lip
(

x′|[−h,σ]

)
+ 1
)
< 1. (2.8)

Seja t∗ ∈ [s, T] tal que |x(t∗)− y(t∗)| = maxs⩽u⩽T |x(u)− y(u)|. Logo,

|x(t∗)− y(t∗)| = max
s⩽u⩽t∗

|x(u)− y(u)|.

De (2.7) e (2.8), temos que|x(t∗)− y(t∗)| ⩽ L(t∗ − s)
(

Lip
(

x′|[−h,σ]

)
+ 1
)
|x(t∗)− y(t∗)|,

L(t∗ − s)
(

Lip
(

x′|[−h,σ]

)
+ 1
)
< 1.

Portanto, 0 = |x(t∗) − y(t∗)| = maxs⩽u⩽T |x(u) − y(u)|, ou seja, x(u) = y(u), para
todo u ∈ [−h, T]. Assim, T ⩽ s = sup A, contrariando T ∈ (s, σ). Logo, x = y.

Por outro lado, para obter uma solução maximal do PVI (2.2), considere ψ ∈ X1+ e
tome

tψ = sup{te > 0 : existe x : [−h, te) → Rn solução do PVI (2.2)} ⩽ ∞.
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Logo, existe uma sequência xk : [−h, tk) → Rn de soluções do PVI (2.2) tal que limk→∞ tk

= tψ. Pela unicidade de soluções, temos que se tk < tj, então xj
∣∣
[−h,tk)

= xk. Definimos
a solução maximal xψ : [−h, tψ) → Rn tal que xψ

∣∣
[−h,tk)

= xk. Dessa forma, temos

(xψ)t = xψ
t ∈ X1+, ∀t ∈ [0, tψ).

Seja
Ω1 =

⋃
ψ∈X1+

[0, tψ)× {ψ}.

Definimos G1 : Ω1 → X1+ por G1(t, ψ) = xψ
t . Dessa maneira, {0} × X1+ ⊂ Ω1 e, para

todo ψ ∈ X1+, G1(0, ψ) = xψ
0 = ψ.

O seguinte PVI x′(t) = g(∂xt, xt),

x0 = ψ ∈ X1+,
(2.9)

tem solução xψ : [−h, tψ) → Rn. Seja 0 ⩽ t < tψ e tome γ = G1(t, ψ) = xψ
t ∈ X1+.

Considere agora o seguinte PVIx′(t) = g(∂xt, xt),

x0 = γ ∈ X1+,
(2.10)

que possui solução xγ : [−h, tγ) → Rn. Definimos x : [−h, t + tψ) → Rn por

x(τ) =

 xψ(τ), se − h ⩽ τ ⩽ t,

xγ(τ − t), se t ⩽ τ < t + tγ.
(2.11)

Se t − h ⩽ τ ⩽ t, então −h ⩽ τ − t ⩽ 0. Logo, xγ(τ − t) = γ(τ − t) = xψ
t (τ − t) =

xψ(τ). Portanto, x está bem definida e é continuamente diferenciável com derivada
dada por

x′(τ) =

 (xψ)′(τ), se − h ⩽ τ ⩽ t,

(xγ)′(τ − t), se t ⩽ τ < t + tγ.

Pela definição, x0 = xψ
0 = ψ. Além disso, temos que, para 0 ⩽ τ ⩽ t, (∂xτ, xτ) =
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(∂xψ
τ , xψ

τ ) ∈ W e para t ⩽ τ ⩽ t + tγ, (∂xτ, xτ) = (∂xγ
τ−t, xγ

τ−t) ∈ W. Finalmente

x′(τ) =

 (xψ)′(τ) = g(∂xψ
τ , xψ

τ ) = g(∂xτ, xτ), se 0 < τ ⩽ t,

(xγ)′(τ − t) = g(∂xγ
τ−t, xγ

τ−t) = g(∂xτ, xτ), se t ⩽ τ < t + tγ.

Portanto, x é solução do PVI (2.9). Logo, t + tγ ⩽ tψ, ou seja, para 0 ⩽ s < tγ = tG1(t,ψ)

temos 0 ⩽ t+ s < t+ tγ < tψ. Agora, pelo Corolário 2.1.3 (Unicidade), x = xψ
∣∣
[−h,t+tγ)

e, como observado acima, x(τ) = xγ(τ − t) para t − h ⩽ τ < t + tγ. Então, para
−h ⩽ θ ⩽ 0, temos

xψ(t + s + θ) = x(t + s + θ) = xγ(t + s + θ − t) = xγ(s + θ),

o que implica em:

G1(t + s, ψ) = xψ
t+s = xγ

s = G1(s, γ) = G1(s, G1(t, ψ)).

Em resumo, para 0 ⩽ t < tψ e 0 ⩽ s < tG1(t,ψ), temos que 0 ⩽ t + s < tψ e

G1(t + s, ψ) = G1(s, G1(t, ψ)). (2.12)

A próxima proposição será importante para provar a dependência contínua local
relativas às condições iniciais da equação (1.1).

Proposição 2.1.4 ([37], Proposição 4.4). Seja ψ ∈ X1+. Então existem T = T(ψ) ∈ (0, tψ)

e uma vizinhança V de ψ em C1 com xψ
t ∈ V, para 0 ⩽ t ⩽ T, tais que valem as seguintes

afirmações:

i) Para cada χ ∈ X1+, T < tχ ou xχ
t /∈ V, para algum t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ).

ii) Para cada ρ ∈ X1+, com T < tρ e xρ
t ∈ V, para todo t ∈ [0, T], existe c(ρ) ⩾ 0 tal que,

para η ∈ X1+ e, para cada t ∈ [0, T] ∩ [0, tη) tal que xη
s ∈ V, para todo s ∈ [0, t], temos

∥xη
s − xρ

s ∥1 ⩽ c(ρ)∥η − ρ∥1, ∀s ∈ [0, t].

Demonstração. Sejam N ⊂ W vizinhança de (∂ψ, ψ) em C × C1, ∆ ∈ (0, h) e L ⩾ 0
tais que valem as conclusões de (g1) e (g2). Pela continuidade da solução xψ, existem
uma vizinhança aberta e limitada V de ψ em C1 e T ∈ (0, ∆) ∩ (0, tψ) suficientemente
pequeno tais que, para todos χ, ϕ ∈ V e para todo t ∈ [0, T], temos

(∂χd
t , ϕ) ∈ N, (∂ϕ, ϕ) ∈ N e xψ

t ∈ V.
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i) Seja χ ∈ X1+ e defina x = xχ. Suponha que xχ
t = xt ∈ V, para todo t ∈ [0, T] ∩

[0, tχ). Vamos mostrar que x′|[−h,T]∩[−h,tχ)
é Lipschitziana e, supondo que tχ ⩽ T,

chegaremos em uma contradição. Para t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ), temos (∂χd
t , xt) ∈ N, pois

χ = x0 ∈ V ⊂ V e xt ∈ V ⊂ V. Além disso, temos (∂xt, xt) ∈ N, pois xt ∈ V ⊂ V.
Desta maneira, para t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ) e para −h ⩽ s ⩽ −∆, temos −h ⩽ t + s ⩽

T − ∆ ⩽ 0, de modo que

∂χd
t (s) = (χd)′(t + s) = x′(t + s) = ∂xt(s).

Para todos t, u ∈ [0, T] ∩ [0, tχ), temos:

|x′(t)− x′(u)| = |g(∂xt, xt)− g(∂xu, xu)|
(g1)
= |g(∂χd

t , xt)− g(∂χd
u, xu)|

(g2)
⩽ L

(
∥∂χd

t − ∂χd
u∥+ (Lip(∂χd

t ) + 1)∥xt − xu∥
)

= L
(

max
θ∈[−h,0]

|∂χd(t + θ)− ∂χd(u + θ)|

+ (Lip(∂χd
t ) + 1) max

θ∈[−h,0]
|x(t + θ)− x(u + θ)|

)
⩽ L

(
max

θ∈[−h,0]
Lip(∂χd)|t − u|

+ (Lip(∂χd
t ) + 1) sup

τ∈[−h,T]∩[−h,tχ)

|x′(τ)||t − u|
)

⩽ L
(

Lip((χd)′)|t − u|+ (Lip((χd)′) + 1) sup
τ∈[−h,T]∩[−h,tχ)

|x′(τ)||t − u|
)

⩽ L
(

Lip(∂χ)|t − u|+ (Lip((∂χ) + 1) sup
τ∈[0,T]∩[0,tχ)

∥x′τ∥|t − u|
)

⩽ L
(

Lip(∂χ)|t − u|+ (Lip((∂χ) + 1) sup
τ∈[0,T]∩[0,tχ)

∥xτ∥1|t − u|
)

⩽ L
(

Lip(∂χ)|t − u|+ (Lip((∂χ) + 1) sup
ϕ∈V

∥ϕ∥1|t − u|
)

.

Como V é um conjunto limitado de C1, então x′|[−h,T]∩[−h,tχ)
é Lipschitziana.

Supondo agora que tχ ⩽ T, temos que x′ : [−h, tχ) é Lipschitziana, bem como sua
extensão contínua no intervalo fechado [−h, tχ]. Disto segue que existe uma extensão
diferenciável de x no intervalo fechado [−h, tχ], x̂ : [−h, tχ] → Rn com derivada Lips-
chitziana. O segmento ϕ = x̂tχ = limt→tχ xt pertence a V, logo (∂ϕ, ϕ) ∈ N ⊂ W, ou
seja, ϕ ∈ X1+. Assim podemos definir, como feito em (2.11), uma extensão de x além
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de tχ como solução, contrariando a definição de tχ. Isto conclui a demonstração do
item i).

ii) Seja ρ ∈ X1+ tal que T < tρ e xρ
t ∈ V, para todo t ∈ [0, T]. Considere η ∈

X1+ e t ∈ [0, T] ∩ (0, tη) tal que xη
s ∈ V, para todo s ∈ [0, t]. Ponha x = xρ e y =

xη. Analogamente ao que foi feito no item anterior, temos g(∂xs, xs) = g(∂ρd
s , xs) e

g(∂ys, ys) = g(∂ηd
s , ys). Portanto,

|x′(s)− y′(s)| = |g(∂xs, xs)− g(∂ys, ys)|
(g1)
= |g(∂ρd

s , xs)− g(∂ηd
s , ys)|

(g2)
⩽ L

(
∥∂ρd

s − ∂ηd
s ∥+ (Lip(∂ρd

s ) + 1)∥xs − ys∥
)

⩽ L
(
∥(∂ρ)c

s − (∂η)c
s∥+ (Lip(∂ρ) + 1)∥xs − ys∥

)
⩽ L

(
∥∂ρ − ∂η∥+ (Lip(∂ρ) + 1)∥xs − ys∥

)
. (2.13)

Para u ∈ [−h, 0], temos que:

|x(s + u)− y(s + u)| = |ρ(s + u)− η(s + u)| ⩽ ∥ρ − η∥,

se s + u ⩽ 0, e

|x(s + u)− y(s + u)| ⩽ |x(0)− y(0)|+
∫ s+u

0
|x′(v)− y′(v)|dv

⩽ ∥ρ − η∥+
∫ s

0
|x′(v)− y′(v)|dv,

se s + u ⩾ 0, pois s + u ⩽ s. Logo,

|x′(s)− y′(s)|
(2.13)
⩽ L

(
∥∂ρ − ∂η∥+ (Lip(∂ρ) + 1)∥xs − ys∥

)
= L

(
∥∂ρ − ∂η∥+ (Lip(∂ρ) + 1) max

u∈[−h,0]
|x(s + u)− y(s + u)|

)
⩽ L

[
∥∂ρ − ∂η∥+ (Lip(∂ρ) + 1)

(
∥ρ − η∥+

∫ s

0
|x′(v)− y′(v)|dv

)]
.

Pela Desigualdade de Gronwall (Veja Apêndice A), segue que, para 0 ⩽ s ⩽ t

|x′(s)− y′(s)| ⩽ L
(
∥∂ρ − ∂η∥+ (Lip(∂ρ) + 1)∥ρ − η∥

)
eL(Lip(∂ρ)+1)s

⩽ L(Lip(∂ρ) + 1)
(
∥∂ρ − ∂η∥+ ∥ρ − η∥

)
eL(Lip(∂ρ)+1)t

⩽ L(Lip(∂ρ) + 1)∥ρ − η∥1eTL(Lip(∂ρ)+1)

= ∥ρ − η∥1c1(ρ),
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em que c1(ρ) = L(Lip(∂ρ) + 1)eTL(Lip(∂ρ)+1). Integrando a desigualdade acima, obte-
mos

|x(s)− y(s)| ⩽ |x(0)− y(0)|+ T∥ρ − η∥1c1(ρ), para 0 ⩽ s ⩽ t.

Para −h ⩽ u ⩽ 0 e 0 ⩽ s ⩽ t, temos|x(s + u)− y(s + u)| ⩽ (1 + Tc1(ρ))∥ρ − η∥1,

|x′(s + u)− y′(s + u)| ⩽ (1 + c1(ρ))∥ρ − η∥1.

Portanto,
∥xs − ys∥1 ⩽ ∥ρ − η∥1(2 + (T + 1)c1(ρ)), ∀s ∈ [0, t].

Tomando c(ρ) = (2 + (T + 1)c1(ρ)), o resultado segue.

Corolário 2.1.5 (Dependência contínua relativa às condições iniciais - [37], Corolário
4.5). Seja ψ ∈ X1+. Então existem T = T(ψ) ∈ (0, tψ) e uma vizinhança V0,ψ de ψ em C1

com as seguintes propriedades:

i) T < tχ para todo χ ∈ X1+ ∩ V0,ψ.

ii) Para todo ρ ∈ X1+ ∩ V0,ψ, existe c(ρ) ⩾ 0 tal que, para todo χ ∈ X1+ ∩ V0,ψ e todo
t ∈ [0, T], temos

∥xχ
t − xρ

t ∥1 ⩽ c(ρ)∥χ − ρ∥1.

Demonstração. Seja ψ ∈ X1+. Ponha x = xψ e tome T = T(ψ) ∈ (0, tψ) e V uma
vizinhança aberta de ψ em C1, de acordo com a Proposição 2.1.4. Como T < tψ e
xt ∈ V, para 0 ⩽ t ⩽ T, pelo item ii) da Proposição 2.1.4 obtemos uma constante
c = c(ψ). Seja K = {xt : 0 ⩽ t ⩽ T} ⊂ V. Veja que K é sequencialmente compacto com
respeito à norma de C1. Portanto, K é compacto. Logo, existe ϵ > 0 tal que, se ϕ ∈ C1

com ∥ϕ − xt∥1 < ϵ, para algum t ∈ [0, T], então ϕ ∈ V. Tome δ > 0 tal que

δ <
ϵ

1 + c

e considere
V0,ψ = {χ ∈ C1 : ∥χ − ψ∥1} ∩ V.

i) Seja χ ∈ X1+ ∩ V0,ψ, ponha y = xχ. Veja que, pelo item i) da Proposição 2.1.4,
basta mostrar que yt ∈ V para todo t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ). Suponha que, para algum
t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ), yt /∈ V. Como y0 ∈ V0,ψ ⊂ V, então

0 < s = inf{t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ) : yt /∈ V} = inf{t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ) : yt ∈ C1\V}.
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Uma vez que C1 − V é fechado, tem-se que ys /∈ V. Portanto, yt ∈ V, para 0 ⩽ t < s e
ys /∈ V. Pelo item ii) da Proposição 2.1.4, temos

∥yt − xt∥1 ⩽ c∥χ − ψ∥1 ⩽ cδ, para 0 ⩽ t < s.

Portanto, temos
∥ys − xs∥1 ⩽ cδ < c

ϵ

1 + c
< ϵ.

Logo ys ∈ V, contrariando ys /∈ V. Portanto, yt ∈ V, para todo t ∈ [0, T] ∩ [0, tχ), ou
seja, T < tχ.
ii) Seja ρ ∈ X1+ ∩ V0,ψ. Pelo item i), temos que T < tρ e xρ

t ∈ V, para todo t ∈ [0, T].
Logo, pelo item ii) da Proposição 2.1.4, existe c(ρ) ⩾ 0 tal que, para todo χ ∈ X1+ ∩V0,ψ

e para todo t ∈ [0, T], temos

∥xχ
t − xρ

t ∥1 ⩽ c(ρ)∥χ − ρ∥1,

concluindo a demonstração.

Finalizamos esta seção com o resultado principal, que garante a continuidade do
semifluxo G1 com respeito às normas de R × C1 e C1.

Corolário 2.1.6 ([37] - Corolário 4.6). Ω1 é um subconjunto aberto de [0, ∞] × X1+ com
respeito à topologia induzida pela norma de R × C1 e G1 : Ω1 → X1+ é contínuo com respeito
às normas de R × C1 e C1.

Demonstração. Seja ψ ∈ X1+. Pelo item i) do Corolário 2.1.5, existem T ∈ (0, tψ) e uma
vizinhança V0,ψ de ψ em C1 tal que [0, T] × X1+ ∩ V0,ψ ⊂ Ω1. Sejam ρ ∈ X1+ ∩ V0,ψ

e t ∈ [0, T]. Pelo item ii) do Corolário 2.1.5, existe c = c(ρ) ⩾ 0 tal que, para todo
χ ∈ X1+ ∩ V0,ψ e para todo s ∈ [0, T], temos

∥G1(s, χ)− G1(s, ρ)∥1 = ∥xχ
s − xρ

s ∥1 ⩽ c∥χ − ρ∥1. (2.14)

Logo,

∥G1(s, χ)− G1(t, ρ)∥1 = ∥G1(s, χ)− G1(s, ρ) + G1(s, ρ)− G1(t, ρ)∥1

⩽ ∥G1(s, χ)− G1(s, ρ)∥1 + ∥G1(s, ρ)− G1(t, ρ)∥1

(2.14)
⩽ c∥χ − ρ∥1 + ∥xρ

s − xρ
t ∥1.

Pela continuidade da aplicação [0, tρ) ∋ s → xρ
s ∈ C1, garantida pela Proposição 1.2.4,
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e pela desigualdade acima, temos que G1|[0,T]×X1+∩V0,ψ
é contínuo em (t, ρ). Portanto,

G1|[0,T]×(X1+∩V0,ψ)
é contínuo (com respeito às normas de R × C1 e C1). Com isso, mos-

tramos que Mψ ̸= ∅, onde Mψ é o conjunto formado por t ∈ (0, tψ) tal que existe uma
vizinhança Vt de ψ em C1 com [0, t]× (X1+ ∩ Vt) ⊂ Ω1 e G1|[0,T]×(X1+∩Vt)

é contínuo.
Vamos mostrar que

M := Mψ = (0, tψ).

Suponha que existe t∗ ∈ (0, tψ)\M. Pela definição de M, (0, t] ∈ M, para todo t ∈ M.
Logo 0 < tM = sup M < tψ e (0, tM) ⊂ M. Seja ρ = G1(tM, ψ) ∈ X1+. Analogamente
ao que foi feito acima, temos que existe Tρ > 0 e uma vizinhança aberta V0,ρ de ρ em
C1 tal que [0, Tρ]× X1+ ∩ V0,ρ ⊂ Ω1 e G1|[0,Tρ]×(X1+∩V0,ρ)

é contínuo. Pela continuidade
de G1(·, ψ), existem u, v ∈ (tM − Tρ, tM), com u > v > 0, tais que G1(u, ψ) ∈ V0,ρ e
G1(v, ψ) ∈ V0,ρ. Como u ∈ (0, tM), então u ∈ M, logo existe uma vizinhança aberta
Vu de ψ em C1 tal que [0, u]× (X1+ ∩ Vu) ⊂ Ω1 e G1|[0,u]×(X1+∩Vu)

é contínuo. Como
v ∈ [0, u], G1 é contínuo em (v, ψ) e, como G1(v, ψ) ∈ V0,ρ, podemos supor que Vu é
suficientemente pequena tal que

G1(v, ϕ) ∈ V0,ρ para todo ϕ ∈ Vu.

Seja (t, χ) ∈ [v, v+Tρ]× (X1+∩Vu). Logo, t− v ∈ [0, Tρ], (v, χ) ∈ [0, u]× (X1+∩Vu) ⊂
Ω1 e G1(v, χ) ∈ X1+ ∩ V0,ρ. Consequentemente, (t − v, G1(v, χ)) ∈ [0, Tρ] × (X1+ ∩
V0,ρ) ⊂ W e, por (2.12), temos que (t, χ) ∈ Ω1 e

G1(t, χ) = G1(t − v, G1(v, χ)).

Logo, [v, v+Tρ]× (X1+∩Vu) ⊂ Ω1. Além disso, pela continuidade de G1|[0,u]×(X1+∩Vu)

e G1|[0,Tρ]×(X1+∩V0,ρ)
e pela igualdade acima, concluímos que G1|[v,v+Tρ]×(X1+∩Vu) é con-

tínuo. Como v < u, concluímos que [0, v+ Tρ]× (X1+ ∩Vu) ⊂ Ω1 e G1|[0,v+Tρ]×(X1+∩Vu)

é contínuo, ou seja, v + Tρ ∈ M. Neste caso, temos TM ⩾ v + Tρ ∈ M. Por outro lado,
v ∈ (TM − Tρ, TM), logo TM < v + Tρ, uma contradição. Portanto, M = Mψ = (0, tψ).

Finalmente, seja (t, ψ) ∈ Ω1. Logo 0 ⩽ t < tψ. Tome s ∈ (t, tψ), daí s ∈ Mψ, ou seja,
existe uma vizinhança Vs de ψ em C1 tal que [0, s]× (X1+ ×Vs) ⊂ Ω1 e G1|[0,s]×(X1+×Vs)

é contínuo. Portanto, Ω1 é um aberto de [0, ∞)× X1+ com respeito à topologia indu-
zida por R × C1 e G1 é contínua em relação às normas de R × C1 e C1.
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2.2 Semifluxo em um subconjunto fechado de X2

Começaremos essa seção relembrando a definição de X2:

X2 = {ψ ∈ X1 : ψ ∈ C2},

onde X1 = {ψ ∈ U1 : ψ′(0) = g(∂ψ, ψ)} e U1 = {ψ ∈ C1 : (∂ψ, ψ) ∈ W}.
O próximo resultado mostra que X2 ⊂ C2 é uma subvariedade de Banach de co-

dimensão n em C2, desde que g : W ⊂ C × C1 → Rn satisfaça (g1), (g3) e X2 ̸= ∅.

Proposição 2.2.1 ([37] - Proposição 5.1). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn satisfaz (g1)
e (g3) e que X2 ̸= ∅. Então X2 é uma subvariedade diferenciável de codimensão n em C2, com
espaço tangente em ψ ∈ X2 dado por

TψX2 = {χ ∈ C2 : χ′(0) = Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, χ)}.

Demonstração. Seja T : C2 → C1 ×C1 a transformação linear contínua dada por T(ψ) =
(∂ψ, ψ) e ∂ : C2 → C1 o operador linear derivação. Considere a seguinte aplicação

A : C2 ⊃ U2 ∋ ψ 7→ (ev1(0, ·) ◦ ∂)(ψ)− (g1 ◦ T)(ψ) ∈ Rn,

em que U2 = {ψ ∈ C2 : (∂ψ, ψ) ∈ W} = U1 ∩ C2 é aberto em C2. Veja que A é
continuamente diferenciável, pois A = (ev1(0, ·) ◦ ∂ − g1 ◦ T)|U2 . Além disso,

A−1(0) = {ψ ∈ U2 : A(ψ) = 0} = {ψ ∈ U2 : ∂ψ(0) = g1(∂ψ, ψ)} = X1 ∩ C2 = X2.

Pela regra da cadeia, para ψ ∈ U2, temos que DA(ψ) : C2 → Rn é dada por

DA(ψ) = ev1(0, ·) ◦ ∂ −
(

Dg1(T(ψ))
)
◦ T = ev1(0, ·) ◦ ∂ −

(
Dg1(∂ψ, ψ)

)
◦ T.

Vamos mostrar que, para todo ψ ∈ X2, DA(ψ) é sobrejetiva. Seja ψ ∈ X2 = A−1(0).
Sejam ∆ ∈ (0, h) e N uma vizinhança de (∂χ, χ) em C × C1 de acordo com (g1). Seja
χ ∈ C2 tal que χ(t) = 0 para −h ⩽ t ⩽ −∆. Existe δ > 0 tal que (∂ψ + s∂χ, ψ) ∈ N
para todo s ∈ (0, δ). Como (∂ψ + s∂χ)(t) = ∂ψ(t), para −h ⩽ t ⩽ −∆ e s ∈ (0, δ), por
(g1), temos:

g(∂ψ + s∂χ, ψ) = g(∂ψ, ψ), ∀s ∈ (0, δ).
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Logo,

0 = lim
0 ̸=s→0

1
s
(

g1(∂ψ + s∂χ, ψ)− g1(∂ψ, ψ)
)
= Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, 0),

e portanto,

DA(ψ)χ = ∂χ(0)− Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, χ)

= χ′(0)− Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, 0)− Dg1(∂ψ, ψ)(0, χ)

= χ′(0)− Dg1(∂ψ, ψ)(0, χ)

= χ′(0)− Deg1(∂ψ, ψ)(0, χ). (2.15)

Para i ∈ {1, ..., n}, sejam ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈ Rn os vetores da base canônica de
Rn. Para cada i ∈ {1, ..., n}, existe uma sequência χm ∈ C2, m ∈ N, tal que, para todo
m ∈ N, temos χ′

m(0) = ei, χm(t) = 0 para −h ⩽ t ⩽ −∆ e limm→∞ ∥χm∥ = 0. De
(2.15), obtemos

DA(ψ)χm = χ′
m(0)− Deg1(∂ψ, ψ)(0, χm) = ei − Deg1(∂ψ, ψ)(0, χm).

Portanto, limm→∞ DA(ψ)χm = ei, pois por (g3), Deg1(∂ψ, ψ) : C × C → Rn é contínuo
em (0, 0) ∈ C × C. A imagem DA(ψ)C2 ⊂ Rn é um subespaço de dimensão finita,
logo, é fechado. Portanto, temos que limm→∞ DA(ψ)χm = ei ∈ DA(ψ)C2, para todo
i ∈ {1, ..., n}. Logo DA(ψ)C2 = Rn, isto é, DA(ψ) é sobrejetiva.

Considere ψ ∈ X2 e tome K = DA(ψ)−1(0). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo
(Veja Apêndice A), temos que o espaço quociente C2

K é isomorfo à imagem DA(ψ)C2,
ou seja, tem dimensão n. Assim, K tem codimensão n em C2. Como K é fechado em
C2, temos que existe Q ⊂ C2, subespaço de dimensão n de C2, tal que

C2 = K ⊕ Q.

Temos que DA(ψ)|Q : Q → Rn é um isomorfismo. Escrevendo ψ = ψK + ψQ, com
ψK ∈ K e ψQ ∈ Q, pelo Teorema da Função Implícita (Veja Apêndice A), existem
vizinhanças V ⊂ K e Z ⊂ U2 com ψK ∈ V e ψ ∈ Z tais que A−1(0) ∩ Z = X2 ∩ Z é
o gráfico de uma aplicação continuamente diferenciável ξ : V → Q. Logo, X2 é uma
subvariedade de C2 de codimensão n.

Com isso, concluímos que

TψX2 = {χ ∈ C2 : χ′(0) = Dg1(∂ψ, ψ)(∂χ, χ)},
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obtendo o resultado desejado.

Para os próximos resultados, vamos assumir que g : W ⊂ C × C1 → Rn satisfaz as
condições (g0)-(g3).

A próxima proposição garante que X2∗ = {ψ ∈ X2 : ∂ψ ∈ Te,ψX2} é invariante, no
sentido que os segmentos xψ

t , 0 ⩽ t < tψ, pertencem a X2∗, para todo ψ ∈ X2∗.

Proposição 2.2.2 ([37] - Proposição 6.1). Para ψ ∈ X2∗, a solução xψ da equação (2.1) é duas
vezes continuamente diferenciável e xψ

t ∈ X2∗ para todo t ∈ [0, tψ).

Demonstração. Seja ψ ∈ X2∗, pelo Corolário 1.2.14, é suficiente mostrar que x = xψ é
duas vezes continuamente diferenciável. Seja

M = {t ∈ [0, tψ) : x′|[−h,t] é continuamente diferenciável}.

Queremos mostrar que M = [0, tψ). Veja que 0 ∈ M ̸= ∅, pois x′|[−h,0] = ∂ψ ∈ C1.
Assim, temos que 0 ⩽ s := sup M ⩽ tψ e x′|[−h,s) é continuamente diferenciável. Por
contradição, suponhamos que s < tψ. Tome N ⊂ W vizinhança de (∂xs, xs) em C×C1 e
∆ ∈ (0, h) de acordo com (g1). Temos, pela continuidade garantida na Proposição 1.2.4,
que existe δ ∈ (0, ∆) tal que s + δ < tψ e (∂xt, xt) ∈ N para t ∈ (s − δ, s + δ) ∩ [0, ∞).
Tome r > 0 tal que, para todo (χ, ρ) ∈ C × C1 com ∥χ − ∂xs∥ < r e ∥ρ − xs∥1 < r,
tenha-se (χ, ρ) ∈ N. Seja ϵ ∈ (0, δ) tal que

∥xu − xs∥1 <
r
2

,

para todo u ∈ [s − ϵ, s + ϵ] ∩ [0, ∞). Se s = 0, tome t = 0. Se s > 0, tome t ∈
(s − ϵ, s) ∩ [0, ∞). Em todo caso, t ∈ M, logo, xt ∈ C2. Pela Proposição 1.2.5, existe
y : [t − h, s + ϵ] → Rn duas vezes continuamente diferenciável com yt = xt e |y′(u)−
x′(u)| < r

2 , para t − h ⩽ u ⩽ s + ϵ. Assim, temos:

∥∂yu − ∂xu∥ ⩽ max
τ∈[t−h,s+ϵ]

|y′(τ)− x′(τ)| < r
2

, para t ⩽ u ⩽ s + ϵ.

Portanto,

∥∂yu − ∂xs∥ ⩽ ∥∂yu − ∂xu∥+ ∥∂xu − ∂xs∥
⩽ ∥∂yu − ∂xu∥+ ∥ xu − xs∥1

<
r
2
+

r
2
= r para t ⩽ u ⩽ s + ϵ.
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Com isso, temos (∂yu, xu) ∈ N para t ⩽ u ⩽ s + ϵ. Para t ⩽ u ⩽ t + ϵ ⩽ s + ϵ

e para −h ⩽ v ⩽ −∆, temos que t − h ⩽ u + v ⩽ t + ϵ − ∆ ⩽ t + ∆ − ∆ = t.
Consequentemente,

∂yu(v) = y′(u + v) = x′(u + v) = ∂xu(v).

De (g1), como y′ e x são continuamente diferenciáveis, obtemos

x′(u) = g(∂xu, xu) = g(∂yu, xu) = g1((y′)u, xu) para t ⩽ u ⩽ t + ϵ. (2.16)

Pela Proposição 1.2.13 e por (2.16), temos que x′|[t,t+ϵ) é continuamente diferenciável.
No caso em que 0 < s, temos t < s < t+ ϵ, logo, x′|[−h,t+ϵ) é continuamente diferenciá-
vel, contrariando s = sup M. No caso em que s = 0, temos t = 0. Como x0 = ψ ∈ X2∗,
temos que a derivada de x′ à esquerda em t = 0 é dada por

x′′(0−) = (∂ψ)′(0) = Deg1(∂ψ, ψ)(∂∂ψ, ψ).

Por outro lado, por (2.16) e pela Proposição 1.2.13, a derivada de x′ à direita em t = 0
é dada por

x′′(0+) = Deg1(y′0, x0)(∂y′0, ∂x0).

Como y′0 = x′0 = (x0)
′ = ∂ψ e x0 = ψ, obtemos que x′ é continuamente diferenciável

em [−h, t + ϵ), contrariando novamente s = sup M. Portanto, s = tψ, provando o
resultado.

Definimos
Ω2 = {(t, ψ) ∈ [0, ∞)× X2∗ : t < tψ} ⊂ Ω1.

Considere G2 : Ω2 → X2∗ dada por G2(t, ψ) = xψ
t . Pela Proposição 2.2.2, G2(Ω2) ⊂ X2∗,

isto é, G2 está bem definido. Seja ψ ∈ X2∗, 0 ⩽ t < tψ e 0 ⩽ s < tG2(t,ψ), logo pela
Proposição 2.2.2 e pela seção anterior, obtemos 0 ⩽ t + s < tψ, (s, G2(t, ψ)) ∈ Ω2 e

G2(t + s, ψ) = G2(t, G2(t, ψ)).

Além disso, Ω2 é a imagem inversa de Ω1 pela inclusão contínua

i : [0, ∞)× X2∗ → [0, ∞)× X1+,

logo, Ω2 é aberto em [0, ∞)× X2∗ com respeito à topologia de R × C2. Também, temos
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que a aplicação
Ω2 ∋ (t, ψ) 7→ G2(t, ψ) ∈ C1

é contínua. Agora, nosso objetivo é mostrar que G2 é contínua com respeito às normas
de R × C2 e C2.

Antes de prosseguir para o próximo resultado, vamos definir produto cartesiano
de funções.

Definição 2.2.3. Sejam A, B, C conjuntos e f : A → B, g : A → C funções. Definimos o
produto cartesiano de f por g como a função f × g : A → B × C dada por

( f × g)(x) = ( f (x), g(x)).

O próximo resultado garante a continuidade local de G2.

Proposição 2.2.4 ([37] - Proposição 6.2). Para todo ψ ∈ X2∗, existem T = T(ψ) > 0 e uma
vizinhança V = V(ψ) de ψ em X2∗ com respeito à topologia de C2 tais que [0, T]× V ⊂ Ω2 e

G2|[0,T]×V : [0, T]× V → C2

é contínua com respeito à norma de R × C2 e C2.

Demonstração. Seja ψ ∈ X2∗. Ponha x = xψ. Pela Proposição 1.2.10, existem c ⩾ 0 e uma
vizinhança aberta N ⊂ W1 de (∂ψ, ψ) em C1 × C1 tais que ∥Deg1(χ, ρ)∥L (C×C,Rn) ⩽ c,
para todo (χ, ρ) ∈ N. Pelo Corolário 1.2.12, existem ∆ ∈ (0, h) e N1 ⊂ N vizinhança
aberta de (∂ψ, ψ) em C1 × C1 tais que, para todos (ϕ, ξ), (ϕ1, ξ) ∈ N1, com ϕ(t) =

ϕ1(t), para t ∈ [−h,−∆] e para todos (χ, ρ), (χ1, ρ) ∈ C × C, com χ(t) = χ1(t), para
t ∈ [−h,−∆], temos

Deg1(ϕ, ξ)(χ, ρ) = Deg1(ϕ1, ξ)(χ1, ρ). (2.17)

Seja ϕ ∈ X2∗. Temos que

∥(∂(ϕdd)t, xϕ
t )− (∂ψ, ψ)∥C1×C1 = ∥∂(ϕdd)t − ∂ψ∥1 + ∥xϕ

t − ψ∥1

⩽ ∥(ϕdd)t − ψ∥2 + ∥G1(t, ϕ)− G1(0, ψ)∥1

= ∥(ϕdd)t − (ψdd)0∥2 + ∥G1(t, ϕ)− G1(0, ψ)∥1. (2.18)

Pelo item iii) da Proposição 1.2.7, temos que a aplicação [0, ∞)× C2 ∋ (t, ϕ) 7→ (ϕd)t ∈
C2 é contínua. Pela Proposição 1.2.4, obtemos que as aplicações

[0, tψ) ∋ t 7→ xt ∈ C1 e [0, tψ) ∋ t 7→ (x′)t = ∂xt ∈ C1
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são contínuas. Assim, como Ω1 é aberto e G1 é contínuo, pela desigualdade (2.18),
existem uma vizinhança V1 = V1(ψ) ⊂ X2∗ de ψ com respeito à topologia de C2 e
T = T(ψ) ∈ (0, ∆) tais que valem as seguintes afirmações:

1. [0, T]× V1 ⊂ Ω1;

2. (∂(ϕdd)t, xϕ
t ) ∈ N1 para t ∈ 0, T e ϕ ∈ V1;

3. (∂xt, xt) ∈ N1 para t ∈ [0, T].

Como V1 ⊂ X2∗, então temos [0, T]× V1 ⊂ Ω2. Para ϕ ∈ V1, t ∈ [0, T] e s ∈ [−h,−∆]
temos −h ⩽ t + s ⩽ 0, pois T < ∆. Logo,

∂xϕ
t (s) = (xϕ)′(t + s) = ϕ′(t + s) = ∂(ϕdd)t(s) (2.19)

e
∂∂xϕ

t (s) = (xϕ)′′(t + s) = ϕ′′(t + s) = ∂∂(ϕdd)t(s). (2.20)

Sejam ϕ, ρ ∈ V1. Pondo y = xϕ e z = xρ, temos que yt, zt ∈ X2∗, para t ∈ [0, T].
Para todo t ∈ [0, T] tal que (∂yt, yt) ∈ N1 e (∂zt, zt) ∈ N1, usando (2.17), (2.19) e (2.20),
obtemos

|y′′(t)− z′′(t)| = |Deg1(∂yt, yt)(∂∂yt, ∂yt)− Deg1(∂zt, zt)(∂∂zt, ∂zt)|
⩽ |
[
Deg1(∂yt, yt)− Deg1(∂zt, zt)

]
(∂∂yt, ∂yt)|

+ |Deg1(∂zt, zt)
[
(∂∂yt, ∂yt)− (∂∂zt, ∂zt)

]
|

(2.17)
= |

[
Deg1(∂(ϕ

dd)t, yt)− Deg1(∂(ρ
dd)t, zt)

]
(∂∂(ϕdd)t, ∂yt)|

+ |Deg1(∂(ρ
dd)t, zt)

[
(∂∂(ϕdd)t, ∂yt)− (∂∂(ρdd)t, ∂zt)

]
|

⩽ |
[
Deg1(∂(ϕ

dd)t, yt)− Deg1(∂(ρ
dd)t, zt)

]
(∂∂(ϕdd)t, ∂yt)|

+ c∥(∂∂(ϕdd)t, ∂yt)− (∂∂(ρdd)t, ∂zt)∥C×C

⩽ |
[
Deg1(∂(ϕ

dd)t, yt)− Deg1(∂(ρ
dd)t, zt)

]
(∂∂(ϕdd)t, ∂yt)|

+ c(∥(ϕdd)t − (ρdd)t∥2 + ∥yt − zt∥1). (2.21)

Agora, vamos construir uma vizinhança V = V(ψ) ⊂ V1 de ψ com respeito à topologia
de C2 tal que, para todo t ∈ [0, T] e para todo ψ ∈ V, temos

(∂xϕ
t , xϕ

t ) ∈ N1.

Usando a Proposição 1.2.4, podemos mostrar que a aplicação [0, tψ) ∋ t 7→ xt ∈ C2

é contínua. Logo, o conjunto K = {xt ∈ C2 : 0 ⩽ t ⩽ T} é compacto em C2. A
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imagem (∂ × i)(K) = {(∂xt, xt) : t ∈ [0, T]} de K pela aplicação contínua ∂ × i : C2 ∋
ϕ 7→ (∂ϕ, ϕ) ∈ C1 × C1, onde i : C2 → C1 é a inclusão, está contida em N1. Como
K é compacto, temos que existe ϵ > 0 tal que (∂ϕ, ϕ) ∈ N1, para todo ϕ ∈ C2, com
dist(ϕ, K) ⩽ ϵ.

A continuidade de G1 e a continuidade da aplicação do item iii) da Proposição 1.2.7
implicam que existe uma vizinhança V2 ⊂ V1 de ψ com respeito à topologia de C2 tal
que, para todo t ∈ [0, T] e para todo ϕ ∈ V2, temos

∥xϕ
t − xt∥1 <

ϵ

4(c + 1)
e ∥(ϕdd)t − (ψdd)t∥2 <

ϵ

4(c + 1)
. (2.22)

Por (g3), a aplicação

[0, T]× V2 ∋ (0, ϕ) 7→
[
Deg1(∂(ϕ

dd)t, xϕ
t )− Deg1(∂(ψ

dd)t, xt)
]
(∂∂(ϕdd)t, ∂(ϕdd)t) ∈ Rn

é contínua e se anula no compacto [0, T]× {ψ}. Logo, existe V ⊂ V2, vizinhança de ψ

com respeito à topologia de C2 tal que, para todo t ∈ [0, T] e para todo ϕ ∈ V, temos

∥ϕ − ψ∥2 <
3ϵ

4
. (2.23)

∣∣[Deg1(∂(ϕ
dd)t, xϕ

t )− Deg1(∂(ψ
dd)t, xt)

]
(∂∂(ϕdd)t, ∂(ϕdd)t)

∣∣ < ϵ

4
. (2.24)

Suponha que existe ϕ ∈ V tal que (∂xϕ
t , xϕ

t ) /∈ N1, para algum t ∈ [0, T]. Como
(∂xϕ

0 , xϕ
0 ) = (∂ϕ, ϕ) ∈ N1 e N1 é aberto, então existe s ∈ [0, T] tal que (∂xϕ

t , xϕ
t ) ∈ N1,

para 0 ⩽ t < s, e (∂xϕ
s , xϕ

s ) /∈ N1. De (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24), para 0 ⩽ u < s,
obtemos

|(xϕ)′′(u)− x′′(u)| < ϵ

4
+ c

(
ϵ

4(c + 1)
+

ϵ

4(c + 1)

)
<

3ϵ

4
.

Portanto, pela primeira desigualdade em (2.22) e por (2.23), temos

∥xϕ
u − xu∥2 = ∥∂∂xϕ

u − ∂∂xu∥+ ∥xϕ
t − xt∥1 <

3ϵ

4
+

ϵ

4(c + 1)
< ϵ,

para 0 ⩽ u < s. Disto segue que ∥xϕ
s − xs∥2 ⩽ ϵ, consequentemente, dist(xϕ

s , K) ⩽ ϵ,
contrariando (∂xϕ

s , xϕ
s ) /∈ N1. Portanto, para todo ϕ ∈ V, tem-se (∂xϕ

t , xϕ
t ) ∈ N1, para

todo t ∈ [0, T].
Sejam ϕ ∈ V e ϵ > 0 dados. Repetindo um raciocínio análogo ao que foi usado

para obter a última desigualdade, concluímos que existe Vϕ ⊂ V, vizinhança de ϕ com



56 Semifluxo contínuo

respeito à topologia de C2 tal que, para 0 ⩽ t ⩽ T e para ρ ∈ Vϕ, temos

∥xρ
t − xϕ

t ∥2 < ϵ. (2.25)

Seja (t, ϕ) ∈ [0, T]× V dado. Para todo s ∈ [0, T] e para todo ρ ∈ V, temos

∥G2(s, ρ)− G2(t, ϕ)∥2 = ∥xρ
s − xϕ

t ∥2 ⩽ ∥xρ
s − xϕ

s ∥2 + ∥xϕ
s − xρ

t ∥2.

Por (2.25) e pela continuidade da aplicação [0, T] ∋ s 7→ xϕ
s ∈ C2 combinado com a

última desigualdade, concluímos que G2|[0,T]×V é contínuo com respeito às normas de
R × C2 e C2.

Finalizamos com o resultado principal desta seção, que garante a continuidade de
G2 com respeito às normas de R × C2 e C2.

Corolário 2.2.5 ([37] - Corolário 6.3). G2 : Ω2 → X2∗ é contínuo com respeito às normas de
R × C2 e C2.

Demonstração. Seja (t, ψ) ∈ Ω2 dado. Tome t0 ∈ (t, tψ). Seja M o conjunto formado por
s ∈ (0, t0] tal que existe uma vizinhança Vs ⊂ X2∗ de ψ com respeito à topologia de
C2 tal que [0, s]× Vs ⊂ Ω2 e G2|[0,s]×Vs é contínuo com respeito às normas de R × C2

e C2. Pela Proposição 2.2.4, temos que M ̸= ∅. Seja t1 = sup M. Por contradição,
suponhamos que t1 < t0. Sejam T > 0 e Vρ ⊂ X2∗ vizinhança de ρ = xψ

t1
com respeito

à topologia de C2, garantidos pela proposição anterior, tais que [0, T] × Vρ ⊂ Ω2 e
G2|[0,T]×Vρ

é contínuo. Pela continuidade da aplicação [0, tψ) ∋ t 7→ xψ
t ∈ C2, existe

s ∈ (t1 − T, t1) ∩ (0, ∞) tal que xψ
s ∈ Vρ. Seja u ∈ (s, t1). Como s < u < t1, pela

definição de t1 temos que s, u ∈ M. Logo, existe Vs ⊂ X2∗, vizinhança de ϕ com
respeito à topologia de C2, tal que [0, s] × Vs ⊂ Ω2 e G2|[0,s]×Vs é contínuo. Assim,
existe Vu ⊂ Vs, vizinhança de ϕ com respeito à topologia de C2, tal que [0, u]×Vu ⊂ Ω2,
G2|[0,u]×Vs é contínuo e G2({s}×Vu) ⊂ Vρ. Seja (w, χ) ∈ [s, s+ T]×Vu. Dessa maneira,
0 ⩽ w− s ⩽ T e G2(s, χ) ∈ Vρ, logo w− s ⩽ T < tG2(s,χ). Portanto, w = s+(w− s) < tχ

e
G2(s + (w − s), χ) = G2(w, χ) = G2(w − s, G2(s, χ)).

Pela continuidade de G2|[0, T]× Vρ e G2|[0,u]×Vu e pela igualdade acima, obtemos que
G2|[s, s + T]× Vu é contínuo. Como s < u, então [0, s + T]× Vu ⊂ Ω2 e G2|[0,s+T]×Vu é
contínuo com respeito às normas de R × C2 e C2. Mas t1 − T < s, isto é, t1 < s + T,
contrariando t1 = sup M. Portanto, t1 = t0, logo G2 é contínua em (t, ϕ) com respeito
às normas de R × C2 e C2, provando o resultado.
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2.3 Aplicação

Nesta seção, considere os espaços C e C1 com h > 0 e n = 1. Considere a equação

x′(t) = ax′(t + d(x(t))) + f (x(t)), (2.26)

onde d : R → (−h, 0) e f : R → R são funções contínuas e a > 0. Reescrevendo a
equação (2.26), obtemos

x′t(0) = ax′t(d(xt(0))) + f (xt(0)).

Isso nos motiva a definir g : C × C1 → R por

g(ϕ, ψ) = aϕ(d(ψ(0))) + f (ψ(0)).

Daí, para uma função continuamente diferenciável x : [−h, te) → R, 0 < te ⩽ ∞, temos

g(∂xt, xt) = a∂xt(d(xt(0))) + f (xt(0))

= ax′(t + d(x(t))) + f (x(t)),

portanto, a equação (2.26) é um caso particular da equação

x′(t) = g(∂xt, xt).

Definição 2.3.1. Seja X = ∏m
i=1 Xi o produto cartesiano dos conjuntos Xi, i = 1, ..., m. Para

x = (x1, ..., xm) ∈ X, definimos a projeção na k-ésima coordenada por prk(x) = xk.

A próxima proposição mostra que os resultados obtidos nas duas últimas seções
podem ser aplicados ao modelo descrito pela equação (2.26) que explicamos na Intro-
dução, desde que d e f satisfaçam algumas condições.

Proposição 2.3.2 ([37], Proposição 3.1). Seja g : C × C1 → R dada por

g(ϕ, ψ) = aϕ(d(ψ(0))) + f (ψ(0)).

Então:

i) g satisfaz (g0) e (g1) e X2 ̸= ∅;

ii) Se d e f forem localmente Lipschitz, então g satisfará (g2);
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iii) Se d e f forem continuamente diferenciáveis, então g satisfará (g3) e (g4);

iv) Se d e f forem continuamente diferenciáveis e f ′ e d′ forem localmente Lipschitz, então g
satisfará (g5).

Demonstração. Considere a aplicação ev : R × C → R dada por ev(t, ψ) = ψ(t), sua
restrição ev1 = ev|R×C1 e as projeções pr1 : C × C1 → C, pr2 : C × C1 → C1, dadas por
pr1(ϕ, ψ) = ϕ e pr2(ϕ, ψ) = ψ, respectivamente. Veja que

g = a ev ◦ [(d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1] + f ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2, (2.27)

pois, para (ϕ, ψ) ∈ C × C1,

(a ev ◦ [(d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1] + f ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)(ϕ, ψ)

= (a ev ◦ [(d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1])(ϕ, ψ) + ( f ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)(ϕ, ψ)

= aev([(d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1] (ϕ, ψ)) + f (ev1(0, pr2(ϕ, ψ)))

= aev(d(ev1(0, pr2(ϕ, ψ))), pr1(ϕ, ψ)) + f (ev1(0, ψ))

= aev(d(ev1(0, ψ)), ϕ) + f (ψ(0))

= aev(d(ψ(0)), ϕ) + f (ψ(0))

= aϕ(d(ψ(0))) + f (ψ(0)).

i) De (2.27), concluímos que g é contínua, isto é, g satisfaz (g0). Dado ψ ∈ C1, existe
∆ > 0 tal que d(ev1(0, ψ)) = d(ψ(0)) < −∆. Pela continuidade de d ◦ ev1(0, ·), existe
uma vizinhança N de ψ em C1 tal que d(ev1(0, χ)) < −∆, para todo χ ∈ N. Assim,
para todo χ ∈ N e para todos ϕ, ϕ1 ∈ C tais que ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆], temos

g(ϕ, χ) = aϕ(d(χ(0))) + f (χ(0)) = aϕ1(d(χ(0))) + f (χ(0)) = g(ϕ1, χ).

Portanto, g satisfaz (g1). Seja ξ ∈ R e tome δ = d(ξ) ∈ (−h, 0). Seja φ : [−h, 0] → R

dada por φ(t) = − f (ξ)
2δ t2 + f (ξ)t + ξ. Logo, φ(0) = ξ, φ′(0) = f (ξ) e φ′(d(ξ)) =

φ′(δ) = 0. Então,

φ′(0) = f (ξ) = aφ′(d(ξ)) + f (ξ) = a∂φ(d(φ(0))) + f (φ(0)) = g(∂φ, φ).

Como φ ∈ C2 e φ′(0) = g(∂φ, φ), então φ ∈ C2 ∩ X1 = X2, isto é, X2 ̸= ∅.
ii) Seja ψ ∈ C1 dada. Tome r > ∥ψ∥1. Como d e f são localmente Lipschitz, então

α := Lip
(

d|[−r,r]

)
< ∞ e β := Lip

(
f |[−r,r]

)
< ∞.
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Seja L > α + β + 1. Para todos ψ1, ψ2 ∈ C1 tais que ∥ψ1∥1 < r, ∥ψ2∥1 < r e para todos
ϕ1, ϕ2 ∈ C, temos

|g(ϕ2, ψ2)− g(ϕ1, ψ1)| = |a(ϕ2(d(ψ2(0)))− ϕ1(d(ψ1(0)))) + f (ψ2(0))− f (ψ1(0))|
⩽ a(|ϕ2(d(ψ2(0)))− ϕ2(d(ψ1(0)))|
+ |ϕ2(d(ψ1(0)))− ϕ1(d(ψ1(0)))|) + | f (ψ2(0))− f (ψ1(0))|

⩽ a(Lip(ϕ2)|d(ψ2(0))− d(ψ1(0))|+ ∥ϕ2 − ϕ1∥)
+ β|ψ2(0)− ψ1(0)|

⩽ a(Lip(ϕ2)α|ψ2(0)− ψ1(0)|+ L∥ϕ2 − ϕ1∥) + L∥ψ2 − ψ1∥
⩽ a(Lip(ϕ2)L∥ψ2 − ψ1∥+ L∥ϕ2 − ϕ1∥) + L∥ψ2 − ψ1∥
⩽ aL(Lip(ϕ2)∥ψ2 − ψ1∥+ ∥ϕ2 − ϕ1∥) + L∥ψ2 − ψ1∥
⩽ ML(∥ϕ2 − ϕ1∥+ (Lip(ϕ2) + 1)∥ψ2 − ψ1∥),

em que M = max{a, 1}. Isso mostra que g satisfaz (g2).
iii) Seja g1 = g|C1×C1 . De (2.27), temos que

g1 = a ev1 ◦ [(d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1] + f ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2. (2.28)

Seja d̃ = d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2 e f̃ = f ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2. Usando a regra da cadeia e o fato
que ev1(0, ·) e pr2 são lineares, temos

Dd̃(ϕ, ψ) = d′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2 e D f̃ (ϕ, ψ) = f ′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2.

Usando a regra da cadeia novamente, temos que g1 é continuamente diferenciável,
com derivada dada por:

Dg1(ϕ, ψ) = D(aev1 ◦ (d̃ × pr1) + f̃ )(ϕ, ψ)

= aDev1((d̃ × pr1)(ϕ, ψ)) ◦ D(d̃ × pr1)(ϕ, ψ) + D f̃ (ϕ, ψ)

= aDev1((d̃ × pr1)(ϕ, ψ)) ◦ (Dd̃(ϕ, ψ)× Dpr1(ϕ, ψ)) + D f̃ (ϕ, ψ)

= aDev1(d(ψ(0)), ϕ) ◦ (Dd̃(ϕ, ψ)× pr1) + D f̃ (ϕ, ψ).

Assim, para (ϕ, ψ), (χ, ρ) ∈ C1 × C1, temos

Dg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = aDev1(d(ψ(0)), ϕ)(Dd̃(ϕ, ψ)(χ, ρ), pr1(χ, ρ)) + D f̃ (ϕ, ψ)(χ, ρ)

= aDev1(d(ψ(0)), ϕ)(d′(ψ(0))ρ(0), χ) + f ′(ψ(0))ρ(0)
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= ad′(ψ(0))ρ(0)∂ϕ(d(ψ(0))) + aχ(d(ψ(0))) + f ′(ψ(0))ρ(0)

= ad′(ev(0, ψ))ev(0, ρ)ev(d(ev(0, ψ)), ∂ϕ) + aev(d(ev(0, ψ)), χ)

+ f ′(ev(0, ψ))ev(0, ρ).

Logo, para cada (ϕ, ψ) ∈ C1 × C1, definimos a extensão linear Deg1(ϕ, ψ) : C × C → R

por:

Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = ad′(ev(0, ψ))ev(0, ρ)ev(d(ev(0, ψ)), ∂ϕ) + aev(d(ev(0, ψ)), χ)

+ f ′(ev(0, ψ))ev(0, ρ).

Pela definição acima e usando o fato que f e d são continuamente diferenciáveis, temos
que a aplicação

C1 × C1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ R

é contínua. Isso mostra que g satisfaz (g3).
Para provar (g4), note que para (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ1) ∈ C1 × C1 e χ ∈ C1, usando a Desi-

gualdade do Valor Médio (Veja Apêndice A), temos

|(Dg1(ϕ, ψ)− Dg1(ϕ1, ψ1))(χ, 0)| = |a(χ(d(ψ(0)))− χ(d(ψ1(0))))|
⩽ a∥∂χ∥|d(ψ(0))− d(ψ1(0))|
⩽ a∥∂χ∥ max

ξ⩽∥ψ∥+∥ψ1∥
|d′(ξ)|∥ψ − ψ1∥

= c∥∂χ∥∥ψ − ψ1∥,

em que c = a max
ξ⩽∥ψ∥+∥ψ1∥

|d′(ξ)|.

iv) Como d e f são continuamente diferenciáveis, pelo item anterior já temos que
g1 é continuamente diferenciável e que existe a extensão linear Deg1(ϕ, ψ), para todo
(ϕ, ψ) ∈ C1 × C1. Seja r > 0. Para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ1) ∈ C1 × C1, com ∥ϕ1∥1 ⩽ r,
∥ψ∥1 ⩽ r, ∥ψ1∥1 ⩽ r e para todo (χ, ρ) ∈ C × C, com ∥(χ, ρ)∥C×C = 1, temos

|(Deg1(ϕ, ψ)− Deg1(ϕ1, ψ1))(χ, ρ)| ⩽ a|χ(d(ψ(0)))− χ(d(ψ1(0)))|
+a|∂ϕ(d(ψ(0)))d′(ψ(0))ρ(0)− ∂ϕ1(d(ψ1(0)))d′(ψ1(0))ρ(0)| (2.29)

+| f ′(ψ(0))ρ(0)− f ′(ψ1(0))ρ(0)|.

Seja cr = max
−r⩽ξ⩽r

|d′(ξ)|. Pela Desigualdade do Valor Médio (Veja Apêndice A), temos
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que Lip
(

d|[−r,r]
)
⩽ cr. Assim, estimando o primeiro termo da desigualdade (2.29),

temos

a|χ(d(ψ(0)))− χ(d(ψ1(0)))| ⩽ aLip(χ)|d(ψ(0))− d(ψ1(0))|
⩽ aLip(χ)Lip

(
d|[−r,r]

)
|ψ(0)− ψ1(0)|

⩽ aLip(χ)cr∥ψ − ψ1∥
⩽ aLip(χ)cr(∥ϕ − ϕ1∥1 + ∥ψ − ψ1∥).

Sejam λ = Lip(d′|[−r,r]) e µ = Lip( f ′|[−r,r]). Como ∥ρ∥ ⩽ ∥(χ, ρ)∥C×C = 1, estimando
o segundo termo em (2.29), temos

a|∂ϕ(d(ψ(0)))d′(ψ(0))ρ(0)− ∂ϕ1(d(ψ1(0)))d′(ψ1(0))ρ(0)|

⩽ a∥ρ∥
(
|∂ϕ(d(ψ(0)))d′(ψ(0))− ∂ϕ(d(ψ1(0)))d′(ψ(0))

+ ∂ϕ(d(ψ1(0)))d′(ψ(0))− ∂ϕ1(d(ψ1(0)))d′(ψ(0))

+ ∂ϕ1(d(ψ1(0)))d′(ψ(0))− ∂ϕ1(d(ψ1(0)))d′(ψ1(0))|
)

⩽ a|∂ϕ(d(ψ(0)))− ∂ϕ(d(ψ1(0)))||d′(ψ(0))|
+ a|∂ϕ(d(ψ1(0)))− ∂ϕ1(d(ψ1(0)))||d′(ψ(0))|
+ a|∂ϕ1(d(ψ1(0)))||d′(ψ(0))− d′(ψ1(0))|

⩽ aLip(∂ϕ)|d(ψ(0))− d(ψ1(0))|cr + a∥∂ϕ − ∂ϕ1∥cr + a∥∂ϕ1∥λ|ψ(0)− ψ1(0)|
⩽ aLip(∂ϕ)Lip(d|[−r,r])|ψ(0)− ψ1(0)|cr + a∥∂ϕ − ∂ϕ1∥cr + arλ∥ψ − ψ1∥

⩽ aLip(∂ϕ)∥ψ − ψ1∥c2
r + a∥∂ϕ − ∂ϕ1∥cr + arλ∥ψ − ψ1∥

⩽ (aLip(∂ϕ)c2
r + acr + arλ)(∥ϕ − ϕ1∥1 + ∥ψ − ψ1∥).

Finalmente, estimando o terceiro termo em (2.29), temos

| f ′(ψ(0))ρ(0)− f ′(ψ1(0))ρ(0)| ⩽ |ρ(0)|Lip
(

f ′
∣∣
[−r,r]

)
|ψ(0)− ψ1(0)|

⩽ µ∥ρ∥∥ψ − ψ1∥
⩽ µ(∥ϕ − ϕ1∥1 + ∥ψ − ψ1∥).

Disto, concluímos que

|(Deg1(ϕ, ψ)− Deg1(ϕ1, ψ1))(χ, ρ)| ⩽ (∥ϕ − ϕ1∥1 + ∥ψ − ψ1∥)
·(acrLip(χ) + ac2

r Lip(∂ϕ) + acr + arλ + µ)

⩽ (∥ϕ − ϕ1∥1 + ∥ψ − ψ1∥)(Lip(χ) + Lip(∂ϕ) + 1)(acr + ac2
r + arλ + µ)
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⩽ c(Lip(χ) + Lip(∂ϕ) + 1)∥(ϕ, ψ)− (ϕ1, ψ1)∥C1×C1 ,

em que c = acr + ac2
r + arλ + µ. Portanto, segue que g satisfaz (g5).



Capítulo

3
Estabilidade Linearizada

Assumindo que as hipóteses (g0)-(g4), (g6) e (g7) estão satisfeitas, Walther mostra,
em [38], que G2 possui decaimento exponencial próximo do ponto de equilíbrio 0 ∈
X2∗. Em seguida, em [38], Walther retira as hipóteses (g4) e (g7) e acrescenta duas
novas hipóteses (g8) e (g9), de modo a obter um novo resultado sobre estabilidade
do ponto 0 ∈ X2∗. Posteriormente, em [6], Walther e Barbarossa substituem a hipótese
(g8) por uma versão mais fraca (g8*) e mostram que o mesmo resultado de estabilidade
ainda é válido.

Neste capítulo, iremos provar a estabilidade do ponto de equilíbrio 0 ∈ X2∗. Para
isso, usaremos os resultados apresentados em [39]. Na primeira seção, vamos demons-
trar tal resultado. Na segunda seção, mostraremos uma classe de equações para a qual
o resultado da primeira seção é válido.

3.1 Estabilidade Linearizada

Sejam L, R ∈ L (C, Rn) e considere a seguinte equação

d
dt

(v − L ◦ Γv) (t) = Rvt, (3.1)

onde Γv : [0, te) → C é dada por Γv(t) = vt, para alguma função contínua v : [−h, te) →
Rn, com 0 ⩽ te ⩽ ∞.

Definição 3.1.1 ([39]). Uma solução da equação (3.1) é uma função contínua v : [−h, te) →
Rn tal que v − L ◦ Γv é diferenciável em [0, te) e a equação (3.1) é satisfeita para t > 0 e para
t = 0, com derivada lateral à direita.
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Definição 3.1.2. Seja E um espaço de Banach. Um semigrupo em E é uma família de opera-
dores lineares {S(t) : t ⩾ 0} ⊂ L (E, E) satisfazendo:

i) S(0) = I, o operador identidade em E;

ii) S(t + s) = S(t)S(s), para todo t, s ⩾ 0.

Além disso, um semigrupo S(t) em E é dito fortemente contínuo se, para todo x ∈ E,

lim
t→0+

∥S(t)x − x∥E = 0.

Sejam L, R ∈ L (C, Rn) e χ ∈ C. Então existe uma única solução v : [−h, ∞) → Rn

da equação (3.1), com v0 = χ. Essa solução v = vχ define um semigrupo fortemente
contínuo SLR(t) : C → C, t ⩾ 0, dado por SLR(t)χ = vχ

t (Veja Corolário 6.2 de [38]).
Considere agora a versão não homogênea da equação (3.1):

d
dt
(
v − L ◦ Γy

)
(t) = Ryt + N(t), (3.2)

com L, R ∈ L (C, Rn), Γy(t) = yt e N : [0, ∞) → Rn contínua. Analogamente ao caso
homogêneo, definimos uma solução como sendo uma função contínua y : [−h, te) →
Rn tal que y − L ◦ Γy é diferenciável em [0, te) e a equação (3.2) é satisfeita. A próxima
proposição nos dá uma estimativa uma para solução de (3.2). Um esboço da demons-
tração pode ser encontrado em [38, Corolário 6.3].

Proposição 3.1.3 ([39], Proposição 1.1). Sejam L, R ∈ L (C, Rn), c ⩾ 1 e α ∈ R tais que

∥SLR(t)χ∥ ⩽ ceαt∥χ∥, para todos t ⩾ 0 e χ ∈ C.

Então, para toda solução contínua y : [−h, ∞) → Rn de (3.2) e para todo t ⩾ 0, temos

|y(t)| ⩽ c
(

eαt∥y0∥+ n
∫ t

0
eα(t−s)|N(s)|ds

)
.

Seja g : W ⊂ C × C1 → Rn contínua. Suponha que (0, 0) ∈ W e que g1 = g|W1 ,
W1 = W ∩ C1 × C1, seja diferenciável em (0, 0) ∈ W1. Definimos a aplicação rg : U2 →
Rn, U2 = {ψ ∈ C2 : (∂ψ, ψ) ∈ W1}, por

rg(ψ) = g(∂ψ, ψ)− Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ).

Para uma solução duas vezes continuamente diferenciável x : [−h, te) → Rn da equa-
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ção (2.1), com x0 ∈ X2∗, definimos rg,x : [0, te) → Rn por

rg,x(t) = rg(xt) = g(∂xt, xt)− Dg1(0, 0)(∂xt, xt).

Como x é duas vezes continuamente diferenciável, pela Proposição 1.2.4, a aplicação

[0, te) ∋ t 7→ (∂xt, xt) ∈ C1 × C1

é contínua. Dessa maneira, pela continuidade de g e de Dg1(0, 0), segue que rg,x é
contínua. Com isso, temos a próxima proposição que relaciona a equação (2.1) com a
equação não homogênea (3.2).

Proposição 3.1.4 ([39], Proposição 1.2). Suponha que x : [−h, te) → Rn, duas vezes conti-
nuamente diferenciável, seja solução de (2.1) com x0 ∈ X2∗. Então x também é solução de (3.2)
para L = Deg1(0, 0)(·, 0), R = Deg1(0, 0)(0, ·) e N = rg,x.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.4, Γx é diferenciável. Pela regra da cadeia, temos
que x − L ◦ Γx é diferenciável em [0, te), e

d
dt
(x − L ◦ Γx)(t) = x′(t)− L∂xt = x′(t)− Deg1(0, 0)(∂xt, 0).

Como x é solução de (2.1), obtemos

d
dt
(x − L ◦ Γx)(t) = g(∂xt, xt)− Deg1(0, 0)(∂xt, 0)

= g(∂xt, xt)− Dg1(0, 0)(∂xt, xt)

+ Dg1(0, 0)(∂xt, xt)− Dg1(0, 0)(∂xt, 0)

= rg,x(t) + Dg1(0, 0)(0, xt)

= rg,x(t) + Rxt,

concluindo o resultado desejado.

Observação 3.1.5. Analogamente ao que foi feito na Proposição 3.1.4, podemos mostrar que
qualquer solução da equação variacional

v′(t) = Deg1(0, 0)(∂vt, vt),

ao longo da solução x = 0 (veja [37, Seção 7]), é também solução da equação homogênea (3.1).

Vamos relembrar as propriedades de g que serão importantes para os próximos
resultados.
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(g0) g é contínua.

(g1) Para todo (ϕ, ψ) ∈ W, existem ∆ ∈ (0, h) e uma vizinhança N ⊂ W de (ϕ, ψ) em
C × C1 tais que, para todos (ϕ1, χ), (ϕ2, χ) ∈ N com

ϕ1(t) = ϕ2(t), ∀t ∈ [−h,−∆],

temos
g(ϕ1, χ) = g(ϕ2, χ).

(g2) Para todo ϕ ∈ U1 ⊂ C1, existem L ⩾ 0 e uma vizinhança N ⊂ W de (∂ϕ, ϕ) em
C × C1 tais que, para todos (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ N, temos

|g(ϕ2, ψ2)− g(ϕ1, ψ1)| ⩽ L(∥ϕ2 − ϕ1∥+ (Lip(ϕ2) + 1)∥ψ2 − ψ1∥).

(g3) A restrição g1 de g no aberto W1 = W ∩ (C1 × C1) do espaço C1 × C1 é continua-
mente diferenciável, toda derivada Dg1(ϕ, ψ) : C1 × C1 → Rn, para (ϕ, ψ) ∈ W1,
tem uma extensão linear

Deg1(ϕ, ψ) : C × C → Rn,

e a aplicação

W1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ Rn

é contínua.

(g6) (g3) está satisfeita, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e a aplicação

W1 ∋ (ϕ, ψ) 7→ ∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,Rn) ∈ R

é semicontínua superiormente em (0, 0).

(g8) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem V0 ⊂ U1 ∩ C2 vizinhança
convexa de 0 em C2, uma constante c > 0, uma função contínua α : R → R e
∆ ∈ (0, h) tais que, para todo ψ ∈ V0, temos

max
0⩽s⩽1

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(∂ψ, 0)| ⩽ c∥∂∂ψ∥∥ψ∥

+

(
max

|ξ|⩽∥∂ψ∥
|α(ξ)− α(0)|

)(
max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
.
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(g9) g1 é diferenciável, (0, 0) ∈ W, g(0, 0) = 0 e existem V0 ⊂ U1 ∩ C2 vizinhança con-
vexa de 0 em C2, uma constante c > 0 e uma função ζ : [0, ∞) → [0, ∞) contínua
em 0 = ζ(0) tais que, para todo ψ ∈ V0, temos

max
0⩽s⩽1

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(0, ψ)| ⩽ c max
0⩽s⩽1

(ζ(∥sψ∥2)∥ψ∥+ ∥sψ∥∥ψ∥1) .

Daqui para a frente, vamos considerar que L = Deg1(0, 0)(·, 0), R = Deg1(0, 0)(0, ·)
e SLR(t) = S(t). Os próximos três resultados serão importantes para provar o resultado
principal deste capítulo.

Proposição 3.1.6 ([39], Proposição 3.1). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn satisfaz as
condições (g0)-(g3), (g6), (g8) e (g9). Adicionalmente, suponhamos que

(H1) ∥L∥L (C,Rn) = ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) < 1;

(H2) Existem c′ ⩾ 1 e α < 0 tais que

∥S(t)χ∥ ⩽ c′eαt∥χ∥, para todos t ⩾ 0 e χ ∈ C.

Então existem uma vizinhança aberta e convexa V0 de 0 em C2, uma vizinhança N1 ⊂ W1 de
(0, 0) em C1 × C1, c ⩾ 1, q ∈ (0, 1) e ∆ ∈ (0, h) com as seguintes propriedades:

i) Para todo ψ ∈ V0, (∂ψ, ψ) ∈ N1;

ii) Para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N1, com ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆], e para todos (χ, ρ) e
(χ1, ρ) em C × C, com χ1(t) = χ(t), t ∈ [−h,−∆], temos

Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = Deg1(ϕ1, ψ)(χ1, ρ).

iii) Para todo t ⩾ 0, a desigualdade

∥S(t)∥L (C,C) ⩽ ceαt

está satisfeita e, para todo ψ ∈ V0, temos

∥Deg1(∂ψ, ψ)∥L (C×C,Rn) ⩽ c.

iv) Para todo ψ ∈ V0, a desigualdade

∥Deg1(∂ψ, ψ)(·, 0)∥L (C,Rn) < q
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segue.

v) Para todo ϵ > 0, existe uma vizinhança Vϵ ⊂ V0 de 0 em C2 tal que, para todo ψ ∈ Vϵ,
temos

|rg(ψ)| ⩽ ϵ

(
∥ψ∥+ max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
.

Demonstração. Pela Proposição 1.2.10, a aplicação

W1 ∋ (ϕ, ψ) 7→ ∥Deg1(ϕ, ψ)∥L (C×C),Rn ∈ R

é localmente limitada. Logo, existem N1 ⊂ W1, vizinhança de (0, 0) em C1 × C1, e
c ⩾ c′ tais que

∥Deg1(ϕ, ψ)∥L (C×C),Rn ⩽ c, ∀(ϕ, ψ) ∈ N1.

Como c ⩾ c′ ⩾ 1, temos, por (H2), que para todo t ⩾ 0,

∥S(t)∥L (C,C) ⩽ ceαt.

Por outro lado, por (g6), a aplicação

W1 ∋ (ϕ, ψ) 7→ ∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,Rn) ∈ R

é semicontínua superiormente em (0, 0). De (H1), temos que

∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) < 1.

Logo, existem q ∈ (0, 1) e uma vizinhança N′
1 ⊂ W1 de (0, 0) tais que

∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,Rn) < q, ∀(ϕ, ψ) ∈ N′
1.

Pelo Corolário 1.2.12, existem ∆ ∈ (0, h) e uma vizinhança N′′
1 ⊂ W1 de (0, 0) em

C1 × C1 tais que, para todos (ϕ, ψ), (ϕ1, ψ) ∈ N′′
1 , com ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆], e

para todos (χ, ρ) e (χ1, ρ) em C × C, com χ1(t) = χ(t), t ∈ [−h,−∆], temos

Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = Deg1(ϕ1, ψ)(χ1, ρ).

Sem perda de generalidade, suponhamos que N1 = N′
1 = N′′

1 . Considere V0 uma vizi-
nhança aberta e convexa de 0 em C2 tais que valham as conclusões de (g8) e (g9) para
c∗ > 0, uma função contínua α : R → R, ∆′ ∈ (0, h) e uma função ζ : [0, ∞) → R contí-
nua em 0 = ζ(0). Podemos assumir que c∗ = c e ∆′ = ∆. Além disso, como (0, 0) ∈ N1,
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podemos supor que (∂ψ, ψ) ∈ N1, para todo ψ ∈ V0. Dessa forma, mostramos que,
para tais N1, V0, c, q e ∆, valem os itens i)-iv). Para mostrar o item v), considere ψ ∈ V0.
Como 0 ∈ V0 e V0 é convexo, sψ ∈ V0, para todo 0 ⩽ s ⩽ 1. Seja γ : [0, 1] → Rn dada
por γ(s) = g1(s∂ψ, sψ). Temos que γ é diferenciável, com derivada

γ′(s) = Dg1(s∂ψ, sψ)(∂ψ, ψ).

Assim, como g(0, 0) = 0, temos

rg(ψ) = g(∂ψ, ψ)− Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ)

= g(∂ψ, ψ)− g(0, 0)− Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ)

= γ(1)− γ(0)− Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ)

=
∫ 1

0
γ′(s)ds −

∫ 1

0
Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ)ds

=
∫ 1

0
Dg1(s∂ψ, sψ)(∂ψ, ψ)ds −

∫ 1

0
Dg1(0, 0)(∂ψ, ψ)ds

=
∫ 1

0

(
Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)

)
(∂ψ, ψ)ds

=
∫ 1

0

(
Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)

)
(∂ψ, 0)ds

+
∫ 1

0

(
Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)

)
(0, ψ)ds.

Da igualdade acima e, por (g8) e (g9), obtemos

|rg(ψ)| ⩽
∣∣∣∣∫ 1

0

(
Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)

)
(∂ψ, 0)ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ 1

0

(
Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)

)
(0, ψ)ds

∣∣∣∣
⩽
∫ 1

0

∣∣(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)
)
(∂ψ, 0)

∣∣ ds

+
∫ 1

0

∣∣(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)
)
(0, ψ)

∣∣ ds

⩽ max
0⩽s⩽1

∣∣(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)
)
(∂ψ, 0)

∣∣
+ max

0⩽s⩽1

∣∣(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0)
)
(0, ψ)

∣∣
⩽ c∥∂∂ψ∥∥ψ∥+

(
max

|ξ|⩽∥∂ψ∥
|α(ξ)− α(0)|

)(
max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
+ c max

0⩽s⩽1
(ζ(∥sψ∥2)∥ψ∥+ ∥sψ∥∥ψ∥1)
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⩽
(

c∥∂∂ψ∥+ c max
0⩽s⩽1

ζ(∥sψ∥2) + ∥ψ∥1

)
∥ψ∥

+

(
max

|ξ|⩽∥∂ψ∥
|α(ξ)− α(0)|

)(
max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
.

Dado ϵ > 0, pela continuidade de α e de ζ em 0 = ζ(0), existe Vϵ ⊂ V0, vizinhança de
0 em C2, tal que, para todo ψ ∈ Vϵ, temos(

c∥∂∂ψ∥+ c max
0⩽s⩽1

ζ(∥sψ∥2) + ∥ψ∥1

)
< ϵ

e
max

|ξ|⩽∥∂ψ∥
|α(ξ)− α(0)| < ϵ.

Portanto, para todo ψ ∈ Vϵ, obtemos

|rg(ψ)| ⩽ ϵ

(
∥ψ∥+ max

−h⩽u⩽−∆
|ψ′(u)|

)
,

como queríamos demonstrar.

Proposição 3.1.7 ([39], Proposição 4.1). Suponha que as hipóteses da Proposição 3.1.6 este-
jam satisfeitas e considere V0, c, q e ∆ de acordo com tal proposição. Seja

β =
log(q)

2h
< 0.

Seja ϵ > 0 tal que
∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) + ϵ < q,

e η > 0 e ξ > 0 dados. Considere x : [−h, te) → Rn a solução da equação (2.1), com x0 ∈ X2∗.
Para t0 ∈ (0, te), suponhamos que

∥∂x0∥ ⩽ η, xt ∈ Vϵ para t ∈ [0, t0],

e
|x(t)| ⩽ ξ para t ∈ [−h, t0].

Então, temos

|x′(t)| ⩽
(

1
q
+

c + ϵ

q(1 − q)
+

c + ϵ

1 − q

)(
eβt(η + ξ) + max

t
2⩽s⩽t

|x(s)|
)

(3.3)
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e

|x′′(t)| ⩽
(

1
q
+

c
q(1 − q)

+
c

1 − q

)(
eβt(∥∂∂x0∥+ max

−h⩽s⩽t
|x′(s)|

)
+ max

t
2⩽s⩽t

|x′(s)|
)

,

(3.4)
para todo t ∈ (0, t0].

Demonstração. Considere a extensão de x, de modo que tal extensão seja duas vezes
continuamente diferenciável em (−∞, te). Seja t ∈ (0, t0]. Logo,

x′(t) = g(∂xt, xt) =
(

g(∂xt, xt)− Deg1(0, 0)(∂xt, xt)
)
+ Deg1(0, 0)(∂xt, xt)

= rg(xt) + Deg1(0, 0)(∂xt, 0) + Deg1(0, 0)(0, xt).

Para u ∈ [−h,−∆], temos
∂xt(u) = x′(u + t)

e

∂((xt−∆)
d)∆(u) = ∂(xt−∆)

d(u + ∆)

= ∂xt−∆(u + ∆)

= (xt−∆)
′(u + ∆)

= x′(u + ∆ + t − ∆)

= x′(u + t),

pois u + ∆ ⩽ 0. Pelo item ii) da Proposição 3.1.6,

Deg1(0, 0)(∂xt, 0) = Deg1(0, 0)(∂((xt−∆)
d)∆, 0),

logo,
x′(t) = Deg1(0, 0)(∂((xt−∆)

d)∆, 0) + rg(xt) + Deg1(0, 0)(0, xt). (3.5)

Pelo item iv) da Proposição 3.1.6 e pela Proposição 1.2.8, obtemos

|Deg1(0, 0)(∂((xt−∆)
d)∆, 0)| ⩽ ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn)∥∂((xt−∆)

d)∆∥
⩽ ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) max

∆−h⩽u⩽0
|(xt−∆)

′(u)|

= ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) max
∆−h⩽u⩽0

|x′(t − ∆ + u)|

= ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) max
−h⩽u⩽−∆

|x′(t + u)|.
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Como xt ∈ Vϵ, pelos itens iii) e v) da Proposição 3.1.6, temos

|rg(xt)|+ |Deg1(0, 0)(0, xt)| ⩽ ϵ

(
∥xt∥+ max

−h⩽u⩽−∆
|x′(t + u)|

)
+ c∥xt∥.

Portanto, de (3.5), das duas desigualdades acima e pela hipótese sobre ϵ, obtemos

|x′(t)| ⩽
(
∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) + ϵ

)
max

−h⩽u⩽−∆
|x′(t + u)|+ (c + ϵ)∥xt∥

⩽ q max
−h⩽u⩽−∆

|x′(t + u)|+ (c + ϵ)∥xt∥

= q|x′(t1)|+ (c + ϵ)∥xt∥,

para algum t1 ∈ [t − h, t − ∆]. Se t1 > 0, podemos repetir o que foi feito acima, com t1

no lugar de t, e obter t2 ∈ [t1 − h, tt − ∆] tal que

|x′(t1)| ⩽ q|x′(t2)|+ (c + ϵ)∥xt1∥,

Dessa maneira, obtemos uma sequência finita estritamente decrescente

t0 = t > t1 > t2 > ... > tm−1 > tm,

tal que m ⩾ 1, tm−1 /∈ [−h, 0], tm ∈ [−h, 0] e

tj+1 ∈ [tj − h, tj − ∆], |x′(tj)| ⩽ q|x′(tj+1)|+ (c + ϵ)∥xtj∥, j ∈ {0, 1, ..., m − 1}.

Assim, como tm ∈ [−h, 0], temos

|x′(t)| = |x′(t0)| ⩽ q|x′(t1)|+ (c + ϵ)∥xt0∥

⩽ q
(

q|x′(t2)|+ (c + ϵ)∥xt1∥
)
+ (c + ϵ)∥xt0∥

= q2|x′(t2)|+ (c + ϵ)
1

∑
j=0

qj∥xtj∥

⩽ ·
⩽ ·
⩽ ·

⩽ qm|x′(tm)|+ (c + ϵ)
m−1

∑
j=0

qj∥xtj∥
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⩽ qmη + (c + ϵ)∑
j∈J

qj∥xtj∥+ (c + ϵ) ∑
j∈J′

qj∥xtj∥

⩽ qmη + (c + ϵ)∑
j∈J

qj∥xtj∥+ (c + ϵ)ξ ∑
j∈J′

qj, (3.6)

em que J = {j ∈ N ∩ [0, m − 1] : tj − h > t
2} e J′ = {j ∈ N ∩ [0, m − 1] : tj − h ⩽ t

2}.
Para j ∈ J, temos t

2 < tj − h < tj ⩽ t, logo

∥xtj∥ = max
−h⩽u⩽0

|x(tj + u)| = max
tj−h⩽s⩽tj

|x(s)| ⩽ max
t
2⩽s⩽t

|x(s)|.

Daí como |q| < 1, temos

∑
j∈J

qj∥xtj∥ ⩽ max
t
2⩽s⩽t

|x(s)|∑
j∈J

qj ⩽ max
t
2⩽s⩽t

|x(s)|
∞

∑
j=0

qj = max
t
2⩽s⩽t

|x(s)| 1
1 − q

. (3.7)

Por outro lado, sendo jt = min J′, temos

∑
j∈J′

qj ⩽
∞

∑
j=jt

qj =
qjt

1 − q
. (3.8)

Para j ∈ J′, temos

t − h − jh ⩽ t1 − jh

= t1 − h − (j − 1)h

⩽ t2 − (j − 1)h

= t2 − h − (j − 2)h

⩽ ·
⩽ ·
⩽ ·
⩽ tj − h − (j − j)h

= tj − h ⩽
t
2

,

e, em particular, para j = jt, temos

t
2
− h ⩽ jth,
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logo,
t

2h
− 1 ⩽ jt.

Multiplicando por log(q) < 0 (pois 0 < q < 1), obtemos

log(q)
(

t
2h

− 1
)
⩾ log(q)jt = log(qjt),

ou ainda,
βt − log(q) ⩾ log(qjt),

onde β =
log(q)

2h . Com isto, temos a seguinte desigualdade

qjt ⩽
eβt

q
. (3.9)

Pelas desigualdades (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos

|x′(t)| ⩽ qmη +
c + ϵ

1 − q
max
t
2⩽s⩽t

|x(s)|+ c + ϵ

q(1 − q)
ξeβt.

Como jt ⩽ m e q ∈ (0, 1), então qm ⩽ qjt . Logo

|x′(t)| ⩽ 1
q

ηeβt +
c + ϵ

1 − q
max
t
2⩽s⩽t

|x(s)|+ c + ϵ

q(1 − q)
ξeβt

⩽
(

1
q
+

c + ϵ

1 − q
+

c + ϵ

q(1 − q)

)(
(η + ξ)eβt + max

t
2⩽s⩽t

|x(s)|
)

,

o que conclui a demonstração da desigualdade (3.3).
Por outro lado, como xt ∈ X2∗, repetindo o argumento de forma análoga ao que foi

feito acima, obtemos

|x′′(t)| = |Deg1(∂xt.xt)(∂∂xt, ∂xt)|
⩽ |Deg1(∂xt.xt)(∂∂xt, 0)|+ |Deg1(∂xt.xt)(0, ∂xt)|
= |Deg1(∂xt.xt)(∂∂((xt−∆)

d)∆, 0)|+ |Deg1(∂xt.xt)(0, ∂xt)|
⩽ q max

t−h⩽s⩽t−∆
|x′′(s)|+ c∥∂xt∥.

Repetindo o argumento acima, obtemos desigualdades análogas às desigualdades
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(3.6), (3.7) e (3.8) e, consequentemente, temos

|x′′(t)| ⩽ 1
q
∥∂∂x0∥eβt +

c
1 − q

max
t
2⩽s⩽t

|x′(s)|+ c
q(1 − q)

eβt max
−h⩽s⩽t

|x′(s)|,

concluindo a demonstração de (3.4).

Corolário 3.1.8 ([39], Corolário 4.2). Suponha que as hipóteses da Proposição 3.1.7 estejam
satisfeitas e considere ϵ, η, ξ e x e t0 de acordo com tal proposição. Seja

cϵ =
1
q
+

c + ϵ

q(1 − q)
+

c + ϵ

1 − q
.

Então

|x(t)| ⩽ ceαt∥x0∥+ ncϵ
∫ t

0
eα(t−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds,

para todo t ∈ [0, t0].

Demonstração. Seja t ∈ [0, t0]. Pela Proposição 3.1.4, x é solução da equação (3.2). Logo
pela Proposição 3.1.3, temos

|x(t)| ⩽ c
(

eαt∥x0∥+ n
∫ t

0
eα(t−s)|rg,x(s)|ds

)
. (3.10)

Pelo item v) da Proposição 3.1.6, como xs ∈ Vϵ, para todo s ∈ [0, t0], temos que, para
0 ⩽ s ⩽ t ⩽ t0,

|rg,x(s)| = |rg(xs)| ⩽ ϵ

(
∥xs∥+ max

−h⩽u⩽0
|x′s(u)|

)
= ϵ

(
∥xs∥+ max

−h⩽u⩽0
|x′(s + u)|

)
.

Sejam u ∈ [−h, 0] e s ∈ [0, t]. Se 0 < s + u, então 0 < s + u ⩽ t0. Logo pela desigual-
dade (3.3) da Proposição 3.1.7 e como β =

log(q)
2h < 0, obtemos

|x′(s + u)| ⩽ cϵ

(
eβ(s+u)(η + ξ) + max

s+u
2 ⩽v⩽s+u

|x(v)|
)

⩽ cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + max

s−h
2 ⩽v⩽s

|x(v)|
)

.

Se s + u ⩽ 0, então s − h ⩽ s + u ⩽ 0 e |x′(s + u)| ⩽ ∥∂x0∥ ⩽ η. Como cϵ ⩾ 1 e
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β(s − h) ⩾ 0, então cϵeβ(s−h) ⩾ 1. Portanto,

|x′(s + u)| ⩽ η ⩽ cϵeβ(s−h)η ⩽ cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + max

s−h
2 ⩽v⩽s

|x(v)|
)

.

Dessa forma, para todo 0 ⩽ s ⩽ t, temos

|rg,x(s)| ⩽ ϵ

(
∥xs∥+ max

−h⩽u⩽0
|x′(s + u)|

)
⩽ ϵ

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + max

s−h
2 ⩽v⩽s

|x(v)|
))

.

Pela desigualdade (3.10) e pela estimativa para |rg,x(s)| acima, concluímos a demons-
tração.

Definição 3.1.9. Uma solução estacionária da equação (2.1) é uma solução x : [−h, ∞) →
Rn da equação (2.1) que é constante. Esta solução é dita estável para G2 se, para todo ϵ > 0
existe δ > 0 tal que, se ψ ∈ X2∗ com ∥ψ − x0∥2 < δ, então ∥G2(t, ψ)− G2(t, x0)∥2 < ϵ,
para todo t ∈ [0, tψ).

O próximo teorema, que é o resultado principal deste capítulo, mostra que a solução
estacionária 0 ∈ X2∗ é estável.

Teorema 3.1.10 ([39], Teorema 1.3). Suponha que g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂ C × C1

aberto, satisfaz (g0)-(g3), (g6), (g8), (g9), (H1) e (H2). Então:

i) Para todo ρ > 0, existe δ > 0 tal que, para todo ψ ∈ X2∗ com ∥ψ∥2 < δ, temos tψ = ∞ e

∥G2(t, ψ)∥2 < ρ,

para todo t ⩾ 0.

ii) Existe δa > 0 tal que, para todo ψ ∈ X2∗ com ∥ψ∥2 < δa, temos tψ = ∞ e

lim
t→∞

∥G2(t, ψ)∥2 = 0.

Demonstração. i) Vamos demonstrar este item a partir de duas afirmações.
Afirmação 1. ([39], Proposição 5.1). Para todo ρ > 0, existe δ > 0 tal que, para toda
solução x : [−h, te) da equação (2.1) com x0 ∈ X2∗ e ∥x0∥2 < δ, temos ∥xt∥2 < ρ, para
todo t ∈ [0, te).
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Considere V0, c e q, garantidos pela Proposição 3.1.6, e

β =
log(q)

2h
e cϵ =

1
q
+

c + ϵ

q(1 − q)
+

c + ϵ

1 − q
, para ϵ > 0.

Ponha
ω = cϵe−βh + 1.

Tome ϵ > 0 tal que
∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) + ϵ < q,

2ncωϵ

−α
< 1 e ncωϵ < 1.

Seja Vϵ ⊂ V0, de acordo com o item v) da Proposição 3.1.6, e ρϵ > 0 tal que, se ψ ∈ C2,
com ∥ψ∥2 < ρϵ, então ψ ∈ Vϵ. Seja ρ ∈ (0, ρϵ) dado. Tome δ0, ζ ∈ (0, ρ

3 ) tais que(
1
q
+

c
q(1 − q)

+
c

1 − q

)
(δ0 + 2ζ) <

ρ

3
. (3.11)

Tome ξ ∈ (0, ρ
3 ) tal que cϵ2ξ < ζ. Finalmente, tome η e δ∗ em (0, ρ

3 ) tais que

η < ζ e cϵ(η + 2ξ) < ζ, (3.12)

δ∗ < ξ e

(
1

1 − 2ncωϵ
−α

)(
cδ∗ +

ncωϵ

−α
η

)
< ξ. (3.13)

Seja x : [−h, te) → Rn solução da equação (2.1) com x0 ∈ X2∗ e

∥x0∥ ⩽ δ∗, ∥∂x0∥ ⩽ η, ∥∂∂x0∥ ⩽ δ0.

Queremos mostrar que ∥xt∥2 < ρ, para todo t ∈ [0, te). Note que

∥x0∥2 = ∥x0∥+ ∥∂x0∥+ ∥∂∂x0∥ < δ∗ + η + δ0 <
ρ

3
+

ρ

3
+

ρ

3
= ρ < ρϵ.

Por contradição, suponhamos que existe t ∈ (0, te) tal que ∥xt∥2 ⩾ ρ. Pela continui-
dade da aplicação [0, te) ∋ t 7→ ∥xt∥2 ∈ R, existe t∗ ∈ (0, te) tal que ∥xt∥ < ρ, para
t ∈ [0, t∗), e

∥xt∗∥2 = ρ.

Se mostrássemos que |x(t)| < ξ, |x′(t)| < ζ e |x′′(t)| < ρ
3 , para t ∈ [−h, t∗], então
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teríamos
∥xt∗∥2 < ξ + η +

ρ

3
<

ρ

3
+

ρ

3
+

ρ

3
= ρ,

uma contradição. Logo ∥xt∥2 < ρ, para todo t ∈ [0, te), necessitando apenas tomar
δ = min{δ∗, η, δ0} para concluir a demonstração.

Note que |x(t)| ⩽ ∥x0∥ ⩽ δ∗ < ξ, para t ∈ [−h, 0]. Suponhamos que exista t ∈
(0, t∗] tal que |x(t)| ⩾ ξ. Logo, existe t0 ∈ (0, t∗] tal que |x(t)| < ξ, para t ∈ [−h, t0) e
|x(t0)| = ξ. Note que [0, t0] ⊂ [0, t∗], logo, ∥xt∥2 ⩽ ρ < ρϵ, para t ∈ [0, t0]. Portanto,
xt ∈ Vϵ, |x(t)| ⩽ ξ, para t ∈ [−h, t0] e ∥∂x0∥ ⩽ η. Logo, pelo Corolário 3.1.8,

ξ = |x(t0)|

⩽ ceαt0∥x0∥+ ncϵ
∫ t0

0
eα(t0−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds

⩽ cδ∗ + ncϵ
∫ t0

0
eα(t0−s)

(
ξ + cϵ

(
eβ(s−h)(η + ξ) + ξ

))
ds.

Como β < 0, β(s − h) ⩽ −βh, para s ∈ [0, t0]. Consequentemente,

ξ ⩽ cδ∗ + ncϵ
∫ t0

0
eα(t0−s)

(
ξ + cϵ

(
e−βh(η + ξ) + ξ

))
ds

= cδ∗ + ncϵ
(

ξ + cϵ

(
e−βh(η + ξ) + ξ

)) ∫ t0

0
eα(t0−s)ds

= cδ∗ + ncϵ
(

ξ + cϵ

(
e−βh(η + ξ) + ξ

))( 1
−α

− eαt0

−α

)
⩽ cδ∗ + ncϵ

(
ξ + cϵ

(
e−βh(η + ξ) + ξ

))( 1
−α

)
= cδ∗ +

nccϵe−βhϵ

−α
η +

ncωϵ

−α
ξ +

ncϵ

−α
ξ

⩽ cδ∗ +
nc(cϵe−βh + 1)ϵ

−α
η +

ncωϵ

−α
ξ +

ncωϵ

−α
ξ,

o que implica em

ξ − 2ncωϵ

−α
ξ ⩽ cδ∗ +

nc(cϵe−βh + 1)ϵ
−α

η,

ou ainda, (
1 − 2ncωϵ

−α

)
ξ ⩽ cδ∗ +

nc(cϵe−βh + 1)ϵ
−α

η.

Consequentemente,

ξ ⩽

(
1

1 − 2ncωϵ
−α

)(
cδ∗ +

ncωϵ

−α
η

)
,
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contrariando (3.13). Portanto, |x(t)| < ξ, para t ∈ [−h, t∗].
Agora, temos ∥∂x0∥ ⩽ η < ζ. Por contradição, suponhamos que ζ ⩽ |x′(t)|, para

algum t ∈ (0, t∗]. Então, existe t0 ∈ (0, t∗] tal que |x′(t)| < ζ, para t ∈ [0, t0) e x′(t0) =

ζ. Pela desigualdade (3.3) da Proposição 3.1.7, temos

ζ = x′(t0) ⩽ cϵ(η + ξ + ξ) = cϵ(η + 2ξ),

contrariando (3.12). Portanto |x′(t)| < ζ, para t ∈ [−h, t∗].
Finalmente, temos ∥∂∂x0∥ ⩽ δ0 < ρ

3 . Por contradição, suponhamos que ρ
3 ⩽ |x′′(t)|,

para algum t ∈ (0, t∗]. Então, existe t0 ∈ (0, t∗] tal que |x′′(t)| < ρ
3 , para t ∈ [0, t0) e

x′′(t0) =
ρ
3 . Pela desigualdade (3.4) da Proposição 3.1.7, temos

ρ

3
= x′′(t0) ⩽

(
1
q
+

c
q(1 − q)

+
1

1 − q

)
(eβt0(δ0 + ζ) + ζ).

Como eβt0 ⩽ 1, obtemos

ρ

3
⩽
(

1
q
+

c
q(1 − q)

+
1

1 − q

)
(δ0 + 2ζ),

contrariando (3.11). Portanto, |x′′(t)| < ρ
3 , para t ∈ [−h, t∗], concluindo a demonstra-

ção da Afirmação 1.
Afirmação 2. ([39], Proposição 5.2). Existe δ > 0 tal que tψ = ∞, para todo ψ ∈ X2∗,
com ∥ψ∥2 < δ.

Seja ρ1 > 0 tal que, para todos ϕ, ψ ∈ C1 com ∥ϕ∥1 ⩽ (2 + ∆)ρ1 e ∥ψ∥1 ⩽ ρ1, temos

(ϕ, ψ) ∈ N1.

Seja ρ2 > 0 tal que, para todos ϕ ∈ C, ψ ∈ C1, com ∥ϕ∥ ⩽ ρ2 e ∥ψ∥1 ⩽ ρ2, temos

(ϕ, ψ) ∈ W.

Ponha ρ = min{ρ1, ρ2} > 0. Seja δ(ρ) = δ > 0, garantido pela Afirmação 1. Seja ψ ∈
X2∗ tal que ∥ψ∥2 < δ. Queremos mostrar que tψ = ∞. Por contradição, suponhamos
que tψ < ∞. Pela Afirmação 1, para x = xψ, temos:

∥xt∥2 ⩽ ρ, ∀t ∈ [0, tψ). (3.14)
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Logo,
sup

−h⩽s<tψ

|x′(s)| ⩽ ρ e sup
−h⩽s<tψ

|x′′(s)| ⩽ ρ,

ou seja, x e x′ são Lipschitzianas e, em particular, são uniformemente contínuas em
[−h, tψ). Sejam y e z as extensões contínuas de x e x′ em [−h, tψ], respectivamente. Daí,
temos

lim
tψ ̸=t→tψ

y′(t) = lim
tψ ̸=t→tψ

x′(t) = z(tψ).

Pela continuidade de y em tψ, temos que y′(tψ) = z(tψ). Assim, temos que y′ = z.
Logo, y é continuamente diferenciável. Por (3.14), temos

∥∂ytψ∥ ⩽ ρ e ∥ytψ∥1 ⩽ ρ,

logo, pela escolha de ρ, (∂ytψ , ytψ) ∈ W. Pela continuidade de g e da aplicação [0, tψ] ∋
t 7→ yt ∈ C1, obtemos

y′(tψ) = lim
tψ ̸=t→tψ

y′(t) = lim
tψ ̸=t→tψ

g(∂yt, yt) = g(∂ytψ , ytψ).

Considere x estendida a uma função duas vezes continuamente diferenciável em
(−∞, tψ). Pela Proposição 1.2.8, temos que, para 0 ⩽ t < tψ,

∥∂((xt−∆)
dd)∆∥1 = ∥∂∂((xt−∆)

dd)∆∥+ ∥∂((xt−∆)
dd)∆∥

⩽ max
∆−h⩽u⩽0

|x′′t−∆(u)|+ max
∆−h⩽u⩽0

|x′t−∆(u)|+ ∆|x′′t−∆(0)|

= max
t−h⩽u⩽t−∆

|x′′(u)|+ max
t−h⩽u⩽t−∆

|x′(u)|+ ∆|x′′(t − ∆)|

⩽ ∥xt∥2 + ∥xt∥2 + ∆∥xt∥2 ⩽ (2 + ∆)ρ.

Como ∥xt∥1 ⩽ ∥xt∥2 < ρ e ∥∂xt∥1 ⩽ ∥xt∥2 < ρ, então

(∂xt, xt), (∂((xt−∆)
dd)∆, xt) ∈ N1,

para 0 ⩽ t ⩽ tψ. Para 0 ⩽ t < tψ e −h ⩽ u ⩽ −∆, temos

∂((xt−∆)
dd)∆(u) = x′(t − ∆ + ∆ + u) = x′(t + u) = ∂xt(u)

e
∂∂((xt−∆)

dd)∆(u) = x′′(t − ∆ + ∆ + u) = x′′(t + u) = ∂∂xt(u).
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Logo, pelo item ii) da Proposição 3.1.6, obtemos

x′′(t) = Deg1(∂xt, xt)(∂∂xt, ∂xt) = Deg1(∂((xt−∆)
dd)∆, xt)(∂∂((xt−∆)

dd)∆, ∂xt), (3.15)

para 0 ⩽ t < tψ. Pelo item iii) da Proposição 1.2.7, para s, t ∈ (−∞, tψ], temos

∥((xt−∆)
dd)∆ − ((xs−∆)

dd)∆∥2 = ∥((xt−∆)
dd − (xs−∆)

dd)∆∥2

= ∥((xt−∆ − xs−∆)
dd)∆∥2

⩽
(

1 + ∆ +
∆2

2

)
∥xt−∆ − xs−∆∥2.

Portanto, pela continuidade de (−∞, tψ) ∋ t 7→ xt ∈ C2 e pela desigualdade acima,
concluímos que a aplicação

(−∞, tψ] ∋ t 7→ ((xt−∆)
dd)∆ ∈ C2

é contínua. Pela continuidade da aplicação

W1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ),

garantida por (g3), combinada com (3.15), obtemos

y′′(tψ) = lim
t→tψ

x′′(t) = Deg1(∂((ytψ−∆)
dd)∆, ytψ)(∂∂((ytψ−∆)

dd)∆, ∂ytψ).

Portanto, y é duas vezes continuamente diferenciável em [−h, tψ] e, em particular, ytψ ∈
C2. Como (∂ytψ , ytψ) ∈ W, concluímos que ytψ ∈ X1+. Pondo ϕ = ytψ e definindo
x̂ : [−h, tψ + tϕ) → Rn por

x̂(t) =

x(t), se − h ⩽ t < tψ,

xϕ(t − tψ), se tψ ⩽ t < tψ + tϕ,

concluímos que x̂ é solução de (2.1), com x̂0 = ψ, contrariando a definição de tψ. Por-
tanto, tψ = ∞.

ii) Seja ϵ > 0 tal que

∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) + ϵ < q
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e
ncϵ(1 + cϵ)

1
−α

< 1.

Tome Vϵ ⊂ V0 vizinhança de 0 em C2, como no item v) da Proposição 3.1.6. Pelas
Afirmações 1 e 2, existe δa > 0 tal que, para toda solução x : [−h, te) → Rn da equação
(2.1), com x0 ∈ X2∗ e ∥x0∥2 < δa, temos te = ∞, xt ∈ Vϵ para todo t ⩾ 0, e

|x(t)| ⩽ 1 e |x′(t)| ⩽ 1, para todo t ⩾ −h.

Seja w = lim supt→∞ |x(t)|. Queremos mostrar que w = 0. Seja y > w arbitrário. Logo,
existe ty > 0 suficientemente grande tal que, para todo s ⩾ ty−h

2 , temos |x(s)| < y. Seja
t∗ > ty. Como ∥∂x0∥ ⩽ 1 e maxt⩾−h |x(t)| ⩽ 1, pelo Corolário 3.1.8, para t ⩾ t∗, temos

|x(t)| ⩽ ceαt∥x0∥+ ncϵ
∫ t

0
eα(t−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(1 + 1) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds

⩽ ceαt + ncϵ
∫ t

0
eα(t−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(1 + 1) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds

= ceαt + ncϵ
∫ t∗

0
eα(t−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(1 + 1) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds

+ ncϵ
∫ t

t∗
eα(t−s)

(
∥xs∥+ cϵ

(
eβ(s−h)(1 + 1) + max

s−h
2 ⩽u⩽s

|x(u)|
))

ds

⩽ ceαt + ncϵ
∫ t∗

0
eα(t−s)

(
1 + cϵ

(
2e−βh + 1

))
ds

+ ncϵ
∫ t

t∗
eα(t−s)

(
y + cϵ

(
2eβ(s−h) + y

))
ds

⩽ ceαt + ncϵ(1 + cϵ + 2cϵe−βh)
∫ t∗

0
eα(t−s)ds + ncϵy(1 + cϵ)

∫ t

t∗
eα(t−s)ds

+ 2ncϵcϵe−βh
∫ t

t∗
eβsds

= ceαt + ncϵ(1 + cϵ + 2cϵe−βh)

(
eα(t−t∗)

−α
+

eαt

−α

)

+ ncϵy(1 + cϵ)

(
1
−α

− eα(t−t∗)

−α

)
+ 2ncϵcϵe−βh 1

β

(
eβt − eβt∗

)
.

Tomando uma sequência tj → ∞ tal que |x(tj)| → w, quando j → ∞, na desigualdade
acima, obtemos

w ⩽ ncϵ(1 + cϵ)
1
−α

y + 2ncϵcϵe−βh 1
−β

eβt∗ .
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Fazendo t∗ → ∞ na desigualdade acima, temos

w ⩽ ncϵ(1 + cϵ)
1
−α

y.

Como y > w é arbitrário, fazendo y → w, segue que

w ⩽ ncϵ(1 + cϵ)
1
−α

w

e, como ncϵ(1 + cϵ)
1
−α < 1, concluímos que w = 0. Como w = lim supt→∞ |x(t)| =

0, então limt→∞ |x(t)| = 0. Pelas desigualdades (3.3) e (3.4), concluímos que
limt→∞ |x′(t)| = 0 e limt→∞ |x′′(t)| = 0. Portanto, para todo ψ ∈ X2∗, com ∥ψ∥2 < δa,
temos tψ = ∞ e

lim
t→∞

∥G2(t, ψ)∥2 = ∥xψ
t ∥2 = 0,

como queríamos demonstrar.

3.2 Aplicação

Nesta seção, considere os espaços C e C1 com h > 0 e n = 1. Considere a equação

x′(t) = A(x′(t + d(x(t)))) + f (x(t + r(x(t)))), (3.16)

com as funções continuamente diferenciáveis A : R → R, d : R → [−h, 0), f : R → R

e r : R → [−h, 0], satisfazendo A(0) = 0 = f (0). Note que essa equação é um caso
particular da equação (2.26). De fato, basta tomar A(x) = ax e r(x) = 0. Reescrevendo
a equação (3.16), obtemos

x′(t) = A(x′t(d(xt(0)))) + f (xt(r(xt(0)))).

Isso nos motiva a definir g : C × C1 → R por

g(ϕ, ψ) = A(ϕ(d(ψ(0)))) + f (ψ(r(ψ(0)))).

Daí, para uma função continuamente diferenciável x : [−h, te) → R, 0 < te ⩽ ∞, temos

g(∂xt, xt) = A(∂xt(d(xt(0)))) + f (xt(r(xt(0))))

= A(x′(t + d(x(t)))) + f (x(t + r(x(t)))),
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ou seja, a equação (3.16) é um caso particular da equação (2.1).
Considere a aplicação ev : R × C → R dada por ev(t, ψ) = ψ(t), sua restrição ev1 =

ev|R×C1 e as projeções pr1 : C × C1 → C, pr2 : C × C1 → C1, dadas, respectivamente,
por pr1(ϕ, ψ) = ϕ e pr2(ϕ, ψ) = ψ. Usando a mesma notação da terceira seção do
Capítulo 2, temos

g = A ◦ ev ◦ ((d ◦ ev(0, ·) ◦ pr2)× pr1) + f ◦ ev ◦ ((d ◦ ev(0, ·) ◦ pr2)× pr2). (3.17)

Isso nos motiva a apresentar o seguinte resultado, que nos garante que podemos
aplicar o nosso resultado de estabilidade linearizada para a equação descrita pelo mo-
delo (3.16).

Proposição 3.2.1 ([39], Proposição 2.1). A função g dada acima satisfaz (g0)-(g3), (g6),(g8)
e (g9).

Demonstração. Veja que g é contínua por (3.17), portanto, vale (g0). Dado ψ ∈ C1, existe
∆ > 0 tal que d(ev1(0, ψ)) = d(ψ(0)) < −∆. Pela continuidade de d ◦ ev1(0, ·), existe
uma vizinhança N de ψ em C1 tal que d(ev1(0, χ)) < −∆, para todo χ ∈ N. Assim,
para todo χ ∈ N e para todos ϕ, ϕ1 ∈ C tais que ϕ(t) = ϕ1(t), t ∈ [−h,−∆], temos

g(ϕ, χ) = A(ϕ(d(χ(0)))) + f (χ(r(χ(0)))) = A(ϕ1(d(χ(0)))) + f (χ(r(χ(0))))

= g(ϕ1, χ).

Portanto, g satisfaz (g1).
Seja ψ ∈ C1 dado. Tome η > ∥ψ∥1 e

λ > max
{

max
−η⩽ξ⩽η

|A′(ξ)|, max
−η⩽ξ⩽η

|d′(ξ)|, max
−η⩽ξ⩽η

| f ′(ξ)|, max
−η⩽ξ⩽η

|r′(ξ)|
}

.

Para todos ψ1, ψ2 ∈ C1 com ∥ψ1∥1 < η e ∥ψ2∥1 < η, e para todos ϕ1, ϕ2 ∈ C com
∥ϕ1∥ < η e ∥ϕ2∥ < η, temos

|g(ϕ2, ψ2)− g(ϕ1, ψ1)|
⩽ |A(ϕ2(d(ψ2(0))))− A(ϕ1(d(ψ1(0))))|+ | f (ψ2(r(ψ2(0))))− f (ψ1(r(ψ1(0))))|
⩽ λ|ϕ2(d(ψ2(0)))− ϕ1(d(ψ1(0)))|+ λ|ψ2(r(ψ2(0)))− ψ1(r(ψ1(0)))|
⩽ λ

(
|ϕ2(d(ψ2(0)))− ϕ2(d(ψ1(0)))|+ |ϕ2(d(ψ1(0)))− ϕ1(d(ψ1(0)))|

)
+ λ

(
|ψ2(r(ψ2(0)))− ψ1(r(ψ2(0)))|+ |ψ1(r(ψ2(0)))− ψ1(r(ψ1(0)))|

)
⩽ λ

(
Lip(ϕ2)|d(ψ2(0))− d(ψ1(0))|+ ∥ϕ2 − ϕ1∥

)
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+ λ
(
∥ψ2 − ψ1∥+ ∥∂ψ1∥|r(ψ2(0))− r(ψ1(0))|

)
⩽ λ

(
λLip(ϕ2)∥ψ2 − ψ1∥+ ∥ϕ2 − ϕ1∥

)
+ λ

(
∥ψ2 − ψ1∥+ ηλ∥ψ2 − ψ1∥

)
= λ2Lip(ϕ2)∥ψ2 − ψ1∥+ λ∥ϕ2 − ϕ1∥+ λ∥ψ2 − ψ1∥+ ηλ2∥ψ2 − ψ1∥
⩽ (λ2 + λ + ηλ2)

(
∥ϕ2 − ϕ1∥+ Lip(ϕ2)∥ψ2 − ψ1∥+ ∥ψ2 − ψ1∥

)
= (λ2 + λ + ηλ2)

(
∥ϕ2 − ϕ1∥+ (Lip(ϕ2) + 1)∥ψ2 − ψ1∥

)
.

Portanto, para L = λ2 + λ + ηλ2, g satisfaz (g2).
Por (3.17), temos que g1 = g|C1×C1 é dada por

g1 = A ◦ ev1 ◦ ((d ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr1) + f ◦ ev1 ◦ ((r ◦ ev1(0, ·) ◦ pr2)× pr2).

Portanto, pela regra da cadeia, g1 é continuamente diferenciável. Procedendo de forma
análoga à Seção 3 do Capítulo 2, para (ϕ, ψ) ∈ C1 × C1, obtemos

Dg1(ϕ, ψ) = A′(ϕ(d(ψ(0))))Dev1(d(ψ(0)), ϕ) ◦ ([d′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2]× pr1)

+ f ′(ψ(r(ψ(0))))Dev1(r(ψ(0)), ψ) ◦ ([r′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2]× pr2).

Portanto, para ϕ, ψ, χ, ρ ∈ C1, temos

Dg1(ϕ, ψ)(χ, ρ)

= A′(ϕ(d(ψ(0))))Dev1(d(ψ(0)), ϕ) ◦ ([d′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2]× pr1)(χ, ρ)

+ f ′(ψ(r(ψ(0))))Dev1(r(ψ(0)), ψ) ◦ ([r′(ψ(0))ev1(0, ·) ◦ pr2]× pr2)(χ, ρ)

= A′(ϕ(d(ψ(0))))Dev1(d(ψ(0)), ϕ)
(
d′(ψ(0))ev1(0, ρ), χ

)
+ f ′(ψ(r(ψ(0))))Dev1(r(ψ(0)), ψ)

(
r′(ψ(0))ev1(0, ρ), ρ

)
= A′(ϕ(d(ψ(0))))Dev1(d(ψ(0)), ϕ)

(
d′(ψ(0))ρ(0), χ

)
+ f ′(ψ(r(ψ(0))))Dev1(r(ψ(0)), ψ)

(
r′(ψ(0))ρ(0), ρ

)
= A′(ϕ(d(ψ(0))))

(
d′(ψ(0))ρ(0)∂ϕ(d(ψ(0))) + χ(d(ψ(0)))

)
+ f ′(ψ(r(ψ(0))))

(
r′(ψ(0))ρ(0)∂ψ(r(ψ(0))) + ρ(r(ψ(0)))

)
.

Para cada (ϕ, ψ) ∈ C1 × C1, definimos a extensão Deg1(ϕ, ψ) : C × C → R, por

Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) = A′(ϕ(d(ψ(0))))
(

d′(ψ(0))ρ(0)∂ϕ(d(ψ(0))) + χ(d(ψ(0)))
)

+ f ′(ψ(r(ψ(0))))
(

r′(ψ(0))ρ(0)∂ψ(r(ψ(0))) + ρ(r(ψ(0)))
)

.
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Como A, f , d, r são continuamente diferenciáveis, então a aplicação

C1 × C1 × C × C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ)

é contínua. Logo, g satisfaz (g3).
Note que (0, 0) ∈ W = C × C1 e

g(0, 0) = A(0) + f (0) = 0.

Para todos ϕ, ψ ∈ C1 e χ ∈ C, temos

Deg1(ϕ, ψ)(χ, 0) = A′(ϕ(d(ψ(0)))χ(d(ψ(0))),

logo,

∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,R) = sup
∥χ∥⩽1

|A′(ϕ(d(ψ(0)))χ(d(ψ(0)))|

= |A′(ϕ(d(ψ(0)))| sup
∥χ∥⩽1

|χ(d(ψ(0)))|

= |A′(ϕ(d(ψ(0)))|.

Como |A′(ϕ(d(ψ(0))))| = |A′ ◦ ev ◦ ((d ◦ ev(0, ·) ◦ pr2)× pr1)(ϕ, ψ)|, a aplicação

C1 × C1 ∋ (ϕ, ψ) 7→ ∥Deg1(ϕ, ψ)(·, 0)∥L (C,R)

é contínua e, em particular, semicontínua em (0, 0). Portanto, g satisfaz (g6).
Para todo ψ ∈ C2, com ∥ψ∥2 ⩽ 1, e para todo 0 ⩽ s ⩽ 1, obtemos

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(∂ψ, 0)| = |A′(s∂ψ(d(sψ(0))))∂ψ(d(sψ))− A′(0)∂ψ(d(0))|
⩽
∣∣A′(s∂ψ(d(sψ(0))))

(
∂ψ(d(sψ))− ∂ψ(d(0))

)∣∣
+
∣∣(A′(s∂ψ(d(sψ(0))))− A′(0)

)
∂ψ(d(0))

∣∣
⩽ max

|ξ|⩽∥s∂ψ∥
|A′(ξ)|∥∂∂ψ∥|d(sψ)− d(0)|

+ max
|ξ|⩽∥s∂ψ∥

|A′(ξ)− A′(0)| max
−h⩽u⩽d(0)

|ψ′(u)|

⩽ max
|ξ|⩽1

|A′(ξ)|∥∂∂ψ∥ max
|ξ|⩽∥sψ∥

|d′(ξ)||sψ|

+ max
|ξ|⩽1

|A′(ξ)− A′(0)| max
−h⩽u⩽d(0)

|ψ′(u)|



3.2 Aplicação 87

⩽ max
|ξ|⩽1

|A′(ξ)|max
|ξ|⩽1

|d′(ξ)|∥∂∂ψ∥|s|∥ψ∥

+ max
|ξ|⩽1

|A′(ξ)− A′(0)| max
−h⩽u⩽d(0)

|ψ′(u)|.

Sejam c = max|ξ|⩽1 |A′(ξ)|max|ξ|⩽1 |d′(ξ)|, α = A′ e ∆ = −d(0). Logo,

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(∂ψ, 0)| ⩽ c∥∂ψ∥∥ψ∥+ max
|ξ|⩽1

|α(ξ)− α(0)| max
−h⩽u⩽−∆

|ψ′(u)|,

concluindo assim que g satisfaz (g8).
Para todo ψ ∈ C2, com ∥ψ∥2 ⩽ 1, e para todo 0 ⩽ s ⩽ 1, obtemos

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(0, ψ)|
=
∣∣A′(s∂ψ(d(sψ)))d′(sψ(0))ψ(0)s∂∂ψ(d(sψ(0)))

+ f ′(sψ(r(sψ(0))))
(
r′(sψ(0))ψ(0)s∂ψ(r(sψ(0))) + ψ(r(sψ(0)))

)
− f ′(0)ψ(r(0))

∣∣
⩽ |A′(s∂ψ(d(sψ)))d′(sψ(0))ψ(0)s∂∂ψ(d(sψ(0)))|
+ | f ′(sψ(r(sψ(0))))r′(sψ(0))ψ(0)s∂ψ(r(sψ(0)))|
+ | f ′(sψ(r(sψ(0))))ψ(r(sψ(0)))− f ′(0)ψ(r(0))|

⩽ max
|ξ|⩽∥s∂ψ∥

|A′(ξ)| max
|ξ|⩽∥sψ∥

|d′(ξ)|∥ψ∥∥s∂∂ψ∥

+ max
|ξ|⩽∥sψ∥

| f ′(ξ)| max
|ξ|⩽∥sψ∥

|r′(ξ)|∥ψ∥∥s∂ψ∥

+ | f ′(sψ(r(sψ(0))))− f ′(0)||ψ(r(sψ(0)))|+ | f ′(0)||ψ(r(sψ(0)))− ψ(r(0))|
⩽ max

|ξ|⩽1
|A′(ξ)|max

|ξ|⩽1
|d′(ξ)|∥s∂∂ψ∥∥ψ∥

+ max
|ξ|⩽1

| f ′(ξ)|max
|ξ|⩽1

|r′(ξ)|∥s∂ψ∥∥ψ∥

+ max
|ξ|⩽∥sψ∥

| f ′(ξ)− f ′(0)|∥ψ∥+ | f ′(0)|∥∂ψ∥|r(sψ(0))− r(0)|

⩽
(

max
|ξ|⩽1

|A′(ξ)|max
|ξ|⩽1

|d′(ξ)|+ max
|ξ|⩽1

| f ′(ξ)|max
|ξ|⩽1

|r′(ξ)|
)
(∥s∂∂ψ∥+ ∥s∂ψ∥)∥ψ∥

+ max
|ξ|⩽∥sψ∥

| f ′(ξ)− f ′(0)|∥ψ∥+ | f ′(0)|max
|ξ|⩽1

|r′(ξ)|∥sψ∥∥∂ψ∥.

Seja
c = max

|ξ|⩽1
|A′(ξ)|max

|ξ|⩽1
|d′(ξ)|+ max

|ξ|⩽1
| f ′(ξ)|max

|ξ|⩽1
|r′(ξ)|+ 1 ⩾ 1.

Pela desigualdade acima, obtemos

|(Dg1(s∂ψ, sψ)− Dg1(0, 0))(0, ψ)|
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⩽ c∥sψ∥2∥ψ∥+ c max
|ξ|⩽∥sψ∥

| f ′(ξ)− f ′(0)|∥ψ∥+ c∥sψ∥∥ψ∥1

= c
(
∥sψ∥2 + max

|ξ|⩽∥sψ∥
| f ′(ξ)− f ′(0)|

)
∥ψ∥+ c∥sψ∥∥ψ∥1

⩽ cζ(∥sψ∥2)∥ψ∥+ c∥sψ∥∥ψ∥1 = c
(
ζ(∥sψ∥2)∥ψ∥+ ∥sψ∥∥ψ∥1

)
,

onde ζ : [0, ∞) → [0, ∞) é dada por

ζ(z) = z + max
|ξ|⩽z

| f ′(ξ)− f ′(0)|.

Portanto, segue que g satisfaz (g9), concluindo a demonstração.

Observação 3.2.2. É possível mostrar que a função g satisfaz as condições (H1) e (H2). Mais
precisamente, que g satisfaz (H1) se, e somente se,

|A′(0)| = ∥Deg1(0, 0)(·, 0)∥L (C,Rn) < 1.

Também temos que g satisfaz (H2) no caso em que r = 0, |A′(0)| < 1 e f ′(0) < 0. Tais
estimativas não serão demonstradas aqui, mas podem ser encontradas em [38].
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A. Resultados Clássicos

Nesta seção, apresentamos alguns resultados clássicos que foram utilizados nessa
dissertação.

Teorema (Desigualdade do Valor Médio). Seja f : U ⊂ Rn → Rm uma aplicação conti-
nuamente diferenciável. Suponha que o segmento de a até a + v esteja contido em U e suponha
que exista M > 0 tal que ∥D f (x)∥L (Rn,Rm) ⩽ M, para todo x ∈ [a, a + v]. Então

| f (a + h)− f (a)| ⩽ M|v|.

Demonstração. Veja [27].

Teorema (Teorema da Aproximação de Weierstrass). Seja f : [a, b] → R uma função
contínua. Para todo ϵ > 0, existe um polinômio p tal que p(a) = f (a), p(b) = f (b) e

max
a⩽s⩽b

| f (s)− p(s)| < ϵ.

Demonstração. Veja [31, Teorema 19, Página 228].

Teorema (Teorema Fundamental do Cálculo-Adaptado). Seja P : U ⊂ F → G uma
aplicação continuamente diferenciável entre espaços de Banach. Suponha que o segmento de u
até u + v esteja contido em U. Então

P(u + v)− P(u) =
∫ 1

0
DP(u + tv)vdt.

Demonstração. Veja [18, Teorema 3.2.2]
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Teorema (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um espaço métrico completo e
f : M → M uma aplicação. Suponha que existe c ∈ (0, 1) tal que

d( f (x), f (y)) ⩽ cd(x, y),

para todo x, y ∈ M. Então f admite um único ponto fixo.

Demonstração. Veja [26].

Teorema (Desigualdade de Gronwall). Suponha que g : R → R seja contínua satisfazendo
g(t) ⩾ 0 e

g(t) ⩽ C + K
∫ 1

0
g(s)ds,

para todo t ∈ [0, a], onde C e K são constantes positivas. Então, para todo t ∈ [0, a],

g(t) ⩽ CeKt.

Demonstração. Veja [29, Seção 2.3].

Teorema (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja T : V → W uma transformação linear
entre espaços vetoriais. Então o espaço quociente V

ker(T) é isomorfo à imagem Im(T) = T(V).

Demonstração. Veja [32, Teorema 3.5].

Teorema (Teorema da Função Implícita). Sejam U ⊂ E, V ⊂ F abertos e f : U × V → G
uma aplicação de classe Cr, r ⩾ 1, entre espaços de Banach. Suponha que, para algum
(x0, y0) ∈ U × V, a derivada no segundo argumento D2 f (x0, y0) : F → G seja um isomor-
fismo. Então existem vizinhanças U0 de x0 e W0 de f (x0, y0) e uma única aplicação de classe
Cr, g : U0 × W0 → V tal que, para todo (x, w) ∈ U0 × W0, temos

f (x, g(x, w)) = w.

Demonstração. Veja [1, Teorema 2.5.7].

B. Variedades de Banach, Vetores Tangentes e Subvarieda-

des

Nessa seção, apresentamos alguns conceitos sobre Variedades de Banach, vetores
tangentes e subvariedades. Todos os resultados e definições apresentados nesta seção
podem ser encontrados em [8].
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Definição 3.2.3. Seja M um subconjunto de um espaço de Banach real X dado. Um vetor
tangente de M em x é um elemento v ∈ X de modo que existe uma curva diferenciável c : I →
X, I ⊂ R é um intervalo aberto contendo 0, com as propriedades:

c(0) = x, c(I) ⊂ M, c′(0) := Dc(0)1 = v.

O conjunto de todos os vetores tangentes de M em x é denotado por Tx M.

Definição 3.2.4. Considere X um espaço de Hausdorff dado. Definimos uma carta como sendo
um homeomorfismo de um subconjunto aberto de X em um subconjunto aberto de um espaço
de Banach real.

A próxima definição traz uma relação entre duas cartas.

Definição 3.2.5. Sejam α : U → A e β : V → B duas cartas. Dizemos que elas são Cr-
compatíveis se, e somente se, a aplicação

α(U ∩ V) ∋ ξ 7−→ β(α−1(ξ)) ∈ β(U ∩ V)

é um Cr-difeomorfismo entre subconjuntos abertos de espaços de Banach.

Isto nos leva à próxima definição que tem um papel muito importante no estudo
das variedades.

Definição 3.2.6. Um conjunto de cartas duas a duas Cr-compatíveis é chamado de Cr-atlas de
X. Um Cr-atlas é chamado maximal se, e somente se, ele contém toda carta que é Cr-compatível
com todos seus elementos.

Com as definições acima, estamos prontos para definir uma Cr-variedade.

Definição 3.2.7. Um par (X, A ), onde A é um Cr-atlas maximal, é chamado uma Cr-
variedade.

Usaremos aqui a mesma notação que [8] e, portanto, denotaremos (X, A ) apenas
por X.

Definição 3.2.8. Sejam X e Y Cr-variedades. Uma aplicação f : X → Y é chamada uma Cr-
aplicação se, e somente se, para toda carta α : U → A de X e para toda carta β : V → B de Y,
com f (U) ⊂ V, a aplicação induzida

A ∋ ξ 7−→ β( f (α−1(ξ)))

é uma Cr-aplicação do conjunto aberto A de um espaço de Banach no espaço de Banach contendo
a imagem B de β.
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A seguir, apresentaremos a definição de uma Cr-curva que será fundamental para
que possamos apresentar o conceito de vetor tangente de X em x.

Definição 3.2.9. Uma Cr-curva é uma Cr-aplicação c de um intervalo aberto I ⊂ R em X.

Com esta definição em mãos, vamos apresentar a definição de quando duas curvas
são tangentes em 0.

Para isso, considere x um ponto em uma Cr-variedade X, com r ⩾ 1 dado. Consi-
dere as Cr-curvas c : I → X e d : J → X, de modo que 0 ∈ I ∩ J e c(0) = x = d(0).

Definição 3.2.10. As curvas c e d são ditas tangentes em 0 se, e somente se, existe uma carta
α : U → A com x ∈ U e ϵ > 0 de modo que:

c((−ϵ, ϵ)) ∩ d((−ϵ, ϵ)) ⊂ U e D(α ◦ c|(−ϵ,ϵ))(0)1 = D(α ◦ d|(−ϵ,ϵ))(0)1,

onde D representa a derivada usual de uma aplicação do intervalo (−ϵ, ϵ) no espaço de Banach
contendo a imagem A de α.

Agora estamos preparados para apresentar a definição de um vetor tangente de X.

Definição 3.2.11. Um vetor tangente de X em x é uma classe de equivalência de Cr-curvas
c : I → X com c(0) = x, com respeito à relação de tangência. O conjunto de todos os vetores
tangentes de X em x é denotado por (TX)x.

Terminamos essa seção apresentando o conceito de uma subvariedade.

Definição 3.2.12. Um subconjunto M de uma Cr-variedade, munida com a topologia relativa,
é chamado uma subvariedade se, e somente se, para todo x ∈ M, existem espaços de Banach
reais E e F, vizinhanças abertas A de 0 em E e B de 0 em F, e uma carta α : U → A × B de
modo que:

x ∈ U, α(x) = (0, 0), α(U ∩ M) = A × {0}.

Como consequência desta definição, os subconjuntos abertos de Cr-variedades são
subvariedades [8, Exercício 3.1].

Para mais detalhes sobre este tópico, consulte a referência [8].
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