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Resumo

Esta dissertagdo tem como objetivo estudar as equagdes diferenciais do tipo neutro
com retardo dependendo do estado. Mais precisamente, iremos investigar a formu-
lagdo abstrata do modelo proposto por Walther, obtendo resultados que garantem a
existéncia de semifluxo e o principio da estabilidade linearizada. Todos os resultados

podem ser encontrados em [37, 39].

Palavras-chave: retardos; equacdes com retardos dependendo do estado; equa-

¢oes do tipo neutro; semifluxos; estabilidade linearizada.
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Abstract

This dissertation aims to study the neutral differential equations with state-dependent
delays. More precisely, we will investigate the abstract formulation of the model pro-
posed by Walther, obtaining results that ensure the existence of semiflow and the prin-

ciple of linearized stability. All results can be found in [37, 39].

Keywords: delays; equations with state-dependent delays; neutral differential

equations; semiflows; linearized stability.
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Notacao

Conjunto das aplicag¢des lineares continuas de X em Y
Derivada de x em relagdo a ¢
Espaco das fung¢des continuas de [—h, 0] em R"

Espaco das fun¢des continuamente diferencidveis de [—, 0]
em R"
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veis de [—h, 0] em R"
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Fecho de A

Constante de Lipschitz de «
Aberto de C x C!

fungdo de W em R”

Ui ={peC:(py) c W}
Xp={p e U :09(0) =gy, )}
X1+ =A{y € Xy : Lip(9¢9) < o0}
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Introducao

Muitos fendmenos da natureza podem ser descritos pelas chamadas equagdes dife-
renciais ordindrias. Entretanto, sabemos que a maior parte dos fendmenos nao aconte-
cem instantaneamente, mas decorre um certo tempo entre a sua causa e o efeito. Isto
acontece em muitos modelos como, por exemplo, modelos que descrevem o uso de
medicamentos que precisam levar em consideragdo o tempo entre a ingestdo deste e o
seu efeito; modelos que descrevem dinamicas populacionais que precisam considerar
o tempo entre o nascimento e entrar na fase reprodutiva; modelos de processamento
de dados que precisam considerar o tempo entre o envio de certa informacao e esta
ser processada, entre outros fendmenos. Portanto, de modo a descrever de forma mais
precisa estes fendmenos, é necessdrio inserir um termo na equacdo chamado retardo,
dando origem ao que chamamos de uma equagdo diferencial com retardo. Este tipo
de equagédo descreve a influéncia que o passado tem no momento presente, trazendo
mais precisdo a descri¢do do fendmeno estudado. Por outro lado, este pequeno termo
pode gerar uma grande mudanca no comportamento da solu¢do, bem como em toda
sua dinamica.

Existem varios tipos de equagdes com retardos e o foco neste trabalho serd em uma
classe bastante ampla chamada Equagoes Diferenciais com Retardos Dependendo do Estado.
Estas equagdes foram investigadas por muitos autores, inclusive Poisson [30] que foi
um dos primeiros a trabalhar com estas equacdes dependendo do estado. Muitos ou-
tros autores tém contribuido bastante para o avanco desta teoria, veja [2, 3, 4, 15, 19,
21, 22, 23, 35] e também o survey [20], que compila de forma bastante completa todos
os resultados nesta direcdo. Estas equagdes possuem diversas aplicagdes importantes,
pois sabemos que a maior parte dos retardos ndo sdo constantes, mas dependem de
outros fatores, especialmente do estado. Devido a isso, é muito importante investiga-
las sob esta 6ptica mais geral. Por outro lado, trabalhar com este tipo de equacdo pode
apresentar muitas complicag¢Oes, especialmente no que tange a regularidade, devido a
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natureza intrinseca destas equagoes.

Para ilustrar este fato, mencionamos que a boa coloca¢do do problema ndo segue
tdo diretamente quanto para o caso do retardo constante. De fato, tomando os dados
iniciais em C = C([—h,0],IR"), as solucdes das equagdes com retardos dependendo
do estado em geral ndo sdo tinicas, mesmo quando o andlogo para o caso do retardo
constante tenha a unicidade garantida ([20]).

Para descrever isso, vamos mencionar o notavel exemplo trazido por Winston [42],
em que as fungdes definidas por:

x()=t+lex(t) =t+1—1t3,
para t > 0 pequeno, sdo ambas solu¢des da equacao:
X (1) = —x(t = [x(t)])

com a seguinte condicao inicial

-1, set < —1,
x(H) =3(t+1)5 -1, se —1<t<-F,
%tjtl, se—§<t<0.

Isso mostra que é necessério considerar outras hipéteses diferentes da usual® para ga-
rantir a unicidade. De fato, observe que uma equacdo diferencial com retardo depen-
dendo do estado, do tipo

x'(t) = ax(t —r(x(t))) Q)
com a aplicacdo de retardo limitada r: R — [—h, 0], pode ser reescrita na forma geral:

x'(t) = f(x) (2

de uma equacéo diferencial funcional cladssica, onde do lado direito de (2) aparece o
segmento de solugdo x;: [—h,0] — R", h > 0, dado por

xe(s) = x(t+s), —h <s<0.

Tomandon = 1e f: U — R definida em um subconjunto U do conjunto (R)[=9 de

*No andlogo para o retardo contante, a unicidade é garantida apenas com a continuidade da condigao
inicial.
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todas as fungdes ¢: [—h,0] — R, dada por:

obtemos uma relacao entre (1) e (2).

Por outro lado, apesar desta relagdo entre (1) e (2), as aplica¢des f: U — R que sdo
definidas por meio desta relagdo com equagdes com retardo dependendo do estado
possuem menos regularidade do que aquelas que sdo definidas por meio de equagdes
com retardo constante. Desse modo que toda a teoria cldssica de equagdes diferenciais
funcionais com retardos que foi desenvolvida nas tltimas décadas e que foi conden-
sada em varios livros de referéncia (veja [8, 17, 24, 33]) ndo pode ser aplicada para
equagdes com retardos dependendo do estado.

Isso também pode ser mostrado de forma mais explicita por meio do simples exem-
plo comentado anteriormente, em que ndo temos a unicidade de solu¢do garantida.

Os primeiros estudos feitos sobre existéncia, unicidade e dependéncia continua
para solugdes de problemas de valor inicial de equagdes diferenciais com retardo de-
pendendo do estado sdo atribuidas a Driver (veja [9, 10, 11, 12, 13, 14]). Também, do
ponto de vista de aplicagdes, Driver trouxe uma contribui¢do muito importante para
essas equagdes com retardos dependendo do estado, com seu estudo pioneiro do pro-
blema de dois corpos em eletrodindmica. O modelo investigado por Driver envolve
equacgdes neutras com retardos dependendo do estado, que é objeto de grande inte-
resse nessa dissertagéo.

O modelo proposto por Driver para o problema de dois corpos em eletrodinamica
foi bem descrito em [20] e considera duas cargas se movendo ao longo de um eixo
x, e denotando por x;(t), i = 1,2, a posi¢do das duas cargas ao longo do eixo x no
tempo t, e por v;(t) = xi(t), i = 1,2 a velocidade de tais cargas. Desconsiderando
os efeitos da radiagdo e considerando um campo elétrico externo E.(t, x) na dire¢do
de x, continuo em um aberto D do plano (¢, x), Driver chega a seguinte equagdo de

movimento da carga i:

m;vl(t) _
[1— w3 (t)/ 2/

GiEj(t, xi(t)) + qiEext (t, xi(t)), i,jE€L2, i#], 3)

onde m; é a massa, q; é a magnitude da carga i, c é a velocidade da luz e E]-(t, x) éo
campo elétrico devido a carga, j # i. O campo elétrico E; em x;(t) é calculado a partir
do potencial de Liénard-Wiechert. Sua expressdo depende de um atraso no tempo,

t — Tj;, que representa o instante em que a luz deveria deixar o ponto xj(t — 'l’ji) de
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modo a alcangar o ponto x;(f) no instante f, pois o efeito eletromagnético se propaga

na velocidade da luz. Portanto, a fungdo meméria Tj;(f) deve satisfazer a seguinte

equagao

xi(t) — xj(t — 7i(t))
c

Ti(t) = 4)

Considere agora as trajetdrias iniciais e suas respectivas extensoes (x1(t), x2(t)) de-
finidas em um certo intervalo [«,8), onde B > ty, e assuma que elas satisfazem as

seguintes condicdes:
(i) cada x/(t), i =1,2,é continua e |x/(t)| < c, para todo t € [&, B);
(i) xp(t) > x1(t) e (t,x;(t)) € D paratodo t € [a, B);

(iii) as duas equagdes
|xi(to) — xj(to — 7))
c

0
i =

possuem solugdes T ]Z,z #j,i,j€{1,2}.

Driver demonstra, sob certas hipéteses, que (x1 (), x2(t)) é solugdo de (3)-(4) se, e

somente se, satisfaz o sistema de equacdes diferenciais com retardo:

xi(t) = vi(t),' |
Cin (_1)10i(t) — (=1)"v;(t — T;i(t))
A} ¥ e () N
vl(t) _ (=D'aec e+ (= 1)10j(t_7ji(t))+0]iEext(t/xi(t))
([1=0F(0)/eP2 () e— (1)t —mult)) mi

parat € (tg, ), no qual a; = 142/ (4wegm;c®) é constante e (i,j) = (1,2) ou (2,1). Em

[9], Driver mostra ainda que sob certas hipbteses a equagdo acima possui solug¢do tinica.

A partir deste trabalho importante de Driver, as equagdes com retardo dependendo

do estado comegaram a ganhar bastante visibilidade e a atrair a atencdo de diversos

pesquisadores. Para maiores detalhes sobre a descri¢do deste modelo, consulte [20].
Neste trabalho, estamos interessados na seguinte equagao:

x'(t) = ax'(t+d(x(t)) + f(x(t)), )

comd: R — (—h,0), f: R -+ Rea > 0dados. Esta equacdo é do tipo neutro, pois o
retardo aparece no argumento de x’, com retardo dependendo do estado. Essa equagdo



Introducéo 7

estudada em [37] é uma modificacdo da equacdo ndo neutra dada por
x'(t) = a[x(t) — x(t —1)] — b|x(t)|x(¢), a,b >0, (6)

que descreve as flutuagdes de curto prazo de um ativo, cujo preco é livremente deter-
minado pela oferta e procura do mercado, e reage rapidamente ao seu movimento.

Assume-se também que os agentes tém uma certa percep¢do, mas ndo um conhe-
cimento preciso dessa taxa. Desta forma, objetivando o lucro nas suas negociagdes,
os agentes tentam antecipar o movimento da taxa de cAmbio no futuro. Para nortear
sua previsdo, eles empregam seu movimento baseado no passado imediato, tomando
como referéncia sua posicdo em relagdo a taxa de equilibrio.

Isto implica dizer que, se a taxa aumentou no passado recente, espera-se que o
mesmo aconteca no presente. Logo, um aumento da taxa de cambio leva a um au-
mento da demanda e, portanto, a um aumento no preco. Este mecanismo pode ser
descrito pelo primeiro termo do lado direito de (6). Por outro lado, uma vez que a
taxa aumenta, ficando mais distante do seu equilibrio, aumenta-se também o ntimero
de agentes que esperam que esta "tendéncia" acabe e volte ao que era antes. Como
consequéncia, tem-se um aumento da oferta e, com isso, uma diminuig¢do da taxa. Isso
é modelado pelo segundo termo que aparece do lado direito na equagéo (6). Este mo-
delo foi apresentado pela primeira vez em [7] e nesse artigo, os autores provaram,
para 0 < a < 1, a estabilidade local assint6tica de x = 0, e a existéncia de uma solugdo
periddica estdvel para a > 1 relativo a equacao (6).

Mais para frente, nos anos de 2005 e 2006, Walther ([40, 41]), analisou a oscilagdo de
solugdes periddicas de (6) e provou que o periodo tende ao infinito quando a — 17.

Recentemente, Stumpf ([34]) generalizou o modelo, considerando pela primeira vez
retardos dependendo do estado, trazendo mais precisdo ao modelo e também, uma
dindmica mais sofisticada e interessante para ser investigada. A versdo apresentada

por Stumpf pode ser descrita abaixo:

X' (t) = alx(t) — x(t —r)] — |x(t)[x(t), )

com parametro a > 0 e o retardo dependente do estado r = r(x(f)) > 0. Neste tra-
balho, Stumpf investiga se Orbitas periddicas ainda existem quando a > 1. Também,
Stumpf investiga existéncia de solugdes sob condi¢des mais fracas impostas a fungdo
de retardo.

Além disso, Stumpf generaliza alguns resultados anteriores para o caso do retardo

constante.
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Para isso, ele assume as seguintes hipoteses para a aplicagdo retardo 7: R — IR:

(h1) r é continuamente diferencidvel;
(h2) 0 < r(s) <r(0) =:rp, paratodos € R;
(h3) r(s) =r(—s), paratodos € Re

(hd) 70 = 1.

Adicionalmente, para provar alguns resultados importantes ao longo do trabalho,

pede-se a seguinte hipoétese:

(h5) |/ (s)| < £, para todo —2a < s < 2a,

4027

onde a é o pardmetro que aparece na equagao (7).

Em 2016, Garab et al. ([16]) provaram ainda para o caso do retardo constante, a
estabilidade assint6tica global de x = 0, desde que a € (0;0,61). Este fato estava em
aberto no primeiro trabalho relacionado a isso ([7]). Para alcancar os resultados, os
autores reescreveram a equagao como uma equacgdo diferencial do tipo neutro. Disto,
uma equacdo equivalente com retardo infinito foi obtida para que um resultado de
estabilidade encontrado em [25] pudesse ser aplicado.

Cabe ainda destacar que a mesma técnica aplicada por Garab et al. ([16]) continua

valida para o modelo de preco geral

n
X'(t) = ”Z;bi[x(t_si)] —x(t—ri)] —g(x(t)), ®)
im
ondea,b; >0,0<s; <r;<1,ie{l,.,n} Yi bi(ri—s;) =1vale onde g é uma
funcdo suave real crescente que satisfaz ug(u) > 0, para u # 0. Em [16], os autores
provaram que a estabilidade assinté6tica global para (8) esté satisfeita paraa € (0,1).
Em 2013, Walther ([37]) generalizou o modelo considerado anteriormente, inse-
rindo uma parte neutra na equagdo, levando assim o modelo a uma equacao diferen-
cial com retardo dependendo do estado do tipo neutro. A equagdo considerada por
Walther é dada por:

x'(t) = ax'(t+d(x(t))) + f(x(t)) ©)

onded: R — (—h,0), f: R — Rea > 0. Neste modelo, d é crescente para ¢ < 0O e
decrescente para ¢ >0, f(0) =0e f(¢) < Oparad # 0.
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Walther mostra que a equagédo (9) pode ser escrita na forma abstrata

x'(t) = g(9xt, xt), (10)

em que g: W — R"e W C C x C! aberto. Parah > 0en € N, os espacgos C e
C! sdo espacos de Banach das fungdes ¢: [—h,0] — R" continuas e continuamente
diferencidveis com as normas ||¢|| = max_jp<<o [¢(T)] € [|¢]1 = max_j<r<o [P(T)| +
max_j<c<o |¢'(T)], respectivamente. No espago produto C x C!, considera-se a norma
da soma, isto &, |[(¢, ¥)|lcxcr = ¢l + [|@]l1. Para ¢ € Cl, 3¢ é a derivada de ¢, isto
é, 0¢(t) = ¢/(t). Também usaremos d: C! — C como o operador linear de derivacao.
Para x: I — R", I C R intervalo, e para t € R tal que [t — h,t] C I, definimos o
segmento x;: [—h,0] — R" por
x1(0) = x(t+0).

Para obter a relacdo entre (9) e (10), basta tomarn =1, W =C x Cle

8(¢,¥) = ap(d((0))) + £ ((0)).

Descreveremos esta relacdo de forma mais precisa ao longo deste trabalho.

Esta dissertacdo estd baseada no estudo aprofundado das referéncias [37] e [39].
Investigaremos de maneira detalhada a construcdo do semifluxo e suas propriedades,
bem como a construgdo da variedade e do seu espago tangente associado, relativo ao
problema abstrato (10). Também, ainda como parte deste trabalho, estudaremos o Prin-
cipio da Estabilidade Linearizada apresentada em [39]. Por fim, apresentaremos uma
aplicacdo.

Este trabalho estd dividido em 3 capitulos e um apéndice. O primeiro capitulo
apresenta os resultados preliminares necessarios para a boa compreensao dos resulta-
dos dos Capitulos 2 e 3. No Capitulo 2, trazemos a constru¢do do semifluxo em um
subconjunto de C!, bem como a construgdo do semifluxo em um subconjunto fechado
de X5. A dltima se¢do contém uma aplicagdo. O dltimo capitulo trata de um resultado
de estabilidade linearizada para a equacdo (10) e uma aplicagdo deste resultado. Por
fim, o apéndice traz resultados e definicdes bem conhecidas que foram usadas ao longo
deste trabalho.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos, definigdes e resultados basicos que serdo
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Ele sera dividido em duas se¢des. Na primeira secdo, falaremos sobre algumas pro-
priedades da fungdo g que aparece no lado direito da equagdo que serd objeto principal
de estudo neste trabalho:

x'(t) = g(0xs, xt),

onde g: W — R" e W C C x C! é aberto. Essas propriedades serdo importantes
para que possamos provar os principais resultados deste trabalho. Na segunda secao,
apresentaremos alguns resultados bésicos que serdo usados nos capitulos seguintes.

Todos os resultados deste capitulo podem ser encontrados em [37].

1.1 Propriedades de g

Nesta se¢do, comecamos apresentando a equagdo abaixo que serd o foco do nosso
estudo:

X' (t) = g(0x, xt), (1.1)

onde ¢: W — R", W C C x C! é aberto e os espacos C e C! sdo, respectivamente, das
fungdes continuas e continuamente diferencidveis de [—h,0] em R”. Consideramos

que estes espagos estdo munidos, respectivamente, com as seguintes normas:

lpll = max |¢(u)|e ¢l = max |p(u)|+ max |¢'(u)|

—h<u<0 —h<u<0 —h<u<0
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para ¢ € Ce ¢ € Cl. Usaremos também a notacdo dy(t) para indicar a derivada
de ¥ em relagdo a t, isto é, 0y (t) = ¢'(t). O segmento x;: [—h,0] — RR" é dado por
xt(s) = x(s +t).

Apresentamos, a seguir, a defini¢do de solugdo da equacdo (1.1):

Definicao 1.1.1 ([37]). Uma solu¢do da equacdo (1.1) é uma funcio continuamente diferen-
cidvel x: [to — h,t,) — R", com ty < t, < oo tal que (dx¢,x;) € Wparaty < t < toe
satisfaz a equagio (1.1) para ty < t < t,.

Desta defini¢do, temos que todos os segmentos x; de qualquer solugdo x: [ty —

h,t.) — R" pertencem ao conjunto

Ur={peC:(ap,y) € W},

Veja que Uj é aberto em C?, pois a aplicagio A : C! 3 ¢ — (3, ¢p) € C x C! é continua,
el = A_l(W). Como x satisfaz a equacdo (1.1), entdo, para ty < t < t,, temos

(x6)'(0) = (x")¢(0) = x'(t) = g(Oxt, xy).

Portanto, para ty < t < t,, temos que x; satisfaz a equacdo

$'(0) = g0y, y). (12)
Isso nos leva a definigdo do conjunto abaixo:
X1 ={y € Uy : ysatisfaz (1.2)}.

A fim de obter resultados de existéncia, unicidade, regularidade e estabilidade line-
arizada para a equagdo (1.1), vamos assumir que g satisfaz algumas hipéteses. Antes

de apresentéd-las, vamos lembrar a seguinte defini¢do da constante de Lipschitz:

Definigao 1.1.2. Seja a: I C R — R" uma fungdo. Definimos a constante de Lipschitz de

& por
Lip(a) — sup 2 =)
xXF#y |x - ]/’
x,y€el

Observagado 1.1.3. Na definicio acima, podemos ter Lip(x) = oo. Além disso, Lip(x) < oo

se, e somente se, a é Lipschitziana.

Ao longo deste trabalho, vamos considerar as seguintes condicdes para obtermos

nossos resultados:
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(g0) g é continua.

A préoxima hip6tese permite que seja assumido, sem perda de generalidade, que o
retardo na parte neutra ndo se anula. Isso traz a vantagem de sabermos que estamos
sempre trabalhando com uma equacgdo do tipo neutro. Por outro lado, por conta desta
hipétese, nosso modelo ndo prevé choque entre particulas, mas no nosso caso, isso ndo
sera importante, dado que nosso modelo é baseado em flutuagdo cambial e mercado

financeiro.

(g1) Paratodo (¢, ) € W, existem A € (0,h) e uma vizinhanga N C W de (¢, ) em
C x C! tais que, para todos (¢1, x), (¢2, x) € N com

¢1(t) = ¢a(t),VE € [=h, =4,

temos

g(¢1, x) = g(¢2,x)-

(g2) Paratodo ¢ € U; C C!, existem L > 0 e uma vizinhanca N C W de (d¢, ¢) em
C x C! tais que, para todos (¢1,11), (¢2,12) € N, temos

18(P2,¥2) — (1, Y1) < L(||p2 — 1 || + (Lip(p2) + 1) |2 — 1 ]])-

No caso nédo neutro, ou seja, no caso em que g ndo depende da primeira coordenada,
mais precisamente, g(¢, ) = g(¥), a propriedade (g2) se torna uma "versao forte" da
propriedade de ser localmente Lipschitz, pois na desigualdade aparece anorma || - || e
ndo, anorma || - ||1.

Essa hipotese é fundamental na construc¢do da solugdo do caso ndo neutro em [36].
Na primeira se¢do do préximo capitulo, usaremos as hipéteses (g0), (gl) e (g2) para
provar existéncia e unicidade de solugdo da equacdo (1.1), além de construir um semi-

fluxo continuo para tal equagdo no conjunto

X1+ = {l[J e Xq: sz(alp) < OO}

(g3) A restricdo g1 de ¢ no aberto W; = W N (C! x C!) do espago C! x C! é continua-
mente diferenciavel, toda derivada Dg1 (¢, ¢): C! x C! — R”", para (¢, ¢) € Wy,

tem uma extensao linear

Deg1(¢,9): Cx C — R,
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e a aplicacdo

Wi x CxC3(¢9,x0) = Deg1(¢,¢)(x,p) € R

é continua.

A propriedade (g3) é uma versdo adaptada de uma propriedade bastante usual que
aparece em outros trabalhos como em [36], por exemplo. Em [28], tal propriedade
também aparece e é chamada de quase Fréchet diferencidvel. Na segunda se¢do do pré-
ximo capitulo, usaremos as condigdes (g0)-(g3) para mostrar que se X, = X1 N C? # @,
entdo X, é uma subvariedade continuamente diferencidvel de codimensio n em C?,
onde C? é o espaco de Banach das funcdes ¢: [—h,0] — R" duas vezes continuamente

diferencidveis com norma dada por

[pll2 = ll¢ll + 19l = l¢ll + llo¢]l + [[99¢]l.

Mostraremos que para ¢ € X, 0 espago tangente Ty X> C C2 ¢ dado pela equacio

x'(0) = Dg1(99, ) (ax, x)- (1.3)

Para isso, definiremos o espago tangente estendido T, X, C C! por

x'(0) = Deg1(99, ) (9x, X), (1.4)

para concluir que as solugdes da equagao (1.1) geram um semifluxo continuo no sub-
conjunto de X»:

Xy = {17[7 e Xy 81p € Tg,¢X2}
= {y € Xo: (39)'(0) = Deg1(9y, ) (009, 9y) }.

Este subconjunto X, também apresenta uma propriedade muito importante, como
veremos mais a frente, que é a invariancia. Isto serd fundamental para obtermos nossos
resultados.

As propriedades (g4) e (g5) abaixo ndo serdo usadas neste trabalho. Tais proprie-
dades sdo usadas em [37] para provar diferenciabilidade de uma certa composicdo do

operador solucdo e continuidade pontual de sua derivada.

(g4) A restri¢do g1 de ¢ no aberto W; = W N (C! x C!) do espago C! x C! é continua-
mente diferencidvel e, para todo (¢o, 9) € Wi, existem ¢ > 0 e uma vizinhanga
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N C Wi de (¢o, ) em C! x C! tais que, para todos (¢, 9), (¢1,11) € N e, para
todo x € C!, temos

[(Dg1(¢, ) — Dg1(r, 1)) (x, 0)| < clloxll 1 — gl

(g5) A restricdo g1 de ¢ no aberto W; = W N (C! x C!) do espago C! x C! é continua-
mente diferencidvel, toda derivada Dg1 (¢, ¢): C! x C! — R", para (¢, ¢) € Wy,

tem uma extensao linear
Deg1(¢,lp): C X C _> ]Rn,

e, para todo (¢, P9) € Wy, existem ¢ > 0 e uma vizinhanca N C W de (¢, §o)
em C! x C! tais que, para todos (¢, ), (¢1,91) € N e, para todos (x,p) € C x C,
com ||(x,p)llcxc = 1, temos

|[(Deg1(¢,9) — Deg1 (1, 1)) (x, )|
< c(Lip(x) + Lip(9¢) + D) [[(¢, ) — (¢1, ¥1) [ c1xcr-

As propriedades (g6) e (g7) abaixo sao usadas para provar os resultados de estabi-
lidade linearizada em [38].

(g6) (g3) estd satisfeita, (0,0) € W, ¢(0,0) = 0 e a aplicagdo
Wi 3 (¢, ¢) = [IDeg1(9, ) (-, 0)ll z(crry € R
é semicontinua superiormente em (0, 0).

(g7) g1 é diferenciavel, (0,0) € W, g(0,0) = O e existem 77 > 0, ¢ > 0 e uma fungdo
{:[0,00) — [0,00) com

£(0) = 0 = lim{(b),

t—0

tais que, para todo (¢, ) € Wy, com ||¢|| + ||| < 7 e, para todo p € C!, temos
[(Dg1(¢,¢) — Dg1(0,0))(0,p) < c(ZCl¢ll + [l lloll + el [Il)-

As propriedades (g8) e (g9) abaixo, juntamente com (g0)-(g3) e (g6), sdo usadas no
Capitulo 4 para provar a estabilidade da solucédo estacionaria 0 € Xj,.
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(g8) g1 é diferenciavel, (0,0) € W, g(0,0) = 0 e existem Vy C U; N C? vizinhanga
convexa de 0 em C2, uma constante ¢ > 0, uma funcdo continua «: R — R e
A € (0, h) tais que, para todo ¢ € V), temos

max |(Dg1(sd9, s1) — Dg1(0,0)) (99, 0)| < cl|ldoy||[|]]

0<s<1

(e 106@) ~a0)]) (max Iyl ).

ISI<llowll —h<us-A

(g9 g1 édiferenciavel, (0,0) € W, ¢(0,0) = 0 eexistem Vy C U N C? vizinhanca con-
vexa de 0 em C?, uma constante ¢ > 0 e uma funcéo 7: [0,00) — [0, 0) continua

em 0 = {(0) tais que, para todo ¢ € V), temos

max [(Dg1(s9y, sp) — Dg1(0,0))(0, )| < ¢ max (C([[syll2)[l¢]l + lIswllllwll1) -

0<s<1 0<s<1

A propriedade (g8*) abaixo é uma hip6tese mais fraca que (g8). Em [6], ela substitui
(g8) afim de obter o mesmo resultado de estabilidade linearizada contido no Capitulo
4 deste trabalho.

(g8*) ¢ é diferenciavel, (0,0) € W, g(0,0) = 0 e existem Vy C U; N C? vizinhanga con-
vexa de 0 em C2, uma constante ¢ > 0, uma fungéo 0: [0,00) — [0,0) continua
em 0 = 6(0) e A € (0,h) tais que, para todo i € V, temos

max |(Dg1(sdy, sp) — Dg1(0,0))(9¢, 0)| < cf|9ay ][]

0<s«<1
0 ! .
# (yomax 0@ ) (max v/ )

Apesar das condi¢des acima parecerem muito técnicas, veremos que elas sdo apro-

priadas e gerais o suficiente para englobar o modelo que temos interesse em investigar.

1.2 Resultados basicos

Nesta secdo, iremos apresentar alguns resultados basicos que serdo muito impor-
tantes para provarmos os resultados principais deste trabalho. Todos eles podem ser

encontrados em [37].

Proposicdo 1.2.1 ([37], Proposicdo 2.1). Sejam a < b < ¢ niimeros reais e a: [a,b] — Ree
B: [b,c] — R fungoes tais que a(b) = B(b). Sendo aB: [a,c] — R a justaposicio de w e B,
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isto é, af é iqual a w em [a,b] e igual a B em [b, c], vale que

Lip(ap) < Lip(a) + Lip(B).

a(x),sex € [a,b],

Demonstragio. Por defini¢do, («p)(x) =
B(x),sex € [bc].

Assim para x,y € [a,b], x # y, temos

(@) (x) = («f) )| _ |a(x) =)l _ o\ < Lin(a) o Li
Fa— =yl < Lip(a) < Lip(a) + Lip(B).

Se x,y € [b,c], x # y, temos

(a) ~ 810 B =B < 1) < Lipte) + L)

Sex € [a,b) ey € (D, c], temos

[(af)(x) = (af)(y)| _ |a(x) = B(y)| _ |a(x) —a(b) + B(b) — B(y)]

oy -yl =]
_ la(x) —a®)] , B(b) - B
lx —y| lx =yl
a(x) —a(b)] | B(b) — B(W)]
ST e T byl

< Lip(a) + Lip(B).
Analogamente, se x € (b,c|] ey € [a,]), temos

|[(aB)(x) — (aB)(y)|
x —y|

< Lip(a) + Lip(B).

Dessa maneira, Lip(a) + Lip(p) é uma cota superior para o conjunto

{W%XM—OwXWI
[x —y]

DX,y € lac],x ;éy}.

Portanto, segue que

Lin(a) — sup (@) ~ @B

< Lip(a) + Li ,
up =yl pla) + Lip(p)
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obtendo o resultado desejado. O

Sejam E, F espagos de Banach. Denotamos o espago das transformagoes lineares con-
tinuas de E em F por .Z(E,F). Para (¢,¢) € E x F, usaremos a norma da soma no

espago produto E X F, |[(¢, ¢)[lexr = [1¢]le + [[][F.
O préximo resultado descreve propriedades da aplicacdo

ev: [—h,0] xC> (s, ) = P(s) € R,

que possui um papel importante na construgdo da relagdo entre as equagdes (9) e (1.1).

Proposicao 1.2.2 ([37], Proposicdo 2.1). Sejam h > 0 en € IN. A respeito da aplicagio
ev: [—h,0] x C > (s,9) — ¥(s) € R",

valem as sequintes afirmagoes:
i) ev é continua, mas ndo localmente Lipschitz;

ii) A aplicagdo linear ev(s,-): C — R", —h < s < 0, é continua, assim como sua restrigio
evy(s,) = ev(s, )| com respeito a norma || - ||1;

iii) A aplicacio [—h,0] > t — ev((t,-) € £ (C!,R") é continua;

iv) A restrigio evy = ev|_y ) c1 € continuamente diferencidvel com respeito a norma de
R x C1, com derivada

Devy (s, ) (¢, x) = 3g(s) + x(s).

Demonstragio. i) Seja (s, ¢) € [—h,0] x C. Dado € > 0, como ¢ é continua, existe d; > 0
tal que
€
te[—=h0],|s—t <= |p(s) —p(t)] < >
Seja 0 = min{é;, 5 }. Entdo

() € [=h, 0] xC, |l(s,¢) = (L ¢)[Rxc = [s = t] + [|¢ — [l <.

Isto implica que:

lev(s, @) —ev(t, )| = |p(s) — ()]
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9(s) = p(t) + (1) — (1)
9(s) = p(6)] + 19 (1) — ()]
9(s) = p(B)] +llp—wll < 5+ <

N

N

+ :€;

N |

provando a continuidade.
Tal fungdo ndo é localmente Lipschitz, pois para e > 0 e cada (t,¢) € [—h,0] x C! C
[—h,0] x C, podemos obter uma fungdo ¢ € C tal que ||¢ — ¢|| <€, e

TOR 0]

—= OQ.
sott |t —s|

De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que n = 1. Basta tomar ¢: [—h,0] —
R dada por (s) = ¢(s) para —h < s < te P(s) = ¢(s) +ay/s—tparat <s <0
Logo, para « suficientemente pequeno, temos

||‘P - ’P” <€
e
lim M — lim lp(t) — p(s) — ay/s — t| o,
s—tt |t—8| s—stt+ |t—S|

como queriamos demonstrar.
ii) Pela linearidade, basta mostrar que ev(s, ) e evy(s,-) sdo limitadas. Para s €
[—h, 0], temos:

lev(s, )| = [@(s)| < [l]l, Vo € C

levr(s, ¢)| = [¢(s)] < llgll < llgll + 19g]] = l|¢ll1, Vg € C*,

obtendo o resultado desejado.
iii) Para s,t € [—h,0] e ¢ € C!, pela Desigualdade do Valor Médio (Veja Apéndice
A), temos

levi(s, @) —evr(t, )| = |¢(s) — ¢(B)] < [|9¢][s — |-

Assim para s, t € [—h,0], temos

levi(s, ) —evi(t, )| = sup [evi(s,¢) —evi(t, )| < sup [[9¢]l|s — ] < [s —t].
pec! peCl
lpl1<1 pll1<1

Disto, concluimos o item iii).
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iv) Seja (s, ¢) € (—h,0) x C!, escrevemos

evi(s+t,¢ + x) = evi(s,¢) + Devi (s, ¢)(t, x) +r(t, x)

e obtemos
r(t,x) = @(s + 1) — ¢(s) — t9¢(s) + x(t +5) — x(s),
em que (t,x) € (=h,0) x Cl é tal que (s +t,¢ +x) € (—h,0) x Cl. Agora basta
mostrar que
im0
I =0l (8 x) Irxc

na qual ||(t, X)[[r<ct = It] + x| + [19x]| (norma de R x C'). Para isso, veja que

rE0] 19 1)~ 9ls) — F(s) + x(t+5) — x(5)
0 e f1 Tl + 9]
_ 1005 +8) —p(s) —t9p(s)] (s 1)~ x(5)
ST TR+ o 1+ Tl ox
_ 196 +0) = 9(s) ~ 99(5)| _ x5+ 1)~ x(5)
< 0 0
< [PEEDZ0E) ap(s)) + ol 0

quando [|(£, 1) et — 0.
Para ver que esta derivada é continua, observe que para (s, ¢), (s1,¢1) € (—h,0) x

C! temos

|(Devs (s, ¢) — Devi(s1, ¢1))(E x)| = |£9¢(s) + x(s) — td¢1(s1) — x(s1)]
= |t(9¢(s) — 9¢1(s1)) + x(s) — x(s1)]
< [t][0g(s) — 91 (s1)] + [x(s) — x(s1)]

< [#[9¢(s) — o1 (s1)] + [|0x][|s — s1]-

Isto implica que

IDevn(s,9) ~ Deva(sn gl < sup (81ap(s) — as (1) + xclls — su1)
(t,x)ERxC!
[(tx)lI<1

< sup  (|9¢(s) — o1 (s1)| +|s —s1])
(t,x)ERxC?
It <1

= [0¢(s) — o1 (s1)| + [s — 51|
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I¢(s) — I¢(s1)| + [0 (s1) — 91 (s1)| + s — 51

|
09(s) — 9 (s1)| + [|9¢ — 9n || + [s — 51| = O,

V/ANV/AN

1
quando (s1,¢$1) Rxc, (s, ¢). O
Definicao 1.2.3. Sejam E um espaco de Banach e x: I C R — E uma fungdo diferencidvel em
t € I. Definimos x'(t) = Dx(t)1 = Dx(t) € E.

Proposi¢do 1.2.4 ([37], Proposigdo 2.2). Seja x: [tg — h,t,) — R", ty < t, < oo, continua-
mente diferencidvel. Entdo as aplicagdes

[to,te) Dt x €CL, [to,te) Dt dx; €C

sdo continuas, e

T,: [to,tg) St—xr e C
é continuamente diferencidvel com T, (t) = dxy = (x')s para tg <t < t,.

Demonstragio. Seja t € [to, t.). Como t < t,, tomamos t* € R tal que t < t* < t, e
consideramos o seguinte intervalo compacto I = [ty — /1, *]. Como x é uniformemente
continua em I, dado € > 0, existe 5 > O tal que se z,w € I, |z —w| < 41, entdo
|x(z) — x(w)| < €. Consideremos ¢’ = min{|t* — t|,d1}, de modo que, para todo s €
[to, te) tal que |t —s| < &', temos que s < t*, pois |t —s| < [t* — t|. Com isso, [s — K, 5] C
[to — h,t*] = I. Claramente, [t — h,t] C [tp — h,t*] = I. Portanto, para s € [to,t.)
tal que |t —s| < &', temos que s + 0 € I, para todo 6 € [—h,0]. Do mesmo modo,
t+6 € I paratodo 6 € [—h,0]. Logo, ses € [ty, t.), |t —s| < ¢, entdos+60,t+0 c1e
|t+0— (s+0)| <¢, paratodo 8 € [—h,0].
Assim, pela continuidade uniforme de x, para s € [ty, ), |t —s| < &', tem-se

|x(t+6) —x(s+6)| <e, paratodo 6 € [—h,0],
o que implica que

|x; — xs]] = max |x(t+0)—x(s+0)] <e.

|x
0e[—h,0]

De modo inteiramente andlogo, uma vez que x é continuamente diferencidvel, sua

derivada dx é continua, logo existe 6* > 0 tal que, para todo s € [y, t,) com |t —s| < 6%,
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tem-se
||ox; — 0xs]| < €.

Tomando 6 = min{¢’, 5*}, obtemos
s € [to,te), |[s—t <= ||xr — xs5]|l1 = ||t — xs|| + || 9% — x| < 2e.

Portanto [to,t,) D t — x; € C! é continua. Além disso, de modo anélogo, temos que
[to, te) D t +— dx; € C é também continua.

Como x é continuamente diferencidvel, sua derivada x’ é uniformemente continua
em intervalos compactos. Seja t € [tg, t,) e considere « > 0 tal que t + a < t,. Assim,
x" é uniformemente continua em [ty — i, t + a]. Logo, dado € > 0, existe 1 > ¢ > 0 tal

que, para todos u, v € [tg — h,t + a] com |u — v| < J, temos
|x' (1) — x'(v)| <e.

Paracadas € [—h,0]en € Rtalque || <det+s+n € [to—h,t + a], temos

1 1
|x(t+s+17)—x(t+s)—17x’(t+s)|:‘/0 x’(t+s+917)17d9—/0 x’(t—i—s);yd@‘

1
< /O X (45 + 0y) — x'(t +5)| 7] d6

<eln| <ed <e.
Portanto, para || < J, temos
It )~ Tot) = il = max [x(t47+5) ~x(t+5) (1 +5)] < e
SRS

Logo I, (t) = x}, como queriamos mostrar. O

Proposic¢do 1.2.5 ([37], Proposigdo 2.3). Seja x: [t — h,s|] — R", t < s, continuamente
diferencidvel, com x; € C? e r > 0. Entdo existe uma funcdo y: [t — h,s] — R" duas vezes
continuamente diferencidvel tal que y; = x; e

[y (u) — x'(u)| < r, paratodou € [t,s].

Demonstragido. Sem perda de generalidade, consideramos que n = 1. Por hipétese,

x| (1,5 € continua, logo, pelo Teorema da Aproximagao de Weierstrass (Ver Apéndice
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A), existe p um polindmio com p(t) = x/(t) e p(s) = x(s), tal que
lp(u) —x'(u)] < %, para todo u € [t,s].
Para N € IN, considere a fun¢do ry: [t,s] = R dada por

) = ZU=2 O (5 _ niuety),

Logo,
() = (x"(8) = p'(1))e N0

e, em particular, \,(t) = x”(t) — p(t). Veja que, para todo u € [t,s], —-N(u —t) <0,
portanto,

(0 =P (O], wiun| < 20 = PO
N N
Seja N’ € N suficientemente grande tal que, para todo u € [t, 5],

X"(H) —p' ()] _r
N <7

()] =

()] <

Considere z: [t,s] — R" dada por z(u) = p(u) 4+ ry/(u). Veja que z é continuamente
diferenciavel,

Z() =p'(t) +ry(t) = p'(H) +x"() = p'(t) = x" (1)

Definimos y: [t — h,s] — R por:

x(u), set—h<u<t,
y(u) = u
x(t) +/ z(v)dv, set<u<s.
t
Como x'(t) = z(t) e x”"(t) = Z'(t), concluimos que y é duas vezes continuamente

diferenciavel. Pela defini¢do, y; = x;. Para u € [t,s], temos

[x"(u) =y ()| =[x (u) = z(u)| = [ (u) — p(u) —rn ()]

< ') = p()| + ()] < 5 + 5

2 ="

concluindo a demonstragao. O
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A préxima definicdo trata da extensdo de fungdes.

Defini¢ao 1.2.6 ([37]). Sejam ¢: [—h,0] — R", ¢: [—h,0] — R" e ¢: [—h,0] — R" tais
que ¢ € C, ¢ € Clep € C% Definimos as extensoes ¢¢, ¢ e ¢ destas funcdes em [—h, o)

por
#(8) = {(,b(t), se —h<t<0,
$(0), set>0,
(1) = { o(t), se —h<t<0,
¢(0) +t¢'(0), set>0,
e

() = ¥(t), se —h<t<0,
¥(0) + ty'(0) + %W’(O), set>0.

O préximo resultado traz importantes propriedades de fungdes nos espagos C e C!

que serdo fundamentais em nosso estudo.
Proposicao 1.2.7 ([37], Proposigdo 2.4). As seguintes afirmagdes sio vdlidas:
i) Parag € Cet >0, [[(¢°):]l < ll¢ll-

ii) A aplicacdo [0,00) x C* > (t,¢) — (¢); € C! é continua. Para ¢ € Ct,

(¢)" = (9¢)° e Lip((¢)") < Lip(99),

eparatodot > 0,

19Dl < (1 + 1)1l
iii) A aplicagio [0,00) x C2 3> (t,¢) +— (¢?); € C? é continua. Para ¢ € C?,
(9™)" = (9¢)" e Lip((¢™)") < Lip(229),

eparatodot > 0,

2
el < (1++ 5 ) gl

p(t+0), t+0¢e[—h0)],

Demonstragio. i) Note que (¢°):(0) = ¢°(t+0) = {
$(0), t+6>0.

Logo, para todo 0 € [—h, 0], temos:
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[(¢9):(0)] < l[oll-

Portanto, para todo t > 0, segue que:

1(@°)ell < lloll, (1.5)

obtendo o resultado desejado.

ii) Primeiramente, vejamos que, por definigao, ¢: [—h,c0) — R" é dada por:

(Pd(t){ o),  —h<t<,
$(0) +t¢'(0), t>0.

Com isso, obtemos

(Mﬂa{ﬁm’hgtga
¢'(0), t>0,

ou seja,
(97) = (99)". (L6)
Sejam x,y € [—h, c0) tais que x # y. Se x,y € [—h,0], temos:

(") (x) = (@) (W)| _ [99(x) — 9¢(y)|
[x =yl [x =yl

< Lip(9¢).

Sex € [—h,0] ey € (0,00), temos

(@) (x) = (@) ()| _ [9p(x) —0¢(0)] _ [9¢(x) — 9¢(0)|

< < Lip(9¢).
P P =0 p(aP)

Se x,y € (0,00), entdo

(@) (x) = (¢7)' ()] _ [99(0) — 3¢(0)|
x —y] [x —y

=0 < Lip(0¢).

Portanto,
Lip((¢")') < Lip(3¢).
Vamos agora provar a continuidade da aplicacdo no ponto (t,¢) € [0,00) x Cl.

Dado € > 0, seja py(7) = ¢(0) + 7¢'(0) 0 polindmio de Taylor de grau 1 de ¢ em torno
de 0. Pela continuidade de ¢ em 0 e pela aproximacgao de Taylor em torno de 0, obtemos
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€

5> 0talquese T € [—h,00),|T—0| < J,entdo [¢p(T) —¢(0)| < §e|pyp(T) —$(0)] <5,
implicando que |¢(T) — pyp(T)| < €.
Seja (s, 1) € [0,00) x C! tal que

[t @) = (s, ) lrxcr = [t —s[ + [[¢ — ¢[[ + [[0p — o¢|| < min{e, 4,1}
Por definicdo, para 0 € [—h, 0], temos
p(t+0) —p(s+0)|, t+6e[-h0], s+0¢€][-h0],
|p(t+6) —py(s+0)|, t+6¢€[-h0], s+6¢c(0,0),

lpp(t+0) —p(s+0)|, t+6¢€(0,00),s+6¢€[—h0],
pp(t +6) —py(s+0)|, t+60¢c(0,0), s+6 € (0,00).

¢ (t+0) — ¢ (s +0)| =

Assim, temos 0s seguintes casos:

Caso1: t+0,s+6 € [—h,0].
Nesse caso, [¢9(t +0) — ¢(s +0)| = |p(t +86) — (s +6)|. Logo,

(£ +0) = (s +0)[ < [@(t+0) = P(s +0)| + |¢(s +60) — (s + 0)]
= p(t+0) —¢p(s +0)[+ (¢ —¢)(s + 6)|
< [logll[t = s[ + [l — i
< (gl +1)e.

Caso2: t+0 € [—h,0les+6 € (0,00).
Nesse caso, |¢?(t +0) — ¢ (s +0)| = |p(t+6) — py(s +0)|. Como t+6 < 0 <
s+0el|(t+0)—(s+0)|=|t—s| <d, entdo|(t+6) — 0] < J. Logo,

(£ +0) = py(s +6)| = [@(t +60) = pp(t +6)| + |pp(t +0) — py(s +0)]
< [@(E+6) — pp(t+6)| +|¢(0) — 9(0)]
+[(t+6)9'(0) — (s +0)y'(0)]

S p(E+6) = po(t+0) + [l — ]
+](t+0)9'(0) — (t+0)y'(0)|
+](t+0)¢'(0) — (s +0)y'(0)]

S p(E+0) —pp(t+0)| + ¢ — v
+1t+0]1¢"(0) — ¢'(0)[ + |t — s][¢'(0)]
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[p(t+0) —pyp(t +6)[ + [l¢ — ¥

([t +161)[[0¢ — o[ + |t — s[[log]|
[p(t+6) —py(t +6)[ + [l¢ — 9

([t] + [R])[|og — oy || + [t — ][y
e+e+ (|t|+ |h])e + €0y

2e + (|t[ + |h])e +e([[op — 99|l + [|99]])
2e + (|t[ + |h])e +e(1 + [9¢]])

= B+ [t|+ [n] + [[0¢]])e.

INCINOIN N A

Caso3: t+0 € (0,00) es+0 € [—h,0].
Nesse caso, |¢7(t +0) — (s +0)| = |pp(t +0) — (s +6)]. Comos+6 <0 <
t+0el|(s+0)—(t+0)=|s—t| < entdo|(s+6)—0| <de|(t+6)—0] <é.

Logo

pp(t+6) — (s +6)]

Caso4: t+0, s+ 0 € (0,00).

Pp(t+0) — (s +0)| + [p(s +6) — (s +0)]
pp(t+0) — (s +0)|+ [l — ¢

o(t+0) —P(0)| +[¢(0) —p(s +0)| + [l — ¢
+ € = 2e.

NN NN

NI S
+
TR

Nesse caso, |¢?(t +0) — (s +0)| = |py(t +6) — py(s + 0)|. Logo,

Em todo caso, temos

< max{(|9g]| + e,

¢(0) — (0)| + |(t +6)¢'(0) — (s +6)y'(0)]
¢(0) — 9 (0)] + [(£ +6)¢'(0) — (t+6)y'(0)]
+[(t+0)¢'(0) — (s + 0)y'(0)]

< g = wll + (It + [r) 0@ — o]l + [t — s[|og]

<l =l + (e[ + [h)[0¢ — 99| + e([|op — 9]l + [[99]])
< e+ ([t + [h])e+ (14 [|og])e

= (24 [t + [A] + [[9g])e.

(9% (t+6) — ¢(s +6)]
B+ [t + 1] + l9¢l))e, 2¢, (2 + [t + [h] + [[94]))e }
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= (34 |t| + |h| + ||o¢])e, 6 € [—h,0].

Portanto,

1) = (sl = max 97(040) — (s +6)| < Ke, 17)

em que K = (3+ |t| + || + ||9¢]])-
Por outro lado, de forma analoga a Proposi¢do 1.2.4, a aplicagdo [0,00) > T
((0¢))r € C é continua. Portanto, existe §* > 0 tal que

s € [0,00), [t —s[ <& = [|((9¢))r — ((99)°)s]| <e. (1.8)

Assim, se (s, 1) € [0,00) x C! for tal que ||(t,¢) — (s, 9)||gxct < min{é,€,1,5*},

vale que

19(6")e — a(y?)sll = 11(2¢™)e = @Ml = 1((9")")e = ((¥*))s

< €+e€=2e. (1.9)
Logo, por (1.7) e (1.9), temos:

19t = (@Dslh = 197 = sl + 18(¢™)e — d(y?)s|| < Ke +2e = (K +2)e.

Portanto, a aplicagao [0,00) x C! 3 (t,¢) > (¢%); € C! é continua.
Finalmente, seja t > 0. Para 0 € [—h, 0], temos

p(t+90), set+60 <0,

dt9 — p ) =
(¢%):(0) = ¢°(t+6) {4)(0)—1—(1‘—1—9)47/(0)/ set+60>0.

Considere o caso t + 6 > 0:

[(@")e(8)] = [¢(0) + (¢ + )¢ (0)| < [lgll + £ + 6[]|99].
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Comot+60>0e0 <0, entdo —t <0< t+60 <t ouseja, |t+ 0| <t Dai

(@) ()] < llgpll + tllog].

Claramente, a desigualdade acima também vale quando t + 6 < 0. Logo,

19Dl = max [(¢):(6)] < llgll + tog.

—h<60<0

Por outro lado, 3(¢?); = ((¢?)"); = ((9¢)°); e, pelo item i), obtemos

o)l = 11((@)°)ell < [[0g].

Portanto,

1@D)elln = (@Ml + 1@l < lIgll + tllog] + o]l < (1+8)[1plls,

provando o item ii).

iii) Demonstracdo andloga ao item ii). [

Proposigao 1.2.8 ([39], Proposigdo 3.2). Seja ¢ € C!, ¢ € C2. Entdo, para0 < t < h,
temos:

19(¢1)ell < max_[¢'(0)], [|00(p™)]| < max [|p”(0)]e

t—h<6<0 t—h<0<0

(™)l < max (|9'(8)] + |y (0)]).

t—h<6<0

Demonstraciio. Pelos itens ii) e iii) da Proposicdo 1.2.7, temos que d(¢?); = ((9¢)°); e
99(y?); = ((90)°); e portanto valem as duas primeiras desigualdades. Novamente
pelo item iii) da Proposicdo 1.2.7, temos que d(¢™); = ((dy)?);. Para —h < u < 0,
temos

oP(u+t), u+t<0,

ddy (1) — ) (u) =
() (u) = ((9)")(u) {a¢(0)+(u+t)(a¢)/(o), u+t>0.

Casol: u+t > 0.
Como t > 0, temos que |u + t| < t. Logo,

(™) ()] < [0y (0)] + [ + £][(9)' (0)| < max_ (13 (6)] + t]y"(0)]).

t—h<0<0

Caso2: u+t<0.



1.2 Resultados bésicos 29

Nao é dificil ver, neste caso, que a desigualdade acima também é satisfeita, obtendo

o resultado desejado. O

Proposigao 1.2.9 ([37], Proposicdo 2.5). Suponhaqueg: W C C x C! - R", W C C x C!
aberto, satisfaz (¢0). Entdo todo segmento x; de qualquer solugio x: [tg — h,t,) — RR" da
equagio (1.1) estd contido em X1, onde X1 = {p € Uy : ¢'(0) = g9y, ) }.

Demonstragido. Como x € solugdo da equagdo (1.1), para t € (to, t.), temos que x; € Xj,
pois
(x1)'(0) = (x')¢(0) = x'(t) = g(9xs, x:).

Além disso, x;, € Uj pela definicdo de solugdo. Pela continuidade de g e das aplicagdes
dadas na Proposicdo 1.2.4, temos

(34,)/(0) = ¥ (t0) = lim x'(t) = lim g(dxt, %)) = (01 ),

provando o resultado. L
O resultado a seguir traz uma propriedade muito importante da aplicagao D,g;.

Proposicio 1.2.10 ([37], Proposigdo 2.6). Suponha que g: W C Cx C! — R", W C
C x C! aberto, satisfaz (¢3). Entio a aplicagio D,g1: Wy — Z(C x C,IR") é localmente
limitada, onde g1: Wi — R" e W; = WNC! x CL.

Demonstragio. Seja (¢o, o) € Wi. Pela continuidade da aplicagdo W; x C x C >
(o, 0, x,0) — Deg1(¢,9)(x,p) € R" em (¢, P0,0,0), existe uma vizinhanga N C
Wi de (¢o, o) em C! x Cl e r > 0 tal que |D.g1(¢, ¥)(x,p)| < 1para (¢, ) € N
e [|(x.p)llexc < r. Consequentemente, |Deg1(¢,%)(x,p)| < 7 para (¢,4) € N e
|(x,0)llcxc < 1. Portanto, para todo (¢, ¢) € N, temos:

1
[Deg1(®, P)ll 2cxcrny = sup  [Deg1(¢, ) (x,p)| < o
[(x0)llcxc<1

obtendo o resultado desejado. O

Proposicao 1.2.11 ([37], Proposicado 2.7-(i)). Suponha que g: W C C X Cl 5 R", W C
C x C! aberto, satisfaz (¢1) e que K C W ¢é compacto. Entdo existem A € (0,h), uma vizi-
nhanga N C W de K em C x Cler > 0 tais que, para todos (¢, ), (¢1,¢) € N com

1@, ) = (P1,¥)llcxer = ¢ = il <7 e ¢(t) = ¢1(t), £ € [=h, A,
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temos

8@, p) = g(P1,¥).

Demonstragio. Para cada (¢,717) € K, tome € = €(¢,17) > 0e A(p,n) € (0,h) tal que,
para

N(g.n) = {(@7) € CxC : l@7) ~ (9 mllcxcr < elg,m)},

a conclusdo de (gl) vale. Considere

N'(p,1) = {(ﬁﬁ) cCxC @7 — (@1 |lexer < 6(4)2,17) }

Logo,
Kc U Non).
(¢i)€K
Como K é compacto e {N'(@, 1) y,)cx} € uma cobertura aberta de K, existem finitos
(91,11), s (Pm, m) € K tais que

m
K [JN'(gim).
i=1
Seja
A= min A(g;, 1), N = GN/((P 7)) e *= min e(i 7i)
i=1,...m o i1 o i=1,...m 2 )

Assim, se (¢, ), (¢1,¢) € N forem tais que [|(¢, §) — (¢1,¥)llcxct < e dp(t) = ¢1(t)
parat € [—h, —A], existe k € {1,...,m} tal que (¢, ¢¥) € N'(¢x, 1x) € N(@x, 17x). Como

(@1, 9) — (Pr 1) lexer < (@ 9) — (Pr. ) lexer + (@ ¥) — (9 11 [l o
€(Pr, k) < €(Pr, k) + (P, k)

2 = 2 2
= €(@x 1k),

<r—+

entdo (1, ) € N(@k, 1r). Além disso, como —A > —A(y, k), entdo ¢(t) = ¢1(t)
para todo t € [—h, —A(¢x, 1;)]. Portanto, g(¢, ¥) = (1, ). O

Corolario 1.2.12 ([37], Corolério 2.8). Suponha que g: W € C x C! — R", W C C x C!
aberto, satisfaz (g1) e (g3) e seja K C Wy um subconjunto compacto de C' x Cl. Entdo
existem A € (0,h), uma vizinhanga Ny C Wy de K em C! x Cl e r > 0 tais que, para todos
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(‘PI 170)/ ((Plr EL’) € Nj com
||(‘Pr'ab) - (¢1r§b)||c1><c1 = ||f/’ - 4’1||1 <re (p(t) = ¢1(t),t c [—h,—A],

e para todos (x,p), (x1,p) € C x C com

x(t) = xi(t),t € [=h,—4],

temos

Deg1(¢, ¢) (X, 0) = Deg1(P1, ¥) (X1, 0)-

Demonstragdo. Como a aplicacdo incluséo i: C' x C! — C x C!, dada por i(¢, 1) =
(¢,¥) é continua, entdo K é também um subconjunto compacto de C x C!. Sejam
A € (0,h), N C W vizinhanca de K e ¥ > 0 como garantidos pela Proposigdo 1.2.11.
Entdo N; = NN (C! x C!) = i~!(N) C W; é uma vizinhanca de K em C! x C!. Dados
(@, 9), (¢1,9) € Ni tais que

1@, 9) = (@1 P)llcixcr = I — ¢ille <7 e @(t) = ¢1(t), £ € [=h, —A],

considere x, x1 € C! com x(t) = x1(t), parat € [~h, —A]. Para s € R suficientemente
pequeno, temos que (¢ +sx, ), (¢1 +sx1,¥) € Ny C Ne

[(¢+sx,9) — (1 +sx1, %) lcrxer < @ — Palla + Islllx — xall <.

Logo, pela Proposicdo 1.2.11, temos

81 +sx, ) — 81(¢, ¥) = g1(P1 +5x1,¥) — 81(¢1, ).
Isto implica que

Dig1(¢, ¥)x = lim 81(P+sx, ) —g1(p,¢) _ lim g1(¢1 +sx1, ) — g1(p1, V)

s—0 S s—0 S

= D1g1(¢1, ¥)x1-

Analogamente, para p € C!, obtemos

Dag1(¢, ¢)o = Dag1(¢1, ¥)p.
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Portanto, temos

Dg1(¢, ¥)(x,p) = D1g1(¢, ) x + D2g1(¢, ¥)p = D1g1(P1, ¥)x1 + Dag1(p1, ¥)p
= Dg1(¢1,9)(x1,0)-

Agora, sejam yx, x1 € C tais que x(t) = x1(t) parat € [—h, —A]. Tome sequéncias (x™)
(xi") em C! que convergem em C para yx e x1, respectivamente, satisfazendo

X"(t) = x"(t),Yym € Net e [—h,—A].

Seja p € C. Tome uma sequéncia (p™) em C! que converge em C para p. Usando a
continuidade da aplicagao (¢, ¥, x, p) — D.g1(¢,¥)(x, p) dada em (g3), obtemos

Deg1(¢,9) (X, p) = lim Deg1(¢, ) (x™,0™) = lim Dg1(¢, ¢)(x™ ™)
= T%%Dgl(fl’l/’#)(xﬁpm) = nlig;oDegl((PlfllJ)(XT/Pm)
= Deg1(¢1,9)(x1,0),

o que nos leva ao resultado desejado. O

Proposigao 1.2.13 ([37], Proposicdo 2.9). Suponha que g: W € Cx C! — R", W C
C x C! aberto, satisfaz (¢3). Seja tg < t, < co. Suponha que q: [to — h,t,) — R"ec: [tg —
h,t.) — R" sio continuamente diferencidveis e que (g, c;) € Wy, para todo t € [to, t.). Entio
a fungio gqc: [to, te) — R" dada por

Sq.c(t) = g1(qt, cr)

é continuamente diferencidvel, com

80.c(t) = Deg1(qs, ct) (941, 9cy), Vt € [to, te).

Demonstragio. Seja t € [ty,t.). Tome N C Wj uma vizinhanga convexa de (g;,¢;) em
C! x C!. Pela continuidade da aplicacio [to,t.) > T + (gr,cx) € C! x C!, garantida
pela Proposicdo 1.2.4, existe € > 0 tal que, para todo s € (—€,€) de modo que tp <
t+s < t,, temos

(@t+s,Crts) € N.

Para s # 0 nas condi¢Oes acima, por uma versao adaptada do Teorema Fundamental
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do Célculo (Veja Apéndice A), temos

8q.c(t+5) = &g.c(t) = 81(Grts crrs) — 81(q1,¢1)
1
= || Dga((qu,e0) + 8(arss€rs) = (a1, e0)) (e €ess) = (arc0))a8

1
= /0 Dg1((qt,ct) + 60(Ge+s — Gt Cts — Ct) ) (Gt+s — qGt, Ceys — Ct)d6.

Portanto,

8q.c(t +5) — &q.c(t) — sDeg1(qr, ct) (991, dct)
= /01 Dg1((qt,ct) + 0(Gess — Gt Crrs — 1)) (s — b, Coies — €1)dO
—sDeg1(qt, ct) (941, 9ct)
=5+ [ [Dega (e + 00arss = gt cese = ) (Hese = ) Herse = o))
—D.g1(q¢, ¢t) (99t 8ct)} do.
Veja que, para 6 € [0, 1], temos
1(qe,ct) + 0(qees — s ceas — cb) = (qr,¢t) [lereer = [10(qe+s — s crps — ¢t ler e
< |[(Ge4s — G Cts — 1) || crx

Por outro lado, como a aplicagio [to, t,) > T+ (g, cr) € C! x C! é continua, (g¢, ¢;) +
0(Gt+s — qt, Ct4+s — ¢¢) converge uniformemente em relagdo a 0 € [0,1] para (g¢,¢¢) em
C! x C!, quando 0 # s — 0. Além disso, pela Proposicdo 1.2.4, temos que

1

g(ﬂlt+s —q¢) — 0qy, %(Ct+s —¢¢) = dcy em C quando 0 # s — 0.

Pela continuidade da aplicagdo Wi x C x C 3 (¢, 9, x,p) — Deg1(¢, ¢)(x,p) € R" no
ponto (g¢, ¢t, 9g¢, 0ct), garantido por (g3), concluimos que

1 1 1
] [Des (1,60 +0atss = st =) (010 =0 crss = o)

—Degl(qt,ct)(aqt, aCt)]dQ — 0 € an,

quando 0 # s — 0. Portanto g, . é diferencidvel em ¢, com derivada

80.c(t) = Deg1(qt, ct)(99t, ct).
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Além disso, a continuidade de g; . ¢ garantida pela continuidade das aplicacdes
[to, te) 2 T+ (Gr,c1) € ClxCle [to,te) © T+ (0gr,dcr) € C x C

e pela continuidade da aplicagdo citada acima dada em (g3). [

Corolario 1.2.14 ([37], Coroldrio 2.11). Suponha queg: W C C x C! — R", W C C x C!
aberto, satisfaz (g0) e (g3). Entdo todos os segmentos ¢ = x; de qualquer solugdo duas vezes
continuamente diferencidvel x: [ty — h, t.) — R" da equacio (1.1) pertencem a Xy,

Demonstragido. Como x é solucdo da equagdo (1.1), pela Proposicdo 1.2.9, x; € Xj.
Como x; € C?, logo xy € Xo = X1 N C2 para todo t € [to,t.). Resta mostrar que
ox¢ € Tpx, Xo, para tg < t < t,. Considere a fungéo g.: [to, t.) — R" dada por

8+ (t) = g((x")t, x1), t € [to, o).

Para tg < t < t,, como x e x’ sdo continuamente diferencidveis, temos que () =

21((x")¢, x¢). Logo pela Proposigado 1.2.13, g, é continuamente diferencidvel, com

8. (t) = Deg1((x")t, x1) (3(x')1, 0xy).

Como x é solugdo da equagdo (1.1), temos x'(t) = g(9xs, x;) = g«(t). Logo,
(9x¢)'(0) = x"'(t) = gL (t) = Deg1(dxt, x¢)(d(9x1), 9xt),

portanto, x; € Xp,. O



Capitulo

2

Semifluxo continuo

Neste capitulo, vamos apresentar a definigdo de semifluxo gerado pela solucdo ma-
ximal de:
x'(t) = g(9x¢, xy), (2.1)

onde ¢: W C Cx C!, W C C x C! aberto, bem como apresentaremos suas propri-
edades. Mais precisamente, iremos mostrar que os semifluxos gerados pela solugdo
maximal de (2.1) em certos conjuntos sdo continuos. Na primeira se¢do, investigare-
mos o semifluxo em X;,, onde X;. = {¢ € X; : Lip(dy) < oo}.

Na segunda secdo, vamos mostrar que X, = X; N C? é uma subvariedade de codi-
mensdo 1 em CZ, além de tratar do semifluxo em X, C X5, onde Xy, = {p € Xy :
dyp € T,y X5 }. Todos os resultados podem ser encontrados em [37].

2.1 Semifluxo em um subconjunto de C!

Nesta segéo, vamos assumir que g: W C C x C! — R", W C C x C! aberto, satisfaz
as condigdes (g0), (g1) e (g2). Considere o seguinte PVI

x'(t) = g(9xt, xt),

(2.2)

A préxima proposicdo fornece condi¢des que garantem a existéncia de solugdo local

para o PVI (2.2), e pode ser encontrada em [37].

Proposicao 2.1.1 (Existéncia Local - [37], Proposicdo 4.1). Para todo § € X, existe uma
solugdo x: [—h,t,) — R",0 < t, < 0o, para 0 PVI (2.2).
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Demonstragiio. Para T > 0, seja C o espago de Banach das fungdes continuamente
diferenciaveis u: [—h, T] — R" com uy = 0, com a seguinte norma:

— t (1.
lullyr = max Ju(t)]+ max [u(t)

Considere ¢ € X;.. Seja A = Lip(dyp) < oo. Sejam N C W uma vizinhanca de (9, ¢)
em C x C!, A € (0,h) e L > 0 tais que valem as conclusdes em (g1) e (g2). Considere
r>0eT € (0,A) suficientemente pequeno tal que, para todo u € Ck com ||uljyr <re
para todo t € [0, T], tem se

@yf, ¢! +ur) € N e (Q(yf +us), pf +us) €N (2.3)

2LT(A4+1) <1 e 2LT(A+1)r 4 (T +1) maXT\g(alpg, 1) — gy, p)| <r, (24)

NN

onde ¢ = (7).
Para u € Ck, pela continuidade de g e das aplicacdes [0, T] > t +— ¥, [0,T] > t
([Jf + uy, temos que a aplicacdo

[0, T] = t = g(agf, v + ur) € R”

é continua. Seja Fr o conjunto de todas fun¢des de [—h, T] em R". Defina a aplicagdo
A = Ayr: C} — Frpor
0, se —h<t<0,

A t) =
o /ot (8(alp§,¢§ +us) — g0, ))ds, se0 <t <T.

Assim, para u € Ci, temos que A(u) é diferencidvel em [—h,0) U (0,T]. Em t = 0,
a derivada a esquerda existe e é igual a 0 € R”, enquanto que a derivada a direita

existe,2 pelo Teorema Fundamental do Célculo e é igual a

g(yg, ¥3 + ug) — g(3y, p) =0 € R,
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pois 0y = oy, Y& = v e up = 0. Logo,

/ 0, se —h <
Ay ={
(o), Yf +up) — g9, ¢), sel <t <

é continua, ou seja, A(u) € CL.

t <0,
T,

Sejam u, v € Ci tais que |[ull1,r < rellv|l1r < 7. Sejamw = A(u),z = A(v) et € [0,T].

Entao

lt) = 20)] = | [ (s(@y e+ ) — (0,4 +0.))ds

< [ 1309898+ ) — 5098, yd + 0. ds
< tmax |g( oy, p? + us) — g(ay?, y? +0s)|

0<s<t
(82)
= . d _
< tnggé(sz(alps) +1)|Jus — vs|
<tL(A+ 1)(1)max |1s — vs]|
< tL(A+1) max [u(s) — o(s)]

—h<s<t

S LA+ D)[lu = ol 7,

Para obter as desigualdades acima, usamos o fato que Lip(dy?)

Analogamente, temos

< Lip(ay) < Lip(3y).

' (1) = 2' ()] = |9y, i +ur) — g, i +o1)|

S LA+ D[ur — v
< L(A+1) max \u( ) —ov(s)].

_h\ \

Por outro lado, note que:

S(u'(r) o/ (1))dr

/ lu' (T T)|dt

< 0) — ' (0
Sorgggslu( ) —2'(0)]

<t ") —o'(6
irgyu() v'(0)]

|u(s) —o(s)| =

(2.5)
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< tHu—olly,1, (2.6)
para 0 < s < t. Combinando (2.5) e (2.6), temos:
|w'(t) =2/ (8)] < L(A + Dt|u = ofJy,7-
Portanto,

|A(u) = A(v) [,y = max [w(t) —z(t)|+ max [w'(t) —2'(t)]

—h<t<T —h<t<T
STLA+1)[ju —oll, 7+ LA+ 1)T||u—v||yr
—OTL(A+1) |1 — 0|1 1-

De (2.4), temos que 2TL(A + 1) < 1, logo, a restricdo de A na bola fechada EC% (r) =
{u € CL : ||uljy,r < r} é uma contragio.
Para u € EC%(r), temos:
[AG) [l < |A(u) = AQ) [y, + |AO) 1,7
t
[ (5@t 44 - 509, 9))ds

+ max [¢(ayf, yf) — g(@y, ¢))|

0<t<T

S2TL(A+1)||ullr, + [max

<t<T

T
<2TL(A+1)r+/O |g(gd, vi) — g (0w, ) |ds
+ max [g(0yf, ¢f) — g(0y, 9))|

0<t<T
<2TL(A+1)r + T max |29, yf) — 2(0y, ¥)|
+ max [g(9yf, ¢f) — g9y, ¥)|

0<t<T
2.4)
=2TL(A+1)r+ (T + 1)0r£1ta<xT]g(81pf, gbf) — g(alp,gb)‘ < 7.

Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach (Ver Apéndice A), existe um ponto fixo
u € ClLde Acom |lulyr < r. Afungdo x: [—h, T] — R" dada por x(t) = $(t) + u(t)

é continuamente diferencidvel e xyp = ¢. Devido a (2.3), temos

(axt,xt) = (a(lpf +ut),lpf + th) ENCW



2.1 Semifluxo em um subconjunto de C! 39

X () = (") (t) + ' (£) = ¢/ (0) + g(Oyf, ¥ +ur) — g3y, ) = YT, ¢ + uy),

para 0
T—-A

t <T.Comouyg=0para0 <t <Te—-h<s< —A temos —h <t+s <

<
< 0. Logo,

oy (s) = () (¢ +5) = () (¢ +5) + 1/ (t +5) = A(Y{ +1r) (5)-

De (2.3), temos (3y¥, ¢ + u;) € N, portanto, de (g1) segue que

gy, pf +u) = AW + i), 9f +ur) = g(0x1, x1),
para0 <t < T, isto é, x é solugdo do PVI (2.2). O]

O préximo resultado garante que a derivada de qualquer solugdo da equagéao (2.1),
com x¢, € X4, é localmente Lipschitz.

Proposic¢do 2.1.2 ([37], Proposicdo 4.2). Para qualquer solugio x: [to — h,t.) — R" da
equagdo (2.1) com xy, € X1, sua derivada x': [tg — h, t,) — R" é localmente Lipschitz.

Demonstragido. Sem perda de generalidade, considere ¢ty = 0. Temos que
0e A= {t €[0,¢) : x"[_h,ﬂ é Lipschitziana} #Q,

pois xg € Xj4. Suponha que s = sup A < t,. Sejam N uma vizinhanga de (9dx;, xs),
A € (0,h) e L > 0 tais que valem as conclusdes de (gl) e (g2). Pela continuidade
da aplicacdo [0,t,) > t — (dx;,x¢) € C x C!, existe € € (O,%) tal que s +€ < to e
(0xt,xt) € Nparat € [s—¢€,5+ €] N[0,00). Pela defini¢do de s, para algum u > 0 em
(s — €,s], arestricdo x/| ) € Lipschitziana. Supondo que x" = (1, &, ..., Cn), S€ja pi 5,
0 > 0, o polindmio tal que maxy,<r<s+e |Pis(T) — Ci(T)] < \% paracadai = 1,..,n,

garantido pelo Teorema da Aproximacdo de Weierstrass (Ver Apéndice A). Definimos
Ys: [—h,s+€] = R" por ys(t) = (y1,6(t), Y2,s(t), ... Yns(t)) em que

) — { &), sete[—hul,

pis(t), set € [u,s+e.

Como p;s(u) = ¢;(u), ys estd bem definida. Pela Proposigdo 1.2.1 temos que y; é
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Lipschitziana e vale que

5 2
/ o — 2 —
22 W@ =@ uz?s;;e\/i'm ~aor<yn(5) o

Para 6 > 0 suficientemente pequeno, temos que y =ys étal que (y, x¢:) € N para u <
t<s+e Assim, parau <t<s+ee—h<w<A temos—h<t+w<s+e—A<u
Logo, yi(w) = y(t + w) = x'(t + w) = Ixs(w ) Portanto, para t, T € [u,s + €], temos

(1)
(1) — x'(7)| = [g(0xt, xt) — g(3xr, x2)| £ 8 (yt, xt) — g (Y, x7)]
92)
< L(llys — yell + (Lip(ye) + 1) |lxr — x<|)

L
L( _max [y(t+0) —y(r+9)]
(

+(Liply) +1) _max [x(t+0) — x(t+0)])

<L (sz )|t — 7|+ (Lip(y) +1) max |x’(v)||t—r|)

—h<v<s+e

— 1 (Lip) + (Lip) +1)_max Vo)1) 1=,

—h<v<s+e

Consequentemente, x| (—hs+e] € Lipschitziana, contrariando s = sup A. Logo, sup A =
te. O

O resultado abaixo garante a unicidade de solugao local do PVI (2.2).

Corolario 2.1.3 (Unicidade - [37], Corolario 4.3). Se x: [—h,t,) — R" ey: [—=h,t.) —
R", 0 < t, < 00, sd0 solugdes do PVI (2.2), entdo x = y.

Demonstragio. Suponha que x # y. Como xy = Yo = ¢, entdo
A={te[0,t) : x(u) =y(u) para—h <u <t} #Q.

Logo s = sup A < t,. Pela continuidade de x e y, temos x(u) = y(u) para —h < u <'s,
isto é, s € A. Sejam N uma vizinhanca de (dxs, x5), A € (0,h) e L > 0 tais que valem
as conclusdes de (gl) e (g2). Pela continuidade das aplicagdes [0,t,) > t +— x; € Cle
[0,t,) >t +— y; € C!, garantida pela Proposicdo 1.2.4 e pelo fato de que xs = ys, existe
o € (s, te) N (s,s + A) tal que, para todo u € [s, 0], temos

(0xy,xy) € N, (Oyu,yu) € N e (0xy,yu) € N
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Assim, paras < u < oce —h < w < —A, temos que —h < u + w < s e, portanto,
9, (w) = /(1 + w) = ¥/ (u + w) = Ay, (w).

Sejas < t < 0. Como x(s) = y(s), temos

[ 6 w) =y )

< [ 1) -y (u)ldu

[x(t) —y(H)] =

= | 180w x0) = 8(3yus yu)du

(g) [*
[ 190, x4) — g0, yu) |du

S

(gé) /St L (Lip (x'|[_h/(7]) + 1) [ — yulldu

< L(t—5s) (Lip (x’][_h,go + 1) max |x(u) — y(u)|, (2.7)

s<u<t

onde esta ultima desigualdade segue usando o fato que x(u) = y(u), para —h < u < s.
Tome T € (s,0) tal que

L(T =3) (Lip (¥][ney) +1) < 1. 2.8)

Seja t* € [s, T] tal que |x(#*) — y(+*)| = maxs<y<T |¥(u) — y(u)|. Logo,

[x(¢7) —y(#)] = max |x(u) —y(u)].

s<ut*

De (2.7) e (2.8), temos que
x(8) =y ()] < L(E =) (Lip (¥] ey ) +1) [2(8) = y(E)],
L(t*—s) (Lip (x’|[_h,a]> + 1> <1

Portanto, 0 = |x(t*) — y(t*)| = maxs<y<t |x(1) — y(u)|, ou seja, x(u) = y(u), para
todo u € [—h, T]. Assim, T < s = sup A, contrariando T € (s,0). Logo, x = v. O

Por outro lado, para obter uma solugdo maximal do PVI (2.2), considere ¢ € X1 e

tome

ty = sup{t, > 0 : existe x: [—h,t,) — R" solugdao do PVI (2.2)} < co.
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Logo, existe uma sequéncia x;: [—h, ;) — R" de solu¢des do PVI (2.2) tal que limy_, o, f¢
= ty. Pela unicidade de solugoes, temos que se f; < ¢}, entdo x; ] ity = ke Definimos
a solugdo maximal x¥: [—h, ty) — R" tal que x‘r"|[7h ;) = Xk- Dessa forma, temos

(x‘P)t = x;’b € X1+,Vt € [O, t¢)-

Seja
O = (J [0ty) x {9},
peXiy

Definimos G1: O — X1 por Gy(t,¢) = x;/J. Dessa maneira, {0} x X1+ C Q) e, para

todo ¢ € X1, G1(0,9) = xf = ¢.
O seguinte PVI
x'(t) = g(0x, xt),
X0 = lP € Xl—l—r

(2.9)

tem solucdo x¥: [—h,ty) — R". Seja 0 < t < ty e tome v = Gi(t,¢p) = x;p € Xi4.
Considere agora o seguinte PVI

x'(t) = g(9xy, xt),
Xo =17 € X1+/

(2.10)

que possui solugao x7: [—h, t,) — R". Definimos x: [—h,t + t;) — R" por

x¥ (1), se —h<T<Ht,
x(T) = (2.11)
xXT(t—t), set<T<t+1,.

Set—h<t<tentdo—h<Tt—t<0. Logo x"(t—t)=y(t—t) = x;p(r—t) =
x¥ (7). Portanto, x estd bem definida e é continuamente diferencidvel com derivada

dada por

. (x¥) (1), se —h<T<H,

Y(r=4 "
(x7)(t—t), set<T<t+t,.

Pela definicdo, xo = xg) = 1. Além disso, temos que, para 0 < 7 < f, (dxg, x¢) =
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(axf,xf) € Weparat < v <t+t,, (9x,x7) = (9x)_;,x)_,) € W. Finalmente

T—t' T
¥ (1) = () (7) = 8(3X$,x$) = g(0x¢, x7), se0 < T,
(x) (v —t) =g(ox)_,x1 ;) =g(0xr,xc), set<T<t+t,.

Portanto, x é solugdo do PVI (2.9). Logo, t +t, < ty, ouseja, para0 < s <ty = tg L(E9)

temos 0 < t+s < t+t, < ty. Agora, pelo Corolario 2.1.3 (Unicidade), x = x¥ | [—ht+t,)

e, como observado acima, x(7) = x7(t —t) parat—h < T < t+t,. Entdo, para
—h <0 <0, temos

(t+s+0)=x(t+s+0)=x"(t+s+0—1t)=x7(s+80),
o que implica em:
Gi(t+s,9) = xf, = ] = Gi(5,7) = Gi(s, Gi(L,9)).
Em resumo, para 0 < t < ty e0<s <« tcl(t,lp)’ temos que 0 <t +s < ty e
Gi(t+s,9¥) = Gyi(s, G1(t,9)). (2.12)

A préxima proposicdo serd importante para provar a dependéncia continua local
relativas as condigdes iniciais da equagéo (1.1).
Proposi¢ao 2.1.4 ([37], Proposicao 4.4). Seja i € Xy. Entdo existem T = T (i) € (0,ty)
e uma vizinhanca V de ¥ em C' com x’f € V,para 0 < t < T, tais que valem as seguintes

afirmagoes:
i) Paracada x € X14, T < tyouxt ¢ V,paraalgumt € [0, T| N[0, t).
ii) Para cada p € X114, com T < toex € V, paratodot € [0, T, existe c(p) > 0 tal que,
paray € Xi1 e, paracadat € [0,T) N[0, t,) tal que x! € V, para todo s € [0, t], temos

Ixd =€l < ep) I — pll1, Vs € [0,t].

Demonstragdo. Sejam N C W vizinhanga de (9y,¢) em C x C!, A € (0,h) e L > 0
tais que valem as conclusdes de (g1) e (g2). Pela continuidade da solugdo x¥, existem
uma vizinhanga aberta e limitada V de p em C' e T € (0,A) N (0, ty) suficientemente
pequeno tais que, para todos x, ¢ € V e para todo t € [0, T|, temos

(3xi,¢) €N, (3p,¢) e Nex! e V.
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i) Seja x € X1, e defina x = xX. Suponha que x} = x; € V, paratodo t € [0, T] N
[0,t,). Vamos mostrar que x’ |[—h,T]ﬂ[—h,tX) é Lipschitziana e, supondo que t, < T,
chegaremos em uma contradigdo. Para t € [0, T] N [0,ty), temos (9x%,x;) € N, pois
X=x €V CVex € VCV. Além disso, temos (dx¢,x;) € N, pois x; € V C V.
Desta maneira, para t € [0,T] N[0,ty) e para —h < s < —A, temos —h < t+5 <
T — A < 0,de modo que

xi(s) = (") (t+35) = 2 (t+5) = dxi(s).
Para todos t,u € [0, T| N[0, t,), temos:

(1) — 2 ()] = |g(0x, 1) — §(0x, 24|
1
S 1o (axd, 1) — g(ox, 1)
L(oxd — ax? | + (Lip(@x?) + 1)1 — xu])

_ d
_L( max 0x(t +6) — ox (1 + 0)|

+ (Lip(@xf) +1) max [x(t+6) — x(u+0)|)
0e[—h,0]
< L<eg[1a,;fo] Lip(ox™)|t — ul

+(Lip@x) +1)  sup XDl —ul)
Te[=hTIN[—hty)

e —ul+ (Lip(N)+1)  sup | (2]t —ul)
Te[—h,TIN[~h,ty)

<L

T€[0,T]N[0,ty)

< L(Lip@x)lt—ul + (Lip((x) +1)  sup |lxc|le—ul)

L(sz ox)|t —ul + (Lip(@x) +1)  sup [l||t—ul)
( T€[0,T]N[0,ty)

< L(Lip(@)[t — ul + (Lip((9x) + 1) sup | plls|t — u] ).
eV

Como V é um conjunto limitado de C!, entdo x’| [, TIN[=hty) € Lipschitziana.
Supondo agora que t, < T, temos que x’: [—h,t,) é Lipschitziana, bem como sua
extensdo continua no intervalo fechado [—#, f,]. Disto segue que existe uma extensdo
diferencidvel de x no intervalo fechado [—h, t,], £: [=h,t;] — R" com derivada Lips-
chitziana. O segmento ¢ = X, = limt_>tx Xt pertence a V, logo (0¢,¢) € N C W, ou
seja, ¢ € Xj4+. Assim podemos definir, como feito em (2.11), uma extensdo de x além
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de t, como solugédo, contrariando a definicdo de t,. Isto conclui a demonstragdo do
item 1i).

ii) Seja p € Xy talque T < tp e x{ € V, para todo t € [0,T]. Considere 5 €
X1+ et € [0,T)N(0,t;) tal que x{ € V, para todos € [0,#]. Ponhax = x’ ey =
x". Analogamente ao que foi feito no item anterior, temos g(dxs, x5) = g(apg,xs) e

8(3ys,ys) = g(3nd, ys). Portanto,

1X'(s) —y'(s)| = |g(0xs, x5) — (s, ys)|
(81)
£ 1g(90%, x5) — g, ys)|

(82)

< L(||op? — onf|| + (Lip(3pd) + 1)|xs — ys]|)

< L([I(9p)s — (an)s|l + (Lip(ap) + 1) ||xs — ys]|)

< L([|op — ol + (Lip(9p) + 1)[|xs — ysl|)- (2.13)

Para u € [—h,0], temos que:
[x(s +u) —y(s+u)| = lo(s +u) —n(s +u)| <o =7l
ses+u<0,e
s+u , ,
[x(s +u) —y(s +u)| <[x(0) —y(0)| +/0 |x'(0) —y'(v)|dv
<lp=ll+ [ ¥(2) =y @)ldo,
ses+u >0, poiss+u < s. Logo,

(2.13) '
[x'(s) =y'(s)| < L(llop — anll + (Lip(9p) + 1) ||xs — ysl])
= L(|lop — an|| + (Lip(dp) + 1)ué?32<0] |x(s + 1) — y(s + u)|)

S
L |ll9p —anl[ + (Lip(3p) + 1) (Ilo — 7l + /0 [x(0) = y'(v)|do)
Pela Desigualdade de Gronwall (Veja Apéndice A), segue que, para0 < s < ¢

)| < L(||9p — 37| + (Lip(3p) + 1) ||o — ) et (Lipp)+1)s
< L(Lip(3p) + 1) (90 — oyl + Il — 7| ) e"HP@0) D!
< L(Lip(3p) + 1) ||p — 1]|1e™L(EiP(@0)+1)

= llo —=nllic1(p),

[x'(s) =¥/ (s)]
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em que c1(p) = L(Lip(dp) + 1)eTL(LiP(%)+1)  Integrando a desigualdade acima, obte-

mos
[x(s) =y (s)| < |x(0) =y(0)| + Tllo = nllrc1(p), para0 < s < t.

Para —h <u<0e0<s <t temos

[x(s +u) —y(s +u)| < (1+ Ter(p))llp =7l
(s +u) —y'(s +u)| < M+ () llo =l

Portanto,
Ixs = yslli < llo = nll1(2+ (T +1)ex(p)), Vs € [0, 1]

Tomando ¢(p) = (24 (T +1)c1(p)), o resultado segue. O

Corolario 2.1.5 (Dependéncia continua relativa as condigdes iniciais - [37], Corolario
45). Sejap € Xq4. Entdo existem T = T () € (0,ty) e uma vizinhanga Vo, de 1 em C
com as seguintes propriedades:

i) T < typaratodo x € X114 N Voy.

ii) Para todo p € X1y N Vo y, existe c(p) > 0 tal que, para todo x € X1, N Vyy e todo
t € [0, T], temos
I3 =l < co)llx —pll1.

Demonstragiio. Seja p € Xq14. Ponha x = x¥ e tome T = T(¢) € (0,ty) e V uma
vizinhanga aberta de ¢ em C!, de acordo com a Proposicdo 2.1.4. Como T < ty e
xt € V,para 0 < t < T, pelo item ii) da Proposi¢do 2.1.4 obtemos uma constante
c=c(y).Seja K= {x;: 0 <t < T} C V. Veja que K é sequencialmente compacto com
respeito & norma de C!. Portanto, K é compacto. Logo, existe € > 0 tal que, se ¢ € C!
com ||¢ — x¢||1 < €, para algum ¢ € [0, T], entdo ¢ € V. Tome § > 0 tal que

€

o<
1+¢c

e considere
Vog ={xeC :llx—¢lhi}nV.

i) Seja x € Xy N Vpy, ponha y = xX. Veja que, pelo item i) da Proposicdo 2.1.4,
basta mostrar que y; € V para todo t € [0,T] N [0,ty). Suponha que, para algum
te[0,TIN[0,ty), y: € V. Comoyg € Vo y C V, entdo

0<s=inf{t € [0,T]N[0,t,) :y &V} =inf{t € [0,T]N[0,t,) : y € CO\V}.
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Uma vez que C! — V é fechado, tem-se que ys ¢ V. Portanto, y; € V,para0 <t <se
ys ¢ V. Pelo item ii) da Proposicdo 2.1.4, temos

lye — xell1 < cllx — 9|1 <¢d, para0 <t <s.

Portanto, temos

lys — xs][1 < ed < ¢ < e.

€
1+c¢
Logo ys € V, contrariando ys ¢ V. Portanto, y; € V, para todo t € [0, T| N [0,t,), ou
seja, T < ty.
ii) Seja p € X114 N Vpy. Pelo item i), temos que T < ¢, e x{ € V, paratodo t € [0, T].
Logo, pelo item ii) da Proposigao 2.1.4, existe c(p) > 0 tal que, para todo x € X1 N Vpy
e para todo t € [0, T], temos

I =« [l < clo)lx — el
concluindo a demonstragéao. O

Finalizamos esta se¢do com o resultado principal, que garante a continuidade do
semifluxo G; com respeito as normas de R x C! e C.

Corolario 2.1.6 ([37] - Corolario 4.6). ()1 é um subconjunto aberto de [0, 00] x X1, com
respeito a topologia induzida pela norma de R x Cl e Gy: Q1 — X1 é continuo com respeito
as normas de R x C! e Cl.

Demonstragio. Seja i € X;4. Pelo item i) do Corolario 2.1.5, existem T € (0, ty) e uma
vizinhanga Vg4 de i em C! tal que [0, T] x X154 N Vo C Q1. Sejam p € X34 N Voy
et € [0,T]. Pelo item ii) do Corolario 2.1.5, existe ¢ = c¢(p) > 0 tal que, para todo
X € X1+ NVyy e paratodos € [0, T], temos

1G1(s, x) = G(s,p) I =[x — x5 ]l < ellx —plla- (2.14)

Logo,

1G1(s, x) — G1(t, p)[[1 = |G1(s, x) — Ga(s,p) + Gi(s,p) — Gi(t, p) 11

< |IGi(s, x) — Gi(s,p)ll1 + IGi(s, p) — Gi(t, )11

(2.14) o
< cllx —plln+ llxs — x|

Pela continuidade da aplicacdo [0,¢,) 3 s — x§ € C!, garantida pela Proposigdo 1.2.4,
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e pela desigualdade acima, temos que G|y 7y, X1.NVy, € continuo em (t,p). Portanto,
2 z . N ’ 1 1 .

G| [0,T]x (X1, NVy,,) € CONtnuo (com respeito as normas de R x C* e C"). Com isso, mos-

tramos que My # @, onde My é o conjunto formado por t € (0,ty) tal que existe uma

vizinhanca V; de ¢ em C! com [0,¢] x (X1, NV}) C Qe Gy

Vamos mostrar que

[0,T] x (X1,.NV}) é continuo.

M = Mlp = (O, tlp).

Suponha que existe t* € (0,ty)\M. Pela definicao de M, (0,t] € M, para todo t € M.
Logo 0 <ty = supM < tye (0,tp) C M. Seja p = Gyi(tm, ) € Xi4. Analogamente
ao que foi feito acima, temos que existe T, > 0 e uma vizinhanga aberta 1, de p em
C! tal que [0, Tp] x X114 NV C Qe Gl’[O,Tp]x(levo,p) ¢é continuo. Pela continuidade
de Gi(-,¢), existem u,v € (tp — Tp, tpm), com u > v > 0, tais que Gi(u,¢) € Vo, e
Gi(v,9) € Vg p. Como u € (0,ty), entdo u € M, logo existe uma vizinhanga aberta
V, de ¢ em C! tal que [0,u] x (X1, NV,) C Qe Gl [0, x (x,, Nv,,) € continuo. Como
v € [0,u], Gy é continuo em (v, §) e, como G;(v,¢) € Vp,, podemos supor que V, é
suficientemente pequena tal que

Gi(v,¢) € Vg para todo ¢ € V.

Seja (t, x) € [v,0+ Tp] X (X14 N Vy). Logo, t —v € [0, T,], (v, x) € [0,u] x (X3.NVy) C
M e Gi(v,x) € X1+ NVp,. Consequentemente, (t —v,G1(v,x)) € [0,T,] x (X14 N
Vo) C W e, por (2.12), temos que (¢, x) € (g e

Gi(t,x) = Gi(t —v,G1(v, x)).

Logo, [v,v+ Tp] x (X145 NVy) C . Além disso, pela continuidade de G | 10,1] % (X1 (Vi)
e Gy [0T,] % (X14MVh,) © pela igualdade acima, concluimos que G|, , +T,]% (X1, NV,) € con-
tinuo. Como v < u, concluimos que [0, + Tp] X (X14 N Vi) € D1 e Gil (o1, x(x,..1V)
é continuo, ou seja, v + T, € M. Neste caso, temos Ty; > v+ T, € M. Por outro lado,
v € (Tm — Ty, Tm), logo Tyr < v + T,, uma contradigdo. Portanto, M = My = (0, ty).
Finalmente, seja (t, 1) € ;. Logo 0 <t < ty. Tome s € (t,ty), dais € My, ou seja,
existe uma vizinhanga V; de ¢ em C' tal que [0, 5] x (X14 % V5) C Q1 € Giljgs]x(x,, x V)
é continuo. Portanto, (1 é um aberto de [0,c0) X X;, com respeito a topologia indu-
zida por R x C! e G é continua em relagéo as normas de R x Cl e CL. O
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2.2 Semifluxo em um subconjunto fechado de X,

Comecaremos essa secdo relembrando a definicdo de X»:
X, ={p e X :9peC?},

onde Xy ={p e Uy : ¢/ (0) =gy, )t el ={p € C': (I, ¢p) € W}
O préximo resultado mostra que X, C C? é uma subvariedade de Banach de co-
dimensdo n em C?, desde que g: W C Cx C! — IR” satisfaca (gl), (g3) e Xp # @.

Proposicio 2.2.1 ([37] - Proposicdo 5.1). Suponha que g: W C C x C! — R" satisfaz (g1)
e (g3) e que Xy # @. Entdo X, é uma subvariedade diferencidvel de codimensdo n em C?, com
espago tangente em ¢ € X, dado por

TpX, = {x € C*: X'(0) = Dg:1 (39, ) (9x, x) }-

Demonstragio. Seja T: C? — C! x C! a transformagéo linear continua dada por T(y) =
(0, ) e d: C> — C! o operador linear derivacdo. Considere a seguinte aplicagio

A:C?D>U; 3 — (ev1(0,-) 0d) () — (g1 0 T)(y) € R,

em que Uy = {¢p € C>: (dyp,¢) € W} = U; N C? é aberto em C2. Veja que A é
continuamente diferencidvel, pois A = (ev1(0,-) 00 — g1 0 T)|11,. Além disso,

ATH0) = {p e Up: A(yp) =0} = {y € Uz : 99p(0) = g1(3y, )} = X4 NC* = Xy,

Pela regra da cadeia, para i € U,, temos que DA(¢): C?> — R" é dada por

DA(yp) = ev1(0,-) 09 — (Dg1(T(¢))) o T = ev1(0,-) 09 — (Dg1 (99, 9)) o T.

Vamos mostrar que, para todo ¢ € X, DA(p) é sobrejetiva. Seja p € X, = A~1(0).
Sejam A € (0,) e N uma vizinhanca de (dy, x) em C x C! de acordo com (g1). Seja
X € C?tal que x(t) = O para —h < t < —A. Existe 6 > 0 tal que (dy + sdx, ) € N
para todo s € (0,6). Como (9y + sdx)(t) = oyY(t), para —h < t < —Aes € (0,6), por
(g1), temos:

g0y +s0x, ¢) = g(9y, ¥),Vs € (0,0).
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Logo,

1
0= lim ~(s109 +59x,9) ~81(99,9)) = Dg1(9p, $) (9. 0),

e portanto,

DA(y)x = 9x(0) — Dg1(9¢, ) (9x, x)

'(0) — Dega (39, 1) (0, x). (2.15)

Parai € {1,..,n}, sejame¢; = (0,...,0,1,0,..,0) € R" os vetores da base candnica de
R". Para cada i € {1,...,n}, existe uma sequéncia x,, € C?,m € NN, tal que, para todo
m € N, temos x,,(0) = e;, xm(t) = 0 para —h < t < —A e limy_e0 ||xm| = 0. De
(2.15), obtemos

DA(Y)xm = X;n (0) — Deg1(99, ) (0, xm) = €; — Deg1(39, ¢) (0, Xm)-

Portanto, lim,—sco DA(Y)Xm = e;, pois por (g3), D.g1(dy, p): C x C — R" é continuo
em (0,0) € C x C. A imagem DA(y)C?> C R" é um subespaco de dimensao finita,
logo, é fechado. Portanto, temos que limy, 0o DA(Y)xm = €; € DA(¢)C2, para todo
i €{1,..n}.Logo DA(¥)C? = R", isto é, DA () é sobrejetiva.

Considere ¢ € X, etome K = DA(y)~1(0). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo
(Veja Apéndice A), temos que o espaco quociente %2 é isomorfo a imagem DA(y)C?,
ou seja, tem dimensdo n. Assim, K tem codimensdo n em C2. Como K é fechado em
C?, temos que existe Q C C?, subespaco de dimenséo n de C?, tal que

C2=KaQ.

Temos que DA(¢)|g: Q — R" é um isomorfismo. Escrevendo ¢ = yx + ¢g, com
Yk € Ke g € Q, pelo Teorema da Fungdo Implicita (Veja Apéndice A), existem
vizinhangas V C Ke Z C Uy com ¢ € Ve € Ztaisque A1 (0)NZ = X,NZé
o grafico de uma aplicagdo continuamente diferencidvel ¢: V — Q. Logo, X, é uma
subvariedade de C? de codimensao 7.

Com isso, concluimos que

TyXa = {x € C*: x'(0) = Dg1(3y, ) (x, x)},
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obtendo o resultado desejado. O

Para os préximos resultados, vamos assumir que g: W C C x C! — R" satisfaz as
condicdes (g0)-(g3).

A préxima proposigdo garante que Xo, = {¢p € X : 9y € T, yXo} é invariante, no
sentido que os segmentos x}f, 0 <t < ty, pertencem a Xy, para todo ¢y € Xo..

Proposigao 2.2.2 ([37] - Proposicdo 6.1). Para ¢ € Xy, a solugio x¥ da equagdo (2.1) é duas

vezes continuamente diferencidvel e x;l) € X para todo t € [0, ty).

Demonstragio. Seja P € X, pelo Corolario 1.2.14, é suficiente mostrar que x = x¥ é
duas vezes continuamente diferencidvel. Seja

M = {t € [0,ty) : x'|_ 4 € continuamente diferenciavel}.

Queremos mostrar que M = [0, ty). Veja que 0 € M # @, pois x'|_; 0 = 9y € CL.
Assim, temos que 0 < s := supM < ty e x’ |[~1,s) € continuamente diferencidvel. Por
contradigdo, suponhamos que s < ty. Tome N C W vizinhanga de (9xs, xs) em C x Cle
A € (0,h) de acordo com (g1). Temos, pela continuidade garantida na Proposigdo 1.2.4,
que existe 6 € (0,A) tal que s+ < ty e (dx,x;) € Nparat € (s—6,5+0)N[0,00).
Tome r > 0 tal que, para todo (x,p) € C x C! com ||x — x| < re |lp— x| < 7,
tenha-se (x,p) € N. Seja € € (0,0) tal que

’

[y — x5l < 5

para todo u € [s —€,5+€]N[0,00). Ses = 0, tomet = 0. Ses > 0, tome t €
(s —€,5)N[0,00). Em todo caso, t € M, logo, x; € C2. Pela Proposicao 1.2.5, existe
y: [t —h,s + €] — R" duas vezes continuamente diferencidvel com y; = x; e |y (u) —
x'(u)| < %, parat—h < u <s+ e Assim, temos:

|y — dxu| < max |y (z) —x(7)] < g parat < u <s+e.

TE[t—h,5+€]
Portanto,
10y, — 95| < [y — x| + ||y — Oxs]|
< [|9yu — oxul| + [ xu — x5y
< Z+Z =rparat < u <s+e.

2 2
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Com isso, temos (dy,,x,) € Nparat < u < s+e€. Parat < u < t+e < s+e
u A—A t.

u
epara —h < v < —A, temosquet—h < u+v < t+e—A < t+A-A =

Consequentemente,
Wu(v) =y (u+0) =x'(u+0) = dx,(v).
De (g1), como i’ e x sdo continuamente diferencidveis, obtemos

x'(u) = g(0xy, xy) = §(Oyu, xu) = §1((y)u, xy) parat <u < t+e. (2.16)

Pela Proposicao 1.2.13 e por (2.16), temos que x'[; ;¢ € continuamente diferencidvel.
No casoem que 0 < s, temos t < s < t+¢€,logo, x| [—ht+e) é continuamente diferencia-
vel, contrariando s = sup M. No caso em que s = 0, temos t = 0. Como xp = ¢ € Xp,,

temos que a derivada de x" a esquerda em t = 0 é dada por

x"(07) = (09)'(0) = Deg1 (09, ) (009, ).

Por outro lado, por (2.16) e pela Proposigdo 1.2.13, a derivada de x’ a direita em t = 0
é dada por
x"(0") = Deg1 (¥, x0) (9, 9x0).

Como y, = x; = (xp)’ = 0y e x9 = ¢, obtemos que x’ é continuamente diferencidvel
em [—h,t + €), contrariando novamente s = sup M. Portanto, s = ty, provando o

resultado. ]

Definimos
0 = {(t,l[)) c [0,00) X Xoy i B < tlp} C ).

Considere Gy: Oy — Xy, dada por Gy (t, ) = x:f. Pela Proposigdo 2.2.2, G2 () C Xy,
isto é, G, estda bem definido. Seja p € Xp,, 0 <t <ty el <s < th(fﬂ/))’ logo pela
Proposigdo 2.2.2 e pela secdo anterior, obtemos 0 < t +5 < ty, (s,Ga(t, 1)) € (p e

Go(t+5s,9) = Ga(t, Ga(t, ¢)).
Além disso, (), é a imagem inversa de ()1 pela inclusdo continua
i: [0,00) X Xz* — [0, OO) X X1+,

logo, () é aberto em [0, ) x X,, com respeito a topologia de R x C2. Também, temos
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que a aplicagdo

0Oy 3 () = Gy(t, ) € Ct
é continua. Agora, nosso objetivo é mostrar que G, é continua com respeito as normas
deR x C%e C2.

Antes de prosseguir para o proximo resultado, vamos definir produto cartesiano
de funcoes.

Definicdo 2.2.3. Sejam A, B,C conjuntose f: A — B, §: A — C fungbes. Definimos o
produto cartesiano de f por g como a fungdo f x g: A — B x C dada por

(f x 8)(x) = (f(x),8(x)).
O préximo resultado garante a continuidade local de G,.

Proposicdo 2.2.4 ([37] - Proposigdo 6.2). Para todo i € Xy, existem T = T(p) > 0 e uma
vizinhanga V = V(1) de 1 em Xp, com respeito a topologia de C? tais que [0, T) x V C Oy e

G2|[O,T]><V: [O, T] xV = C2

é continua com respeito a norma de R x C? e C2.

Demonstragio. Sejap € Xp,. Ponha x = x¥. Pela Proposicao 1.2.10, existem ¢ > 0 e uma
vizinhanca aberta N C W; de (99, ) em C! x C! tais que ||D.g1 (X o)l zcxcrny < ¢
para todo (x,p) € N. Pelo Corolario 1.2.12, existem A € (0,/) e Ny C N vizinhanga
aberta de (9, y) em C! x C! tais que, para todos (¢,¢&), (¢1,&) € Np, com ¢(t) =

¢1(t), para t € [—h, —A] e para todos (x,p), (x1,0) € C x C, com x(t) = x1(t), para
t € [—h, —A], temos

Deg1(¢,8)(x,0) = Deg1(¢1,8) (X1, 0)- (2.17)

Seja ¢ € Xy,. Temos que

@@ )t x) = @, ¥)llcrwer = 12(@™) — 3l + [Ix] — ¢l
<D =yl + 1G1 (1 ¢) — G1 (0, 9) 1
= [[(¢™)t = @™)oll2 +1G1(t,¢) = G1(0, ) |1 (2.18)

Pelo item iii) da Proposigao 1.2.7, temos que a aplicacdo [0,0) x C2 3 (t,¢) > (¢%); €
C? é continua. Pela Proposigdo 1.2.4, obtemos que as aplicacdes

0,ty) Dt xr €Cle[0,ty) Dt (¥') =0x € C!
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sdo continuas. Assim, como (); é aberto e G; é continuo, pela desigualdade (2.18),
existem uma vizinhanca V; = V() C Xo. de ¥ com respeito a topologia de C? e

T =T(y) € (0,A) tais que valem as seguintes afirmagdes:
1. [0,T] x Vi € Qy;
2. (9(¢),, xf) € Nyparat€0,Te¢p € Vy;
3. (0x4,x;) € Ny parat € [0, T).

Como V; C Xy, entdo temos [0, T] x V3 C (. Para¢p € V4, t € [0,T| es € [—h, —A]
temos —h <t +5 < 0,pois T < A. Logo,

0xf(s) = (x?)'(t+5) = ¢/(t+5) = (™) (s) (2.19)

30x7 (s) = (x?)"(t+5) = ¢/ (t +5) = 39(¢™)(s). (2.20)

Sejam ¢,p € V4. Pondoy = x? e z = xP, temos que y;,z: € Xp., para t € [0,T].
Para todo t € [0, T] tal que (9y¢, y¢) € Ny e (9z4,z¢) € Ny, usando (2.17), (2.19) e (2.20),
obtemos

ly"(t) = 2" (t)| = |Deg1(9yt, yt) (90yt, Oys) — Deg1(9zt, 2¢) (90z¢, 924 )|
< |[Deg1(9yt, yt) — Deg1(9zt, z¢) | (99yt, 9yt )|
+ |Deg1(0z¢, 2¢) [ (091, Oyt ) — (0924, 9z¢)] |
“2 | [Deg1(2(9™)1, y1) — Degr (2(p™)1,20)] (92(9™)s, 031 )|
+1Deg1(3(0™)1, 1) [(aa(¢dd)tr dYt) — (aa(Pdd)t/ 9z)] |

< [ [Deg1(@(0™)1, ye) — Degr(3(0™), 26)] (90(¢™) 1, ys )|
+ ][ (90(¢™)s, dyr) — (9 ( )t/azt)“cXc

< [ [Deg1(@(¢™)1, ye) — Degr(3(0™)e, 24)] (90(¢™) 1, ys )|
+c([1(¢™)e — (p™)ell2 + ||yt — ztlh). (2.21)

Agora, vamos construir uma vizinhanca V = V(¢) C V; de ¢ com respeito a topologia
de C? tal que, para todo t € [0, T] e para todo ¥ € V, temos

(3x?,x?) e Ny

Usando a Proposicdo 1.2.4, podemos mostrar que a aplicagdo [0,ty) > t +— x; € C?
é continua. Logo, o conjunto K = {x; € C> : 0 < t < T} é compacto em C2. A
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imagem (9 x i)(K) = {(dx;,x¢) : t € [0, T]} de K pela aplicagdo continua d x i : C? >
¢ +— (3¢,¢) € C' x C!, onde i: C2 — C! é a incluséo, estd contida em N;. Como
K é compacto, temos que existe € > 0 tal que (d¢,¢) € Nj, para todo ¢ € C2, com
dist(¢,K) < e.

A continuidade de G; e a continuidade da aplicacdo do item iii) da Proposi¢do 1.2.7
implicam que existe uma vizinhanca Vo C V; de ¢ com respeito a topologia de C? tal
que, para todo t € [0, T| e para todo ¢ € V,, temos

e [[(¢™)e = (9™l <

Ixf) — 21 < (2.22)

4(c+1) 4(c+1)

Por (g3), a aplicacdo
[0,T) x V23 (0,¢) — [Degn(3(@™)s, xf) — Degr (A(¢™)1, x1)] (90(¢™)s, 3(¢™):) € R"

é continua e se anula no compacto [0, T] x {i}. Logo, existe V C V,, vizinhanca de ¢
com respeito a topologia de C? tal que, para todo t € [0, T] e para todo ¢ € V, temos

¢ —yll2 < %e. (2.23)

[[Deg1(@(¢™):,xf) = Degr (0(¢™)1, x0)] (00(9™)1,0(¢™) )| < 5. (224

Suponha que existe ¢ € V tal que (Bxf, xf) ¢ Njp, para algum t € [0,T]. Como
(axg),xg) = (0¢,¢) € N1 e Nj é aberto, entdo existe s € [0, T| tal que (ax?,xip) € N,
para0 < t < s, e (0xf,x7) ¢ Ni. De (221), (2.22), (2.23) e (2.24), para 0 < u < s,
obtemos

" " € € € 3e
|(x®)"(u) — x"" (u)] <4_L+C<4(c+1) +4(c+1)> <Z'

Portanto, pela primeira desigualdade em (2.22) e por (2.23), temos

3e €
18 — xull2 = 1|199x8 — 9y || + ||xf — xef1 < = +

2 Taer) <€

para 0 < u < s. Disto segue que ||x¥ — x[» < €, consequentemente, dist(x?,K) < e,

contrariando (axf, xf) ¢ Nj. Portanto, para todo ¢ € V, tem-se (8xf’,xf) € Nj, para
todo t € [0, T].
Sejam ¢ € V e e > 0 dados. Repetindo um raciocinio andlogo ao que foi usado

para obter a ultima desigualdade, concluimos que existe V,, C V, vizinhanga de ¢ com



56 Semifluxo continuo

respeito a topologia de C? tal que, para 0 < t < T e para p € Vj, temos
I —xf[l2 < e (2.25)
Seja (t,¢) € [0, T] x V dado. Para todo s € [0, T| e para todo p € V, temos
1Ga(s,p) = Ga(t, p) 12 = 1€ — xll2 < 1 — af [z + (| — 2.

Por (2.25) e pela continuidade da aplicagdo [0,T] > s x! € C? combinado com a
tltima desigualdade, concluimos que G| 7]« € continuo com respeito as normas de
R x C?e C2. O

Finalizamos com o resultado principal desta se¢do, que garante a continuidade de

G, com respeito as normas de R x C? e C2.

Coroldrio 2.2.5 ([37] - Corolario 6.3). Gy: )y — Xo. € continuo com respeito as normas de
R x C?e C2.

Demonstragio. Seja (t, ) € (), dado. Tome ty € (t,ty). Seja M o conjunto formado por
s € (0,tp] tal que existe uma vizinhanga Vs C Xy, de i com respeito a topologia de
C%tal que [0,5] x Vs C Oy e Ga|[o,sxv, € continuo com respeito as normas de R x C?
e C2. Pela Proposicdo 2.2.4, temos que M # @. Seja t; = sup M. Por contradigéo,
suponhamos que t; < fp. Sejam T > 0 e V, C Xp, vizinhanga de p = x:ﬁ com respeito
a topologia de C?, garantidos pela proposi¢do anterior, tais que [0,T] x V, C () e
Galjo,1xv, € continuo. Pela continuidade da aplicagdo [0,fy) > t — xip € C?, existe
s € (t1 —T,t1) N (0,00) tal que e V,. Sejau € (s,t1). Comos < u < ty, pela
definicdo de t; temos que s,u € M. Logo, existe Vs C Xj,, vizinhanca de ¢ com
respeito a topologia de C?, tal que [0,s] x V; C O e Gal[o,sxv, € continuo. Assim,
existe V,, C V5, vizinhanga de ¢ com respeito a topologia de C?, tal que [0, u] X V;, C (),
Gal[o,ux v, € continuo e Go({s} x Vi) C V,. Seja (w, x) € [s,5+ T| x V;,. Dessa maneira,
0<w—s<TeGa(s x) € Vp,logow—s < T < gy, Portanto, w = s+ (w —s) < ty
e

Ga(s + (w =), x) = Ga(w, x) = Ga(w — 5, Ga(s, x))-

Pela continuidade de G2|[0, T] x V, e Ga(g 4 xv, € pela igualdade acima, obtemos que
Ga|[s,s + T| x V, € continuo. Como s < u, entdo [0,s + T] x Vi, C Oy e Galjs41)xv, €
continuo com respeito as normas de R x C2eC2 Mast;—T < s,istoé, t; < s+ T,
contrariando t; = sup M. Portanto, t; = t(, logo G, é continua em (¢, ¢) com respeito
as normas de R x C? e C?, provando o resultado. O
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2.3 Aplicacao
Nesta se¢do, considere os espagos C e Clcomh > 0en = 1. Considere a equagao

X'(t) = ax'(t+d(x(t))) + f(x(t)), (2.26)

onded: R — (—h,0) e f: R — R sdo fung¢des continuas e @ > 0. Reescrevendo a
equagdo (2.26), obtemos

x;(0) = ax;(d(x:(0))) + £ (x:(0)).

Isso nos motiva a definir g: C x C! — R por

8(@,p) = ap(d(y(0))) + f((0))-

Dai, para uma fung¢do continuamente diferencidvel x: [—h,t,) — R, 0 < t, < oo, temos

8(9xt, x;) = adx(d(x+(0))) + f(x:(0))
= ax'(t+d(x(t))) + f(x(t)),

portanto, a equacgdo (2.26) é um caso particular da equagao
x'(t) = g(9xt, xt).

Defini¢do 2.3.1. Seja X =[], X; o produto cartesiano dos conjuntos X;, i =1, ...,m. Para
x = (x1,..., xm) € X, definimos a proje¢do na k-ésima coordenada por pry(x) = xy.

A préxima proposicdo mostra que os resultados obtidos nas duas tltimas se¢des
podem ser aplicados ao modelo descrito pela equacédo (2.26) que explicamos na Intro-

dugdo, desde que d e f satisfagam algumas condigdes.

Proposigao 2.3.2 ([37], Proposicdo 3.1). Seja ¢: C x C! — R dada por

8(@,y) = ag(d(y(0))) + f((0))-
Entdo:
i) g satisfaz (g0) e (1) e Xo # ©;

ii) Se d e f forem localmente Lipschitz, entdo g satisfard (g2);
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iii) Sed e f forem continuamente diferencidveis, entdo g satisfard (¢3) e (g4);

iv) Sed e f forem continuamente diferencidveis e f' e d’ forem localmente Lipschitz, entiio g
satisfard (g5).

Demonstragio. Considere a aplicagdo ev: R x C — R dada por ev(t, ) = ¢(t), sua
restrigdo ev; = ev|R 1 e as projecdes pri: C x C! — C, pry: C x C! — C!, dadas por
pri(¢, ) = ¢ e pra(¢, P) = ¢, respectivamente. Veja que

g=uaev o [(d oevi(0,) o prp) X pri]+ f o ev1(0,-) o pry, (2.27)
pois, para (¢, ¢) € C x C!,

(aev o [(d o ev1(0,-) o pra) X pri]+ f o ev1(0,-) o pra2)(, ¥)

= (aev o [(d o ev1(0,-) o pra) x pr1])(¢, ) + (f © ev1(0,-) o pr2)(¢, 9)
= aev([(d o ev1(0,-) o pra2) x pri] (¢, ¢)) + f(ev1(0, pra(¢, ¥)))

= aev(d(ev1(0, pr2(¢, ))), pri(¢, ¥)) + f(ev1(0, 9))

= aev(d(ev1(0,9)),¢) + f((0))

= aev(d(y(0)),9) + f((0))

= ag(d((0))) + f(9(0)).

i) De (2.27), concluimos que g é continua, isto é, g satisfaz (g0). Dado i € C!, existe
A > 0 tal que d(ev1(0,¢)) = d(¢(0)) < —A. Pela continuidade de d o ev;(0, -), existe
uma vizinhanca N de ¥ em C! tal que d(ev;(0,x)) < —A, para todo x € N. Assim,
para todo x € N e para todos ¢, ¢ € C tais que ¢(t) = ¢p1(t), t € [—h, —A], temos

8(¢,x) = ap(d(x(0))) + f(x(0)) = ag1(d(x(0))) + f(x(0)) = (41, x)-

Portanto, g satisfaz (gl). Seja ¢ € R e tome 6 = d(&) € (—h,0). Seja ¢: [—h,0] - R

dada por ¢(t) = —L2 + f(&)t + & Logo, ¢(0) = & ¢'(0) = f(&) e ¢'(d(§)) =
¢'(8) = 0. Entao,

¢'(0) = f(¢) = ag'(d(2)) + £ () = adg(d(¢(0))) + f(¢(0)) = g(9¢, ¢).

Como ¢ € C?e ¢'(0) = ¢(d¢, 9), entdo ¢ € C2N X1 = Xy, isto é, Xo # @.
ii) Seja ¥ € C' dada. Tome r > ||¢||;. Como d e f sdo localmente Lipschitz, entdo

a = Lip (d|[_r,r]> < ooef:=Lip (f|[_r/r]) < co.
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Seja L > & + B + 1. Para todos 1, ¢, € C! tais que ||¢1]|1 < 7, ||¢2]l1 < r e para todos
$1,¢2 € C, temos

18(¢p2,2) — g(P1,91)| = [a(P2(d(92(0))) — P1(d(91(0)))) + f(2(0)) — f(1(0))]

< a(|¢2(d(2(0))) — ¢2(d(y1(0)))]

+ |¢2(d(1(0))) — ¢1(d(1(0)))]) + | £ (¥2(0)) — f(1(0))]
< a(Lip(¢2)|d(92(0)) — d(91(0))[ + [|p2 — ¢1l)

+ Bl2(0) — ¢1(0)]
< a(Lip(¢2)alp2(0) — ¥1(0)] + Lllp2 — ¢1ll) + L2 — ¢ |
< a(Lip(p2) L2 — y1[| + Ll g2 — ¢1ll) + L2 — |
< aL(Lip(¢2)[[¢p2 — ¢1ll + llg2 — ¢1ll) + L[z — ¢ ||
< ML([|2 = 1| + (Lip(¢2) + 1) [[p2 — ¢ }),

em que M = max{a, 1}. Isso mostra que g satisfaz (g2).
iii) Seja g1 = g|c141- De (2.27), temos que

g1 =uaevy o [(d o ev1(0,-) o pra) x pri] + f o ev1(0,-) o pry. (2.28)

Sejad = doevy(0,-)oprye f = foevi(0,-) o pro. Usando a regra da cadeia e o fato
que ev1(0, -) e pry sdo lineares, temos

Dd(¢, ) = d'((0))ev1(0,-) o pra e Df(¢p,9) = f'((0))ev(0, ) © pra.

Usando a regra da cadeia novamente, temos que g é continuamente diferencidvel,
com derivada dada por:

Dg1(¢, ) = D(aevy o (d x pr1) + f) (¢, 9)
= aDevy ((d x pr1)(¢,)) o D(d x pr1)(¢,¥) + Df (¢, 9)
= aDevy((d x pr1)(9,9)) o (Dd(¢, ) x Dpri(¢,$)) + Df (¢, )
= aDevy (d((0)), ¢) o (Dd(¢,9) x pr1) + Df (¢, ).

Assim, para (¢,9), (x,p) € C! x C!, temos

Dg1(¢, %) (x,p) = aDevy(d((0)), §)(Dd(¢, ) (x, p), pri(x,p)) + DF (¢, ) (x. P)
= aDev (d((0)), ) (d' (¥(0))p(0), x) + f'(¥(0))p(0)
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= ad'((0))p(0)a¢p(d(1(0))) + ax(d(¥(0))) + f'(1(0))p(0)
= ad'(ev(0,))ev(0, p)ev(d(ev(0,9)),0¢) + aev(d(ev(0, ), x)
+ f'(ev(0,9))en(0, p).

Logo, para cada (¢, 1) € C! x C!, definimos a extensao linear D,g1(¢,9): C x C — R
por:

Deg1(¢, ) (x, ) = ad'(ev(0,9))ev(0, p)ev(d(ev(0,9)), 0¢) + aev(d(ev(0, ), x)
+ f'(e0(0, ))ev(0, p).

Pela defini¢do acima e usando o fato que f e d sdo continuamente diferencidveis, temos

que a aplicagdo

C'xC'xCxC>3 (¢, x,p) — Deg1(¢,9)(x,p) € R

é continua. Isso mostra que g satisfaz (g3).
Para provar (g4), note que para (¢, 9), (¢1,91) € C' x Cl e x € C!, usando a Desi-
gualdade do Valor Médio (Veja Apéndice A), temos

[(Dg1(¢, ) — Dg1(¢r, 1)) (x, 0)| = [a(x(d((0))) — x(d(¥1(0))))]
< al|ox[[|d(y(0)) — d(1(0))]

<allox|l,_ max  [d"(Z)[l[¥ — ¢l
Z<llgl+lwl

= clloxllliy = all,
emquec=a max [|d'()|

Sl [
iv) Como d e f sdo continuamente diferencidveis, pelo item anterior j4 temos que

Q1 € continuamente diferencidvel e que existe a extensdo linear D,.g1(¢, 1), para todo
(¢,9) € C! x Cl. Sejar > 0. Para todos (¢, ), (¢1,¢1) € C! x C!, com ||¢1]l1 < 7,
lwll1 <7, ||¢1]1 < reparatodo (x,p) € CxC,com ||(x,0)|lcxc = 1, temos

|(Deg1(¢,9) — Degr(91,41)) (x,0)| < alx(d((0))) — x(d(y1(0)))]
+a|99(d((0)))d’((0))p(0) — 91 (d(1(0)))d’ (1(0))p(0))| (2.29)
+If'(9(0))p(0) — f'(1(0))p(0)].

Seja ¢, = max |d'(&)|. Pela Desigualdade do Valor Médio (Veja Apéndice A), temos

—r<G<r
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que Lip( d |[—r,r] ) < ¢r. Assim, estimando o primeiro termo da desigualdade (2.29),

temos

alx(d(¥(0))) — x(d(1(0)))]

INCININ N
Q9

IS IS

Sejam A = Lip(d'|;_, ) e u = Lip(f'||_,)- Como |lp|| < [|(x,p)llcxc =1, estimando
o segundo termo em (2.29), temos

a|9g(d((0)))d’((0))p(0) — 91 (d(1(0)))d'(1(0))p(0)]
<61HP||(|3<P( (1(0)))d’((0)) — 9p(d(1(0)))
+09(d ( 1(0 )))d’( )
)

< alop(d(y ( )))—34>(d(¢1(0)))||d'(¢(0))\

+alog(d(1(0))) — 01 (d(1(0)))] |’ ((0))]

+alog1 (d(1(0)))[1d’ ((0)) — ' (1(0))]
< aLip(9¢)[d((0)) — d(¢1(0)) ey + allop — d¢1 [lc; + al| o1 [|A[p(0) — 1 (0)]
< aLip(9p)Lip(d|_, 1) |¥(0) — $1(0)|cr + al|9¢ — d1[ler + arA|yp — ]
< aLip(99)[ly — yullc7 + allog — i [ler +arAlly — ]|
< (aLip(39)c; + acy +arA) ([l — gull + 1 — ).

Finalmente, estimando o terceiro termo em (2.29), temos

' ((0))p(0) = £'(#1(0))p(0)] < [p(O)[Lip( f']_, 1) [¥(0) — 1 (0)]
< plielllly =gl
< plllg = alla + [l — ¢a ).

Disto, concluimos que

[(Deg1 (9, 9) — Deg1 (@1, 91)) (X, 0)| < (¢ — Prlls + [l — ¢ ll)
-(ac,Lip(x) + ac2Lip(3¢) + ac, + arA + p)

< (ll¢ = grlls + [l — g1l (Lip(x) + Lip(3¢) + 1) (acy + aci + arA + p)
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< c(Lip(x) + Lip(99) + D¢, ¥) = (¢1, ¥1) [ c1xc1,

em que ¢ = ac, + ac? + arA + u. Portanto, segue que g satisfaz (g5). [



Capitulo

3

Estabilidade Linearizada

Assumindo que as hip6teses (g0)-(g4), (g6) e (g7) estdo satisfeitas, Walther mostra,
em [38], que G, possui decaimento exponencial préximo do ponto de equilibrio 0 €
Xo«. Em seguida, em [38], Walther retira as hipoteses (g4) e (g7) e acrescenta duas
novas hipoteses (g8) e (g9), de modo a obter um novo resultado sobre estabilidade
do ponto 0 € Xj,. Posteriormente, em [6], Walther e Barbarossa substituem a hipdtese
(g8) por uma versao mais fraca (g8*) e mostram que o mesmo resultado de estabilidade
ainda é valido.

Neste capitulo, iremos provar a estabilidade do ponto de equilibrio 0 € Xj,. Para
isso, usaremos os resultados apresentados em [39]. Na primeira se¢do, vamos demons-
trar tal resultado. Na segunda se¢do, mostraremos uma classe de equagdes para a qual
o resultado da primeira secdo é valido.

3.1 Estabilidade Linearizada

Sejam L, R € .Z(C,R") e considere a seguinte equacao

% (v—Loly)(t) = Roy, (3.1)

ondeI: [0,t,) — C édada por I'y(t) = vy, para alguma func¢do continua v: [—h,t,) —
R", com 0 < t, < 0.

Definigdo 3.1.1 ([39]). Uma solugdo da equagdo (3.1) é uma fungio continua v: [—h,t,) —
R" tal que v — L o T, é diferencidvel em [0, t,) e a equagdo (3.1) é satisfeita para t > 0 e para
t = 0, com derivada lateral a direita.
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Definicao 3.1.2. Seja E um espago de Banach. Um semigrupo em E é uma familia de opera-
dores lineares {S(t): t > 0} C Z(E, E) satisfazendo:

i) S(0) = I, o operador identidade em E;
ii) S(t+s) = S(t)S(s), para todo t,s > 0.

Além disso, um semigrupo S(t) em E é dito fortemente continuo se, para todo x € E,
lim |[S(t)x — x||g =0.
i [[S(6)x — x|

Sejam L, R € Z(C,R") e x € C. Entdo existe uma tnica solugéo v: [—h,o0) — R"
da equacdo (3.1), com vy = x. Essa solugdo v = vX define um semigrupo fortemente
continuo Sy r(t): C — C, t > 0, dado por Sy r(t)x = v} (Veja Corolério 6.2 de [38]).

Considere agora a versdo ndo homogénea da equacdo (3.1):

% (0—LoTy) (t) = Rys + N(8), (32)

com L,R € Z(C,R"), I'y(t) = yr e N: [0,00) — R" continua. Analogamente ao caso
homogeéneo, definimos uma solugdo como sendo uma fun¢do continua y: [—h,t,) —
R" tal que y — L o T, é diferenciavel em [0,t,) e a equacgdo (3.2) é satisfeita. A proxima
proposi¢do nos dd uma estimativa uma para solugao de (3.2). Um esbogo da demons-

tracdo pode ser encontrado em [38, Corolério 6.3].

Proposicado 3.1.3 ([39], Proposi¢do 1.1). Sejam L,R € Z(C,R"),c > 1ewa € R tais que
ISLr(B)x || < ce™||x||, paratodost > 0e x € C.

Entio, para toda solugdo continua y: [—h,c0) — R" de (3.2) e para todo t > 0, temos

t
O < c(ellyoll +n [ etINGs)lds).

Seja g: W C C x C! — R” continua. Suponha que (0,0) € W e que g1 = g|w,,

W; = WNC! x C!, seja diferencidvel em (0,0) € Wy. Definimos a aplicacao rg: Uy —

R", Uy = {y € C>: (3y, ) € W1}, por

rg(¥) = g(99, ¢) — Dg1(0,0) (3¢, ).

Para uma solugdo duas vezes continuamente diferencidvel x: [—h,t,) — R" da equa-
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¢do (2.1), com xg € Xp,, definimos r¢ »: [0,¢,) — R" por
rox(t) = rg(xt) = g(0x1, xt) — Dg1(0,0)(9xt, x¢).
Como x é duas vezes continuamente diferencidvel, pela Proposicdo 1.2.4, a aplicagdo
[0,te) Dt (0xt,x¢) € clx !

é continua. Dessa maneira, pela continuidade de g e de Dg;(0,0), segue que rq, é
continua. Com isso, temos a préxima proposicdo que relaciona a equagdo (2.1) com a

equagdo ndo homogénea (3.2).

Proposicédo 3.1.4 ([39], Proposicao 1.2). Suponha que x: [—h,t,) — R", duas vezes conti-
nuamente diferencidvel, seja solugdo de (2.1) com xo € Xp.. Entdo x também é solugio de (3.2)
para L = D,g1(0,0)(-,0), R = D,g1(0,0)(0,-) e N = g x.

Demonstragio. Pela Proposicdo 1.2.4, T'y é diferencidvel. Pela regra da cadeia, temos

que x — L oI’y é diferenciavel em [0, t,), e

%(x ~LoTy)(t) = () — Lax: = x'(£) — Deg1 (0,0)(x1,0).

Como x é solucdo de (2.1), obtemos

% (x— LoT)(t) = g(ax, 1) — Dega (0,0)(9,0)
= ¢(9x¢, xt) — Dg1(0,0)(9x¢, x¢)
+ Dg1(0,0)(0x¢, x¢) — Dg1(0,0)(9x¢,0)
= rgx(t) + Dg1(0,0)(0, x;)
= rgx(t) + Rxy,

concluindo o resultado desejado. O

Observacao 3.1.5. Analogamente ao que foi feito na Proposigio 3.1.4, podemos mostrar que

qualquer solugdo da equagdo variacional

o' (t) = D,g1(0,0) (90t vt),

ao longo da solugido x = 0 (veja [37, Segdo 7]), é também solugdo da equagdo homogénea (3.1).

Vamos relembrar as propriedades de ¢ que serdo importantes para os préximos

resultados.
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(g0) g é continua.

(g1) Para todo (¢, ) € W, existem A € (0, /) e uma vizinhanca N C W de (¢, ) em
C x C! tais que, para todos (¢1, x), (¢2, x) € N com

4)1(1’) = ¢2(t),vt < [—h, —A],

temos

g(‘Pl/X) = g((PZ/X)

(g2) Paratodo ¢ € U; C C!, existem L > 0 e uma vizinhanca N C W de (d¢, ¢) em
C x C! tais que, para todos (¢1,11), (¢2,12) € N, temos

18(¢2, 92) — 8(¢1, ¥1)| < L(ll¢2 — pull + (Lip(¢2) + 1) [[9p2 — 9u])-

(g3) A restricdo g1 de ¢ no aberto W; = W N (C! x C!) do espago C! x C! é continua-
mente diferenciavel, toda derivada Dg1 (¢, ¢): C! x C! — R”", para (¢, ¢) € Wy,

tem uma extensao linear
D.g1(¢,9): Cx C — R",
e a aplicacdo
Wi x CxC3 (9, 9,x0) = Degn(¢, 9)(x,0) € R”
¢é continua.
(g6) (g3) estd satisfeita, (0,0) € W, ¢(0,0) = 0 e a aplicagdo
Wi 3 (¢, %) — [|Deg1(¢, 9) (-, 0)|| #(crry € R

é semicontinua superiormente em (0, 0).

(g8) g1 ¢é diferenciavel, (0,0) € W, ¢(0,0) = 0 e existem Vy C U; N C? vizinhanga
convexa de 0 em C2, uma constante ¢ > 0, uma funcdo continua a: R — R e
A € (0, h) tais que, para todo ¢ € V}, temos

max |(Dg1(soy, sy) — Dg1(0,0)) (99, 0)[ < cloaw||||y||

0<s<1

#((max 160 =a(0)]) (max v



3.1 Estabilidade Linearizada 67

(g9) g1 édiferenciavel, (0,0) € W, g(0,0) = 0 e existem V C Uy N C? vizinhanga con-
vexa de 0 em C2, uma constante ¢ > 0 e uma fungéo Z: [0,00) — [0,00) continua

em 0 = {(0) tais que, para todo ¢ € Vj, temos

max |(Dg1(sdy, sip) — Dg1(0,0))(0,9)| < ¢ max (Z([[syll2) 9]l + lIs¢lll[¢ll1) -

0<s<1 0<s<1

Daqui para a frente, vamos considerar que L = D,£1(0,0)(+,0), R = D,£1(0,0)(0, -)
e Srr(t) = S(t). Os proximos trés resultados serdo importantes para provar o resultado
principal deste capitulo.

Proposigdo 3.1.6 ([39], Proposicdo 3.1). Suponha que g: W C C x C! — R”" satisfaz as
condigoes (g0)-(33), (6), (¢8) e (39). Adicionalmente, suponhamos que

(H1) [|L[| 2(crr) = [Deg1(0,0) (-, 0)[| (crr) < 1/

(H2) Existem ¢’ > 1ewa < 0 tais que

IS(H) x|l < c'e*||x||, para todost > 0e x € C.

Entdo existem uma vizinhanca aberta e convexa Vy de 0 em C?, uma vizinhanca Ny C Wy de
(0,0)em C! x Cl,c>1,q € (0,1) e A € (0,h) com as sequintes propriedades:

i) Paratodo ¢ € Vp, (oY, ) € Ny;

ii) Para todos (¢, ), (¢1,¥) € Ny, com ¢(t) = ¢1(t), t € [—h, —A), e para todos (x, p) e
(x1,p0) em C x C, com x1(t) = x(t), t € [—h, —A], temos

Deg1(9,¥)(x,p) = Deg1(¢1, ) (x1,0)-
iii) Para todot > 0, a desigualdade

ISl 2(cc) < e

estd satisfeita e, para todo P € Vy, temos

IDeg1 (99, )| #(cxcrry < €
iv) Para todo ¢ € Vj, a desigualdade

[Deg1(09, ) (-, 0) || 2(crm) < 9
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segue.

v) Para todo € > 0, existe uma vizinhanga Ve C Vy de 0 em C? tal que, para todo P € Vg,

temos

el <e (Il +_max ')

—h<u<—-A

Demonstragio. Pela Proposigdo 1.2.10, a aplica¢do

> () — HDegl(CP/IMHL”(CxC),]Rn eR

é localmente limitada. Logo, existem N; C Wi, vizinhanga de (0,0) em ClxCl e
¢ > ¢’ tais que

1Deg1(®, )|l #(cxc)r V(¢ ) € Ny

Como ¢ > ¢’ > 1, temos, por (H2), que para todo t > 0,

ISl z(cc) < ce™

Por outro lado, por (gb6), a aplicagao

> (0, 9) = [[Deg1(¢, ) (-, 0) [ £(crry € R

é semicontinua superiormente em (0,0). De (H1), temos que

1Deg1(0,0) (-, 0)[| (crmy) < 1.

Logo, existem q € (0,1) e uma vizinhanca N; C W; de (0, 0) tais que

IDeg1(¢, ) (-, 0)l (e rmy < 4, V(§, ) € Ny

Pelo Corolério 1.2.12, existem A € (0,/h) e uma vizinhanga N;’ C W; de (0,0) em
C! x C! tais que, para todos (¢, 9), (¢1, %) € Ny, com ¢(t) = ¢1(t), t € [-h,—A], e
para todos (x,p) e (x1,0) em C x C, com x1(f) = x(t), t € [-h, —A], temos

Deg1(¢,¥)(x,0) = Deg1(¢1, 9) (X1, 0)-

Sem perda de generalidade, suponhamos que N; = N] = Ny'. Considere V; uma vizi-
nhanga aberta e convexa de 0 em C? tais que valham as conclusdes de (g8) e (g9) para
¢* > 0, uma fun¢do continua a: R — R, A’ € (0, /) e uma fungdo {: [0,00) — R conti-

nuaem 0 = (0). Podemos assumir que ¢* = ce A’ = A. Além disso, como (0,0) € Nj,
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podemos supor que (dy, 1) € Nj, para todo P € V. Dessa forma, mostramos que,
para tais Ny, Vo, ¢, g e A, valem os itens i)-iv). Para mostrar o item v), considere ¢ € Vj.
Como 0 € Ve Vp é convexo, sy € Vp, para todo 0 < s < 1. Seja y: [0,1] — R" dada
por y(s) = g1(s0y, sip). Temos que -y é diferencidvel, com derivada

7'(s) = Dg1(sdy, sy) (04, ).

Assim, como g(0,0) = 0, temos

re(P)

I
N

9, ) — Dg1(0,0) (99, 9)
99, ) —8(0,0) — Dg1(0,0) (¢, )
1) =7(0) — Dg1(0,0) (99, )

(s — [ Dgi(0,0)(0y, 4)ds
Dgi(s39,59) (39, ¥)ds — [ Dsa(0,0) (a1, p)ds
- /01 (D (599 59) ~ D 0,0)) (0, )
= [ (Dsi(s3,59) ~ D51 (0,0)) @9, 0)s
+ [ (Dai(spw59) ~ D1 (0,0)) (0,91

[
=

1

\o\

Da igualdade acima e, por (g8) e (g9), obtemos

)l <| [ (D 69, 59) ~ D 0,0)) (y,0)s

+

A (Dgl(sa¢,s¢) — Dg1(0,0)) (0, ¢)ds

< [ 1(Dsi(s39,59) ~ D3:(0,0)) (29,0)]

+ [ (Dsa(sa,5) ~ D1(0,0)) 0,9)] s
< max |(Dg1(soy, spp) — Dg1(0,0)) (9, 0)|

0<s<1

+ max |(Dg1(s9¢, s¢p) — Dg1(0,0)) (0, )|

0<s<1

<cloayllyl + ( max [60)~a()]) (max ly'w))

gl<ilay —h<u<—

+ ¢ max (Z([Ispll) ¢l + ls¢llfll)

0<s<1
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< (clE0pl +c guax 2(lsplla) + Iyl ) I

(o 160) —a()]) (_max |9/ ).

Dado € > 0, pela continuidade de « e de { em 0 = {(0), existe V. C V}, vizinhanca de
0 em C2, tal que, para todo ¢ € V, temos

XX

(clloayi] +c gax c(lspll) + 9l ) < ¢

2y 146 O <&

Portanto, para todo i € V., obtemos

|rg<¢>|<e(||¢||+ max |¢'<u>|),

—h<u<—A
como queriamos demonstrar. O

Proposicao 3.1.7 ([39], Proposicdo 4.1). Suponha que as hipéteses da Proposigdo 3.1.6 este-
jam satisfeitas e considere Vy, ¢, g e A de acordo com tal proposi¢io. Seja

< 0.

_ log(q)
p= 2h

Seja € > 0 tal que
1Deg1(0,0) (-, 0)[| z(crmy + € <4,

en > 0e¢ > 0dados. Considere x: [—h,t,) — R" a solugio da equagio (2.1), com xg € Xp,.
Para ty € (0,t,), suponhamos que

loxol| <7, x¢ € Veparat € [0, ty],

|x(t)| < Eparat € [—h,tp].

Entio, temos

o (5 155) (“on i) o0
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1 c c
"t <(—+ + ) At(]|00 "(s)]) + ! ,
KON (G + 7=y F 1oy (&7 (1205l + max [¢6)) + max [(0)
(3.4)

para todo t € (0, to].

Demonstragido. Considere a extensdo de x, de modo que tal extensdo seja duas vezes

continuamente diferencidvel em (—oo, t,). Seja t € (0, ty]. Logo,

¥ (t) = g(x, x1) = (g(axt, xt) — Degl(0,0)(axt,xt)> + Deg1(0,0)(dxt, x1)
= rg(xt) + Dggl (O, 0)(axt,0) + Dggl (0,0)(0, xt).

Para u € [—h, —A], temos
oxt(u) = x'(u+t)

(1 a))a () = A(xe_a) (1 + )
=dx;_a(u+A)
— (xp-a) (4 +A)
=xX(u+A+t—A)
=x'(u+t),

pois u 4+ A < 0. Pelo item ii) da Proposigdo 3.1.6,
D,g1(0,0)(9x:,0) = D,g1(0,0)(3((xt-)")a,0),

logo,
x'(t) = Deg1(0,0)(3((x—a)")a, 0) + ¢ (xt) + Deg1(0,0)(0, x;). (3.5)

Pelo item iv) da Proposigao 3.1.6 e pela Proposicdo 1.2.8, obtemos

[Deg1(0,0)(3((x-a)")a, 0)| < [|Deg1(0,0) (-, 0) | (e 19( (xe—a)®)
|

Deg1(0,0) (-, 0)l| (¢ rry , max_ [ (xe—a)"(u)]

A—h<u<0

<
<

— [|Deg1(0,0)(-,0)| ey max_|x'(t— A+ )

A—h<u<0

= 1Dega(0,0)(-,0) | rcmny max  [x(t+u)].

—h<u<—A
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Como x; € V,, pelos itens iii) e v) da Proposigdo 3.1.6, temos

rrg<xt>|+rDeg1<o,o><o,xf>r<e(r|xt||+ max |x'<t+u>\)+c||xtu.

—h<u<—A

Portanto, de (3.5), das duas desigualdades acima e pela hipétese sobre €, obtemos

¥ (0] < (1Deg1(0,0) (0l ey +€)  max ¥ (t+u)|+ (e +e) x|

_h\u\_

<q_max [¥(t+u)|+ (c+o)lnl

=q|x' (k1) + (c + ) [[xe]],

para algum t; € [t — h,t — A]. Se t; > 0, podemos repetir o que foi feito acima, com #;
no lugar de t, e obter tp € [t] — h, t; — A] tal que

X' (k)] < qlx'(t2)[ + (e + €)[[x, I,
Dessa maneira, obtemos uma sequéncia finita estritamente decrescente
to=t>t >t > .. >ty 1>t
talquem > 1, t,, 1 & [—h,0], ty € [—h,0] e
tiv1 € [t —htj— AL X' ()] < gl ()] + (e +e)llxyll, j€1{0,1,...,m — 1},
Assim, como t,,, € [—h, 0], temos

¥ ()] = [ (t0)] < ql'(t1)] + (c + &)1
<q(al¥'(t2)] + (c+ &) lx,]1) + (e + €)1,

1 .
=g’ (12)] + (c +€) 3 qllx]
j=0

V/AN/AN/AN

m—1

<" (tu) |+ (c+e) Y allxs |
j=0
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<q"n+(ct+e) Y dlxll+ (c+e) Y qllx |
j€] j€r
g+ (ct+e) Y dlxll+(c+e)i Y. q, (3.6)
i€l j€r’

emque ] ={je NN[0,m—1]:tj—h>%}e] ={j e NN[0,m—1]: t;—h < §}.

Paraj € ], temos 5 < tj —h < t; < t, logo

Xt || = x(ti+u)| = x(s)| < xX(s)|.
[ = max fx(tj +u) tj_rggggj| ()|\%rr<1§;<t| (s)]

Dai como |g| < 1, temos

ax |x(s)|26]j < max [x(s)| iqj = Mmax x(s)|1i

s<t ie S<s<t i=0 f<s<t

Y llxy |l <

m
£ t
j€] 7S

Por outro lado, sendo j; = min | ' temos

Z q] < i q] B q]t
[ =

Para j € J', temos

=t —h—(j—1)h
<h—(G—-1h
=th—h—(j—2)h
<

<

<
Sti—h—=(—j)h
:fj—hééf

e, em particular, para j = j;, temos

(3.7)

(3.8)
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logo,
t

2h
Multiplicando por log(q) < 0 (pois 0 < g < 1), obtemos

—1<jr

t . ;
l05(0) ( 5~ 1) > log(0)j = log(q"),
ou ainda,

Bt —log(q) > log(q"),

onde B = 10g 1 Com isto, temos a seguinte desigualdade

Bt
g < % (3.9)

Pelas desigualdades (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), obtemos

ct+e
X' ()] < + " max |x(s)| + ———ZePt.
01 < g7+ £ max lx(0)]+ S
Como js <meq € (0,1), entdo g™ < ¢/. Logo
(0] < 2yef + S max [(s)| + e

q 1—¢q L<s<t q(1—q)

1 c+e c+e ) ¢
<=+ + + &)ePt + max |x
(6] 1—gq q(1-q) ((’7 ¢) 7<s<t| ()’>

o que conclui a demonstragdo da desigualdade (3.3).
Por outro lado, como x; € Xj,, repetindo o argumento de forma analoga ao que foi

feito acima, obtemos

|x"(t)| = |Deg1(9xt.xt) (90x¢, 9xt)|
< |D3g1 (axt.xt)(aaxt, )| + |D3g1 (axt.xt)(O, axt)|
= |Deg1(0x1.2¢) (99((xt—-a)")a, 0)| + |Degi (0x1.x¢) (0, 0x¢) |

< max x" (s clloxgll.
<q, max_[x"(s)] +clox|

Repetindo o argumento acima, obtemos desigualdades andlogas as desigualdades
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(3.6), (3.7) e (3.8) e, consequentemente, temos

<—aa pry I
()] < —[[0dxolle” + 1— q§§§t|x()| T e [¥(s)],

concluindo a demonstragao de (3.4). [

Corolario 3.1.8 ([39], Corolario 4.2). Suponha que as hipéteses da Proposigio 3.1.7 estejam
satisfeitas e considere €, 17, ¢ e x e ty de acordo com tal proposicdo. Seja

1 c+e€ c+e
C€:_+

qg q(1—q) 1-gq

Entdo

t
[x(£)] < ce™[xol +ﬂC€/O (=) (Hxsll +ce (6’3(5 /(7 +&) + max |X(u)|)> ds,

h<u<s

para todo t € [0, to).

Demonstragio. Seja t € [0, to]. Pela Proposicdo 3.1.4, x é solugdo da equacéo (3.2). Logo
pela Proposicdo 3.1.3, temos

t
] < e (@l +n [ O rga(o)lds). (310

Pelo item v) da Proposicdo 3.1.6, como x; € V, para todo s € [0, ty], temos que, para
0<s <ty

rex(9) = Irgtx)l < (Il + max [d(]) =e (Il + max ¢ +u)]).

—NSUS \M\

Sejam u € [—h,0] es € [0,t]. Se 0 < s+ u, entdo 0 < s+ u < ty. Logo pela desigual-
dade (3.3) da Proposigdo 3.1.7 e como = 10g 9 < 0, obtemos

|x’(s+u)|<ce(ﬁ(s+”(17+§)+ max |xv>

s+u<v<s+u

<U<S

<ce<ﬁ< (17+C)+ ‘max |>
<

Ses+u <0, entdios—h <s+u<0elx(s+u) < x| <y Comoce > 1e
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B(s —h) >0, entdo ceeP5=1) > 1. Portanto,

(s +u)| <7 < ceef®My < ce (eﬁ(s_h)(ﬂ +¢) + max |x(0)|> :

S <oss

Dessa forma, para todo 0 < s < t, temos

< /
re)] < e (ol + max v+ )

—NUS

Se (Hst +Ce (6’3(”’)(77 +¢) + max IX(U)|>> :

7 <oss

Pela desigualdade (3.10) e pela estimativa para |rg(s)| acima, concluimos a demons-

tracao. [

Definigdo 3.1.9. Uma solugdo estaciondria da equagio (2.1) é uma solugio x: [—h,o0) —
R" da equagdo (2.1) que é constante. Esta solugio é dita estdvel para Gy se, para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que, se P € Xp, com || — xpll2 < 9, entdo ||Ga(t, ) — Ga(t,x0) |2 < €,
para todo t € [0,ty).

O proximo teorema, que é o resultado principal deste capitulo, mostra que a solugao

estaciondria 0 € Xj, é estavel.

Teorema 3.1.10 ([39], Teorema 1.3). Suponha que g: W C Cx C! — R", W C C x C!
aberto, satisfaz (¢0)-(¢3), (36), (¢8), (g9), (H1) e (H2). Entdo:

i) Para todo p > 0, existe & > 0 tal que, para todo § € Xp, com ||9p||o < J, temos ty = co e
1G2(t, 9)]l2 < p,
para todo t > 0.
ii) Existe 8, > 0 tal que, para todo 1 € Xo, com ||¢p||2 < &,, temos ty = co e

lim [[Ga(t, )2 = 0.

Demonstragdo. i) Vamos demonstrar este item a partir de duas afirmagdes.

Afirmacao 1. ([39], Proposicdo 5.1). Para todo p > 0, existe § > 0 tal que, para toda
solugdo x: [—h,t,) da equagdo (2.1) com xp € X, € ||xp]l2 < I, temos ||x¢]|2 < p, para
todo t € [0, ).
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Considere V), c e q, garantidos pela Proposicdo 3.1.6, e

ﬁzlog(Q) eCe:%‘i‘ cte +C+€, parae > 0.

2h gq1—9q) 1-—¢q

Ponha
w = cee*w’ +1.

Tome € > 0 tal que
1Deg1(0,0) (-, 0) || z(crey +€ <4,

2ncwe

" < lencwe < 1.

Seja Ve C Vp, de acordo com o item v) da Proposigdo 3.1.6, e p > 0 tal que, se i € C?,
com ||¢p]|2 < pe, entdo P € Ve. Seja p € (0, pe) dado. Tome &y, ¢ € (0, §) tais que

1 c c Iy
Z 4 + do+20) < 2. (3.11)
(q g(1—q) 1—q)(° 9<3
Tome ¢ € (0, §) tal que c.2¢ < {. Finalmente, tome 77 e 6, em (0, §) tais que
n<Cece(n+2C) <, (3.12)
1 ncwe

Seja x: [—h,t,) — R" solugdo da equagdo (2.1) com xy € Xy, e
[%0l[ < 6+, [|9x0]| < 77, [[@dx0]| < do-

Queremos mostrar que ||x¢||> < p, para todo t € [0, t,). Note que

Ixollz = |Ixo]l + |30l + |8dx0]| < 6.+ 7+ <&+ £+

373 3 Psre

3
Por contradi¢do, suponhamos que existe t € (0,f,) tal que ||x¢||o > p. Pela continui-
dade da aplicagdo [0,t,) > t — ||x¢]]2 € R, existe t* € (0,¢,) tal que ||x¢|]| < p, para
te[0,t%), e

2t [l2 = p.

Se mostrassemos que |x(t)| < ¢, [x'(t)| < { e [x"(t)] < § parat € [—h,t*], entdo
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teriamos

e_P P P _
||xt||2<§+17+3<3+3+3 0,

uma contradi¢do. Logo ||x¢||2 < p, para todo t € [0, ), necessitando apenas tomar
0 = min{J,, 7,0y} para concluir a demonstragao.

Note que |x(f)| < ||xo|| < 6« < & parat € [—h,0]. Suponhamos que exista t €
(0,t*] tal que |x(t)| > ¢. Logo, existe tg € (0,t*] tal que |x(t)| < &, parat € [—h,tg) e
|x(to)| = &. Note que [0, tp] C [0, t], logo, ||xt]l2 < p < pe, parat € [0,ty]. Portanto,
xt € Ve, |x(t)| < &, parat € [—h, ty] e ||[dxo|| < 1. Logo, pelo Corolério 3.1.8,

¢ = |x(to)]|
£
< ce"l|xo +nce/oe“(t°_s) (Hst +Ce (eﬁ(s‘h)(ﬂﬂ‘) + _max Ix(u)\>> ds
0

Tz SUSS

< by + nce /Oto etto=s) ((f + ce (eﬁ(s_h)(ﬂ +¢) + C)) ds.

Como B <0, B(s —h) < —Bh, para s € [0, to]. Consequentemente,

< by + nce <§+c€ (efﬁh(n +¢)+¢

nccee P'e ncwe . nce
=cf
COx + “x 0+ “x §+_{X§
nc(cee P"+1)e  ncwe, ncwe
< oo, 4 MEce ) 7+ ¢+ Cr
- —o —o
o que implica em
2ncwe nc(cee P4 1)e
- X ) 7
G X ¢ < cox x n
ou ainda,
(1 B 2ncwe) £ < cb, ne(cee P+ l)e;7
—u o
Consequentemente,
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contrariando (3.13). Portanto, |x(t)| < ¢, para t € [—h,t*].

Agora, temos ||dxg|| < 7 < . Por contradi¢do, suponhamos que < |x/(t)|, para
algum t € (0, t*]. Entdo, existe tp € (0,t*] tal que |x'(¢)| < {, parat € [0,) e x'(ty) =
(. Pela desigualdade (3.3) da Proposigao 3.1.7, temos

{=x"(to) <ce(n+&+8) =ce(n+28),

contrariando (3.12). Portanto |x'(t)| < {, para t € [—h, t*].

Finalmente, temos ||09xo|| < dy < §. Por contradicdo, suponhamos que § < [x”(t)],
para algum t € (0,t*]. Entdo, existe tg € (0,t] tal que |x”(t)| < &, parat € [0,ty) e
x"(tp) = §. Pela desigualdade (3.4) da Proposigao 3.1.7, temos

5=t < G+ q(lc—q) " 1iq> (P2 (d0 +0) +2)-

Como ePlo < 1, obtemos

e (1 1>5 >
3<<q+q(1—q)+1—q (% +20),

contrariando (3.11). Portanto, |x”(t)| < &, para t € [—h,t*], concluindo a demonstra-
cdo da Afirmacao 1.
Afirmagao 2. ([39], Proposicdo 5.2). Existe § > 0 tal que ty = oo, para todo ¢ € X,
com ||l < 4.

Seja p; > 0 tal que, para todos ¢, € C! com ||p|l; < (2+ A)p1 e ||¥]l1 < p1, temos

(¢,9) € N1.

Seja pp > 0 tal que, para todos ¢ € C, ¢ € C!, com ||¢|| < p2 e ||¢]l1 < p2, temos

(@.9) € W.

Ponha p = min{p1,p2} > 0. Seja §(p) = § > 0, garantido pela Afirmagdo 1. Seja ¢ €
X, tal que [[1p||2 < 4. Queremos mostrar que t;, = co. Por contradigao, suponhamos
que ty < co. Pela Afirmagdo 1, para x = x¥, temos:

||Xt||2 < O, vt € [01 tl/J) (314)
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Logo,

sup [¥'(s)| <pe sup [x"(s)[<p,
—h<5<t¢ _h<5<t¢

ou seja, x e x’ sdo Lipschitzianas e, em particular, sio uniformemente continuas em
[—h, ty). Sejam y e z as extensdes continuas de x e x’ em [/, ty], respectivamente. Dai,
temos

li "(t)= 1 t) = z(ty).
tw;tn;twy() w#ﬂf” z(ty)

Pela continuidade de y em ty, temos que y'(ty) = z(ty). Assim, temos que v’ = z.
Logo, y é continuamente diferencidvel. Por (3.14), temos

19ye, | <0 e [lyeyll <

logo, pela escolha de p, (dyt,,yt,) € W. Pela continuidade de g e da aplicagao [0, ty] >
t — y; € C!, obtemos

"(t) = i I(F) — )
Y (ty) t#ﬂtﬂ(” twlifif gyt yt) = g(t,, yt,)

Considere x estendida a uma fungdo duas vezes continuamente diferencidvel em
(—oo, ty). Pela Proposicdo 1.2.8, temos que, para 0 < £ < ty,

0((xe-a)™)all = 199((xe-a)™)all + 10((xe-2)™)all

< A*Iil<aL)1(<0|x;/_ (u)] +, max_ PANOIRR AN (]

— X x'(u)|+ Alx (t — A
max () max [X()] + A1 - 4)

< lxellz + ez 4 Allxell2 < (2+ A)p.
Como [|lxe][1 < [|xel[2 < pe [[9xi]ly < lxt]|2 < p, entdo

(axt,xt), (8((xt,A)dd)A,xt) € Nl,

para0 <t <ty.Para0 <t <tye —h <u < —A, temos

(xp—n)™)a(u) =" (t—=A+A+u) =x'(t+u) = dx;(u)

00((xp—p) ™ a(u) = 2" (t = A+ A +u) = x"(t +u) = 90x;(u).
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Logo, pelo item ii) da Proposicdo 3.1.6, obtemos

x"(t) = Deg1(9xt, x1) (901, 0x¢) = Deg1(d((xe—a)™)a, ) (90((xe-a) ™), 9x1), (3.15)

para 0 < t < ty. Pelo item iii) da Proposi¢ao 1.2.7, para s, t € (—oo, t¢], temos

1((xe-a)™)a = ((xs—a) ) allz = [ ((x1-a)™ = (x5-a)™)all2

= [ ((xr-a — xs-2)™)all2

A2
< (14845 ) s —xale

Portanto, pela continuidade de (—oo, t¢) St x € Cle pela desigualdade acima,
concluimos que a aplicacdo

(—oo,ty] 3t ((x1-a)™)a € C?
é continua. Pela continuidade da aplicagdo

Wy x CxC3 (¢, 9,x0)— Deg1(0,9)(x,0),

garantida por (g3), combinada com (3.15), obtemos

y"(ty) = lim ¥ () = Deg1(0((ye,—a)™) a y1,) (00((Ye,—8)") 5r B, )-

t—)l’lp

Portanto, y é duas vezes continuamente diferencidvel em [—, t¢] e, em particular, Yt, €
C2. Como (dys,,y1,) € W, concluimos que y;, € Xi;. Pondo ¢ = y;, e definindo
X:[=hty+ty) = R" por

x(t), se —h <t<ty,
2ty = {0 4
xP(t—ty), sety <t<ty+tp,

concluimos que X é solugdo de (2.1), com Xy = ¢, contrariando a definicdo de t,. Por-
tanto, ty = oo.

ii) Seja € > 0 tal que

1Deg1(0,0) (-, 0) || z(crry +€ < g
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1
nce(1l+ ce)_—a < 1.

Tome V. C V, vizinhanca de 0 em C?, como no item v) da Proposicdo 3.1.6. Pelas
Afirmagoes 1 e 2, existe J, > 0 tal que, para toda solugdo x: [—h,t,) — R" da equagdo
(2.1), com xg € X € ||xp||]2 < 4, temos t, = 00, x4 € Ve paratodot >0, e

lx(t)] < 1le|x'(t)] <1, paratodot > —h.

Seja w = limsup,_, ., [x(#)|. Queremos mostrar que w = 0. Seja y > w arbitrario. Logo,
existe t, > 0 suficientemente grande tal que, para todo s > #, temos |x(s)| < y. Seja
te > t,. Como |[|9xp]| < 1emax;>_p|x(t)| <1, pelo Corolario 3.1.8, para t > t,, temos

t
|x(t)] < ce™ || x0]] +nce/ o) <\|st + ce (eﬁ(Sh)(l +1) + max ]x(u)])) ds
0

2 <uss

t
< ce™ +nce/ et (t=9) <||xs|| + ce (eﬁ(s_h)(l +1)+ max |x(u)|>> ds
0

! <uss

tx
= ce”‘t+nce/ U9 ||| +ce | PP (14+1) + max_|x(u)| | | ds
0

S <uss

t
—|—nce/ (=) (||xs|| +ce <e'8(s_h)(1 +1)+ max |x(u)|>) ds
ts

Fh<uss

Fx

< ce* + nce/o e (t=s) (1 + Ce <2€7ﬁh + 1)) ds

+ nce /t*t e(t=) <]/ + ce (2613(5_'1) + y)) ds
t

tx
< ce™ + nce(1+ce +2cce ) / =) ds + neey(1+ ce) / e*(=9)ds
0

*

t
—|—2ncec€eﬁh/ ePsds
tx

; " e (t—t) ettt
= ce™ + nce(1 + ce + 2cce™ P — + —

a(t—ty)
+ ncey(1+ce) (L ¢

—K —

) + 2ncecee_ﬁh% <eﬁt — eﬁt*> .

Tomando uma sequéncia t; — co tal que |x(¢;)| — w, quando j — oo, na desigualdade
acima, obtemos

1 1
w < nee(1+ ce)_—ay + 2ncec€e_ﬁh_—ﬁe’5t*.
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Fazendo t, — co na desigualdade acima, temos
1
w < nee(1+ cg)—lxy.
Como y > w é arbitrario, fazendo y — w, segue que
1
w < nee(1+ cg)—lxw

e, como nce(1 + ce)L < 1, concluimos que w = 0. Como w = limsup,_,, [x(t)| =
0, entdo lim; e [x(t)] = 0. Pelas desigualdades (3.3) e (3.4), concluimos que
lim;_e0 [X'(£)] = 0 e limy—y |x”(#)| = 0. Portanto, para todo ¢ € Xp,, com ||¢||2 < Jg,
temos fy = e

. ¥,
lim [[Ga(t, )ll2 =[x 2 =0,

como querfamos demonstrar. O

3.2 Aplicacao
Nesta secdo, considere os espagos C e Clcomh > 0en = 1. Considere a equagao
X'(t) = A(x(t+d(x(t)))) + f(x(t +r(x(1))), (3.16)

com as fungdes continuamente diferencidveis A: R — R, d: R — [-h,0), f: R - R
er: R — [—h,0], satisfazendo A(0) = 0 = f(0). Note que essa equagdo é um caso
particular da equagéo (2.26). De fato, basta tomar A(x) = ax e r(x) = 0. Reescrevendo
a equacdo (3.16), obtemos

X' () = A(xi(d(x:(0)))) + f (xe(r(x:(0))))-
Isso nos motiva a definir ¢: C x C! — R por

8(@,p) = Alp(d((0)))) + f(¥(r(¥(0))))-

Dai, para uma fung¢ao continuamente diferencidvel x: [—h,t,) — R, 0 < t, < oo, temos

8(9xp, x;) = A(9x(d(x+(0)))) + f(x:(r(x:(0))))
= A(x'(t+d(x(1))) + f(x(t +r(x(£)))),
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ou seja, a equagao (3.16) é um caso particular da equacgéo (2.1).

Considere a aplicagdo ev: R x C — R dada por ev(t, ) = ¢(t), sua restri¢do ev; =
ev|Rryc1 € as projegdes pri: C x C! — C, pry: C x C! — C!, dadas, respectivamente,
por pri(¢, ) = ¢ e pra(¢p, ) = ¢. Usando a mesma notagdo da terceira se¢do do

Capitulo 2, temos
g=Aocevo ((doev(0,:)opry) x pr1)+ foevo ((doev(0,:)opry) x prz). (3.17)

Isso nos motiva a apresentar o seguinte resultado, que nos garante que podemos

aplicar o nosso resultado de estabilidade linearizada para a equagdo descrita pelo mo-
delo (3.16).

Proposicdo 3.2.1 ([39], Proposicdo 2.1). A fungio g dada acima satisfaz (g0)-(¢3), (g6),(38)
e (g9).

Demonstragio. Veja que g é continua por (3.17), portanto, vale (g0). Dado ¢ € C!, existe
A > 0 tal que d(ev1(0,9)) = d(¢(0)) < —A. Pela continuidade de d o ev; (0, -), existe
uma vizinhanca N de ¢ em C! tal que d(ev;(0,x)) < —A, para todo x € N. Assim,
para todo x € N e para todos ¢, ¢ € C tais que ¢(t) = ¢p1(t), t € [—h, —A], temos

8(¢, x) = A(P(d(x(0)))) + f(x(r(x(0)))) = A(P1(d(x(0)))) + f(x(r(x(0))))
= g(‘Pl/X)

Portanto, g satisfaz (g1).
Seja p € C! dado. Tome 17 > [|¢h]|1 e

A>max{ max |A’ , max |d , max , max |r }
max [A'(@)], max 1d'@)], max [£')], max [¢(¢)]

Para todos 91,92 € C' com [[¢1]l1 < 77 e [[¢2]l1 < 7, e para todos ¢1,¢» € C com
P11l < 77 e |2l <7, temos

8(P2,¥2) — (1, 1)
< [A(92(d(2(0)))) — AlPr(d(1(0))))] + | f (P2 (r(12(0)))) — f(#1(r(¢1(0))))]
< AM2(d(92(0))) — 1 (d(1(0)))] + Alpa(r(92(0))) — g1 (r(91(0)))]
< A([92(d(92(0))) — P2(d(91(0)))] + [P2(d(1(0))) — P1(d(1(0)))])
+ A ([92(r(#2(0))) — Y1 (r(92(0)))] + [h1(r(2(0))) — 1 (r(1(0)))1)
< A(Lip(¢2)|d(y2(0)) — d(1(0))| + llp2 — ¢ll)

~—
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+ Al =l + ll9g ||| (2(0)) — r(1(0))1)
SA(ALip(¢2) 12 — @l + lg2 — d1ll) + A ([l — ¢l + 7All2 — 1)
= A2Lip(¢2) 192 — 1l + Allga — pull + Allz — 91l + A% (|2 — 9|
< (A +A+722) ([lg2 — ¢rll + Lip(@2) 192 — 91l + 12 — yul)
= (A +A+7A%) (2 — 1l + (Lip(¢2) + D2 — 1))

Portanto, para L = A? + A + 57A?, g satisfaz (g2).
Por (3.17), temos que g1 = g|c11 € dada por

g1 =Aoevyo((doevy(0,-)opry) x pri) + foevio ((roevy(0,-) o pra) x pra).

Portanto, pela regra da cadeia, g1 é continuamente diferencidvel. Procedendo de forma
analoga a Segdo 3 do Capitulo 2, para (¢, ¢) € C! x C!, obtemos

Dg1(¢,9) = A'(¢(d(y(0)))) Devy (d(1(0)), ¢) o ([d'((0))ev1 (0, -) o pra] x pr1)
+ f'((r(9(0)))) Devr (r((0)), ) o (['((0))ev1(0, -) 0 pra] x pr2).

Portanto, para ¢, ¢, x,p € C!, temos

Para cada (¢, 1) € C! x C!, definimos a extensdo D.g1(¢,9): C x C — R, por

Degi () (1) = A (9(d((0)))) (¢ (p(0))p(0)2p(d(¥(0)) + x(d(p(0))) )
+ £ @) (7 (0)p(0)dp(r(9(0))) + p(r((0)))):
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Como A, f,d, r sdo continuamente diferencidveis, entdo a aplicagdo

C'x C'x CxC>3 (9, xp) — Degr(¢,9)(xp)

é continua. Logo, g satisfaz (g3).
Note que (0,0) e W=C xCle

8(0,0) = A(0) + £(0) =

Para todos ¢, ¢ € Cl e x € C, temos

Deg1(9, ) (x,0) = A’(¢(d(y(0)))x(d(¥(0))),

logo,

1Deg1 (¢, ) (-, 0) | 2(cr) = sup |A'(¢(d(y(0)))x(d((0)))]

xlI<1

= [A/(¢(d(9(0)))] sup [x(d(¥(0)))]

xlI<1

= [A'(¢(d(9(0)))l.
Como [A"(¢(d((0))))| = |A"oevo ((doev(0,-) o pra) x pr1)(¢,¥)|, a aplicagao

C' x C'3 (¢, 9) = [IDeg1(¢,9) (-, 0)|| 2(c.r)

é continua e, em particular, semicontinua em (0,0). Portanto, g satisfaz (g6).
Para todo ¢ € C2, com ||¢|| < 1, e para todo 0 < s < 1, obtemos

|(Dg1(sd, s9p) — Dg1(0,0))(9y, 0)| = |A"(sdp(d(sy(0))))oyp(d(s¢p)) — A’(0)9(d(0))]
< |A(s09(d(sy(0)))) (09 (d(sy)) — ap(d(0))) |
+ [ (A'(s9p(d(s9(0)))) — A'(0)) 9y (d(0))|
d(0)]

S o |A'(©) |90y |l |d(sy) — d(0)

+ max |A’ A0 max "(u
max (4@~ AO)]_max |y'(0)

S max |A'(§)]]|0oy|| max " () Isy]

/ !/
+ max |A'(&) — A'(0)] s |97 (u)]
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< max |A"(5)| max|d'()][|0oy]l|s| |

gl<1 gl<1
A'(E) = A'(0
+%1|€<i>1<| (¢) — A )!ihg% 9" ()]

Sejam c = maxmgl |A/(§)| max|€|<1 |d/((:)|, an=A eA= —d(O) LOgO,

|(Dg1(s9y, s¢) — Dg1(0,0)) (94, 0)| < cllog]l[|] +|raa><|0¢( ¢) —a(0)]  max 9" (u),

concluindo assim que g satisfaz (g8).
Para todo ¢ € C?, com ||¢||» < 1, e para todo 0 < s < 1, obtemos

|(Dg1(s99, s¢) — Dg1(0,0))(0, )

= [A(say(d(sy)))d"(s(0))9(0)s09¢ (d(s1(0)))
+ f1(sp(r(s9(0)))) (' (s9(0)) 9 (0)say (r(s(0))) + 9 (r(s9(0)))) — £/ (0)p(r(0))]
< |A'(sop(d(sy)))d' (s (0)) 9 (0)s90y(d(s¢(0))) |
+1f (s (r(s9(0))))r' (s9(0))9(0)s0y (r(s(0)))|
+|f (59 (r(sp(0))) 9 (r(s9(0))) — £/ (0)y(r(0))]
< ‘glgﬁgpul (C)‘|¢\<H ¢|\| "(@Ilpllllsoowll
max x (& )I‘Cﬁlmnlr( Olllwlllisopll

+1f (s (r(s9(0)))) = F Ol (r(sp )] + If O) [ (r(s9(0))) — 9 (r(0))]
< max |A'(5)| max|d’(£)]||s00y ||

gl<1 gl<1
+ max (¢ )||rg|a><\r( ) lisog il
max 1£@) = FOllgll + (O llowll(sp(0)) —r(0)]
< (Taeglz‘l’( )|‘r33>1<|d( )|+|rg|g>1< £(& )||r§|a><|r( )|> (Ilsoag| + lsow[))[[¢ll

- nax £ = FOllgll+ 10 )Il‘n‘eiXV( )sgllllow]]-

Seja
¢ = max |A’(¢)| max |d’ -+ max max |7 +1>1.
|§|<1| (¢ )‘\§|<1‘ (@l e (€ )’\é‘\<1’ ()

Pela desigualdade acima, obtemos

|(Dg1(s9y, sy) — Dg1(0,0))(0, 9)]
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< cllsll2llw e max £ = F Ol +cllspllilwlh

¢ (||51P||2 + max [£()~£(0 ) Il + cllswllle ]

< cZ(llspli) ¢l +clisplllgly = c(@lspll) 1wl + llspll¢l).

onde {: [0,00) — [0,0) é dada por

{(z) = z+ max|f'(¢) — f'(0)I.

Cl<z
Portanto, segue que g satisfaz (g9), concluindo a demonstracao. O

Observacio 3.2.2. E possivel mostrar que a funcdo g satisfaz as condicdes (H1) e (H2). Mais

precisamente, que g satisfaz (H1) se, e somente se,

[A"(0)] = [|Deg1(0,0)(+, 0)[| #(crry < 1.

Também temos que g satisfaz (H2) no caso em que r = 0, |A’(0)] < 1e f'(0) < 0. Tais
estimativas ndo serdo demonstradas aqui, mas podem ser encontradas em [38].
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A. Resultados Classicos

Nesta sec¢do, apresentamos alguns resultados cldssicos que foram utilizados nessa

dissertacdo.

Teorema (Desigualdade do Valor Médio). Seja f: U C R" — R™ uma aplicagio conti-
nuamente diferencidvel. Suponha que o segmento de a até a + v esteja contido em U e suponha
que exista M > 0 tal que || Df (x)|| o (rnrm)y < M, para todo x € |a,a + v]. Entio

|[f(a+h) = fa)] < M]o].

Demonstragio. Veja [27]. H

Teorema (Teorema da Aproximacgdo de Weierstrass). Seja f: [a,b] — R wuma fungio
continua. Para todo € > 0, existe um polindmio p tal que p(a) = f(a), p(b) = f(b) e

max |f(s) — p(s)| < e.

a<s<b
Demonstragio. Veja [31, Teorema 19, Pagina 228]. H

Teorema (Teorema Fundamental do Célculo-Adaptado). Seja P: U C F — G uma
aplicagdo continuamente diferencidvel entre espagos de Banach. Suponha que o segmento de u
até u + v esteja contido em U. Entdo

1
P(u+v)—P(u) = /0 DP(u + tv)vdt.

Demonstragio. Veja [18, Teorema 3.2.2] ]
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Teorema (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja M um espaco métrico completo e
f: M — M uma aplicagdo. Suponha que existe c € (0,1) tal que

d(f(x), f(y)) < cd(x,y),

para todo x,y € M. Entdo f admite um iinico ponto fixo.
Demonstragdo. Veja [26]. ]

Teorema (Desigualdade de Gronwall). Suponha que g: R — IR seja continua satisfazendo
g(t) = 0e

g(t) <C+ K/O1 g(s)ds,

para todo t € [0,a], onde C e K sio constantes positivas. Entdo, para todo t € [0, a],

g(t) < ceX,

Demonstragio. Veja [29, Secdo 2.3]. ]
Teorema (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja T: V — W uma transformagdo linear
entre espagos vetoriais. Entdo o espago quociente ker—‘fT) é isomorfo a imagem Im(T) = T (V).

Demonstragio. Veja [32, Teorema 3.5]. [

Teorema (Teorema da Fungdo Implicita). Sejam U C E, V C F abertose f: UXV — G
uma aplicagdo de classe C', v > 1, entre espacos de Banach. Suponha que, para algum
(x0,y0) € U x V, a derivada no sequndo argumento Dy f(xo,vy0): F — G seja um isomor-
fismo. Entio existem vizinhangas Uy de xo e Wy de f(xo,yo) e uma tinica aplicagio de classe
C’, g: Uy x Wy — V tal que, para todo (x,w) € Uy x Wy, temos

flxg(xw)) = w.

Demonstragio. Veja [1, Teorema 2.5.7]. ]

B. Variedades de Banach, Vetores Tangentes e Subvarieda-
des

Nessa segdo, apresentamos alguns conceitos sobre Variedades de Banach, vetores
tangentes e subvariedades. Todos os resultados e defini¢des apresentados nesta se¢do

podem ser encontrados em [8].
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Definicao 3.2.3. Seja M um subconjunto de um espago de Banach real X dado. Um vetor
tangente de M em x é um elemento v € X de modo que existe uma curva diferencidvel c: 1 —
X, I C R é um intervalo aberto contendo 0, com as propriedades:

c(0) =x, ¢(I) c M, (0):=Dc(0)1 = .

O conjunto de todos os vetores tangentes de M em x é denotado por T, M.

Definicao 3.2.4. Considere X um espago de Hausdorff dado. Definimos uma carta como sendo
um homeomorfismo de um subconjunto aberto de X em um subconjunto aberto de um espago
de Banach real.

A préxima defini¢do traz uma relagdo entre duas cartas.

Definicao 3.2.5. Sejam a: U — A e p: V — B duas cartas. Dizemos que elas sio C-

compativeis se, e somente se, a aplicagio
a(UNV)3&— Bla (&) e pUNY)

é um C"-difeomorfismo entre subconjuntos abertos de espacos de Banach.

Isto nos leva a proxima definicio que tem um papel muito importante no estudo
das variedades.

Defini¢do 3.2.6. Um conjunto de cartas duas a duas C"-compativeis é chamado de C"-atlas de
X. Um C"-atlas é chamado maximal se, e somente se, ele contém toda carta que é C"-compativel
com todos seus elementos.

om as definicdes acima, estamos prontos para definir uma C”-variedade.
C def t t def Ccr dad

Defini¢ao 3.2.7. Um par (X, /), onde </ é um C'-atlas maximal, é chamado uma C’-
variedade.

Usaremos aqui a mesma notacado que [8] e, portanto, denotaremos (X, <) apenas
por X.

Definicdo 3.2.8. Sejam X e Y C'-variedades. Uma aplicagio f: X — Y é chamada uma C’-
aplicacgdo se, e somente se, para toda carta w: U — A de X e para toda carta B: V — Bde Y,
com f(U) C V, aaplicagdo induzida

A3 E— B(f(a71(2)))

é uma C"-aplicagdo do conjunto aberto A de um espago de Banach no espago de Banach contendo
a imagem B de B.
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A seguir, apresentaremos a definicdo de uma C’-curva que serd fundamental para

que possamos apresentar o conceito de vetor tangente de X em x.
Definicao 3.2.9. Uma C"-curva é uma C"-aplicagio c de um intervalo aberto I C R em X.

Com esta definicdo em mados, vamos apresentar a defini¢io de quando duas curvas
sdo tangentes em 0.

Para isso, considere x um ponto em uma C"-variedade X, com r > 1 dado. Consi-
dere as C"-curvasc: I — Xed: ] - X,demodoque0 € INJec(0) =x =d(0).

Definicdo 3.2.10. As curvas c e d sio ditas tangentes em 0 se, e somente se, existe uma carta
a: U — Acomx e Uee > 0demodo que:
c((—€,€)) Nd((—&,€)) € Ue D(oc|(_e))(0)1 = D{wod|_ce))(O)1,

onde D representa a derivada usual de uma aplicagio do intervalo (—e€, €) no espago de Banach
contendo a imagem A de a.

Agora estamos preparados para apresentar a defini¢do de um vetor tangente de X.

Definicdo 3.2.11. Um vetor tangente de X em x é uma classe de equivaléncia de C"-curvas
c: I — X com c(0) = x, com respeito a relagdo de tangéncia. O conjunto de todos os vetores
tangentes de X em x é denotado por (TX),.

Terminamos essa se¢do apresentando o conceito de uma subvariedade.

Definicado 3.2.12. Um subconjunto M de uma C"-variedade, munida com a topologia relativa,
é chamado uma subvariedade se, e somente se, para todo x € M, existem espagos de Banach
reais E e F, vizinhancas abertas A de O em E e Bde O em F, e uma carta a: U — A X B de
modo que:

xe U, a(x) =(0,0), a(UNM) = A x {0}.

Como consequéncia desta defini¢do, os subconjuntos abertos de C"-variedades sdao
subvariedades [8, Exercicio 3.1].
Para mais detalhes sobre este tépico, consulte a referéncia [8].
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