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Resumo

Os significados fisicos e alguns aspectos matematicos do problema proposto por Synge
[1], sera desenvolvido ao longo deste trabalho. O problema de Synge é determinar a dina-
mica de duas cargas pontuais elétricas interagindo por meio de seus campos eletromag-
néticos, sem levar em consideracao os termos de radiagao devidos as auto forcas em cada
carga pontual. Em particular, discutimos o problema de como considerar as condicoes
iniciais compativeis com um sistema isolado das forcas externas. Este problema decorre
da existéncia de restri¢oes intertemporais para as trajetérias das cargas, gerando assim
equagoes relativisticas de Newton para as cargas. Tais equagdes nao formam um sistema
de Equagoes Diferenciais Ordinérias, mas sim um sistema de Equagoes Diferenciais Funci-
onais, cuja dificuldade para a obtencao de solugoes é bem maior, quando comparado com
sistemas de Equacgoes Diferenciais Ordinérias. A elaboracao de um algoritmo, fundamen-
tado apenas Equacoes Diferenciais Ordinarias para a obtencao de solugoes aproximadas
para o problema de Synge, foi desenvolvido e permitiu a construcao de um algoritmo
numérico utilizando métodos tradicionais de integracao para sistemas de E.D.O.s. Final-
mente, usamos este algoritmo para obter aproximagoes para as solugoes quase circulares
que sao previstas no problema de Synge.



Abstract

The physical meanings and some mathematical aspects of the problem proposed by
Synge [1| will be developed throughout this work. Synge’s problem is to determine the dy-
namics of two electric point charges interacting through their electromagnetic fields, with-
out taking into account the radiation terms due to the self-forces on each point charge. In
particular, we discuss the problem of how to consider initial conditions compatible with a
system isolated from external forces. This problem stems from the existence of intertem-
poral restrictions for the trajectories of the charges, thus generating Newton’s relativistic
equations for the charges. Such equations do not form a system of Ordinary Differential
Equations, but a system of Functional Differential Equations, whose difficulty to obtain
solutions is much greater when compared to systems of Ordinary Differential Equations.
The elaboration of an algorithm, based only on Ordinary Differential Equations to obtain
approximate solutions to the Synge problem, was developed and allowed the construction
of a numerical algorithm using traditional integration methods for ODEs systems. Fi-
nally, we use this algorithm to obtain approximations to the quasi-circular solutions that
are predicted in Synge’s problem.
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Introducao

O problema de duas cargas pontuais, formulado como um problema de dois corpos
isolados, consiste em determinar a dindmica das cargas em funcao de seus proprios campos
eletromagnéticos, ou seja, considerar o campo eletromagnético gerado por fontes externas
as duas cargas consideradas. A primeira formulagao rigorosa deste problema foi feita
por Synge [1], nela ele ndo considera as forgas de reacao de radiagao de cargas pontuais
[2, 3, 4, 5]. Discutiremos esse assunto posteriormente nesta introdugao, mas, por enquanto,
todos os esforcos serao voltados para a formulagao matematica de Synge.

O problema matemético de Synge consiste em acoplar as equagoes de Maxwell
para duas cargas pontuais com as equagoes da mecanica relativistica usando a forca de
Lorentz para cada carga. Matematicamente, as equagoes relativisticas de Newton para
duas cargas pontuais aceleradas sao dadas por:

dp; m;V;

=F, i = ———, 1=1,2, 0.0.1
dt g P /T— [vi|2/c2 ( )
em que p; é o momento relativistico da particula i e

Fji=qEj;+qvixBy (i#7), (0.0.2)

¢ a forca de Lorentz na carga pontual ¢ devido ao campo eletromagnético da carga pontual
j e v; é a velocidade da particula 7. Aqui estamos considerando a carga pontual ¢; como
uma particula com massa inercial m; (i = 1,2) e os campos eletromagnéticos devem
satisfazer as equagoes de Maxwell para uma distribuicao de duas cargas pontuais, o que
corresponde a um sistema de Equacoes Diferenciais Parciais dado por:

V- B(r,t) =0, VxE(r,t)—i—W:O,
(0.0.3)
o) C1OE@mD)
V-E(rt) = p— V x B (r,t) 2 o = poj (r,t),

onde r € R3 representa um vetor de posicao no espaco e t € R um instante de tempo.
Este sistema de equagoes de Maxwell é escrito no sistema de unidades MKS, com ¢, po
e ¢ ssendo permissividade elétrica, a susceptibilidade magnética e a velocidade da luz no
vacuo, respectivamente. As densidades de carga p(r,t) e as densidades de corrente j(r,t)
sao definidas como:

p(r,t) = Z go(r —r;), j(r,t) = Z qivio(r —r;), (0.0.4)

i=1,2 i=1,2

onde ¢ é a funcao delta de Dirac tridimensional e r; é o vetor de posicao associado a carga
¢;. Finalmente, os campos eletromagnéticos na equagao (0.0.2) s@o calculados na posigao
da carga r; e no tempo instantaneo ¢, ou seja,

Eji = ]5](['2‘7 t), Bji = B(I‘i, t) (005)



O sistema de equagdes (0.0.1) - (0.0.5) representam a formulacdo bésica do pro-
blema de duas cargas interagindo unicamente através de seus respectivos campos eletro-
magnéticos. Em uma primeira inspegao, isso constitui um problema matemético muito
complexo de acoplamento de um sistema de E.D.O.s (equagoes de Newton) com um sis-
tema de E.D.P.s (equagdes de Maxwell). Apesar de os problemas envolverem dificuldades
técnicas oriundas das singularidades das densidades de carga, este ¢ um problema bastante
atipico do ponto de vista matematico e envolve questoes muito sérias para estabelecer re-
sultados para a existéncia de solugoes através da imposi¢ao de alguma condig¢ao inicial
[6], 0 que implicaria em conhecer as posigoes r;(ty) e as velocidades v;(ty) das particulas,
bem como os campos E(r,ty) ¢ B(r,?) em um determinado instante .

A origem desta dificuldade esta relacionada ao fato de que o sistema composto
pelas equagoes (0.0.1) - (0.0.5) tem uma restri¢ao intertemporal. Essa restricdo surge
do fato de que as equagoes em (0.0.3) tem uma solu¢ao bem determinada, baseada nos
potenciais de Liénard-Wiechert, para uma dada trajetéria da carga pontual. Na verdade,
os campos de Liérnard-Wiechert retardados ou avancados sao campos eletromagnéticos
varidveis no tempo que satisfazem as equacoes de Maxwell para uma carga pontual em
um movimento arbitrario descrito por seu vetor de posigao r,(t) em fungao do tempo ¢.

Os respectivos campos elétricos e magnéticos retardados, calculados em alguma
posicao r e no tempo ¢, sao dados por |7, 8, 9]:

¢ [(1-F)m-p) nx|n-pxal

E_ t o U,
(r7 ) 4dmeq R2|1—n.13|3 02R|1—n-[3|3 tr; (006)
tr _
B (r,) = # < B (r1), (0.0.7)
b=t (0.0.8)
&

onde R=r—r,t), R=|R],n=R/R, B =v/c, v=dr,/dt e a = dv,/dt sao todos
avaliados no tempo retardado t,.

A derivagao de campos avangados de Liérnard-Wiechert pode ser obtida de ma-
neira semelhante a derivagao usual realizada em livros para campos retardados, entretanto,
devemos considerar os campos elétricos e magnéticos avaliados no tempo avangado ¢, [10]:

¢ [1-pF)n+B) nx[n+p)xal

E*(r,t) = 0.0.9
(x,2) Amey | R?)[14+n-B)3 * AR[1+n-8 |, ( )
to
B*(r,t) = # x Et(r, 1), (0.0.10)
R
ta — t+ z (0011)

Os campos elétrico e magnético da particula j atuando na particula ¢ sao definidos
da seguinte forma:

1 1
E; = (5 + a) E; + (5 — a) E}, (0.0.12)

1 _ 1
B, = (5 + a) B, + (5 — a) Bji, (0.0.13)
com i # j. Os sobrescritos "—" e "+" indicam se o campo eletromagnético deve ser
avaliado em tempos retardados ou avancados, respectivamente. O parametro a é apenas
um truque para considerar combinacgoes lineares entre campos retardados e avangados que
representam diferentes solucoes das equacoes de Maxwell. Vale a pena citar dois casos:



o primeiro é o cendrio causal usual com a = 1/2; onde ha apenas campo retardado; o
segundo é a = 0, que corresponde a formulagao Wheeler-Feynman do eletromagnetismo
onde ha uma contribui¢ao simétrica proveniente de campos retardados e avangados |11,
12].

Apesar do problema da causalidade nao esta resolvida e a necessidade do uso
dos campos avancados, proposto por Wheeler e Feynman, para a interpretacao dos ab-
sorvedores, podemos utilizar tal proposi¢ao de construcao de um sistema de duas cargas
pontuais para descrever o método iterativo que permite obter aproximacgoes sucessivas,
por meio de E.D.O.s, de um conjunto de equacoes que contém termos com derivadas
dependentes dos tempos retardados e avangados. O ganho técnico associado a resolugao
deste problema parece superar as questoes mais fisicas associadas a questao de obedecer
ou nao a causalidade.

Os campos elétricos e magnéticos apresentados acima sao dados por:

E; = 47%600' (rr;,v;,a;7), Bj = 4:20011]2 x Gj; (riry,vy,a0),  (0.0.14)
d; d;
E; = 47:60G}Jr ( ; j,v;r,aj) , B;;- = 47720an1 X GJr ( ; r;r,v;r,aj) . (0.0.15)
onde
2 _ _
o - ) EB) g xa]
N e N R LR A [ e
o ) WIs)  wix(pes) xal]
Jgio et + +3+2_+ ++3 ()
o= PL 0 B - x| 14 ng - B
nj, = non (0.0.18)
i = 1|
+ ri—r;r
n’, = ‘I‘i—rﬂ’ (0.0.19)
com 3; = v Jce B;r = V;'_ /c. As variaveis dindmicas avaliadas em seus respectivos os

tempos sao definidos como:

r, = I'Z'(t), V;, = Vi<t), a; — ai(t), (002())
r; = r;(t), Vi =V (1), a; =a(t), (0.0.21)
rj+ = I‘j(ﬂ), V;'r = Vj(’%)a a; = aj(ti;), (0.0.22)

e os tempos de retardo e avancado sao obtidos das solugoes das seguintes equagoes:

[ri —r;(#)]

t{:t_—, ti:t+w_

C C

(0.0.23)

Realizando uma transformagao de escala nas unidades de espago e de tempo
definidas como:

ri— Lr; (i=1,2) e t—Tt, (0.0.24)

a mesma transformacao leva as seguintes transformacoes nas velocidades e aceleragoes:

V; > CV;, a; —» %ai, (0025>



e cabe ainda a seguinte defini¢ao:

L_. (0.0.26)
T

A relacao acima implica ¢ = 1 nas novas unidades de escala de espaco e tempo. Para
realizar o reescalonamento no sistema (0.0.2) veremos inicialmente como ocorre a transfor-
magao de escala no termo G;, pois uma vez que entendemos como se da a transformagao
deste termo podemos aplicar em G;; e realizar o reescalonamento de todos os termos do
sistema de equagoes em (0.0.2) . Sendo assim, temos:

(= /) (5 =7 /0) g (= v /) )

Jt J
I

+
Gy = -

_2 .3 - -
- — . 2y, — — .

‘rz r; ‘ |1 n;; - v; /c‘ c |rl r; | }1 n;-v;/c

Aplicando a transformagao de escala obtemos:

02|v.7|2 cv. - -

1— Jj (Il-_- _ oY > _ _ cv; ca;

( 2 ji c nji X nji - X -7
+

L2 ,21 _ cv]._3
’ri_rj| I A

eV

2 T N .
cL|rZ rj“l n;

(1=l P) (i=vi) g [ = v7) <]
L2’rj—rj_’2|1—nj_i-vj_|3 cLT’ri—rj_Hl—nj_i-vj_

(=i ) i =vi) g [y = vy) xay ]

39

39

2 3
2|y, N v 2 |p N -vo
L |r] rj| ‘1 n; Vj} L ’r, riHl n;-v;

1 [ F) 5= v) g [ = vy) o]

Pl P m v, T e [ m v |
r,—r.| |l—n_ \Z r, —I; 1 n;-v;

Portanto o reescalonamento do termo G;j é:

1
Gj — ﬁ(}j;, (0.0.27)
e consequentemente:
1
G; — ﬁG; (0.0.28)

Aplicando tais transformagoes a equagao (0.0.1), segue que:
¢ dvivi) qiq; 1 N 1
Zm; - - G- - _a)Gt
T " dt dmegL? |\ 2 ta i 2 @ 7

qiq; 1 B B 1 N N
+47T60L2 Vi X [(§ + a) n;; x Gj; + (5 — Oé) nf x Gh|.

(0.0.29)

Utilizando a equagao (0.0.29) acima podemos escrever a equagao reescalonada para a



particula 1 e 2 da seguinte maneira:
oy 202 (Cha)ea+(3-a) e
—1—47320(]22 v X [(% + a) ny, x Gy, + (% — oz) n,; x G;l] ,
%mz d(’y;tVQ) = 47231[/2 {(% + oz) G+ (% - a) GE}
+%v2 X K% +a) n, x G, + (% —a) nj, x Glg] :
Multiplicando ambas as equagoes por T'/cmy e definindo n = my /ms, temos:

d(y1v1) Tq1g2
= G,
T cmagdmeg L2 ta ) Got %)

Tq1q0 1 1
+Cm247T€0L2 [(5 + 0‘) n, X Gy + (2 ) ny; x G;] 5
d(% V2) Tqq
= G G-
dt Cm247T60L2 12 * -« 12
Tqq 1

Para simplificar as expressoes acima, faremos:

T lallel 1
cmy 4mey L2

0 que nos leva as seguintes relagoes:

I = |91 12| _ |91 12|
Amegmac?’ dmegmac’’

(0.0.30)

Definimos também o parametro S como:
S = sgn(q1q2), (0.0.31)

que pode assumir o valor 1 para o sistema repulsivo e —1 para o sistema atrativo. Assim,
o sistema (0.0.29) pode ser reescrito como:

dpi _ dlmivi) _ 1 - 1 +
prall/ B = S 2—|—a G, + 5 @ G,

1 1
+S vy X [(2 >n21><G21+<§—a> nglejl},

dp d(ve v
i <62lt2) N K a) 12+(__Q)G1+2

onde,



Destacamos que o conjunto de equagoes (0.0.32) e (0.0.33) reescalonados tem
como parametros os termos 7, S e a. Para o sistema de interesse, que é o atrativo, temos
S = —1 portanto, os parametros que importam para as analises que serao realizadas no
decorrer desta tese s@o: A razao entre as massas das particulas, 7, e a propor¢ao entre as
forcas calculadas no tempo de retardo e no tempo avancado, a.

O procedimento de reparametrizacao do sistema por reescalonamento, das varia-
veis espaco e tempo, gera para todo o sistema de duas cargas um parametro bastante
importante que é o valor de . O motivo do parametro em questao ser tao importante é o
fato de que o problema serd o mesmo se a razao entre as massas for o mesmo. Portanto,
se consiserarmos dois sistemas distintos, porém se ambos mantém as mesmas razoes entre
as massas toda a dindmica, nas unidades reescalonadas, sera igual. As diferencas entre
os dois sistemas sera observada quando considerarmos as escalas originais, pois iremos
considerar diferentes valores para as massas e as cargas.

Considerando apenas os aspectos mateméaticos, podemos tomar a forma mais geral
da restri¢ao intertemporal imposta pelos campos de Lienard-Wiechert e substituir suas
expressoes explicitas na equagao de forga de Lorentz (0.0.2) e entdo colocar essas forgas na
equagao de Newton (0.0.1) para finalmente obter as equagoes (0.0.32, 0.0.33). As equagoes
obtidas nao formam mais um sistema de E.D.O.s, mas sim, como é conhecido na literatura,
um sistema de equagoes diferenciais funcionais (E.D.F.s) [13, 14, 15|. Este sistema de
E.D.F.s consiste em equagoes diferenciais, equagoes (0.0.32, 0.0.33), e funcionais como
as equagoes (0.0.23), que relacionam as derivadas de segunda ordem (aceleragoes) com
suas derivadas de primeira ordem (velocidades) e segunda ordem em diferentes tempos
da trajetoria (restrigao intertemporal). Podemos considerar este sistema de E.D.F.s como
sendo a generaliza¢ao natural do problema originalmente formulado por Synge para oo =
1/2. Aqui, a obtengao das solugoes da Equagao de Newton dada pelas equagoes (0.0.32,
0.0.33) sera chamado de problema de Synge, independentemente do valor de «.

Em seu trabalho [1], Synge alerta para a consisténcia matematica do problema
proposto, mostrando que esta consisténcia matemética nao esta correlacionada com as
questoes sobre conservacao de energia e momento para o sistema eletromagnético completo
constituido por cargas e campos. Essas questoes dependem da defini¢ao de como calcular
os momentos e a energia de um campo eletromagnético e, do ponto de vista matematico,
sao irrelevantes para a definicao do Problema de Synge. A histéria do progresso matema-
tico na caracterizacao de solugoes para o problema Synge, que esté intimamente ligada ao
desenvolvimento de teoremas de existéncia (e muitas vezes unicidade) em sistemas E.D.F.s
neutros, confirma seu alerta. [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31]

Uma questao importante que deve ser apontada aqui é que Synge considera o
problema das cargas pontuais sem levar em conta as forgas de reacao decorrentes da
auto interacao da cada carga sobre si mesma, chamadas de forgas de radiagao e obtidas
originalmente por Lorentz e Abraham |2, 3]. Para obter esta auto-forga eles consideraram
as forcas entre as partes de uma pequena esfera rigida uniformemente carregada, levando
o limite do volume desta esfera a zero e mantendo a quantidade total de carga. Este
procedimento é hoje conhecido como renormalizagao e foi obtido sem o uso da ideia de
uma carga rigida distribuida em uma pequena regiao [4, 5].

Do ponto de vista matematico, o problema de duas cargas pontuais levando em
consideracao a auto-interacao em cada carga pode ser formulado da mesma forma que
o problema de Synge, mas devemos levar em consideracao os termos que corrigem as
equacoes de Newton e levam ao aparecimento de derivados de terceira ordem das posigoes
das particulas. Nesse caso, o sistema de E.D.F.s resultante seria um sistema diferencial
nao neutro de terceira ordem. Atualmente, essas equacoes E.D.F.s de terceira ordem sao
chamadas de equacgoes de Dirac-Lorentz. No processo de renormalizacao, considerando



a = 0 (campos simétricos), as auto-forgas associadas aos tempos retardados se cancelam
com aquelas associadas aos tempos avancados e nenhuma corre¢ao é necesséaria para o
problema de Synge. Nesse caso, essas equagoes E.D.F.s de segunda ordem sao chamadas
de equagoes de Wheeler-Feynman. Uma boa discussao critica sobre as equagoes de Dirac-
Lorentz versus Wheeler-Feynman foi feita por Havas [32].

Além disso, no que diz respeito ao trabalho do Synge [1], vale lembrar que ele
desenvolve um método interativo autoconsistente que nos permitiria obter solucoes para
o problema para uma dada condi¢ao inicial. Essencialmente, este método consiste em
considerar uma dada trajetéria de uma carga e através de seus conhecidos campos de
Liénard-Wiechert para resolver a equagao de Newton associada a outra carga. A partir
dessa trajetoria obtida para a outra particula, repetimos o procedimento e, a seguir,
calculamos a trajetoria da primeira. Este procedimento deve ser repetido indefinidamente
e deve convergir para a solucao do problema. A convergéncia desse método exigiria que as
massas das cargas pontuais fossem diferentes e a velocidade de convergéncia dependeria da
razao 7 entre a maior e a menor massa, sendo mais rapida quanto maior essa razao. Como
trajetoria inicial, Synge considera o problema Kepleriano (analisado por Sommerfeld [33])
onde uma das massas das particulas é considerada infinita e portanto temos um sistema
E.D.O.s bem definido. Da segunda etapa em diante, um valor finito para 1 deve ser
considerado.

Infelizmente, Synge nao demonstrou a convergéncia de seu método, o que foi
sugerido apenas heuristicamente. E interessante notar que este método de aproximacoes
de Synge s6 foi usado com sucesso para o caso em que n = 1 [21, 24, 34]. Nas poucas
simulagoes numéricas desenvolvidas, seu método nao converge, mesmo para velocidades
muito pequenas, para cargas opostas em oOrbitas quase circulares [22|. Além disso, é no
caso atrativo que Synge desenvolve féormulas analiticas aproximadas (que dependem de
7 ser muito grande) para obter a descri¢ao de trajetorias singulares quase circulares, ou
seja, trajetorias espirais de duas cargas que colidem ap6s um tempo finito. O interessante
aqui é que a colisao das duas cargas nao é consequéncia de forgas de radiacao, pois, como
mencionado acima, estas estao ausentes na formulagao do problema de Synge.

O trabalho de Angelov critica o método iterativo do Synge mostrando que ele nao
poderia ser implementado apos a primeira etapa [35]. Essa critica parece apontar mais
para a questao da trajetoria inicial, escolhida de um problema kepleriano com n = oo e
sua posterior passagem para um sistema com 7 finito, do que uma critica geral ao método
independente da trajetoria inicial escolhida. Este fato é bem demonstrado para os casos
unidimensionais onde o método de aproximagao Synge foi usado com sucesso.

Cabe também destacar que foram realizadas poucas simulagoes numéricas para
o problema de Synge: seja por meio de implementagoes de seu algoritmo [22, 34] ou por
meio da implementacao de outro tipo de algoritmos de integracao numérica para sistemas
de E.D.F.s [36, 37]. Este fato ¢ bastante contrastante com a abundéncia de métodos
numéricos desenvolvidos para calcular o campo de radiacao gerado pela trajetoria de uma
carga pontual. Na verdade, este problema é muito importante na anélise da radiacao de
uma carga em um acelerador de particulas [38, 39] e ao longo deste trabalho, procuramos
desenvolver um método para a obtencao numérica do problema de Synge. O método
desenvolvido é baseado em aproximagoes sucessivas do sistema de E.D.F.s de Synge por
sistemas de E.D.O.s. nao tendo a intencao de apresentar provas rigorosas do método,
mas sim ilustrar sua praticidade e facilidade com que ele pode ser programado para obter
trajetorias aproximadas para as solugoes do problema de Synge.

Por fim, segue um breve comentario acerca da divisao do trabalho. Na secao I
discutimos alguns aspectos técnicos e os avangos obtidos na literatura sobre o problema
Synge para campos retardados (v = 1/2). Apresentamos um método iterativo que permite



obter aproximagoes sucessivas do problema de Synge a partir do sistemas de E.D.O.s. Ja
na Secao 11, discutimos o problema geral de Synge com campos mistos (1/2 < oo < —1/2).
Ao longo da Secao III ilustramos algumas solugoes numéricas obtidas a partir dos métodos
desenvolvidos na segao I. A secao IV é dedicada as consideragoes finais.



Capitulo 1

Campos eletromagnéticos retardados

Nosso objetivo aqui é obter um sistema dinadmico de segunda ordem, explicito e
a partir das equagoes (0.0.32, 0.0.33) para o caso particular & = 1/2 é o escopo deste
capitulo. O procedimento permite considerar apenas os campos eletromagnéticos retar-
dados agindo sobre as cargas pontuais. Primeiro, vamos considerar novamente os tempos
retardados t. e t2, que sao respectivamente solugoes das seguintes equagoes:

=t fealt) ~ ()], 2=t~ [ri(t) — a(£2)] (1.0.1)

Entao, as equagdes (0.0.32, 0.0.33) podem ser reescritas em uma forma matricial como o
seguinte sistema dinamico de segunda ordem:

dp _ _

d_tl = nMuna =F; —Mpay, (1.0.2)

d

% Masas = F; — M;, aj, (1.0.3)
onde a; = a;(t), a; = a; (t]) (j = 1,2) e os vetores e matrizes com sobrescritos "—"

dependem da posicao e das velocidades que precisam ser avaliadas em alguns dos tempos
retardados. De fato, o vetor F; e as matrizes M;; com i = 1,2 (j # i) depende de r;(t),
vi(t), v;(87) e v;(t]).

As forgas F| e F do lado direito das igualdades sao partes das forcas eletromag-
néticas independentes das aceleragoes e podem ser escritas da seguinte forma:

F, = m Vg (vzjce%y — v%ye%x) + vy, (v%ze%y — vgye%z) - v%y - e%y , (1.0.4)
2172 Vig (U21€2z - U?z€2x) + U1y (U2y622 - U2ze2y) — Vg, — €9,
Sy Vay (vl’iyel}, — 1)1},6@) + Vg, (%}61} — vl}eiz) + vy, — ey
F, = m Vo (Uljcegy — v%’elf) + Vg, (ngegy — vlyelj) + 111} — 61}‘ , (1.0.5)
! ! Vg (Ulzelz - Ulzelx) + U2y (Ulyelz - Ulzely) + V1, = €1,
em que vy, V5, A\, Ay, € € e, sao dados por:
_ 1 _ 1
o= R (1.0.6)
\/1—V1'V1 \/1_V2'V2
_ _ 3 _ _ 3
Ar o= (vicer =17, Ay =(vy-e; +1)7, (1.0.7)
- Clp - €0
ry —r r, —r
e = 2—£ = ey |, e = 3—1 = ey |- (1.0.8)
1z 2z
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onde

M =T+ Qs

Moy =1L + ’Y%Q@g,

As matrizes M e Moy, avaliadas no tempo ¢, sdo definidas da seguinte maneira:

ﬁ%x f[)lxﬁly 7}1:(/‘@1,2

th = @1y@1x @%y 'ﬁly@lz , (109)
@lzﬁlx ?A}lzﬁly ﬁfz
{}gw ?A}QxﬁZy @21:@2,2

Qiy = | Vo2 03,  Dyyla |, (1.0.10)
/&22/821 @2,2@23/ ng

Ly =2 (1.0.11)

Ja as matrizes My, e M, que possuem quantidades fisicas calculadas no tempo de
retardo, sao definidas da seguinte maneira:

Lﬁa Mgl =

S

mL;:l’ (1.0.12)

com os elementos da matriz L, dados por:
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U2y622 (leezy

@

- U1y€2m

—viseq,) + (v, +e3,) (v1y + €3,) + (va, +€3.) (V12 +e3,)
vlzegy) (v% + eQm) (vly + eQ_y) ,
—v1s€5,) — (V3 + €3,) (Vi +€3.)
U1z€2_x) (v -+ er) (Ulw -+ 62_2:) ,

—vize5,) + (Vo + €3,) (Vis + €3,) + (va, + €2.) (viz +e3.)
a:) (U2y + €2y) (Ulz + 62—2) )
UlyGQ_x) (U2z + €2z) (le + 62_:1:) 3
U1y€2_x) (U2z + €2z> (Uly + 62_y) 5

)+ (vay, + €3,) (v1y + €3,) + (v + €3,) (V12 + €3,)

enquanto que os elementos da matriz L;; sao dados da seguinte forma:

W~ 1)
ver) + (vay —eg) (v, —er)
viyere) + (V2 — i) (vi, —er,) |
Ul_zel_y + ('ng —el_x) (vfy el_y),
V1,612) — vgx—efx)

)
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A auto-forca F** associada ao sistema de duas cargas pontuais é definida como
a derivada no tempo do momento total p = p; + p2, que, através da soma das equagoes
(1.0.2, 1.0.3),possui a seguinte forma:

Fouto — b _ F; +F, — (Mya; + Mpa;) (1.0.13)
o 2 214 1292 ) - U.

A auto-forca, neste caso, nada mais é do que a forca resultante devida tnica e exclusiva-
mente aos campos eletromagnéticos associados a interagao entre as duas cargas pontuais.
Diferente da situacao classica tradicional da mecanica newtoniana, nao temos a validade
de uma terceira lei de Newton que implicaria na nulidade dessa forca e, consequentemente,
na conservagao do momento mecanico total p.

Além disso, se considerarmos a existéncia de uma forga nao eletromagnética (cha-
mada forga externa) agindo sobre as cargas pontuais e denotada por F¢** (i = 1,2), entao
as taxas de variagao dos momentos p; serao respectivamente:

d
% — pMua = F; — M;,a; + Fo, (1.0.14)
dp2 o - — ext

A taxa de variagao do momento total p (entdao chamada de forga resultante) é:

Fres _ Ccii_lt) _ Fauto + Fezt} Fext — Felzxt + ngt’ (1016)

onde a auto-forga F*° ¢ calculada a partir da equagao (1.0.13).

E importante notar que a existéncia de forcas externas implica que a auto-forca
F2° nao ¢ mais igual a auto-forca calculada quando nao ha forcas externas. Isso ocorre
porque a auto-forca depende das aceleracoes, portanto, depende implicitamente das forcas
externas. Esta dependéncia implicita ocorre mesmo se a forca externa total F¢*! for nula.
Esta questao ficard mais clara quando analisarmos mais adiante nesta se¢ao a aproximacao
de instantaneidade para as equagoes de Newton (1.0.2, 1.0.3).

Invertendo as matrizes My, e Moy para escrever o sistema de equagoes em um
sistema dinamico explicito de segunda ordem com retardo, tem-se:

nai(t) = My (8)Fy (1) — My (8) Mip(t 1)) aa(t), (1.0.17)
a(t) = Moy (1) Fy (1) — Moy (1) My (1, 7) au (). (1.0.18)

Para obter as matrizes inversas de My, e Moy usamos o fato que as matrizes Q;,
e Qy, sao idempotentes, isto &,

le = Qs Q%Q = Q.

A propriedade de idempoténcia destas matrizes vem do fato de que eles projetam qualquer
vetor na direcao vy e vq, respectivamente. Portanto, se considerarmos um vetor arbitrario
w teremos as seguintes projecoes:

anw = (W : Vl)ﬁla Qﬁzw = (W : V2)62'

Consideremos agora uma matriz escrita como uma combinagao linear das matrizes iden-
tidade e idempotente, ou seja,

aZ +aQ, Q° =0, (1.0.19)
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a inversa certamente pode ser escrita como,
(alI -+ CZQQ)_I = bll- -+ bQQ, (1020)
consequentemente:

(T +a2Q) (T + a:Q) " = (1T + a2Q) (b T + b2 Q)

T = (a1b))T + (a1b2)Q + (azb)Q + (asb2) Q7
1 = (a1b1>I + (a1b2 + CLle + agbg)Q, (1021)

obtendo finalmente:

1 a9
bi=—eby=—— 2
! aq 2 al(al +CL2)

(1.0.22)

Esses resultados aplicados as matrizes M1, e Mgy conduzem as seguintes expres-

soes:
—1 2
v
Ml_ll = 71_11._ 712 ‘ 1‘_2 Q@n (1023)
Vil + 7
-1 2
v
M;; = 7511 - 722 | 2|72 Q@Q' (1024)
[Va|” 475

Por uma questao de clareza na implementagao do método de integragao explici-
tamos a dependéncia das variaveis do sistema diferencial em relacao ao tempo atual ¢ e os
respectivos tempos de retardo t! e t2 . Vale lembrar que em geral a explicitacio do tempo
atual £ nao é comum em estudos de sistemas de equagoes diferenciais, pois € latente neste
caso que todas as variaveis sao calculadas no mesmo tempo t. As equagoes de Newton em
(1.0.17, 1.0.18) junto com a equagao (1.0.1) constituem um sistema de E.D.F.s neutros
com duas equagoes funcionais para tempos retardados que dependem das trajetorias das
particulas.

O problema de Synge consiste basicamente na questao sobre a existéncia de traje-
torias r1(t) e ra(t) que satisfazem o sistema de E.D.F.s, constituido pelas equagoes (1.0.1),
(1.0.17) e (1.0.18), para todo o tempo ¢ onde as trajetorias sao definidas e F&**(t) = 0.
Na verdade, esse problema diz respeito a existéncia de solugoes globais e, na literatura, é
conhecido como backward problem [18]. Este problema ainda nao foi resolvido em geral,
mas solugoes analiticas ou numéricas sao conhecidas para certos problemas unidimensi-
onais [18, 24, 23, 25, 26, 31, 34]. Um problema ainda mais restrito é saber se para uma
determinada condicao inicial existe uma solucao global compativel com essa condicao e
se essa solugao seria unica [18, 23, 25|. Um teorema de existéncia, mas nao de unicidade
para sistemas unidimensionais, é apresentado nas referéncias [24, 31|. A grande dificul-
dade aqui é construir solugoes globais a partir de solugoes locais, como é o caso do sistema
de E.D.O.s. Na verdade, a propria nocao de solugao local nao existe devido a presenca de
equacoes funcionais que relacionam o tempo atual aos tempos retardados.

Uma formulagdo mais fraca do problema de Synge foi feita por Driver [16, 17|,
com base na formulacao tipica para a questao da existéncia e unicidade em sistemas de
E.D.F.s com tempos retardados. Neste caso, nao buscamos solugoes validas para todos os
tempos t, mas solugoes que satisfagam as equagoes (1.0.1), (1.0.17) e (1.0.18) para todo
o tempo t > ty onde temos F;(t) = 0. Nestes artigos, Driver formula condigbes para a
obtencao de um teorema de existéncia e unicidade para o caso unidimensional.
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Nesta formulacao mais fraca, a prova de um teorema de existéncia e unicidade
esta associada ao estabelecimento de algumas condigoes para as trajetorias das particulas
em um determinado intervalo [«, to] ou, em outros termos, é necessario conhecer a historia
anterior de trajetérias em um certo intervalo de tempo finito anterior ao tempo inicial ¢g.
Esta condicao substitui a condic¢ao inicial tipica de Cauchy para problemas de E.D.O.s nos
quais a trajetoria é fixada apenas no tempo inicial ¢o. Entao Driver prova, com hipoteses
pouco restritivas sobre a diferenciabilidade das trajetorias anteriores junto com a hipotese
de que as equagoes funcionais para os tempos retardados sao satisfeitas no tempo inicial
to, um teorema muito geral para existéncia e unicidade de solugoes.

Em outro trabalho, bem menos conhecido na literatura, Driver obtém o mesmo
teorema para o problema tridimensional [40]. Os resultados deste trabalho foram repu-
blicados muito mais tarde e com demonstragdes e hipoteses mais simples [27]. Mesmo
assim, varios trabalhos posteriores ignoram este trabalho e recuperam os resultados de
Driver em condigoes mais restritivas [28, 29, 41, 42].

Podemos considerar que o teorema obtido por Driver resolve, de forma muito
geral, o problema de existéncia e unicidade para a formulacao fraca do problema de
Synge. No entanto, o proprio Driver, em outro trabalho, chama a atencao para o fato
de que a resolucao da formulacao fraca nao resolve o problema originalmente formulado
por Synge [18]. Devido ao teorema da existéncia e da unicidade, ja demonstrado para
a formulacao fraca. Entao, para resolver o problema original é necessario apenas obter
trajetorias que satisfacam as equacoes de Synge para todo o tempo t < ty. Por essa razao,
o problema de encontrar solugoes globais ficou conhecido como Backward Problem.

Agora vale a pena fazer uma discussao mais aprofundada desses resultados e da
questao de duas cargas pontuais isoladas como um problema de valor inicial para o sistema
de E.D.O.s e E.D.P.s definido nas equagoes (0.0.1) - (0.0.5). Um problema de valor inicial
para essas equagoes consiste em considerar em um dado instante inicial ¢y o estado das
particulas e a configuracao espacial dos campos eletromagnéticos. A grande divida é se
essa condicao inicial dos campos é compativel com a ideia de que o sistema esta isolado.
Consideramos um sistema isolado quando nao hé outra fonte externa que influéncia o
campo eletromagnético do sistema.

Considerando o resultado de existéncia e unicidade obtido por Driver na formula-
¢ao fraca do problema de Synge, podemos deduzir algumas consequéncias. Nao ha forcas
externas agindo sobre as cargas para t > tj, mas para t < t; essas forcas externas po-
dem existir e sao responsaveis por impor trajetorias arbitrarias antes do tempo inicial,
implicando que nao precisam satisfazer o sistema de equacoes para duas cargas isola-
das. No entanto, o fato de que devemos conhecer as trajetérias em um certo intervalo
finito antes do tempo inicial implica que nao precisamos conhecer as configuracoes do
campo eletromagnético em todo o espaco para determinar as trajetorias das particulas
para t > tg.

De fato, a trajetoria anterior em um intervalo finito implica, devido a velocidade
de propagacao finita das interacoes, em um campo eletromagnético definido no tempo
to para uma regiao finita e compacta R do espaco que contém as duas cargas. Todos
os campos gerados pelas cargas antes do intervalo anterior nao podem mais atuar sobre
eles apos o tempo ty. Dessa forma, poderiamos considerar qualquer continuacao das
trajetorias antes do intervalo anterior (todas satisfazendo o principio relativistico de ter
velocidades menores que ¢) e compativel com forgas externas arbitrarias. Essas trajetorias
anteriores definiriam uma configuragao de campo no tempo ty para os campos na regiao
R? — R (regiao complementar de R no instante ty). Todas essas configuragoes iniciais
correspondem a uma tnica trajetéria possivel para t > .

Assim, embora o problema do valor inicial possa ser formulado, ele implica condi-



CAPITULO I. CAMPOS ELETROMAGNETICOS RETARDADOS 15

¢oes matematicas extremamente complicadas a serem impostas ao campo eletromagnético
no tempo inicial ¢y, sem se referir a dinamica anterior das cargas. Isso nada mais é do que
uma consequéncia de que os campos de Lienard-Wiechert sao uma restri¢ao intertemporal
para as trajetorias das cargas. De fato, o teorema da unicidade e existéncia de Driver
implica que essa restricao intertemporal é satisfeita para todos os tempos t > t,. Para
esta questdo, recomendamos as excelentes reflexoes feitas por Deckert e Hartenstein [6].

Outra questao (também discutida por Deckert e Hartenstein) é a possibilidade
fisica de realizar trajetorias anteriores compativeis com forcas externas vidveis que nao
influenciam mais o movimento das cargas apos o instante inicial £, especialmente se essas
forcas estao relacionadas a outras fontes de campo eletromagnético. Resumindo toda a
discussao: o grande problema é garantir o isolamento das duas cargas da acao de forcas
externas. Esse problema, embora menos dramatico (devido a inexisténcia de restri¢oes
intertemporais), também estd presente no sistema de dois corpos pontuais com forgas
instantaneas entre eles, onde as equagoes de Newton definem um sistema de E.D.O.s.
Aqui, o problema consiste em preparar uma condigao inicial arbitraria, com a ajuda de
forcas externas, e garantir que essas forcas externas nao atuem mais apdés o momento
inicial.

Por outro lado, a versao original do problema de Synge (Backward Problem) im-
plica uma restricao muito mais forte na configuragao inicial dos campos eletromagnéticos
para garantir que as solucoes do problema sejam compativeis com um sistema de duas
cargas completamente isolado para todos momentos em que a solucao é definida. Geral-
mente, isso implica em trajetorias que devem existir em intervalos semi-infinitos (—oo, T')
ou duplamente infinito (—oo,00). Além disso, podemos considerar quaisquer solug¢oes
globais de Synge do sistema de equagdes (1.0.1), (1.0.17) e (1.0.18) como a expressao da
possivel configuracao espago-temporal para os campos eletromagnéticos associados a um
sistema, isolado de duas cargas pontuais. Além disso, as trajetorias das duas cargas pon-
tuais podem ser interpretadas apenas como uma forma de observar essas configuragoes
espago-temporais dos campos por meio do movimento de suas singularidades.

Por fim, observamos que o acoplamento das equacoes de Maxwell, associadas a
uma distribuicao de duas cargas pontuais, com a equacao de Newton, obtida por meio da
forca de Lorentz, postula implicitamente que as possiveis configuracoes espago-temporais
do campo eletromagnético nao podem ser estabelecidas sem as equacoes da mecanica.
Deste acoplamento surge uma autoforga diferente de zero (ver equagao (1.0.13)) que im-
plica na nao conservagao do momento mecanico total para as particulas inerciais associ-
adas as cargas elétricas.

O fato de considerarmos as equagoes de Dirac-Lorenz em vez das equagoes de
Synge, com as respectivas corregoes de autofor¢a para cada particula, nao altera profun-
damente o problema matemético de definir sistemas isolados a partir das condi¢oes iniciais
impostas aos campos eletromagnéticos, bem como a viabilidade da realizagao fisica de tais
trajetorias iniciais anteriores para as particulas carregadas.

Para ilustrar o método de integracao que seré desenvolvido nesta tese, restringimos
nossa andlise a um sistema bidimensional, que consiste em considerar (sem perda de
generalidade) todos os componentes de z nulos nas equagoes (1.0.17, 1.0.18). Neste caso
nos temos as seguintes expressoes para os vetores e matrizes que aparecem nessas equacoes.

_—2 _ _ _ _
Fl_ _ 572 ( U1y <U2y62z - U2z€2y) — Uy — €9, ) (1025)
Aglry —1ri* \ Via (U%e?y - U2ye2z) Uy — €3y )

F; _ S’Yf ( U2y (Ul_yel_cc - Ul_xel_y) + Ul_a; - el_x ) , (1026)

A Jro — 2\ vee (vipeq, — vien,) +vg, — ery,
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As matrizes M7, e Mj; sao definidas da seguinte maneira:

_ S + (v3, + €3,) (viy +€3,) — (vgy +€5,) (01 +e2))
My,=— e g Y il “r - Y Y 1 0.27
Ay — < — (vay +ez,) (vie +ea,)  + (vay +ea,) (Vi + €3,) )
_ S — (vay —€1,) (v, —€1,)  + (v2y — e1,) (v1, — ex ))
My =~—— =2 - (=L 1.0.28
2t /\1_ |I‘2 - rl_‘ < + (UM - 6196) (Uly - 6ly) - (1}293 - elx) ( V1g elx) )

as matrizesM; e Moo, avaliadas no presente ¢, dependem dos operadores do projetor
definidos como:

/\2 A A /\2 A A

v V101 v V24 V2

Qo= i Qo =1| . = ). (1.0.29)

1 2 ’ 2 2
U1y V1 Uiy U2yU2z Uy

E interessante reescrever as equagoes diferenciais em (1.0.17, 1.0.18) de uma forma
mais genérica como um sistema de primeira ordem:

dri(t) dvy(t)

dt =V (t), di = @1 [I’l (t), Vi (t), I‘2(t3), Vg(tz), ag(tf)} 5 (1030)
dray(t) dvy(t) 1 1 1
dt = V2(t)7 dt = @2 [I‘Q(f),VQ(f),rl(tr>,V1(tT)7al(t,r)} s (1031)

onde as expressoes dos campos vetoriais ©; e Oy sao dadas respectivamente pelas equagoes
(1.0.17, 1.0.18).

1.1 Aproximacao instantanea para as aceleracoes

Para compreender, pelo menos aproximadamente, as solu¢oes do sistema (1.0.17,
1.0.18) ou, equivalentemente, do sistema (1.0.30), (1.0.31), levaremos em consideragao
uma condicao em que os tempos de retardo podem ser considerados muito pequenos.
Entao, consideremos a aproximagao em que t! = 2 = ¢, de fato, estamos considerando as
interagoes eletromagnéticas como sendo aproximadamente instantaneas. A consequéncia
mais importante desta aproximagcao ¢ o acoplamento entre as acelera¢oes do tempo atual
t, devivo as forgas newtonianas, com as aceleragoes no tempo de retardo ¢, proveniente
dos campos de radiacao levando-nos ao seguinte sistema dinamico de segunda ordem:

nay + My Mpa, = M'Fy, (1.1.32)
ay + Moy Mya, = MyF,. (1.1.33)

O sobrescrito "—" ¢é eliminado de todas as equacoes, uma vez que todas as quanti-

dades fisicas sdao calculadas no tempo atual t. Além disso, nés temos que:

e —eg=f= 211 (1.1.34)
[ty — 11
M) =(vi-F—1)% Mt t) = (vy-7+1)°. (1.1.35)

Através de uma combinagao linear simples e direta entre as equagoes (1.1.32,
1.1.33), temos:

1
(I - 5M111M12M221M21) na, = M;llFl - MI11M12M521F2, (1.1.36)

1 1
(Z — 5M221M21M111M12> ay = MyFy— 5/\/1521/\/121/\4;11F1. (1.1.37)
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Escrevendo o sistema em um conjunto explicito de equagoes diferenciais de segunda ordem
instantaneas obtemos:

1 1 -
My (I_ EMI11M12M521M21> (M'F1 = M Mip M3, Fa) , (1.1.38)

1 - 1
a, = <I— 5M221M21M111M12) (/\/1221F2 — 5M221M21M111F1> (1.1.39)

Definindo os campos vetoriais H{ e H) como:

1 1 -

1 - A 1. -
Hg - (I - 5M221M21M111M12) <M221F2 - T_]M221M21M111F1> ,(1141)
portanto,
al = HY [}, vi ey, vh],  ap = H)[r}, v), 15, V. (1.1.42)

Renomeamos as varidveis com o acento para nao confundi-las com as variaveis
que aparecem no sistema de equagoes diferencias dado em (1.0.30,1.0.31). Chamamos o
sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem em (1.1.42) de sistema instantaneo.

1.2 Aproximacao para os tempos retardados

O desenvolvimento de um método iterativo para obter aproximacoes sucessivas
para resolver o problema de Synge com um sistema de Equagoes Diferenciais Ordinérias
Instantaneas sera discutido ao longo desta secao.

No entanto, antes de iniciarmos esse processo, vamos reescrever o sistema (1.0.30,
1.0.31) de forma mais compacta. Para maior clareza na exposi¢do, continuamos a expli-
citar as variaveis que sao calculadas no tempo atual, para diferencii-las daquelas que sao
calculadas nos tempos de retardo.

Definindo o vetor de estado X = (ry, vy, 1y, vy) e o vetor de estado estendido
X = (ry,Vvy,a;5,Ty, v, a3), entdo o sistema (1.0.30, 1.0.31) pode ser escrito em uma forma
compacta como:

dX(t) _ -
— = O [X®),X(1), X(57)] (1.2.43)
ty=t—|ro(t) —1i(tn)], 8 =1t [ri(t) —r2(7)],
onde o campo vetorial © é unicamente definido a partir do sistema de equagoes diferenciais
(1.0.30, 1.0.31). Observe que os tempos retardados sdo fungoes do tempo atual dadas por
uma relacao implicita dependente da trajetéria anterior ao tempo atual.

Além disso, podemos reescrever o sistema de segunda ordem (1.1.42) como o

seguinte sistema de primeira ordem:

d d
ﬂ :V17 l :H:(lO) [rl’V1’r27V2],
dX dt dt

= 2 _HOp r
dt Vo, dt 2 [ 1, V1, 27V2]7
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assim, podemos definir o seguinte fluxo estendido:
0 0 0 0 0 0
o () = (1), v (7). (1), (1), v (7). 2" (7))

como sendo a solucdo tnica do sistema (1.2.44) tal que qb(o)( 0) = X.
Obtemos uma aproximagao para os tempos de retardo t! e t? resolvendo as equa-
goes:
.

0 0 0 0 0
o) -1 )|, A =t = |r0) - )

do fluxo ¢§22t> (7) que, substituindo a equagao

G 0 0 < 0 0
X(t}) = 6% (r1"), X(8) = 6 (")
fornece a seguinte equagao:

ax(1)

= 0 |X(0), dxgly (1), Bty ()] - (1.2.45)

X(t) X(t)

Vale ressaltar que, da forma como foram definidas, temos que 7'1(0) e 72(0) sao funcgoes
determinadas pelo vetor de estado X(t) avaliado no tempo ¢. Desta forma, podemos
remover a forma evidente das variaveis que dependem do tempo atual e reescrever o
sistema como:

% = HO(X) =0 |X,6{(1"), % (13")| . (1.2.46)

0 0 0 0
79=—m—ﬁkﬁw,é>=4n—é%¥»

Observe que 7'1(0) e 7'2(0) sao fungoes bem determinadas pelo vetor de estado X.

O sistema de equagoes (1.2.46) pode ser visto como uma aproximagao do sistema
de equagdes em (1.0.30, 1.0.31), a vantagem aqui é que o primeiro é um sistema de equagoes
diferenciais tradicional e pode ser integrado usando os algoritmos numéricos tipicos para
esses tipos de sistemas.

Se observarmos atentamente o procedimento desenvolvido até agora, é facil no-
tar que podemos usar um sistema de equacgoes diferencias, definido pelo campo vetorial
HO(X) em (1.2.44), para obter estimativas das quantidades calculadas nos tempos de
retardo no sistema de equagoes (1.0.30, 1.0.31). Este procedimento nos levou a um novo
sistema de equagoes diferenciais em (1.2.46), que ¢ definido pelo campo vetorial H(l)(X).
Se pensarmos neste procedimento como uma transformacao de um sistema de equagoes
diferencias em outro sistema de equacgoes diferencias, poderiamos aplica-lo de forma ana-
loga ao sistema (1.2.46), que passaria a desempenhar o papel do sistema (1.2.44), para
obter um novo sistema de equagoes diferencias a partir das equagdes (1.0.30, 1.0.31).

Formalmente, podemos pensar neste procedimento como um mapa 7 que gera
uma nova sequéncia de sistemas de campos vetoriais (respectivamente sistemas de equa-
¢oes diferencias):

dX
dt

_HY(X) (n=0,1,2,...) = H"X)-LH(X) (1.2.47)

de forma que, sendo ¢§?) (1) o fluxo estendido do sistema de equagoes diferencias deter-
minado pelo campo vetorial H™(X), teremos:

dX

—r =H"I(X) =0 X, 0% ("), 0% (1) . (1.2.48)
nY == —r"(07), Y = - ()],
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com H(®(X) definido pelo sistema instantaneo dado em (1.2.44).

Resumidamente, para determinar as posicoes e velocidades das particulas, cons-
truimos o sistema de ordem zero, H®), que descreve as trajetorias das particulas descon-
siderando os termos retardados nas equagoes. O proximo passo é considerar as equagoes
funcionais para determinar os tempos retardados das posicoes e velocidades das particu-
las em um certo momento anterior ao tempo ¢t. Assim, podemos determinar, utilizando
o sistema de ordem zero, quais sao as posigoes e velocidades no tempo t,.. Desta ma-
neira, determinamos as aceleragoes no retardo e assim podemos resolver numericamente
o sistema H® em funcao do tempo t.

Se a sequéncia de campos vetoriais converge para um ponto fixo do mapa 7T

lim H*(X) = H*(X), H*(X) -1 H*(X), (1.2.49)
n—o0
entao teremos
lim ¢%’(r) = ¢ (7), (1.2.50)
n—o0

onde ¢§§°> (1) é o fluxo da solugoes do sistema de equagoes diferenciais definido pelo campo
vetorial H*(X). Da forma que a sequéncia foi construida, podemos esperar que este fluxo,
correspondente ao ponto fixo da transformagao 7, defina uma solugao de Synge global
do sistema E.D.F.s determinado pelas equagoes (1.0.30, 1.0.31). Nesse caso, cada campo
vetorial H"(X) pode ser visto como definindo um sistema de equacgoes diferenciais cujas
solugoes devem representar aproximagoes sucessivas para uma solugao de Synge global.



Capitulo 11

Campos eletromagnéticos retardados e
avancados

As mesmas discussoes que foram feitas para o problema Synge com o = 1/2, onde
apenas campos retardados sao considerados, podem ser feitas para o caso em que con-
sideramos as restri¢oes intertemporais impostas pelos campos de Liénard-Wiechert para
valores de o > 1/2; onde levamos os campos avangados em consideragao. No que diz res-
peito a existéncia de solugoes globais, mostrou-se a existéncia de solugoes circulares, quase
circulares e particulares para o caso simétrico (o = 0) nas referéncias [19, 21, 22|. Além
disso, alguns teoremas de existéncia e unicidade de solugoes globais associadas a uma de-
terminada condi¢ao inicial das particulas foram demonstrados para casos unidimensionais
[26].

A versao fraca do problema tridimensional de Synge para campos simétricos é
demonstrada nas referéncias [30, 31|, onde a ideia de conhecer uma trajetoria anterior
é substituida pelo conhecimento de trajetérias assintoticas nos intervalos (—oo, —T') e
(T, 00) com T' > 0. Nesse caso, um teorema de existéncia e unicidade garante a existéncia
de uma trajetoria tnica no intervalo finito [—7,T]. A partir desse resultado, os autores
demonstram um teorema analogo ao obtido por Driver para o problema original de Synge
(v = 1/2) [27]. Aparentemente, os autores deste artigo nao conheciam o teorema da
existéncia e da unicidade de Driver para o caso tridimensional. Além disso, como os
autores na referéncia [30] estao interessados apenas no caso simétrico, eles apenas indicam
que as provas para o caso geral com qualquer « seriam analogas. Até onde sabemos, este
parece ser a Unica prova de um teorema de existéncia e unicidade para o caso geral de
campos eletromagnéticos mistos.

Podemos reescrever as equagdes (0.0.32) e (0.0.33) como um sistema de equagoes
diferenciais de segunda ordem na forma matricial com os tempos de retardo e avangado:

nMupa;, = (1/2+a) (F; —Mpay )+ (1/2—a) (Ff — Mbad),  (2.01)
Mpa, = (1/2+4a)(F; — Muay) + (1/2—a) (F; — Mjpal), (2.0.2)

onde devemos levar em consideracao dois tempos de retardo e dois tempos avancados,
respectivamente, dados por:

ty=t—[rao(t) —11(ty)], £ =1 — |ra(t) — ra(t])],

r

ty=t+ma(t) —ri(ty), 15 =1+ r(t) —ra(t3)].

As quantidades mateméaticas com sobrescritos "—" e "+" devem ser calculadas respecti-
vamente nos tempos de retardo e avancado, onde as quantidades que aparecem na equagao
(2.0.1) dependem de t? e t2 e das quantidades que aparecem na equagao (2.0.2) dependem
de tl e tl.

20
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De forma analoga desenvolvida em (1.2), podemos associar uma sequéncia de sis-
temas de equagoes diferenciais, como feito em (1.2.47) e (1.2.48), para encontrar solu¢oes
naturais para o sistema de equagoes com tempos retardos e avangados dados em (2.0.1) e
(2.0.2). Para fazer isso, devemos reescrever este sistema de forma semelhante a (1.2.43):

dX(t)
dt
onde temos que levar em consideracao tanto a dependéncia dos tempos retardados em
(2.0.3) como também dos tempos avangados em (2.0.4).

A transformacao do sistema de equacgoes diferencias de ordem n para o sistema de
ordem n + 1 é definida da mesma forma que em (1.2.48), mas levando em consideragao o

— © [X(1). X (1), X(£2). X(11). X(#2)] (205

campo vetorial © definido em (2.0.5). Assim, sendo gbg?)(T) o fluxo estendido do sistema
de equacoes diferencias determinado pelo campo vetorial H™ (X), teremos:

dX n n n n n n —(n n)r=n
= =H(X) = 0 X 00 (") 6% (), 0 (A7), 60 (B (20.6)
n 0 n n n n
L R L e e e
—(n 0)/=(n —(n n)/—(n
e A e e Lt (2.0.7)

Agora o fluxo estendido

L) = () v, 2l (), 180 (1), v (7)Y (7))
também deve ser calculado nos tempos ﬂ(") e %2("), que constituem uma sequéncia de
aproximagao para os tempos avancados.

2.1 Aproximacao instantanea para o campo simétrico

Supondo que os intervalos do retardo e os intervalos avancados sejam muito pe-
quenos, podemos fazer a aproximagao de instantaneidade ¢} ~ t* ~ t! ~ t> ~ ¢ nas
equagoes (2.0.1, 2.0.2), que entdo se transformam em um sistema de equagoes diferencias
implicito de segunda ordem com todas as fungoes e derivadas definidas no tempo t. Pro-
cedendo de forma anéloga ao que foi feito para campos retardados na subsecao (1.1) para
obter as equagoes (1.1.38, 1.1.39), podemos resolver explicitamente o sistema como uma
funcao das aceleragoes para obter um sistema de equacoes diferenciais explicitamente de
segunda ordem dado por:

-1
a = 1 (T S MUMEMEAG, ) (MG~ M MEMETS) | (218)

1 I S A B
ay — (I—;MMIM%MJ ) (Mmle—ﬁMnleleFl), (2.1.9)

1 1
F¢ = —+a|F, +(z—a]F : (2.1.10)
2 2 tr=t,ta=t

1 _ 1
mi = (o) (5-o) 4l -

com F;, F, M e M7, obtidos das respectivas quantidades sobrescritas avaliadas no
tempo t.

onde
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Analisaremos apenas solugoes planares e, portanto, serao considerados, sem perda
de generalidade, solugbes contidas no plano z = 0 do sistema (2.1.8, 2.1.9) quando ex-
pressas em coordenadas cartesianas (x,y, z). Isso corresponde a considerar as condi¢oes
iniciais para velocidades e posi¢oes das particulas que estao todas contidas no plano z = 0,
sendo facil de verificar, diretamente das equagdes (2.1.8, 2.1.9), que as duas particulas te-
rao aceleragoes com componentes z nulas.

2.2 A existéncia de solugoes periddicas circulares

Para estudar a existéncia de trajetorias circulares no caso de campos eletromag-
néticos simétricos (aw = 0) e forgas atrativas coulombianas (S = —1), consideremos a
aproximagcao nao relativistica das equagoes (2.1.8, 2.1.9) para condigbes iniciais planas.
Isso pode ser feito considerando que os componentes z de todas as quantidades que apa-
recem no lado esquerdo das equagoes sao nulos, implicando em um sistema de equagoes
diferenciais de segunda ordem para os componentes (z,y) das coordenadas cartesianas
escolhidas para expressar as equagoes, uma vez que a componente z das aceleragoes de
particulas torna-se nulo.

A aproximagao nao relativistica implica que fazemos uma expansao de segunda
ordem nas velocidades do lado esquerdo das equagoes de Newton, uma vez que para o = 0
os termos de primeira ordem nesta expansao sao nulos. O sistema de equagoes de segunda
ordem obtido em coordenadas cartesianas é mostrado no apéndice (A). Essas equagoes,
projetadas em coordenadas polares usadas para descrever o vetor de posi¢ao relativo r,
podem ser escritas como':

do n+11,
= = 11 2.2.12
yr p— ( )
d, (A =3* +2n=3)Lv.  2(n— 1LV,
b g2 —=1)(n+1) nr2(nr? — 1)
(r* +3)(n — Du.Ve 2V, Vp
- + : 2.2.13
RS I VR 2213
dv, — np+1 207 (m+1)22 22 2+ D)V?
dt nr2 r2(n+1) 312 ron? nr2
2 _
+2(77r+7‘+ I0% N (n 1)(77r+7“—|—2)le9’ (2.2.14)
7]73 7”4772
v, — +DLVy (=Dr+r=1DE 20-1)0 1=V
a nr2(n + 1) r?n+1)?2  rinn+1)
2 2 .
N 4o, Vi (2n°r +n° +2nr — 2n + l)leg, (2.2.15)
r2(n+1) (n+ 1nr?
dVp A+ Dr+ DoV 30r+ 1) =1 + o,
di r2(n+1)(nr* —1) (n+ Dnr3(mpr? — 1)
2(r + 1 1 1
20+ D)(r+ DLV, (n+ DLV, (2.2.16)
nr3(nr? — 1) nr’

com [, sendo a componente z do momento angular e as velocidades, projetadas na direcao
relativa, sao definidas como v, = v-7, V, = V-7, Vj = V-0, onde v é a velocidade relativa
e V a velocidade do centro de massa. Lembrando que o vetor relativo em coordenadas

1O passos necessarios para realizar a transformacdo dos vetores e a projecio para as coordenadas
polares sdo indicados no apéndice (B).
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cartesianas ¢ escrito como r = rcos(f)Z + rsin(f)y e temos as seguintes defini¢oes: 7 =
cos(0) + sin(0)g and 6 = — sin(#)Z + cos(6)7.

Para obter uma solugao estacionaria, devemos impor que todas as derivadas de
tempo sejam nulas, o que implica em:

v = 0, (2.2.17)
V. = 0, (2.2.18)
1 [
Vo = ————— (=140’ +(2r* = 2r — ) + (r* — 2r +2)n
2n(n—1)r ( ( o )
—(n+ DV/nPri(n +1)2 = 4n?r3(n + 1) — 2pr2(n? — 4n + 1) + (n — 1)2) ,
(2.2.19)
n+1 4+ 212 2pr+r+1DVE  (n—1Dnr+r+2).Vp
0 = — + — + + .
777»2 r3772 7»5772 777«3 r4n2
(2.2.20)

A equagao (2.2.19) pode ser reescrito como Vy = f(n,r)l,, que substituida na equagao
(2.2.20) leva a:

1 1
0=g(prz -1 o5 po 1T (2.2.21)
nr nr2g(n,r)

onde g(n,r) é definida como:

(n+1)2 2 +2(77r+7“+1)f2+(n—l)(nr+r+2)f

— . 2.2.22
n? 3 nrs nrd nrt ( )

g(n,r) =
Portanto, mostramos a existéncia de uma solugao estacionaria em que o momento angular
(I,) e a coordenada radial (r) s@o constantes, ou seja, temos um movimento circular
na coordenada relativa. Esta solucao estacionéaria implica uma velocidade nao nula e
constante (Vp) para o centro de massa, mostrando que ele tem uma acelera¢ao nao nula.
Como veremos em capitulos futuros as solucoes obtidas a partir da integracao numérica
das equagoes de Newton (2.1.8, 2.1.9) para valores de  maior que 1 veremos claramente
que o centro de massa nao permanece em repouso.

A expansao das fungoes g(n,r) e Vy em poténcias de 1/r implica que:

g(n,r) = (nnj—:g)z +0 (%) , Vo= % +0 (%3) , (2.2.23)

assim, para r >> 1 temos Vy << 1 e podemos considerar a aproximagao onde a velocidade
do centro de massa é considerada nula para obter, a partir das equagoes (2.2.12, 2.2.13,
2.2.14), o seguinte sistema diferencial para o vetor relativo r:

. 11,

i — ﬂ_y (2.2.24)
nor

i (4n*r? — 3n* +2n — 3) 1.7 (2.2.25)

’ nr2(nr? = 1)(n+1) -

) +1 272 LA 202

Fo= _nm"Q ~mor (n 7"3173 s (2.2.26)

O sistema acima tem uma solugao estacionédria bem definida que corresponde a
uma orbita circular para a coordenada relativa que estd bem proxima da érbita do sistema
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sem considerar o centro de massa em repouso, desde que o raio r da orbita circular seja
supostamente muito grande. Podemos obter outra aproximacao direta para r >> 1 que
leva ao seguinte sistema:

. 11,

f = %ﬁ (2.2.27)

. AL, 7

[, = m (2.2.28)
1 1)22 272

i _(nn;)Jr(n;n?) : (n+r1)r2' (2.2.29)

Este sistema pode ser visto como uma corre¢ao do modelo de Coulomb de interagao entre
duas cargas pontuais, considerando as interacoes instantaneas entre as cargas através de
seus campos eletromagnéticos simétricos retardados e avangados.



Capitulo 111

Implemetacao do método iterativo para
obter aproximacoes sucessivas das
equacoes diferenciais instantatenas

A implementacao numérica do algoritmo para obtencao de soluc¢oes do sistema
de E.D.O.s definida pelo campo vetorial H" ™Y na equacio (2.0.6) e a equacao funcional
(2.0.7) depende do fluxo ¢§?)(r). Este fluxo é obtido através da implementacao de um
algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem para o sistema definido pelo campo vetorial
H®™. Para o caso do sistema de E.D.O.s instantaneas, definido pelo campo vetorial H(®),
nao precisamos resolver a equagao funcional (2.0.7). Depois de construir o algoritmo para
resolver as equacoes funcionais, construimos um novo Runge-Kutta de quarta ordem para
o sistema E.D.O.s definido por H™Y. Observamos que a inicializacdo desse processo
iterativo a partir do sistema instantdneo, que é um sistema de E.D.O.s sem equacoes
funcionais, é fundamental para a construcao dos fluxos em cada etapa n do método.

Para simplificar o método, podemos fazer a seguinte aproximacao para os temg)os
retardados e avancados calculados em cada n passo: 7. = 73" = —|ry—1y|, 7™ = 7" =
|ro —ry|. Desta forma, a cada etapa do método, nao precisamos mais resolver as equagoes
funcionais. Esta abordagem é razoavel para obter solugoes quase circulares e simplifica a
implementacao do algoritmo, além de torné-la mais rapida computacionalmente. O preco
a pagar é que a solucao obtida, mesmo com a convergéncia da sequéncia dos sistemas de
E.D.O.s na equagao (1.2.49), sera apenas uma aproximagao para a solugao do problema
de Synge.

25
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3.1 Trajetorias circulares coulombianas

A condicao inicial para essas trajetorias deve corresponder a uma trajetoéria Ke-
pleriana quase circular, conforme analisado no artigo de Synge [1]. Iremos escolher as
condigoes iniciais que corresponderiam a trajetérias circulares coulombianas, ou seja,
condicoes iniciais que implicariam em um movimento circular das particulas se apenas
a forca atrativa coulombiana atuasse entre elas, o que implica escolher S = —1 no sis-
tema de equagoes em (0.0.32, 0.0.33). Com as condigoes iniciais escolhidas desta forma,
garantimos que as respectivas trajetorias serao planas.

[lustraremos nas seguintes subsecgoes trajetorias para sistemas com campos eletro-
magnéticos retardados (o = 1/2) e para sistemas com campos eletromagnéticos simétricos
(v = 0). Para todas as trajetorias mostradas nas figuras desta segao, escolhemos a dis-
tancia inicial entre as particulas como sendo |rg| igual a 50 e 18789, de modo que o vetor
do centro de massa R de ambos é nulo. Lembrando que r; e ry sao respectivamente os
vetores de posi¢ao das particulas 1 e 2, temos que o vetor relativo e o vetor do centro de
massa sao definidos como: r =1y —r; e R = (nry +1r2)/(n+ 1).

Para o tempo t; = 0 e com a distancia inicial entre as particulas dada por ry as
condigbes para as posigoes e velocidades nas coordenadas cartesianas sao dados por (Ver
apéncide (D)):

e Velocidade angular relativa entre as particulas no tempo inicial ¢:

To(d(g/dt)t:() = ((7] 4 1)/7])1/27,51/2

e Condicoes iniciais:

To
ty) = —
1'1( 0) n + 1a
y1(t0) = 0,
‘/1:1:<t0) = 07
do
Vig(to) = x1 — ;
v dt|,_,
nro
to) = ,
xz( 0) n+ 1
yQ(tO) = 07
‘/2x(t0) = 07
do
Vaylto) = a2 — e

3.1.1 Campos Eletromagnéticos Retardados

Nas figuras (3.1.1, 3.1.2) mostramos a integra¢ao numérica das trajetorias para o
sistema de duas cargas com razao entre as massas iguais an =1 en = 2, correspondendo
aos quatro primeiros sistemas de equagoes diferencias na sequéncia (1.2.47), onde temos
n=0,n=1n=2en = 3. Para facilitar a exposi¢ao do contetido das figuras, denotamos
esses sistemas respectivamente por Sy, Si, So e Ss.
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Sistema Sg
Posicdo das particulas - n=1

lel
—— Particula 1 T T T T T —— N —— Particula 1
24 —.- Particula 2 e e - Particula 2
....... Centro de massa .~ S 21 - Centro de massa

27

Sistema S;
Posicdo das particulas - n=1
lel

-1

—24

-2 41 0 1 2 Y -1 0 1 2
X lel X lel
(a) So. (b) Sl .
Sistema S; Sistema S3
Posicao das particulas - n=1

Posicdo das particulas-n=1
lel

—— Particula 1
-~ Particula 2
----- Centro de massa

lel

—— Particula 1
- Particula 2

- Centro de massa

-2 -t 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X lel X lel
(C) SQ . (d) S 3.

Figura 3.1.1: Trajetorias planares em coordenadas cartesianas (x,y) para os vetores ry, ry
e R, onde integramos numericamente (para a mesma condicao inicial) os quatro primeiros

sistemas de equagoes diferenciais da sequéncia (1.2.47) considerando n = 1.
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Sistema Sg
Posicdo das particulas - n=2

lel

—— Particula 1
—-~ Particula 2
------- Centro de massa
_'2 —'1 6 i 2’ é
x lel
(a) So.
Sistema S;

Posigcao das particulas - n=2
lel

—— Particula 1
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X lel

(C) SQ.
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Sistema S3
Posicao das particulas - n =2
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Figura 3.1.2: Trajetorias planares em coordenadas cartesianas (x,y) para os vetores ry, ry
e R, onde integramos numericamente (para a mesma condicao inicial) os quatro primeiros
sistemas de equagoes diferenciais da sequencia (1.2.47) considerando n = 2.
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Erro global comparado com S;-n=1 Erro global comparado com S;-n=2
—— Comparacao S3 com Sy —— Comparagao S3 com Sg
40 + Comparacao S3 com 5; 40 + Comparagao S3 com 51
- Comparacao 53 com Sz = COMparagao S3 com Sz
30 4 301
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Figura 3.1.3: Comparacao dos erros da aproximacao S3 com relagao a Sy, S1 e S para
1 igual a 1, 2 e 100 considerando o raio inicial igual a ry = 50.

Podemos observar que o erro entre o sistema S, e S5 é muito pequeno, mostrando
que a convergéncia da sequéncia (1.2.47) é bastante rapida no caso da trajetoria quase
circular apresentada. Este fato pode ser claramente observado nas figuras (3.1.4, 3.1.5),
onde plotamos as trajetorias relativas das particulas. Nas figuras (3.1.6, 3.1.7) temos os

exemplos da convergéncia do método para o caso n = 2 e n = 100, respectivamente, para
a trajetoria do centro de massa.



3.1. TRAJETORIAS CIRCULARES COULOMBIANAS 30

Posicdo relativa das particulas-n=1
Comparacao Sp, S1 e 5S>

Posicdo relativa das particulas-n=1
Comparagao S, e S3

X lel

(a) Comparacao entre Sp, S1 e Sa.

X lel

(b) Comparagao entre Sp e Ss.

Figura 3.1.4: Comparacao da trajetoria relativa das particulas, obtido por integracao
numeérica dos sistemas de equagoes diferencias Sy, S, So e S3 para n = 1. Na figura
(3.1.4a) podemos observa a mudanga da trajetoria relativa nas sucessivas aproximagoes
dadas por (1.2.47). Na figura (3.1.4b) o sistema Sy e o sistema S3 possuem trajetorias
idénticas. Os vetores sao mostrados em coordenadas cartesianas planas (z,y).
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(a) Comparagao entre Sp, Sp e So.

X lel

(b) Comparagao entre Sa e Ss.

Figura 3.1.5: Comparacao da trajetoria relativa das particulas, obtido por integragao
numeérica dos sistemas de equagoes diferencias Sy, S1, Sy e S5 paran = 2. Como observado
em (3.1.4) temos que na figura (3.1.5a) a mudanca da trajetoria relativa nas sucessivas
aproximagoes dadas por (1.2.47). Na figura (3.1.5b) o sistema Ss e o sistema S3 possuem
trajetorias idénticas. Os vetores sdo mostrados em coordenadas cartesianas planas (z,y).
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Posicao do centro de massa - n=2
Comparacao Sp, S1 e S,
lel
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(a) Comparagao entre Sp, S e So.
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(b) Comparagao entre Sy e Ss.

Figura 3.1.6: Comparagao da trajetoria do centro de massa das particulas, obtido por
integracao numérica dos sistemas de equagoes diferencias Sy, Si, S e S3 para n = 2.
Assim como nos casos apresentados nas figuras (3.1.4) e (3.1.5), temos na figura (3.1.6a) a
mudanca da trajetoria do centro de massa nas sucessivas aproximagoes dadas por (1.2.47).
Na figura (3.1.6b) o sistema Ss e o sistema Ss possuem trajetorias idénticas. Os vetores
sao mostrados em coordenadas cartesianas planas (z,y). A trajetoria do centro de massa
para o caso 7 = 1 nao é apresentado como exemplo, pois o centro de massa mantém-se

parado.

Posicao do centro de massa - n=100
Comparagao Sp, S1 e S;

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

(a) Comparagao entre Sp, Sp e So.

Posicao do centro de massa - n=100
Comparagao S; e S3

(b) Comparagao entre Sy e Ss.

Figura 3.1.7: Comparagao da trajetéria do centro de massa das particulas, obtido por
integracao numérica dos sistemas de equagoes diferencias Sy, S7, So e S3 para n = 100.
Os vetores sao mostrados em coordenadas cartesianas planas (z,y).

Podemos ver claramente nas figuras (3.1.6, 3.1.7) o movimento do centro de
massa quando as cargas tém massas diferentes (n # 1). Vemos para esse dois casos
apresentados que o centro de massa tende a se mover globalmente para a direita. Para o
caso 1 = 1 o centro de massa esta em repouso e os movimentos de carga sao simétricos.
Estas figuras ilustram claramente o efeito da auto-forca (1.0.13) entre as cargas, conforme
discutido anteriormente. Do ponto de vista da mecanica classica tradicional, é como se a
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forca eletromagnética entre as cargas se comportasse como uma forga externa, implicando
claramente uma variagao do momento linear mecanico do sistema de duas particulas.

A distancia entre as particulas diminui até atingir a singularidade do sistema
quando r = 0. Isso é mostrado na figura (3.1.8). Com o auxilio das figuras (3.1.4) e
(3.1.5), vemos que a coordenada relativa entre as particulas descreve um movimento em
espiral até o colapso na singularidade. Também podemos ver que quanto maior o valor
de 1, maior o nimero de voltas da trajetoéria espiral em torno da singularidade. Esse fato
expressa a propriedade de que o tempo de decaimento entre as particulas aumenta com
a razao de massa entre as cargas. Observamos também com maior clareza nas figuras
(3.1.8a) e (3.1.8b) a justificativa do nome de trajetoria espiral quase circular, uma vez

que a distancia relativa diminui para a singularidade oscilando entre um valor maior e
menor que também diminuem em func¢ao do tempo.
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(c) 1o = 18789.0 e p = 2. (d) mo = 18789.0 e n = 1836.
Figura 3.1.8: Comparacao das distancias relativas (|r]), obtidas por integra¢do numérica

dos sistemas de equagoes diferenciais Sy, S, Sy e S3 para 7 igual a 1, 2, e 1836.

Das figuras acimas e ao realizar mais integra¢oes numéricas para diferentes valores
de 1 com a mesma condi¢ao quase-circular inicial usada para obter as trajetérias das
figuras (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6) e (3.1.7), observa-se a mesma convergéncia para os sistemas
S, e S3. Portanto, parece razoéavel utilizar o sistema S, uma vez que para n = 2 a
sequéncia de sistemas de equagoes diferenciais em (1.2.47) praticamente ja convergiu.
Exceto para o caso apresentado na figura (3.1.8d), em que para o raio inicial de ry = 18789

e a razao entre as massas igual a 7 = 1836 obtemos a convergéncia ja no sistema igual a
Sy.

lell
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Na figura (3.1.9) mostramos a rela¢do entre o tempo de singularidade (estimado a
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partir das trajetérias numericamente integradas usando o sistema Ss) e a razao entre as
massas das cargas. Vemos claramente que existe uma relacao linear entre essas grandezas,
de acordo com o ajuste linear feito com os dados obtidos numericamente.
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(b) Tempos de singularidade.

Figura 3.1.9: Na figura a esquerda, mostramos a evolugao da distancia relativa entre as
particulas |r| em fungao do tempo t para diferentes valores de 7. Na figura a direita,
plotamos o tempo de singularidade (obtido numericamente) em func¢ao de n (Pontos) e
seu respectivo ajuste linear (Linha preta tracejada).
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3.1.2 Campos eletromagnéticos simétricos

No caso de campos simétricos, usando as mesmas condigoes iniciais dos campos
retardados da se¢ao anterior, obtivemos uma convergéncia mais rapida para a sequéncia
de sistemas de equagoes diferencias em (1.2.47) e podemos observar que a diferenga entre
os sistemas Sy e S7 sdo pequenas, como mostra na figura(3.1.10).

Posigao relativa das particulas - n=1 Posigao relativa das particulas - n =2

Comparagao Sp e Sy Comparagao Sp e S1

T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
lel

lel

(a) Posigao relativa para n = 1. (b) Posigao relativa para n = 2.
Médulo da distancia entre as particulas-n=1 Médulo da distancia entre as particulas - n=2
Comparagao Sp e S1 Comparacdo Sp e S;
lel 6 lel
o - - I o] cmmmme i i
2l
I, |
5
— So B [— So
—= 5 —= 5
o 1 ; 3 : 3 ; : 5 :
Tempo (t) 1e5 Tempo (t) 1e6

(c) Mo

dulo da distancia para para n = 1. (d) Modulo da distancia para n = 2.

Figura 3.1.10: Trajetorias relativas planares em coordenadas cartesianas (x,y) paran = 1
en = 2, como mostrado nos graficos (3.1.10a) e (3.1.10b), onde integramos numericamente
(para a mesma condigao inicial) os dois primeiros sistemas de equagoes diferenciais da
sequencia (1.2.47). Nos graficos (3.1.10c) e (3.1.10d) temos a comparagao das distancias
relativas considerando os sistemas de equagoes diferencias Sy e 5.

Assim, para analisar as trajetorias das particulas para diferentes valores de 7
iremos considerar o sistema de equagoes diferenciais dado por S; da sequéncia (1.2.47).
Vemos claramente que a trajetoria das coordenadas relativas é quase circular (figuras
(3.1.10a) e (3.1.10b)) e parecem oscilar entre um valor maximo e um valor minimo, nunca
decaindo para uma singularidade.

Também podemos observar o efeito da auto-forca sobre o movimento do centro
de massa (curva preta nas figuras (3.1.11)) para valores de n # 1. Este movimento do
centro de massa parece ser dado por uma trajetéria nao singular que oscila entre um valor
maximo e um valor minimo. Isso demonstra que também no caso simétrico, a auto-forca
entre as duas cargas parece se comportar (do ponto de vista da mecénica classica) como
uma forca externa que acelera o centro de massa do sistema.
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Posicao do centro de massa - n=2
le2
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Posicao do centro de massa - n=100
le2

le2

Figura 3.1.11: Trajetoéria do centro de massa das particulas, obtido por integragao numé-
rica dos sistemas de equagoes diferencias para 7 = 2 e n = 100. Observamos que o padrao
da trajetéria muda conforme o valor de n, porém as trajetorias parecem oscilar entre um
valor maximo e um valor minimo, nunca decaindo para uma singularidade. Os vetores
sao mostrados em coordenadas cartesianas planas (x,y). A trajetoria do centro de massa
para o caso 7 = 1 nao é apresentada como exemplo, pois o centro de massa mantém-se

parado.

A diferenga significativa para o caso o = 1/2, onde temos apenas campos de
retardo, é que o sistema nao evolui para uma singularidade no tempo finito e parece
oscilar quase periodicamente em uma regiao finita do espago (observar a figura (3.1.12)),
onde vemos que as particulas descrevem loops que parecem nunca se repetir exatamente.
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X

Posicdo das particulas - n =100

—— Particula 1
—-~ Particula 2
 Centro de massa

le2

Figura 3.1.12: Trajetorias planares em coordenadas cartesianas (z,y) para os vetores ry,
ro, ¢ R, onde integramos numericamente (para a mesma condi¢ao inicial) considerando

n=2en=100.

Nas figuras (3.1.13, 3.1.14), comparamos a evolugao temporal da distancia relativa
entre as particulas. E bastante evidente que as trajetérias das coordenadas relativas (para
os campos simétricos) sdo quase circulares, ou seja, a distancia relativa entre as particulas
oscila entre um valor maximo e um valor minimo.
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Figura 3.1.13: Comparacao das distancias relativas, obtidas por integragao numérica dos
sistemas de equagoes diferenciais considerando somente o campo retardado e o campo
simétrico, para n igual a 1, 2 e 100 considerando o raio inicial igual a rq = 50.
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Figura 3.1.14: Comparacao das distancias relativas, obtidas por integragao numérica dos
sistemas de equagoes diferenciais considerando somente o campo retardado e o campo
simétrico, para 7 igual a 2 e 1836 considerando o raio inicial igual a 7y = 18789.
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3.2 Trajetorias nao circulares coulombianas

Iremos agora escolher as condig¢oes iniciais que nao geram trajetorias circulares
coulombianas. Ao aplicar uma condigao inicial que nao gera um movimento circular das
particulas buscamos simular a trajetéria das particulas considerando um condigao inicial
diferente daquela aplicada na sec¢ao anterior e verificar o comportamento da evolugao tem-
poral das particulas quando temos um sistema atrativo, S = —1, descrito pelas equagoes
(0.0.32, 0.0.33).

Iremos ilustrar, nas seguintes subsecoes, as trajetérias para sistemas com campos
eletromagnéticos retardados (o« = 1/2) e para sistemas com campos eletromagnéticos
simétricos (o« = 0). Para todas as trajetorias mostradas nas subsegoes, escolhemos a
distancia inicial entre as particulas como sendo |rp| = 50.

Para o tempo tg = 0 e com a distancia inicial entre as particulas dada por ry as
condicoes para as posigoes e velocidades nas coordenadas cartesianas sao dados por:

e Velocidade angular relativa entre as particulas no tempo inicial ¢:
ro(d0/dt)i—o = ((n+ 1)/m)"/*r"/?

e Condicoes iniciais:

nito) = —(ro/(n+1))(V2/2),
nite) = —(ro/2)(1/(n+1))(V2/2),
Vie(to) = —yi(dbo/dt),

Viy(to) = x1(dbp/dt),

(ro/ (1 + 1)) (V2/2),

[\

TN N N N N /N /N
(=]

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

ya(to) = (1/2)(nro/(n+1))(V2/2),
Vae(to) = —y2(dby/dt),
Vay(to) = w2(dby/dt).

3.2.1 Campos Eletromagnéticos Retardados

Na figura (3.2.15) mostramos a integragdo numérica das trajetorias para o sistema
de duas cargas com razao entre as massas iguais a n = 1, n = 2 e n = 100. Iremos
considerar somemente o caso n = 2 da sequéncia (1.2.47), ou seja, o sistema S;. Como
visto anteriormente temos a convergéncia atingida rapidamente para o sistema Sy (Como
podemos ver na figura (3.2.16)), portanto para os sistemas apresentados nesta subsegao
iremos considerar somente o valor n = 2 da sequéncia (1.2.47).
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(a) Integracao numeérica S para n = 1. (b) Integragdo numérica Sy para n = 2.
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(c) Integragao numérica S para n = 100.

Figura 3.2.15: Trajetorias planares em coordenadas cartesianas (x,y) para os vetores
ry, rs ¢ R para o sistema Sy da sequencia (1.2.47) com a condi¢do inicial nao circular
considerando n =1, n =2 e n = 100.

Posicéo relativa das particulas - n=2 Posicao relativa das particulas - n=2
Comparacao Sp, S1 e S, Comparacdo S, e S3

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
X lel X lel
(a) Comparagao entre Sp, Sp e So. (b) Comparagao entre S e Ss.

Figura 3.2.16: Comparacao da trajetoria relativa das particulas, obtido por integragao
numeérica dos sistemas de equagoes diferencias Sy, Si, Sy e S3 para n = 2 para uma
condicao inicial nao circular.
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Na firuga (3.2.17) vemos que a coordenada relativa entre as particulas descreve um
movimento em espiral, porém bem mais achatada comparada quando aplicamos uma con-
di¢ao incial circular. Entretanto, a caracteristica de colapso na singularidade permanece.
Da mesma forma constatada na segao anterior, aqui também podemos ver que quanto
maior o valor de 1, maior o niimero de voltas da trajetéria em torno da singularidade.

Posicdo relativa das particulas - n=1 Posicdo relativa das particulas - n=2
lel lel
3 S 3
21 N \ 2
\\\
y? ‘ y
0 / 0 -
/ /
y Y
n L 1
-1 0 1 2 3 —Il 0 1 2 3
X lel X lel
(a) Integracao numérica Sy para n = 1. (b) Integragdo numérica So para n = 2.

Posicdo relativa das particulas - n =100
lel

(c) Integragao numérica So para n = 100.

Figura 3.2.17: Trajetoria relativa das particulas para n =1, n = 2 e n = 100 para uma
condicao inicial nao circular.

Outra caracteristica observada é o comportamento do movimento do centro de
massa para 7 # 1. Na figura (3.2.18) temos para os casos 7 = 2 e n = 100 que o centro de
massa tende a se mover globalmente para a esquerda. Portanto, novamente constatamos,
para uma condigao inicial diferente, o efeito da auto-forga (1.0.13) entre as cargas.

A distancia entre as particulas diminui até atingir a singularidade, como podemos
ver pela figura (3.2.19). Novamente é nitido que a distancia diminui para a sigularidade,
porém desta vez é bem mais perceptivo a oscilagao entre um valor maior e menor que
também diminui em fungao do tempo. Outra caracteristica da mudanga da condic¢ao inicial
é o tempo final para a sigularidade (Quando comparamos com a figura (3.1.13) para o
campo retardado). Para a condicao inicial ndo circular este tempo para a sigularidade é
menor comparado com os valores obtidos quando aplicamos a condigao incial circular.
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Posicao do centro de massa - n=2 Posicao do centro de massa - n=100
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(a) Comparacao entre Sy, S; e So. (b) Comparagao entre Sy e Ss.

Figura 3.2.18: Trajetoéria do centro de massa das particulas para n = 2 e n = 100 para
uma condicao inicial circular.
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(c) Distéancia relativa para n = 100.

Figura 3.2.19: Distancia relativa para 7 igual a 1, 2, e 100 para uma condicao inicial nao
circular.
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3.2.2 Campos eletromagnéticos simétricos

Nesta subsec¢ao iremos apresentar o caso dos campos simétricos, usando as con-
digoes iniciais nao circulares de forma idéntica a subsecao anterior para os campos retar-
dados. Da mesma maneira apresentada na se¢ao anterior para o campo simétrico com
as condigoes iniciais circulares iremos considerar somemente o caso n = 1 da sequéncia
(1.2.47). Podemos observar na figura (3.2.20) que independente da condigao inicial nao
ser circular, ainda nao é observado a singularidade para os diferentes valores de 7 apresen-
tados. Entretanto, fica evidente o padrao das tretérias mudam devido a condigao inicial
dada.

Observamos na figuras (3.2.20a, 3.2.20b) que para diferentes valores de 7 existe
diferentes padroes de oscilagoes quase periddicos em uma regiao finita do espago. No caso
(3.2.20c), n = 100, esse padrao nao é tao claro quanto os anteriores, pois seria necessério
um maior tempo de simulagao.
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(a) Integracao numérica Sy para n = 1. (b) Integragao numeérica S; para n = 2.
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(c) Integragdo numérica S para n = 100.

Figura 3.2.20: Trajetorias planares em coordenadas cartesianas (z,y) para os vetores
ri, rs ¢ R para o sistema S da sequencia (1.2.47) com a condigao inicial ndo circular
considerando n =1, n = 2 e n = 100 para o campo simétrico.

As trajetorias das coordenadas relativas, apresentadas na figura (3.2.21), apesar
de nao possui trajetorias quase circulares, mantém a caracteritica de oscilagao em torno
de um valor maximo e um valor minino, nunca decaindo para a singularidade. Os loops
que as particulas descrevem, para os casos de n igual a 1 e 2, parecem nunca se repetir
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exatamente, entretanto para o caso n = 100 esses loops parecem se repetir exatamente,
porém nao podemos afirmar com certeza, pois como visto anteriormente deve-se aumentar
o tempo de simulacao para esse caso em especifico para poder observar se ha um padrao
de oscilagao nao repetitivo.

Posicdo relativa das particulas - n=1 Posicdo relativa das particulas - n=2
lel lel

(a) Trajetoria relativa para n =1 (b) Trajetoria relativa para n = 2

Posicdo relativa das particulas - n =100

(c) Trajetoria relativa para n = 100

Figura 3.2.21: Trajetorias relativas para o sistema S; da sequencia (1.2.47) com a condigao
inicial nao circular considerando n =1, n = 2 e n = 100 para o campo simétrico.

Considerando a trajetoria do centro de massa, figura (3.2.22), observa-se nova-
mente o efeito de auto-forga para os valores de 7 # 1. O centro de massa para o caso n = 2
parece ser dado por uma trajetoria nao singular que oscila entre um valor méximo e um
valor minino. Para n = 100, como ja afirmado, devemos aumentar o tempo de simulagao
para observar o padrao de oscilagao, entretanto fica evidente que ha uma oscilagao entre
um valor méaxio e um valor minino.
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Posicao do centro de massa-n=2 Posicao do centro de massa - n=100
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(a) Trajetoria do centro de massa para n = 2. (b) Trajetoria do centro de massa para n = 100.

Figura 3.2.22: Trajetorias do centro de massa para o sistema S; da sequencia (1.2.47)
com a condi¢ao inicial nao circular considerando n = 2 e n = 100 para o campo simétrico.
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Figura 3.2.23: Comparacao das distancias relativas, obtidas por integracao numeérica dos
sistemas de equagoes diferenciais considerando somente o campo retardado e o campo
simétrico, para n igual a 1, 2, e 100 para uma condi¢ao inicial nao circular.
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Na figura (3.2.23) comparamos a evolugao temporal da distancia relativa entre as
particulas para a condigao nao circular. Para o caso da condigao incial circular é evidente
que as trajetorias para as coordenadas relativas (quando consideramos os campos simétri-
cos) s@o quase circulares, ou seja, a distancia relativa entre as particulas oscila entre um
valor méximo e um valor minino, ver grafico (3.2.24). Quando consideramos a condigao
inicial nao circular a amplitude de oscilagao torna-se mais proeminente. Para n = 1 a dis-
tancia relativa parece oscilar periodicamente com uma frequéncia bem definida, enquanto
para n # 1 o movimento parece quase periddico. De fato, para n # 1 as oscilagoes de
distancia relativa parecem movimento de batimento, obtido a partir da superposicao de
ondas com frequéncias diferentes, mas muito préoximas, porém, uma anélise mais deta-
lhada e rigorosa deve ser feita para caracterizar exatamente o tipo de movimento periédico
pela coordenada relativa.
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(a) Distancia relativa para n = 2. (b) Distancia relativa para n = 100.
Figura 3.2.24:  Distancias relativas, obtidas por integracao numérica dos sistemas de

equagoes diferenciais considerando o campo simétrico, para n igual a 2 e 100 para uma
condicao inicial circular.



Capitulo IV

Conclusao

4.1 Conclusoes e consideracoes finais

Neste trabalho tentamos discutir os aspectos matematicos mais relevantes as-
sociados ao problema de Synge e suas conexoes com algumas questoes fisicas. Acima
de tudo, estavamos interessados em mostrar a dificuldade de definir um sistema isolado
de duas cargas, devido & presenga de restri¢oes intertemporais relacionando as posicoes,
velocidades e aceleragoes de suas trajetorias.

Tentamos enfatizar, como Synge avisa, que o problema matematico de duas car-
gas pontuais sem auto interacao é matematicamente bem definido e consistente. Isso
serve para mostrar que as equagoes de Dirac nao corrigem inconsisténcias matematicas
na formulagao do problema de Synge, mas esta ligado exclusivamente a questao da compa-
tibilidade das equagoes de Synge com os principios de conservagao de energia e momento
do sistema de duas cargas e seus respectivos campos eletromagnéticos, o que implica na
forma como esses conceitos sao definidos.

De um certo ponto de vista, podemos considerar o problema de Synge de duas car-
gas como mais elementar do que o problema anélogo de Dirac . Uma vez que as corregoes
da auto forca para cada carga nas equagoes de Dirac-Maxwell podem ser derivadas atra-
vés da renormalizacao de corpos rigidos ocupando um certo volume que deveria tender a
zero, entao a interacao entre dois pontos no volume considerado ¢ um problema de Synge
com as forgas e sua dindmica dependem apenas da relacdo entre as massas (que neste
caso pode ser considerada unitaria). Portanto, temos um problema de Synge com forgas
externas que devem manter o vetor relativo das duas cargas pontuais fixo para todo o
tempo [43]. Neste trabalho analisamos apenas o caso de cargas com forgas Coulombianas
atrativas e sem campos externos. Seria interessante aplicar o método de aproximacao de
Synge ao caso repulsivo com a presenga de campos externos.

Além disso, este trabalho desenvolveu um método para obter solugoes numéricas
aproximadas para o problema Synge original que ¢ facil de programar (uma vez que usa
apenas métodos de integragao de sistemas de equagdes diferenciais ordinéarias) e parece
obter solugoes consistentes com os resultados conhecidos na literatura. A metodologia
proposta tornou um problema bastante complexo, nao s6 por questoes da prépria natu-
reza da qual ela é oriunda, mas da dificuldade de se resolver numericamente equagoes
diferencias funcionais de forma geral, na qual foi factivel de ser resolvido. Um impor-
tante desenvolvimento posterior, que esta além do escopo e da intencao deste trabalho, é
explorar de uma forma matematicamente rigorosa a conexao clara que deve existir entre
a existéncia de solugoes Synge globais e a existéncia de um ponto fixo para o mapa 7T
definido na segao I.

E importante notar que fomos capazes de obter trajetérias do problema atrativo
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de Synge e nao apenas aproximacoes para as coordenadas relativas. Desta forma, para o =
1/2 obtivemos trajetorias espirais quase circulares que colapsam em uma singularidade
e cujo tempo de decaimento para a singularidade depende linearmente da razao entre
as massas. Esses resultados sao consistentes com as analises teodricas feitas por Synge.
Para campos simétricos (a« = 0), obtivemos trajetérias quase circulares consistentes com
aquelas obtidas na referéncia [21]. Em ambos os casos, podemos visualizar claramente os
efeitos da auto forca entre duas cargas pontuais.
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Apéndice A

Equacoes de movimento no eixo
cartesiano

Para o sistema de equagoes (0.0.32) e (0.0.33) iremos considerar o limite nao relati-
vistico e que os tempos ¢, e t, sao infinitamente pequenos, portanto ¢, = t, = t. Realizar
esta aproximagao da instantaneidade implica no acoplamento entre a aceleragao no tempo
t, proveniente da forca newtoniana, com as aceleragoes nos tempos t, e t, dos campos
eletromagnéticos. Sendo assim, obtemos um sistema de equagoes diferenciais de segunda
ordem que pode ser dado na forma matricial:

MA = B, (1.0.1)
Definindo inicialmente as varidveis:

& o= 12+a, (1.0.2)
& = 1/2—a, (1.0.3)
G o= (|eXVig+eY Vi, +eZViz+1])°, (1.0.4)
Co = (|eXVig+eY Vi, +eZV1z—1|)°, (1.0.5)
G = (|eX Vap +eY Vi, +eZ V22 +1])°, (1.0.6)
(oo (|eX Vap + €Y Voy +eZ V22 —1|)%, (1.0.7)

50
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podemos escrever os elementos da matriz M como:

my = . (1.0.8)

My = 0. (1.0.9)

m = 0, (1.0.10)
S

mis = = (Vi Vo = D) eV ((<Vay Var = Vi Vay) €2 4 Viy + Vi) oY
22621

+ (‘/ly ‘/Qy - 1) 622 + (‘/1,2 + ‘/QZ) el — ‘/12 ‘/2,2 - ‘/ly ‘/Zy) 62 C21
‘I’CQQ 51 ((VYIZ ‘/22 - ]-) 6Y2 + ((_VYly VYQz - ‘/lz %y) el — ‘/ly - ‘/2:1/) eY

+ (Viy Vay — 1) eZ% + (= Vo = Viz) eZ = Vi V. — Viy V) (1.0.11)
s = 42 (Vo €22 = Va X eZ — Vo + eX) Vi,
(22 Co1

+ ((_‘/12 e + 1) ‘/Qx + eX (‘/12 ‘/22 - 1)) GY) 52 CQl

FCo2 & (Vo eZ? = Vo eX eZ — Vo, —eX) Vi

F(—ViseZ —1) Vi + X (Vi Vo, —1))eY), (1.0.12)
S

meg — — (((_‘/ery2+%yeX€Y+%x_eX) ‘/lz
(22 Ca1

—((=VigeY + 1) Vo, +eX (Viy Vo, — 1)) eZ) & Ca
+Co2&r ((—VaweY? + VoyeX eY + Vo, +eX) Vi,

—((=VigeY = 1) Vo +eX (Vi Vo — 1)) eZ)), (1.0.13)
my = 0, (1.0.14)
Moy = 1), (1.0.15)
Moz = 0, (1016)
S
Moy = + (—ch Voy (&1 Goo + & Co1) €X?
(22 Ca1

+ (&1 G2+ & C1) (Vie Vo, = 1)eY = Vo (& (VizeZ —1) (o + & ¢ (VizeZ +1)))eX
—VizeY (Vo (&Ca+&G1)eY +& (VareZ —1) (o + &1 oz (Vo eZ +1))), (1.0.17)

S
722 Co1

+Vi Vo, (eY? +eZ%) + (Va, — eX) Vig — VageX —eY? + 1) & (o
+€1 C22 (((Véz (%x €X + 1) + ‘/12 (‘/21 eX + 1) - Vv2:p ‘/11 €Z> €Z
Vi Voo (eY? +eZ2%) + (Voo + €X) Vig + Vg eX —eY? + 1)), (1.0.18)

M6 = _TCQSC21 (Vlz Vay (1G22 + &2Gan) ey”

+(eZ (1 — Vou Vig) (&1 Coa + &2 Co1) + (&2 (VageX — 1) Co1 + &1 Goo (Voz e X 4+ 1)) Vi) eY
+Vay (eZ (§1Gaa +&2Cn) Vie + & (VizeX — 1) + & G (VizeX +1))eZ), (1.0.19)

mos = -+
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ms3y
masz

mss

ms3q

mss

mse

myy

My2

my3

My
Mys

Mmye

0, (1.0.20)

0, (1.0.21)

n, (1.0.22)
S

1o ln (Va: Viw (&1 Goz + &2 Gar) X

+ (1= Viy Vo) (&1 G2 + & Cn) eZ + (& (VigeY —1) G +E1 G (ViyeY +1)) Va,)eX
Vi (Voo (§1Caa + &2 Gu) eZ + & (Vo eY — 1) Gor + &1 Coa (Vo eY +1))eZ),  (1.0.23)

_%TSCm (Viy Vas (& G2 + & Gor) €Y

+(eZ (1 = Vip Vag) (&1 Coa + &2 Cor) + Var (&2 (VigeX —1) G+ & G (VigeX +1)))eY

+Viy (Vaz (§1C2 +6&2Cu) eZ + & (VareX — 1) Car + & Coa (Vaz eX +1))eZ),  (1.0.24)
S

722 Co1
+Vay Viy (eY? +eZ%) + (Vay — eX) Vig — VoyeX —eZ” + 1) &

+61 G2 (Voy (VigeX + 1)+ Viy (VageX +1) — Vo, VigeY)eY
+Voy Viy (eY? +eZ%) + (Vor + eX) Vig + VageX —eZ% + 1)), (1.0.25)

_|_

((Vay VigeX = 1)+ Viy (VaweX —1) = Vo VigeY) eV

S
T, ((—eZ (Viy Vas + Vio Vay) + Vi + Vo, + (Vi Vo, — 1) eY) eY
11 §12

+ (Vie + Voo + (Viy Voy = 1) eZ) eZ — Vi Vo, — Vi Vo) &1 Qi

+((—eZ (Viy Vo + Vi Vay) = Viy = Vay + (Vi Voo — 1) €Y ) €Y

+ (Voo = Vio + (Viy Voy — 1) eZ) eZ — Viy Vo — V12 Va2) §2Ci2) ;- (1.0.26)
S

7C11 G12

+(=VizeZ + 1) Vo + (Vi. Vo, = 1) eY) eX) & (i

465 Co ((Vay €22 = Vis €Y eZ — Vi — eY) Vi,

+(=ViseZ = 1) Vo, + (V1. Vo, — 1) eY) eX)), (1.0.27)
S

= o (VoyeY eZ = Vo eY? 4 Vo, —eZ) Vi,

eX (Va. (ViyeY — 1)+ (=Viy Voy + 1) eZ)) &1 Cua
+& G ((VayeY eZ — Vo, eY? + Vo, + eZ) Vi,

-+

Vo, eZ% =V, eY eZ — Vo, + eY) Vi,
Y Y

+ Vo, (VigeY + 1)+ (=Vi, Vo, + 1) eZ) eX)), (1.0.28)
= 1, (1.0.29)
= 0, (1.0.30)
= 0, (1.0.31)
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msy

ms2

ms3

Mmsy
mss

mse

mey

Mme2

mes3

mMeq
Mmes

Mee

= 0,
_07

S (_‘/131 ‘/21 (51 Cll + 62 612) €X2
(11 iz
(GG + &) (Viz Vae = 1) eY = Viy (& (VazeZ — 1)+ & G2 (VazeZ + 1)) eX
Voo (Viy (GG +&Co) eV +& (VieeZ = 1) Gu+&Ge (VizeZ +1))eY),  (1.0.32)

S
7C11 C12

+‘/Iz ‘/22 (GYQ + 622) + (‘/235 - eX) ‘/133 - ‘/2:13 GX - 6Y2 + ]-) 51 Cll
+£2 C12 ((szz (‘/1:1: €X + 1) + ‘/12 (‘/235 €X + 1) - ‘/2:1: ‘/11 GZ) €Z)
Vi Voo (eY? +eZ%) + (Vo + €X) Vig + Vg eX —eY? + 1), (1.0.33)

_TC;lSYCH (‘/22 ‘/iy (51 Cll + §2 C12) 6Y2

+(eZ (1= Vig Var) (&1 G+ & Ci2) + (& (VieeX — 1) (i + 6 G (VieeX +1)) Vo) eY

+(eZ (&1 G +82C2) Var + & (Vo eX — 1) + &G (Vo e X +1)) ViyeZ), (1.0.34)
0, (1.0.35)
1, (1.0.36)
0, (1.0.37)
- S (Vlz Voo (&1 G+ & Cia) X

rC11 iz

+ (&1 G +&G2) 1=V Vo) eZ + (&1 (VoyeY —1) G +E2Ca (VoyeY +1)) Vi,)eX
+Voe (Vie (GCu1+&G)eZ +& (VigeY —1) G+ &G (VigeY +1))eZ),  (1.0.38)

—ﬁ (Viz Vay (& Gin + & Cio) €Y

+(eZ (1 = Vip Vog) (&1C1 + & Ga) + Vi (& (Vo eX — 1) Cii + & G (Var e X +1))) eY
+ (Vi (GCu+&Ge)eZ +&6 (VigeX —1) G+ & Ge (VizeX +1)) VayeZ), (1.0.39)

S
(((VQy (VLT eX — 1) + Viy (ng eX — 1) — Voo Vi eY) eY
7C11 Ci2

+Vay Viy (eY? 4+ eZ%) + (Vo — eX) Vip — Vag eX —eZ” + 1) & (i
+€2 C12 ((‘/21/ (Vle eX + 1) + ‘/1y (‘/21‘ eX + 1) - ‘/290 ‘/1;18 €Y) eY

+Vay Vay (Y2 + eZ%) + (Vay + €X) Vig + VageX — eZ” + 1)), (1.0.40)
(1.0.41)
(1.0.42)
1. (1.0.43)
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Os elementos da matriz B sao dados por:

S (_‘/2m2 - V2y2 - ‘/222 + 1)

by = - 2 (&1 G (VigeY +VieZ +1) Vy,
72C22 (o1
+€X (_Vly V2y - ‘/lz V2z + 1)) + C21 52 ((‘/11/ eY + Viz e/ — 1) ‘/233
+eX (—Viy Vay — Vi Voo + 1)), (1.0.44)
S (Vo2 = Vo, 2 — Va2 +1
b2 - = ( = 9 2 2 ) (51 <22 ((‘/ix GX + ‘/lz €Z+ 1) ‘/Qy
72C22 (o1
+€Y (_‘/Ia: ‘/2:1: - ‘/lz ‘/2;: + 1)) + C21 52 ((‘/lzv GX + ‘/1;: €Z - 1) ‘/2y
S (Va2 = Vo, 2 = Va2 +1
b3 = = ( - 2 % = ) (fl <22 ((‘/123 eX + ‘/1y eY + 1) Véz
72C22 (o1
+€Z (_‘/190 ‘/Qx - ‘/13/ ‘/Qy + 1)) + <21 62 ((‘/lx eX + ‘/13/ eY — 1) ‘/2,2
S(—Viet = Vi, = V2 +1
by = + ( 1 21y 1 )(§2C12((V2y6Y+V2zGZ+1)V1m
7211 Ciz
+€X (_Viy ‘/2y - Vvlz ‘/2,2 + 1)) + fl <11 ((V'Zy €Y + VvZZ €Z - 1) ‘/1:1:
+eX (=Viy Vay — Vis Voo + 1)), (1.0.47)
S(—Vi.? =WV, = Vi,> +1
bs (-Vi : ly 1 ) (&2Ci2 (Vo eX + Vo, eZ + 1) V4,
7211 Ciz
S(—Viet =V, = VL2 +1
be G 2 - 1 ) (&2 Cia ((Vog eX 4 Vo eY +1) Vi,
7211 Ciz

+€Z <_‘/1{E ‘/23: - ‘/ly ‘/2y + 1)) + 51 Cll ((‘/21 €X + Vv2y €Y - 1) Vvlz

Sendo assim, temos o seguinte sistema matricial:

mi; My MMa3 MMia Mis Mg Ay by
Mo1 Mo Moz Ml24 Mas Mg Aly by
M3z1 M3z M3z M3g M35 1M36 A, _ bs
My My My3 Myq Mys  Mye AQa: by
Ms1 Mgz M5z MMsa M5 Mise A2y bs
Me1 Mgz M3 MMea Mes  Mlee Ay, be

Portanto, M é uma matriz no formato 6 x 6 que contém os termos que multiplicam as
aceleragoes. A matriz A, no formato 6 x 1, é a matriz das aceleracoes e por fim a matriz
B, também no formato 6 x 1, contém os termos independentes das aceleracoes. A partir
da equagao matricial (1.0.1) realizamos a inversao da matriz M, obtendo:

A = M'B (1.0.50)

Novamente, como o interesse inicial é o regime de baixas velocidades o conjunto
de equagoes descrita pela equagao matricial (1.0.50) seré expandida até a segunda ordem
nas velocidades. Esta expansao até segunda ordem logo sera esclarecido, sendo assim,
temos:

Po=(Vig=0,Viy =0,Vi. =0, Vo, = 0, V3, = 0, V. = 0), (1.0.51)
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por simplificacao na notagao das derivadas parciais das velocidades iremos utilizar a se-

guinte regra:

As equagbes das aceleracoes expandidas até segunda ordem nas velocidades em torno de

Py no eixo cartesiano sao dados por:

A, = A (By)+

Ovy, A11 (Py) Vig + avlyA1,1 (Po) Viy + Ovy, Avg (Fo) Vi, +
Oy A1 1 (Po) Vau + aVQyAl,l (Py) Vay + Ovy. Av 1 (o) Ve +
0%, A1 (Po) Vi, N 0, Av1 (Po) Vi, n O, Avy (Po) Vi N

2 2 2
0%, A (Po) Vi 0%, Ava (o) Vay, 0% Avy (Po) V2
2 * 2 * 2 *

O, O, Art (Po) VigViy + Ovy, Ovi, Avy (Bo) VigViz + O 0y, Avg (Po) Vi Vie +
aVanngAl,l (Po) Vag Vay + Ovy. Ovy, A1 (Fo) Vau Vasr + 8V2Z8V2y-/41,1 (Py) Vo Vo, +
v, Ovi Ar1 (Po) VigVor + Oy, O, At (Po) Vi Vay + Ovy. Ovi, Av 1 (Fo) VigVas +
v, Ov, A1 (Po) ViyVae + Ovy, Ovi, Arn (FPo) ViyVay + Oy, Oy, Avt (Po) Vi Vas +
Oy, Ovi, A1 (Po) VizVay + 3V2yavlz«41,1 (Po) VizVay + Oy, Ovy Arp (Po) Via Vo,

(1.0.53)

A2,1 (Po) +

Oy, A1 (Po) Vig + (9V1yv42,1 (Po) Viy + Ovy. Ao (P) Vi +
Oy, A2t (FPo) Vau + Oy, Azt (FPo) Vay + Ovy, Aoy (F) Vae +
02 Aoy (Po) VR, . 0%, Az (Po) Vi, . 0% Asq (Po) V2 .

2 2 2
2 * 2 - 2 *

avlyaVMAZ,l (Po) VizViy + Ov,. Oy, At (Po) Vig Vs + 8V1Z3V1y¢42,1 (Py) VigVi. +
O, vy Aa 1 (Po) Vau Vay + Ovy, Oy, Azt (Po) Voo Var + Ovy, Oy, Azt (Fo) Vay Voo +
O, Ovi, Azt (FPo) VigVaz + Oy, Ovy, Azt (Fy) VieVay + 0wy, Ovy, Azt (Fo) VigVa. +
vy, Ovy, Az 1 (F0) VigVag + Ovy, Ovy, Asi (F) VigVay + Oy, Ovs, Aot (Fo) Vi V. +
Oy, Ovy . Aa 1 (Po) Vi Vay + Ovy, Oy Azt (Po) VizVay + Ov,, Ovy, As i (Fo) Vi Vas,

(1.0.54)

i=1,2ej=u,1y,z (1.0.52)
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A, = Az (Py) +
i, Az (Fo) Viz + Oy, Az (Fo) Vi + Oy Asa (Po) Vie +
Oy, Az 1 (Bo) Vau + Oy As 1 (Fo) Voy + Oy Az 1 (B) Vas +
O Ast (Po) Vi, | 0%, A (P)Viy | O, Asa (R)VEE

2 2 2
2 + 2 + 2 +

v, Ovi, Az 1 (Fo) VizViy + Oy, Ovi, A1 (Fo) VieViz + Oy Ovs, Az (By) Vi Vi +
Oy Oviy Az 1 (Po) VayVay + Oy, Oy, Az 1 (Py) Vi Vo + Oy Oy, Azt (Po) Vay Vas +
O O, Az 1 (Po) VigVar + Ovy, Ovi, Azt (Po) VigVay + Oy Ovi, Azt (Po) VigVas +
N Ovn, Azt (Po) ViyVag + Oy, Ovr, Az (Fo) ViyVay + Ov,, Ovy As 1 (FPo) VigVaz +
O, Ovi, Az 1 (Po) VizVag + Ovy, Oy, As 1 (Po) Vi Vay + Oy Ovi Az 1 (Po) Vi Vaz,
(1.0.55)

Age = Ay (Po) +
vy, Aat (Po) Vie + O, As (Po) Viy + Oy As (Po) Vi +
Oy, A (Po) Vau + Ova, Ast (Po) Vay + vy Ay (Po) Vs +
0%, Asn (Po) Vi, N 03, A (o) Vi, N O, Aar (Po) V2 .

2 2 2
a12/290"44,1 (PO) V221 4 8\2/2@,"44,1 (PO) V22y I 8‘2/22-44,1 (PO) V2zz 4
2 2 2

Ovi, Ovi, Aat (Po) ViaViy + Ovy, Ovi, Ast (FPo) VieViz + Ovy, Ovyy Aag (Fo) Vi Vi +
3V2y<9v2$444,1 (Py) VayVay + Ovy. Ovy, Aa 1 (Fo) Vi Var + 31/226\/%/14,1 (Po) Vo Vo, +
Moo Ovi, Asy (Po) VieVar + Ovy, Ovi, Aat (Fo) VieVay + 0w, 0w, Aa (Fo) Vie Vo +
O Ovi, Ay (Fo) Viy Voo + O, Ova, Ay (Fo) Viy Vay + v, O, Asy (Fo) Vi Va: +
vy Ovi. Adt (Po) VizVay + vy, i Aat (Po) ViaVay + Ovy. O Aut () VisVas,
(1.0.56)

Ay = Asa (Po) +
O, As 1 (Fo) Vig 4 Oy As1 (FPo) Vig + Ovi  As iy (Fo) Viz +
v, As 1 (B£o) Vau + Ovy, As iy (Po) Vay + Oy Asy (Bo) Va: +
O Aoy (R)VE | 0, Aus (R)VE 08, Ay (P)VE

2 2 2
0%, As1 (P)VE 0%, Asa (Po) Vi, 0% As1 (Ro) Vi
2 * 2 + ) +

Ovi, O, As 1 (Po) VigViy + Ovy, Ovi, As 1 (Po) VigViz + Ovy Oy, As 1 (Fo) Vi Vie +
vy, Ovy, As 1 (F0) VarVay + Oy, Ovy, As 1 (Fo) Vau Vaz + Oy Oy, As 1 (Po) Vay Vo +
O, O, A1 (Po) VieVaw + Oy, O, As 1 (Fo) ViaVay + Ov,. i As 1 (Fo) VieVas +
O, Ovr, As 1 (Po) VigVay + Oy, Ovr, As 1 (Po) ViyVay + Oy Oy, As 1 (Fo) Vi Vae +
O, vy As 1 (Po) VizVag + 0wy, Ovi  As 1 (Po) VizVay + Oy, 0y, As 1 (Po) Vi:Vas,
(1.0.57)
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Ay, = A6,1 (Po) +
O, As1 (Fo) Vi + Oy, As 1 (Po) Viy + Ovi, As 1 (FPo) Vi +
v As 1 (Po) Vs + Ovay As 1 (Po) Vay + Ovi. As 1 (Po) Vaz +
O Asi (P)VE 0%, Asi (R)VE 32 s, (Po) V2
2 + 2 + 9 +
8‘2/235"4671 (PO) ‘/2295 812/2;,,"4671 (PO) ‘/221/ 8‘2/22A671 (Po) Vv22z
2 * 2 T 2 +

o7

O, Ovi, Asa (Fo) VieViy + Ovi,Ovi, As 1 (Fo) VieViz + Ovy, Ovy, As i (F) VigViz +

(Fo) (Fo)

O, Oy As 1 (Po) VazVay + Ovy, O, A1 (FPo) Voo Var + Oy, Ovs, As 1

O, O As 1 (Po) VigVor + aVanleAﬁ,l (Po) Vi Vay + Ovy. Ovi, As1 (Fo) VigVas +
(Fo) )
(Fo) )

Vay Vo +

Ny, Oy, As1 (Po) VigVar + Oy, Ovy, As 1 (Po) Viy Vo, + Oy, vy, A1 (Fo) Viy Voo +
(

8V2I8V1ZA671 PO ‘/Iz‘/QI + aVanvleﬁ,l

PO ‘/12‘/231 + aszﬁvleﬁ,l

Vi:Va..

(1.0.58)

A motivacao para expansao das aceleragoes até a segunda ordem nas velocidades
resulta do pardmetro «. Para compreender tal afirmacao utilizaremos como exemplo a
aceleracao da particula 1 no eixo x. Como A, depende dos parametros S, «, n e das

variaveis r e v, isto é:
Alx = Alz (S, Q, 1), T, V) )
onde:

r = (xlaylyzlax27y27z2)v
v = (Vvlacavvlyy‘/lzavéza%y;%z)a

a expansao de A;, pode ser escrita da seguinte forma:

Alx - Alx(PO)

6
+ Z 0; A1, (Po)V;

i=1

6
1
+§ Z 05 A1z (Po) ViV

ij=1

6
1
T3 > DA (P)ViViVi + - -

"igk=1
A expansao (1.0.62) em termos do parametro « é dada por:
A = F(S,n,r)
+a 26:3?(5,77,1“)%
1 i?
5 2 (B(S.m0) + aFl(S,m,m) ViV,
ij=1

6
1
+a§ Z k(S ) V;ViVie4 -+

T igk=1

(1.0.59)

(1.0.60)
(1.0.61)

(1.0.62)

(1.0.63)
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No caso a = 0, se considerarmos a expansao até a primeira ordem as velocidades seriam
nulas, portanto expandimos até a segunda ordem nas velocidades para que possamos
analizar a evolugao temporal das particulas sendo dependentes também das velocidades,
independentemente do valor do parametro «. Esta justificativa aplica-se para as outras
coordenadas da particula 1, assim como para a particula 2

Realizando a inversao do sistema sistema matricial acima e aplicando a expansao até
a segunda ordem nas velocidades obtemos as seguintes equagoes:

eX S
R
2(—nr+5)a (eX? —1) Viu
rn (=nr?+1)
5 eXeYa(—nr+S5)W,
nr?(—=nr?+1)
eXeZa(—nr+S)V,
nr?(=nr?+1)
+4S(6X2+1/2T7]S(6X2—1) —3/2 (eX? = 1/3) r*n) a Vo,
PTEIEETRY
_2eYeXS(2+r(S—3r)77)aV2y

Ala: -

nr(nr? —1)
5 eXeZS24+r(S—3r)n) aVsy,
)

5 eX (—nr+95) (nri+4a® —1) (—eX? +1) V1,”
(12 —1)%r2
eX (=7 +9) (1 (e¥? +4/30%) n+ (4e¥? = 4/3) 0* — e¥?) 13,
2 2 2
nr?(nr? —1)
eX (12 (22 +4/30%) n+ (4e2® — 4/3) 0* — 2 (—nr + H .’
nr2 (2 = 1)°

Y (r?(2/3a2+1/2—eX?)n+4(1/3 —eX?) a® + eX* — 1/2) (—nr + ) Vi, Vi
)2

+3

+3

nr(nr? —1
CeZ (P (2/30° +1/2—eX?) 44 (1/3 — eX?) o’ + eX? —1/2) (=1 + 5) Vi, Vi
nr? (nr? —1)°
6(—777“+S)(777’2+4a2—1)eYeZeXV1zV1y
" (2 =177
3 QQXSV% (e = 4/3) 0" 517 (1= X))+ e - 13
nr
+4r (((3/4— o ) (1—eX?)=1/3)r+S(1—eX?) (a®—1/4))n)
%(((1/3 2eY?) 4 SPPeY?) i — Y2 4 1/3
nr

wr (((3/4 - 0%) e¥? ~ 1/6) 1+ Se¥? (a2 — 1/4)) )
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2
13XV (13 90 7?) rt 4 S5 Z?) p — o2 413
(nr? =1)"rn
+4(((3/4—a®) e2” =1/6) r + Sez? (a* — 1/4)) r1))
6V (1 (X2 (12— eX?) (S - 1) o+ eX
(nr? —1)"r?n

+4r (((04 — 1/4) (S—r) —|—r/2) (1/2—€X2) —r/4) 17)
—Gﬁgﬂ (r® (eX?r+ (1/2 = eX?) (S — 1)) n* + eX?

+4r (((o® — 1/4) (S—r)+7r/2) (1/2—eX?) —r/4)n)
+6eYeZeXS( (S=2rn*+(4a®>=1)(S—=r)r+2r%)n—1)Va,Va,

(nr? = 1)*rn
+(4 a?(2Sr —1) —r? + 1) (1 — eX?) eX Vi, Vo,
ri(nr?=1)n

+8 r3;§(fn%‘fm1)2 (S (1/8+ (2 — eX?) a®) nr® — 1/81> (80> — eX> + 1) 7

—1/2n((1 —eX?) (&® = 1/2) + 1/4) r* — (1/8+ (1/2 — eX?) o?) Sr — 1/2eX? (o® — 1/4))
18 rg;fnngv_lxl)g (S (1/8+ (2— eX?) a?) gr® — 1/877 (80% — eX? + 1) 14

—1/2n ((1 — eX?) (0 = 1/2) + 1/4) r* — (1/8 4 (1/2 — eX?) &®) Sr — 1/2eX? (a® — 1/4))
_—(;ifzSVnV&y (1 — Sn? (82 + eX? + 1) r* — 81 (1/8— (3/2 + eX?) 0?) 1

45 (eX? (0 =1/2) + o® = 1/4) nr* + 4eX? (—2a°r + S (a® — 1/4)))
+6XS (nr+ (=144 (=2eY?+ 1) a?)r+ (nri+4a® — 1) (e¥? = 1) S) Vi, Vs,

nre(nrz —1)
—M (n*r° — Sn* (8a® +eX® + 1) r* —8n (1/8+ (—eX* —3/2) ®) r®
(2 =1%o
+4 (— (eX?+1)a” +1/2eX* +1/4) Snr* + eX? (45 (o® — 1/4) — 8a°r))
(4a?2(2Sr —1)—nr2+1)eY eX eZ V1, Vs,
- P (e — 1)
+6XS (nr*+ (4 (1-2eZ2%)a*=1)r+ (nr’+4a®>—1)S (e2”> — 1)) Vi, Va.

nr3(nr? —1)

(1.0.64)
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eY S
Ay = ———;
nr
49 (S—nr)aeXeY Vi,
=)

5 (eY?—1)(S—nr)aVy,
r’n (—nr?+1)
eYeZ (S—nr)alVy,
—2
D )
eXeY Sa (2+7(S—3r)n) Vo,
T (=)
2aS(((1 —3eY?)r+S(eY?—1))rn+2eY?) Vs,
r’n (nr* —1)
s eYSaeZ (2+1r(S—3r)n) Va,
90—
eY (4% (1/3 —eX?) —nr* (4/3a* + eX?) +eX?) (S —nr) Vi,°
-3 2 (112 2
nr?(nr?—1)
eY (S—nry(nr’+4a?—1) (eY? - 1) 1,
72 177
eY (r*(eZ® +4/3a)n+ (4eZ2? — 4/3) o — eZ?) (S —nr) V1.”
nr? (nr? —1)°
eX (r*(eY?—1/2—2/3a)n+ (4eY? —4/3) a® —eY? +1/2) (S — nr) Vi, Vi
nr? (nr2 —1)°
nr2+4a®—1)(S—nr)eY eXeZ Vi, Vi,
r2n (nr? —1)°
eZ (r*(eY?—1/2—2/3a%)n+ (4eY? —4/3)a® —eY? +1/2) (S —nr) Vi, Vi,
nr?(nr? —1)°
_3 eY S Vo’ S (((2eX? = 1/3) r — eX?S) rn* + eX? — 1/3
r2n (nr? —1)
+4 ((1/6 — (3/4 — a®) eX?) r — eX?S (o — 1/4)) rn)

-2

+3

+3

+6

+6

+6

+3 TQSTUST',Q‘/Z_ZJQDQ (r3 ((4/3 -2 €Y2) r+S (€Y2 — 1)) 772 — €Y2 + 1/3
4 ((e¥? = 1) (r/2+ (07 = 1/4) (S = 1)) +r/3) )
eY SVa,?

W (((1/3 — 2622) 7"4 +ST3€Z2) 772 — €Z2 + 1/3
nr?—1)"r¥

+4r (((3/4—a®) eZ> =1/6) r + SeZ® (—=1/4 + a?)) )
eX SV, Vs
(o — 1P
+gr ((eV? =1/2) (r/2+ (=1/4+a®) (S — 7)) +1/4))
16 eXeZeY S(r3(S—2r)n* =1+ 2+ (S—r)r(da®—1))n) Vo, Vs,
(nr2 —1)"r2y

(((S=7) (e¥? =1/2) —reY?) ri? — €Y
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eZ 5 Vs, Vi,
+4r (1/2reY?+ (—1/4+a?) (eY? = 1/2) (S — 1)) n)
XS (rPn+ (4 (1-2eX?*)a® = 1)r+ (45 (a? = 1/4) + 1’0 S) (eX? — 1)) Vi, Vo,
(nr*=1)nre
(Sn2 (8 o 4 eY? + 1) rt— S 4 (1 + (—8 eY? — 12) az) nre

+6 ((—2eY?+1/2) r+ S (e¥Y? = 1/2)) r’n* — eY?

eX SViVay,
+4 ((eY?+1)a® = 1/2eY? = 1/4) Snr* + 8a’eY?r + (—40” + 1) eY?5)

eZeXeY (4a?(2Sr —1) —nr> +1) Vi, Va.
- (72 —1) 7
-8 erlyZQx (((Sr—1/2)a” —1/8nr*+1/8) (nr* — 1) eY?

(nr2 =1)"nr?
=27 ((nr* (S —1/2nr) = 1/Anr — S/4) & + 1/16 (nr* —1) (S —nr)))

(4a®(28r —1) —nri+1)eY (eY? — 1) Vi, Vay

ri(nr? —1)n

-8 GZV“/ZQZ (((Sr—1/2)a* —1/8nr*+1/8) (nr* — 1) ey

(nrz —1)"nrs
=27 ((nr*(S—1/2nr) —1/Anr — S/4) a® +1/16 (nr* —1) (S —nr)))

eXeZeY (4a(2Sr —1) —nr2+1) V. Va,
- (nr*=1)rn
(((777’2—1) (777"24—4&2—1) 6Y2+(8772r4+4777"2)a2+7727“4—777"2)5'

eZ S Vi;Vay
-1
—(8a® (nr*=1)eY?+nr* (nr*+12a° = 1)) r)
VS (st S (2 <10 4 (4= 862 0? ~1) 7+ (2 1) (402~ 1)) Vi
+ nrd(nr2 —1) ’

(1.0.65)
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Alz

eZ S
o
L (S—nr)eXeZVy,
nr*(nr? —1)

_QeYeZa (S —nr)Vy
nr(—=nr?+1)
(1-ez?)(S—nr)aVi.
(= + 1)
4aneXS(1+1/27“775—3/2777“2)‘/23;
nr(=nr2+1)
_QaeYeZS 247 (S—=3r)n) Vay
nr?(nr? —1)
(r ((3622 — 1) r+.8 (1 — eZ2)) n— 2622) Sa Vs,
e — 1)
eZ (402 (1/3 —eX?) —nr? (4/3a* +eX?) +eX?) (S —nr) Vi,”
3 2
nr(nr? —1)
eZ (S—nr) (r*(eY*+4/3a%)n+ (4eY? — 4/3) o* — eY?) V3,2
P
9 e 1)
eZ (eZ® —1) (S —nr)(nr* +4a® - 1) 4,7
(72— 1)
(S—=nr)(nr*+4a*—1)eY eZeX Vi, Vi
(nr2 —1)"r2y
eX (r*(eZ*—2/3a%—1/2)n+ (4eZ® —4/3) a® —eZ® +1/2) (S — nr) Vi, Vis
D7 (e — 1)
eY (r?(eZ?—2/30*—1/2)n+ (4eZ> —4/3) a® —eZ> +1/2) (S —nr) Vi, Vi
nr?(nr? —1)°
2
—3625—‘/2; (((2eX*=1/3)r —eX?S) r®n* + eX* — 1/3
(nr?—1)"r*n
+4r (1/2r (1/3 —eX?) + (a® = 1/4) eX* (r — 5)) n)
eZ S Va,?
(72— 1P
+47 (((3/4—a®) eY? = 1/6) r +eY?S (o — 1/4)) n)
eZ S Vs
e = 17
+4r (r/3+ (eZ2? = 1) (r/2+ (&® = 1/4) (S —7))) n)
16 eZeXeY S (P (S=2rn?—14+(B3—4a®)r*+S4a?—1)r)n) Vo, Vo,
(nr? —1)"r2n
(r* ((S—r)(e2? —=1)2) —eZ?r) > — eZ®

+2

+2

+3

+3

+6

+6

+6

+3 ((1/3=2eY?) r* +1%eY?S) n* —eY? +1/3

(r* ((4/3—=2eZ*)r+ S (eZ2? = 1)) —eZ” + 1/3

eX S VoV,

+4r (r/4+ (e2* = 1/2) (S (a® = 1/4) + (3/4 = a®) 1)) )
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eY SVo, Vs,
+4r (r/d+ (eZ2? = 1/2) (S (o® = 1/4) + (3/4—a®) 7)) n)

(Pn+ 4 (1-2eX?)a®>—1)r+S1—nrt—4a?) (1 —eX?)) eZ SVi,Va,
. GlTGEnT

(4a?(2Sr —1) —nr2+1)eY eZeX Vi, Vs,

ri(nr? —1)n
5 (51727“4 (8042 +eZ? + 1) R (1 — (8 eZ? + 12) a2) nr

+6 (r* ((S=7) (e2? =1/)2) — eZ’r) n* — eZ?

eX 5VizVa,

rin (nr? —1)

+4n ((e2>+1)a® —1/2eZ> — 1/4) Sr* + eZ” (8ra® + S (1 — 40%)))
(4a?(2Sr—1)—nr2+1)eY eZeX V1, Va,

(72 = 1)
+(7’37] +1r2p (€Y2 — 1) S+ ((4 — 86Y2) o — 1) r+ (€Y2 — 1) (4042 -1) S) eZ S Vi, Vo,
(nr? = 1)y
Y 51y Va: 5 (Snrt (8a® +eZ? +1) —n*r® + (1 — (8eZ? +12) o) nr®
rin (nr? —1)

+4n ((e2> +1)a® —1/2eZ* — 1/4) Sr* +8ra’eZ” + (1 — 4a°) eZ*S)
_8 eX Vi:Va s (—1/8n* (-8 + ez —1)r* +n (—=1/8+ (eZ” — 2) o*) Sr® — 1/8eZ?

rin (nr* —1)
—1/2n ((eZ? = 1) o® = 1/2eZ” + 1/4) r* = S ((eZ*> = 1/2) &* = 1/8) r + 1/2 e Z?)
_8 Y Vi:Vay (=1/8n* (=8a” +ezZ” —1)r* +n (—=1/8+ (eZ? —2) *) Sr® — 1/8eZ”

iy (nr? —1)°
—1/2n ((e2® = 1) a® = 1/2eZ> + 1/4)r* = S ((eZ? = 1/2) &® — 1/8) r + 1/2a%eZ?)
(402 (25r—1)—nr*+1) eZ (eZ® — 1) Vi,Va.
(nr2—1) 7% |

(1.0.66)
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X
A, = +e 25
r
aS(1/2r (eX®—1) S —3/2nr* (eX? —1/3) + eX?) Vi,
+4
EITERSY
eYeXaS(1+1/2rS—3/2nr?)Vy,
+4
r2(—nmr2+1)
+4eZeXaS(1+1/2rS—3/2777"2)‘/1z
)
Q(eXz—l)(S—r)anx
)
eYeXa (S—r)Vy
r2(nr? —1)
eZeXa(S—r)V,
2
IOy
2
L‘% (Sp(1—eX?)r®—2 (2/3—eX?)*r* +eX* —1/3
Rr—1)

—4 ((o®=3/4) (1 —eX?) +1/3)nr* +4 (a® —1/4) S (1 — eX?) 1)

2
OV (i3t — 2t (¥ — 1/6) i — Y2 +1/3
r*(nr* —1)
+((3—4da?) ey —2/3)nr® +e¥?S (40” — 1))

eX SVi.?
7”2(777’—2—11)2 (Srinez® =2 (eZ® — 1/6) n*r* —eZ® +1/3
+((3—4a®) ez? —2/3)nr* + SeZ® (4a®> — 1))
+ LV“‘VWQ (Sn (1/2—eX?)r® —2n° (1/4 — eX?) r' + eX?
(2 — 1)
—4 ((1/2—eX?) (0® =3/4) +1/4) nr* + 4.5 (o = 1/4) (1/2 — eX?) 1)
i €Z5V11V1z2 (577 (1/2—6X2) 3 _2772 (1/4_€X2> rt 4 eX?
P2 (2 — 1)
—4 ((1/2—eX?) (0® =3/4) + 1/4) nr* + 4.5 (o = 1/4) (1/2 — eX?) 1)
6 eXeZeY S(—1—=2r'n?+rnS+(—4a®+3)nr? + S (4a?—1)r)Vy, Vi,

(1)
3 eX(S—r)(nr?+4a® —1) (—eX* +1) Va,”
1)
L (Sor)eX (r? (eY?+4/3a%) n+ (4eY? —4/3) o — eY?) Vo, 2
(e 1)
(S—r)eX (r*(eZ?+4/30®)n+ (4eZ® — 4/3) a* — eZ°) Vo,
: 2 (gt —1)°

6 eY (S—r)(n(2/3c2+1/2—eX?)r?+ (1 — eX?) (40 — 1) — 8/3 0%+ 1/2) Va, Vs,
r2 (12 = 1)’
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eZ (S—r)(n(2/3a®>+1/2—eX?*)r?+ (1 — eX?) (4a* —1) — 8/3a2 + 1/2) Vi, Vs,
r?(nr? —1)°
nri+4a*—1)(S—r) eY eX eZ Vo, Vs,
P2 (= 1)
eX (8rna’S —nr? —4a®+1) (1 — eXQ) Vie Vo
n(nrr—1)r

P+’ ((8eX® +12)a” —rS (8o +eX* +1) — 1)

+6

6!

eY S vuv%

U
3 (nr? —
+4 (((1/2 — « ) (eX?+1) —1/4) Sr—2a’eX?) rn+4eX>S (o® — 1/4))
GZSVMVQZ
r3(nr? — (
+4 (((1/2 —a ) (eX?+1) —1/4) Sr—2a%eX?) rn+4eX>S (a® — 1/4))

eYVlyVQx ((1/8eX*—1/8 —a®)r+ S (1/8+ (2—eX?) a?)) rn?

n*r® +r? ((8eX® +12) a® — 1S (8a? +eX* +1) — 1)

o
ri(nr? —
—r((1/2 (1—e )(a®—=1/2) +1/8)r+ S (1/8+ (1/2 —eX?) a?)) n — 1/2eX? (a® — 1/4))

_eXS (nr +( (eYZ—l)T—qu(—86Y2+4)a2)7‘n+(eY2—1) (4&2—1)5)1/1y\/'2y

rén (nr* —1)
+(4a2 (2Srn—1)—nri+1)eY eX eZ Vi, Vs,

ri(nr? —1)n
8- ‘;ffivf)g C(((/8eX® 178 = ®) 1S (18 4 (2 X))
—r((1/2 (1 —eX?) (a® = 1/2) +1/8) r + 5 (1/8+ (1/2 — eX?) a?)) n — 1/2eX? (a® — 1/4))

(4a?(2Srn—1) —nri+1)eY eX eZ Vi, Vs,

+

rin (nr? —1)
_eXS (n*r® + (S (€Z2 —1)r—1+(4- 8622) o®)ry + (eZ2 —1)(4a®—1)8S) Vi Vs,

rin (nr? —1) ’

(1.0.67)
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ey S
Ay = -
i SaeY eX (rS—3nr?+2)V,
-]
Sa (eY?+1/25(eY? —1)r—3/2nr* (eY? = 1/3)) Vi
+4
r2(—nr2+1)
4eZeYSa (1+1/2rS —3/2nr*) Vi,
1)
_QeYeXa (S —r) Vo
A )
(eY?—1)(S—r)aVsy
EIPTEEY
eZeY a (S—r)Vy,
BRI OTEY
2
% (=2 (1/6 — eX?) p°r* —r’neX?S +eX* —1/3
2= 1)
—4n (= (o® =3/4) eX? —1/6) r* —4eX?S (o — 1/4) 1)
Y SV;,* 2 2 4, .3 2 2
—3——— (=207 (eY? = 2/3)r* + 7’ (e¥Y? —1) S —eY? + 1/3
2= 1)
—4 ((&®=3/4) (eY?=1) =1/3)nr* + (e¥* — 1) (4a® — 1) S7)
2
—3% (=2 (e2? = 1/6) n*r* + r*nSeZ? — eZ* +1/3
7= 1
+(=2/3+ (-4a*+3)eZ?)nr* + SeZ? (40> — 1) r)
—6% (n* (1/2 =2eY?)r* + Sn (eY? —1/2) r® — eY?
72— 1)

—4 ((eY?—1/2) (&® = 3/4) = 1/4) nr* +47rS (eY* —1/2) (o® — 1/4))
6 eYeZeXS (r*nS+(3—4a®)nr?+S4a?—1)r—1-2r"*) V1, V1,

(7= 1)
—6% (n* (1/2 =2eY?)r* 4+ Sn (e¥Y? —1/2) r® — eY?
r2(nr? —
—4 ((eY?—1/2) (&® —3/4) = 1/4) nr* +47rS (eY? — 1/2) (o® — 1/4))

43 eY (S—r)(—n (4/3a® +eX?)r? +4 (1/3 — eX?) a* + eX?) Va,”

g1
5 (mr2+4a®—1)(S—r)eY (eY?—1) V5,
(217
eY (S—r)(r?(eZ®+4/3a*)n+ (4eZ*> —4/3) a® — eZ%) Va,”
- r2(nr? — 1)’
eex 57T (n (eY?=2/3a% —1/2)r? + (4eY* — 4/3) o — eY? 4+ 1/2) Vo, Vira,

20— 17
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nr24+4a®>—1)(S —r) eXeZeY Vo, Vira,

r2 (nr? —1)°
(CZ (5 —1) (n (eY?—2/302 —1/2)r? + (4eY> —4/3) a® — eY? +1/2) Va, V5.
r2 (nr? —1)°

—6

eY SV, Vo,
il gy (7 (P (X 1) S 14 (1= 20X o)y

—4 (1—eX?) (a®—1/4) 5)

eX Vi, V-

i (n rl? —22/1)2 ((nr* =1) ((Srn = 1/2)a® = 1/8nr* +1/8) €Y
—2rn ((r* (S —r/2)n = S/4—r/4) a® +1/16 (nr* = 1) (S — 7))
+(4a2 (2Srm—1) —nr*+1)eZeX eY Vi, Vs,
r3(nr2—1)n

eX S Vi, Vo
s (m;y_21>2 (((r* = 1) (nr® + 40® = 1) ¥ + (870" + dnr?) o +r'y* —nr?) S
= (8042 (777’2 = 1) eY? +nr? (777”2 +120% — 1)) 7]7“)
+(4a2 28y —1)—nri+1)eY (eY? —1) V,Vh,

nré(nr? —1)
_r:vij??y_%f)z (((nr*=1) (9r* + 4a® = 1) eY* 4 (87'n* + dnr®) o +1'n* = pr?) S
— (8042 (777“2 — 1) eY? +nr? (nr2+ 1202 — 1))777")
+(4a2 (2Srn—1)—nri+1)eZeXeY Vi, Vo,
3 (nr? —1)n

((nr* =1) ((Srn —1/2)a® = 1/877? +1/8) eY?

eZ V1.V,
r3n (nr? — 1)2
=21 (2 (S = r/2)n—S/4—r/4) a® +1/16 (3r* = 1) (S 1))

eY SV, Vo,

rin (nr? —1)
ez 1) (10~ 1) 5).

+8

(772r3 + (S (622 — 1) r—1+ (—8622 + 4) a2) TN

(1.0.68)
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eZ S
AZZ = 2
_25(—3777"2+7“S+2)aneZVu
ErE )
eYeZS (1+1/2rS—3/2nr*)aVy,
+4
r2(—mr2+1)
S(1/2r (1—eZz?) S —ez®—3/2n (1/3—eZ?)r*) V1.
EISTTERSY
eXeZ (S—r)aVy
(1)
eZeY (S—r)aVy,
2
IREEICTE
(1—eZ®)(S—r)aVs,
(2 = 1)
7 2
eS—Vl‘g (=27° (1/6 — eX?) r* —r’eX’nS +eX* —1/3
(nr?—1)"r
+4 ((o® —3/4) eX* +1/6) nr?* — 4 (a® — 1/4) SeX*r)
7 2
-3 GS—VMQ (=2 (-1/6 4+ eY?) n*r* +1°eY?n S —eY? +1/3
(nr2—=1)"r?
+(—2/3+ (=40 +3) eY?) nr’ + SeY? (40 — 1) 1)
2
-3 GZS—%Q (=20 (eZ2® = 2/3)r* + S (eZ? = 1) 1* —eZ* +1/3
(nr2 —1)"r

—4n ((o® =3/4) (e2? —=1) = 1/3)r* + S (4a® = 1) (eZ* = 1) 1)
6 eXeYeZS (—1=2r'n+Snr*+(—4a®+3)nr* +S(4a®—1)r) V1,V

(nr? —1)*r2
6V (10 (Loez? w1)2) 1t 4 Sy (e22 — 1/2) 1% — o2
(prz2 —1)"r2
—4n ((a®—3/4)eZ® —1/20 +1/8)r2 + 45 (a® — 1/4) (eZ? —1/2) r)
6O (0 Lozt s 1)2) 0t 4 Sy (e22 — 1/2) 1 — o2
(nr? —1)"r2

—4n ((o® = 3/4)eZ? —=1/2a* +1/8) 1r* + 45 (o — 1/4) (eZ® — 1/2) r)
eZ (—n (eX*+4/30) r? +4 (1/3 —eX?) a® +eX?) (S — 1) Vo,”
r2(nr?— 1)2
. (n (eY?+4/30%) r? + (4eY? —4/3) a® — eY?) (S —r) eZ Vo,
17
(S=r)(nr?*+4a®>—1) eZ (eZ? = 1) Va.”
177
(S=r)(nri+4a®—1) eY eX eZVo, Vay
(nr? —1)*r?

+3

—6
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6 (n (eZ2® —2/3a% = 1/2)r* + (4eZ? — 4/3) o —eZ® +1/2) eX (S — 1) Vo, V5.

r2 (nr? —1)°
i (S=r)(n (eZ2®=2/3a%—1/2)r* + (4eZ® —4/3) a® — eZ® + 1/2) €Y V3, V5.
r2(nr? —1)°
eZ 8V Var
~w 1)y (77 =48 (X + 1) (o* = 1/4))

+ (S (€X2 — 1) r—14+4 (—2€X2 + 1) a2) 7’7])
eYeZeX (4a®(28nr —1) —nr? +1) Vi, Ve,
+
(nr? —1)r3n

+8 M (((—1/8eZ? +a® +1/8) 1+ S (—1/8 + (e2* — 2) a?)) r’n?
(nr? =1)"rn
—(1/2r (eZ® = 1) &® = S/8 4 (eZ? = 1/2) (Sa® —r/4)) rn+ 1/2eZ? (0* — 1/4))
eYeZeX (4a?(2Snr —1) —nr2+ 1) Vi, Vo,
+
(nr? —1)rn

(772r3 + (4 o — 1) (eY2 — 1) S

eZ S ViyVay
RTGEDE
+(S(eY?=1)r—1+4 (—2eY*+1)a’) )

eY Vi, Va,

—(1/2r (ez® = 1) &® = S/8 4 (€2 —1/2) (Sa® —r/4)) rn+ 1/2eZ? (0* — 1/4))
—M (=’ + (S (8a® +eZ? + 1) r + 1+ (—8eZ” — 12) o®) r’n?
(72— 1) 1%
+4 (S ((eZ? +1)a® = 1/2eZ? = 1/4) r + 20%eZ*) rn + (—40” + 1) eZ25)
_ Y SViVay (—r57]3 + (S (8 ot +eZ’ + 1) r+1+ (—8 eZ* — 12) a2) r3n?
)

+8 (((-1/8eZ*+ o> +1/8)r + S (—1/8 + (eZ* — 2) a®)) r’n?

(2 = 1) riy
+4 (S ((eZ2?+1)a® —1/2eZ” = 1/4) r +20%eZ*) rn + (40 + 1) eZ>5)
(42 (2Snr—1)—nr*+1) eZ (eZ® — 1) Vi.Va.
+ ;
(n7 = 1)r

(1.0.69)

onde os termos 7, eX, €Y e eZ sao dados por:

)
r= \/(xz — o)+ (1 — )" + (22— 21),

eX — T2 — X1 ’
\/(1‘2 )"+ (=) + (22— 1)

] oY — Y2 — % 7
\/(xz —21) 4 (= )" + (22— 21)"

el = e .
\ \/(372 — )"+ (=) + (22— 21)°
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Por uma questao de simplicidade iremos impor a condi¢ao de solugao planar
zerando todas as componentes no eixo z. Portanto, o conjunto de equagoes, no plano
xy, de duas particulas pontuais que interagem entre si através do campo eletromagnético
tomando os tempos t, e t, como infinitamente pequenos sao:

_eXS | 2SaeY?(Syr—1)Vi, N 2S8a(((2 — 3eY?)r? + SreY?)n — 2eX?)Vy,
nr? nr2(nr? = 1) nr2(nr? = 1)
2SaeXeY (Sn—1)Vy,  2SaeXeY (24 r(S —3r)n)Vsy,
-1 nr2(pr? —1)
3SeXeY?(nr? +4a® — 1)(Syr — 1)V1a?
¥ T = 1)?
3eXS(r*(eY? + (4/3)a*)n + (4eY? — 4/3)a* — eY?)(Snyr — 1)V},
- TR
+66YS(7‘2(6Y2 —1/2+ (2/3)a®)n + (4a? — 1)eY? — (8/3)a* + 1/2)(Snr — 1)V V4,
nr2(nr? — 1)

Al:v -

3eXS
ey (273 =267%) rt 4 Sr%ey2) o — ey - 2/3
+nr (((3/4 = a®) e¥? = 1/3) 1+ eY?S (a® = 1/4))) V3,
3eXS

ooy (U3 =202) o S 2) o —ev? 4173

+anr (((3/4—a?) eY? —1/6) r +eY?S (o® — 1/4))) Vs,
_ 6eY S (((
nré(nr? —1)?
+nr (((3/4 — a®) eY? + (1/2)a® = 5/8) 1+ S (a? — 1/4) (eY? = 1/2))) Vi, V3,
eXeY?S((nr? + 4a® — 1)S — 8a?r)Vi, Va,
nri(nr? — 1)

3/2=2eY?)r+ 5 (eY? — 1/2)) r’n* + eX?

eY S

1y (ST (807 4 eY?) = (L4 8% (17 + 1))

+5nr? (da%eY? = 2eY? 1) 41 (140 (8e¥? — 1)) 4 eX*S (4a” — 1)) Vi Vi
eY S

~g® 1 7+ St (eYF — 807 = 2) 4 (0 (20 — 8eYF) —1)

+5nr? (407 (eY? — 2) = 2eY” + 3) — 8e X a’r + eX*S (40” — 1)) Vi Vs
eXS

T (e Ty (1 = SnrteX? 4 r(a?(4 - 8eY?) — 1) +eX*S(1 — 4a%)) Vi, Ve,

(1.0.70)
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A eYS 2SaeXeY(Snr—1)Vi, 2SaeXeY (24 r(S — 3r)n)Va,
y = - - -

Ul nr2(nr? —1) nri(nr? —1)
2SaeX?(Snr— Vi, 2Sa(pr(r(l —3eY?) + SeY? — ) 4 2¢Y?)15,
nr2(nr? —1) nr2(nr? —1)

+3S€Y(S77r —1)(1 —nr((4/3)a® + eX?) + (40 — 1)eY? — (8/3)a?) V2
i = 1
+3SeYeX2(177"2 +4o® — 1)(Snyr — 1)V,
TR
_66XS(777“2(6Y2 —1/2—(2/3)a?) + (4eY? — 4/3)a® — eY? + 1/2)(Snr — 1)V, V4
nr2(nr? —1)2
3eY' S 2.3 2 2g 2
R . 2
2 =172 (77 r (T (5/3 2eY eX ) eY*+2/3
nr((4r ((3/4 — o?) eY? + o® = 7/12)) — 4eX>S (o — 1/4))) Vi,

) -
)
VS (2 (r (4/3 — 26Y?) — eX28) — eY? 4 1/3
)
)

_l_—
(o = 1
nr ((4r ((3/4 — o?) eY? + a? = 5/12)) — 4eX>S (o — 1/4))) Vs,
% (7727“3 (r (1/2 —2eY?) + S (6Y2 — 1/2)) —eY?
+anr (r ((3/4 — o®) eY? 4+ (1/2)0 — 1/8) + S (a? — 1/4) (eY? —1/2))) Vo, Vay
+€YS(777”3 — SneY?r? + r(4a?(2eY? — 1) — 1) + (1 — 4a?)eY2S) Vi, Vo,
(e — 1)

SnPrt (8042 +eY? + 1) — 4+ r? (1 —a? (8€Y2 + 12))

N eXS (
nrd(nr? — 1)?
+48m® ((eV? +1) 0 = (1/2)6¥* = 1/4) + Sra%e¥? + eVS(1 — 40®) Vi, Va,

e O (140 (16 8eYE) — S (50 X £ e¥ES(1 )
252 (1/2 — 20%eX? — e¥?) + 1 (a? (8eY? — 4) — 1)) Vi, Vas
_eXQeYS (S (nr? 4+ 4a® — 1) — 8a®r) Vlyv2y
)

1.0.71
nrd(nr? =1 0T
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eXS = 2Sa(nri(2 —3eY?) + SreY? — 2eX*)Vi,  (2eY2Sa(Sr —1))Va,
+ +
72 r2(nr2 — 1) nr2 —1)
_ 2SaeXeY (2 = 3nr? + Sr)Vi,  2SaeXeY (Sr— 1)V,

r2(nr? —1) r2(nr? — 1)
SneY?*r® —2n*r* (eY? —1/3) — eV +2/3

3eXS
NETEE
+nr?((3 — 4a®)eY? — 4/3) + SreY?(4a” — 1))V,
3eXS
_r2 (nr2 —1)2
+nr?((3 — 4a2 eY? —2/3) + SreY?(4a” — 1)) ny
GSeY
7.2 77712 2
—nr (46Y2(a —3/4) — 2a” +5/2) + 4Sr(eY? — 1/2)(a” — 1/4)) Vi, V1y
3eXeY2S(nr? + 4a® — 1)(Sr — 1)V2

(Sney?r® — 2n?rt (eY?—1/6) —eY?+1/3
)
(Snr® (eY? —1/2) —2p°r* (eY? — 3/4) + eX?

2?17
+36XS(77T2<6Y2 + (4/3)a?) + (4eY? — 4/3)a® — eY?)(Sr — 1)V,
P2l = 1
6eY S(pr?(eY? —1/24(2/3)a”) + (40” = 1)eY? — (8/3)a” +1/2)(Sr — 1)Va, Vh,
71
eXeY?S(S(nr? + 4a? — 1) — 8a’nr) Vi, Va,
_l’_
1)

eY S
o1 |
+dnr (Sr ((6Y2 — 2) a? — (1/2)eY? + 3/4) — 2a2€X2) +eX?S(4a® — 1)) Vi Vay

eY S
tm 1
+4nr (Sr ((eY?a? — (1/2)eY? +1/4) +1/4 4 a*(2eY? — 1)) Vi, Vau, (1.0.72)

nPrd + n*r’ (Sr (eY2 — 8a? — 2) -1+ (20 — 8€Y2) a2)

2p3 (Sr (8&2 + 6Y2) —1—8a? <6Y2 + 1)) +eX?8 (4a2 — 1)
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4 eYS 2SaeYeX(Sr—3nr?+2)Vi,  2SaeYeX(Sr— 1)V,
2y — - -

72 r2(nr2 — 1) r2(nr2 — 1)
 25a(2eY? — eX?Sr +r?(1 = 3eY?))Viy, | 2SaeX?(Sr— 1)V,
r2(nr? —1) r2(nr? — 1)
3eY S
m (772T4 (5/3 — 26Y2) — S’I]€X2’I°3 — €Y2 + 2/3
—nr? (4eY? (o — 3/4) —4a® +7/3) + 1 (eY?S (40 — 1) + S (1 — 40?))) V2
SeYS
eI (2n*r*(2/3 — eY?) — SneX?r® — eY? +1/3
—4nr? (€Y2 <a2 —3/4) — &® +5/12) + r(eY?S(4a” — 1) + S(1 — 4a?))) ny
6eX S
= 1) (*r* (1/2 — 2eY?) + Syr® (eY? — 1/2) — eY?

—nr® ((4eY? (o — 3/4)) — 20® + 1/2) + 457 (eY? — 1/2) (a® — 1/4)) ViV
3V S(pr® (eY? — (4/3)a® — 1) +eY? (4a® — 1) — (8/3)a®* +1) (Sr — 1) V3,

2?12
_i’seYeXQS(m“2 +4a® = 1)(Sr—1)V3,
e
+6€XS (nr? (eY? —1/2 — (2/3)a?) + (4eY? — 4/3) a* — eY? + 1/2) (Sr — 1) Vo, V3,
P71
eY S (n*r3 — nr (SreY? 4+ 4a* (1 — 2eY?) + 1) + eY25 (1 — 4a?)) Vi, Vo,
- = 1)

—iz (7727"3 (1 —Sr (8042 + eXQ) + (16 — 8€Y2) a2) +eY?S (1 — 4042)
nrd (nr? = 1)

+2nr (S7 (1/2 — 20°eX? — eY?) + (4eY? — 2) o® — 1/2)) Vi, V3,

B eXS (
(2 —1)2 V!

+anr (Sr ((eY? +1) o — (1/2)eY? — 1/4) + 2eY?0?) 4+ eY?S (1 — 4a?)) Vi, Vo,

+6Y€X2S (S (pr* + 4a* — 1) — 8a’nr) Vlngy

nrd(nr? — 1)

28 (Sr (8% + Y2 + 1) + 1 — (8¢V? + 12) 0?) — s

(1.0.73)

onde os termos 7, eX e eY sao dados por:

r= \/(352 — )"+ (12 — ),

eX = 2 ,
V@ — o)+ (52— )’
eV — Yo —h

\/(l‘2 — )"+ (2 — y1)2'
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O sistema de duas particulas pontuais carregadas, com o = 0, no plano cartesiano

xy é dado por:

eXS 3eXeY?(S —nr)VE
o (1 — )
B 3eXeY? (S —nr) Vi,

nr2(1—nr?)

3eY (S —nr) (2eX? — 1) Vi, Vi,
- nr2(1—nr?)

eXS (nr (2r(2eY? — eX?) — 3SeY?) + 3eX? — 1)V2
- (1 —ar?)

eXS (n(3SreY? — 1% (6eY? — 1)) + 3eY? — 1) V3,
- 70—

3eY'S (nr(r(1 —4eX?) + S (2eX? — 1)) 4 2eX?) Vo, Vs,
- (1 — )
+€XS(7“ — eX29)V1, Vs, B eXeY?V,, Voo

nr? nr

eY (nrieY? — Sr+ eX?) Vi, Vs,
! = )

eY'S (eX2S —nr* ((eX?4+1)S — 1)) Vi, Va,
- 3 2

nr3(1—nr?)

Alx -

, (1.0.74)

eYS 3eYeX?(S —nr)Vi
o2 rA(l—pr?)

3eYeX?*(S —nr)Vi,

TRTE
(3eX (2eY? —1))(S — nr)Vi Vi,
(1 —nr?)

eY'S (7 (3SreX? — (6eX? —1)72) +3eX? — 1)V}
) w20 )

eY S(nr(2r(2eX? — eY?) — 3eX?S) +3eY? — 1)V,
- (1 —ar?)

3eXS(nr(r(l —4eY?) + S(2eY? — 1)) + 2eY?) Vo, Vs,
- nr2(1—nr?)
_'_CYS(T —eY2 )V, Vo, €Y eX?Vy, Vo,

Aly -

nr U
+eXS (eY2S —nr2 ((eY?+1)S — 1)) VigVay,
)
eX (eX?nr? — Sr+ eY?)Vy, Vo,
" nri(1 —nr?)

, (1.0.75)
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eXS
AQm = B
nr
eXS(3eX? —1—3SreY? — 2(3eX? — 2)nr?) V2
_|_
r2(1 —nr?)
+€XS(3ST6Y2 +3eY? — 1 — (6eY? — 1)nr?)Vy,
T ——
3eY S(nr3(1 — 4eX?) + Sr(2eX? — 1) + 2e X?)V1, Vi,
+
r2(1 —nr?)
 3eXeY?(S —1)V3, N 3eXeY?(S — 1)V,
r2(1—nr?) r2(1—nr?)
+36Y(26X2 —1)(S —r)Va, Vs
r2(1 — nr?)
_l_eXeYQVMVQx XS — eX?S)Vi,Vay
nre nre
eV S(Pr? = Spr¥(eX? + 1) + eX25)Vi, 1,
(= )
eY (eX? +n(eY?r? — Sr))Vi, Vay
nri(1 —nr?) ’
eY S
Ay = =
eY S(3SreX? + 3eX? — 1 — nr¥(6eX? — 1))V32
_.I_
r2(1 — nr?)
+eYS(36Y2 —35reX? — 1 —2nr?(eY? — 2eX?))V;,
r2(1 —nr?)
3eXS(nr3(1 — 4eY?) + Sr(2eY? — 1) + 2eY?)Vy, Vi,
+
r2(1—nr?)
3eYeX?(S —r)VE B 3eYeX?(S — 1)V,
r2(1—nr?) r3(1—nr?)
+36X(26Y2 —1)(S — 1)V, Vay
)
eY S(nr — eY28) Vi, Vo, N eYeX?Vy, Vs,
nre nre
e X(r(eX?r = S) + eY?)Vi, Va,
nr3 (1 —nr?)

eXS(n*r® — Snr2(eY? 4+ 1) + eY29)Vy, Va,
TR '

75

(1.0.76)

(1.0.77)



Apéndice B

Transformacao De Coordenadas

2.1 Vetor do centro de massa e relativo

Para um sistema de massas discreto, formado por um conjunto de massas pontuais,
o centro de massa é definido como:

_ 2i(Tim.)
> i

rcm

e m; - Massa da i-ésima particula,

e 1; - Posicao da i-ésima particula.

Portanto,
" B miT1 + Maks
cm my + M
y _ b + mays
cm my + me
. - mi1z1 + MaZo
cm ml + m2 bl
substituindo
my
— =1,
mgy
obtemos
tom = LT T2 (2.1.1)
n+1
Yom = DALY (2.1.2)
n+1
o = AT (2.1.3)
n+1

76
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A partir da equagoes (2.1.1), (2.1.2) e (2.1.3) obtemos a velocidade e a aceleracao
do centro de massa no plano zyz:

Vo= = e (2.1.4)

v, — d?ji;m _ ”V;yjl‘/?y, (2.1.5)
dzem Viz + Va.

v, = ST 717;2 , (2.1.6)
2

e = o1
2

A = ¢ dij” - ”A;ZLAQZ. (2.1.9)

Na forma matricial temos a posicao, velocidade e aceleragao do centro de massa como:

nry + rp Tem
I‘cm:—lz Yem )

n Zem

_77V1+V2_ “;I
=L - @@ Y ,

n+1 V.

Ay

A_UA1+A2_ A

- - Y

n+1 A

Definimos o vetor da posicao relativa entre duas particulas como:

T = Ty— Xy, (2.1.10)
= Y2 — Vi, (2111)
z = 29— 2. (2.1.12)

Derivando as equagbes (2.1.10), (2.1.11) e (2.1.12) com relagdo ao tempo obtemos as
velocidades e derivando novamente obtém-se as aceleracoes, portanto:

vy = Vo — Vig, (2.1.13)
v, = Vay— Vi, (2.1.14)
v, = Vo, — Vi, (2.1.15)
4y = Agy— Ay, (2.1.16)
a, = Ay — Ay, (2.1.17)
4, = Ay, — AL (2.1.18)
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Por fim, a dltima relagao que obtemos é a relagao das velocidades das particulas em funcao

do vetor centro de massa e o vetor relativo que é expresso da seguinte maneira:

Vi

n+1
—vy +V,n+V,

n+1
_Uz—i_‘/zn_'_‘/z

n+1
Vin + Ve +nu,

n+1
Viyn + Vi, +noy

n+1

)

Y

Vin+V, +nv,

n+1

9

Y

Y

(2.1.19)
(2.1.20)
(2.1.21)
(2.1.22)
(2.1.23)

(2.1.24)

Com estas relagoes definidas neste apéndice podemos reescrever completamente o sistema
de equacoes diferenciais para as duas cargas pontuais em fungao do vetor centro de massa

e o vetor relativo.
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2.2 Coordenadas polares

As equagoes (1.0.70), (1.0.71), (1.0.72) e (1.0.73) do apéncide (A) podem ser
expressas pelos vetores do centro de massa, relativo e projetados nas coordenadas polares.
Consideremos o plano xy onde vetor posicao para as coordenadas cartesianas x e y em
funcao das coordendas polares r e 6 é descrita pela seguinte relagao trigonométrica:

r = rcos(f), (2.2.25)
= rsin(6), (2.2.26)

O vetor r na coordenada cartesiana é:

r =2+ yy, (2.2.27)
e o versor 7 dado como:
r
= — 2.2.28
=t (2:2.28)

portanto podemos reescrevé-lo da seguinte forma:
7= 2 cos(f) + ysin().

O vetor velocidade, dado por:

na qual substituindo a expressao (2.2.28) nos leva a seguinte rela¢ao para a velocidade:

d(rr)
dt -’
dr dr

= 7r— — 2.2.2
v Tdt —|—frdt ( 9)

A derivada temporal de 7 é

dr idcos(&) _dsin(h)

dt a VTar
o do df
= —xsm(9)$+ycos(9)%,
do

= - (—asin(f) + g cos(0)),

. J/

-~

=0

de -

—0.

dt

Assim, a velocidade da particula em funcao de r e 6 pode ser escrita como:

v opdrdr_adr o df,
T T T T T T a

ou em termos de v, e v,, da equagdo v = z(dx/dt) + y(dy/dt), temos:

dr do

Ve = cos(#) — rsm(@)%, (2.2.30)
dr . do
vy = sin(6) +r cos(@)%. (2.2.31)
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Com as equagoes (2.2.30) e (2.2.31) podemos escrever as componentes das velocidades
dos vetores centro de massa e relativo em funcao de r e €, portanto temos:

e Velocidade do centro de massa:

drem do .
Ve = p cos(6) — Tem™7r sin(6), (2.2.32)
d do
vV, = ;tm Sin(0) + rem — cos(6), (2.2.33)
v ey W—/ eX
v, Vo
V, = VeeX — VpeY, (2.2.34)
Vy = VeeY + VyeX. (2.2.35)
e Velocidade relativa:
dr ae .
Ve = cos(6) — T sin(6), (2.2.36)
d do
v, = d—z sin(9) +r— cos(6), (2.2.37)
~ ey eX

Ur

o termo df/dt pode ser substituido por:
de n+11

i (2.2.38)

em que [ ¢ o momento angular relativo que serd demonstrado na segao (3.1) do apéndice
(C), sendo assim, temos:

Y(n+ 1)l
vy = veX — w, (2.2.39)
nr
X(n+ 1)l
vy = veY + m. (2.2.40)
777"

Calculando a derivada temporal do versor é, temos:

df ) g df
o = COS(Q)% - ysm(@)%,
do . . do

- = (—Z cos(0) — ysm(@))%,
dé do

— = —r—.

dt dt

Realizado as derivadas de segunda ordem no tempo dos versores 7 e 6 chegamos as se-

guintes expressoes:
cro_ o d (o,
ez dt \dt )’

9, dodd

- T aa

- @é_l_ﬁ(_fd_e)
dt2” ' dt dt )’

_ 0 (e ?
~ ae " \at)
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0 d(d)\ d [ .db
ez~ dt\dt) at\ dt)’

P9 dodr
- ae T dtar
X
- e T dtar

_ _f@_é 9 ;
N dt2 dt )’

que possibilita escrever a aceleragao na coordenada polar da seguinte maneira:
d’vr d [dr
a e —_— = — o s
dt?  dt \ dt

didr  d2r d(d0>é do db

ada T talUa) T T wa

B édeT—FAdQTnLde%Jr §d20+ do _AdH

= Vaar e Taar T e T e \ T )
— o &_ @ ’ +é 2%@4_ @

- "\ T\ datdt " ae )

d?r doN*\ s [(.dodr  d%0
=7r|——r(— 0(2—— — . 2.2.41
2 T(dtz r(dt) >+ ( dtdt+rdt2) (22.41)
Dado os versores 7 e § em funcao dos versores T e 7,

7 = cos(6)z + sin(0)y
0 = —sin(0)z + cos(0)y

resolvemos o sistema acima para termos dos versores T e y em funcgao dos versores 7 e 6,
ou seja,

i = cos()7 — sin(h)0
y = sin(#)7 + cos(#)6

Escrevendo a aceleragao como:
a = a,T + a,y,
e substituimos os termos Z e ¢ temos:
a = a,(—sin(0)0 + cos(9)F) + ay(cos(0)6 + sin(h)7), (2.2.42)

em que os termos a, € a, sao as componentes das aceleragoes no plano cartesiano x e y
respectivamente.

Para obter as equacoes que descrevem o movimento das particulas com relacao
aos vetores de centro de massa e relativo nas coordenadas polares substituimos nas equa-
¢oes (1.0.70), (1.0.71), (1.0.72) e (1.0.73), do apéncide (A), primeiramente as equagdes
(2.1.19), (2.1.20), (2.1.22) e (2.1.23), da secao (2.1)(Apéndice (B)), que descrevem as ve-
locidades das particulas nas coordenadas cartesianas em funcao da velocidade do centro
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de massa e da velocidade relativa. Posteriormente substituimos nestas equagoes as ex-
pressoes (2.2.34), (2.2.35), (2.2.39) e (2.2.40) que descrevem as velocidades do centro de
massa e relativo em funcao de V,., Vy, v, e L.

Igualando as acelera¢oes dada pelas equagoes (2.2.41) e (2.2.42) e substituindo
primeiramente os termos a, e a, pelas aceleragoes relativas, (2.1.16) e (2.1.17), obtemos
as equacoes:

dv, — (n+ 1P o+l N 8w,
dt n2r3 nr? (n+ 1)r?
Cda(p -1V, 207 2+ DV?
nr? r2(n+1) nr?
N 40%(m —1)* (npr+n+1) N 8a? — 2 2
Pri(nr? —1) o
8a(nr + 1+ 2) B 2(nr + 1+ 1)(4a® — 1) 12
(= 1) s 9
42— )P 2 +2+ (2 +4r+2)n)  (n—1D(nr+r+2)(4a® - 1)
+ - l‘/ea
n?ri(nr? —1) n’rt
(2.2.43)
il 2(n—1(nr*+DaVy  2029*r° —n* = Dad
e r(n+ 1)(777"2 -1 (2 =1)(n+1)
N )(4a? — 1) 4(77 —Da?(=1+ (r — 1)77)> -
nri(nr? — 1) (nr2(nr2 = 1)(n + 1) '

V.V,
77 + 1)z —1) ’

(1+ (4rt —r® —dr®)p* + (" = 3r* +r + 1)pp°

+E8a 1/2+772r2+( r+1/2)n)+—8a2+2)

771“2(777”2 - 1) (n+1)?
+2 -1 =3 + (2— 4 +1r)n) lv,
(47727’2 — 3% + 21 — 3)(4a® — 1)lv,
- (2 — 1)(n + 1)
(nr® +3)(n — 1)(4a® — 1)
( r(n+1)(nr2 = 1)
42— 1) (Prt =1+ 72(r* +r +6)n2 + (6r2 —r — 1)n)
- r(nr? —1)2(n +1)
que descrevem a aceleragao relativa radial e a variacao do momento angular relativo.
Substituindo a, por (2.1.7) e a, por (2.1.8) obtemos as equagoes:

) vV,  (2.2.44)

Vi FDWe _daln =D, B
dt nr r’n+1)?  r*(np+1)? r*n+1)
N ((77 — Dl +r—=1(4a® =1)  4(n—Da?(*r® =2+ (r* = 2r — 2)77)) 2
n?ré(n+1) rin?(nr? — 1)(n + 1)

N ((27727’ +n?+2nr —2n+1)(4a® —1)  daP(nr+7r—4)2nr +n+ 1)) v
- b

2(n — 1)v? 8a'V,
2

n?ri(n +1) rén(n + 1) (nr? — 1)
4o’ (n—1)—n+1 B 8a(n —1) 9 162 —160” + 4
( O ) R g g 1>> K (7”2(77+ IOy ) "

(2.2.45)
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dVy 20+ 1D —Dr+ Dol (n+ 1V,
. grt(n+ 1) - 1) nr?
Ar+1)r+1DaVy  4a?(n—1V,V
2+ 10?2 =1)  rinp+1)mnr? —1)
2r+1)(npr +1)(4a® — 1) 4a®(—1+ 202 + (2r* + 2r — 1)n)
" ( nr3(nr? — 1) - 3 (n+1)(nr2 = 1) ) v
+3(r +1)(n — 1)(nr + 1)(4e® — 1)lv,
nré(n +1)(nr* — 1)
da’(n — 1 4 3Y,.3
3 (nr?2 — 1)2(77)+ 1)2 (=143 +3r)y
+3rt T+ 47 4+ (3r 4+ 47— — 1)) Ly,
4(r +1)(ngr + 1)(4a? — 1)v,Vj
r2(n+1)(nr* —1)

B 4oe? (_3 n (47“4 I 67“3)773
r2(gr? —1)%(n + 1)
+(4r* + 147 + 110 n* 4+ (6r° + 11907 — 2r — 3)7]) v, Vp. (2.2.46)

que descrevem a aceleragao do centro de massa radial e a aceleragao do centro de massa

tangencial respectivamente.



Apéndice C

Transformacao De Escala

3.1 Momento angular
Da definicao do momento angular para um sistema de duas particulas temos:
L = miry X Vi + maly X Vo, (311)

onde os vetores posicao r; e ro e 0os vetores velocidades v, e vy sao substituidos pelos
vetores do centro de massa e relativo tanto nas posi¢oes quanto nas velocidades de forma

que:
L = m (R_Lr> < (v_&v)
mi + Mo mi + Mg

dmy (Rt — ) x (V4 — 2 v,
mi + Mo mi + mg
L = (m+m)RxV+—2 pxv.
mi + Mo

Aplicando as transformagoes de escalas:

r— Lr,

v — v,

V —cV,

no momento angular temos a seguinte expressao:

(my 4+ mg) LR x ¢V + SR cv,

my + Mo

m1 +ma) R XV 4 [9114| T rXxv,

4megmac? dmegmac? my + ma

1] g 1+ 1R XV + \a1llg2] v,

dmege dmege n+1

|91/l2| U
1)R xV
dmege (n+ 1R x +7}—|—1r><V ’

|Q1||Q2| C(

que nos leva a seguinte relacao de transformacgao:

‘Q1 | ‘Q2|
4dmege

L—

L. (3.1.2)
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Da relagao acima temos que o momento angular nas unidades adimensionais é dado por:

Ui

L=mn+1)RxV+
(n+1) .

rXv. (3.1.3)

Se considerarmos o momento angular na coordenada polar com o centro de massa nulo e
que as particulas encontram-se no plano xy obtemos a seguinte equagao:

L = il rxXv,
n+1
n . dr de -
L = — +r—+0
n+1(rr)>< (r t+rdt ),
de -
L = 7717“2%(7’A><9>
n+ ——

Como a proje¢ao do momento é no eixo z podemos reescrever a expressao acima da
seguinte maneira:

n  odf

l,=1l=——r*"—.
77+1T dt

(3.1.4)

Portanto, temos uma relagao entre a velocidade angular e o momento angular dada por:

d&_n—|—1£

"t n o r

(3.1.5)



Apéndice D

Condicoes Iniciais

4.1 Condicoes iniciais para o sistema dinamico

Para determinar as condigoes iniciais do conjunto de equagoes (1.0.70), (1.0.71),
(1.0.72) e (1.0.73), do apéncide (A), no plano cartesiano iremos considerar S = —1, pois o
sistema de interesse é o atrativo. Estabelecemos a distancia entre as particulas no tempo
inicial, ¢y, como ry = 18789.0 (Raio de Bohr para a érbita n = 1). Para determinar a
velocidade angular inicial consideramos a equagao (2.2.43) do apéndice (B) com o centro
de massa em repouso, portanto V,, = V4 = 0. Assuminos a = 0 e v, = 0, isto é, a forca
que atua no sistema tem carater puramente coulombiana (gerando o6rbitas circulares),
portanto:

o+l (1A 20

0
777“2 7727"3 7727@’
n+1  (n+1)%* 2P
7]7’2 o 7]27"3 772705’

como os termos que multiplicam [? a direita da igualdade acima possuem valores apro-
ximados de (n+1)* /n?r® ~ 10713 e 2/n*® ~ 102 considerando r = ry e = 1836.0
(razdo entre a massa do proton e a massa do elétron) podemos desconsiderar o segundo
termo em detrimento do primeiro que apresenta uma maior contribuicao ao momento
angular relativo, sendo assim,
| - (n+1)?
nr
nr 12
(n+1) ’

nr Ui ’ 4 (A0 ’
= _— T i
n+1 n+1 dt )’
n+1\ 1 [do\?
n 3 \dt)
A velocidade angular inicial, portanto, é dado da seguinte maneira:

_ (ﬂ) L (4.1.1)

1 3
2
o

g
dt

t=0

Caso tivéssemos adotado alfa igual a 1/2 ou —1/2 chegariamos ao mesmo resultado para
a velocidade angular inicial com a diferenca que para alfa diferente de zero o segundo
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termo que multiplica [* dado por 2/n*r® seria substituido pela expressao:

(n—1*(r+n+1)
T

cujo valor aproximado ¢ da ordem de 1072 dados os mesmos valores para r e 7, sendo
assim, este termo também seria desprezado devivido a sua pequena contribuicao para o
momento angular relativo.

Com o vetor da posi¢ao do centro de massa (Segao(2.1) do apéncide (B)) :

it 412)
cm /r, —l— 1 9 te
e o vetor da posicao relativa (Se¢ao(2.1) do apéncide (B)):
r=ry—rg, (4.1.3)

podemos expressar os vetores r; e ro em fungao do vetor centro de massa e relativo,
portanto temos:

(n+1Dre, = nry+ry+1 —1],
(n+ Dren (n+Dry +, (4.1.4)

(n+1Drepm = nri+ry+nry —nry,
m+Dren = (n+ Dry —nr. (4.1.5)

Assumindo para o tempo inicial que r.,, = 0, temos as seguintes relagoes:

r
= — 4.1.6
r n + 17 ( )
ro = Lr, (4.1.7)
n+1
e dado que r = (rg,0) as posigoes iniciais no plano cartesiano sao:
T'o
ty) = — 4.1.8
1(to) N+ 1 ( )
yl(to) = O, (419)
Nro
xa(ty) = , 4.1.10
() = (1110
ya(to) = 0 (4.1.11)

Para determiar as velocidades iniciais consideremos as equagoes (2.2.25), (2.2.26),
(2.2.39) e (2.2.40) (Segao (2.2) do apéncide (B)) reescrevendo da seguinte maneira:

dr x do
e = —— —Y—, 4.1.12
R T (4.1.12)
dry do
=—= —. 4.1.13
KA TIT (4.1.13)
Para o tempo inicial, em que dr/dt = 0, temos:
do
= —Y—, 4.1.14
v v ( )
do
vy = T—. (4.1.15)

dt
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Portanto, as condigoes inicias para as velocidades sao:

Viz(to) = —m % t—O =0,
Vig(to) = o1 % L
Var(to) = —42 % L 0,
Vay(to) To Ccil_f .
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Apéndice E
Codigo Fonte

Abaixo temos os parametros utilizados em algumas das simulagoes apresentadas
no capitulo III.

n Q H, ro n m Tempo de simulacao
1 1/2 H° 50 95 1 00:00:01
1 1/2 H' 50 60 25000 00:00:16
1 1/2 H? 50 60 25000 00:01:17
1 1/2 H® 50 60 25000 00:10:59
1 0 H® 50 100 250 00 :00:05
1 0 H' 50 100 250 00 : 00 : 48
2 1/2 H° 50 95 1 00:00:01
2 1/2 H' 50 60 25000 00:00:28
2 1/2 H? 50 60 25000 00:02:14
2 1/2 H3* 50 60 25000 00:17:54
2 0 H® 50 100 4500 00:01:44
2 0 H' 50 100 4500 00:14:21

100 1/2 H° 50 95 45 00 : 00 : 06
100 1/2 H' 50 60 25000 00:16:29
100 1/2 H? 50 60 25000 O01:23:06
100 1/2 H? 50 60 25000 10:50:29
100 0 H° 50 160 11500 00 : 06 : 30
100 0O H' 50 160 11500 00:59:17

Tabela E.1: Tabela dos parametros das simulagoes. O parametro « indica a proporgao
entre os campos calculados no tempo de retardo e no tempo avancado. Dado o valor alfa
igual a meio o campo é calculado somente no tempo de retardo e quando alfa é zero existe
a contribuicao dos dois campos de forma idéntica. O valor de 7 indica a razao entre as
massas das particulas e ry a distancia inicial entre as particulas. O campo vetorial H"
indica em qual ordem de convergéncia n estamos simulando as equacoes. Os parametros
n e m, trabalham juntos para obter os valores das posicoes, velocidades e aceleragoes
calculados durante as simulacoes. Sendo assim, n indica a divisao do circulo em n partes
e m é o nimero de circulos que desejamos calcular, por fim temos os tempos de simulagao.
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No Pseudocodigo, apresentado abaixo, temos a estrutura principal de como se
deve realizar o processo de simula¢ao do sistema. O que muda de uma simulacao para
outra é a ordem do campo H" que estamos avaliando.

Como exemplo quando estamos considerando a aproximacao de ordem zero, H°,
aplicamos o modelo de runge-kutta tradicional conhecido na literatura. Ou seja, apli-
camos o modelo de runge-kutta nas equagoes insténeas, desenvoldidas no apéndice (A),
obtemos as posicoes e velocidades das particulas. Quando realizamos a aproximacao de
primeira ordem, H', calculamos os tempos de retardo e/ou os tempos avancados de ma-
neira a encontrar as posigoes e velocidades, utilizando o runge-kutta desenvolvido para
aproximacgao de ordem zero, das posi¢oes e velocidades dos tempos de retardo e/ou dos
tempos avangados. Assim, podemos calcular as aceleragoes retardas e/ou avangadas para
obter as aceleragoes no tempo t e assim aplicar o método de runge-kutta nessas acelera-
¢oes. Desta forma, podemos aumentar o valor de n do campo vetorial H" para encontrar

a aproximacao do campo H™"! considerando o runge-kutta desenvolvido para o campo
H™

1 /* Loop pra os m circulos */

2 for (j = 1; j <= m; j++):

3 /* Loop para o calculo do Runge Kutta e
retornar o passo do circulo divido em

5 n partes */

6 for (i = 1; i < n; i++):

8 t += dt

10 dt_atual ,x1,y1,x2,y2,V1lx,V1ly,V2x,V2y <- Runge-Kutta do campo H"

12 dt = dt_atual

14 Salva o tempo, posigdes e velocidades <- t x1 yl1 x2 y2 Vix Vliy V2x V2y

16 /* Condig8o de parada do programa*/

17 if (sqrt(V2x **x 2 + V2y **x 2) > 0.8) or (

18 sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - yl1)) < 2
19 ):

20 break

22 /* Atualizag8o do passo para o Prdoximo ciclosx/

vx = V2x - Vix

vy = V2y - Viy

25 rr = np.sqrt((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - yi1))
26 ex = (x2 - x1) / (rr)

27 ey = (y2 - y1) / (rr)

28 DT = (-vx * ey + vy * ex) / (rr)

20 dt = (2.0 * np.pi) / (DT * n)

31 /* Condicdo de parada do programa*/
32 if (np.sqrt(V2x *x 2 + V2y ** 2) > 0.8) or (rr < 2):
33 break

Codigo E.1: Pseudocodigo
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Por fim, temos os codigos, escrito em Python, para a solucao numérica apresentada

no capitulo III.

# -*- coding:

Qauthor: rodrigo

; # Bibliotecas

utf -8 -*-

import numpy as np # Biblioteca com fungdes matematicas
from tqdm import tqdm # Biblioteca para calcular o tempo no loop

# ### Funcgdes

# ### Equacgdes

# Aceleragdo da

def f_alx_tr (S

ri2

>

H#H#

com os tempos de retardo ###

particula 1 no eixo x para o tempo retardado
eta, x1

, y1, X2, Y2, vix, vily, V2x,

np.sqrt ((-x1 + X2) **x 2 + (-yl1 + Y2) *x 2)

e2X = (-x1 + X2) / ri12
e2Y = (-y1 + Y2) / ri2

ffix = (

(-(vix **x 2) -

* (

viy *x% 2 + 1) *x 2

(-(vix *x 2) + 1)

*

*

(

|
n

NG T NG R I R NG R

~ << <
=
< M

N ¥ ¥ ¥ 1N ¥ ¥ ¥ W

N ¥ ¥

(V2y
(viy
A2x
(r12
S
(V2x
(viy
A2y
(r12
S
(V2x
(V2x
(r12

(v2y
(vix
A2x

(r12

(V2x
(vix
A2y

(ri12

(v2x
(v2x
(r12

+ e2Y)
+ e2Y)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)

+ e2X)
+ e2Y)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)
**% 2 + V2y *x*x 2 - 1)

* e2Y x vly - V2y * e2X * vly
xx 2 *x (V2x * e2X + V2y * e2Y

+ e2Y)
+ e2X)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)

+ e2X)
+ e2X)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)
xx 2 + V2y *xx 2 - 1)

* e2Y x vix - V2y * e2X * vix
** 2 x (V2x * e2X + V2y * e2Y

V2y, A2x, A2y):

**x 3)

**x 3)

+ V2x + e2X)
+ 1) *xx 3)

**x 3)

**x 3)

- V2y - e2Y)
+ 1) *x 3)
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)
/ eta

)

return ffix

# Aceleragdo da particula 1 no eixo y para o tempo retardado

r12 = np.sqrt((-x1
e2X = (-x1 + X2) /
e2Y = (-y1 + Y2) /

ffiy = (
(-(vix *x 2) -
* (
-vix
* vly
*x (

|
n

(v2y
(viy
A2x
(r12
S
(V2x
(viy
A2y
(r12
S
(V2x
(Vv2x
(r12

N S NG . R R NG R

(v2y
(vix
A2x
(r12
S

(V2x
(vix
A2y
(r12
- S

(V2x
(V2x
(r12

N ¥ ¥ ¥ 1NN ¥ ¥ ¥ W

N ¥ %

)
/ eta

return ffly

7 def f_aly_tr(S, eta, x1, yl, X2, Y2, vix, vly, V2x,

+ X2) *x 2 + (-yl + Y2) **x 2)
ri2
ri2

viy **x 2 + 1) *xx*x 2

+ e2Y)
+ e2Y)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)

+ e2X)
+ e2Y)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)
**% 2 + V2y *x*x 2 - 1)

* e2Y x vly - V2y * e2X * vily
x*x 2 * (V2x x e2X + V2y * e2Y

(-(viy *x 2) + 1)

+ e2Y)
+ e2X)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)

+ e2X)
+ e2X)

* (V2x * e2X + V2y * e2Y + 1)
x* 2 + V2y **x 2 - 1)

* e2Y x vix - V2y * e2X * vix
** 2 x (V2x * e2X + V2y * e2Y

V2y, A2x, A2y):

**x 3)

**x 3)

+ V2x + e2X)
+ 1) *xx 3)

**x 3)

**x 3)

- V2y - e2Y)
+ 1) *x 3)

118 # Aceleragdo da particula 2 no eixo x para o tempo retardado

92



119

120

139

141
142
143

144

146

147

149
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def f_a2x_tr(S, X1,

r21

Yi, x2, y2, Vix, Viy, v2x, v2y, Alx, Aly):

np.sqrt ((X1 - x2) **x 2 + (Y1 - y2) *x 2)

elX = (-X1 + x2) / r21
elY = (-Y1 + y2) / r21

f£f2x = (-(v2x **x 2) - v2y *x 2 + 1) **x 2 % (
(-(v2x *x 2) + 1)

* (

|
n

(v2y
(Viy
Alx
(r21
S

(v2y
(Vix
Aly
(r21
- S

* (Vix
* (Vix
/ (r21

N ¥ ¥ ¥ 4+ N ¥ ¥ X

* %
~ <
N
<

(v2x
(Viy
Alx

(r21

N ¥ ¥ ¥ W

|
n

(v2x
(Vix
Aly

(r21

(Vix
(Vix
(r21

N ¥ ¥ 4+ N ¥ ¥ ¥
n

return f£f2x

- elY)
- elY)

* (-Vix * elX - Viy * elY + 1) *x 3)

- elY)
- elX)

* (-Vix * elX - Viy * elY + 1) *x 3)
x* 2 + Viy *x* 2 - 1)

* elY x v2y - Vliy * elX * v2y - Vix + elX)
xx 2 % (-Vix * elX - Viy * elY + 1) =% 3)

- elX)
- elY)

* (-Vix * elX - Viy * elY + 1) x*x 3)

- elX)
- elX)

* (-Vix * elX - Viy * elY + 1) x*x 3)
xx 2 + Viy *x 2 - 1)

* elY x v2x - Viy * elX * v2x + Vliy - elY)
x* 2 x (-Vix * elX - Viy * elY + 1) *x 3)

5 # Aceleragdo da particula 2 no eixo y para o tempo retardado
def f_a2y_tr(S, X1,

Yi, x2, y2, Vix, Viy, v2x, v2y, Alx, Aly):

r21 = np.sqrt ((X1 - x2) *x 2 + (Y1 - y2) *xx*x 2)
elX = (-X1 + x2) / r21
elY = (-Y1 + y2) / r21

f£2y = (-(v2x **x 2) - v2y *x 2 + 1) **x 2 *x (

-v2x

* v2y

* (
-S
x (v2y
* (Viy

- elY)
- elY)
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179 * Alx

180 / (r21 x (-Vix * elX - Viy * elY + 1) x*x 3)

181 + S

182 * (v2y - elY)

183 * (Vix - elX)

184 * Aly

185 / (r21 x (-Vix * elX - Viy * elY + 1) x*x 3)

186 - S

187 * (Vix *x* 2 + Viy *x* 2 - 1)

188 * (Vix * elY *x v2y - Vliy * elX * v2y - Vix + elX)
189 / (r21 **x 2 % (-Vix * elX - Vliy * elY + 1) *x 3)
190 )

191 + (-(v2y *x 2) + 1)

192 * (

193 S

194 * (v2x - elX)

195 * (Viy - elY)

196 * Alx

197 / (r21 x (-Vix * elX - Viy * elY + 1) *x 3)

98 - S

99 * (v2x - elX)

200 * (Vix - elX)

201 3 Aly

202 / (r21 x (-Vix * elX - Viy * elY + 1) *x 3)

203 + S

204 * (Vix *x* 2 + Viy *x*x 2 - 1)

205 * (Vix * elY *x v2x - Vliy * elX * v2x + Vly - elY)
206 / (r21 *x 2 *x (-Vix * elX - Vliy * elY + 1) *x*x 3)
207 )

208 )

210 return ff2y

213 # # Equagdes com os tempos de retardo com aproximagfdo instant@nea (tr -> t) #

215 # Aceleracgdo da particula 1 no eixo x para o tempo instantaneo
216 def d_Vix_inst (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

218 alx = (
219 np.sqrt (-((Vix) *x*x 2) - (Viy) #**x 2 + 1)
220 * np.sqrt (-((V2x) *x* 2) - (V2y) **x 2 + 1)

221 * (

222 =

223 (

224 (V2x)

225 * (x2 - x1)

226 / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
227 + (V2y)

228 * (y2 - yi1)

229 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
230 + il

231 )

232 ** 3

233 )

234 * np.sqrt (-((V2x) **x 2) - (V2y) **x 2 + 1)

235 * eta

236 * ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) *x 2)

237 * (

238 (Vix) * (Viy) = (V2y)
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(Vix)

(Viy)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
243 - (Viy) =**x 2 % (V2x)

(Viy) *x* 2

(x2 - x1)

246 np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
247 - (Viy)

(v2x)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Viy)

(V2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
(V2x) * (-((Vix) *x 2) - (Viy) **x 2 + 1)
56 - (-((Vix) =*x 2) - (Viy) =*x 2 + 1)

(x2 - x1)

58 / np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x* 2)

239

240

241

N ¥ ¥+

242

244

245

N %

249

=
N ¥ ¥ 4+ NN ¥ %

1
*

NN ONNON NN N NN N
ot ot C SIS, S B S B S
I

N
|

(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x 2)
262 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
263 + 1

265 **x 3

S

eta

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
(-C(Vix) =% 2) - (Viy) **x 2 + 1)

(

N

3 2
* %k X X

(Vix)

(Viy)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(Viy) #*x 2

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(-(C(V1x) **x 2) - (Viy) ** 2 + 1)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
Viy

NN | 1 1
AW N~

S N S CE C R C R SR
SIS I |

NN
ot

0 1
S © 0w =

1
1
+ N ¥ + N %+ N ¥ %

oC

oC
[
~

00
*
~

(Vix)

* (V2x)

(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Vix)

(v2x)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *%x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Vix)

(V2y) =*x* 2

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
(Vix)

0

[\ (] (] () [\ () (] [ ] [\v) [\v) [\
% © ® B R0 3 -

oC

Q0
1
N

NN N NN
© 5 0 O
DR S R R R

™
QS
I
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1IN ¥ ¥ %X 4+ N ¥ x

N ¥ ¥

N ¥ ¥ ¥ 4+ N ¥ ¥ 4+ N X X X

N ¥ ¥ + N % ¥ ¥

N ¥ ¥ 4+ NN ¥ %

[ N

SO

(v2y)

(y2 - yl) xk 2

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

2

(Vix)
(-((V2x) *x*
(y2 - y1)
np.sqrt ((x2
(Viy)

(V2x) ** 2
(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(Viy)

(v2x)

(V2y)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2
(Viy)

(v2x)

(x2 - x1) *x 2

2)

(V2y) **x 2 + 1)

- x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

- x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

- x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

(Viy)
(v2y)
(x2 - x1)
(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

2

(Viy)
(-((V2x) *x*
(x2 - x1)

2)

(V2y) ** 2 + 1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)

(V2x) **x 2
(x2 - x1)
(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 +

(V2x)
(v2y)

(x2 - x1) *x 2

((x2 - x1) *x 2 +

(V2x)
(V2y)

(y2 - y1) *x 2

((x2 - x1) *x 2 +

(V2y) *x* 2
(x2 - x1)

(y2 - y1)
((x2 - x1) *x*
(Vix) = (V2y)
(Vix) * (y2 -
(Viy) * (V2x)
(Viy) * (x2 -
(v2x) * (y2 -
(V2y) * (x2 -

2 +
y1)
x1)

y1)
x1)

(Vv2x) * (x2 - x1) /
+ (V2y) * (y2 - y1)

+

1

(y2 - y1) *x 2)

(yQ - yi) * %k 2)

(y2 - y1) **x 2)

(y2 - y1) *x 2)

/ np.sqrt ((x2 - x1) =*x
/ np.sqrt ((x2 - x1) =xx*
/ np.sqrt ((x2 - x1) xx*
/ np.sqrt ((x2 - x1) =xx*

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2
/ np.sqrt ((x2 - x1) xx*

+

+ (y2

+

(y2
(y2
(y2

+ +

(y2 -

96

-y

- y1)
- y1)
- y1)

yl) *x 2)

%k %

* %
* %
* %

2)

2)
2)
2)

2 + (y2 - y1) *x 2)
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359 - S *xx 2

360 * (-((V2x) *x 2) - (V2y) ** 2 + 1)

361 * (-((V1ix) **x 2) - (Viy) **x 2 + 1) x*x (3 / 2)
362 * (

363 (V2x) ** 2 x (x2 - x1) **x 2 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
364 + 2

365 * (V2x)

366 * (V2y)

367 * (x2 - x1)

368 * (y2 - y1)

369 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) =% 2)

370 + (V2y) *x* 2

371 * (y2 - y1) **x 2

372 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)

373 - 2 *x (V2x) ** 2

374 - 2 % (V2y) *xx%x 2

375 + 1

376 )

377 * (Vix - (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2))
378 * (

379 (Vix)

380 * (V2x)

381 * (y2 = yl) **x 2

382 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x*x 2)

383 - (V1ix)

384 R (V2y)

385 * (x2 - x1)

386 * (y2 - y1)

387 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)

88 - (Viy)

389 * (V2x)

390 * (x2 - x1)

391 * (y2 - y1)

392 / ((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl1) *x 2)

393 + (Vly)

394 * (V2y)

395 * (x2 - x1) *xx*x 2

396 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) =% 2)

)7 - (Vix) * (V2x)

398 - (Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
399 - (Viy) = (V2y)

100 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
101 - (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl) x*xx 2)
102 - (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)
403 -1

104 )

105 )

10¢ * S

107 / (

408 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - y1) *x 2)

109 * eta

110 * (

111 (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
112 + (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) =*xx*x 2)
113 + 1

1
117 -((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) =*x*x 2)
118 * eta
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*

(V2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2
(v2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2
1

+

+ N ¥ + N %
+

-(Vix)

*x (x2 - x1)

/ np.sqrt ((x2 - x1) **x 2
- (V1iy)

* (y2 - y1)

/ np.sqrt ((x2 - x1) *xx 2
+ 1

+

+

(V2x) =**x 2

(V2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2
(V2y) =% 2

(v2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2

N ¥+ 4+ N ¥+

(V2x) =** 2

(v2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2
(V2y) *x* 2

- (v2y)

* (y2 - y1)

/ np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2

+ N %

)
* np.sqrt (-((V2x) **x 2) - (V2y) x*x*
- (-((v2x) *x 2) - (V2y) **x 2 + 1)

(Vix) =*x* 2

(Vix)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2
(Viy) =*x* 2

(Viy)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2

N ¥+ 4+ N ¥+

(Vix) *x*x 2
- (Vix)
* (x2 - x1)

(y2 - y1) *x

(y2 - yl) * %

(y2 - y1) *x

(y2 - y1) *x

- yl)

- y1)

- y1)

- y1)

2 + 1
x*x (5

2)

2)

2)

2)

* *x

* *x

* *x

* X

)

2)

2)

2)

2)

/ 2)

- y1) *x 2)

- y1)

* %

2)

98
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179 / np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

480 + (Viy) *x* 2

181 - (Viy)

182 * (y2 - y1)

183 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
184 )

185 * np.sqrt (-((Vix) #**x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

186 - (-((Vix) **x 2) - (Viy) =*x 2 + 1) **x (5 / 2)
187 )

188 )

189 )

190 )

491

192 return alx

193

194

195 # Aceleracgdo da particula 1 no eixo y para o tempo instanté&neo
106 def d_V1y_inst (S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

197

198 aly = (

199 np.sqrt (-((Vix) *x 2) - (Viy) **x 2 + 1)

500 * np.sqrt (-((V2x) *x 2) - (V2y) **x 2 + 1)

501 * S

502 * (

504 (V2x) * (x2 - x1) / mnp.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
505 + (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) =*xx*x 2)
506 + 1

507 )

508 ** 3

509 * np.sqrt (-((V2x) **x 2) - (V2y) #**x 2 + 1)

* eta

511 * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) =**x 2)

* (

513 (Vix) ** 2 x (V2y)

514 + (Vix) **x 2

515 * (y2 - y1)

516 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
517 - (Vi) * (Viy) =* (V2x)

(Vix)

(Viy)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(Vix)

(v2x)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
(Vix)

(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
(V2y) * (-((Vix) **x 2) - (Viy) =** 2 + 1)
(-C(Vix) *x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)

518

N o~ O ©
N ¥ ¥

o

ot R R S,
W ON N NN NN NN N D
o 0 N o g AW 5

o

o0
N T R NG I |

(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
537 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl) x*xx 2)
538 + 1
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540 **x 3

541 + (

542 (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
543 + (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
544 + 1

*
w

S

eta

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(-((V1ix) =** 2) - (Viy) =*x 2 + 1)

(

552 (Vix) =*x*x 2

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
(Vix)

(Viy)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
(-((Vix) *x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
Vix

)
* X X X X ¥

0
+ N ¥ + N ¥ ¥ + N ¥

565 (Vix)

566 * (V2x)

(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Vix)

(v2x)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Vix)

(V2y) =*x* 2

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) ** 2)
(Vix)

(v2y)

(y2 - y1) *x 2

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

2

(Vix)

(-C(V2x) *x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) ** 2)
(Viy)

(V2x) *x*x 2

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(viy)

(Vv2x)

(V2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Viy)

(v2x)

o
%
N ¥ ¥

o 1 =
DT RS I S NG R R T I NG U R |

© o
) 0
N

N
|

* + N % ¥ ¥
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(x2 - x1) *x 2

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

(Viy)

(v2y)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)

2

(Viy)

(-C(V2x) *x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(V2x) *x* 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(v2x)

(v2y)

(x2 - x1) *x%x 2

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(v2x)

(Vv2y)

(y2 - y1) *x 2

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(V2y) =*x* 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Vix) (v2y)

(Vix) (y2 - y1) / np.sqrt((x2
(Viy) (v2x)

(Viy) (x2 - x1) / np.sqrt((x2 x1) *x 2
(V2x) (y2 - y1) / np.sqrt((x2 x1) *x
632 - (v2y) (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2

I}
DN I N

605

606
607
608
609
610
611

612

N ¥ ¥ 4+ N ¥ X ¥

614

N ¥ X 4+ N %X %

e}
+ N ¥ *

x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

0
o
|

+ +
+
~
<
N
1
<
-
A
*
*
N
p—

N
+

(y2 - y1) *x 2)
(y2 - y1) **x 2)

¥ ¥ X X %X %

+

S **x 2

(-((V2x) *x 2) - (V2y) #**x 2 + 1)

(-((V1x) *x 2) - (Viy) ** 2 + 1) **x (3 / 2)
(

638 (V2x) *x* 2 x (x2 - x1) ** 2 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
639 + 2

640 *x (V2x)

(v2y)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(V2y) =*x* 2

(y2 - y1) *x* 2

((x2 - x1) ** 2 + (y2 - y1) *x 2)

648 - 2 % (V2x) *xx 2

649 - 2 % (V2y) *x*x 2

650 + 1

651 )

652 * (Viy - (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl1) ** 2))
653 * (

654 (Vix)

655 *x (V2x)

656 * (y2 - yl1) =% 2

657 /(%2 - x1) *x 2 + (y2 - y1) ** 2)

658 - (Vix)

* ¥ ¥

N N



714
715

716

718
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((x2

(v2y)
(x2 -
(y2 -
((x2

(Viy)
(V2x)
(x2 -
(y2 -
((x2

(Viy)
(v2y)
(x2 -
((x2

- (Vix)
- (V1ix)
- (Viy)
- (Viy)
- (V2x)
- (v2y)
-1

N ¥ ¥ %

N ¥ X+ N ¥ ¥ ¥

- x1)

* eta

* (

(V2x) x*

x1)
y1)
- x1) *x

x1)
y1)
- x1) *x

x1) *x 2
- x1) *x
* (V2x)
(x2 -
(v2y)
(y2 -
(x2 -
(y2 -

* ¥ ¥ ¥ %

2 +

2 +

2 +
x1)
y1)

x1)
y1)

** 2 + (y2 -

(x2 - x1

)/

+ (V2y) * (y2 - y1)

+ 1

(y2 - y1) *x 2)

(y2 - y1) *x 2)

(y2 - y1) *x 2)
/ np.sqrt ((x2 -
/ np.sqrt ((x2 -

/ np.sqrt ((x2 -
/ np.sqrt ((x2 -

yl) *%x 2)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 +

x1)

x1)
x1)
x1)

* %

* %k
* X
* X

/ np.sqrt ((x2 - x1) =*x

-((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *xx 2)

* eta

* (

(V2x)

+ N ¥ + O %

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2 -
(v2y)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2 -
1

-(Vix)
* (x2 - x1)

/ np.sqrt ((x2

- (Viy)
(y2 - y1)

*
/ np.sqrt ((x2
+ il

(V2x) **x 2

+ (V2x)
* (x2 -

x1)

x1) *x*x 2 + (y2

x1) **x 2 + (y2

x1) *x*x 2 + (y2

x1) *x*x 2 + (y2

y1)

y1)

y1)

y1)

* %

* %

* %

* %

N NN
+ + +

(y2

(y2
(y2
(y2

102

y1)

y1)
y1)
y1)

* %

%k %
* %
* %

(y2 - y1) *x 2)

2)

2)
2)
2)

2 + (y2 - y1) *x 2)

2)

2)

2)

2)



APENDICE E. CODIGO FONTE

~N ¥+ 4+

x1) *x 2

np.sqrt ((x2
(V2y) =% 2
(V2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 x1) *x%x 2

(V2x) **x 2

+ N %

*

/
)

(V2x)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(V2y) =% 2
(v2y)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2

x1) **x 2

x1) **x 2

+ (y2

+ (y2

+ (y2

+ (y2

* np.sqrt (-((V2x) *x 2) - (V2y) *x*
- (-((V2x) **x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(Vix) *xx 2

~N ¥+ 4+ N ¥ +

(Vix)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(Viy) =% 2
(Viy)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2 - x1) *x 2

x1) **x 2

(Vix) =**x 2

+ N ¥

*

/
)

(Vix)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(Viy) =% 2
(Viy)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2

x1) **x 2

x1) **x 2

+ (y2

+ (y2

+ (y2

+ (y2

- y]_) * %

- y1) *x

- y1) x*x

- yl) *x

2 + 1)

2)

2)

2)

2)

*¥* (5 / 2)

- y1) *x

- y1) *x

- y1) *x

- y1) *x

* np.sqrt (-((Vix) ** 2) - (Viy) #**x 2 + 1)
- (-((V1x) *% 2) - (Viy) **x 2 + 1) **x (5 / 2)

return aly

# Aceleragdo da particula 2 no eixo x para o tempo instanténeo

def d_V2x_inst (S, eta, x1,

az2x

= «

yl, x2, y2, Vix, Viy,

np.sqrt (-((Vix) #**x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

* np.sqrt (-((V2x)
* S
* (

-(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

x*x 2) - (V2y) **x 2 + 1)

V2x ,

V2y):

2)

2)

2)

2)

103



APENDICE E. CODIGO FONTE 104

779 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)
780 + 1

781 )

782 **x 3

783 * np.sqrt (-((Vix) =**x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

* eta

785 * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) x*x 2)

* (

787 (Vix) * (V2y) *x 2

788 - (le)

(v2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Vix) * (-((V2x) ** 2) - (V2y) ** 2 + 1)
793 (Viy) * (V2x) * (V2y)

(Viy)

(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) *x 2)
(v2x)

(v2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(V2y) =*x*x 2

(x2 - x1)

: np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
805 - (-(C(v2x) *x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)

»
©
+ N * ¥

1
<
N ¥ ¥ 4+ N ¥ ¥ +

o
S
|

00
*

00
~

o’
*

®
N
~

810 (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
811 + (V2y) * (y2 - y1) / mnp.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
812 + 1

816 -(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
817 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)
818 + 1

o}

*
w

o0

S
np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(-((Vv2x) =*x 2) - (V2y) *x 2 + 1)
(
(v2x)
(v2y)
(x2 - x1)
np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(V2y) *x*x 2
(y2 - y1)
np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(-C(v2x) =** 2) - (V2y) *x 2 + 1)
(y2 - y1)
np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)
(V2y)

® ’7

00
[ I R SR I N S CE
O 0 o I R

0 00

* X X X ¥

© 00 00 0 00
© w0 N O LI

00
N ¥+ N ¥+ N ¥ ¥

0
I

838 (Vix) *xx 2
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(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1)
(Vix) =**x 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 +
(Vix)

(Viy)

(V2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1)
(Vix)

(Viy)

(V2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1)
(Vix)

(Viy)

(x2 - x1) **x 2
((x2 - x1) *x 2 +
(Vix)

(Viy)

(y2 - y1) *x 2
((x2 - x1) *x 2 +
(Vix)

(v2x)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 +
(Vix)

(v2y)

(x2 - x1) *%x 2
((x2 - x1) *x 2 +
(Viy) =*x* 2

(V2x)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1)
(Viy) =% 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 +
(Viy)

(V2x)

(y2 - yi1) *x*x 2
((x2 - x1) *x 2 +
(Viy)

(v2y)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 +
2

(V2x)

(-C(vix) =** 2) -
(y2 - y1)

** 2 + (y2 -

(y2 - y1) *x

x*x 2 + (y2 -

x*x 2 + (y2 -

(y2 - yi1) *x

(y2 - y1) *x

(y2 - y1) *x

(y2 - y1) =*x

**k 2 + (y2 -

(y2 - y1) *x

(y2 - y1) *x

(y2 - y1) *x

yl) *x 2)

2)

yi) **x 2)

y1) **x 2)

2)

2)

2)

2)

y1) **x 2)

2)

2)

2)

(Viy) *x*x 2 + 1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)

2

(V2y)

(-((V1ix) =*%x 2) -
(x2 - x1)

(Viy) *x*x 2 + 1)

105
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899 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

900 - (Vix) = (V2y)

901 - (Vix) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
902 + (Viy) * (V2x)

0 + (Viy) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
904 + (V2x) * (y2 - y1) / mnp.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
905 - (V2y) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)
906 )

907 - S *xx 2

908 * (-((Vix) ** 2) - (Viy) =**x 2 + 1)

909 * (-((V2x) =**x 2) - (V2y) *x*x 2 + 1) *x*x (3 / 2)

910 * (

911 (Vix) ** 2 x (x2 - x1) *x 2 / ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
912 + 2

913 * (Vix)

914 & (V1Y)

915 * (X2 = Xl)

916 * (y2 - y1)

917 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

918 + (Vly) ** 2

919 * (y2 - y1) =*%x 2

920 / ((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)

921 - 2 *x (Vix) *x 2

922 - 2 x (Viy) =% 2

923 + 1

924 )

925 * (V2x + (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2))

926 x (

927 (Vix)

928 * (V2x)

929 * (y2 - yl1) =*x 2

930 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

931 - (Vix)

932 e (VQY)

93: * (x2 - x1)

934 * (y2 - y1)

035 / ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) **x 2)

)36 - (Viy)

937 * (V2x)

938 * (x2 - x1)

939 * (y2 - yl1)

940 / ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) *x* 2)

941 + (Viy)

942 * (V2y)

943 * (x2 - x1) *%x 2

944 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)

945 - (Vix) = (V2x)

946 + (Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
947 - (Viy) * (V2y)

948 + (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) x* 2)
949 + (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
950 + (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
951 - 1

)52 )

953 )

955 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

956 *x (

957 -(V1ix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
958 - (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)



965
966
967
968
969

970

989
990
991

992

994

1008
1009

1010

APENDICE E. CODIGO FONTE

-((x2
* eta

* (

- x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(V2x)

+ N ¥ 4+ O\ %

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

(v2y)
(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) xx 2)

1

-(Vix)

)
*

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Viy)
(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) #**x 2)

1

(V2x) *x%x 2

(v2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2
(V2y) =% 2

(V2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2

N ¥+ 4+ N ¥+

(V2x) *x*x 2

(v2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2
(V2y) =% 2

- (v2y)

* (y2 - y1)

/ np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2

|

+ N %

np.sqrt (-((V2x) **x 2) - (V2y) x*x*
(-C(Vv2x) =*x 2) - (V2y) #*x 2 + 1)

(Vix) =% 2

(Vix)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2
(Viy) =% 2

(Viy)

(y2 - y1)

¥ + + N ¥ +

y1) *% 2)

yl) **x 2)

yl) **x 2)

yl) **x 2)

2 + 1)
xx (5 / 2)

- y1) *x 2)

107



APENDICE E. CODIGO FONTE 108

1019 / np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

1020 )

1021 * (

1022 (Vix) =*x* 2

1023 - (V1ix)

1024 * (x2 - x1)

1025 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) **x 2)
1026 + (Viy) =% 2

1027 - (Viy)

1028 * (y2 - y1)

1029 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
1030 )

1031 * np.sqrt (-((Vix) **x 2) - (Viy) *x 2 + 1)

1032 - (-((Vix) *x 2) - (Viy) **x 2 + 1) *x (5 / 2)
1033 )

1034 )

1035 )

1036 )

1037

1038 return a2x

1039

1040

1041 # Aceleracgdo da particula 2 no eixo y para o tempo instanté&neo
1042 def d_V2y_inst (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

1043

1044 a2y = (

1045 np.sqrt (-((Vix) =**x 2) - (Viy) **x 2 + 1)

1046 * np.sqrt (-((V2x) **x 2) - (V2y) **x 2 + 1)

1047 * (

1048 =(

1049 (

1050 -(Vix)

1051 * (x2 - x1)

1052 / np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) #**x 2)
1053 - (Viy)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
1

1054

1055

+ N ¥

1056

1057 )

1058 ** 3
1059
np.sqrt (-((Vix) **x 2) - (Viy) #**x 2 + 1)

eta

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x 2)

1063 (

1064 (Vix) * (Vv2x) =* (V2y)

1065 - (Vix)

(v2x)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Viy) * (V2x) *x 2

(Viy)

(v2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
1074 - (Viy) * (-((V2x) =*x 2) - (V2y) **x 2 + 1)
(V2x) *x*x 2

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(V2x)

1060

1061

1062

* ¥ X X

1066

1067

1068

N

1069
1070

1071

3
v
N ¥ ¥+

3
N ¥+

S <
o 2
1
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1100
1101
1102
1103
1104
1105
1106
1107
1108

109
1110
1111
1112
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(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(-C(V2x) =*x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) **x 2)

N ¥+ NN ¥ ¥

(V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
+ (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
+ 1

-(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
- (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl) *xx 2)
+ 1

*
w

S

np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2)
(-((V2x) =*%x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(

* ¥ X X ¥

(V2x) =*x%x 2

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Vv2x)

(v2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(-C(V2x) =*x 2) - (V2y) *x 2 + 1)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)
(v2x)

N ¥+ N ¥ ¥+ N %

(Vix) *x%x 2

(v2y)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) ** 2)
(Vix) *x*x 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Vix)

(Viy)

(v2x)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) ** 2)
(Vix)

(Viy)

(V2y)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
(Vix)

(Viy)

(x2 - x1) *x%x 2

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

(Vix)

(Viy)

R LR S S NG R

N ¥ ¥ X+ N ¥ ¥ ¥

¥ + N ¥ ¥
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(y2 - y1) *x 2

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

(Vix)

(v2x)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Vix)

(V2y)

(x2 - x1) *%x 2

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2)

(Viy) *x* 2

(V2x)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
(Viy) =% 2

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Viy)

(v2x)

(y2 - y1) *x 2

((x2 - x1) *% 2 + (y2 - yl) *x 2)

(Viy)

(V2y)

(x2 - x1)

(y2 - y1)

((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)

2

(v2x)

(-C(Vix) =*x 2) - (Viy) =*x 2 + 1)

(y2 - y1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
2

(V2y)

(-C(Vix) =*x 2) - (Viy) =*x 2 + 1)

(x2 - x1)

np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
1177 (Vix) = (V2y)

1178 (Vix) (y2 - y1) / np.sqrt ((x2
(Viy) (v2x)

(Viy) (x2 - x1) / np.sqrt ((x2 x1) *xx 2 + (y2 - yl1) *x*x 2)
(v2x) (y2 - y1) / np.sqrt((x2 x1) *x (y2 - y1) =% 2)
(v2y) (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *xx*x 2)
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1179

1180
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1181

¥ ¥ X %X %

1182

1183
S xx 2

((Vix) *%x 2) - (Viy) #**x 2 + 1)

(-C(Vv2x) **x 2) - (V2y) ** 2 + 1) *x (3 / 2)

1184

1185

1186

* X ¥ 1 N~
~
|

1187
(Vix) ** 2 * (x2 - x1) *x 2 / ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) x* 2)
+ 2
* (Vix)
* (Viy)
* (x2 - x1)

1193 * (y2 = yl)
/
+
*
/

1188
1189
1190
1191

1192

((x2 - x1) *%x 2 + (y2 - yl1) *x 2)
(Viy) =*x* 2

(y2 - y1) *x*x 2

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
2 x (Vix) *x 2

1194

1195

1196

1197

1198
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N ¥ N~

+

2 * (Viy) x*x 2
1

(y2

(y2
(y2
(y2

111

y1)

yb)
y1)
y1)

* %

* %
* %
* %

2)

2)
2)
2)

)
* (V2y + (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2))
* (
(Vix)
* (V2x)
* (y2 - yl1) *x*x 2
/ ((x2 - x1) *% 2 + (y2 - yl) *%x 2)
(Vix)
* (V2y)
* (x2 - x1)
* (y2 - y1)
/ ((x2 - x1) *% 2 + (y2 - yl) *%x 2)
- (Viy)
* (V2x)
* (x2 - x1)
* (y2 - y1)
/ ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
+ (Viy)
* (V2y)
* (x2 - x1) *x* 2
/ ((x2 - x1) *x*x 2 + (y2 - yl1) *x 2)
- (Vix) = (V2x)
+ (Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2
- (Viy) * (V2y)
+ (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2
+ (V2x) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) *x 2
+ (V2y) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) *x* 2
-1
)
S
(
((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl1) *x 2)
* (
-(Vix) * (x2 - x1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
- (Viy) * (y2 - y1) / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
+ 1
)
x*x 3
(
-((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) =*x*x 2)
* eta
* (
(v2x)
* (x2 - x1)
/ np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
+ (V2y)
* (y2 - y1)
/ np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
+ il
)
**x 3
(
-(V1ix)
* (x2 - x1)
/ np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

- (Viy)
* (y2 - y1)
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return a2y

/ np.sqrt ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
+ 1

)

(V2x) *x*x 2
(v2x)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(V2y) =% 2
(v2y)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2

N ¥+ 4+ N ¥+

(V2x) *x* 2

- (v2x)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(V2y) =% 2
- (v2y)

* (y2 - y1)

/ np.sqrt ((x2

+ N %

* np.sqrt (-((V2x)

)

(-((v2x) *x*x 2)

(Vix) *x% 2
(Vix)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(Viy) =% 2
(Viy)

(y2 - y1)
np.sqrt ((x2

N ¥+ 4+ N ¥+

(Vix) *x*x 2
(Vix)

(x2 - x1)
np.sqrt ((x2
(Viy) =*x* 2
- (Viy)

* (y2 - y1)

/ np.sqrt ((x2

+ N %

- x1) *x*x 2 + (y2

x1) **x 2 + (y2

- x1) *xx 2 + (y2

- x1) *x 2 + (y2

*k 2) - (V2y) x*x
(V2y) ** 2 + 1)

- x1) *x 2 + (y2

- x1) *x 2 + (y2

- x1) *x*x 2 + (y2

- x1) **x 2 + (y2

* np.sqrt (-((Vix) **x 2) - (Viy) *x

(-((V1x) =**x 2)

(Viy) **x 2 + 1)

- y1) x*x

- yl) *x

- yl) *x

- y1) *x

2 + 1)

2)

2)

2)

2)

*¥* (5 / 2)

- y1) *x

- y1) *x

- y1) *x

2 + 1)

2)

2)

2)

2)

*% (5 / 2)

112
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1319 # Equagdes com os tempos de retardo com aproximagdo instanténea
1320 # lineares nas velocidades (tr -> t)

1322 # Aceleragdo da particula 1 no eixo x instanté&neo linear nas velocidades
1323 def d_V1x_inst_linear (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

1325 alx = (

1326 -8 *x (x2 - x1) / (((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x (3 / 2) * eta)
1327 + (y2 - y1) *x 2

1328 * (eta * np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - S)
1329 * Vix

1330 / (

1331 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *xx 2

1332 * eta

1333 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)

1334 )

1335 = (y2 = yl)

1336 * (x2 - x1)

1337 * (eta * np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - §)
1338 * Viy

1339 / (

1340 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x 2

1341 * eta

1342 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)
1343 )

1344 + (

1345 S *x (y2 - y1) ** 2 x eta / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
1346 - 3 x eta * (y2 - yl) *x 2

1347 + 2 *x eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

1348 + 2 % (y2 - y1) *x 2 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
1349 - 2

1350 )

1351 * S

1352 * V2x

1353 / (

1354 eta

1355 * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

1356 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) **x 2) - 1)
1357 )

1358 - (y2 - y1)

1359 * (x2 - x1)

1360 * (

1361 S * eta * np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2)
1362 - 3 x eta * ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) ** 2)

1363 + 2

1364 )

1365 * S

1366 * V2y

1367 / (

1368 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x 2

1369 * eta

1370 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)

1371 )

1372 )

1373

1374 return alx

1377 # Aceleracgdo da particula 1 no eixo y instant@neo linear nas velocidades
1378 def d_V1y_inst_linear (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):
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aly

(

-S *x (y2 - y1) / (((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x (3 / 2) * eta)
(y2 - y1)
(x2 - x1)

N ¥ ¥ %

N ¥ ¥+ N~

G N

N

(eta * np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - y1) ** 2) - 8)
Vix
(

((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) *x 2

* eta

* (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)

(x2 - x1) ** 2
(eta * np.sqrt((x2 - x1) *xx 2 + (y2 - yl1) **x 2) - S)
Viy
(
((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x 2
* eta
* (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)

(y2 - y1)
(x2 - x1)
(

S * eta * mnp.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) ** 2)
- 3 % eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *xx*x 2)

+ 2
S
V2x
(
((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) *x 2
* eta
* (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) ** 2) - 1)
(
S * (x2 - x1) ** 2 *x eta / np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)
- 3 % eta * (x2 - x1) *x%x 2
+ 2 x eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x*x 2)
+ 2 % (x2 - x1) *x 2 / ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) #**x 2)
- 2
S
V2y
(
eta

* ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) *x 2)
* (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2) - 1)

return aly

# Aceleracgdo da particula 2 no eixo x instant@neo linear nas velocidades
def d_V2x_inst_linear(S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

a2x

(
* (x2 - x1) / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2) *x (3 / 2)
(

3 % eta * (y2 - y1) *x 2



APENDICE E. CODIGO FONTE 115

1439 - S x (y2 - y1) **%x 2 / np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
1440 - 2 % eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x*x 2)

1441 -2 x (y2 - y1) *x*x 2 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)

1442 + 2

144 )

1444 * S

1445 * Vix

1446 / (

1447 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x 2)

1448 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *xx 2) - 1)
1449 )

1450 + (y2 - y1)

1451 * (x2 - x1)

1452 * (

1453 3 % eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2)

1454 - S *x np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
1455 - 2

1456 )

1457 * S

1458 * Viy
59 / (

1460 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x 2

1461 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) ** 2) - 1)

1462 )

1463 - (y2 - y1) *x 2

1464 * (S - np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2))

1465 * V2x

1466 / (

1467 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *xx 2

1468 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)
69 )

1470 + (y2 - y1)

1471 * (x2 - x1)

1472 * (S - np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2))
1473 * V2y

1474 / (

1475 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) *x 2

1476 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) **x 2) - 1)

1477 )

1478 )

1479

1480 return a2x

1483 # Aceleragdo da particula 2 no eixo y instantdaneo linear nas velocidades
1asa def d_V2y_inst_linear (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

(

* (y2 - y1) / ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - y1) #*x 2) =*x (3 / 2)
(y2 - y1)

(x2 - x1)

(

1491 3 % eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *xx 2)

* np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2)

1486 a2y

S =
© o
% 0
¥ ¥ + v |
I
w0

N ¥ ¥ N~
<
[N
b

1498 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *x 2
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1499 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) ** 2) - 1)

1500 )

1501 - S

1502 * (

1503 3 % eta * (x2 - x1) *x 2

1504 - S x (x2 - x1) **x 2 / np.sqrt((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2)
1505 - 2 % eta * ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x*x 2)
1506 - 2 x (x2 - x1) ** 2 / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
1507 + 2

1508 )

1509 * Viy

1510 / (

1511 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - y1) *x 2)

1512 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl1) *x 2) - 1)
1513 )

1514 + (y2 - y1)

1515 * (x2 - x1)

1516 * (S - np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x 2))
1517 * V2x

518 / (

1519 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) *x 2

1520 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) *x 2) - 1)
1521 )

1522 - (%2 - x1) *x 2

1523 * (S - np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2))

1524 * V2y

1525 / (

1526 ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2) *xx 2

1527 * (eta * ((x2 - x1) *x 2 + (y2 - yl) ** 2) - 1)
1528 )

1529 )

1531 return a2y
1533 # ### Modelos de Runge-Kutta para os campos vetorias ###

1535 # Runge-Kutta 4 ordem instant&neo - Aproximag&o de ordem zero do campo
1536 def rk4_0(S, eta, x1, yil, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, step):

1538 x1_1 = Vix * step

1539 yl_1 = Viy * step

1540 x2_1 = V2x * step

1541 y2_1 = V2y * step

1542

1543 Vix_1 = d_Vix_inst (S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y) * step
1544 Viy_1 = d_Viy_inst (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y) * step
1545 V2x_1 = d_V2x_inst (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y) * step
1546 V2y_1 = d_V2y_inst (S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y) * step
1547

1548 x1_k = x1 + x1_1 *x 0.5

1549 yl_k = y1 + y1_1 *x 0.5

1550 x2_k = x2 + x2_1 * 0.5

1551 y2_k = y2 + y2_1 * 0.5

1552 Vix_k = Vix + Vix_1 *x 0.5

1553 Viy_k = Viy + Viy_1 * 0.5

1554 V2x_k = V2x + V2x_1 * 0.5

1555 V2y_k = V2y + V2y_1 * 0.5

1556

1557 x1_2 = Vix_k * step

1558 yi_2 Viy_k * step
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x2_2 V2x_k * step

y2_2 = V2y_k * step

Vix_2 = (
d_Vix_inst (S, eta,
* step

)

Viy_2 = (
d_Viy_inst (S, eta,
* step

)

V2x_2 = (
d_V2x_inst (S, eta,
* step

)

V2y_2 = (
d_V2y_inst (S, eta,
* step

)

x1_k x1l + x1_2 * 0.5

yl_k = y1 + y1_2 % 0.5

x2_k = x2 + x2_2 * 0.5

y2_k = y2 + y2_2 *x 0.5

Vix_k = Vix + Vix_2 x*

Viy_k = Viy + Viy_2 x*

V2x_k V2x + V2x_2 =

V2y_k = V2y + V2y_2 x*

x1_3 = Vix_k * step

yl1_3 = Viy_k * step

x2_3 = V2x_k * step

y2_3 = V2y_k * step

Vix_3 = (
d_Vix_inst (S, eta,
* step

)

Viy_3 = (
d_Viy_inst (S, eta,
* step

)

v2x_3 = (
d_V2x_inst (S, eta,
* step

)

V2y_3 = (
d_V2y_inst (S, eta,
* step

)

x1_k = x1 + x1_3

yl_k = y1 + y1_3

x2_k = x2 + x2_3

y2_k = y2 + y2_3

Vix_k = Vix + Vix_3

Viy_k = Viy + Viy_3

V2x_k = V2x + V2x_3

x1_

x1

x1_

x1_

O O O O
oo o1 ;

x1_

x1

x1_

x1_

-k,

-k,

yl_k,

yl_k,

yl_k,

yi_k,

yl_k,

yl_k,

yi_k,

yi_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

117

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)

V2y_k)
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1619 V2y_k = V2y + V2y_3

1621 x1_4 = Vix_k * step

1622 yl_4 = Viy_k * step

1623 x2_4 = V2x_k * step

1624 y2_4 = V2y_k * step

1625

1626 Vix_4 = (

1627 d_Vix_inst (S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k)
1628 * step

1629 )

1630 Viy_4 = (

1631 d_Viy_inst (S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k)
1632 * step

1633 )

1634 V2x_4 = (

1635 d_V2x_inst (S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k)
1636 * step

1637 )

1638 V2y_4 = (

1639 d_V2y_inst (S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k)
1640 * step

1641 )

1642

1643 x1 = x1 + (x1_1 + 2 x (x1_2 + x1_3) + x1_4) / 6

1644 yl = y1 + (y1_1 + 2 *x (y1_2 + y1_.3) + y1_4) / 6

1645 x2 = x2 + (x2_1 + 2 * (x2_2 + x2_3) + x2_4) / 6

1646 y2 = y2 + (y2_1 + 2 x (y2_2 + y2_3) + y2_4) / 6

1647

1648 Vix = Vix + (Vix_1 + 2 * (Vix_2 + Vi1x_3) + Vix_4) / 6

1649 Viy = Viy + (Viy_1 + 2 x (Viy_2 + V1iy_3) + Viy_4) / 6

1650 V2x = V2x + (V2x_1 + 2 % (V2x_2 + V2x_3) + V2x_4) / 6

1651 V2y = V2y + (V2y_1 + 2 * (V2y_2 + V2y_3) + V2y_4) / 6

1652

1653 return step, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

1654

1655

1656 # Aplicagdo do método Runge Kutta - Aproximag&do de ordem =zero

1657 def rk4_method_inst (

1658 path, n, m, £, t, dt, S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

1659 ) 5

1660
1661 with open(path, "w") as outfile:
1662 outfile.write(£"{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n")

1663 for _ in tqdm(range(l, m + 1, 1)):
1664 for _ in range(l, n + 1, 1):
1665 t += dt

1666 dt_atual, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rk4_0(
1667 S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt
1668 )

1669 dt = dt_atual

1670

1671 outfile.write (

1672 fr{t}r {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n"

1675 if (np.sqrt(V2x *x* 2 + V2y x* 2) > 0.8) or (
1676 np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2
1677 )

1678 break



1679
1680
1681
1682
1683
1684
1685
1686
1687
1688
1689

1690

1691 # Campo para calcular no tempo de retardo -

1693

1694

1695

1696

1697

1698

1699
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vx = V2x - Vix

vy = V2y - Viy

rr = np.sqrt ((x2

ex (x2 - x1) / (rr)

ey = (y2 - y1) / (rr)

DT = (-vx * ey + vy * ex)
dt = (2.0 * np.pi) / (DT

/ (rr)
* n) / f

if (np.sqrt(V2x *x* 2 + V2y x* 2) > 0.8) or (rr < 2):

break

Aproximagdo de ordem 1
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- x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1))

1602 def campo_w_1(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):
tr = -np.sqrt((x2 - x1) *x* 2.0 + (y2 - yl) *x 2)
-, x1_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr, V2y_tr rk4_0(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, tr
)
Alx_tr = d_Vix_inst_linear (
S, eta, xl_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr V2y_tr
)
Aly_tr = d_Viy_inst_linear(
S, eta, x1_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr, V2y_tr
)
A2x_tr = d_V2x_inst_linear (
S, eta, x1_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr V2y_tr
)
A2y _tr = d_V2y_inst_linear (
S, eta, x1l_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr, V2y_tr
)
Alx = f_alx_tr(
S, eta, x1, y1, x2_tr, y2_tr, Vix, Viy, V2x_tr, V2y_tr, A2x_tr, A2y_tr
)
Aly = f_aly_tr(
S, eta, x1, yl1, x2_tr, y2_tr, Vix, Viy, V2x_tr, V2y_tr, A2x_tr, A2y_tr
)
A2x = f_a2x_tr(
S, x1_tr, yl_tr, x2, y2, Vix_tr, Viy_tr, V2x, V2y, Alx_tr, Aly_tr
)
A2y f_a2y_tr(
S, x1_tr, yl_tr, x2, y2, Vix_tr, Viy_tr, V2x, V2y, Alx_tr, Aly_tr
)
return Alx, Aly, A2x, A2y

7
1726

1727 # Runge -Kutta 4 ordem com retardo -
1728 def rkd4_tr_1(S,

1729

x1_1
yi_1
x2_1
y2_1

Vix_

)

Vix_

Aproximagdo de ordem 1 do campo

eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, h):
= Vix * h
= Viy * h
= V2x *x h
= V2y * h
1, Viy_1, V2x_1, V2y_1 = campo_w_1(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y
1 = Vix_1 x h



1757
1758
1759
1760
1761
1762
1763
1764
1765
1766
1767
1768
1769

1770

1783
1784
1785
1786
1787

1788

APENDICE E. CODIGO FONTE

Viy_1
V2x_1
V2y_1

x1_k
yl_k
x2_k
y2_k
Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k

I

x1_2
yl_2
x2_2
y2_2

Vix_2,
S,
)
Vix_2
Viy_2
V2x_2
V2y_2

x1_k
yl_k
x2_k
y2_k
Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k

x1_3
y1_3
x2_3
y2_3

Vix_3,
S,
)
Vix_3
Viy_3
V2x_3
V2y_3

x1_k =
yl_k
x2_k
y2_k
Vix_k
Viy_k
Va2x_k
V2y_k

x1_4
yl_4
x2_4

Viy_
V2x_
V2y_

x1
yi1
x2
y2
= Vix
= Viy
= V2x
V2y

+ o+ o+ +

Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k

Viy_2
eta,

= Vix_

Viy_
= V2x_
V2y_

x1

]
<
N

<

Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k

Viy_3
eta,

I
<
N

<

1 x h
1 x h
1 x h

x1_1
yi_1
x2_1
y2_1
+ Vix_1
+ Viy_1
+ V2x_1
+ V2y_1

* ¥ ¥ *
O O O O

¥ ¥ ¥ ¥ -
o o o1 O

LR I
== A= =2

O O O O

oo o0 ;n

, V2x_2, V2y_2 = campo_w_1(

x1_k, yil_k,

2
2
2
2

* X X *
[ = = g =

x1_2
y1_2
x2_2
y2_2
+ Vix_

* ¥ * *
O O O O
oo o1 ;n

+
+ V2x_
+

* %k Kk ¥
S =N = =

x2_k,

, V2x_3, V2y_3 =

x1_k, yil_k,

x2_k,

y2_k,

Vix_k,

campo_w_1(

y2_k,

Vix_k,

Viy_k,

Viy_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2y_k

V2y_k
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1799
1800
1801

1802

1806

1807

1810
1811
1812
1813
1814
1815
1816
1817

1818

1854
1855
1856
1857

1858
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y2_4

Vix_4
S
)
Vix_4
Viy_4
V2x_4
V2y_4

x1
y1
x2
y2
Vix
Viy
V2x
V2y

return h,

# Aplicagdo do método Runge-Kutta com retardo

, Viy_4,
, eta,

I

x1

y1
X2

y2

Vix
= Viy
V2x
V2y

Vix_4
Viy_4
V2x_4
V2y_4

* X X X
[ = = g =

(x1_1
(y1_1
(x2_1
(y2_1
+ (V1
(vi
(v2
(v2

+ 4+ +

x1,

V2y_k * h

V2x_4,
x1_k,

+ + + +

x_1
y_1
x_1
y_1

yi,

def rk4_method_tr_1¢(

path,

o,

m, f,

with open(path,

outfile.write(f"{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {vV2y} \n")

t,

yl_k

NN NN
* ¥ ¥ ¥

+ o+ + +
IV

X2,

dt,

(x1_2
(y1_.2
(x2_2
(y2_2

*

*
*
*

y2,

S,

(Vix_2
(viy_2
(V2x_2
(V2y_2

Vix,

eta,

y2_k,

+ x1_3)
+ y1_3)
+ x2_3)
+ y2_3) +
Vix

+
+
+

+ o+ o+ o+

Viy,

x1l, yi,

"w") as outfile:

for

Vix_k,

Viy_
V2x_
V2y_

V2x,

V2y_4 = campo_w_1(
, x2_k,

Vi

x1_4)
yl1_4)
x2_4)
y2_4)
3) +
3)
3)
3)

~N N N

Vi
Vi
V2
V2

+ 4+ 4+

V2y

x2, y2,

_ in tqdm(range(l, m + 1, 1)):
for in range(l, n + 1, 1):
t += dt
dt_atual, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rk4_tr_1(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt
)
dt = dt_atual
outfile.write(
fr{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \a"
)
if (np.sqrt(V2x *x*x 2 + V2y *x* 2) > 0.8) or (
np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2
K
break
vx = V2x - Vix
vy = V2y - Viy
rr = np.sqrt((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1))
ex (x2 - x1) / (rr)
ey (y2 - y1) / (rr)
DT = (-vx * ey + vy * ex) / (rr)
dt = (2.0 * np.pi) / (DT * n) / f

y-k,

()R>I INe)]

x_4)
y_4)
x_4)
y_4)

Vix,

V2x_k,

~N N N N
(2B 0> Ie)]

Viy,

V2x,

if (np.sqrt(V2x **x 2 + V2y **x 2) > 0.8) or (rr < 2):

break

# Campo para calcular no tempo de retardo

def campo_w_2(S,

eta,

x1,

y1

, X2,

y2,

Vix,

Viy

, V

2%,

V2y_k

V2y

Aproximacdo de ordem 2
V2y) :

121

Aproximagdo de ordem 1



1859
1860
1861
1862
1863
1864
1865
1866
1867
1868
1869

1870

1882
1883
1884
1885

1886

1888
1889
1890
1891
1892
1893
1894
1895
1896
1897
1898
1899
1900
1901

1902
1903
1904
1905
1906
1907
1908
1909
1910
1911

1912
1913
1914
1915
1916
1917

1918
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tr = -np.sqrt((x2 - x1) ** 2.0 + (y2 - yl) **x 2)
_, xl_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr, V2y_tr = rkd4_tr_1(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, tr
)
n = 100
h = np.abs(tr) / n
tr = tr + h
(
x1_tr_h,
yl_tr_h,
x2_tr_h,
y2_tr_h,
Vix_tr_h,
Viy_tr_h,
V2x_tr_h,
V2y_tr_h,
) = rk4_tr_1(S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, tr)
Alx_tr = (Vix_tr_h - Vix_tr) / h
Aly_tr (Viy_tr_h - Viy_tr) / h
A2x_tr (V2x_tr_h - V2x_tr) / h
A2y _tr = (V2y_tr_h - V2y_tr) / h
r12 = np.sqrt((-x1 + x2_tr) #** 2 + (-yl + y2_tr) **x 2)
r21 = np.sqrt((xl_tr - x2) **x 2 + (yl_tr - y2) *xx*x 2)
elX = (-x1_tr + x2) / r21
elY = (-yl_tr + y2) / r21
e2X (-x1 + x2_tr) / ri2
e2Y = (-y1 + y2_tr) / ri2
Alx = (
(-(Vix *x 2) - Viy ** 2 + 1) **x 2
* (
(-(Vix **x 2) + 1)
* (
-S
* (V2y_tr + e2Y)
* (Viy + e2Y)
* A2x_tr
/ (r12 x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)
+ S
* (V2x_tr + e2X)
* (Viy + e2Y)
* A2y_tr
/ (r12 x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)
+ S
* (V2x_tr *x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)
* (V2x_tr * e2Y *x Vliy - V2y_tr * e2X * Viy + V2x_tr + e2X)
/ (r12 xx 2 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) *x 3)
)
- Vix
* Viy
* (
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1919 * (V2y_tr + e2Y)

1920 * (Vix + e2X)

1921 *x A2x_tr

1922 / (r12 x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)
1923 - 3

1924 * (V2x_tr + e2X)

1925 * (Vix + e2X)

1926 * A2y_tr

1927 / (r12 *x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

1928 - S

(V2x_tr **x 2 + V2y_tr *x*x 2 - 1)

(V2x_tr * e2Y * Vix - V2y_tr * e2X * Vix - V2y_tr - e2Y)
(r12 *x 2 *x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) #** 3)

1930

N ¥ %

1931

1932 )
1933 )

1934 / eta
1935 )
1936 Aly
Vix **x 2) - Viy *x 2 + 1) *x*x 2

1937

* ~ |

~ A~

1938
1939 -Vix
1940 * Viy
1941 * (

1942

|
n

(V2y_tr + e2Y)

(Viy + e2Y)

A2x_tr

(r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

S

(V2x_tr + e2X)

(Viy + e2Y)

A2y_tr

(r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

S

(V2x_tr **x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)

(V2x_tr * e2Y * V1iy - V2y_tr * e2X * Viy + V2x_tr + e2X)
(r12 **x 2 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) =x* 3)

1943
1944
1945
1946
1947
1948
1949
1950
1951
1952
1953

1954

N ¥ ¥+ N X X ¥ 4+ N ¥ ¥ ¥

1955

1956 )
1957 + (-(Viy *x 2) + 1)
1958 * (
1959

(V2y_tr + e2Y)

(Vix + e2X)

A2x_tr

1963 (r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

1964 - S

(V2x_tr + e2X)

(Vix + e2X)

A2y _tr

(r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*xx 3)

1969 - S

(V2x_tr **x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)

(V2x_tr * e2Y * Vix - V2y_tr * e2X * Vix - V2y_tr - e2Y)
(r12 *x 2 *x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) *x* 3)

1960

1961

1962

N ¥ ¥ ¥ W

1965

1966

1967

N ¥ ¥ ¥

1968

1970

1971

N .

1972

1973 )
1974 )

1975 / eta
1976 )

1977 A2x = (-(V2x **x 2) - V2y **x 2 + 1) *%x 2 x (
1978 (-(V2x **x 2) + 1)



1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998

1999

2002

2003
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A2y

* (
-S
* (V2y - elY)
* (Viy_tr - elY)
* Alx_tr
/ (r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x*x 3)
+ S
* (V2y - elY)
* (Vix_tr - elX)
* Aly_tr
/ (r21 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)
- S

* (Vix_tr x*x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)
* (Vix_tr * elY * V2y - Viy_tr * elX * V2y - Vix_tr + elX)
/ (r21 **x 2 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)

)
- V2x
* V2y
* (
S
* (V2x - elX)
* (Viy_tr - elY)
* Alx_tr
/ (r21 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)
- S
* (V2x - elX)
* (Vix_tr - elX)
* Aly_tr
/ (r21 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
+ S
* (Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)
* (Vix_tr * elY x V2x - Viy_tr * elX * V2x + Viy_tr - elY)
/ (r21 ** 2 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
)
= (-(V2x *x* 2) - V2y **x 2 + 1) *x*x 2 x (
-V2x
* V2y
* (
-s
* (V2y - elY)
* (Viy_tr - elY)
* Alx_tr
/ (r21 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x*x 3)
+ S
* (V2y - elY)
* (Vix_tr - elX)
* Aly_tr
/ (r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) #*x*x 3)
- S

(Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)
(Vix_tr * elY * V2y - Viy_tr * elX * V2y - Vix_tr + elX)
(r21 **x 2 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)

N ¥ ¥

)
+ (-(V2y *x 2) + 1)
* (

S

* (V2x - elX)

* (Viy_tr - elY)
* Alx_tr



2044
2045
2046
2047
2048

2049

2063
2064
2065
2066
2067
2068
2069

2070

2084
2085
2086
2087
2088
2089
2090
2091
2092
2093
2094
2095
2096
2097

2098
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return Alx,

x1_1
yi_1
x2_1
y2_1

Vix_1
S
)
Vix_1
Viy_1
V2x_1
V2y_1

x1_k
yl_k
x2_k
y2_k
Vix_k
Viy_k
Va2x_k
V2y_k

x1_2
yl_2
x2_2
y2_2

Vix_2
S
)
Vix_2
Viy_2
V2x_2
V2y_2

x1_k
yl_k
x2_k
y2_k
Vix_k

5 # Runge-Kutta 4 ordem com retardo
def rk4_tr_2(S,

B

>

>

>

CODIGO FONTE

/ (r21 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) #*x*x 3)

- S

x (V2x - elX)

* (Vix_tr - elX)

* Aly_tr

/ (r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x*x 3)

+ S

* (Vix_tr *x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

* (Vix_tr * elY x V2x - Viy_tr * elX * V2x + Viy_tr -
/ (r21 **x 2 x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)

Aly, A2x, A2y

eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, h):
Vix * h
Viy * h
V2x * h
V2y * h
Viy_1, V2x_1, V2y_1 = campo_w_2(
eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y
= Vix_1 * h
= Viy_1 *x h
= V2x_1 * h
= V2y_1 * h
x1 + x1_1 * 0.5
yl + y1_1 x 0.5
x2 + x2_1 * 0.5
y2 + y2_1 *x 0.5
= Vix + Vix_1 * 0.5
Viy + Viy_1 * 0.5
= V2x + V2x_1 * 0.5
= V2y + V2y_1 *x 0.5
Vix_k * h
Viy_k * h
V2x_k * h
V2y_k * h
Viy_2, V2x_2, V2y_2 = campo_w_2/(
eta, x1_k, yl1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
= V1ix_2 * h
Viy_2 * h
= V2x_2 * h
= V2y_2 * h
x1 + x1_2 * 0.5
yl + y1_2 *x 0.5
x2 + x2_2 * 0.5
y2 + y2_2 *x 0.5
= Vix + Vix_2 * 0.5
= Viy + Viy_2 x 0.5

125

elY)

Aproximacg&do de ordem 2 do campo
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2099 V2x_k = V2x + V2x_2 * 0.5
2100 V2y_k = V2y + V2y_2 *x 0.5
210

2102 x1_3 = Vix_k * h

2103 yl1_3 = Viy_k * h

2104 x2_3 = V2x_k * h

2105 y2_3 = V2y_k * h

2106

2107 Vix_3, Viy_3, V2x_3, V2y_3 = campo_w_2(

2108 S, eta, x1_k, y1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
2109 )

2110 Vix_3 = V1x_3 * h
2111 Viy_3 = V1iy_3 * h
2112 V2x_3 = V2x_3 * h
2113 V2y_3 = V2y_3 *x h
2114

2115 x1_k = x1 + x1_3
2116 yl_k = y1 + y1_3
2117 x2_k = x2 + x2_3
2118 y2_k = y2 + y2_3
2119 Vix_k = Vix + V1ix_3
2120 Viy_k = Viy + Viy_3
2121 V2x_k = V2x + V2x_3
2122 V2y_k = V2y + V2y_3
2123

2124 x1_4 = Vix_k * h
2125 yl_4 = Viy_k * h
2126 x2_4 = V2x_k * h
2127 y2_4 = V2y_k * h

2129 Vix_4, Viy_4, V2x_4, V2y_4 = campo_w_2(

2130 S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
2131 )

2132 Vix_4 = Vix_4 * h

2133 Viy_4 = Viy_4 *x h

2134 V2x_4 = V2x_4 *x h

2135 V2y_4 = V2y_4 *x h

2136

2137 x1 = x1 + (x1_1 + 2 x (x1_2 + x1_3) + x1_4) / 6
2138 yl = y1 + (y1_1 + 2 *x (y1_2 + y1_3) + y1_4) / 6
2139 x2 = x2 + (x2_1 + 2 *x (x2_2 + x2_3) + x2_4) / 6
2140 y2 = y2 + (y2_1 + 2 *x (y2_2 + y2_3) + y2_4) / 6

2141 Vix = Vix + (Vix_1 + 2 * (Vix_2 + Vix_3) + Vix_4) / 6

2142 Viy = Viy + (Viy_1 + 2 * (V1iy_2 + V1y_3) + Viy_4) / 6

2143 V2x = V2x + (V2x_1 + 2 * (V2x_2 + V2x_3) + V2x_4) / 6

2144 V2y = V2y + (V2y_1 + 2 * (V2y_2 + V2y_3) + V2y_4) / 6

2145

2146 return h, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

2147

2148

2140 # Aplicagdo do método Runge-Kutta com retardo - Aproximagdo de ordem 2
2150 def rk4_method_tr_2(

2151 path, n, m, £, t, dt, S, eta, x1, yi1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y
2152 ) ¢

2153 with open(path, "w") as outfile:

2154 outfile.write(f"{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n")
2155

2156 for _ in tqdm(range(l, m + 1, 1)):

2157 for _ in range(l, n + 1, 1):

2158 t += dt
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2159 dt_atual, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rk4_tr_2(
2160 S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt

2161 )

2162 dt = dt_atual

2164 outfile.write(

2165 fr{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {vV2y} \n"

2166 )

2167

2168 if (np.sqrt(V2x ** 2 + V2y x* 2) > 0.8) or (

2169 np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2
2170 ) 8

2171 break

vy = V2y - Viy

2175 rr = np.sqrt((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1))
2176 ex = (x2 - x1) / (rr)

2177 ey = (y2 - y1) / (rr)

2173 vx = V2x - Vix
74

2178 DT = (-vx * ey + vy * ex) / (rr)

2179 dt = (2.0 * np.pi) / (DT * n) / £

2180 if (np sqrt (V2x **x 2 + V2y **x 2) > 0.8) or (rr < 2):

2181 break

2182

2183

2184 # Campo para calcular no tempo de retardo - Aproximacgdo de ordem 3

2185 def campo_w_3(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

2187 tr = -np.sqrt((x2 - x1) *x 2.0 + (y2 - yl1) *x 2)
2188

2189 _, xl_tr, yl_tr, x2_tr, y2_tr, Vix_tr, Viy_tr, V2x_tr, V2y_tr = rkd4_tr_2(
2190 S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, tr
2191 )

2192

2193 n = 100

2194 h = np.abs(tr) / n

2195 tr = tr + h

2196

2197 (

2198 -

2199 x1_tr_h,

2200 yl_tr_h,

2201 x2_tr_h,

2202 y2_tr_h,

2203 Vix_tr_h,

2204 Viy_tr_h,

2205 V2x_tr_h,

2206 V2y_tr_h,

2207 ) = rk4_tr_2(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, tr)
2208

2209 Alx_tr = (Vix_tr_h - Vix_tr) / h

2210 Aly_tr = (Viy_tr_h - Viy_tr) / h

2211 A2x_tr = (V2x_tr_h - V2x_tr) / h

2212 A2y _tr = (V2y_tr_h - V2y_tr) / h

2214 r12 = np.sqrt((-x1 + x2_tr) **x 2 + (-yl + y2_tr) *x 2)
2215 r21 = np.sqrt((xl_tr - x2) *x 2 + (yl_tr - y2) x* 2)
2216

2217 elX = (-x1_tr + x2) / r21

2218 elY = (-yl_tr + y2) / r21
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* e2X + V2y_tr * e2Y + 1)

* e2X + V2y_tr * e2Y + 1)

(V2x_tr * e2Y * V1iy - V2y_tr * e2X * Viy
(r12 *xx 2 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y

* e2X + V2y_tr * e2Y + 1)

* e2X + V2y_tr * e2Y + 1)

*x 2 - 1)
V2y_tr * e2X * Vix
e2X + V2y_tr * e2Y

128

*x 3)

*xx 3)

+ V2x_tr + e2X)
+ 1) *x%x 3)

*xx 3)

*xx 3)

- V2y_tr - e2Y)

+ 1) *x 3)

(r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) *x 3)

e2X (-x1 + x2_tr) / ri2
e2Y = (-y1 + y2_tr) / ri2
Alx = (
(-(Vix *x 2) - Viy ** 2 + 1) **x 2
* (
(-(Vix *x 2) + 1)
*
-3
* (V2y_tr + e2Y)
* (Viy + e2Y)
* A2x_tr
/ (r12 * (V2x_tr
+ S
* (V2x_tr + e2X)
* (Viy + e2Y)
* A2y_tr
/ (r12 *x (V2x_tr
+ S
* (V2x_tr *x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)
*
/
)
- Vix
* Viy
* (
S
* (V2y_tr + e2Y)
* (Vix + e2X)
* A2x_tr
/ (r12 x (V2x_tr
- 8
* (V2x_tr + e2X)
* (Vix + e2X)
* A2y_tr
/ (r12 x (V2x_tr
- 8
* (V2x_tr **x 2 + V2y_tr
* (V2x_tr * e2Y * Vix -
/ (r12 xx 2 *x (V2x_tr =*
)
)
/ eta
)
Aly = (
(-(Vix **x 2) - Viy *x 2 + 1) *x*x 2
* (
-Vix
* Viy
* (
-3
* (V2y_tr + e2Y)
* (Viy + e2Y)
* A2x_tr
/
+ S
* (V2x_tr + e2X)
* (Viy + e2Y)
* A2y _tr



2302

2303

2306

APENDICE E.

A2x

)
/

* ~

* ¥

)
+
*

eta

CODIGO FONTE

/ (r12 x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) #*x*x 3)
+ S
* (V2x_tr *x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)

129

* (V2x_tr * e2Y * V1iy - V2y_tr * e2X * Viy + V2x_tr + e2X)
/ (r12 **x 2 x (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

(-(Viy #*x 2) + 1)
(

(V2y_tr + e2Y)

(Vix + e2X)

A2x_tr

(r12 * (V2x_tr *x e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)
- S

(V2x_tr + e2X)

(Vix + e2X)

A2y _tr

(r12 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*xx 3)
- S

(V2x_tr **x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)

N ¥ ¥ ¥ W

N

N

-(V2x *x 2) - V2y *x 2 + 1) *x*x 2 *x (

(
-(V2x
(

|
n

N ¥ ¥ ¥ 4+ N % % %

N ¥ ¥ ¥ W

¥ ¥ 4+ N % % %

*x 2) + 1)

(V2y - elY)

(Viy_tr - elY)

Alx_tr

(r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
S

(V2y - elY)

(Vix_tr - elX)

Aly_tr

(r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
S

(Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

(V2x_tr * e2Y * Vix - V2y_tr * e2X * Vix - V2y_tr -
(r12 *x 2 * (V2x_tr * e2X + V2y_tr * e2Y + 1) x*x 3)

(Vizx_tr * elY * V2y - Viy_tr * elX * V2y - Vix_tr + elX)

(r21 **x 2 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)

(V2x - elX)

(Viy_tr - elY)

Alx_tr

(r21 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)
S

(V2x - elX)

(Vix_tr - elX)

Aly_tr

(r21 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x 3)
S

(Vix_tr *x*x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

(Vix_tr * elY * V2x - Viy_tr * elX * V2x + Viy_tr

elY)

e2Y)



2394

2396

2397

2398
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A2y

/

Il

-V2x
* V2y
* (

1N ¥ ¥ ¥ 4+ N x % ¥
wn

N ¥ ¥

N ¥ ¥ ¥ W

N ¥ ¥ 4+ N ¥ % %

(r21 *x 2 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x*x 3)

(-(V2x *x 2) - V2y ** 2 + 1) **x 2 x (

(V2y - elY)

(Viy_tr - elY)

Alx_tr

(r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
S

(V2y - elY)
(Vix_tr - e1X)
Aly_tr

(r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)

S

(Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

(Vix_tr * elY * V2y - Viy_tr * elX * V2y - Vix_tr + elX)
(r21 **x 2 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) *x*x 3)

(-(V2y #*% 2) + 1)

(V2x - elX)
(Viy_tr - elY)
Alx_tr

(r21 * (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)
S

(V2x - elX)
(Vix_tr - eilX)
Aly_tr

(r21 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*x 3)

S

(Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

(Vix_tr * elY * V2x - Viy_tr * elX * V2x + Viy_tr - elY)
(r21 *x 2 *x (-Vix_tr * elX - Viy_tr * elY + 1) x*xx 3)

return Alx, Aly, A2x, A2y

# Runge-Kutta 4 ordem com retardo - Aproximagdo de ordem 3 do campo
def rk4_tr_3(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, h):

x1_1
yi_1
x2_1
y2_1

Vix_

)

Vix_
Viy_
V2x_
V2y_

Vix
Viy
V2x
V2y

* ¥ * ¥
[SE= A=

1, Viy_1, V2x_1, V2y_1 = campo_w_3(

S, eta
1 = V1
1 = V1
1 = V2
1 = V2

, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

x_1 * h
y_1 x h
x_1 * h
y_1 x h

130
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2399 x1_k = x1 + x1_1 * 0.5
2400 yl_k = y1 + y1_1 * 0.5
2401 x2_k = x2 + x2_1 * 0.5
2402 y2_k = y2 + y2_1 * 0.5
2403 Vix_k = Vix + Vix_1 *x 0.5
2404 Viy_k = Viy + Viy_1 * 0.5
2405 V2x_k = V2x + V2x_1 * 0.5
2406 V2y_k = V2y + V2y_1 * 0.5
2407

2408 x1_2 = Vix_k * h

2409 yl_2 = Viy_k * h

2410 x2_2 = V2x_k * h

2411 y2_2 = V2y_k * h

2413 Vix_2, Viy_2, V2x_2, V2y_2 = campo_w_3(

2414 S, eta, x1_k, y1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
2415 )

2416 Vix_2 = V1x_2 * h

2417 Viy_2 = Viy_2 *x h

2418 V2x_2 = V2x_2 * h

2419 V2y_2 = V2y_2 *x h

2421 x1_k = x1 + x1_2 * 0.5
2422 yl_k = y1 + y1_2 *x 0.5
2423 x2_k = x2 + x2_2 * 0.5
2424 y2_k = y2 + y2_2 *x 0.5

2425 Vix_k = Vix + V1x_2 * 0.5
2426 Viy_k = Viy + Viy_2 * 0.5
2427 V2x_k = V2x + V2x_2 *x 0.5
2428 V2y_k = V2y + V2y_2 * 0.5
2429

2430 x1_3 = Vix_k * h

2431 y1_3 = Viy_k * h

2432 x2_3 = V2x_k * h

2433 y2_3 = V2y_k * h

2435 Vix_3, V1iy_3, V2x_3, V2y_3 = campo_w_3(

2436 S, eta, x1_k, y1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
2437 )

2438 Vix_3 = Vix_
2439 Viy_3 = Viy
2440 V2x_3 = V2x

2441 V2y_3 = V2y_

2442

2443 x1_k = x1 + x1_3
2444 yl_k = y1 + y1_3
2445 x2_k = x2 + x2_3
2446 y2_k = y2 + y2_3
2447 Vix_k = Vix + V1x_3
2448 Viy_k = Viy + Viy_3
2449 V2x_k = V2x + V2x_3
2450 V2y_k = V2y + V2y_3
245

2452 x1_4 = Vix_k * h
2453 yl_4 = Viy_k * h
2454 x2_4 = V2x_k * h
2455 y2_4 = V2y_k * h

2456

2457 Vix_4, Viy_4, V2x_4, V2y_4 = campo_w_3(

2458 S, eta, x1_k, yi1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k



2463

2464

2465

2466
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Vix_4
Viy_4
V2x_4
V2y_4

x1
y1
x2
y2
Vix
Viy
V2x
V2y

return h,

x1

y1
X2

y2

Vix
Viy
V2x
V2y

Vix_4
Viy_4
V2x_4
V2y_4

* * X ¥
[ = = g =

(x1_1
(y1_1
(x2_1
(y2_1
+ (Vix_
(Viy_
(V2x_
(v2y_

+ + +
+ + + +

+

+ 4+ +

x1l, yi,

# Aplicagdo do método

path,

with open (path,

f

#

n,

or

s def rk4_method_tr_3(

m, f, t,

NN NN
* X X ¥

1
1
1
1

+ o+ o+ o+
NN NN

X2,

Runge -Kutta com retardo

dt,

(x1_2
(y1_2
(x2_2
(y2_2
(v
(v
Q'
(v

* ¥ ¥ ¥

y2, V

S, et

in tqdm(range (1,

for

t +=

in range (1,

dt

dt_atual,

S

)
dt

, eta

dt_at

n

x1, y
> x1,

ual

outfile.write(

fr{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n"

+ x1_3)
+ y1_3)
+ x2_3)
+ y2_3) +
1x_2 Vix
ly_2 Viy
2x_2 V2x
2y_2 V2y

+
+
+

+ o+ o+ o+

1x, Viy, V

a, x1, yi,

"w") as outfile:
outfile.write(f"{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n")

x1_4)
yl_4)
x2_4)
y2_4)
_8)
_3)
_3)
_3)

NN N

/
Vi
Vi
V2
V2

+ 4+ 4+

2x, V2y

X2, y2,

(o)) o) INe))]

x_4)
y_4)
x_4)
y_4)

Vix,

NN N
()N e) RN )0}

Viy,

V2x ,

V2y
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Aproximagdo de ordem 3

m+ 1, 1)):

+ 1, 1):

1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rk4_tr_3(
yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt

if (np.sqrt(V2x #**x 2 + V2y ** 2) > 0.8) or (

np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2

)
break

vx = V2x - Vix
vy V2y - Viy
rr
ex (x2 -
ey (y2 - y1) / (rr)
DT =
dt =

(-vx * ey + vy * ex) / (rr)
(2.0 * np.pi) / (DT * n) / £

if (np.sqrt(V2x *x 2 + V2y ** 2) > 0.8) or (rr < 2):

break

### Equagdes com os tempos retardos e avangados ###

= np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1))
x1) / (rr)

# Aceleragdo da particula 1 no eixo x para o tempo retardado e avangado

S,
eta,
x1,

5 def f_alx_tr_av(
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yi,
Xx2_tr,
y2_tr,
x2_ta,
y2_ta,
Vix,
Viy,
V2x_tr,
V2y_tr,
V2x_ta,
V2y_ta,
A2x_tr,
A2y_tr,
A2x_ta,
A2y_ta,

ri2_tr
e2X_tr
e2Y_tr

ri2_ta

e2X_ta =

e2Y_ta

ffix =

(

np.sqrt ((-x1 + x2_tr) **x 2 + (-yl + y2_tr) **x 2)
(-x1 + x2_tr) / ri12_tr
(-y1 + y2_tr) / ri2_tr

np.sqrt ((-x1 + x2_ta) **x 2 + (-yl + y2_ta) **x 2)
(-x1 + x2_ta) / r12_ta
(-y1 + y2_ta) / ril2_ta

(-(Vix *x 2) - Viy *x 2 + 1) **x 2

* (

(-(Vix *x 2) + 1)

* (

-(1 / 2)

LR U R SR R TR U U S A R

~N

¥ + N ¥ ¥ ¥ ¥

S
(V2y_tr + e2Y_tr)
(Viy + e2Y_tr)
A2x_tr
(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)
1/ 2)
S
(V2x_tr + e2X_tr)
(Viy + e2Y_tr)
A2y_tr
(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)
1/ 2)
S
(V2x_tr **x 2 + V2y_tr **x 2 - 1)
(
V2x_tr *x e2Y_tr * Viy
- V2y_tr *x e2X_tr x Vliy
+ V2x_tr
+ e2X_tr

(r12_tr **x 2 *x (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)
1/ 2)

S

(-V2y_ta + e2Y_ta)

(Viy + e2Y_ta)

A2x_ta

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) *xx*x 3)
1/ 2)

S
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* ¥

¥ ¥ ¥ + N ¥ x %

~

Vix
Viy

(

(-V2x_ta +

134

e2X_ta)

(Viy + e2Y_ta)

A2y_ta

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) x*xx* 3)

1/ 2)

S

(V2x_ta *x*
(

2 + V2y_ta **x 2 - 1)

-V2x_ta * e2Y_ta *x Vily

+ V2y_ta
- V2x_ta
+ e2X_ta

(r12_ta *x*

1/ 2

*
*

I N ¥ ¥ ¥ ¥ 1 N ¥ ¥

* ¥ ¥

N ¥ ¥ ¥ ¥ 4+ N~

D I S R |

* ¥ ¥

S

* e2X_ta *x Viy

2 *x (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) ** 3)

(V2y_tr + e2Y_tr)
(Vix + e2X_tr)

A2x_tr

(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)

1/ 2
S

(V2x_tr + e2X_tr)
(Vix + e2X_tr)

A2y_tr

(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)

1/ 2)

S

(V2x_tr *x

(
V2x_tr *
- V2y_tr
- V2y_tr
- e2Y_tr

(r12_tr x*x*
(r /7 2)

S

(-V2y_ta +

2 + V2y_tr **x 2 - 1)

e2Y_tr * Vix
* e2X_tr * Vix

2 x (V2x_tr *x e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) *x 3)

e2Y_ta)

(Vix + e2X_ta)

A2x_ta

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) x*xx*x 3)

(1 /7 2)
S
(-V2x_ta +

e2X_ta)

(Vix + e2X_ta)

A2y_ta

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) *xx* 3)

(1 /7 2)

S

(V2x_ta *xx*
(

2 + V2y_ta **x 2 - 1)

-V2x_ta * e2Y_ta * Vix

+ V2y_ta
+ V2y_ta
- e2Y_ta

* e2X_ta * Vix



2640
2641
2642
2643
2644
2645
2646
2647
2648

2649

2658
2659
2660
2661
2662
2663
2664
2665
2666
2667
2668
2669

2670

2688
2689
2690
2691
2692
2693
2694
2695
2696
2697

2698
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)

/ eta

)

return ffix

)
/

(r12_ta #** 2 *x (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) *xx 3)

# Aceleracgdo da particula 1 no eixo y para o tempo retardado e avancgado
def f_aly_tr_av(

S,
eta,
x1,
yi,
x2_tr,
y2_tr,
x2_ta,
y2_ta,
Vix,
Viy,
V2x_tr
V2y_tr
V2x_ta
V2y_ta
A2x_tr
A2y_tr
A2x_ta
A2y_ta

np.sqrt ((-x1 + x2_tr) **x 2 + (-yl + y2_tr) x* 2)
(-x1 + x2_tr) / ri2_tr
(-y1 + y2_tr) / ri12_tr

np.sqrt ((-x1 + x2_ta) ** 2 + (-yl + y2_ta) *x* 2)
(-x1 + x2_ta) / ri12_ta
(-y1 + y2_ta) / ri12_ta

1x *

-Vix
* Vi1
* (

*

y

2) - Viy *x 2 + 1) *x*x 2

-1/ 2)

LR I N I U R NG TR R R

S

(V2y_tr + e2Y_tr)

(Viy + e2Y_tr)

A2x_tr

(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) x*x 3)
1/ 2)

S

(V2x_tr + e2X_tr)

(Viy + e2Y_tr)

A2y_tr

(r12_tr * (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) **x 3)
1/ 2)

S

(V2x_tr **x 2 + V2y_tr % 2 - 1)

(
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~N

LR N I R NG R

)
/

V2x_tr * e2Y_tr

* Viy

- V2y_tr * e2X_tr x Viy

+ V2x_tr
+ e2X_tr

136

(r12_tr **x 2 *x (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) ** 3)

1/ 2)

S

(-V2y_ta + e2Y_ta)
(Viy + e2Y_ta)
A2x_ta

(r12_ta * (-V2x_ta
1/ 2)

S

(-V2x_ta + e2X_ta)
(Viy + e2Y_ta)
A2y_ta

(r12_ta * (-V2x_ta
1/ 2)

S

* e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1)

*x*x 3)

* e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) *x*x 3)

(V2x_ta *x 2 + V2y_ta **x 2 - 1)

(
-V2x_ta * e2Y_ta

* Viy

+ V2y_ta * e2X_ta x Viy

- V2x_ta
+ e2X_ta

(r12_ta **x 2 *x (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1)

(-(Viy **x 2) + 1)

1/ 2)

N ¥ ¥ ¥ X 1NN ¥ ¥ ¥ X

* ¥ ¥

N ¥ ¥ ¥ ¥ 4+ N~

S
(V2y_tr + e2Y_tr)
(Vix + e2X_tr)
A2x _tr
(r12_tr x (V2x_tr
(1 /7 2)
S
(V2x_tr + e2X_tr)
(Vix + e2X_tr)
A2y_tr
(r12_tr x (V2x_tr
1/ 2)
S
(V2x_tr **x 2 + V2y
(

V2x_tr * e2Y_tr

* e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) *x 3)

* e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) *x 3)

_tr *x*x 2 -

* Vix

- V2y_tr * e2X_tr * Vix

- V2y_tr
- e2Y_tr

1)

**x 3)

(r12_tr **x 2 *x (V2x_tr * e2X_tr + V2y_tr * e2Y_tr + 1) *x 3)

(r /7 2)

S

(-V2y_ta + e2Y_ta)
(Vix + e2X_ta)
A2x_ta

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) x*xx*x 3)

1/ 2)
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* S
* (-V2x_ta + e2X_ta)
* (Vix + e2X_ta)
* A2y_ta
/
-1/ 2
* S
* (V2x_ta *x 2 + V2y_ta **x 2 - 1)
* (
-V2x_ta * e2Y_ta * Vix
+ V2y_ta * e2X_ta * Vix
+ V2y_ta
- e2Y_ta
)
)
)
/ eta
)
return ffly

# Aceleragdo da particula 2 no

def f_a2x_t
S,
x1_tr,
yl_tr,
x1_ta,
yl_ta,
X2,
y2,
Vix_tr,
Viy_tr,
Vix_ta,
Viy_ta,
V2x ,
V2y,
Alx_tr,
Aly_tr,
Alx_ta,
Aly_ta,

r21_tr
elX_tr
elY_tr

r21_ta
elX_ta
elY_ta

ff2x =
(-(
* (

/ (r12_ta **x 2 * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) x*x 3)

r_av(

= np.sqrt((xl_tr - x2) *x* 2 + (yl_tr - y2) *x 2)

(-x1_tr + x2) / r2i1_tr
= (-yl_tr + y2) / r2l_tr

= np.sqrt((xl_ta - x2) ** 2 + (yl_ta - y2) *x 2)

(-x1_ta + x2) / r2i1_ta
= (-yil_ta + y2) / r21_ta

(-(V2x *x 2) - V2y ** 2 + 1) **x 2 x (

V2x **x 2) + 1)

-(1 / 2)

S

(V2y - elY_tr)
(Viy_tr - elY_tr)
Alx_tr

* ¥ ¥ %

137

(r12_ta * (-V2x_ta * e2X_ta - V2y_ta * e2Y_ta + 1) *xx* 3)

eixo x para o tempo retardado e avancgado
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2819 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) x*x 3)
2820 + (1 / 2)

2821 *x S

2822 * (V2y - elY_tr)

282 * (Vix_tr - elX_tr)

2824 * Aly_tr

2825 / (r21_tr x (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) #*x*x 3)
826 - 1/ 2)

2827 * S

2828 x* (Vix_tr *xx 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

2829 * (Vix_tr *x elY_tr *x V2y - Viy_tr *x elX_tr * V2y - Vix_tr + elX_tr)
2830 / (r21_tr *x 2 % (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) *x 3)
2831 - 1/ 2)

2832 * S

2833 * (V2y - elY_ta)

2834 * (-Viy_ta - elY_ta)

2835 * Alx_ta

2836 / (r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1) x*x*x 3)
2837 + (1 /7 2)

838 * S

2839 * (V2y - elY_ta)

2840 * (-Vix_ta - elX_ta)

2841 * Aly_ta

2842 / (r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) xx* 3)
2843 -1/ 2)

2844 * S

2845 * (Vix_ta *x* 2 + Viy_ta **x 2 - 1)

2846 x (

2847 -Vix_ta * elY_ta *x V2y

2848 + Viy_ta * elX_ta *x V2y

2849 + Vix_ta

2850 + elX_ta

2851 )

2852 / (r21_ta **x 2 x (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) *x 3)
2853 )

2854 - V2x

2855 * V2y

2856 * (

2857 1/ 2)

2858 * S

2859 * (V2x - elX_tr)

2860 * (Vly_tr - elY_tr)

2861 * Alx_tr

2862 / (r21_tr *x (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) #*x*x 3)
2863 -1/ 2)

2864 * S

2865 * (V2x - elX_tr)

2866 * (Vix_tr - elX_tr)

2867 * Aly_tr

2868 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) #**x 3)
2869 + (1 / 2)

2870 * S

2871 * (Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)

2872 * (Vix_tr *x elY_tr * V2x - Viy_tr * elX_tr * V2x + Viy_tr - elY_tr)
2873 / (r21_tr ** 2 * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) *x 3)
2874 + (1 / 2)

2875 * S

2876 * (V2x - elX_ta)

87T * (—Vly_ta = elY_ta)

2878 * Alx_ta



2888

2889

2890

2891

2892

2893

2894

2895

2896

2897

2898

2899

2900

2901

2902

2903

2904

2905

2906

2907

2908

2935

2936

2937

2938
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/ (r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) *x 3)
17/ 2)

S

(V2x - elX_ta)

(-Vix_ta - elX_ta)

Aly_ta

(r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1) x*x 3)
1/ 2)

S

(Vix_ta **x 2 + Viy_ta **x 2 - 1)

(

* X ¥ + N X X x ¥

-Vix_ta * elY_ta * V2x
+ Viy_ta * elX_ta *x V2x
- Viy_ta

- elY_ta

/ (r21_ta ** 2 * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1)

return f£f2x

139

*x 3)

# Aceleragdo da particula 2 no eixo y para o tempo retardado e avangado
def f_aly_tr_av(

S,
x1_tr,
yl_tr,
x1_ta,
yl_ta,
X2,
y2,
Vix_tr,
Viy_tr,
Vix_ta,
Viy_ta,
V2x ,
V2y,
Alx_tr,
Aly_tr,
Alx_ta,
Aly_ta,
)
r21_tr = np.sqrt((xl_tr - x2) **x 2 + (yl_tr - y2) *x 2)
elX_tr (-x1_tr + x2) / r2l_tr
elY_tr = (-yl_tr + y2) / r2l_tr
r21_ta = np.sqrt((xl_ta - x2) **x 2 + (yl_ta - y2) *x 2)
elX_ta = (-xl1l_ta + x2) / r2l_ta
elY_ta = (-yl_ta + y2) / r2l_ta
ff2y = (-(V2x *x 2) - V2y *x 2 + 1) **x 2 * (
-V2x
* V2y
* (
-(1/ 2)
* S
* (V2y - elY_tr)
* (Viy_tr - elY_tr)
* Alx_tr
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2995 (V2x - elX_ta)
(-Viy_ta - elY_ta)
Alx_ta

(r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1) xx 3)

2996

2997

2939 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) x*x 3)
2940 + (1 / 2)
2941 * S
2942 * (V2y - elY_tr)
2943 * (Vix_tr - elX_tr)
2944 * Aly_tr
2045 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) x*x 3)
2946 - (1 / 2)
2947 * S
2048 * (Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)
2949 * (Vix_tr *x elY_tr *x V2y - Viy_tr *x elX_tr * V2y - Vix_tr + elX_tr)
2950 / (r21_tr *x 2 % (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) *x 3)
2951 - (1 / 2)
2052 * S
2053 * (V2y - elY_ta)
2954 * (-Viy_ta - elY_ta)
2955 * Alx_ta
2056 / (r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1) x*x*x 3)
2957 + (1 / 2)
2958 *x S
2959 * (V2y - elY_ta)
2960 * (-Vix_ta - elX_ta)
2061 * Aly_ta
2962 / (r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) xx* 3)
2963 -/ 2
2964 * S
2965 * (Vix_ta **x 2 + Viy_ta ** 2 - 1)
2966 * (
2967 -Vix_ta * elY_ta *x V2y
2968 + Viy_ta * elX_ta *x V2y
2069 + Vix_ta
2970 + elX_ta
2971 )
2972 / (r21_ta ** 2 * (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) *xx 3)
2973 )
2974 + (-(V2y **x 2) + 1)
2975 * (
2976 (1 /7 2)
2977 * S
2978 * (V2x - elX_tr)
2979 * (Viy_tr - elY_tr)
2980 * Alx_tr
2981 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) =xx* 3)
2982 - (1 / 2)
2083 * S
2984 * (V2x - elX_tr)
2085 * (Vix_tr - elX_tr)
2986 * Aly_tr
2987 / (r21_tr * (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) #*x*x 3)
2088 + (1 / 2)
2989 * S
2990 * (Vix_tr **x 2 + Viy_tr **x 2 - 1)
2991 * (Vix_tr * elY_tr * V2x - Viy_tr * elX_tr * V2x + Viy_tr - elY_tr)
2992 / (r21_tr **x 2 *x (-Vix_tr * elX_tr - Viy_tr * elY_tr + 1) *xx*x 3)
2993 + (1 / 2)
2994 * S
*
*
*
/

2998
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2999 - 1/ 2)

S

(V2x - elX_ta)

(-Vix_ta - elX_ta)

Aly_ta

(r21_ta * (Vix_ta * elX_ta + Viy_ta * elY_ta + 1) xx 3)
1/ 2)

S

(Viz_ta **x 2 + Viy_ta *x*x 2 - 1)
(

3009 -Vix_ta * elY_ta *x V2x

3010 + Vliy_ta * elX_ta x V2x

3011 - Viy_ta

3012 - elY_ta

3000
3001

3002

3006

3007

* X X + N X ¥ ¥ ¥

~—

3014 / (r21_ta *x 2 *x (Vix_ta * elX_ta + Vliy_ta * elY_ta + 1) x**x 3)

3018 return ff2y

3021 # ## Equagdes instant&neas para o campo simétrico (tr -> t, ta -> t) ##

3023 # Aceleragdo da particula 1 no eixo x campo simétrico
3024 def d_Vix_inst_sim(S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3026 r = np.sqrt ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) *x 2)

3027 eX = (x2 - x1) / (r)

3028 eY = (y2 - y1) / (r)

3029

3030 alx = (

3031 -(eX * S8) / (eta * r * r)

3032 + (3 * Vix * Vix * eX * eY * eY * (-eta * r + S))
3033 / (r * r * eta * (-r *x r * eta + 1))

3034 - (3 x (-eta * r + S) * eY *x eY * eX * Viy * Viy)
3035 / (r x r ¥ eta * (-r *x r * eta + 1))

3036 - (3 x (-eta * r + 8) * (2 *x eX * eX - 1) *x eY * Vix * Viy)
3037 / (r * r * eta * (-r * r * eta + 1))

3038 = (

3039 (

3040 eta * r *x (2 *x r * (-eX * eX + 2 x eY *x eY) - 3 *x S * eY * e¥)
3041 + 3 *x eX *x eX

3042 -1

3043 )

3044 * eX

3045 * S

3046 * V2x

3047 * V2x

3048 )

3049 / (r * r * eta * (-r *x r * eta + 1))

3050 - (

3051 eX

3052 *x

3053 eta * (3 * S *x r * eY *x eY - r *x r * (6 * eY *x eY - 1))
3054 + 3 *x eY *x eY

3055 -1

3056 )

305 * S

3058 * V2y



3059
3060
3061

3062
3063
3064
3065
3066
3067
3068
3069

3070

3080
3081
3082
3083

3084

3086
3087
3088
3089
3090
3091
3092
3093
3094
3095
3096
3097
3098

3099

3108
3109

3110
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)
/

~

+ ~ +

~

142
* V2y
(r * r *x eta * (-r * r *x eta + 1))
(
3
* S
* eY
* (
eta * v * (r * (-4 * eX * eX + 1) + S * (2 * eX * eX - 1))
+ 2 *x eX *x eX
)
* V2x
* V2y

(r * r * eta * (-r * r *x eta + 1))
(eY * eY * eX * Vix *x V2x) / (eta * r * r * r)

((eY * eY * eta * r * r - S *x r + eX *x eX) *x eY x Vix x V2y)
(eta * r * r * r ¥ (-r *x r * eta + 1))
(

(-((eX * eX + 1) * S - r) * r * v *x eta + S * eX * eX)

* S

* eY

* Viy

* V2x

(eta * r * r * r * (-r * r * eta + 1))
((-S * eX * eX + r) * eX * S x Viy *x V2y) / (eta * r * r * 1)

return alx

# Aceleracgdo da particula 1 no eixo y campo simétrico

def d_Viy

_inst_sim(S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

r = np.sqrt ((x2 - x1) ** 2 + (y2 - yl) *x 2)

eX
eY

aly =

~N + N1

~

)
/

(x2 - x1) / (r)
(y2 - y1) / (r)

(
(eY * S) / (r *x r *x eta)
((3 *x (-eta * r + S)) * eX * eX *x eY * Vix * Vix)

(eta * r * r * (-eta * r * r + 1))
(3 * eX x eX * (-eta * r + S) *x eY x Viy x* Viy)
(r * r *x eta * (-eta * r *x r + 1))
((3 * (2 x eY *x eY - 1)) * (-eta * r + S) *x eX * Vix * Viy)
(r * r * eta * (-eta * r * r + 1))
(
(
eta * (3 * S *x r * eX * eX - (6 * eX * eX - 1) * r *x r)
+ 3 *x eX x eX
-1
)
* S
* eY
* V2x
* V2x

(r * r * eta * (-eta * r * r + 1))

(



3146
3147
3148
3149

3150

3163
3164
3165
3166
3167
3168
3169
3170
3171

3172
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eY

eta * r * (2 *x r *
+ 3 *x eY * eY
-1

*

V2y
V2y

*

)
/ (r * v * eta * (-eta * T

- (

eX

* ¥ ¥ W

eta * r *x (r *x (-4
+ 2 *x eY * eY

*

V2x
* V2y

(r * r ¥ eta * (-eta * r
((-8 * eY * eY + r) * eY
(

o+~

eX
(-((eY *x eY + 1) x S
Vix
V2y

*¥ ¥ ¥ ¥ W

(eta * r * T * r * (-eta
(eX * (eX * eX * eta * r
(eta * r * T *x v * (-eta

~N + N

(2 * eX * eX -

*

*

*

*
*
*

- (eX * eX * eY x Viy * V2y)

return aly

143

eY * eY) - 3 ¥ S * eX * eX)

r + 1))

eY * eY + 1) + S * (2 *x eY * eY - 1))

r + 1))
S * Vix *x V2x) / (eta * r * r * r)

r) * r *x r *x eta + S * eY * eY)

r x r + 1))

r - S *xr + eY * eY) *x Viy * V2x)
r xr + 1))

/ (eta * r x r * r)

# Aceleragdo da particula 2 no eixo x campo simétrico

def d_V2x_inst_sim(S, eta, x1,

yi,

r = np.sqrt ((x2 - x1)

eX = (x2 - x1) / (r)
eY = (y2 - y1) / (x)
a2x = (
(eX * 8) / (r * r)
+ (
eX
S
(

3 x eX * eX
-1

X2,

y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

*k 2 + (y2 - y1) *x%x 2)

- 3 % S xr x eY *x e¥Y

|

*

Vix
Vix

*

(2 * (3 * eX * eX

- 2)) * eta * r *x r
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3179 )

3180 / (r x r * (-eta * r *x r + 1))

3181 + (

3182 eX

3183 * S

3184 *x (

3185 3 %*x S x r *x eY *x eY

3186 + 3 *x eY *x eY

3187 -1

3188 - (6 * eY * eY - 1) * eta * r *x r
3189 )

3190 * Viy

3191 * Viy

3192 )

3193 / (r * r x (-eta * r *x r + 1))

3194 + (

3195 8

3196 * S

3197 * eY

3198 * (

3199 eta * r *x r * (-4 * eX *x eX + 1)
3200 + S *x r x (2 *x eX * eX - 1)

3201 + 2 % eX * eX

3202 )

3203 * Vix

3204 * Viy

3205 )

3206 / (r * r * (-eta * r *x v + 1))

3207 - (3 * eY *x eY *x (S - r) *x eX * V2x * V2x)
3208 / (r x r * (-eta * r *x r + 1))

209 + (3 * (S - r) * eY *x eY * eX *x V2y * V2y)
3210 / (r x r * (-eta * r *x r + 1))

3211 + (3 *x (S - 1) * eY *x (2 * eX * eX - 1) * V2x * V2y)
3212 / (r * r * (-eta * r *x r + 1))

3213 + (eY * eY x eX *x Vix * V2x) / (eta * r *x r * r)
3214 - (

3215 S

3216 *x (

3217 eta * eta * r *x r * T

3218 - S *r xr * (eX * eX + 1) * eta
3219 + S *x eX *x eX

3220 )

3221 * eY

3222 ¥ Vix

3223 * V2y

3224 )

3225 / (eta * r * r * r * (-eta * r * r + 1))
3226 - ((eX * eX + eta * (eY * eY * r x r - S * r)) * eY x Viy x V2x)
3227 / (eta * r * r * r * (-eta *x r * r + 1))
3228 - ((-8 * eX *x eX + eta *x r) * eX * S * Viy * V2y) / (eta * r * r * 1)
3229 )

3230

3231 return a2x

3232

3233

3234 # Aceleragdo da particula 2 no eixo y campo simétrico
3235 def d_V2y_inst_sim(S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3237 r = np.sqrt((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) *x 2)
3238 eX = (x2 - x1) / (r)



3294

3296

3297

3298
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eY

a2y

(y2 - y1) / (r)

(

(eY * S8) / (r * r)

S

eY
Vi
Vi

3 *x eX *x eX
-1
+ 3 * S *x r *x eX

X
X

145

* eX

eta * r * r * (6 * eX * eX - 1)

/ (r * v * (-eta * v * r + 1))

eY
S

Vi
Vi

3 *x eY * eY

-1

-3 %x S x r *x eX
- 2

y

y

* eX

* eta * v * r * (-2 * eX * eX + eY * e¥Y)

/ (r * v x (-eta * v *x r + 1))

+ (
(
)
*
*
*
*
)
+ (
(
)
*
*
*
*
)
+ (
3
*
*
)
*
*
*
)
/ (r *
+ (3 =
/ (r x
- (3 *
/ (r *
+ (3 x*
/ (r *
- ((-s
/

(eta * r *x r *

(

S

X

)

X

eX
(

S
Vi
Vi

T
(
T
(
T
e
T
*

+
(eX * (eta * r * (eX
r * (-eta * r * r + 1))

(

eX

eta * r *x r * (-4 * eY *x eY + 1)
+ S *xr *x (2 *x eY x eY - 1)

+ 2 *x eY *x eY

X
y

* (-eta * r * r
S - r) * eX *x eX
* (-eta * r * r
S - r) * eX *x eX
* (-eta * r *x r
X *x (S - 1) * (2
* (-eta * r *x r
eY *x eY eta *

1))

eY * V2x * V2x)

1))

eY *x V2y * V2y)

1))

eY * eY - 1) *x V2x * V2y)

+ 1))

r) * eY * S * Vix * V2x) / (eta * r * r * 1)
eX * r - S) + eY *x eY) *x Vix * V2y)

* + X + * +

eta * eta * r * r % r
- S *xr *xr * (eY ¥ eY + 1) * eta

+ S *x eY *x eY
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3299 * Viy

3300 * V2x

3301 )

3302 / (eta * r * r * r * (-eta * r * r + 1))

3303 + eX * eX *x eY x Viy *x V2y / (eta * r * r * r)
3304 )

3305
3306 return a2y

3307
3300 # Equagdes instanténeas lineares para o campo simétrico (tr -> t, ta -> t)

3311 # Aceleragdo da particula 1 no eixo x linear campo simétrico
3312 def d_Vix_inst_linear_sim(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3314 alx = (

3315 -S

3316 * (x2 - x1)

3317 / (((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2) *x (3.0 / 2.0) * eta)
3318 )

3319

3320 return alx

3323 # Aceleragdo da particula 2 no eixo x linear campo simétrico
3324 def d_V1y_inst_linear_sim(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3326 aly = (

3327 -S

3328 * (y2 - y1)

3329 / (((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl1) **x 2) *x (3.0 / 2.0) * eta)
3330 )

3331

3332 return aly

3335 # Aceleragdo da particula 2 no eixo x linear campo simétrico
3336 def d_V2x_inst_linear_sim(S, eta, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3338 a2x = S * (x2 - x1) / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) **x (3.0 / 2.0)
3339

3340 return a2x

3341

3312 # Aceleracgdo da particula 2 no eixo y linear campo simétrico

3313 def d_V2y_inst_linear_sim(S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

3345 a2y = S * (y2 - y1) / ((x2 - x1) **x 2 + (y2 - yl) **x 2) *x*x (3.0 / 2.0)

3346

3347 return a2y

3348

3349

3350 # ### Modelos de Runge-Kutta para os campos vetorias com campo simétrico ###

3351

3352 # Runge-Kutta 4 ordem para o campo simétrico instant@neo - Aproximacgdo de ordem
zero do campo

3353 def rk4_sim(S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, step):

3355 x1_1 Vix * step
3356 yl_1 = Viy * step
3357 x2_1 V2x * step



3360
3361
3362
3363
3364
3365
3366
3367
3368

3369

3390
3391
3392
3393
3394
3395
3396
3397
3398

3399

y2_1 =
Vix_1
Viy_1
V2x_1
V2y_1
x1_k =
yl_k =
x2_k =
y2_k =
Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k
x1_2
yl_2 =
x2_2 =
y2_2 =
Vix_2
d_
)
*
)
Viy_2
d
)
*
)
V2x_2
d
)
*
)
V2y_2
d
)
*
)
x1_k =
yl_k =
x2_k =
y2_k =
Vix_k
Viy_k
V2x_k
V2y_k
x1_3 =
yl_3 =
x2_3 =

y2_3

V2y =*

Il

step

x1 + x1_1 * O.
yl + y1_1 *x O.
x2 + x2_1 *x 0.
y2 + y2_1 % 0.
= Vix + Vix_1 *
Viy + Viy_1 =
= V2x + V2x_1 x*
= V2y + V2y_1 =x*
Vix_k * step
Viy_k * step
V2x_k * step
V2y_k * step
= (
Vix_inst_sim(
S, eta, x1_k,
step
= (
_Viy_inst_sim(
S, eta, x1_k,
step
= (
_V2x_inst_sim(
S, eta, x1_k,
step
= (
_V2y_inst_sim(
S, eta, x1_k,
step
x1l + x1_2 *x 0.
yl + y1_2 *x O.
x2 + x2_2 * 0.
y2 + y2_2 x 0.
= Vix + Vix_2 x*
= Viy + Viy_2 x*
= V2x + V2x_2 *
= V2y + V2y_2 x*
Vix_k * step
Viy_k * step
V2x_k * step
V2y_k * step

oo o1

oo o1 ;o

yl_k,

yl_k,

yl_k,

yl_k,

O O O O

O O O O
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d_Vix_inst_sim(S,
d_Viy_inst_sim(S,
d_V2x_inst_sim(S,
d_V2y_inst_sim(S,

(S22 e RNyl

oo o ;n

eta,
eta,
eta,
eta,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x1,
x1,
x1,
x1,

yi,
yi,
yi,
yi,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2,
y2,
y2,
y2,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix,
Vix,
Vix,
Vix,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy,
Viy,
Viy,
Viy,

V2x ,
V2x,
V2x,
V2x,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,
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V2y)
V2y)
V2y)
V2y)

* X X ¥

V2y_k

V2y_k

V2y_k

V2y_k

step
step
step
step
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Vix_3 =

(

d_Vix_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

(

d_Viy_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

(

d_V2x_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

(

d_V2y_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

x1

x2
y2

~<
=
+ o+ o+ o+

Vix
Viy
V2x
V2y

Vix_k
Viy_k
Va2x_k
V2y_k

(

x1_3
y1_3
x2_3
y2_3

Vix_3
Viy_3
V2x_3
V2y_3

+ o+ o+ o+

step
step
step
step

* ¥ ¥ %

d_Vix_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

(

d_Viy_inst_sim(
S, eta, x1_k,

tep

(

d_V2x_inst_sim(
S, eta, x1_k,

)

* s
)
Viy_3 =

)

* s
)
V2x_3 =

)

* s
)
V2y_3 =

)

* s
)
x1_k
yl_k =
x2_k =
y2_k =
Vix_k =
Viy_k
V2x_k =
V2y_k =
x1_4 =
yl_4 =
x2_4 =
y2_4 =
Vix_4 =

)

* s
)
Viy_4 =

)

* s
)
V2x_4 =

)

* s
)

V2y_4 =

tep

(

yl_k,

yl_k,

yl_k,

yl_k,

yi_k,

yi_k,

yl_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

x2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

y2_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Vix_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

Viy_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,

V2x_k,
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V2y_k

V2y_k

V2y_k

V2y_k

V2y_k

V2y_k

V2y_k



3489
3490
3491
3492
3493
3494

3495

3498
3499
3500

3501

3505

3506

3509
3510

3511
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d_V2y_inst_sim(

S, eta, x1_k, yi1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
)
* step
)
x1 = x1 + (x1_1 + 2 *x (x1_2 + x1_3) + x1_4) / 6
yl = y1 + (y1_1 + 2 x (y1_2 + y1_.3) + y1_4) / 6
x2 = x2 + (x2_1 + 2 *x (x2_2 + x2_3) + x2_4) / 6
y2 = y2 + (y2_1 + 2 * (y2_2 + y2_3) + y2_4) / 6
Vix = Vix + (Vix_1 + 2 * (Vix_2 + V1x_3) + Vix_4) / 6
Viy = Viy + (Viy_1 + 2 * (Viy_2 + V1iy_3) + Viy_4) / 6
V2x = V2x + (V2x_1 + 2 *x (V2x_2 + V2x_3) + V2x_4) / 6
V2y = V2y + (V2y_1 + 2 * (V2y_2 + V2y_3) + V2y_4) / 6
return step, x1, yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y
 # Aplicagdo do método Runge Kutta para o campo simétrico instantédneo - Aproxima

cdo de ordem =zero
def rk4_method_inst_sim(
path, n, m,

f, t, dt, S, eta, x1, yl1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, count=10

) 3
contador = 0
with open(path, "w") as outfile:
outfile.write (£"{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {V2y} \n")
for in tqdm(range(l, m + 1, 1)):
contador += 1
for _ in range(l, n + 1, 1):
t += dt
dt_atual, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rk4_sim(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt
)
dt = dt_atual
if contador == count:
outfile.write(
fr{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n"
)
contador = 0
if (np.sqrt(V2x *x* 2 + V2y x* 2) > 0.8) or (
np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2
) g
break
vx = V2x - Vix
vy = V2y - Viy
rr = np.sqrt((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1))
ex (x2 - x1) / (rr)
ey (y2 - y1) / (rr)
DT = (-vx * ey + vy * ex) / (rr)
dt = (2.0 * np.pi) / (DT * n) / £
if (np.sqrt(V2x ** 2 + V2y ** 2) > 0.8) or (rr < 2):
break
# Campo para calcular no tempo de retardo e avangado - Aproximagdo de ordem 1

def campo_w_sim(S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y):

tr

-np.sqrt ((x2 - x1) *x 2.0 + (y2 - yl1) =*x 2)



3547

3549

3559
3560
3561
3562
3563
3564
3565
3566
3567
3568
3569
3570
3571

3572
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ES

)

Aly

xl_tr, yl_tr, x2_tr,
S, eta, x1, yi,

y2_tr,

x2, y2, Vix,

_tr = d_Vi1x_inst_linear_sim(

S, eta, x1_tr,

yl_tr,

x2_tr,

_tr = d_V1iy_inst_linear_sim(

S, eta, x1_tr,

yl_tr,

x2_tr,

_tr = d_V2x_inst_linear_sim(

S, eta, x1_tr,

yl_tr,

Xx2_tr,

_tr = d_V2y_inst_linear_sim(

S, eta, x1_tr,

yl_tr,

x2_tr,

Vix_tr,

Viy_tr,

Viy, V2x, V2y,

y2_tr,

y2_tr,

y2_tr,

y2_tr,

Vix_tr,

Vix_tr,

Vix_tr,

Vix_tr,

= np.sqrt ((x2 - x1) ** 2.0 + (y2 - yl) **x 2)

xl_ta, yl_ta, x2_ta,
S, eta, x1, yi1,

y2_ta,

x2, y2, Vix,

_ta = d_Vix_inst_linear_sim(

S, eta, x1_ta,

yl_ta,

x2_ta,

_ta = d_Vliy_inst_linear_sim(

S, eta, x1_ta,

yl_ta,

x2_ta,

_ta = d_V2x_inst_linear_sim(

S, eta, x1_ta,

yl_ta,

x2_ta,

_ta = d_V2y_inst_linear_sim(

S, eta, x1_ta,

= f_alx_tr_av(
S,
eta,
x1,

yi,
xX2_tr,
y2_tr,
x2_ta,
y2_ta,
Vix,
Viy,
V2x_tr,
V2y_tr,
V2x_ta,
V2y_ta,
A2x_tr,
A2y_tr,
A2x_ta,
A2y_ta,

= f_aly_tr_av(
S,

eta,

x1,

yl_ta,

x2_ta,

Vix_ta,

Viy_ta,

Viy, V2x, V2y,

y2_ta,

y2_ta,

y2_ta,

y2_ta,

Vix_ta,

Vix_ta,

Vix_ta,

Vix_ta,

V2x_tr,
tr

Viy_tr,

Viy_tr,

Viy_tr,

Viy_tr,

V2x_ta,
ta

Viy_ta,

Viy_ta,

Viy_ta,

Viy_ta,

V2y_tr

V2x_tr,

V2x_tr,

V2x_tr,

V2x_tr,

V2y_ta

V2x_ta,

V2x_ta,

V2x_ta,

V2x_ta,
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rk4_sim(

V2y_tr

V2y_tr

V2y_tr

V2y_tr

rk4_sim(

V2y_ta

V2y_ta

V2y_ta

V2y_ta



3598
3599
3600
3601

3602
3603
3604
3605
3606
3607
3608
3609
3610
3611

3612
3613
3614
3615
3616
3617
3618
3619

3620

3633
3634
3635
3636
3637
3638
3639
3640
3641
3642
3643
3644
3645
3646
3647
3648
3649
3650
3651
3652
3653

3654

3655 # Runge -Kutta 4 ordem com o tempo de retardo e avancgado
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yi,
Xx2_tr,
y2_tr,
x2_ta,
y2_ta,
Vix,

Viy,

V2x_tr
V2y_tr
V2x_ta
V2y_ta
A2x _tr
A2y_tr
A2x_ta
A2y_ta

-

A2x = f_a2x_tr_av(

S,
x1_tr,
yl_tr,
xl_ta,
yl_ta,
X2,
y2,
Vix_tr
Viy_tr
Vix_ta
Viy_ta
V2x ,
v2y,
Alx_tr
Aly_tr
Alx_ta
Aly_ta

A2y = f_a2y_tr_av(

S,
x1_tr,
yl_tr,
x1_ta,
yl_ta,
x2,
y2,
Vix_tr
Viy_tr
Vix_ta
Viy_ta
V2x,
V2y,
Alx_tr
Aly_tr
Alx_ta
Aly_ta

return Alx

1 do campo

>

Aly,

A2x ,

A2y

151
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3656 def rk4_tr_av(S, eta, x1, yil, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, h):

3657

3658 x1_1 = Vix *x h
3659 yl_1 = Viy *x h
3660 x2_1 = V2x *x h
3661 y2_1 = V2y * h

3662
3663 Vix_1, Viy_1, V2x_1, V2y_1 = campo_w_sim(
3664 S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

3665 )

3666 Vix_1 = Vix_1 *x h

3667 Viy_1 = Viy_1 * h

3668 V2x_1 = V2x_1 * h

3669 V2y_1 = V2y_1 *x h

3670

3671 x1_k = x1 + x1_1 % 0.5
3672 yl_k = y1 + y1_1 % 0.5
3673 x2_k = x2 + x2_1 *x 0.5
3674 y2_k = y2 + y2_1 *x 0.5
3675 Vix_k = Vix + Vix_1 *x 0.5
3676 Viy_k = Viy + Viy_1 * 0.5
3677 V2x_k = V2x + V2x_1 * 0.5
3678 V2y_k = V2y + V2y_1 * 0.5
3680 x1_2 = Vix_k * h

3681 yl_2 = Viy_k * h

3682 x2_2 = V2x_k * h

3683 y2_2 = V2y_k * h

3684

3685 Vix_2, Viy_2, V2x_2, V2y_2 = campo_w_sim(
3686 S, eta, x1_k, yl_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
3687 )

3688 Vix_2 = V1x_2 * h

3689 Vly_? = Vly_? * h

3690 V2x_2 = V2x_2 *x h

3691 V2y_2 = V2y_2 *x h

3692

3693 x1_k = x1 + x1_2 *x 0.5
3694 yl_k = y1 + y1_2 *x 0.5
3695 x2_k = x2 + x2_2 * 0.5
3696 y2_k = y2 + y2_2 *x 0.5
3697 Vix_k = Vix + V1ix_2 *x 0.5
3698 Viy_k = Viy + Viy_2 * 0.5
3699 V2x_k = V2x + V2x_2 * 0.5
3700 V2y_k = V2y + V2y_2 *x 0.5
3701

3702 x1_3 = Vix_k * h

3703 yl1_3 = Viy_k * h

3704 x2_3 = V2x_k * h

3705 y2_3 = V2y_k * h

3706

3707 Vix_3, V1iy_3, V2x_3, V2y_3 = campo_w_sim(

3708 S, eta, x1_k, y1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
3709 )

3710 Vix_3 = V1ix_3 * h

3711 Viy_3 = V1iy_3 *x h

3712 V2x_3 = V2x_3 * h

3713 V2y_3 = V2y_3 *x h

3715 x1_k = x1 + x1_3



%}

w

3770

APENDICE E. CODIGO FONTE 153
yl_k = y1 + y1_3
x2_k = x2 + x2_3
y2_k = y2 + y2_3
Vix_k = Vix + V1x_3
Viy_k = Viy + Viy_3
V2x_k = V2x + V2x_3
V2y_k = V2y + V2y_3
x1_4 = Vix_k * h
yl_4 = Viy_k * h
x2_4 = V2x_k * h
y2_4 = V2y_k * h
Vix_4, Viy_4, V2x_4, V2y_4 = campo_w_sim(
S, eta, x1_k, y1_k, x2_k, y2_k, Vix_k, Viy_k, V2x_k, V2y_k
)
Vix_4 = Vix_4 *x h
Viy_4 Viy_4 * h
V2x_4 = V2x_4 * h
V2y_4 = V2y_4 * h
x1 = x1 + (x1_1 + 2 * (x1_2 + x1_3) + x1_4) / 6
yl = y1 + (y1_1 + 2 * (y1_2 + y1_.3) + y1_4) / 6
x2 = x2 + (x2_1 + 2 x (x2_2 + x2_3) + x2_4) / 6
y2 = y2 + (y2_1 + 2 x (y2_2 + y2_3) + y2_4) / 6
Vix = Vix + (Vix_1 + 2 * (Vix_2 + V1x_3) + Vix_4) / 6
Viy = Viy + (Viy_1 + 2 % (Viy_2 + V1iy_3) + Viy_4) / 6
V2x V2x + (V2x_1 + 2 *x (V2x_2 + V2x_3) + V2x_4) / 6
V2y = V2y + (V2y_1 + 2 * (V2y_2 + V2y_3) + V2y_4) / 6
return h, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

# Aplicacdo do método Runge-Kutta com
de ordem 1

def rk4_method_tr_va(
path, n, m, £, t, dt, S,

eta, x1,

with open(path, "w") as outfile:
outfile.write(£f"{t} {x1} {y1}

tempo de retardo e avangado Aproximacgéo

yl, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y

{x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {vV2y} \n")

for in tgqdm(range(l, m + 1, 1)):
for _ in range(l, n + 1, 1):
t += dt
dt_atual, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y = rkd_tr_av(
S, eta, x1, y1, x2, y2, Vix, Viy, V2x, V2y, dt
)
dt = dt_atual
outfile.write(
fr{t} {x1} {y1} {x2} {y2} {vix} {viy} {v2x} {v2y} \n"
)
if (np.sqrt(V2x **x 2 + V2y x* 2) > 0.8) or (
np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - y1)) < 2
D
break
vx = V2x - Vix
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vy =

rr
ex
ey
DT
dt

o

V2y - Viy

154

np.sqrt ((x2 - x1) * (x2 - x1) + (y2 - y1) * (y2 - yi1))
(x2 - x1) / (rr)
(y2 - y1) / (rr)
(-vx *x ey + vy * ex) / (rr)

(2.0 * np.pi) / (DT * n) / £
if (np.sqrt(V2x *x 2 + V2y ** 2) > 0.8) or (rr < 2):

break

Codigo E.2: func.py



