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Resumo

Analise dindmica a partir de um modelo nao-linear para o eletrocardiograma

e estudo sobre a classificagao de patologias utilizando dindmica simbdlica
Autor: TTAGO LEITE PEREIRA

Orientador: Aline Souza de Paula, Dra. (ENM/ UnB)

Programa de P6s Graduagao em Ciéncias Mecanicas

Brasilia, 18 de fevereiro de 2022

O coragao pode ser visto como um rico problema multifisico, pois para seu entendimento
completo é necessario entender as contracoes musculares, impulsos elétricos que geram essas
contracoes e a dindmica de escoamento do sangue. Por ser um 6rgao que exerce uma funcao
fisiol6gica muito importante diversos modelos matematicos foram desenvolvidos, alguns
deles referentes aos impulsos elétricos que geram o ritmo cardiaco. A onda capturada no
eletrocardiograma esta relacionada com despolarizacao e polarizagao das células do misculo
atrial e ventricular as fibras especializadas excitatoérias e condutoras. O modelo matematico
apresentado por Gois e Savi (2009) é capaz de reproduzir o sinal mensurado no ECG e é
baseado em um modelo constituido de trés osciladores acoplados do tipo de Van der Pol
modificado. A partir desse modelo apresenta-se uma anélise dindmica a fim de investigar
diferentes ritmos/comportamentos cardiacos. Ao identificar um comportamento normal
do ritmo cardiaco percebemos através da secao de Poincaré que a resposta é periddica.
Sao também investigadas as seguintes patologias: Flutter e Fibrilacao Atrial; Flutter e
Fibrilagao Ventricular. Algumas dessas respostas estao relacionadas com comportamento
peridédico e outras com resposta nao-periédicas. Diagramas de bifurcacdo sao apresentados
a fim de mostrar a rota do comportamento normal para comportamentos patolégicos a
partir da variacao de diferentes parametros. A classificagdo dos sinais obtidos no modelo é
investigada através da utilizacao da dindmica simbolica, consolidando uma sequéncia de
procedimentos implementada através de diversos conceitos fundamentais. Essa sequéncia
de procedimentos é investigada em trés estudos distintos, todos com o objetivo de realizar
a classificacao das patologias flutter atrial, fibrilagao atrial, flutter ventricular, fibrilacao
ventricular quando comparadas ao caso normal. Os procedimentos sdo capazes de realizar

a classificacdo mesmo na presenca de ruido adicionado nas séries temporais.

Palavras-chaves: Analise Nao Linear; Caos; Modelo Cardiaco; Sinais Biolégicos.



Abstract

Analysis of a non-linear model of the electrocardiogram and the classification

of pathologies and a study to classificate pathologies using symbolic dynamics
Author: TTAGO LEITE PEREIRA

Supervisor: Aline Souza de Paula, Dra. (ENM/ UnB)

PhD in Mechanical Sciences

The heart can be considered as a rich multiphysics problem, because to fully understand
it, one must understand the muscle contractions, electrical impulses that produce those
contractions and the dynamics of blood flow. As it is an organ that performs a very
important physiological function, several mathematical models have been developed,
some of wich relate to the electrical impulses that generate the heart rhythm. The wave
recorded in the electrocardiogram is related to depolarization and polarization of the atrial
and ventricular muscle cells and the specialized excitatory and conductive fibers. The
mathematical model presented by Gois e Savi (2009) is capable of reproducing the signal
measured on the ECG and is based on a model consisting of three coupled oscillators
of the modified Van der Pol type. Based on this model, a dynamic analysis is presented
in order to investigate different cardiac rhythms/behaviours. When identifying a normal
behavior of the heart rhythm, we perceive through the Poincaré section that the response
is periodic. The following pathologies are also investigated: Flutter and Atrial Fibrillation;
Flutter and Ventricular Fibrillation. Some of these responses are related to periodic
behavior and others to non-periodic responses. Bifurcation diagrams are presented in order
to show the route from normal behavior to pathological behavior from the variation of
different parameters. The classification of the signals obtained in the model is investigated
through the use of symbolic dynamics, consolidating a sequence of procedures implemented
through several fundamental concepts. This sequence of procedures is investigated in three
different studies, all with the objective of classifying the pathologies of atrial flutter, atrial
fibrillation, ventricular flutter, and ventricular fibrillation when compared to the normal
case. The procedures are able to perform the classification even in the presence of noise

added in the time series.

KeyWords:: Non Linear Analisys; Chaos; Cardiac Model; Biological Signal, Symbolic

Dynamic.
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1 Introducao

A fascinagao por descobrir o que hé debaixo da pele nos remete aos pais da fisiologia
Erasistrato e Herofilo século IT a.C que fundaram uma escola de anatomia, onde hé os
primeiros registros de dissecacao do corpo humano. Quatro séculos depois a dissecacao do
corpo humano foi proibida, passando 700 anos sem grandes observagoes, esse periodo se
finda com a criacao da primeira universidade de medicina em Salerno, na Italia (Rezende,
2009). O periodo renascentista traz fortemente a filosofia do antropocentrismo, focando
assim em investigar de forma extensa o homem e seu corpo. As consequéncias desse
periodo podem ser observada através da elaboracao do primeiro Atlas de Anatomia em
1543 (Vesalius Andreas, 2009).

Em 1643, mais de um século depois, nasce Isaac Newton, que ao longo de sua vida
estabelece a observacao de fendomenos naturais e os descreve de forma matematica, contudo
seu grande marco foi estabelecer uma nova area da matematica conhecida como calculo
diferencial. Essa ferramenta matematica permite que a modelagem de eventos naturais se
torne menos contraditério, por exemplo, através da utilizagao de Equacgoes Diferenciais
Ordinérias (EDO’s) ou Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s).

A interpretacao e observacao de natureza possibilita a proposicdo de modelos
simplificados para eventos fisicos, bioldgicos, quimicos, sociais, dentre outros. Dessa diver-
sidade de modelos, alguns utilizam uma linguagem matematica em sua representacao que
é verificada através de experimentacao. Quando comprovados os modelos simplificadores,
sao investigados e aprimorados. As diversas camadas desse processo constroem fortemente

a fundamentacao de novas areas e a expansao da compreensao dos eventos naturais.

Esses modelos quando utilizam ferramentas matematicas (EDO’s e EDP’s) possi-
bilitam uma deducdo menos contraditoria dos eventos. Contudo, cabe aos pesquisadores
observar se esses modelos nao contraditorios representam com veracidade os eventos reais.
Nesse processo podem ser observados quatro principais passos: observacao do fenémeno,

representacao por equagoes, solucao e analise dos resultados.

Os modelos podem apresentar nao-linearidades, com isso encontrar respostas
analiticas pode se tornar trabalhoso. Através da utilizacao de métodos numéricos, solucionar
equacoes nao lineares se torna possivel devido ao auxilio de computadores. Desta forma
sistema dinamicos podem ser investigados de forma precisa. Como observado através das

investigacoes feitas por Lorenz em um modelo de previsao meteorologico baseado em um



sistema simplificado para o processo de convecgao térmica (Lorenz, 1963). Foi através
desse estudo que se iniciaram as investigagoes numéricas de respostas cadticas. Contudo,

Poincaré ja tinha previsto alguns desses fenémenos no fim do século XIX.

A palavra caos esta relacionada com a ideia de imprevisibilidade e desordem. O
que pode ser visto até em sua etimologia que significa abismo tenebroso. Quebra-se com a
palavra caos a ideia de previsibilidade de sistemas deterministicos, contudo se conserva a

ideia de causalidade.

O entendimento de comportamentos nao lineares em sistemas biolégicos pode ser
de grande auxilio para o desenvolvimento de tecnologias que permitam a identificacao e
tratamento de doengas, entendimento da fisiologia, comportamento da dinamica populaci-
onal de espécies, entre outros. (Goldberger, Rigney e West, 1990; Hassell, Comins e Mayt,
1991; Ellner, 1991; Petrovskii e Malchow, 2001).

As analises de dindmica nao linear quando aplicadas a sistemas biologicos e ritmos
cardiacos possuem implicagdes importantes tanto para as ciéncias basicas quanto para as
analises de cardiologia clinica. Grande visibilidade foi dada para as abordagens de sistemas
biologicos utilizando ferramentas de dindmica nao-linear e caos. O trabalho de Chialvo e
Jalife (1987), publicado na revista Nature, mostra a visibilidade que foi alcancada pela

coemergéncia de uma area vinda da matematica e da biologia.

Os padroes de propagacao de onda e excitacdo no tecido cardiaco podem ser
extremamente complexos e variam com a frequéncia cardiaca. Comportamentos desse tipo
estao relacionados a teoria do caos, onde nao linearidades em sistemas deterministicos

causam fendmenos imprevisiveis e uma forte dependéncia as condi¢oes iniciais.

O entendimento da fisiologia da dinamica cardiaca se faz necessario antes de se
iniciar um estudo sobre sua observagao e andlise através do eletrocardiograma (ECG). O
ECG ¢é a observacao da dinamica cardiaca através dos impulsos elétricos gerados no ciclo

de batimento, quando medidos na superficie da pele.

O coragao é um o6rgao muscular oco pertencente ao sistema cardiovascular, se
contrai de forma ritmica e peridédica proporcionando a circulacao do sangue através da rede
vascular. Possui quatro cameras: atrio direito e esquerdo e ventriculo direito e esquerdo.
O sangue chega nos atrios e ¢ bombeado nos ventriculos. Assim sendo o ciclo cardiaco é
baseado no processo de contracao e relaxagao dos ventriculos e atrios, o movimento de

contragao muscular conhecido como sistole e o de relaxamento conhecido por diastole.

O movimento de contracao e relaxacao dos musculos cardiacos acontece devido ao
potencial de acdo (PA) que é a diferenca de carga elétrica do interior e exterior das células
cardiacas. O PA cardiaco é ativado no né sinoatrial que se propaga até o atrio ventricular,
onde sofre um processo de defasagem. Esse sinal defasado se direciona ao feixe de His
e finalmente chega as fibras de Purkinje. Diferente de todos os outros érgaos o coragao
¢é independente, pois possui seu proprio esquema de excitagao, iniciado no né sinoatrial,

propagado por um potencial de acao.



O potencial de agao (PA) é responsavel pela contracao muscular, Hodgkin e Huxley
(1952) descreveram esse fendmeno pela primeira vez através de um conjunto de EDO’s,
por esse motivo receberam o prémio Nobel em 1963. Em sintese o estudo explicava o

mecanismo idénico implicito no inicio e na propagacao dos potenciais de acao.

Ao observar esses fendmenos biologicos alguns modelos matematicos surgem a
fim de descrever os processos bio-fisicos envolvidos na dindmica cardiaca. Isto posto,
pode-se verificar que esse trabalho estabelece uma pesquisa que concerne na investigacao
de modelos matematicos que descrevem as ondas observadas no ECG. O modelo de Van
der Pol e Grundziski sao modelos bésicos que descrevem o potencial de a¢do. J4 o modelo
de Gois descreve a propagacao do potencial de agdo entre os trés nos cardiacos principais:

Sino Atrial, Atrio Ventricular, Feixe de His Purkinj.

Os trés modelos apresentam respostas nao periédicas que podem estar relacionados a
patologias, contudo o modelo de Gois, por realizar uma descrigdo mais completa, apresenta
respostas ditas Normais e de quatro patologias: Flutter Atrial, Fibrilacao Atrial, Flutter

Ventricular, Fibrilagdo Ventricular.

Este trabalho mostra que diversos fenéomenos inicialmente apresentados de modo
teérico em dindmica cardiaca podem ser observados também em ondas elétricas geradas no
ciclo de batimento do coracao. Onde algumas patologias estao relacionadas com respostas

cadticas e surgimento de bifurcagoes.

Através das respostas do modelo matematico, uma ferramenta de classificacdo dos
comportamentos é desenvolvida utilizando os conceitos de dinamica simbdélica, percebe-se

um bom padrao de classificacdo dos resultados

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho compreende na investigacao de um modelo mateméa-
tico capaz de reproduzir um sinal de Eletrocardiograma (ECG) sintético em funcionamento

normal e patoldgico e a classificacdo de patologias a partir de sinais do ECG.

Como objetivos especificos pode-se listar:
o entendimento do sistema cardiaco, com o foco nos fenémenos relacionados com sua
representacao matematica;

« utilizacdo de ferramentas nao-lineares para identificagdo dos comportamentos: perié-

dicos, cadticos e quasi-periddicos;
« analise da rota do comportamento normal no ECG até patologias;

o emprego de dinamica simbdlica para classificacdo de comportamentos normal e

patoldgicos.



1.2 Metodologia

Nesse trabalho realiza-se uma investigacao dinamica do sistema cardiaco utilizando
utilizando o modelo proposto por Gois e Savi (2009). Essa andlise dindmica baseia-se
em ferramentas nao lineares procurando a ocorréncia de patologias cardiacas no modelo
proposto. Utiliza-se o diagrama de bifurcacao para entender melhor a rota para o caos
partindo do funcionamento normal do coracao até diferentes patologias. A indicacdo quan-
titativa da resposta caotica ¢é realizada utilizando o expoente de Lyapunov. Posteriormente
apresenta-se uma analise utilizando dindmica simbdlica em séries temporais de ECG afim

realizar a classificacdo dos comportamentos.

1.3 Contribuicoes
Esse trabalho tem duas contribuigoes principais:

o Analise dindmica do ECG a partir de simula¢gdes numéricas com foco nas bifurca-
¢oes, que permitiram um melhor entendimento da transicao do comportamento de
funcionamento normal para o funcionamento do coragao em quatro patologias. Os

principais resultados dessa andlise foram publicados em Cheffer et al. (2021)

o Aplicagao de dindmica simbdlica para classificacdo de comportamentos normal e
patologicos do coragao, estabelecendo uma sequéncia de procedimentos que pode
ser utilizada em qualquer conjunto de séries temporais. A andlise se difere das
abordagens previamente estabelecidas, pois utiliza no processo de simbolizacao a
identificagdo dos picos do sinal de ECG, extraindo as informagdes de todas as ondas

do ECG (ondas PQRST).

Assim, este trabalho contribui na compreensao da dindmica do sistema cardiaco,
revelando bifurcagoes e coexisténcias entre transicoes de comportamento, e proporciona

um método robusto para classificacao de patologias.

1.4 Organizacao do Trabalho

Esse trabalho propoe investigar de forma concisa caracteristicas de nao linearidade
relacionadas com o fenémeno de dinamica cardiaca. Para isso é necessario percorrer um
caminho metodolégico que possibilite um aprofundamento de conceitos relacionados a
cardiologia sem abrir mao da apresentacao da dindmica nao linear. Tentando viabilizar a
divulgacao desse trabalho entre os dominios de estudo da satide e engenharia, este trabalho

estd organizado em trés blocos principais.



Os capitulos 2 e 3 estao dentro do mesmo bloco, que se detém em apresentar os
conceitos cardiolégicos e o cenario atual de pesquisa nessa area. O capitulo 2 baseia-se
em uma apresentacao mais detalhada sobre o sistema cardiaco, focando em seu érgao de
bombeamento, coracao. A anatomia e fisiologia do coragao é apresentada tentando esclarecer
os pontos que influenciam no modelo. Apresenta-se também a formacgao do potencial de
acao e por consequéncia sua propagacao, conhecida como onda de despolarizacao. E essa
onda que é mensurada no Eletrocardiograma, entao apresentamos alguns conceitos do ECG.
Criando assim um cenario onde seja possivel identificar as relagdes entre contragdo muscular
e impulso elétrico e como sao observados no ECG. No capitulo 3 é apresentado o estado
da arte das pesquisas desenvolvidas em modelos matematicos para sistemas cardiacos.
Os fenomenos cardiacos sao ricos por sua fisiologia de automatismo elétrico e contragao

muscular, assim diversos modelos sao apresentados, cada um com sua especificidade.

O segundo bloco é constituido do capitulo 5 e 6, onde trés modelos sao abordados.
O capitulo 5 investiga de forma detalhada usando ferramentas de dindmica nao linear as
relagoes entre os modelos de Van der Pol e Grudzinski com os fenomenos cardioldgicos de
geracao de potencial de acao. Os modelos de Van der Pol e Grudzinski sao os modelos
bases para a construgao do modelo de Gois, que é abordado no capitulo 6. Nesse capitulo
foca-se em uma abordagem da dinamica nao linear, propondo uma se¢ao de Poincaré
especifica para o modelo, calculando o expoente de Lyapunov e mostrando o caminho

entre uma situagao de condi¢ao normal de funcionamento do coracao e algumas patologias.

O terceiro bloco constitui-se dos capitulos relacionados a dindmica simbélica. No
capitulo 4 apresenta-se uma revisao bibliografica sobre a dinamica simbodlica, do seu
surgimento até as pesquisas relacionadas. No capitulo 7 as séries temporais obtidas
através do modelo matematico do capitulo 6 sao analisadas através de uma sequéncia de
procedimentos baseados nos conceitos de dindmica simbdélica com o objetivo de classificar

os comportamentos. As principais conclusoes sdo apresentadas no capitulo 8.



2 Anatomia, Eletrofisiologia e

Funcionamento do Coracao

Os principais resultados deste trabalho estao relacionados com os sinais de ECG.
Para que seja possivel evidenciar e compreender o que esta contido nesses sinais apresenta-
se a seguir uma revisao bibliografica com a descri¢do dos principais aspectos teoricos do

funcionamento do coragao.

2.1 Fundamentos Anatomicos

O sistema circulatorio é responsavel por diversas fun¢oes que podem ser concentra-
das em duas principais areas: transporte e protecao. Em relacao ao transporte ele pode ser
classificado como: respiratorio, nutritivo, excretor ou regulador. O transporte respiratério
é responsavel por levar, através de células vermelhas, o oxigénio até as células dos tecidos.
O transporte nutritivo leva os nutrientes obtidos no processo digestivo para as células do
corpo. Os residuos metabdlicos, agua e ions sao transportados pelo sangue até os rins,
onde serao filtrados nos vasos capilares e excretados pela urina. Os hormonios e outras
moléculas reguladoras sao transportados pelo corpo também pelo sangue, atingindo assim
a funcao reguladora. A funcao de protecao é realizada nos processos de coagulacao que
protege contra perda de sangue, também acontece através dos globulos brancos que deixam

o organismo imune a muitas doengas (Katz, 2010).

O coragao ¢é o 6rgao responsavel por realizar o bombeamento do sangue ao longo
de todo o corpo, inclusive dele mesmo. Manter o processo de bombeamento constante
¢é fundamental para que o sistema circulatério exercga todas as suas fungoes. O coracao
esta localizado na cavidade toracica na regiao mediastinica levemente deslocado a es-
querda, sendo um orgao muscular oco. Pode-se entao dizer que ele funciona como uma
bomba muscular dupla e auto-reguladora realizando movimentos de contracao e relaxacao

periodicamente para garantir o correto bombeamento (Klabunde, 2011).

O processo de bombeamento acontece devido a contra¢gado do musculo cardiaco
que se contrai por um processo de conducao elétrica. Sao dois os tipos de células que

responsaveis pelo processo de despolarizacao do coragao, células de resposta lenta e de
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Figura 2.1 — Anatomia Cardiaca - Adaptado de Podziemski (2016)

resposta rapida. As células de resposta lenta sdo consideradas células de marcapasso por
possuir a capacidade de despolarizacao espontanea, elas estao localizadas principalmente
no né Sinoatrial. As células de resposta rapida por sua vez nao possuem a capacidade de
despolarizacao espontanea e sao células que constituem o miocardio atrial e ventricular.
Assim como o complexo de His-Purkinje, elas também sao chamadas de células de trabalho
por serem as células que realizam a contracao em si. Esses processos serao revisitados com

mais detalhe na sec¢do de 2.2, os potenciais de agao sdo tratados (Silverthorn et al., 2013).

A Fig. 2.1 ilustra a anatomia de um coragao. Em uma divisdo anatomica o coragao
é composto por quatro cameras: atrio direito e esquerdo e ventriculo direito e esquerdo. Os
atrios sdo as cavidades mais superiores do coragdo e sao menores do que o ventriculo. O
atrio direito recebe o sangue venoso através da veia cava inferior e a superior, o sangue é
transferido para o ventriculo direito de onde é bombeado para o pulmao através da artéria
pulmonar. Ao retornar do pulmao o sangue chega no atrio esquerdo, de onde é levado para
o ventriculo esquerdo. O ventriculo esquerdo se contrai assim o sangue é bombeado para
o corpo saindo pela aorta. Esses processos de contracao e relaxamento sao chamados de
sistole e didstole, respectivamente. Existem no coracao quatro mecanismos que evitam o
refluxo do sangue. Esses mecanismos sao conhecidos como Valvas Atrioventriculares (AV)
direita (trictspide) e esquerda (mitrial), Valvas Semilunar pulmonar e Valva Semilunar

adrtica.

Baseado nos movimentos de sistole e diastole, tém-se diferentes fases de contragao e

relaxamento. Segundo Silverthorn et al. (2013) o ciclo cardiaco pode ser compreendido em



cinco fases distintas: coracao em repouso; término do enchimento ventricular; contracao

ventricular precoce; ejecao ventricular; relaxamento ventricular.

A primeira fase é onde o coragdo se encontra em uma situagao de relaxagao atrial
e ventricular ou diastole atrial e ventricular, nesse instante os ventriculos acabaram de
completar um processo de didstole e estao se relaxando, assim as valvas AV que estavam
fechadas comegam a se abrir com isso o sangue contido nos atrios segue para os ventriculos
influenciados principalmente pela forca gravitacional. Em torno de 80% da capacidade

total do ventriculo estd ocupado por sangue no final da fase um.

A fase dois estd relacionada com o término do enchimento ventricular, onde acontece
a sistole atrial. Essa fase é responsavel apenas por uma pequena parte do enchimento
ventricular. Porém essa situacao nao é valida em situagoes de grande esforco fisico onde a
sistole atrial realiza um desempenho maior no enchimento dos ventriculos. E interessante
ressaltar que como nao hé uma valva entre os atrios e as veias uma pequena porc¢ao de

sangue é for¢ada a realizar um refluxo.

A fase trés é dita de contragao ventricular precoce que acontece devido ao inicio
de didstole ventricular, nessa fase nao existe saida de sangue dos ventriculos e, como nao
ha uma compressibilidade do sangue, a pressao ventricular aumenta fazendo assim com
que as valvas AV se fechem. As valvas AV se fecham abruptamente devido a diferenca
de pressao ocasionando assim a primeira bulha cardiaca. Durante essa fase os atrios ja
retornam ao relaxamento, assim eles comegam novamente a ser preenchidos por sangue,
como a valva AV esta fechada esse processo nao é interferido pelos processos que acontecem

simultaneamente nos ventriculos.

A quarta fase é a que realiza maior trabalho mecénico pois é 0 momento em que os
ventriculos se apresentam mais contraidos e assim a pressao ventricular esta elevada. Com
esse aumento da pressao as valvas semilunares se abrem e o sangue contido no ventriculo

forca o sangue pelas artérias.

Depois que o sangue é bombeado para fora dos ventriculos, comega o processo de
relaxamento ventricular, ltima fase. Nesse instante os ventriculos comegam a se expandir
devido ao processo de relaxamento e como sua pressao é menor do que nas artérias o
sangue inicia o refluxo, contudo no instante que existe um pequeno refluxo as valvas
semilunares sao ativadas realizando assim um fechamento abrupto ocasionando a segunda

bulha cardiaca.

O funcionamento do coragdo em uma situagao dita patologica faz com que as
fases anteriormente descritas nao sejam realizadas por completo, as patologias podem ser
observadas enquanto atriais ou ventriculares e suas relacoes com as fases estao descritas
em Conti, Netter e Machado (2014).



2.2 Potencial de Acao Cardiaco

Todo o corpo humano gera sinais elétricos devido as atividades quimicas que
acontecem nos musculos e nos nervos. Algumas dessas ondas elétricas sao observadas sem
nenhum padrao, por exemplo quando levantamos o braco para cogar a cabeca ou quando
utilizamos nossos dedos para digitar, essas atividades sao geradas sem nenhum padrao
pois dependem de uma demanda ndo continua e nao ciclica. Contudo, algumas atividades
elétricas podem apresentar um determinado padrao, no cérebro os impulsos elétricos
acontecem de forma desordenadas, apresentando caracteristicas cadticas, que apesar de nao
previsiveis possuem um comportamento caracteristico (Basar (2012), Guastello, Koopmans
e Pincus (2009)). Por outro lado, no funcionamento normal do coracao as atividades elétricas
acontecem de forma peridédicas, por possuir um ciclo de impulsos elétricos necessarios para
o bombeamento do sangue. Todo esse ciclo cardiaco acontece de forma a gerar contracgoes
musculares, esses impulsos elétricos sao ondas de despolarizacao geradas pelos potenciais

de agao.

2.2.1 Geracao e propagacao do Potencial da Acao

O potencial de acao é gerado por células do tipo marcapasso e se propaga através
das que se encontram em uma regiao chamada de né Sinoatrial (SA, observe a Fig. 2.1)
localizado na parte superior direita do coragdo. Apds ser gerado esse potencial de acao se
propaga ao longo de todo o atrio gerando uma onda de despolarizacao, caminhando da
direita para a esquerda e de cima para baixo. Ao percorrer o atrio a onda de despolarizagao
induz uma contracao muscular, ou seja, a sistole atrial. Além de percorrer essas diregoes a
onda de despolarizagao se propaga pelo trato internodal até o né Atrioventricular (AV,

observe a Fig. 2.1).

Ao chegar no n6 AV a onda de despolarizagao sofre um processo de defasagem,
esse processo acontece devido a necessidade de que os atrios se encontrem totalmente
contraidos antes da onda de despolarizagao se propagar pelo ventriculo. A transmissao
da onda de despolarizagao para o ventriculo acontece através do feixe de His (que é uma
continuac¢ao do né AV) que se divide em ramo direito e esquerdo esses ramos se conectam
com as fibras de Purkinje que é composta por células especializadas em conduzir o estimulo

elétrico rapidamente pelo musculo cardiaco.

A propagacao do potencial ao longo do tecido cardiaco exige a despolarizacao
de uma célula cardiaca de uma condigdo de repouso (polarizada) para uma condigao de
excitada (despolarizada). Os potencias de agao sdo iniciados portando de forma auto
excitavel nas células do marcapasso, que sao consideradas células de resposta rapida, por
outro lado as células de resposta lenta estao relacionadas a contracao muscular. O potencial

de acao acontece de forma distintas nesses dois tipos de células.



2.2.2  Principios quimicos do Potencial de Acao

O potencial de acao se baseia na diferenga de concentracao de fons de Sédio (Na™)
e Potassio (K*) entre o meio intracelular e o meio extracelular. O meio intracelular tem
uma concentragao maior de K+ em relagdo ao exterior da célula, que possui por sua
vez uma concentracao maior de Nat em relacio ao interior da célula. Essa diferenca de
concentracao entre meio intracelular e meio extracelular proporciona uma diferenca de
potencial chamado de potencial de membrana. A entrada réapida de Na™ nas células causa
a despolarizacao das células e a fase de repolarizacao acontece com a saida rapida de K.
(Silverthorn et al., 2013)

A Fig. 2.2 apresenta o potencial de acao gerado nas células de resposta rapida.
O potencial de membrana nas células cardiacas apresenta uma instabilidade natural do
potencial de membrana, que é causada por canais Iy que sao permedveis por correntes
tanto de Kt e de Na™. Quando os canais Iy abrem em um potencial de membrana
negativo, o fluxo de Na™ para o meio intracelular (influxo) excede o o fluxo para o meio
extracelular (efluxo) de K*. O conjunto de influxo de troca positiva despolariza lentamente
as células auto-ritmicas. Como o potencial de membrana se torna mais positivo, os canais
I; gradualmente se fecham e um conjunto de canais de Ca** se abrem. Os canais Ca** sdo
especificos para a troca de Ca?" na propagacao do potencial de acao. O influxo resultante
de Ca?* continua a despolarizacdo, e o potencial de membrana se move estavelmente até o

limite.

Quando o potencial de membrana atinge o limite, um diferente conjuntos de canais
de voltagem Ca?+ se abrem. O Célcio se apressa para dentro das células, criando um salto

na despolarizacgao.

Quando os canais de Ca?+ se fecham no pico do potencial de a¢do, canais lentos de
K™ ja se abriram. A fase de repolarizacao do potencial de acao dessas células auto-ritmicas
¢ devido ao efluxo de K. A velocidade a qual células marcapasso despolariza determina
a frequéncia a qual o coracgao se contrai (frequéncia cardiaca). O intervalo entre dois
potenciais de acao pode ser modificado pela alteracdo da permeabilidade das células

auto-ritmicas a diferentes ions.
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Figura 2.2 — Potencial de Agao Rapido. Adaptado de Silverthorn et al. (2013)

O potencial de agdo das células de contracao (de resposta lenta) do miocardio
acontecem de maneira distintas do que nas células auto-ritmicas, sendo que a principal
diferenca é a duragao e a fase de platé presente nessas células de contracao havendo quatro
fases (Fig. 2.3). A fase 4 é dita de equilibrio pois é quando a células se encontram em
um potencial de membrana em repouso. Esse potencial é estavel a um nivel em torno de
-90mV, o que significa que o interior das células tem uma carga negativa maior do que o

exterior.

A fase 0 acontece quando a onda de despolariza¢ao se move para dentro das células
contréteis, assim o potencial de membrana se torna mais positivo. Canais de Na™ se abrem
permitindo que os fons de Na™ entrem nas células e rapidamente se despolarizam. O
potencial de membrana atinge um valor de aproximadamente +20mV antes dos canais de

Na™ se fecharem.

O inicio da repolarizacao acontece na fase 1 quando os canais de Na™ se fecham,
pois os {ons de KT deixam o interior da célula através dos canais abertos de K*1. Logo em
seguida é apresentado um plato (fase 2), que acontece por consequéncia de dois eventos.
O primeiro é a diminui¢do da permeabilidade de KT e o segundo é pelo aumento da
permeabilidade ao Ca?*. Canais Ca?" ativos pela despolarizacao estdao em um processo de
abertura lenta durantes as fases 0 e 1. Quando eles estao finalmente abertos os fons de
Ca?* entram na célula. Ao mesmo tempo, alguns canais de K* se fecham. A combinacao
de influxo Ca?" e a diminuicao do efluxo de K™ causa um achatamento do potencial de

acao em um plato.

O fim de um ciclo do potencial de agdo acontece por uma despolarizacao rapida,
classificada como fase 3. O fim do platd da fase 2 termina quando os canais de Ca?* se

fecham e a permeabilidade ao K+ diminui de novo.
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Figura 2.3 — Potencial e A¢ao lento. Adaptado de Silverthorn et al. (2013)

2.3 Funcionamento do Coracao e Eletrocardiograma

A contragdo muscular periddica do coracao é gerada devido o surgimento e propa-
gacao do potencial de acao. A onda de despolarizagao devido ao potencial de agdo gera
uma diferenga de potencial que pode ser observada clinicamente através do exame de
Eletrocardiograma (ECG). Dentro de um funcionamento correto do coragao trés eventos
principais podem ser observados: a onda P, o complexo QRS e a onda T. Os eventos
elétricos observados no ECG estao relacionados diretamente com o nivel celular, pois
dependem da propagacao do potencial de acdo e contragdo muscular. As préoximas segoes

apresentam o funcionamento correto do coragao através dos eventos elétricos e a descrigao

do ECG.

2.3.1 Funcionamento Normal do Coracao

No funcionamento normal do cora¢ao o né Sino-Atrial (SA) é o gerador do potencial
de acao e de onde sai a primeira onda de despolarizagao. Os impulsos gerados podem
seguir diferentes caminhos depois de ativar a regiao proxima do atrio direito. Variagoes
desses caminhos podem gerar uma arritmia benigna chamada de marcapasso errante que é

as vezes vista em um ECG normal.

A onda de despolarizacao apds deixar o né SA entra no atrio esquerdo e o no
AV por trés caminhos preferenciais de condugao que sao geralmente chamados de tratos
internodais. O trato anterior tem dois ramos: o feixe de Bachmann’s transmite o pulso
do atrio direito para o atrio esquerdo, enquanto o segundo liga o né6 SA ao n6é AV. Os
outros dois tratos, chamados de posterior e médio, ligam prioritariamente os nés SA e

AV. Existem evidéncias fisiolégicas dessas estruturas, contudo nao existem evidéncias
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anatomicas e histolégicas dos tratos intermodais.

Ao chegar n6 AV a onda de despolarizagdo sofre um processo de defasagem e
posteriormente se dirige para o Feixe de His que se ramifica em dois feixes, direito e
esquerdo. Até que a onda de despolarizagao chegue nas Fibras de Purkinje, que por sua vez

se ramificam em todo o miocardio ventricular causando assim a contracao do ventriculo.

Tabela 1 — Propagacao da onda de despolarizagao

Sequéncia | Vel. de condugéo (m/s) | Freq. de geragao(1/min)
N6 SA < 0.01 60 - 100
\
Miocardio Atrial 1.0-1.2 Nenhum
\
N6 AV 0.02 - 0.05 40 - 55
\
Feixe de His 2.0-4.0 40 - 55
\
Feixes esquerdo e Direito 2.0-4.0 25 - 40
\
Fibras de Purkinje 2.0-4.0 25 - 40
\
Miocardio Ventricular 0.3-1.0 Nenhum

A Tabela 1 apresenta um resumo sobre o caminho da onda de despolarizagao as

caracteristicas de velocidade de propagacao e frequéncia de geracao.

2.3.2 Eletrocardiograma

O ECG é realizado utilizando dois eletrodos localizados na superficie do corpo afim
de mensurar uma diferenca de potencial decorrente do coracao. Foi inicialmente proposto
por Einthoven, que aperfeicoou o galvanometro de corda, proposto por Ader, que realiza

medicao com uma boa precisao das atividades elétricas do coracao.

Na Fig. 2.5 podemos observar os principais elementos do ECG impressos em um
papel milimetrado. Usualmente a velocidade de medigao é de 25mm/s, assim o tragado
mais grosso representa cerca de 0,20s e cada tracado menor cerca de 0,04s. As linhas
horizontais sao referentes a voltagem mensurada e o tracado mais grosso representa cerca

de 0,5mV e cada tragado menor cerca de 0, ImV'.

O ECG fornece informacgoes da soma das atividades elétricas do coragdao, medindo

a diferenca de Voltagem a partir de uma linha base (isoelétrica).

A onda P apresentada na Fig. 2.5 é a primeira deflexdo vertical do ECG e esta
relacionado com a despolarizacao atrial. A duracao da onda P estd ligada diretamente

com a velocidade com que a despolarizacao se propaga ao longo do atrio. Alteragoes na
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duracao da onda P podem indicar patologias causadas por aumento do atrio ou atraso da

conducao intra-atrial.

Cabe lembrar que a despolarizacao acontece inicialmente no né SA e sé posterior-
mente é propagado pelos atrios, contudo a despolarizacao do né SA nao pode ser verificada
no ECG, pois a diferenca de potencial é de baixa amplitude e ndo é observada na superficie
do corpo. Nao é possivel observar também uma onda distinta para a repolarizagao do
atrio, pois possui uma diferenca de voltagem baixa se confundido com as outras ondas. O

eletrocardiograma é realizado a uma velocidade de 25mm/s e a uma voltagem de 10mV.

Apobs a onda P apresenta-se um intervalo chamado de PR, que corresponde ao
tempo que o traco do ECG permanece na linha base sem medir nenhuma atividade elétrica,
esse intervalo acontece devido a condugao atrio-ventricular. Esse periodo de nenhuma
medi¢ao nao implica uma falta de atividade elétrica, apenas que elas nao sao mensuradas
no ECG. Nesse intervalo a onda de despolarizagao é propagada através do né AV, Feixe
de His, Feixe esquerdo e direito e complexo de Purkinje. Essas ativacoes elétricas sao

extremamente importantes, contudo nao podem ser medidas na superficie do corpo por
meio do ECG.

O complexo QRS acontece apds esse periodo de nao atividade no ECG (intervalo
PR) que tem como principal causa a fase 0 do potencial de a¢do que ativa o miocardio
ventricular. A Fig. 2.4 apresenta uma simplificacao da relagdo entre o potencial de acao
e as medigoes feitas pelo ECG, pois a real relacao depende das milhares de células do

miocardio que sao despolarizadas e repolarizadas.

O periodo isoelétrico ST é o periodo ao qual todo o ventriculo se encontra despola-
rizado, que de forma geral corresponde a fase de platd apresentada no potencial de acao. O
segmento ST é uma forma de se identificar isquemia, sendo que alteracoes na altura desse
segmento (acima ou abaixo da linha base) estao relacionadas com uma nao uniformidade

no potencial de membrana das células do ventriculo.

A repolarizagdo do ventriculo é um evento que pode ser observado no ECG através
da onda de deflexdo positiva T, que apresenta um formato mais largo, ja que o processo
de repolarizagao dos ventriculos acontece de forma lenta e nao propagavel. Uma onda U,
com pequenas deflexoes positivas, pode ser observada logo apds a onda T, o motivo de
sua ocorréncia nao foi claramente explicado, mas algumas hipéteses foram levantadas:
repolarizacao retardada do endocardio, causado por um longo potencial de agao nas
fibras de Purkinje; correntes de despolarizacao geradas em uma didstole precoce por uma

despolarizacao tardia ou um efeito eletro-mecanico de feedback.

A estimativa da duracdo do potencial de acdo ao longo de todo o ventriculo é
medida através do tempo entre o inicio da onda Q) até o final da onda T, intervalo QT. Que
pode acontecer entre um tempo de 200ms até 400ms dependendo da frequéncia cardiaca.
Em uma frequéncia cardiaca elevada o potencial de agdo nos ventriculos acontecem de

forma mais rapida, levando a diminuicao do intervalo QT.
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Figura 2.5 — Elementos de um ECG. Adaptado de Jones (2009)
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O tempo total para um ciclo cardiaco, também é conhecido como intervalos RR,
estd em torno de 800ms . O Intervalo RR é medido do inicio de uma onda R até o inicio
da proxima onda R. A onda P dura em torno de 80ms até 100ms, o intervalo PR dura em
de 120 até 200ms, uma duracao inferior a 120ms pode inferir uma conexao abnormal entre
atrio e ventriculo ou uma pré-excitacao. Quando o intervalo PR se estende por mais do
que 200ms pode indicar um bloqueio de condugao. O complexo QRS tem uma duracao de
60 até 100ms, porém apenas alteracoes a partir de 120ms sao tidas como um indicativo
de que existe um processo de propagacao da despolarizacao lenta pelos ventriculos. A
onda T é dificil de se mensurar, contudo o intervalo QT é usualmente tido como o melhor
indicador para o tempo de repolarizacao do ventriculo. A Tabela 2 resume o tempo médio

para cada elemento do ECG e suas representacoes.

Tabela 2 — Propagacao da onda de despolarizacao

Elemento do ECG | Representa | Duragdo Normal (ms)

Onda P Despolarizagao atrial 80 - 100
Complexo QRS Despolariza¢ao ventri- 60 - 100
cular
Onda T Repolarizacao ventri- | Usualmente nao mensurado
cular
Intervalo P-R Despolarizacao atrial e 120 - 200
defasagem no n6 AV
Segmento ST Periodo isoelétrico dos | Usualmente nao mensurado
ventriculos despolari-
zados

Intervalo Q-T Duracao da despolari- 200 - 400
zagao e repolarizagao
dos ventriculos, corres-
ponde a duragao do po-
tencial de agao

2.3.3 Vetorizacao do ECG

O potencial de agdo quando gerado no ndé SA gera uma onda de despolarizacdao que
se propaga em diversas diregoes. A direcado e magnitude dessas ondas de despolarizacao
podem ser representadas por pequenos vetores, que quando somados geram um vetor
resultante da média de todos os outros vetores. O ECG realiza a medigao desses vetores
resultantes, como pode ser apresentado no exemplo da Fig. 2.6, onde as setas pretas
representam as diversas dire¢oes instantaneas de propagacgao, enquanto a seta vermelha

representa o vetor resultante na direcao principal de propagacao.
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Atrial

Figura 2.6 — Vetorizacao da onda de despolarizacao gerada no n6 AV. Adaptado de Kla-
bunde (2011)

As magnitudes e polarizagoes das ondas medidas no ECG dependem da diregao do
vetor médio da onda de despolarizacao em relacao a dois eletrodos. A Fig. 2.6 apresenta oito
possiveis possibilidades de medi¢oes de onda de despolarizacao através de dois eletrodos,
um positivo e um negativo. Quando a onda se propaga saindo do eletrodo negativo para
o positivo se apresenta a maior amplitude possivel no sentindo positivo (medigao 1), e
quando a onda se propaga do positivo para o negativo a amplitude é a mesma contudo a
deflexdo é negativa (medicao 2). Quando a onda de despolarizagao se propaga fazendo um
angulo e 902 com a linha que liga os dois eletrodos nenhuma atividade elétrica é observada
(medigao 3 e 7). As medigoes 2, 4, 6 e 8 apresentam a mesma amplitude, pois todas estao
posicionadas a 45° da linha que liga os dois eletrodos. As medic¢oes 2 e 8 tem deflexao
positiva, pois se deslocam do eletrodo negativo para o positivo, assim as ondas 4 e 6 tem

deflexdo negativa.

A Fig. 2.7 mostra o posicionamento de 4 eletrodos para a realizacgao do ECG: no
brago direito (BR); no brago esquerdo (BE); na perna direita (PD); e perna esquerda
(PE). Usualmente o eletrodo da perna direita é utilizado como eletrodo terra. Assim, os
trés eletrodos restantes formam um tridngulo (Fig. 2.7), conhecido como o tridngulo de
Einthoven, que considerou que os eletrodos estavam posicionados no vértice desse triangulo
e a distancia entre eles é a mesma formando assim um triangulo equilatero, onde o coracgao
estd posicionado ao centro. Os trés membros bipolares sao chamados de derivacoes I, I1 e

IIT.
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Figura 2.7 — Posicionamento dos eletrodos e derivagoes no ECG. Adaptado de Jones (2009)

A derivacao I é construida quando se realiza a gravacgdo do ECG levando em
consideragao a diferenca de potencial entre o brago direito (eletrodo negativo) e o brago
esquerdo (eletrodo positivo). A derivacao Il quando se considera a medi¢ao entre o brago
direito (eletrodo negativo) e a perna esquerda (eletrodo positivo). Nessas duas derivagoes
Einthoven definiu como potencial zero no eletrodo posicionado no brago direito. E por fim,
a derivagao III é observada quando a medicao realiza a diferenca de potencial do brago
esquerdo (eletrodo negativo) para a perna esquerda (eletrodo positivo), o eletrodo tomado
como potencial zero é defino na perna esquerda. Quando estabelecido essas condig¢oes de

medicao o complexo QRS sera sempre um deslocamento positivo no ECG.

2.4 Patologias

O funcionamento normal do coracao tem uma frequéncia de 60 até 100 batimentos
por minuto. Quando bate abaixo desse frequéncia pode ser dito bradicardia e quando bate
acima taquicardia. As patologias podem ser divididas nesses dois grandes grupos. Isso
esta relacionado diretamente com a velocidade de condugao ou propagacao ao longo do

coragao.

Quatro fatores sao decisivos no processo de propagacao do impulso elétrico que
estao relacionados a braquicardia ou taquicardia. A amplitude e a frequéncia de surgimento
do potencial de agdo influenciam no niimero de canais de sédio e calcio da membrana
plasmética que se abre, quanto menor o nimero de canais abertos maior o tempo de
propagacao do impulso elétrico. A alteragdo do potencial limite para gerar um potencial de
acao do tipo marcapasso faz com que seja necessario um maior nimero de despolarizacao
necessaria para abrir os canais de sodio e calcio, essa é uma razao para diminuir a velocidade

de propagacao. O diametro dos miécitos aumenta a resisténcia elétrica o que faz com que
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a condugao elétrica se torne mais lenta. (Katz (2010))

Os processos de Flutter e Fibrilagao estao relacionados com os processos de despo-
larizacao. Quando existe um processo de despolarizacao regular do atrio em uma taxa que
excede valore de 250 até 300, ou do ventriculo de 150 até 300 é dito que o coragao esta
em um ciclo chamado de flutter atrial ou ventricular, respectivamente. A despolarizacao
totalmente desorganizada em taxas ainda mais rapidas faz com na camara fibrilante
existam regides onde a propagacao de onda é restrita, mostrando-se assim regioes de altas

complexidades elétricas que nao se propagam para todo o tecido.

2.4.1 Flutter Atrial

O Flutter atrial, considerado uma patologia de taquicardia, pode ser visto como um
processo de reentrada, onde a onda de despolarizagao realiza um movimento circular que
gira em torno do atrio, apesar de a frequéncia do atrio estar em torno de 300 batimentos
por minuto durante essa patologia. Quando o coracao esta em condi¢ao de Flutter atrial
o atrio nao funciona como camera de bombeamento principal, pois o flutter acelera a

frequéncia do ventriculo.

Pode-se considerar como causa do flutter atrial um mecanismo que realiza a
precipitacao de despolarizagoes no atrio, ou seja um exagero do automatismo das células

atriais ou um processo de reentrada, concomitantemente com um mecanismo perpetuador.

E bem caracteristico que a onda de despolarizacio se propague no atrio direito e
no septo interatrial de baixo para cima, apds essa propagac¢ao a onda de despolarizagao se
propaga de cima para baixo no atrio direito e na parede lateral. A formagao do circuito de
reentrada nessa patologia esta no atrio direito, onde os impulsos realizam um loop perto

do anel da valva tricuspide, veia cava inferior, veia cava inferior e crista terminal.

A observacao do Flutter atrial em um ECG é caracterizado pela auséncia da onda
P e presenca de uma onda “ F 7| sendo melhor observadas nas derivacoes D2, D3, aVF,
V1 e V2. O complexo QRS continua a ser apresentado regularmente no ECG com uma
frequéncia submultipla da frequéncia atrial, por exemplo (1:3, 1:4). Apesar de o batimento
atrial estar em uma disfuncao ele acontece de forma sincrona e concordante. A Fig. 2.8

apresenta o ECG com Flutter Atrial.

2.4.2 Fibrilacdo Atrial

A fibrilagao atrial é uma patologia que também acontece no atrio e apresenta um
processo indutor pelo excesso de automatismo das células atrial, assim o processo de
despolarizacao acontece precocemente. O processo de despolarizagao precoce induzi uma
queda a propagacao da despolarizacao que provoca o fenomeno de reentrada periférica

intra~atriais junto com um bloqueio unidirecional, esse processo se perpetua de forma
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Figura 2.8 — Alguns tracados de ECG. Adaptado de Klabunde (2011)

irregular e com uma alta frequéncia cardiaca, apresento-se como uma taquicardia.

Os batimentos cardiacos em fibrilagao atrial acontecem em uma faixa de 400
a 700bpm o que acarreta em uma falta de sistole atrial acontecendo apenas pequenas
contragoes, que nao sao suficientes para o bombeamento adequado do sangue presente no

atrio para o ventriculo.

A mensuracao dessa patologia através do ECG é caracterizada pela auséncia da
onda P que é substituida por flutuagoes nao irregulares de amplitudes proximas a linha
isoelétrica do ECG, a frequéncia também é irregular, o que acarreta um batimento irregular

do ventriculo. A Fig. 2.8 apresenta um ECG com Fibrilagao atrial.

2.4.3 Flutter Ventricular

O Flutter Ventricular pode surgir através dos mesmos mecanismos do Flutter Atrial,
sendo que a reentrada surge agora nos ventriculos. Esse mecanismo de reentrada faz com
que exista um movimento circular do potencial de acao ao longo do ventriculo causando a
diminui¢ao da capacidade de contracao e bombeamento ou até mesmo o cessamento do

bombeamento, se tornado uma patologia com grandes riscos de fatalidade.

A observacao do ECG quando coragao estd em condigdo de Flutter Ventricular

apresenta um formato senoidal bem caracteristico, como observado na Fig. 2.8.
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2.4.4 Fibrilacdo Ventricular

A Fibrilagdo Ventricular é uma doenga que aumenta sua prevaléncia com o aumento
da idade, devido ao aumento das condi¢oes de impacto para a ocorréncia dessa arritmia,
como hipertensao e doencgas pulmonares. Como ja visto todas as patologias estudadas
nesse trabalho surgem de forma a envolver em um certo nivel as ondas de despolarizacao.
Na Fibrilacao ventricular nao é diferente, a despolarizacao do ventriculo acontece de forma
irregular, realizando assim um processo onde a contracao do ventriculo nao é suficiente

para o bombeamento do sangue, sendo assim uma arritmia com elevado risco letal.

A fibrilacdo Ventricular é entendida como um processo de turbuléncia elétrica,
o processo de surgimento da fibrilacdo ventricular (VT) estd relacionado inicialmente
com dois pontos importantes a reentrada de ondas despolarizantes e o surgimento de
focos ectépicos no tecido cardiaco. Ao entrar nesse regime o coragao pode ser o levado
ao inicio da manifestagdo de uma taquicardia ventricular (TV) por um breve periodo e

consequentemente apresentar uma fibrilagao ventricular.

No ECG a Fibrilacao Ventricular é verificada pela auséncia do complexo QRS,
que é substituido por ondas consideradas de dindmica cadtica. A Fig. 2.8 apresenta a

Fibrilacao atrial verificada no ECG.
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3 Dinamica cardiaca

Modelar matematicamente fenémenos bioldgicos é uma tarefa gradativa que parte
de hipoteses simplificadores evoluindo até modelos mais verossimeis. Sistemas que sofrem
influéncias de diversos fatores, sao considerados sistemas complexos. Diversas possibilidades
de abordagens sao possiveis em relagao a construgao de um modelo mateméatico, tendo
em vista as diferentes perspectivas e dimensdes do mesmo problema fisico. Dentro do
universo de dinamica do ciclo cardiaco emanam diversas possibilidades de modelo do

mesmo problema.

Nesse capitulo é apresentada a revisao bibliografica, come¢ando inicialmente pelos
modelos deterministicos que descrevem os fenémenos fisiologicos e modelos que descrevem
a observacao da atividade elétrica gerada por eventos fisiologicos. Pesquisas que procuram
a ocorréncia de fendmenos de dinamica cadtica, como: bifurcagoes; coexisténcia e ciclo
limite. Passando por uma pequena revisao sobre as possibilidade de controle de modelos
cardiacos. Estudo que abordam dindmica simbdlica em cardiologia sao apresentados, assim
como as pesquisas atuais nas patologias de: Flutter Atrial e Ventricular, Fibrilagao Atrial
e Ventricular. Por consequéncia, a relevancia e posicionamento deste trabalho em meio as

pesquisas atuais se destacara.

3.1 Modelos Cardiacos

Alguns dos modelos do sistema cardiaco tentam descrever os fendmenos fisiologicos,
frequentemente utilizados pelos biofisicos. Esses processos fisiologicos sao verificados
experimentalmente e trazem a tona a comprovagao da existéncia de caracteristicas de nao
linearidade também apresentada nos modelos teéricos nao-lineares. O sistema cardiaco
também pode ser modelado partindo da ideia de formular matematicamente as observagoes
elétricas do coragao e podendo reproduzir sinteticamente a observagao de fenémenos
fisiologicos, por exemplo, modelos que tentam reproduzir sinais de ECG, que sao observagoes
de ondas elétricas. Estes modelos nao explicam os fenomenos a nivel celular mas sao mais
eficientes na classificagao clinica de patologias do que os modelos a nivel celular. Vale
destacar que o modelo de Van der Pol é revisado neste capitulo, pois é a base para o
modelo do ECG apresentado no capitulo cinco. O modelo de Van der Pol é um modelo

com amortecimento nao-linear proporcionando ao sistema um termo auto-excitatorio que
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leva ao ciclo limite.

3.1.1 Modelos Eletrofisiolégicos para propagacao do potencial de acao

Os modelos cardiacos a nivel celular com abordagem fisiologica tem focos em
reproduzir os fendmenos de criacao, regulacao e duragdo do potencial de agdo. Os cientistas
Alan Lloyd Hodgkin e Andrew Huxley investigaram a criagdo do potencial de agdo e
por essas contribuig¢oes receberam o Prémio Nobel em 1963. Em um dos seus trabalhos
Hodgkin e Huxley (1952) eles apresentam um modelo baseado em equagoes diferencial
que relaciona elementos de um circuito elétrico com estruturas celulares responséaveis pela
geracao do potencial de acao. Os elementos do circuito elétrico sao: capacitancia que esta
relacionada com a bicamada lipidica, condutancia nao-linear e linear que representam os
canais de ions dependentes da voltagem e do vazamento da voltagem, respectivamente,
fonte de voltagem que representa o gradiente de ions do interior para o exterior, fonte
de corrente que representa as bombas de ions e uma voltagem constante representando o

potencial de membrana.

O potencial de agao descrito no modelo de Hodgkin-Huxley pode descrever células
excitaveis, como neuronios, e miécitos cardiacos. Os midcitos sao células cardiacas que
quando estimuladas por uma corrente cardiaca despolariza o potencial de membrana, assim
ocorre a liberacao de célcio intracelular, realizando a contracao. A variacao da quantidade
de calcio altera a corrente de membrana afetando a morfologia do potencial de acao e da

duragao do potencial de acao.

A primeira descri¢do dos potencial de acao em células do miécito ventricular foi
descrito por Beeler e Reuter (1977). Neste trabalho, caracteristicas espago temporais foram
consideradas na propagacao bi-dimensional do potencial de acao, derivando equagoes
de quatro correntes ionicas individuais em termos das equacdes de Hodgkin-Huxley. E
interessante destacar que esse modelo ajusta a dependéncia do potencial de membrana de
duas correntes i6nicas para coincidir com as relagoes de corrente-tensao afim de se obter a

fase de plato.

FitzHugh,(1966) realizara uma simplificagdo do modelo de Hodgkin-Huxley. A
reducao do modelo foi gerada a partir da observacao do fluxo idnico através da membrana,
constatando-se a existéncia de um par de variaveis de estado relacionados com a tensao
através da membrana celular e a variavel de recuperacao apds sua excitagao. O trabalho
de Assis, Miranda e Cavalcante (2010) apresenta uma andlise analitica desse modelo
mostrando que existe uma bifurcacdo do tipo Hopf nesse sistema, quando se varia a
intensidade da corrente de excitacao. Diversos outros trabalhos apresentam simplifica¢oes
ou alteragoes no modelo de Hodgkin-Huxley (Noble (1962), Karma (1993), Yanagihara,
Noma e IRISAWA, 1980)

Existem alguns estudos que investigam modelos completos do coragao, esses modelos
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descrevem os fendmenos em termos da anatomia do ventriculo: a estrutura e o propriedades
dos materiais do miocardio, os canais ionicos da membrana, aspectos relacionados as
transmissoes de calcio para o interior e exterior da célula e a mecanica dos miofilamentos
do miécito. Hunter, Pullan e Smaill (2003)

3.1.2 Modelos do tipo Van der Pol

O primeiro modelo do sistema cardiaco foi apresentado por de Van der Pol (1928).
Esse modelo tem por base um circuito elétrico composto por uma fonte, um resistor,
um capacitor e uma lampada de neon que pode ser comparado com a sistema cardiaco.
Inicialmente o modelo nao apresentava uma relagao explicita dos parametros com os
elementos cardiacos e nao havia uma comprovacao experimental dos resultados obtidos.
Contudo a resposta do modelo de Van der Pol apresentou uma semelhanca interessante
com as ondas elétricas medidas no ECG. Ao longos dos anos o modelo foi sendo aprimorado
e validado experimentalmente. As oscilagoes que sao solugdo do modelo de Van der Pol
sao do tipo de relaxacdo, que apresentam uma fase de plato precedidas por uma oscilagao

brusca do comportamento.

O modelo de Van der Pol foi o primeiro a permitir uma analise dindmica ao
funcionamento do coracao, contudo esse modelo apresenta algumas limitagoes devido a
uma simplicidade topoldgica. O modelo possui poucos parametros, assim, as possibilidades
de resposta do sistema sao reduzidas, sendo o parametro de amortecimento o responsavel
tanto pelo periodo de refracdo da onda quanto de didstole. Assim Postnov, Han e Kook
(1999) apresentam um modelo modificado que com um forgamento cibico, introduzindo
assim dois novos pontos de equilibrio: um né estavel e uma sela. Isso faz com que o
potencial de acao nao seja mais simétrico em relacdo ao zero, mas enviesado em uma
corrente negativa, o que ¢ mais parecido com a fisiologia da propagacao do potencial de
acdo. Segundo Grudzinski, Zebrowski e Baranowski (2006) isso acontece devido ao efeito

da variedade estavel e instavel do novo ponto de equilibrio do tipo sela.

Segundo Postnov, Han e Kook (1999) o pardmetro de amortecimento é o que
controla a amplitude e o formato da trajetéria. Quando aumentado induz uma bifurcacao
do tipo homoclinica, dissipando o ciclo limite e a trajetéria tende ao ponto de equilibrio
do tipo né estével. Grudziniski, Zebrowski e Baranowski (2006)apresenta uma modificacio
do modelo de Postnov, onde a distancia dos pontos de equilibrio podem ser alteradas,

contudo a estrutura no espacgo de fase continua a mesma.

A partir do modelo de Van der Pol o trabalho de Santos, Lopes e Viana (2004)
apresenta um acoplamento entre dois osciladores para aumentar a descricao do sistema
cardiaco. O acoplamento pode acontecer de forma unidirecional ou bidirecional, que sao

ajustados para oscilarem simultaneamente, respostas fracamente cadticas sao obtidas.

Como ja foi dito, o ciclo cardiaco acontece devido trés oscilagoes principais. Essas
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oscilagoes elétricas no miocardio podem ser mensuradas através do ECG. Observando
o ciclo cardiaco através do ECG Gois e Savi (2009) propdem um modelo que leva em
consideracao a ocorréncia desses trés fenomenos fisiologicos, elaborando, assim, um modelo
de trés osciladores nao-lineares do tipo de Van der Pol. O primeiro oscilador diz respeito
ao Sino Atrial, o segundo ao Atrio Ventricular e o terceiro ao feixe e His Purkinje. Os trés

osciladores sdo acoplados através de variaveis de estado defasadas no tempo.

O trabalho de Ryzhii e Ryzhii (2014) apresenta uma combinag¢ao do modelo
apresentado por Gois e Savi (2009) acrescentando aspectos relacionados aos processos
de despolarizacao e repolarizagao, obtendo algumas patologias como bloqueio AV-HP,

bloqueio SA-AV, taquicardia, bradicardia.

3.2 Bifurcacoes e Coexisténcia em modelos cardiacos

Os fendmenos observados dentro de sistemas nao lineares como aparecimento de
dindmica cadtica, bifurcagao por duplicacao de periodo e coexisténcia podem ser observados
em experimentos em diversos sistemas classicos como pode ser visto em Guckenheimer
e Holmes (2013). Quando tratamos de sistemas dindmicos nao lineares que descrevem
fendmenos cardiacos é natural que exista um interesse em descobrir nos modelos fendmenos
que estejam relacionados com a existéncia de caos, ja que algumas patologias como fibrilagao
atrial e ventricular sdo entendidas como nao-periédicas e imprevisiveis. A imprevisibilidade
e nao periodicidade é uma caracteristica comum tanto das patologias quanto de respostas

calticas.

A coexisténcia de comportamentos acontece quando, em um sistema nao linear,
existem dois comportamentos atratores. Os comportamentos atratores podem ser observa-
dos através da evolucao de uma dada condigao inicial que é atraida para uma determinada
regiao do espaco de fase. Assim na coexisténcias existem duas ou mais regides no espago de
estado que estao relacionadas com dois comportamentos distintos. O conjunto de condigoes
iniciais que ¢ atraido para um determinado comportamento ¢ dito bacia de atracdo, e o
comportamento é dito atrator do sistema. Os atratores mais comuns sao os pontos fixos
que sao considerados atratores de dimensao zero, atratores de dimensao um que sao ciclos

limites e atratores de dimensao fractal que estao relacionados com comportamento caético.

As interacoes entre calcio e o potencial de agao é estudada no trabalho de Qu,
Shiferaw e Weiss (2007) que apresenta um mapa iterativo nao linear que investiga a dindmica
cardiaca do acoplamento excitagao-contragao em condigoes de estimulos peridédicos, onde a
quantidade de calcio varia a cada batimento interferindo assim na duragdo do potencial de
acao. mostrando que pode haver uma bifurcacao do tipo sela-né levando a bi-estabilidade

e bifurcagao por duplicacao de periodo na duracao do potencial de agao

A bifurcacao por duplicagdo de periodo também foi investigada experimentalmente

no trabalho de Glass et al. (1984) que cria um mapa de Poincaré através da aproximagao
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por uma funcao analitica do dados experimentais de tempo de restituicao de um pulso
unico aplicado ao tecido cardiaco, baseando-se fortemente na ideia de que o funcionamento
normal cardiaco esta relacionado com um ciclo de limite que é atrator do sistema. Glass
também investigou o processo de duplicacdo de periodo e alternadores elétricos em um

modelo matematico baseado na curva de restituicao elétrica dos potenciais de acao.

O modelo de Chialvo (1987) mostra que em tecidos composto por células de
Purkinje de ovelhas (tecido de condugao cardiaca nao oscilatério) quando submetidos
ritmicamente por repetitivos estimulos a sua volta apresentam fendmenos semelhantes
a sistemas deterministicos nao lineares com surgimento de dindmica cadtica. Padroes
parecidos com bifurcacao por duplicacao de periodo, atividade irregular e phase locking

sao apresentados.

Um sistema baseado em realimentacao do tipo phase-locking é investigado de
maneira mais cuidadosa no trabalho de Guevara, Shrier e Glass (1988), onde foram
injetados periodicamente pulsos de correntes em células ventriculares cardiacas de embrioes
de galinhas mostrando que quando estimulados em frequéncias préoximas a frequéncia
intrinseca de geragao de potencial de acao, os potencias surgem com a mesma frequéncia de
estimulo. Para uma frequéncia de estimulo maior que a frequéncia intrinseca os potencias
de acado sao gerados com maior frequéncias. De maneira analoga o mesmo é observado
para baixas frequéncias de estimulo, onde os potenciais de acdo sao gerados com baixa

frequéncia.

Um fendmeno bastante comum em sistemas biolégicos é aniquilagao e o surgimento
de oscilagoes devido a diferentes amplitudes de impulso, que s6 é possivel por uma
coexisténcia de comportamento. Alguns trabalhos comprovam esse fenémeno em ciclos
cardiacos (Jalife e Antzelevitch (1979a), Guevara e Jongsma (1992a)). O sino atrial é
tido como o marca passo natural do coragao, é nele que surge o primeiro impulso elétrico
que dara inicio ao ciclo eletrofisiolégico do coragao, observado no ECG. O processo de
aniquilagdo de uma oscilagao pode ser observado quando um pulso abaixo do limite
inferior de propagacgao da onda elétrica for entregue ao nédulo sinoatrial entao uma parada
espontanea da atividade elétrica é observada. O processo de surgimento de oscilagao é
observado quando nao se apresenta o ciclo eletrofisiolégico e em um determinado instante se

induz um pulso elétrico com uma intensidade razoavel para induzir as proximas oscilagoes.

Com base no fendmeno de aniquilacao e surgimento de oscilagdo pode-se induzir
uma ideia topolégica para o espago de fase do sistema. Segundo Guevara e Jongsma (1992a)
uma coexisténcia de atratores pode ser observada, pois o sistema pode estar nao oscilando
em um ponto de equilibrio ou oscilando em um ciclo limite. Um experimento numérico
¢é realizado dando condigoes iniciais distintas, algumas condi¢oes iniciais se aproximam
assintoticamente do ciclo limite estavel, enquanto outro conjunto de condi¢oes iniciais se
aproxima do ponto de equilibrio. Em uma situacao onde o sistema se encontra em repouso
no ponto de equilibrio, um impulso de amplitude ¢ dado ao sistema fazendo assim com que

ele migre para a bacia de atracao do ciclo limite. Em outro momento o sistema se encontra
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no ciclo limite e é dado uma pertubacao na direcao do ponto de equilibrio apresentando

uma queda na amplitude e o sistema evolui no tempo a bacia de atragao do ponto fixo.

3.3 Controle de Modelos Cardiacos

Quando o coragao esta funcionando em um ritmo normal ha uma dindmica pe-
riédica se desenvolvendo ao longo do tempo, baseado nos processos de despolarizacao e
repolarizacao. Contudo, quando o coragao entra em alguma arritmia pode ocorrer uma
nao periodicidade na resposta ou uma periodicidade considerada patolégica. Levar o funci-
onamento do coragao de uma condi¢ao patoldgica para o normal é uma area de interesse
entendida como controle de ritmo cardiaco, pode acontecer de forma farmacolégica, com
acao quimica e direta nos potenciais de acao, de forma externa com a aplicacao de impulsos

elétricos para a restauragao da dinamica considerada normal.

Garfinkel et al. (1992) realizou um experimento em fisiologia cardiaca que controlou
os intervalos de batimento através da aplicacao de estimulos que perturba a trajetéria na
direcao da variedade estavel de um ponto de equilibrio instavel. O trabalho de Glass e
Zeng (1994) também apresenta o controle de intervalos de batimento utilizando estimulos
aplicados a um tempo fixo, sabendo que o batimento anterior estda em um intervalo bem
definido de tempo. O sistema é modelado como um mapa logistico com o topo achatado, o
método de controle é o OGY e os parametros do sistema sao variados para uma aplicacao

do método de controle em diversas regides da bifurcacao.

O modelo matemético apresentado por Gois e Savi (2009) que representa a dindmica
cardiaca observada através do ECG é investigado por Ferreira, Savi e Paula (2014) com o
objetivo de controlar respostas relacionadas as patologias de Fibrilacao Atrial e Ventricular.
O controle é realizado a partir do emprego do método de controle de caos por realimentagao
de estados defasados estendidos (Extended Time-Delayed Feedback - ETDF).

Baseado na utilizacao de baixos niveis de energia para controlar respostas cadticas
o controle de patologias tem sido estudado utilizando uma técnica chamada de pulsos de
anti-fibrilagao de baixa energia (Low Energy Antifibrillation Pacing - LEAP). Partindo
de uma dimensao espago-temporal do coracao é investigado a existéncia de turbuléncias
elétricas que estao relacionadas aos processos de fibrilacao atrial e ventricular. Com isso
Luther et al. (2011) propoem a aplicagdo de LEAP para possibilitar o controle dessas
turbuléncias. O campo elétrico do LEAP é gerado simultaneamente e de forma direta
de forma a realizar um processo de sincronizacao dos potencias de ac¢ado do miocardio,

proporcionado uma finalizacao eficiente da fibrilacao.

Utilizando dois modelos celulares que descrevem o tecido cardiaco permeado por
vasos sanguineos e que em determinadas condi¢cdes podem apresentar elétrica, Buran et al.
(2017) realiza diversas simulagoes numéricas afim de aprimorar a técnica de LEAP. Por

serem impulsos de pequenas quantidade de energias as ativagoes elétricas acontecem princi-
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palmente em tecidos com grandes heterogeneidades, deixando regioes menos heterogéneas
fora da influéncia dos LEAP. Assim Buran et al. (2017) realiza simulacoes utilizando
LEAP variando o comprimento de do campo elétrico, forma do pulso, niimero de pulsos
e frequéncia os pulsos. A resposta em frequéncia dos sinais patologicos é verificada e se
constata a existéncia de um pico com espalhamento de energia uniforme em uma banda de
frequéncia. Os resultados mostraram que em condi¢oes onde a frequéncia do pulso coincide
o pico de frequéncia da patologia o controle necessita de bem menos energia no processo de
desfibrilagao. De forma geral, o trabalho verifica que as condigoes 6timas para o processo
de desfibrilacao envolvem em torno de cinco e seis pulsos com a frequéncia dominante da

patologia.

3.4 Patologias

Existem diversos estudos que investigam de forma mais pontual a relagao de
determinadas patologias com fendmenos que surgem dentro de sistemas nao lineares.
Alguns desses fenomenos estao relacionados diretamente com a dinamica cadtica, como
atratores estranhos e expoentes de Lyapunov positivos. Outros fendmenos estao relacionados
apenas com caracteristicas de sistemas nao lineares, como coexisténcia de comportamento,

existéncia de varios ponto de equilibrio, etc.

O processo de taquicardia ventricular pode ser degenerado em pequenas ondas,
manifestando assim a fibrilagdo ventricular. Sao duas as principais hipoteses de fibrilacao
ventricular que foram validadas experimentalmente em animais: a hipdtese do rotor mae e a
de multiplas ondas. Na hipotese do rotor mae a causa da geragao de ondas descompassadas
e nao previsiveis do ventriculo durante a fibrilacdo esta relacionada com a pré-existéncia de
nao homogeneidade (dispersao de refra¢ao) causando assim um bloqueio de conducao das
ondas que se estabilizam em uma alta frequéncia Jalife, Berenfeld e Mansour (2002), Chen
et al. (2003). Na hipdtese de miltiplas ondas, contudo a existéncia de heterogeneidade nao
é necessaria, pois a fibrilagdo é mantida por uma quebra ou separacao de ondas espirais
espontineas devido a instabilidades dindmicas Antzelevitch, Jalife e Moe (1982), Moe,
Rheinboldt e Abildskov (1964).

Os sinais cardiacos podem evidenciar diferentes patologias. A esclerose multipla
causa danos ao sistema nervoso por destruir a mielina (bainha protetora que cobre os
nervos), consequentemente a geracao dos potenciais de agao (cardiacos ou nao) pode ficar
desregulada. Assim a variabilidade da frequéncia cardiaca apresenta alteracoes e o trabalho
de Ganz et al. (1993) realiza o cdlculo do expoente de Lyapunov de pacientes em estégios
iniciais dessa doenca, verificando que para todos os pacientes os expoentes foram positivos,

ou seja, a variabilidade da frequéncia cardiaca é um fendémeno cadtico.

A extra-sistole é uma disfuncdo que pode acontecer tanto em um coragdo normal

ou em determinadas cardiopatias. E definida como sendo um pulso que acontece de
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maneira prematura a um batimento. A ocorréncia de um batimento de extra-sistole
pode ser facilmente confundida com um processo de parassistole, que acontece por uma
competicao de dois marcapassos pela geracao do estimulo responsavel pela contracao
muscular. Diferente da extra-sistole a parassistole acontece de maneira simultanea em
duas regioes, podendo a regiao de foco ectépico localizada no tecido atrial, juncional ou
ventricular. O trabalho de Glass et al. (1987) apresenta uma investigagao experimental do

fendmeno de parassistole que podem estar relacionados com fenémenos nao lineares.

3.5 Relevancia deste trabalho

Dentro dos diversos modelos ja propostos para o sistema cardiaco, esse trabalho
utiliza um modelo baseado no modelo de Grudzinski, que é uma modificacao do modelo de
Van der Pol. O modelo de Gois e Savi (2009) utilizado nesse trabalho é um acoplamento
de trés osciladores. Esse modelo descreve as observagoes elétricas do coracao através do
ECG. Os diversos estudos apresentados na bibliografia mostram que as descri¢oes através
de modelos nao-lineares sao os que apresentam maior proximidade com o problema real.
Assim como diversos fendomenos apresentados em sistemas nao-lineares sdo apresentados

experimentalmente, como bifurcagoes, respostas cadticas, coexisténcia e ciclo limite.

Nesse sentindo, esse trabalho investiga um modelo que estd de acordo com a
bibliografia por ser uma descrigdo nao-linear do sistema cardiaco. Os fend6menos nao-
lineares sao investigados nesse trabalho com o intuito de reproduzir algumas patologias.
Essas patologias estao relacionadas com nao periodicidades, que sdo quantificadas através

do Expoente de Lyapunov, para afirmar a ocorréncia de caos em patologias.

A abordagem de dinamica simbdlica utilizada neste trabalho é diferente das apre-
sentadas na bibliografia. As parti¢des propostas sao baseadas no intervalo RR, contudo
nesse trabalho propomos uma particao que facilite a classificacdo das patologias através

da identificagdo dos picos dos sinais analisados.
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4 Aspectos matematicos e

aplicacoes da dinamica simbdlica

A modelagem de um fendmeno é uma capacidade humana desenvolvida com a
estruturacao do pensamento légico e que torna possivel a descricao de uma realidade. Para
a engenharia, um modelo matematico, em sua maior parte, pode ser composto de um
conjunto de Equagoes Diferenciais Ordinarias ou Equagoes Diferenciais Parciais ou até
mesmo por um mapa discreto. Mesmo que a descrigao seja feita com alta complexidade, ha

sempre caracteristicas fisicas reais que nao sao consideradas, como, por exemplo, ruidos.

As séries temporais carregam as informacoes das variaveis de estado do sistema dina-
mico inclusive as nao observadas/medidas, que contém uma riqueza de informagoes. Desta
forma, tornam-se altamente valiosas, viabilizando andlises de classificacao, identificacao de

parametros, predigoes, etc.

As séries temporais obtidas através de modelo matematico ou experimentalmente
podem ser analisadas utilizando a dindmica simbdlica, que de uma certa forma pode ser
conceituada como a divisdo da resposta do sistema em um nimero finito de regioes. Cada
regiao é rotulada com uma letra de um determinado alfabeto. Assim, ao invés de seguir
uma trajetoria ponto a ponto, registra-se a alternancia das letras. Perde-se uma grande
quantidade de informacoes detalhadas sobre a dindmica, mas algumas caracteristicas
fundamentais do movimento podem ser mantidas como, por exemplo, periodicidade ou
caoticidade de uma orbita. Pode-se dizer que a dinamica simbdlica é utilizada como uma
ferramenta de reducao das dimensoes redundantes das séries temporais. Esse mecanismo

proporciona a implementagao de métodos de classificacao do comportamento.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma. Inicialmente, ¢ apresentada
uma revisao bibliografica que traga o caminho do surgimento da dindmica simbélica até
aplicagoes em problemas fisicos, evidenciando a aplicagao da ferramenta aos sistemas
biologicos principalmente os problemas cardiacos. Em seguida, sao abordados conceitos
tedricos como simbolizacao, particao, codificacao, palavras e alfabeto, condicionamento e
tratamento de séries temporais. Por fim, apresenta-se a sequéncia adotada para realizar a
classificagao. Deste modo, é possivel identificar uma perspectiva mais ampla em relagao

aos conteudos classicos de dindmica simbdlica e a proposicao do método de classificagao.

30



4.1 Revisao Bibliografica

As segOes a seguir apresentam a revisao bibliografica da dindmica simbdlica. Sao
apresentados os aspectos historicos que apontam seu surgimento dentro da matemaética,
aplicagoes gerais mostrando o espectro de aplicagdo da ferramenta e por final uma revisao

das aplicacoes da dinamica simbdlica em sinais biologicos.

4.1.1 Aspectos Histéricos

O surgimento da dindmica simbodlica nao esta relacionado com séries temporais nem
com as EDO’s e EDP’s que descrevem sistemas fisicos. Coven em um artigo chamado de
"On The Genesis of Symbolic Dynamics As We Know It"(Coven e Nitecki, 2006) apresenta
uma linha cronoldgica dos estudos que levaram ao estabelecimento do que hoje conhecemos
como dindmica simbdlica. Segundo ele, o artigo de Hadamard (1898), foi o primeiro estudo

que apresenta um certo tipo de particao.

Hadamard (1898) realiza um estudo sobre geodésicas em superficies de curvatura
negativa, fornecendo uma codificagdo para as geodésicas fechadas, ele mostra que cada
palavra corresponde a uma tunica geodésica fechada. De acordo com Coven e Nitecki (2006),
o trabalho de fato nao ¢ um estudo de dinamica simbélica, pois, "sua codificacao ¢ limitada
a palavras finitas, codificando geodésicas fechadas; ele ndao parece imaginar um sistema de
codificacao abrangendo outras geodésicas". Contudo, é através do estudo de Hadamard e
seus desdobramentos (Birkoff, 1912) que Morse apresenta o primeiro estudo designado

como o surgimento da dinamica simbolica.

Apesar de ser uma area amplamente estudada pelos matematicos, Hao e Zheng
(2018) afirmam que cientistas de dreas como fisica e engenharia se debrugam mais a intengao
dos conceitos. Pois, ao realizar a particao, deve-se levar em consideracao a peculiaridade
geométrica e fisica do sistema em estudo. Uma teoria estabelecida dessa maneira aplica-se
apenas a uma classe selecionada de sistemas dinamicos, mas tem um conteiido muito mais

rico.

Em um dos primeiros livros sobre dinamica simbélica para engenheiros e mate-
méaticos com foco no processo de codificagao, Lind e Marcus (1995) dizem que uma das
possiveis simplificagoes é a discretizacado do tempo, deste modo os estados do sistema
podem ser observados como fotografias do movimento, sendo capturadas a cada tique
do relégio. Assim, é possivel a eliminacao de informagoes, com o objetivo de manter as
propriedades robustas do sistema dinamico. Apesar de ser uma possibilidade de reducao

das séries temporais, nao ¢ a unica forma de realizar tal procedimento.

Quando a dinamica simbodlica é utilizada para representar orbitas de sistemas
dinamicos a abordagem de série simbdlica pode ser tomada como um estudo da estrutura

da linguagem. Portanto, a sequéncia simbodlica pode ser estudada do ponto de vista da
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complexidade da linguagem e da gramatica. Wolfram (1984) iniciou essa abordagem e

aplicou a teoria da linguagem formal para comparar a complexidade de varios automatos.

4.1.2 Aplicacées da Dindmica Simbdlica

A dindmica simbdlica é estabelecida dentro da matematica e de forma gradual
dilatada para diversos ramos da ciéncia. A seguir, evidencia-se a diversidade dos estudos

de aplicacao da dinamica simbélica em resolucao de problemas praticos.

O trabalho de De Polsi, G. et al. (2013) utiliza a dindmica simbdlica no problema
de péndulo duplo acoplado, onde ambos os péndulos apresentam as mesmas caracteristicas
fisicas. O alfabeto é criado pela interseccao de cada um dos péndulo com um eixo vertical, no
sentindo horario ou anti-horario, assim, quatro simbolos sdo estabelecidos para a descrigao.
Através do céalculo da entropia de Shannon da série obtida pela dindmica simbdlica uma
analise é realizada com o objetivo de entender os diferentes movimentos e sincronizacao

dos regimes observados.

Aschenbrenner et al. (2013) examina o comportamento de acoplamento entre
diferentes bandas de frequéncia do som de um violino solo, isso é possivel pela comparagao
de diferentes dindmicas simbodlicas. A hipdtese é que os violinos produzidos por diferentes
luthiers (profissional especializado na construgao e reparo de instrumentos de corda)
sao caracterizados por uma complexidade de acoplamento entre as diferentes bandas
de frequéncia dos respectivos violinos. A complexidade de acoplamento é usada para
quantificar as transcri¢oes entre diferentes dindmicas simbélicas ordinais. Para realizar
uma comparagao sem a influéncia de outros fatores as séries sdo obtidas através da mesma
musica tocada pelo mesmo violinista em violinos diferentes, os autores mostram que cada

violino tem uma interacao tnica entre suas diferentes bandas de frequéncia.

O trabalho de El-mezyani (2012) utiliza a dindmica simbdlica para quantificagao
da complexidade das respostas de um sistema de controle de componentes eletronicos
de poténcia. Essas métricas sao estimadas através da entropia de permutacao e padroes
ordinais, além disso um procedimento modificado para complexidade estrutural denominado
complexidade estrutural multivariavel é desenvolvido para calcular a complexidade do

sistema.

Trabalhos como o de Hao, Liu e Zheng (1998) mostram aplica¢oes da dindmica
simbolica para a quantificacdo do caos no sistema de Lorenz, revelando que a ferramenta
apresenta resultados equivalentes com as ferramentas classicas de dindmica nao linear

como a secao de Poincaré.

O sistema de Lorenz também ¢ investigado por Caballero-Pintado, Matilla-Garcia
e Marin (2018), esse estudo apresenta graficos de recorréncia simbdlica com o objetivo de
entender comportamento transiente, coexisténcia de atratores, bifurcacoes e mudancas

estruturais .
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No trabalho de Mallapragada, Ray e Jin (2012) as caracteristicas do comportamento
de um rob6 moével, que opera com baixo ou nenhum conhecimento dos processos subjacentes,
sdo extraidas utilizando dinamica simbodlica. A partir das séries simbodlicas uma andlise de

risco Bayesiana para classificacdo de padroes é realizada.

A dinadmica simbdlica também é utilizada na predicao de comportamentos, como
pode ser observado no estudo de Xie e Leung (2003). Utilizando um sistema nao linear
autoregressivo que pode representar canais de equalizacao para sistemas de comunicagao
cadticos o trabalho tem boa performance na previsibilidade de curto prazo da sequéncia

simbélica, minimizando o erro de predicao a identificacao se torna precisa.

4.1.3 A Dinamica Simbélica e Sinais Bioldgicos

Apesar de ser utilizadas em diversas areas de conhecimento, a dindmica simbdlica é
estudada de forma mais aprofundada nas areas de sinais bioldgicos, principalmente, como
ferramenta para classificacao de patologias. A principal abordagem utilizando dinamica

simbélica é na andlise da variabilidade do ritmo cardiaco (Heart rate variability - HRV).

Kurths et al. (1995) propoem uma partigao do espago de estados relacionados
com a duragao entre dois batimentos utilizado em diversos trabalhos. O tempo médio do
intervalo RR é calculado e as particoes sao dadas devido a variabilidade desse intervalo.
As entropias de Shannon e Rényi sdo calculados afim de se quantificar a complexidade das
séries temporais. Os pacientes com maiores riscos apresentam as menores complexidades,

sendo que a entropia de Rényi é mais 1til do que a entropia de Shannon.

No trabalho de (SOUZA, 2016) é apresentado um estudo utilizando dindmica
simbolica para analise da pressao plantar da marcha de autistas. Estabelecendo um grupo
controle foi possivel distinguir caracteristicas dos autistas em sua pressao plantar ao
caminhar. O trabalho utiliza algoritimo genético para encontrar estruturas que reflitam os

biomarcadores na pressao plantar.

Voss et al. (1996) utilizam uma série de ECG de alta defini¢ao com duragao de
trinta minutos para retirar as informacoes de HRV de 26 pacientes apds sofrer infarto do
miocardio divididos em grupo de baixo risco e grupos de alto risco, construindo quatro
conjunto de simbolos e considerando palavras de comprimento igual a trés. A ferramenta
de dindmica simbdlica apresenta resultados bastantes satisfatério no reconhecimento e

distingao desses grupos.

O trabalho de Yeragani et al. (2000) também utiliza o tracado de ECG para
realizar identificacdo de patologia através da analise de dinamica simbdlica utilizando a
mesma particao apresentado por Kurths et al. (1995). Medidas usando dindmica simbdlica,
especialmente contagem de palavras (WC-100), mostraram diferengas altamente signifi-
cativas entre os dois grupos semelhantes a algumas medidas do dominio da frequéncia

(espectral), enquanto as outras técnicas foram relativamente ineficazes para distinguir entre
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os dois grupos. O trabalho apresenta resultados positivos na identificacdo de pacientes que
apresentam sindrome do panico quando comparado com pacientes que considerados como
grupo de controle. A ferramenta também se mostra robusta na identificagdo de periodos

de sono.

A relagdo entre o aparecimento de padroes simbdlicos especificos e a atividade do
sistema nervoso auténomo ¢é investigado no trabalho de Cysarz et al. (2012). As séries
analisadas sao obtidas através do ECG registrado em 17 individuos saudéveis durante a
inclinacao da cabega em diferentes angulacoes. Através da dinamica simbolica verifica-se
que padroes bindrios regulares ocorrem mais frequentemente com o aumento do angulo de
inclinacao, e padroes binarios com maior irregularidade, ocorrem com menos frequéncia com
o aumento do angulo de inclinacao. O artigo demostra também que a dindmica simbolica
derivada da variabilidade da frequéncia cardiaca (VFC) é capaz de refletir alteragoes das
modulac¢oes autonomicas cardiacas em escalas de tempo curtas, apesar da consideravel
reducgao das informagoes envolvidas. No entanto, a ligacao entre o aparecimento de padroes

simbdlicos especificos e a atividade do sistema ainda nao foi elucidada.

A diferenciag@o entre o funcionamento normal e de uma condi¢ao de insuficiéncia
cardiaca congestiva foi investigada por Kamath (2012b) , também utilizando dindmica
simbolica no entanto realizando um estudo comparativo com outras ferramentas. A
abordagem da dinamica simbdlica foi utilizada para identificar o processo de aumento e
diminui¢ao da frequéncia instantanea cardiaca. A generalizagdo da entropia de Shannon,
conhecida como entropia de Rényi, foi utilizada para calcular o nivel de complexidade
de cada resposta, mostrando que essa abordagem apresenta bons quantificadores de
classificagdo. Uma abordagem bem semelhante foi utilizada por Kamath (2012a) para
realizar a classificacdo da Fibrilagao Ventricular a partir dos intervalos de batimento

cardiaco.

A anélise da variabilidade do ritmo cardiaco pode ser realizada em conjunto com
a andlise da taxa respiratéria. O trabalho de Caminal et al. (2010) performa um estudo
utilizando dinamica simbdlica conjunta desses sinais para verificar o sucesso da retirada

de aparelhos de ventilacao mecanica.

A apneia obstrutiva do sono é um disturbio respiratério comum associado a disfungao
autonomica, Wu et al. (2021) estuda este problema através de séries temporais de ECG,
aplicando uma dinamica simbdlica na variabilidade cardiaca presente no ECG. A relacao
poténcia de baixa frequéncia para poténcia de alta frequéncia mostra uma diferenca
significativa entre o grupo normal e o grupo que apresenta apneia. O estudo apresenta

uma precisao em torno de 70% para deteccao da apneia.

O trabalho de Porta et al. (2001) aplica a complexidade de séries de variabilidade
de curto periodo cardiaco utilizando dindmica simbdlica. Os dados foram obtidos através
de individuos humanos saudaveis que foram submetidos a duas condi¢Ges experimentais

que perturbam a regulagao cardiovascular: inclinacao da cabega para cima, induzindo uma
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ativacao simpatica; e forcando a variabilidade do periodo cardiaco a oscilar na frequéncia
respiratéria imposta (respiracdo controlada em diferentes taxas respiratérias). Os padroes

das diferentes séries sao identificados e avaliados por sua complexidade.

Storniolo et al. (2021) apresenta um estudo sobre as séries de ECG obtidas de
individuos apods o exercicio de sprint maximo, sugerindo que a analise das sequéncias
simbolicas pode ser utilizada para caracterizar as flutuagées RR, indicando-se também
que durante o platdo uma modulagao simpatica sustentada ainda esta presente junto com

uma reativacao vagal precoce e consideravel.

No trabalho de Yao e Wang (2017) pode-se encontrar uma analise utilizando a
transformagao de Wessel com o objetivo de distinguir a complexidade dentro de séries
temporais de ECG. Implementando uma entropia conjunta simbdlica dupla avalia-se a
variabilidade da frequéncia cardiaca verificando diferentes complexidades para o caso de
jovens e adultos. Os batimentos cardiacos de jovens saudaveis tém maior complexidade do
que os de idosos saudaveis e os pacientes com insuficiéncia cardiaca congestiva sao 0s mais

baixos nos valores de entropia.

Os estudos apresentados anteriormente mostram que existem achados importantes
obtidos gracas ao desenvolvimento da dindmica simbdlica na area de sinais biomédicos. A
revisao bibliografica solidifica os objetivos deste trabalho mostrando que a utilizagao da

dindmica simbdlica como uma ferramenta de classificaciao é adequada.

4.2 Conceitos da dinamica simbdlica

As préximas se¢oes apresentam conceitos importantes para a aplicacao da dindmica
simbdlica na classificacdo de comportamentos. A 4.1 contém um fluxograma com os temas

das proximas segoes.

A dindmica simbdélica pode ser construida a partir da discretizacao da resposta
do sistema dindmico, esse processo ¢ conhecido por particao, sendo o primeiro topico
apresentado nas préximas se¢oes. Apresenta-se teoricamente dois métodos de particao
como pode ser visto no fluxograma: particao por divisao de amplitude e particao por

divisao de probabilidade.
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Figura 4.1 — Representacao esquemaética dos conceitos da dindmica simbdlica utilizados.

Em seguida define-se o processo de simbolizacao, que consiste no mapeamento
dos pontos da série temporal em simbolos. Posteriormente, apresenta-se o conceito de
alfabeto que esta relacionado com as parti¢oes e seus simbolos relacionados, com o alfabeto

¢é possivel realizar a construgao de palavras.

O ultimo tépico apresenta a analise da entropia das sequéncias simbélicas com o

objetivo de escolher uma quantidade de particao adequada.

4.2.1 Particao

A dindmica simbdlica permite o estudo de um sistema dinamico continuo através
da sua discretizagao. O discretizagdo é o conceito principal da dindmica, visto que ¢é ai que
surge suas principais caracteristicas. A discretizacao acontece devido a uma parti¢ao finita
no espaco de fase do sistema, dando a cada parte um simboélico (podendo ser uma letra

grega, uma letra do alfabeto ou até mesmo um ndimero).

Assumindo uma orbita genérica qualquer toma-se X como o espaco topoldgico do
sistema, como observado na 4.2. Desta forma, X ¢é particionado em subconjuntos finitos
X1, X5, ..., X, onde k é a quantidade de subconjuntos. A trajetoria x é codificada assim
pela sequéncia correspondente dos subconjuntos visitados. E importante notar também
que o espaco de fase deve ser discretizado de tal forma que X = X; U X5 U ... U X}, Assim

a trajetéria x € X é a sequéncia (T"(z)),>0, onde n é o nimero da interagao.
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Figura 4.2 — Partigao do espago de estados. Adaptado de Berthé e Rigo (2016).

Os métodos de particdo podem ser classificados como particao uniforme e particao
nao uniforme. Os trabalhos de Porta et al. (2001) e Porta et al. (2015) sao exemplos
de estudos que trazem os métodos baseados em amplitude de particao uniforme, pois
subdividem o intervalo de pico a pico em intervalos de mesma amplitude. Ja os trabalhos
de Cysarz et al. 2018, Wessel et al. 2000 sao exemplos de particdbes nao uniforme, que

apresentam os subintervalos com uma distribuicao igual de probabilidade dos simbolos.

No presente trabalho constréi-se um método que pode ser classificado como baseados
em amplitude, os argumentos para tal classificagdo serao apresentados junto com o método

proposto.

Segundo Valencia et al. (2014) o ponto principal da DS é a procura pela partigao
que melhor descreve as trajetérias de um sistema para que seja possivel uma representacao
clara e simples. Assim, procurar particoes que melhor descrevem as trajetérias de um
sistema é um ponto importante, pois uma mé definicdo nos limites entre as parti¢coes pode
acarretar erros devido a uma descricdo pouco precisa da trajetéria original do sistema.
As parti¢oes sao consideradas regioes que sao mutuamente disjuntas e, portanto, quando

unidas formam uma grande regido que contém toda a dindmica analisada.

Existem varios métodos para estabelecer parti¢coes. Dois métodos de particao sao
abordados neste trabalho: particdo baseada em amplitude uniforme e particdo baseada em

amplitude nao uniforme.

4.2.1.1 Particdo uniforme

A particao uniforme apresenta uma divisao igual de amplitude. A 4.3 apresenta
um sinal senoidal do tipo A = 7sen(67t). Na figura da esquerda verificam-se partigdes
equidistantes, ou seja, as amplitudes dos intervalos sdo iguais. Verificamos que a amplitude

de pico a pico é de 14, assim cada um dos quatro intervalo tem uma amplitude de 3.5,
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como mostrado a seguir:

Intervalo 01  de -7 até -3.5
Intervalo 02 de -3.5 até 0
Intervalo 03 de 0 até 3.5
Intervalo 04 de 3.5 até 7

(4.1)

Particao Uniforme Particao Nao Uniforme
/\ /\/\ NN
4t 1 41 ]
2 2
< 0 <o

2l / 2l
U

[e)]

1 2 1 1.5 2

Figura 4.3 — Comparacao entre dois métodos de particao.

4.2.1.2 Particdo ndo uniforme ou por distribuicao de probabilidade

E razoével realizar uma particio onde as regides ricas em informacoes sejam
particionadas mais finamente e aquelas com menos informagoes sejam particionadas de
forma mais esparsa. Para atingir este objetivo, um método de particionamento é adotado
de forma que exista uma distribuicao de probabilidade igual entre os intervalos. Isso é
apresentado no grafico da direita da 4.3. O procedimento é realizado ordenando o vetor
do sinal analisado z[i] em ordem crescente, onde i = 1,2,3...n e n é o nimero total de
amostras. Em seguida divide-se n pela quantidade de parti¢coes desejadas >, dai os termos

z[0], z[n/%], z[2n/%], ..., x[n] serdo os limites das regides.

Se a divisao de n por X tiver um resultado decimal, deve-se realizar uma média
simples entre os termos z[i] imediatamente menor e maior do resultado. Por exemplo,
se x[i] tem n = 1150 amostras e desejamos realizar uma particao por distribuicao de
probabilidade com 4 regides temos os termos limites: z[0], [1150/4 = 287,5], x[575],

x[862, 5], 2[1150]. Como os termos [287,5] e x[862, 5] nao existem, os limites neste caso
2[287)+a[288] , 2[362]+2[863
2 2

serao: L. As particdoes nao uniformes obtidas para o comportamento
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apresentado na 4.3 é apresentado a seguir:

Intervalo 01  de -7 até -4,9497
Intervalo 02 de -4,497 até 0
Intervalo 03 de 0 até 4,497
Intervalo 04 de 4,497 até 7

(4.2)

Por fim, pode-se destacar que distribuicao nao uniforme apresenta uma particao
mais fina nas regides onde os pontos se apresentam com uma distribuicdo maior de

probabilidade, quando comparada com a particdo uniforme.

4.2.2 Simbolizacao

Apbs realizar a particao deve-se realizar um processo de simbolizagao, também
conhecido por codificacdo. Quando a resposta do sistema evolui no tempo ela percorre
regides no espaco de estado, assim cada vez que o sistema acessa uma particao se atribui
um simbolo. Desta forma, simboliza¢ao consiste no processo de mapeamento de uma série
temporal em uma sequéncia de simbolos usando da particdo. As técnicas de simbolizacao,
calculo de entropia e andlise estatistica de dindmica simbdlica em sistemas nao lineares

estao resumidas no trabalho Daw, Finney e Tracy (2003).

Cada regiao ¢ rotulada com um simbolo do alfabeto, nimero, letra grega, entre
outras opgoes. Se o ponto da série analisada estiver em uma regiao especifica, ele sera
codificado com o simbolo associado a essa regiao. Assim, uma sequéncia de simbolos é
criada a partir de uma determinada sequéncia de dados da série, ou seja, a simbolizacao
consiste no processo de mapeamento de uma série temporal em uma sequéncia de simbolos

usando a partigao.

Na Fig. 4.4 é possivel verificar um exemplo do processo de codificacao apresentado
no estudo de Voss et al. (2007), que é estabelecido através das partigoes dos valores de
intervalos de batimentos. Através da figura pode ser observado o processo de formacgao de

uma palavra, no caso com trés letras.
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Figura 4.4 — Traduzido e adaptado de Voss et al. (2007).

4.2.3 Palavras e Alfabeto

O processo de simbolizacao tem como produto uma sequéncia simbélica que pode ser
analisada através dos conceitos de alfabeto e palavras. Pode-se realizar estudos estatisticos e
estabelecer métodos quantitativos com o fim de classificar comportamento. Apresentaremos
mais a frente um método de quantificacao de comportamento, mas para isso é necessario

entender os conceitos de alfabeto e palavra.

O conceito de palavra pode ser visualizado através da fig. 4.5, onde é apresentado
o simbolo relacionado a cada partigao (0, 1,2), os pontos considerados no processo de
simbolizagao (circulos em magenta), limites de cada uma das partigoes (linhas vermelhas),
série simbdlica (sequéncia que inicia-se com 00120...), palavras com 3 letras identificadas

de forma recorrente ao longo da sequéncia simbdlica.
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Figura 4.5 — Ilustracao do conceito de Palavras em uma série de ECG normal.

Um alfabeto é um conjunto finito e nao vazio, seus elementos sao simbolos ou letras.
O alfabeto determina os elementos bases para a formacao das palavras, que sdo obtidas
através da codificacdo de alguma série temporal ou resposta de integracao do sistema.

Assim as palavras podem ser de duas classes: palavras finitas ou palavras infinitas.

Uma palavra finita sob o alfabeto © é uma sequéncia finita de simbolos de ©. Uma
palavra w é constituida assim por uma sequéncia de simbolos, tal qual w = aga;...a,, onde
a; € © e n é a quantidade de simbolos. A sequéncia vazia é chamada de palavra vazia e

pode ser denotada por e.

Podemos definir o comprimento da palavra w, representado por |w|, como o niimero
de ocorréncia de letras em w. Em outras palavras, se w = aga;...a,—1 coma; € 0,0 <1i < n,
entdao |w| = n. Assumindo a = a; € O, pode-se dizer que |w|, refere-se ao nimero de

ocorréncias de a em w. Assim, temos:

lw| = Z |wlg- (4.3)

a€O

Uma palavra finita (pelo lado direito) é um mapa dos N para ©. Se w é uma

palavra finita, podemos sempre escrever:

W = apa1as (4.4)

onde cada a; € ©. O conjunto de todas as palavras infinitas e finitas de © é denotado por
@w
Assumindo trés palavras finitas x, y, u e v, se existe uma palavra x e y tal que seja

satisfeita a igualdade v = zuy, entdo v é um fator de v . A palavra = é dita prefixo de v e

y ¢é sufixo de v, sdo fatores préprios se u # v e u # €.
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A potenciagao de uma palavra é definida por sua repeticao, por exemplo, = = (ab),

entdao x® = ababab, dessa forma podemos definir uma palavra periédica.

Uma palavra finita © = zgx;... € puramente periddica se existe uma palavra finita
U = Ug...up_1 # € de tal modo que z = u¥. Uma palavra finita é eventualmente peridédica

se existem duas palavras finitas u,v € ©%, com v # € de forma tal que r = uvvv... = uv®.

Segundo Berthé e Rigo (2016), para identificar se duas palavras sdo semelhantes
é possivel estabelecer uma métrica de distancia em ©“, denotada por d. Seja z, y duas
palavras finitas sob o alfabeto ©. Faz-se x A y denota a maior prefixo comum de x e y.

Assim podemos escrever matematicamente:

d(z,y) = { > er=y (4.5)

2-1#7yl - caso contrario.

4.2.4 Definicio da quantidade de particao através do método da maxima

entropia

Pode-se questionar qual é o niimero mais adequado de particoes que pode ser
utilizada. Para um Y pequeno pode existir uma captura inadequada das informagodes com
uma particao grosseira, para um valor de ¥ grande pode levar a uma redundancia de
informacao. Rajagopalan et al. (2007) apresenta uma resposta para essa pergunta através

da utilizagao da Méaxima Entropia.

A maxima entropia é um método que tem por objetivo calcular a entropia de
Shannon (H (k)) da sequéncia simbolica para diferentes partigoes. Essas partigdes sao
computadas através de uma distribui¢do uniforme de probabilidade. Assim, parte-se de
um caso onde existem duas partigdes, |X| = 2, até um valor arbitrario de parti¢oes (que
nao seja tao grande para que redundéncias sejam evitadas). Para cada partigdo a entropia

¢ calculada de acordo com a Eq. 4.6.

H(k) = =) pilogaps, (4.6)

=1

A variavel p; representa a probabilidade de ocorréncia do simbolo a; em cada
particdo. Deste modo, percebe-se que para cada particao um valor de entropia é identificado.

Define-se também a variacao da entropia, dada pela Eq. 4.7.

h(k) = H(k) — H(k — 1), (4.7)

Escolhe-se um valor limite £ como parametro de comparacao com h(k), de tal forma
que h(k) < e. Em geral, um pequeno ¢ leva a um tamanho grande do alfabeto de simbolos,

resultando em maior calculo. Além disso, um alfabeto maior torna o particionamento
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Figura 4.6 — Variagao da Entropia adaptado de Rajagopalan et al. (2007).

mais refinado. Isso pode aumentar a probabilidade de simbolos falsos serem induzidos por
ruido. Por outro lado, um grande ¢ leva a um pequeno tamanho do alfabeto que pode
ser inadequado para capturar as informagoes pertinentes. O comportamento da variacao
da entropia é apresentado na 4.6, onde pode-se perceber o decaimento da variagao pelo

incremento do nimero de parti¢oes.

4.3 Condicionamento das Série Temporais

Para que seja possivel a aplicacao adequada da dinamica simboélica em alguns casos
é necessario condicionar as séries. Utiliza-se neste trabalho o método dos filtros de Médias
Méveis (MM) para eliminagao de ruido. E importante destacar que este método apresenta
uma suavizacdo no dominio do tempo. Contudo, no dominio da frequéncia nao possui um
bom desempenho. Tal fato esta intricicamente ligado a4 condigao do filtro de MM estar
submetido ao principio da incerteza. (SMITH et al., 1997)

Em Shin e Hammond (2008) o principio da incerteza é definido através de uma
propriedade da Transformada de Fourier que diz que quanto mais restrita for a descri¢ao
do sinal em um dominio, mais ampla serd sua descricao no outro. A Eq. 4.8 expressa
matematicamente que o produto entre a largura de banda no tempo (At) pela largura de

banda espectral (Aw) ¢ uma constante.

AwAt > (4.8)

DN | —

A inequacao apresentada na Eq. 4.8 evidencia uma limitagdo nas anélises de tempo-
frequéncia baseadas na transformada de Fourier. Assim sendo, a escolha dos filtros de
média moével tem por objetivo utilizar a caracteristica de que a MM melhora a descri¢ao do
sinal apenas no dominio do tempo. Ja que o processo de dindmica simbodlica apresentado

neste trabalho nao utiliza uma descrigdo espectral do sinal.
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43.1 Média Mével Simples (MMS)

Existem diversos métodos de médias maéveis utilizados para a suavizagao de curva.
Comumente utilizado para identificar uma tendéncia de oscilagdo em mercados financeiros,
a média mével simples (MMS) é a mais conhecida de todos os métodos de suavizagao. A
MMS ¢ obtida através de uma série P, a qual se deseja suavizar, onde t é a quantidade
de amostra de P, a ideia é utilizar um ntmero fixo de amostras para calcular a média

enquanto o intervalo de andlise evolui, como apresentado pela Eq. 4.9

MMS, = P+P_,...+ P _ Y1 Poina (4.9)
n n

Onde, n é janela e consiste na quantidade de pontos a ser considerado no célculo

da média mébvel.

4.3.2 Média Mével Triangular

A média movel triangular é dada pela eq. 4.10 onde n é o tamanho da janela.

Z?:l 9t Pi—ita

MMT, = ==L
2 i1 9i

(4.10)

Os fatores de ponderagao g; crescem linearmente de 1 até o meio da janela em n/2,

e decresce a partir dai até o fim em n.

4.3.3 Média Mével Ponderada Exponencial

A média mével ponderada exponencial (MMPE), também conhecida como su-
avizacao exponencial, foi desenvolvida durante a Segunda Guerra Mundial (Kaufman,
2013) para identificacdo e projegao de posicao de aeronaves. As principais consideragoes
sobre esse método podem ser encontradas em Kaufman (2013) e Jr (1985). O método ¢é

apresentado a seguir.

Assuma, inicialmente a seguinte progressao geométrica:

1,a,a a®, ...,a" 1, (4.11)

se a sempre satisfaz a condicdo 0 < a < 1, percebemos que a série é decrescente, ou seja,
ha um decaimento exponencial entre os termos. Podemos entao, utilizar a série como uma
funcao de ponderacao dos pesos dos termos utilizados para calcular a média mével. A

média mével ponderada, de forma geral, pode ser calculada através da equacao a seguir:

w1 B +waPyy + o wn By
Wy + Wo + ... + Wy

W, = (4.12)
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no caso, os termos de ponderacao sao termos exponenciais, ou seja, wy; = 1, wy = a,
w3 = a?, ... , w, = a" ! Substituindo a Eq. 4.11 na Eq. 4.12 chegamos na equacao da

MMPE, dada a seguir:
1Pt + CLPt,1 + CLQPt,Q + ...Cl,n_lpt,nJrl
l+a+a?+..+a!

MMPE, = (4.13)

Contudo, podemos utilizar a equacdo de soma dos termos de uma progressao

geométrica e reduzir a Eq. 4.13 na forma apresentada na Eq. 4.14.

MMPE, = (1 —a)P, + aMMPE,_, (4.14)

4.3.4 Comparacao dos filtros baseados em Média Mével

Trés filtros de Média Movel foram implementados e os resultados sdo apresentados
na 4.7. Em preto observa-se o sinal original sem a adi¢do de nenhum ruido obtido através
do modelo matematico de Gois e Savi (2009). Um sinal com adi¢do de ruido de valor de
Signal to Noise Ratio - NSR (Razdo de Sinal Ruido) de 0.1 (ou 10%) é apresentado em
cor magenta. Os filtros MMPE, MMPT e MMS sao aplicados ao sinal contaminado com
ruido e apresentados nas respectivas cores: verde, vermelho e azul, percebe-se que a MMS

é o filtro que mais mitiga o ruido incluido no sinal.

E importante lembrar que o incremento de ruido no sinal parte da Eq. 4.15, onde
S/N representa a relagao ruido sinal, o, e o, representam o desvio padrao do sinal e ruido,

respectivamente.

S poténcia do sinal o?
— = 10! = 10! = 4.1
N Ologuo (poténcia do erro) Ologuo <02> (4.15)

n

——ECG Normal com NSR = 0.1
15+ ECG Normal com NSR = 0.1 tratado com MMPE |-
——ECG Normal com NSR = 0.1 tratado com MMPT
——ECG Normal com NSR = 0.1 tratado com MMS
—ECG Normal sem Ruido

ECG

700 702 704 706 708 710

Figura 4.7 — Comparacao entre trés filtros de média movel.
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5 Analise Dinamica do Sistema de
Van der Pol e Grudzinski

Como observado nos capitulos anteriores os modelos de dindmica cardiaca estao
sendo investigados ha uma longa data. Com isso houve uma evolugao em dire¢ao a um
modelo mais completo capaz de reproduzir um ECG sintético andlogo com os observados
experimentalmente. Neste capitulo apresentam-se alguns resultados referentes a dois

modelos distintos: Van der Pol e Grudzinski.

5.1 Van der Pol

O primeiro modelo matematico capaz de reproduzir um sistema cardiaco foi
proposto por Van der Pol (1928), que apresenta um modelo equivalente a um circuito
elétrico composto por uma fonte, um resistor, um capacitor e uma lampada de neon. O
sistema de Van der Pol é um caso especifico dos sistemas planares de Lienard. O sistema
de Van der Pol apresenta um tipo de oscilacao chamado de relaxacao, por possuir um
intervalo no tempo onde nao existe oscilagao e logo em seguida ha o surgimento rapido de

uma onda.

O modelo apresentado é comparado com sinais de ECG de mamiferos, concluindo
que o modelo de relaxacido é uma boa representacao dos sinais de ECG e que o periodo de
oscilagao esta relacionado com o tempo de relaxagao ou tempo de difusao. O modelo é

representado pela equagao a seguir:

O —p(l -0 +v=0 (5.1)

Onde p é o termo de amortecimento do sistema. Assumindo as variaveis de estado
como sendo x1 = v , x5 = ¥, pode-se escrever o sistema na forma de & = f(z), apresentado
nas Eq. 5.2 e 5.3

.fl = 29 (52)

Ty = p(1 — af)a9 — 11 (5.3)
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Equacoes diferenciais nao lineares podem apresentar um campo vetorial com grandes
variacgoes, fazendo surgir assim uma dinamica mais complexa. Pontos fixos ou pontos de
equilibrio sao uma importante classe de solugoes de sistemas dinamicos, essas solugoes sao
ditas pontos fixos por apresentarem uma invaridncia em relacao a evolugao temporal do
sistema, f(z) = f(z) =0, onde ¥ é um ponto de equilibrio. Sendo o campo vetorial f(x)
do sistema de Van der Pol apresentado pelas equacoes Eq. 5.2 e 5.3. Podemos realizar o

procedimento de investigacao do ponto de equilibrio:

Para a Eq. 5.2:

Para a Eq. 5.3
p(l —23)z2 — 71 =0 (5.5)

Tem-se entao um tnico ponto de equilibrio para o sistema de Van der Pol, sendo
ele: (zq,x9) = (0,0)

5.1.1 Estabilidade do Ponto de Equilibrio do Sistema Van der Pol

Utilizando os conceitos apresentados no Apéndice A pode-se investigar a estabilidade
dos pontos de equilibrio do sistema Van der Pol através do calculo dos autovalores da

matriz Jacobiana, dada pela Eq. 5.6 do sistema apresentado nas Eqs. 5.2 e 5.3.

0 ! ] | (5.6)

A=
—2pziwy — 1 pu(l —2?)

Avaliando a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio (z1,z9) = (0,0), temos:

0 1

A= (5.7)

Para obter os autovalores usaremos a relagao det(A — AI) = 0, onde A s@o os

autovalores da matriz Jacobiana. Obtemos assim a equagao caracteristica de:

M A +1=0 (5.8)

A= s(nk i —4) (5.9)

como p > 0, para todo valor de p o ponto de equilibrio (0,0) tem autovalor sempre

sendo as raizes:

positivo assim através da Eq. A.15 podemos dizer que é um ponto de equilibrio instavel.

Contudo, existem intervalos que em existe uma parte imaginéria, assim tém-se diferentes
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possibilidades para a estabilidade do ponto de equilibrio:

0 < p < 2 foco instavel
1 = 2 noé instavel improprio

(> 2 no instavel

5.1.2 Andlise Dindmica do Sistema Van der Pol

Podemos verificar que o sistema de Van der Pol apresenta uma caracteristica bem
interessante: para pequenas amplitudes o sistema ganha energia e para grandes dissipa, este
fendmeno pode ser observado na Fig. 5.1b. A resposta do sistema em regime estacionario
¢ atraida para uma orbita semelhante a apresentada na Fig. 5.1a, que é dita ser um ciclo
limite. O expoente de Lyapunov de uma resposta do sistema apresenta o mesmo papel
do que os autovalores de um ponto de equilibrio. Para um sistema de dimensao igual a
dois, como o de Van der Pol, existem dois expoentes de Lyapunov. Sprott e Hoover (2017)
afirma que para um ciclo limite de um oscilador de fluxo continuo no tempo o primeiro
expoente de Lyapunov deve ser igual a zero. Para a resposta livre e diferentes condigoes
iniciais apresentado na Fig. 5.1b o expoente de Lyapunov calculado através do algoritmo
de Wolf et al. (1985) converge para valores de (0.00, —1.52)

5
Oy — ¢
o | ‘,\\
x \
-5
2 [ [ i i [~ f [
StUPY Y
o 7 S P L : L : L ; L ; L ; -10
5000 6000 7000 BODD 9000 10000 11000 12000 13000 14000 -3 -2 -1 XO 1 2 3
t 1
(a) Resposta no tempo (b) Espago de fase

Figura 5.1 — Resposta Livre do oscilador de Van der Pol. a) Resposta no tempo para
(21(0),22(0)) = (2,0); b) espaco de fase para diferentes condigdes iniciais

O sistema de Van der Pol quando esta em regime de resposta livre ndo apresenta
caos, pois possui apenas duas dimensoes e o surgimento de um comportamento cadtico em
um sistema continuo no tempo acontece quando a dimensao do sistema é maior ou igual a

trés.

Quando um for¢camento externo harmoénico é incluido, pode sugir um comporta-
mento cadtico. A inser¢do de um for¢camento harmonico no sistema pode ser realizado

através da inclusao do termo F'(t) = cos(wt) na Eq. 5.1. Uma ideia qualitativa do compor-
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tamento do sistema pode ser verificada através da Secao de Poincaré, que é construida
a partir de um hiperplano, nesse caso utilizando uma fase de forcamento. A Fig. 5.2
apresenta um caso ilustrativo para a construcao da secao de Poincaré. Apds estabelecer
um plano para a secdo, realiza-se um procedimento de integracdo numérica para obter a
evolucao do sistema ao longo do tempo, cada vez que o sistema intercepta o plano com
dditl > 0 é tomado o ponto de cruzamento como pertencente a Secao de Poincaré, assim
realiza-se um mapa de retorno do sistema. A quantidade de pontos no mapa de Poincaré
¢ um indicativo da resposta do sistema. No exemplo apresentado na Fig. 5.2 podemos
verificar que existem trés pontos no mapa, indicando uma 6rbita de periodicidade 3. Orbi-
tas fechadas no espago de fase, que estao relacionadas com comportamentos periédicos,
apresentam uma quantidade enumeravel de pontos no mapa de Poincaré. A existéncia de
uma quantidade nao numeravel de pontos no mapa de Poincaré é um indicativo qualitativo
de uma resposta cadtica. Para afirmar a existéncia de caos em um sistema, através de uma
resposta é necessario utilizar algum parametro quantitativo, como no caso do Expoente de

Lyapunov, que realiza uma medida das atragoes ou repulsoes de érbitas préximas.

Orbita de Periodo 3

Figura 5.2 — Se¢ao de Poincaré

A Fig. 5.3a apresenta um diagrama de bifurcacdo para o sistema de Van der Pol,
quando a amplitude de forcamento é aumentada. Nesse diagrama sao apresentados os
valores de x; da segdo de Poincaré e o maior Expoente de Lyapunov ( em um regime
permanente). Escolhe-se uma érbita como o ponto de partida com os pardmetros p = 8.53,
fo = 1.2, com as condigoes iniciais de (x1,22) = (1,1). A Fig. 5.3b apresenta os Expoentes
de Lyapunov maximos para cada parametro. Pode-se perceber que para alguns intervalos,
por exemplo de 0 < fp < 0.5, o diagrama de bifurcagao apresenta uma nuvem de pontos
(cada linha vertical da nuvem de pontos é uma Secao de Poincaré cheia), o que a primeira
vista induz a uma conclusao de que a resposta € cadtica, contudo quando o expoente de
Lyapunov é verificado percebe-se que a resposta tem expoente maximo igual a zero, logo a

resposta é quasi-periddica. Através da Fig. 5.3b verifica-se que existe alguns valores para o
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parametro fy que a resposta é cadtico e outros em que a resposta é periddica.

0 0.5 1 L5
S

(b)

Figura 5.3 — Bifurcagao no sistema Van der Pol. a) Valores de x; na segao de Poincaré; b)
Bifurcagao do Expoente de Lyapunov

As oscilagbes apresentadas no modelo de Van der Pol estao relacionadas com os
processos de relaxacao e contracao do potencial de acdo. O potencial de agdo no miocéardio,
diferente de todos os potenciais de acdo apresentado na fisiologia humana, apresentam
uma fase da platd que é relativa a longa abertura dos canais de Ca*". Esse fenomeno
pode ser observado no modelo de Van der Pol, como apresentado na Fig. 5.4a e 5.4b que
mostra uma resposta periddica e a ocorréncia dos potenciais de acao acontece de forma
regular. Com isso, pode-se dizer que o ciclo cardiaco apresenta uma um comportamento

de funcionamento normal.
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(a) Resposta no Tempo (b) Espago de fase

Figura 5.4 — Orbita de Perfodo 1

Na Fig. 5.5 apresenta-se um comportamento de periodicidade 3 para os parametros
de fo = 1.4 e u = 8.53, e na Fig. 5.6 um comportamento caético. Ambos os comportamentos
estao relacionados com patologias cardiacas. O comportamento cadtico apresentado na Fig.
5.6a se assemelha com o processo de pds-despolarizacao prematuro (PDP). Esse processo é
investigado por Sato et al. (2009) em um modelo de potencial de agao, numericamente ele

produz o processo de PDP que é verificado como cadtico, através do expoente de Lyapunov.
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Experimentalmente o processo PDP foi induzido utilizando a técnica de patch-clamped
em midcitos cardiacos isolados de coelho expostos a 1mH,09, que promove o aumento
das correntes internas durante a repolarizacao, incluindo correntes defasadas de Na™ e
correntes do canal do tipo L de Ca™2. Os resultados experimentais mostraram grande
acuracia dos resultados numéricos, mostrando assim como esses eventos aleatorios gerados
em células cardiacas ocorrem sincronicamente em um grupo largo o suficiente de células
alcancando um nivel limite de propagacao cadtica. O processo PDP pode ser visto de
forma mais clara como uma despolarizagao prematura, observada no final da segunda onda
da Fig. 5.6a. Ele é um processo critico na contra¢ao muscular do coragao, sendo um fator

gerador de arritmias cardiacas.
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Figura 5.5 — Orbita de Periodo 3
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Figura 5.6 — Comportamento cadtico
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5.2  Grudzinski

Como ja dito, o modelo de Van der Pol foi o primeiro a introduzir um modelo para
a analise dinamica do sistema cardiaco, contudo esse modelo apresenta algumas limitagoes
devido a uma simplicidade topologica. Duas principais pesquisas posteriores, realizaram
adaptagoes para que o modelo de Van der Pol fosse mais representativo com a realidade
do ciclo cardiaco. Postnov, Han e Kook (1999) apresentam um modelo modificado de Van
der Pol incluindo um termo cibico, introduzindo assim dois novos pontos de equilibrio
fazendo com que a resposta do sistema fique mais semelhante a fisiologia da propagagao do
potencial de acao. Segundo Postnov o parametro i , que controla a amplitude, e o formato
da trajetéria, quando aumentado induz uma bifurcacao do tipo homoclinica, dissipando
o ciclo limite e a trajetéria tende ao ponto de equilibrio do tipo né estavel. Grudzinski,
Zebrowski e Baranowski (2006) apresenta uma modificacdo do modelo de Postnov, onde a
distancia dos pontos de equilibrio podem ser alteradas, contudo a estrutura no espaco de

fase continua a mesma. O modelo é apresentado nas equagoes a seguir:

fl = X2 (510)

z1(x1 + d)(x1 + €)
de

. (5.11)

,I:Q = —Oé<l’1 - Ul)($1 — ’UQ)IQ —

Fazendo @ = f(z) = 0 é possivel encontrar os pontos de equilibrio.

A partir da Eq. 5.10, temos x5 = 0. E para a Eq. 5.11, temos:

.i'l(i'l + d)(i‘l + 6)

—Oé(ffl - Ul)([i’l — UQ)(I_ZQ — de =0 (512)
como Ty = 0, pode-se escrever:
.i'l(lfl + d)([i‘l + 6)
— =0 5.13
T (5.13)
sendo evidente que as solugoes sao 1 = 0, 1 = —d e 7 = —e. Assim os pontos de

equilibrio sao: (z1,72) = (0,0), (—d,0), (—e,0).

A estabilidade dos pontos de equilibrio pode ser verificadas através da parte real
e imaginaria dos autovalores da matriz Jacobiana avaliada em cada um dos pontos. A

matriz Jacobiana é dada por:

0 1

—aro(r) — V9 —vy) — w —a(x; —vy)(x; — v9)

A= (5.14)

avaliando em cada um dos ponto obtemos que (0,0) é um ponto de equilibrio tipo centro,
(—d,0) é um ponto de equilibrio do tipo sela e (—e,0) é um né estavel.
O modelo de Grudzinski possui um ciclo limite, e a Fig. 5.7 apresenta a aproximacao

assintética da solucao para diferentes condigdes iniciais. O expoente de Lyapunov é avaliado
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Figura 5.7 — Espaco de fase Grudzinski para diferentes condigoes iniciais

obtendo-se (0.000, —1.394), congruente com o esperado, ja que para o ciclo limite o maior

expoente deve ser zero.

5.3 Analise Dinamica

Um forgamento harmonico do tipo F(t) = focos(wt) é incluido na Eq. 5.11 com o
fim de verificar a resposta dindmica do sistema sob condig¢oes de forcamento, que no sistema
cardiaco significaria um processo de re-entrada. O diagrama de bifurcagao é construido
com o mesmo procedimento do diagrama apresentado na Fig. 5.3a, sendo os valores dos
parametros iguais a « = 0.5, v; = 0.97, v = —1,d =3, e =6 e w = 1.9. A Fig. 5.8 (lado
esquerdo) apresenta a variagao de fp de 0.5 até 3.5. Junto com os valores da segao de
Poincaré referentes a varidvel z; (pontos em preto), também é apresentado o Expoente de
Lyapunov maximo para cada pardmetro variado (em magenta), e a linha azul é uma linha
base na altura de 0 para se tomar a referéncia se o maior Expoente de Lyapunov é negativo
ou positivo. Um zoom é realizado na regiao de fy = 0.65 até f, = 0.85 e é apresentado
na Fig. 5.8 (lado direito), para visualizar melhor dois fenémenos da dindmica do sistema.
O primeiro é a crise apresentada entre o valor de fy = 0.65 e fo = 0.7, inicialmente o
sistema oscila em uma resposta cadtica que preenche uma regiao no espago de fase, quando
o parametro ultrapassa o valor de 0.66 ele permanece em um comportamento caotico,
contudo o atrator ocupa uma regiao no espaco diferente e maior do que o comportamento
caotico anterior. Outra crise ¢ apresentada nesse intervalo ja que quando o parametro
ultrapassa o valor fy, = 6.9 o comportamento cadtico passa repentinamente para um
comportamento periddico. O segundo fenémeno é o de duplicagao de periodo, iniciando
para valores de fy um pouco maiores do que 0.75 , sendo levado para um comportamento
cadtico para valores um pouco menores do que 0.8. E possivel observar novamente outra

crise entre comportamentos cadticos para um valor de fy = 0.83.
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Figura 5.8 — A esquerda: diagramas de Bifurcacdo. A direita: zoom no intervalo de 0.65
até 0.85

A Fig. 5.9 apresenta a resposta do sistema para o parametro de fy = 0.66, o
expoente de Lyapunov dessa resposta é (0.125, —0.1), mostrando assim que é uma resposta
cadtica. As duas figuras superiores da Fig. 5.9 sdo referentes ao espago de fase (esquerda)
e segao de Poincaré (direita). A resposta temporal é apresentada na parte inferior da Fig.
5.9, esse tipo de resposta do oscilador de Grudzinski estd relacionada com o processo
de fibrilacdo ventricular que acontece devido a nao sincronizacao do potenciais de acao
que realizam a contragao muscular, apresentando assim uma contragao nao periédica e

imprevisivel do miocardio ventricular.
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Figura 5.9 — a) Espaco de fase, b) segdo de Poincaré e c) resposta no dominio do tempo
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6 Estudo da Dinamica Cardiaca
através de um modelo

matematico para o ECG

Apesar do modelo de Grudzinski apresentar uma complexidade topologica inte-
ressante e ser capaz de reproduzir alguns fenomenos referentes a dindmica cardiaca, esse
modelo nao é capaz de reproduzir o ciclo elétrico que acontece em toda a extensao do
cora¢ao. O modelo de Gois e Savi (2009) utiliza o modelo de Grudzinski para modelar trés
diferentes osciladores acoplados que compoem o sinal de Eletrocardiograma: né sinoatrial,
no atrioventricular e complexo de His-Purkinje. Nessa se¢ao apresenta-se esse modelo que
se mostra mais preciso na reproducao de sinais de ECG sintético. Apresenta-se também o
método utilizado para construir o Mapa de Poincaré. Por fim, apresenta-se os diagramas

de bifurcagao da resposta normal até trés respostas patologicas.

6.1 Modelo de Gois

O modelo apresentado por Gois e Savi (2009) é composto por trés osciladores,
que sao modificagoes do modelo de Van der Pol e de Grudzisnki. O primeiro oscilador é
composto pelas Egs. 6.1 e 6.2 e representam a geracao de um potencial de acao no N6
Sinoatrial (SA). O processo de geragdo de um potencial de agdo nesse né causa uma onda
de despolarizacao das células do miocardio presentes nos atrios. Durante a propagacao
da onda no &trio parte dela é direcionada ao N6 Atrio Ventricular (AV). Os canais de
propagacao da onda de despolarizacao do N6 SA até o N6 AV ainda permanecem pouco
entendidos, eles sao chamados de tratos intermodais existindo evidéncias fisiologicas dessas
estruturas que conduzem mais facilmente a onda de despolarizacao até o né AV, contudo
nao existem evidéncias anatomicas dos tratos intermodais. Essas discussoes podem ser
encontradas em diversos trabalhos. (Crick et al. (1998); Mazgalev, Ho e Anderson (2001);
Tse e Lau (2006; Yamamoto et al. (2006)).

O segundo oscilador é composto pelas Eq. 6.3 e 6.4, representam o n6 AV. Ao
chegar no n6 AV a onda de despolarizacao sofre um processo de defasagem ou retardagao

que ¢ um mecanismo desenvolvido para que o atrio se encontre totalmente despolarizado
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Figura 6.1 — Representacao Esquematica do modelo
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no momento em que a onda prossiga para o complexo de His Purkinje. As Eqs. 6.5 e 6.6

representam o terceiro oscilador que representa o complexo de His Purkinje.

O esquema apresentado na Fig. 6.1 apresenta de maneira mais clara a estrutura do
modelo. Podemos perceber que todos os trés osciladores podem ser acoplados bidirecio-
nalmente com qualquer um dos outros, contudo em uma situacao normal existe apenas
dois acoplamentos unidirecionais: do nédulo SA e chegando no nédulo AV; e outro do
nédulo AV e chegando no complexo de His. As variagoes dos acoplamentos sao fatores que
geram outras patologias, podemos ver os acoplamentos e as outras constantes do modelo
na Tabela 3. A inser¢do de forcamento externo em algum dos osciladores é também um

fator gerador de patologia, pois o forcamento externo representa o surgimento de focos

ectopicos.
ZL:1 = T2 (61)
. ri(x1 + dSA ry + €sA .
Ty = —agaTa(T1 — vga1)(T1 — Vga2) — 1@ )@ ) + psasin(wgat)
dsaesa (6.2)
—21kav_sa + IL';-AV_SA kZV—SA — T1kgp_sa + xgHP_SA k}{P—SA
.’L:g = X4 (63)
. r3(xs +day)(zs + ey .
Ty = —aavTa(xs — vav1) (23 — vVaye) — 3(23 v)(@s v) + pavsin(wayt)
daveay (6.4)
—z3ksa—av + 15 Y kGa_ay — xskap_av + x5 kL p_ay
f5 = T¢ (65)
. xs(xs +d Ts + e )
Te = —appte(Trs — vap1)(T5s — vapa) — 5(25 + dip) (@5 + enr) + pupsin(wypt)

duppemnp (6.6)

TSA—HP 1.T TAV—-HP 1T
—Tsksa_pp + 74 ksa_gp — Tskav_up + T3 Kav_mp
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Pode-se observar que a estrutura das Eqs. 6.2, 6.4 e 6.6 sao semelhantes, assim os
tipos de nao linearidades sdo iguais nos trés oscilador. O forcamento pode ser incluido em
cada um dos nods através dos termos de p e w, que representam amplitude e frequéncia de

excitagao, respectivamente. A defasagem temporal é incluida nas Eqs. 6.2, 6.4 e 6.6 com os

termos x5V % = 23(t — Tav_s54), 25" = a5(t — Tpp_sa), 177 = 21(t — Tsa_av),
oY = w5 (t — Tap_av), 277 = 21(t — Tsa—pp), 25" = 21(t — Tav—_pmp), onde

TAV_HPs THP—SAs TSA—AVs THP—AV s TSA—HP, TAV—mp Sa0 0s tempos de defasagens. O termo
2" representa a defasagem temporal, a construgao do acoplamento entre os osciladores é

realizada através da multiplicagdo do parametro pela variavel de estado defasada.

A formacao do sinal apresentada no ECG é obtida através de uma combinagao das

variaveis de estado de cada um dos osciladores, essa relagao é apresentada nas Eqs. 6.7 e
6.8, onde: 60 = 1,51 = ﬁ4 = 006,52 = 55 = 0.1,63 = 56 =0.3

X = ECG = By + prr1 + Pavs + P35 (6.7)
. dECG
X = - Baxo + P54 + PoTs (6.8)

6.1.1 Integracao Numérica

O sistema estudado ¢ uma DDE e para encontrar solugoes para esse sistema com
defasagem de tempo utiliza-se do método de Runge Kutta de quarta ordem, estimando
por Série de Taylor o valor das variaveis de estado quanto ¢ < 7 (Cunningham (1954)).

Ou seja:

yn(t —m7) =yny — m7Yy (6.9)

6.1.2 Secao de Poincaré

Segundo SAVI (2017) a se¢ao de Poincaré é uma ferramenta que possibilita transfor-
mar um sistema dindmico continuo no tempo em um sistema discreto. Sendo assim pode-se
reduzir a dimensao do sistema através da observacao do fluxo de uma variavel de estado
do sistema. Nao existe um método geral para esse procedimento. Porém ele se baseia em
definir uma superficie ¥ de dimensao n — 1, sendo n a dimensao do sistema, transversa ao
campo vetorial em um ponto x qualquer do sistema e construir uma transformacao P de

tal forma que,

P:U—Y (6.10)
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Tabela 3 — Parametros utilizados nas simulagoes.

Variaveis ECG Flutter | Fibrilacao | Flutter Fibrilacao
Normal | Atrial Atrial Ventricular | Ventricular
Oscilador 1
agaA 3 3 3 3 3
Usa, 1 1.65 1 1 1
Vs A, -1.9 -4.2 -1.9 -1.9 -1.9
dsa 1.9 1.9 1.9 1.9 1.9
esa 0.55 0.55 0.55 0.55 0.55
Oscilador 2
Ay 3 7 7 3 3
Vav; 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
VAV, -0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5
day 4 4 4 4 4
€Ay 0.67 0.67 0.67 0.67 0.67
Oscilador 3
VHP, 1.65 1.65 1.65 1.65 1.65
VHP, -2 -2 -2 -2 -2
dyp 7 7 7 7 7
eyp 0.67 0.67 0.67 0.67 0.67
Amplitudes e frequéncias de forcamentos
PSA 0 0 8 0 0
pAv 0 0 0 0 0
PHP 0 0 0 0 30
wsA 0 0 2.1 0 0
WAy 0 0 0 0 0
Acoplamentos
ksa_av 3 0.66 0.66 3 3
ksa_mp 0 0 0 0 0
kav_sa 0 0 0 0 0
kav_mp 55 14 14 45 30
kup_sa 0 0 0 0 0
kKgp_ay 0 0 0 0 0
KGa_av 3 0.02 0.09 3 3
kKsa_mp 0 0 0 0 0
Ky _gsa 0 0 0 0 0
Ky _up 55 60 38 20 30
kp_sa 0 0 0 0 0
kgp_av 0 0 0 0 0
Defasagem
TSA—AV 0.8 0.66 0.8 0.8 0.8
TSA—HP 0 0 0 0 0
TAV—-SA 0 0 0 0 0
TAV_HP 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
THP—SA 0 0 0 0 0
THP—AV 0 0 0 0 0
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x> ¢(x,['(x)) (6.11)

I' é o tempo do primeiro retorno de x a ¥ e U é um conjunto de pontos

Usualmente as Secoes de Poincaré sao construidas baseadas no periodo de for-
camento de um sistema dindmico, no caso de haver excitacao harmonica, facilitando a
construcao do mapa devido a escolha do tempo de recorréncia estar relacionado com a
frequéncia de forcamento. Contudo no sistema dindmico estudado nesse trabalho algumas
respostas sao livres de forcamento. A Secao de Poincaré entao é construida avaliando o

retorno de uma das varidveis de estado a uma superficie estabelecida.

Assim sendo segue-se o seguinte algoritmo para a construgao da secao de Poincaré:

« Estabelecer uma equacao para o plano ou hiperplano ¥;

« Quando a trajetéria passar no sentido crescente por % guardar os valores das variaveis

de estado;

o Realizar uma interpolagao linear nas vaiaveis de estado pois ha uma discretizagao

do tempo devido a integragao numérica.

Nesse trabalho escolhemos a equacao do plano ¥ como sendo:

d(ECG)

6
~E —
x1+4 CcG -3 7

= -3 (6.12)

Pode-se perceber que o plano escolhido é composto por uma combinac¢ao de x;
, FCG e % . Assim as se¢oes de Poincaré apresentadas sdo projecoes da secao de
Poincaré em um espaco de dimensao igual a 3. Na Fig. 6.2 apresenta-se uma projecao de
diferentes trajetérias cruzando o plano de Poincaré determinado pela Eq. 6.12, cada cor
de trajetéria esta relacionada com um comportamento distinto reproduzido pelo modelo:
verde é equivalente ao comportamento normal; azul é equivalente ao flutter atrial; roxo
é equivalente a fibrilacao atrial; vermelho é equivalente ao flutter ventricular; e amarelo

equivalente a fibrilacdo ventricular.

6.2 Resultados para as patologias e Funcionamento Normal

6.2.1 Funcionamento normal

O ECG normal é formado pelo complexo de onda PQRST. A medicao dessas ondas
no ECG esta relacionada com a quantidade de massa de miocardio que sofre um processo
de contragao ou relaxagdo, quanto maior a onda mais massa foi contraida. A Fig. 6.3

apresenta a resposta no dominio do tempo para um ECG de uma pessoa em repouso em

60



AECG

Figura 6.2 — Se¢ao de Poincaré

condigoes normais. Esse sinal de ECG apresenta todos os complexos esperados em uma

condi¢ao normal.
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Figura 6.3 — Resposta temporal para o funcionamento normal
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Figura 6.4 — Espaco de fase para o funcionamento normal
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Figura 6.5 — Secao de Poincaré e projecoes do espago de fase para o funcionamento normal

A Fig. 6.4 apresenta as projecoes do espaco de fase em pares x1 e xo; T3 € x4; T
exg; ECG e CI(ET(;G). A secao de Poincaré pode ser observada na Fig. 6.5, onde o plano em
cor magenta é o mesmo estabelecido na Eq. 6.12. A trajetéria apresentada é apenas uma
projecao da trajetoria real ja que o sistema possui seis dimensoes, quando essa projecao
da trajetoria atravessa a secao de Poincaré o ponto de intercepc¢ao pertence ao Mapa de
Poincaré, nesse caso percebe-se que a mapa de Poincaré possui apenas dois pontos, entao

tem-se uma inducao qualitativa que a resposta tem caracteristica de periodicidade.

6.2.2 Flutter Atrial

O sistema apresentado nas Eq. 6.1 até a 6.5 também é capaz de reproduzir sinteti-
camente um sinal semelhante ao do Flutter Atrial, essa reproducao é possivel assumindo

os parametros da Tabela 3.

O flutter atrial é uma patologia que se apresenta quando existe uma contracao
periddica nao normal dos atrios. Essa contracao periddica é apresentada sempre entre dois
complexos QRS. A resposta temporal obtida no sistema para essa condicao é apresentada
na Fig. 6.6, e a repeticdo da onda menor entre dois complexos QRS podem ser observados.
Nessa situagao de flutter atrial nao é possivel identificar a onda T, por existir uma
sobreposicao da onda P com a onda Q. Através da secao de Poincaré e espacgo de fase
apresentados na Fig. 6.8 e 6.7 pode-se verificar que existem apenas trés pontos da orbita

pertencentes a secao, assim podemos dizer que essa resposta é um ciclo limite do sistema.
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Figura 6.6 — Resposta temporal para o Flutter Atrial
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Figura 6.8 — Secao de Poincaré e projegoes do espago de fase para o Flutter Atrial

6.2.3 Fibrilacao Atrial

A fibrilacao atrial acontece em uma condicdo onde ambas as cAmaras atriais

comecgam a bater irregularmente, é considerada uma patologia grave e deve ser tratada

63



com emergéncia. Na pratica pode ser identificada através da observacao de ondas pequenas,
irregulares e nao peridédicas entre dois batimentos do complexo QRS. Como as contracoes
do ventriculo dependem dos impulsos que chegam ao né AV, o complexo QRS acontece
também irregularmente, mostrando assim um intervalo diferente entre dois batimentos
consecutivos, como pode ser visto na Fig. 6.9. As projegdes do espago de fase e Segoes de
Poincaré podem ser verificadas nas Fig. 6.10 e 6.11. Verificamos que existem dois expoente

positivos, assim é verificada a existéncia de uma condic¢ao de hiper caos.

1 1
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dECG
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Figura 6.9 — Resposta temporal para a Fibrilagao Atrial
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Figura 6.10 — Espaco de fase para a Fibrilacdo Atrial
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Figura 6.11 — Secao de Poincaré e projegdes do espaco de fase para a Fibrilagao Atrial

6.2.4 Flutter Ventricular

O Flutter Ventricular surge através do processo de re-entrada do potencial de
acao ao longo do miocardio do ventriculo, assim acontecem contracoes nao periédicas. A
observacao através do ECG é reproduzida e pode ser verificada na Fig. 6.12, os parametros
para a reproducao constam na Tabela 3. O espaco de fase do sistema é apresentado na
Fig. 6.13 e algumas projecoes junto com a secao de Poincaré apresentada na Fig. 6.8.
Percebe-se que a secao de Poincaré ¢ composta por diversos pontos, mostrando assim que

¢ uma resposta nao periddica.

e
SR R AR RN
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I
660 680 700 720 740 760 780 800

Figura 6.12 — Resposta temporal para o Flutter Ventricular
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Figura 6.14 — Secao de Poincaré e projecoes do espaco de fase para o Flutter Ventricular

6.2.5 Fibrilacao Ventricular

A fibrilacao ventricular também acontece através de um processo de re-entrada
do potencial de acao, contudo sua origem se baseia mais fortemente em focos ectopicos
espalhados ao longo do tecido cardiaco do ventriculo. Esses focos surgem por um excesso
de automatismo das células cardiacas, com isso as regioes proximas aos focos ectopicos se
contraem nao ritmica ao ventriculo. O resultado desse fendomeno ¢é observado no todo como
a contracao nao uniforme do ventriculo, onde existem regides ventriculares que estao sob o
processo de despolarizacao e outras regides no processo de repolarizagao. Essa contracao
nao sincrona pode gerar danos graves pela insuficiéncia do bombeamento do sangue ao
longo do corpo. A resposta temporal obtida através do modelo pode ser observada na
Fig. 6.15, onde podemos perceber que o complexo QRS apresenta nao periodicidade,
muitas vezes nao acontece de forma completa e é sobreposto pelas ondas Q e t. Perceba
que o espaco de fase e secao de Poincaré apresentados nas Fig. 6.16 e 6.17 apresentam

caracteristica de nao periodicidade.
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Figura 6.15 — Resposta temporal para a Fibrilacao Ventricular
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Figura 6.16 — Espaco de fase para a Fibrilacdo Ventricular
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Figura 6.17 — Se¢ao de Poincaré e projegoes do espaco de fase para a Fibrilagdo Ventricular

6.3 Bifurcacoes

As bifurcacoes apresentadas nesta secao sao realizadas com o objetivo de mostrar
a transicdao entre o comportamento normal para o patolégico. As bifurcagoes mostram
as mudangas qualitativas do sistema de acordo com a alteragao de parametros. Sao

apresentadas quatro se¢oes, para as quatro patologias discutidas anteriormente.

Como visto nas secoes anteriores a secao de Poincaré é um indicativo da resposta
do sistema, onde podem ser observadas condigoes que se apresentam uma quantidade de
pontos finitos ou uma nuvem de pontos. Usa-se assim a se¢ao de Poincaré para construcao
do diagrama de bifurcagoes utilizando a seguinte légica. Escolhe-se um parametro do
sistema para ser avaliado realizando-se uma integracao numérica retirando a parcela
de resposta transiente do sistema. Constréi-se a Se¢ao de Poincaré para essa resposta,
guarda-se a secao de Poincaré junto com o valor do parametro avaliado. Realiza-se um
incremento no valor do pardmetro e repetem-se os passos seguintes, performando-se assim
um processo iterativo de incrementar o valor do parametro avaliado até o valor desejado. As
trés se¢oes seguintes apresentam bifurcacoes do sistema para as patologias: Flutter Atrial,
Fibrilacao Atrial, Flutter Ventricular. Como é necessario variar mais de um paradmetro
para a obtencao da transi¢ao até a patologia, apresenta-se uma sequéncia de figuras em
cada uma das secoes, onde cada figura apresenta o diagrama de bifurcacao com a variagao
de um dos parametros, é importante observar que a resposta obtida no final de cada uma
dessas figuras deve coincidir com a préximo figura. Desse modo é possivel observar que
essa sequéncia de figuras (onde cada figura é um diagrama de bifurcagao) é dita rota até

patologia, formando-se assim uma bifurcacao formada pela variagdo de varios parametros.
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6.3.1 Bifurcacoes para a condicao de Flutter Atrial

As Fig. 6.18 e Fig. 6.19 apresentam o caminho realizado saindo da condigao de funci-
onamento normal (Fig. 6.18a) até a condicdo de Flutter Atrial (Fig. 6.19b). E necessério va-
riar oito parametros do sistema, sendo eles: vav1, Vava, @av, ksaav, kGaav, Eaver, Ky gp
e Tsaay- Ao chegar no fim de cada diagrama de bifurcacao os valores obtidos na secao de
Poincaré do ultimo parametro sao dados como condicao inicial para o inicio do préximo
diagrama, garantindo-se a continuidade do fim de cada diagrama para o inicio do seguinte.
Quando se observa qualitativamente a resposta do sistema, pode-se perceber que no inicio
da Fig.6.18a ha a ocorréncia de duas linhas, ou seja, na Se¢ao de Poincaré apenas dois
pontos interceptam o plano, pode-se perceber que ao longo de toda a Fig. 6.18a a resposta

permanece periddica.

Apenas duas regioes nos oito diagramas apresentam resposta nao periddica. A
primeira esta localizada no diagrama que apresenta a variagao de v4y9, proximo de —3 e

a outra no fim do mesmo diagrama até o inicio do préximo diagrama.

A Fig. 6.19b apresenta a tltima variagao para o Flutter Atrial, contudo a resposta
obtida no fim dessa figura nao ¢ a resposta desejada, previamente apresentada na Fig.
6.6. Conclui-se, entao, que existe coexisténcia de respostas. Afim de se verificar a possivel
existéncia de uma coexisténcia de comportamento, realiza-se o procedimento inverso, agora
parte-se do Flutter Atrial até chegar na condi¢ao Normal, Fig. 6.20 e Fig. 6.21. Percebe-se
que o ultimo diagrama da Fig. 6.19 estd relacionado o mesmo parametro do primeiro
diagrama da Fig. 6.20, 7g44v. Contudo, é possivel verificar que os diagramas nao sao
idénticos, vendo assim que existe uma coexisténcia de resposta. Estendendo a andlise
de forma progressiva para os diagramas seguintes da Fig. 6.20 comparando de maneira
retroativa com os diagramas da Fig. 6.19, verifica-se que existe uma coexisténcia até o
inicio da Fig. 6.20d. A coexisténcia deixa de ser observada para valores de kj 4 4y, maiores

do que 3.

Com isso pode-se concluir que o caminho da ida, saindo da condi¢ao de funcio-
namento normal até chegar nos parametros de Flutter Atrial, nao é semelhante para a
volta, saindo dos parametros de Flutter Atrial até o funcionamento normal. Esses cami-
nhos sao diferentes devido a um fenémeno comum da dindmica nao-linear, conhecido por
coexisténcia. Que acontece devido a existéncia de dois atratores estaveis no sistema. Ou
seja, para um mesmo conjunto de parametros o sistema pode oscilar de maneira distinta,

dependendo fortemente das condigOes iniciais dadas ao sistema.
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Figura 6.18 — Bifurcacao saindo da condi¢cdo Normal até os parametros relacionados ao
Flutter Atrial, contudo apresentando coexisténcia e nao chegando ao Flutter
Atrial
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Figura 6.20 — Bifurcagio saindo da condicao de Flutter Atrial até Normal
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Figura 6.21 — Continuagao da 6.20
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Figura 6.22 — Resposta temporal para condi¢oes ao longo do diagrama de bifurcacao do
Flutter Atrial

6.3.2 BifurcacOes para a condicdo de Fibrilacdo Atrial

Para a bifurcagao saindo da condi¢do normal até a Fibrilacao Atrial é necessério
realizar a variacao dos seguintes parametros: aay, psa, wsa, ksaav, kgaav, kavepr, Ky gp-
Essas variacoes sao apresentadas na Fig. 6.23. O mesmo procedimento utilizando ante-
riormente é aplicado para essa bifurcacao, onde a resposta no fim de cada figura deve
corresponder com a seguinte. Perceba que sete sao os parametros que sao avaliados, contudo
sao apresentados apenas seis figuras, isso acontece devido ao procedimento estabelecido
para a variagao do parametro pga que é amplitude de forcamento. Quando iniciado a
variacao de pg4 ja é incluido uma frequéncia de wg4 = 2.11, a mesma utilizada na patologia.
Se justifica esse fato, pela necessidade de se estabelecer uma frequéncia de forcamento

para a variagao da amplitude.

Ao analisar a evolucao da dindmica do sistema ao longo do diagrama de bifurcagao
¢é possivel perceber que o sistema mantém resposta periddica até a segunda variacao de
parametro, Fig. 6.23b, proximo do valor de pg4 = 6, assim como uma pequena regiao

nao periédica no fim da mesma figura. Perceba que no fim desta mesma figura os pontos
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se agrupam e duas regioes, préoximos de FCG =1 e ECG = 1.5, no inicio da proxima
variagao de parametro, Fig. 6.23c, essa as duas nuvem de pontos se apresentam para apenas
uma pequena regiao inicial do diagrama, sendo que os pontos préximos de ECG = 1.5
desaparecem ao longo do diagrama. A resposta se mantém periédica novamente até valores
um pouco menores do que kg, = 0.02, fim da Fig. 6.23d. No fim dessa figura ja se
apresentam duas nuvem de pontos que vao dar inicio ao comportamento nao periédico

apresentado ao longo de toda as Fig. 6.23e e6.23f.
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Figura 6.24 — Resposta temporal para condi¢oes ao longo do diagrama de bifurcacao da
Fibrilacao Atrial

6.3.3 Bifurcacdes para a condicdo de Flutter Ventricular

O mesmo procedimento utilizado anteriormente é aplicado para a bifurcagao saindo
do comportamento normal até chegar na condigdo de Flutter Ventricular. Os parametros
avaliados sao kay gp € Ky g p- O resultado é mostrado na Fig. 6.25. O diagrama apresentado
contém as variacoes dos dois parametros numa mesma figura, a cor verde estd relacionado
com a variagao de kqygp € a cor roxa com a variacao de k7 5 p. Perceba que o sistema
apresenta uma resposta perioédica até um valor de k7, ;;p = 35. Para verificar as resposta ao
longo desse caminho apresenta-se a resposta temporal para algumas condigoes apresentadas
no diagrama, esses resultados podem ser verificados na Fig. 6.26. Percebe-se que a Fig.
6.26 ¢ uma condicao presente na regiao de linha verde, e as respostas temporais seguintes
estdo presentes na regiao roxa, se aproximando cada vez mais da parte mais a esquerda do
diagrama. Perceba pelas respostas temporais avaliadas que existe um processo de perda
de estabilidade da orbita periddica, até chegar em uma situacao que ¢ dita de Flutter

Ventricular.
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Figura 6.25 — Diagrama de Bifurcagao saindo da condigdo de normal até Flutter Ventricular
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Figura 6.26 — Resposta temporal para condi¢oes ao longo do diagrama de bifurcacao do
Flutter Ventricular

6.3.4 Bifurcacoes para a condicao de Fibrilacdao Ventricular

A bifurcacao do funcionamento normal para fibrilagao ventricular é investigada

considerando a mesma metodologia da secao anterior.
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A fibrilagao ventricular é alcancada pelas variacoes dos parametros kjv_gp,
KWy _up, @up, pap € whp, em relagdo ao funcionamento normal (tabela 3). A fig. 6.27a
apresenta diagramas de bifurcacao variando os termos de acoplamento kay_gp € Ky _pyps
e como os termos de acoplamento sao idénticos, eles variam concomitantemente. Essas
variagoes definem a regiao 1 com resposta quase periddica. A fig. 6.27b apresenta a bifurca-
¢ao com o parametro oy p definindo a regidao 2 com a mesma tendéncia, mas apresentando
uma reducao de amplitude. Depois, a variagao nos parametros de forcamento é realizada.
A frequéncia do forcamento é considerada constante, wgp = 0,8, enquanto a amplitude do
forcamento ¢ aumentada, fig. 6.27¢, definindo as regioes 3, 4 e 5. Essas regides apresentam

um conjunto de bifurcagoes que levam a patologia da fibrilacao ventricular.

A fig. 6.28 apresenta as respostas cardiacas para cada uma das regides discutidas,
mostrando ECG, espago de fase e mapas de Poincaré. A regidao 1 estad relacionada ao
funcionamento normal evoluindo para a regiao 2 que apresenta alta discrepancia do ECG
normal, onde as ondas P e T nao sao detectaveis, apresentando uma sobreposicao das
ondas. A regido 3 nao apresenta diferenca substancial quando comparada com a regiao
2, a diferenca aparece na secdo de Poincaré e no espago de fase, pois o sistema visita
uma regiao maior. A regiao 4 tem um comportamento de ECG mais irregular. Por outro
lado, a regiao 5 esta relacionada a fibrilagao ventricular e a resposta esta relacionada ao

aparecimento dos focos ectépicos (Klein et al., 1979)
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Figura 6.27 — Diagramas de bifurcagdo para a Fibrilacdo Ventricular
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Figura 6.28 — Respostas temporais ao longo da bifurcacao da Fibrilacao Ventricular
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7 Estudo de Classificacao do ECG

utilizando Dinamica Simbodlica

A dindmica simbdlica é uma ferramenta para reducao de informacoes e com os
conceitos apresentados propoem-se uma sequéncia de procedimentos capaz de realizar a

classificacao de patologias em sinais de ECG.

7.1 Procedimento para classificacao de séries temporais

Os conceitos de dinamica simbdlica apresentados previamente sao utilizados em
uma sequéncia de passos com o objetivo de realizar a classificagdo de um conjunto de
séries temporais, como observado na fig. 7.1. A sequéncia de procedimentos adotada
¢ implementada numericamente e utilizada em sinais de ECG. Contudo, com ajustes
adequados dos parametros pode ser aplicada a uma diversidade de sistemas que apresentam

respostas em diferentes regimes.

Definir conjunto Definir a série .
. Normalizar as
de séries | »{ temporalde |[——f .. .
; o séries temporais
temporais referéncia
Simbolizar a Definir os
Calcular a a o
X «—— série temporal limites das
entropia - o
de referéncia particoes
Calcular a
variagao da
entropia

(\J

Simbolizar o Montar o vetor
Escolher a =
el conjunto das de
séries temporais probabilidade
Calcular a
medida de
anormalidade

Figura 7.1 — Procedimentos para classificacao.
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A sequéncia de procedimentos proposta para classificacdo, apresentada na fig. 7.1,

¢é evidenciada a seguir:

10.

Delimitar o problema estudado definindo o conjunto das séries temporais a serem
classificadas ¢ a primeira etapa para que os procedimentos a seguir funcionem

corretamente.

Definir dentro do conjunto de séries temporais qual contém o comportamento usual

do sistema e usa-la como referéncia.

Uma vez que todas as séries temporais estao disponiveis é necessario realizar um

processo de normalizacao. Que consiste na aplicacao da eq. 7.1, onde z; é o i-ésimo
Ve . . . 7 . 7/ . 7/ . / / . 7/’ .

ponto da série original T, € Tyma, 0 valor minimo e maximo da série e x; é o i-ésimo

ponto da série normalizado.

7 = = Lmin_ (7.1)

Tmaz — Tmin
O quarto procedimento consiste em calcular os limites da particao através da série
temporal de referéncia, neste trabalho escolhe-se a particdo por distribuicao de

probabilidade, como apresentado na secao 4.2.1.2.

Com os limites das parti¢oes deve-se realizar o processo de simbolizacao para obter

a série simbolica.

Calcular a entropia, dada pela Eq. 7.2, onde p; é a probabilidade do simbolo a;i ao
longo da série temporal que contém k letras em seu alfabeto. Parte-se do caso onde

apenas duas regioes sao definidas na partigao.

i=k
H(k) = = pilogapi (7.2)

i=1
Incrementar a quantidade de regioes na particao e calcular novamente a entropia e

em seguida a variacao da entropia dada pela Eq.7.3.

h(k) = H(k) — H(k — 1), (7.3)

Através do grafico da variacao da entropia escolhe-se a melhor quantidade de regioes

na particao sem que exista uma perda ou redundancia de informacgao.
Em seguida, realiza-se o processo de simbolizacao para todos os casos analisados.

Através da sequéncia simbdlica constréi-se um vetor de probabilidade (Eq.7.4), que
se altera de acordo com a sequéncia simbdlica utilizada (normal e patolégicas) e
os simbolos ou palavras analisados. Onde, j varia de 1 até a ntimero de séries

analisadas. O valor de ¢ varia de 1 até 3, pois utiliza-se neste trabalho palavras com
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dois, quatro e seis simbolos, contudo pode-se montar um vetor de probabilidade
que contém as probabilidades dos simbolos. Os elementos p, sao as probabilidades
das palavras em ordem alfabética ou crescente, isso depende se o alfabeto contém
simbolos relacionados com letras ou nimeros. Por exemplo, o elemento p; do vetor
P, 1, contém a probabilidade da palavra 00 do caso normal, o elemento py do vetor

P, 5 contém a probabilidade da palavra 0001 na segunda série analisada.

P
P,=1.. (7.4)

7,4
Do

11. O quantificador da distancia entre os vetores de probabilidade do caso de referéncia

para os casos classificados é a distancia euclidiana, dada pela Eq. 7.5,

b
d(Pl,qa Pj,q) = \lZ(’Pl,q(i) - Pj,q(i)|2) (7.5)

i=1
a distancia é sempre calculada do caso normal para a patologia para os casos de

palavras com dois, quatro e seis simbolos.

O procedimento de ntimero onze é realizado para palavras com duas, quatro e
seis letras, assim trés vetores de probabilidade sao calculados. Desta forma, cada sinal
classificado tera trés medidas de distancias do sinal de referéncia. Apresentando em um
espago tridimensional é possivel identificar a regiao de cada um dos casos neste espaco,

realizando-se a classificacao.

7.2 Aplicacao dos Procedimentos de Classificacao

As séries temporais analisadas neste capitulo sao obtidas através do modelo ma-
tematico apresentado no capitulo 6. Cinco comportamentos distintos sdo considerados,
que representam o funcionamento Normal, e quatro patologias: Flutter Atrial, Fibrilagao
Atrial, Flutter Ventricular, Fibrilagao Ventricular. As séries temporais sao apresentadas

nas figs. 7.2a até 7.2e.

A sequéncia de procedimentos apresentada no inicio do capitulo é empregada para
classificacao de patologias. Sdo onze procedimentos para realizar a classificagao, como
observado na fig. 7.1. Os dois primeiros procedimentos sao apresentados a seguir ja que o
primeiro é o pressuposto para a divisdo do capitulo em trés estudos. E o segundo é um

procedimento comum a todos os trés estudos.

O primeiro procedimento é realizar a definicdo do conjunto de séries temporais.
Assim, trés conjuntos de séries sao escolhidos para realizacao do estudo de classificagdo. No

primeiro estudo ¢é considerado um conjunto de séries temporais completas obtidas direto
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Figura 7.2 — Respostas no dominio do tempo dos casos estudados.

do modelo matematico. No segundo estudo, considera-se um conjunto de séries temporais
contendo apenas os picos identificados nas séries completas. No terceiro e ltimo estudo, a
analise é estabelecida através da inclusao de um ruido gaussiano nao correlacionado nas
séries completas. Neste tltimo caso realiza-se um processo de filtragem para mitigacao do
ruido e o procedimento de classificagao é aplicado na série contendo os picos identificados

na série completa.

Com a defini¢ao dos trés conjuntos de séries temporais, passa-se para o segundo
procedimento observado no fluxograma da fig. 7.1, que consiste na definicdo de uma série de
referéncia. Em todos os trés casos é escolhida a série temporal contendo o comportamento
normal como referéncia. Ou seja, a medida de anormalidade sempre sera a distancia entre

o vetor de probabilidade do caso normal e do caso patolégico.

Os trés estudos sao apresentados a seguir, no primeiro estudo apresentam-se os
procedimentos de forma mais detalhada e nos dois tltimos apenas os resultados principais,

ressaltando-se as diferencas em relagao as analises anteriores.
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Figura 7.3 — Séries Normalizadas.

7.2.1 Primeiro estudo - Séries temporais sem reducao de informacao

O primeiro estudo parte do conjunto de séries temporais completas apresentando
cinco comportamentos, como pode ser visualizado nas figs 7.2a até 7.2e, sendo eles Normal,

Flutter Atrial, Fibrilagdo Atrial, Flutter Ventricular, Fibrilacdo Ventricular.

O segundo procedimento consiste da escolha da série temporal de referéncia,
considera-se o comportamento do ECG normal como tal. O terceiro procedimento refere-se
a normalizacao do conjunto de séries temporais como apresentado na Eq. 7.1. O resultado

desse procedimento é apresentado na fig. 7.3.

O quarto procedimento é definido através da particio das amplitudes da série
temporal. Utiliza-se neste trabalho a distribuicao uniforme de probabilidade, assim como

exposto na secao 4.2.1.2.

Uma vez que os limites sao definidos parte-se para o processo de simbolizacao, que é
o quinto procedimento, que consiste na identificacdo dos picos da série temporal completa.
Para cada particao um simbolo ¢é atribuido e de acordo com a localizacao de cada um dos
picos dentro das partigdoes o processo de simbolizagao ¢é realizado, como exemplificado na

fig. 4.5. Desta forma obtém-se uma série simbodlica

O sexto procedimento consiste no calculo da entropia da série simbdlica obtida

no passo anterior. Retorna-se ao procedimento de nimero quatro, cinco e seis de forma
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iterativa sempre calculando a variagdo da entropia (sétimo procedimento). O resultado

destes quatro procedimentos é apresentado na fig. 7.4a e 7.4b. Observa-se uma evolugao

do valor de entropia de acordo com a quantidade de simbolo com uma estabilizacao no

valor préximo de 1.8. Para a fig. 7.4b pode-se perceber que a variagao é levada a zero em

4,8, 9,

Entropia

10, 12 até 31 particoes.

R

/ o\
?690{)6@069@0@9006900@ GCOee0og
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!
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—=0
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/

1 4

Variacdo da Entropia
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Numero de Simboélos

(b)

Figura 7.4 — Entropia e sua variagdo para o caso da série completa.

Segundo Rajagopalan et al. (2007) escolhe-se a quantidade de partigdes onde

percebe-se que a variacao da entropia assume um valor menor do que o de um parametro

de referéncia, usualmente 0, 2. E possivel concluir desta forma que a quantidade ideal de

particoes é trés ja que nao héa incremento de novas informagoes no sinal entre 3 e 4, ou

seja, a particao ja esta suficientemente refinada, essa conclusao é considerada o oitavo

procedimento. Os limites da particao e os simbolos relacionados sao apresentados na eq.

7.6.

Simbolo 0
Simbolo 1
Simbolo 2

de 0 até 0,2104

de 0,2104 até 0,2609 . (7.6)

de 0,2609 até 1

Neste primeiro estudo escolhe-se a particao através da série completa, contudo para

que seja possivel realizar o processo de simbolizagao, realiza-se a reducao da série tomando

apenas os picos, como pode ser observado nas figs. 7.5. O nono passo consiste no processo

de simbolizacao dos casos patoldgicos, o resultado pode ser visualizado na fig. 7.6.
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Figura 7.5 — Séries de picos e partigao escolhida.
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Figura 7.6 — Sequéncia Simbdlica.

E possivel perceber que a ocorréncia dos simbolos é um fator importante e neste
caso deve ser investigado com o objetivo de identificar as diferentes distribui¢es de

probabilidade para cada patologia.

Os resultados apresentados nas fig. 7.7a até fig 7.7e apresentam a probabilidade de
encontrar os quatro simbolos presentes na dinamica simbdlica utilizada para cada um dos

Casos.
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Figura 7.7 — Probabilidade de ocorréncia de cada um dos simbolos para os casos normal e
patologicos.

Percebe-se que a distribuigao se difere significativamente, de forma que a dindmica

simbdlica no caso normal indica que o surgimento dos simbolos tem igual probabilidade.

Ha que se destacar que nao apenas a distribuicao de simbolos é importante, mas
também das sequéncias simbdlicas curtas (conhecidas como palavras, visto na Segao 4.2.3).
Escolhe-se as palavras de 2, 4 e 6 letras para analise. O automato apresentado na fig. 7.8
apresenta um exemplo para o caso de quatro simbolos. Ao indicar as transi¢oes entre dois
simbolos consegue-se perceber a formacao das palavras de duas letras. Por exemplo, a

letra a indicada no automato representa a palavra 00.

A ideia é que através da configuragao da distribuicdo da ocorréncia dos simbolos
seja possivel estabelecer um parametro que quantifique a diferenca entre a distribuicao do
sinal normal e patologico. O décimo passo é montar o vetor de distribuicao de probabilidade

para a ocorréncia das palavras de 2, 4 e 6 letras.

A distancia euclidiana entre os vetores de probabilidade recebe o nome de medida
de anormalidade (MA), como apresentado na eq. 7.5 e é considerado o décimo primeiro

procedimento. Na fig. 7.9a até 7.9d pode-se observar os resultados da MA, para o caso onde
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Figura 7.8 — Automato para representacao de palavras.
a particao é realizado sobre a série do ECG normal. Observa-se que cada uma das quatro

patologias esté localizada em uma regiao distinta do espacgo tridimensional. Mostrando

que ¢é possivel realizar a classificagao das patologias.
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Figura 7.9 — e | Flutter Atrial com ruido; e, Flutter Ventricular com ruido; e, Fibrilacao
Atrial com ruido; e, Fibrilacao Ventricular com ruido.

7.3 Segundo Estudo - Séries Temporais Reduzidas

Esse segundo estudo parte do conjunto de séries reduzidas e todos os onze procedi-
mentos sao realizados de forma semelhante, a fig. 7.5 apresenta essas séries. Note que os
pontos referentes aos picos sao conectados por retas buscando uma melhor visualizagao do

sinal.

As figs. 7.10a e 7.10b apresentam os resultados da entropia e sua variagdo para o
caso da série que contém os picos do ECG. Na fig. 7.10a percebe-se que ha uma tendéncia
de aumento do valor da entropia de acordo com o acréscimo de novas parti¢coes. Enquanto
o valor da variagao da entropia (fig. 7.10b) tem uma tendéncia de decréscimo do seu valor
apresentando algumas oscilagoes. O formato da curva se assemelha a fungao logaritmica
negativa, tanto pela Eq. 7.2 quanto pelo incremento de informagao a cada nova particao.
Através da variacao da entropia decide-se utilizar quatro particdes. Apos o processo de

parti¢ao e localizagao dos picos dentro das regides, o processo de simbolizacao é realizado.
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Figura 7.10 — Entropia e sua variacao para o caso da série de picos.

Os resultados para a classificagdo sdo apresentados na fig. 7.11a até 7.11d. Observa-

se que os pontos estao em regides distintas e podem ser classificados de forma adequada.

Medidas de Anormalidade 1 Medidas de Anormalidade
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Figura 7.11 — e | Flutter Atrial com ruido; e, Flutter Ventricular com ruido; e, Fibrilagao
Atrial com ruido; e, Fibrilagao Ventricular com ruido.
7.3.1 Terceiro Estudo - Classificacao com a Inclusao de Ruido

Nesta secao todos os procedimentos sao realizados sobre um sinal de ECG contami-

nado com ruido branco nao correlacionado, inserido na série do ECG normal e nas outras
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Figura 7.12 — Série original e com ruido, picos identificados.

quatro patologias. A série de referéncia recebe um valor de 2% de ruido. O Método de
Média Movel Simples é utilizado na eliminacao do ruido, aplicando o método trés vezes
sobre a resposta temporal, causando-se assim uma suavizagao da resposta e impedindo
uma falsa identificacao de pico, assim como um limite de tolerancia de 0.03 nas amplitudes
entre dois picos consecutivos. E os limites da particao sdo obtidos através da série contendo

apenas 0s picos.

O ECG normal sem ruido, com ruido de 2% depois de passar pelo filtro, ECG com
os picos identificados sao apresentados na fig. 7.12. Percebe-se que o ECG apresentado
pela série de picos apresenta um comportamento visivelmente periodico e é utilizado para

o novo calculo das partigoes.

A entropia e sua variacao para cada novo numero de particao é apresentado na fig.
7.13a e 7.13b.
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Figura 7.13 — Entropia e sua varia¢ao para o caso onde se contamina o sinal com ruido.
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Figura 7.14 — Classificacao para inclusao de ruido de 2% até 10% nas séries: x, Normal;

x, Flutter Atrial; x, Flutter Ventricular; x, Fibrilagao Atrial; x, Fibrilacao
Ventricular.

Os valores da MA avaliados para o caso em que as palavras tem um alfabeto de 4
letras (4 parti¢oes) com tamanho de palavra de 2, 4 e 6 sdo apresentados nas figs. 7.14a
até 7.14d, para os 5 comportamentos estudados. Neste caso estudado é aplicado ruido
variando de 2% até 10% e as medidas de anormalidade sdo calculadas. E interessante

perceber que cada um dos casos ocupa uma regiao distinta na fig. 7.14a.
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8 Conclusao

O presente trabalho investiga o problema das ondas elétricas no tecido cardiaco
observadas do ECG. Partindo de uma anéalise dinamica das respostas obtidas através de
modelo matematico e posteriormente implementando uma metodologia para classificacao

dos sinais patologicos utilizando dinamica simbdlica.

Apresenta-se uma revisao bibliografica dos conceitos tedricos relacionados a geragao
de potenciais de acao e sua relagdo com a contracao muscular e observagoes através do ECG.
Evidencia-se os conceitos basicos para o melhor entendimento da geracao de patologias e
suas caracteristicas fundamentais, assim como o ciclo completo em circunstancias ditas
normais. Ao apresentar o processo de vetorizacdo do ECG e suas relagoes fisiologicas

busca-se evidenciar o processo de modelagem matematica adotado.

Em um segundo momento, apresenta-se uma revisao bibliografica das pesquisas
que tem por objetivo descrever o comportamento do coracao utilizando modelos tedricos
que descrevem o funcionamento do coracao utilizando modelos nao lineares. O modelo de
Van der Pol foi o primeiro modelo matematico em que se propos uma relacao topologica
com sua dindmica e a dindmica cardiaca. Os modelos de Postnov, Grudzinski e o modelo
de Gois sao apresentados a fim de construir uma linha temporal e suas modificacoes.
Esses modelos apresentam bifurcagoes, coexisténcia, respostas nao periédicas e cadticas,
fendmenos classicos de sistemas nao lineares que surgem na analise dindmica investigada

nos capitulos 5 e 6.

Os primeiros resultados obtidos consistem na analise dindmica de dois modelos bases:
Van der Pol e Grudzinski. Ambos os modelos apresentam relacao topoldgica com a dindmica
cardiaca. Entao, é possivel investigar de forma inicial a aplicagao de ferramentas como
analise de pontos de equilibrio, ciclo limite, Secao de Poincaré, Diagrama de Bifurcacao e
expoentes de lyapunov em modelos que representam fendmenos cardiacos. No modelo de
Van der Pol as oscilagdes estao relacionadas com os processos de relaxagao e contragao do
potencial de agdo que apresentam uma fase da platé que é relativa a longa abertura dos
canais de C'a®*. O processo pré despolarizacao precoce pode ser visto de forma mais clara

como uma despolarizagao prematura, observada no final da segunda onda.

No capitulo 6 apresenta-se uma andlise dinamica do modelo de ECG. O modelo
¢é capaz de reproduzir sinteticamente o ECG sob condi¢dao de funcionamento normal e

quatro patologias: flutter atrial, fibrilacao atrial, flutter ventricular e fibrilacao ventricular.

93



Constroi-se neste trabalho uma Se¢do de Poincaré baseada em uma equagao de um plano
no hiper-espaco de fase, onde se verifica uma projecao da evolucao da trajetéria do sistema.
A equacao é capaz de captar as informagoes de periodicidade dos cinco comportamentos

analisados.

Estre trabalho contribui significativamente nas andlises dos diagramas de bifurcagao
do modelo matematico para o ECG, apresentando a evolu¢ao dindmica do sistema da
condicao normal até as condi¢oes patologicas. Isso é possivel através da variacao de
pardametros do modelo, pode-se verificar o surgimento de fenomenos de nao periodicidades
ou periodicidade. Ao realizar a rota para as patologias é possivel identificar um conjunto
de pardmetros que também é capaz de reproduzir o comportamento normal do ECG. A
rota para a patologia de flutter atrial apresenta coexisténcia de atratores, fendmeno esse
apresentado experimentalmente por Jalife e Antzelevitch (1979b) e Guevara e Jongsma

(1992b) em células do musculo cardiaco.

Uma sequéncia de procedimentos baseada em conceitos de dinamica simbdlica ¢é
proposta com o objetivo de classificagdo. Apresenta-se uma revisao bibliografica como
fundamentagcao tedrica para este estudo. Evidencia-se um panorama geral sobre a evolucgao
da dinamica simbolica, desde sua evolugao até aplicagoes em problemas fisicos reais. Em
um outro instante a revisao aborda conceitos como particao, codificagdo (ou simbolizagao),

alfabeto, palavras e distancia entre palavras.

Apresenta-se um estudo para classificacdo dos resultados obtidos pelo modelo
matematico através de uma proposicao de sequéncia de procedimentos que utiliza os
conceitos fundamentais de dindmica simbolica. Ao realizar essa proposicao utiliza-se no
processo de simbolizagao a identificagdo de picos, na revisao bibliografica levantada nao ha
referéncia para esse processo de simbolizagao em problemas cardiacos. Essa caracteristica
especifica mostra que o estudo tem uma contribuicdo nos estudos de classificagao de
patologias cardiacas. Ao estabelecer quantificadores que ajudem na classificacdo das
patologias é possivel identificar as regides onde cada uma das patologias se localiza,

fazendo com que o estudo apresente resultados promissores para aplicacao em sinais reais

De forma geral, esse trabalho pode concluir que as andalises nao lineares propostas
conseguiram reproduzir sinais sintéticos de ECG, assim como as rotas para as quatro
patologias abordadas no modelo. A sequéncia da procedimentos para classificacao baseado

em dinamica simbdlica apresenta bons resultados para os sinais sintéticos de ECG

Como continuacao deste trabalho, se propdem a andlise da dindmica simbdlica nos
ECG’s experimentais. Apds estabelecer essa abordagem. Como otimizacdo da dinamica
simbolica pode-se estudar redes neurais que possam facilitar na classificagdo, escolhendo os
melhores pardmetros de andlise. E importante ressaltar que é possivel estabelecer outros

parametros de quantificacdo das séries temporais através da dinamica simbdlica.
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Apéndices
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A Apéndice

A.1 Estabilidade do Ponto de Equilibrio

Para entender melhor a estabilidade do ponto de equilibrio realiza-se uma lineari-
zacao da solugdo em torno de sua vizinha, definindo uma mudanca de variaveis: © = = + 7,
onde z,n € R" e sendo 1 uma pertubagdo na vizinhanca do ponto de equilibrio. Utilizando
o0s passos para a linearizagao propostos em SAVI (2017), realiza-se uma expansao por série
de Taylor em torno do ponto de equilibrio e tomando apenas os termos de primeira ordem,

obtém-se:
f(@) = f(@+n)=f(Z)+ Df(@)])=0n (A.1)

onde Df é a matriz Jacobiana do sistema. Retornando com a expansdao de Taylor no

sistema inicial & = f(x), temos:

i= 40 = f(@) = f(2) + DF@)]yon (A.2)

Como 7 é ponto de equilibrio, entdo tém-se a seguinte igualdade 7 = f(z). Com

isso a Eq. A.2 pode ser reescrita da seguinte forma:

i = Df(Z)ln=on (A.3)

Como a matriz Jacobiana é avaliada no ponto de equilibrio z, tém-se que ela é
estacionaria, por nao variar no tempo. Assim podemos introduzir a notagao: A = D f(Z)|,—o,

obtendo-se assim:

0= An (A.4)

Como o sistema anterior é um sistema linear, assume-se uma solugao do tipo

exponencial, escrita da seguinte forma: 7 = e*4n,. Assim, para que seja possivel analisar a
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estabilidade do sistema linear na vizinhanca do ponto de equilibrio é necessario se avaliar

a poténcia e, que é definida por:

=3 A (A.5)
k=0 """

A

Para calcular et é necessario primeiro calcular A* para k = 0, 1,2, ... para isso, se

realiza uma mudanca de variavel:

n="T¢ (A.6)

onde 7,£ € R" e T é uma matriz de transformagao nao-singular. Utilizando as Eqs. A.4 e

A6 e realizando uma pré-multiplicacio por 7!, obtém-se:
(177)é = (T AT)¢ (A7)

ou ainda:

§= B¢ (A.8)

pois, T7'T = I onde I ¢ a identidade e B = T~1AT. Deseja-se que a matriz B seja igual
a uma matriz diagonal com os autovalores de A, ou seja B = diag(\;). Para isso, deve se
satisfazer a condicao de que a matriz T' contenha os autovetores de A. Se os autovetores,

wy € R", de A forem dispostos na matriz T, temos:

T = w1, Wy wg,...,wn} (Ag)

A partir dessas condigoes a solugao do sistema linear em torno do ponto de equilibrio

pode ser reescrita da seguinte forma:

¢ = e'Pg (A.10)

B

Ao resolver o termo e'® é necessario calcular B*, contudo como sabemos que

B = diag()\;) entdo B* = diag(\F), a partir dessas dedugoes e da Eq. A.5, pode-se escrever

que:

ot . .
etf = dzag(k;) E)\f) = diag(e™) (A.11)

Assim, podemos ainda reescrever a solucao do sistema linear da Eq. A.10 como:

¢ = diag(e™)&, (A.12)
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Realizando um procedimento de transformacgao inversa para escrever a solu¢ao em

termos de 7, obtém-se:

n = Tdiag(e™)Tn, (A.13)

Como pode ser visto ao longo dos passos anteriores os autovalores das matriz A e
B sao os mesmo, assim os sistemas lineares apresentados anteriormente possuem compor-
tamentos semelhantes em torno da vizinha do ponto de equilibrio. A matriz Jacobiana A
entao define as caracteristicas de oscilagdo do sistema em torno dessa vizinhanga, definindo
caracteristica de estabilidade, instabilidade e centrais, que podem ser divididas através de

trés classes dos autovalores de A:

o® = {\ tal que Re(\) < 0} (A.14)
o' = { tal que Re(\) > 0} (A.15)
¢ = { tal que Re(\) = 0} (A.16)
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