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RESUMO

Sobre o espago pseudo-euclidiano (R",g), n > 3, consideramos tensores

simétricos constantes T = Zajc,-jda:idasj, g; = £1 e ¢;; € R, e tensores nao-diagonais
i7j
T = Z fijdz;dzj, onde f;; sao funcoes diferenciaveis de x; e x;, e estudamos o problema
i,

de encontrar métricas g, conformes a métrica g, satisfazendo Ric; =T e Ric—gK /2 =T.
Mostramos que tais tensores ficam determinados pelos elementos da diagonal e obtemos
explicitamente a métrica g. Além disso, obtemos solugoes globalmente definidas sobre R”
para a equacao —pAgp+73 |Vg<p|2+)\<p2 = 0, e mostramos que, para determinadas fungoes

K, existem métricas conformes a métrica pseudo-euclidiana, com curvatura escalar K.

Palavras-chave: métricas conformes; espaco pseudo-euclidiano; equagao de Ricci; equagao

de Einstein.



ABSTRACT

On the pseudo-euclidean space, (R",g), n > 3, we consider constant sym-
metric tensors 1T = Zejcijdxida:j, €; = £1, ¢;; € R, and nondiagonal tensors 7' =
/L'7j
Z fijdz;dxj, where f;; are differentiable functions of z; and z;, and we study the pro-
2%
blem of finding metrics g conformal to the pseudo-Euclidean metric g such that Ric; =T

and Ricg; — gK /2 = T. One show such tensors are determined by the diagonal elements
and one obtain explicitly metrics g. Moreover, one get solutions globally defined on R™
for the equation —pAyp + 2|Vyp|* + Ap? = 0, and we show that for certain K functions
defined on R"™, there are metrics conformal to the pseudo-euclidean metric with scalar

curvature K.

Keywords: conformal metrics; pseudo-Euclidean space; Ricci equation; Einstein equa-

tion.
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Introducao

Nos tltimos anos, muitos autores estudaram variagoes do seguinte problema:

“Dado um tensor simétrico de ordem 2, T' = Z T;jdz;dx;, definido sobre uma
i?j
variedade (M, g), existe uma métrica g, conforme a métrica g, tal que Ric; =T7"

Utilizando-se de um resultado classico da geometria riemanniana, o qual for-
nece uma relacao envolvendo as curvaturas de Ricci de g e g, mostra-se que encontrar
solugao para este problema equivale a resolver um sistema nao-linear de equacoes diferen-
cias de segunda ordem.

Em 1981, DeTurck [5] mostrou que o problema possui solugao local quando o
tensor 1" é nao singular e dim M > 3. Quando M é uma variedade de dimensao 2, sempre
existe solugao local quando T}; = p(x)Q;;, onde p : M — R é uma fungao diferenciavel
e () é um tensor positivo definido (ver [6]). Para uma variedade compacta, resultados
podem ser encontrados em [4], [8] e [23].

Em [2], Cao e DeTurck estudaram a existéncia e unicidade de solugdes globais
em R" e S” considerando um tensor rotacionalmente simétrico e nao singular. Para R",
mostraram que o problema admite tnica solugao e que, para certos tensores, existe uma
métrica g completa, globalmente definida em R”", tal que Ric; = T'. Em S", mostraram
resultados de nao existéncia e encontraram condi¢oes necessarias sobre um tensor 7' nao
singular, de maneira que exista uma métrica g satisfazendo Ric; = T'. Eles consideraram
apenas tensores nao singulares, pois fora do contexto rotacionalmente simétrico, a unici-
dade pode falhar [4]. Além disso, hd exemplos de tensores nao singulares para os quais
nao ha métrica satisfazendo a equagdo de Ricci, Ric; = T, mesmo localmente [19].

Posteriormente, Kiinel e Rademacher [10] mostraram que, se (M, g) é uma
variedade semi-riemanniana e g ¢ uma métrica conforme a g tal que Ric, = Ricy, sendo
uma delas completa, entao g e g sao homotéticas. Desse modo, provaram que o pro-
blema possui solugao tinica em variedades semi-riemannianas para uma classe de métricas
conformes.

Em [23], Xingwang Xu mostrou que o problema de Ricci possui solugdo em

R™ e em S"™ para tensores esfericamente simétricos, sem a condicao de o tensor ser nao
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singular. Romildo Pina [18], considerou tensores da forma T" = Ric, + Z %jdxid:cj, no
x?’l,

.3
espaco hiperbélico (R™, g), n > 3, onde g;; = i—; Neste trabalho, ele mostrou condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia de urrrlba métrica g, conforme a métrica g, satis-
fazendo a equacao de Ricci, Ricg =T.

Em [19], Romildo Pina e Keti Tenenblat analisaram em S, n > 3, um tensor da
formaT' = fg, onde f é uma fungao diferenciavel e g é a métrica usual. Os mesmos autores
[20], consideraram o espaco pseudo-euclidiano (R", g), com n > 3, g;; = €;0;;, € = £1, e

tensores da forma T = Zgi fi(zp)dz?, em que f;(x)) é uma funcao diferencidvel de wy,

i
para algum k fixado, 1 < k < n. Neste trabalho, eles encontraram condigoes necessarias e
suficientes para que exista uma métrica g satisfazendo os seguintes sistemas de equacgoes
g _
g= Fa g "
RZCg = T, RZCg —

A equacao envolvendo a curvatura escalar K é chamada de equacdo de Einstein. Eles for-
neceram solugoes explicitas que dependem de uma funcao diferenciavel arbitraria de uma
tnica varidvel. Em [21], estudaram este mesmo problema no espago pesudo-euclidiano e
no espago hiperbélico para tensores da forma T'= fg, como em [19].

Sobre a equagao de Einstein, com n = 4, DeTurck [5] considerou o problema de
Cauchy para tensores nao singulares. Além disso, para tensores que representam diversos
problemas fisicos, a equagao tem sido estudada por diversos autores, dos quais destacamos
[23].

No presente estudo, seguimos os passos apresentados em [14,15], por Romildo
Pina e Keti Tenenblat, e consideramos M = R", n > 3, e g a métrica pseudo-euclidiana,
e estudamos o problema da equacao de Ricci em dois casos. No Capitulo 2, consideramos

um tensor simétrico constante da forma

T = E é‘jCZ‘jdl’ide, Cij € ]R, €; = +1,
i,
e buscamos condigoes necessarias e suficientes para que exista uma métrica g satisfazendo

o sistema .
g=-—4
02

Nos Teoremas 2.1 e 2.2 consideramos 7" um tensor simétrico constante nao-diagonal. No
Teorema 2.1 (respectivamente Teorema 2.2), admitimos que >, ¢;; # 0 (resp. >, ¢;; = 0)

e mostramos que tais tensores ficam determinados pelos elementos da diagonal ¢;;, 1 <
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1 < n, e que tais elementos pertencem a determinados subconjuntos do R". Em ambos os
casos, apresentamos explicitamente as métricas. Para cada n-upla (ci1,...cpy,), existem
2"~ tensores para os quais existem, a menos de homotetia, duas métricas g satisfazendo
Ricg =1T.

Como consequeéncia dos resultados obtidos, encontramos infinitas solugoes de

classe C*°, definidas em R", para a equacao
—pA go—i—ﬁ Vg 2+)\g02 =0
g 2 H g ” )

onde Agp e V¢ denotam o laplaciano e o gradiente de ¢ na métrica g, respectivamente,
e A € R, com A\ < 0 quando g é a métrica euclidiana. Além disso, mostramos que,
para certas funcoes K, existem métricas g, conforme & métrica pseudo-euclidiana g, com
curvatura escalar K.

No Capitulo 3, contexto no qual comtemplamos também o espaco pseudo-

euclidiano, consideramos um tensor simétrico nao-diagonal, da forma

T = Z fijdl’z‘dl’j,
12
onde, para i # j, fi; sao funcoes diferencidveis dependentes de z; e z;. No Teorema
3.1, apresentamos solugoes para a equacao da curvatura de Ricci para tal tensor, ou seja,
obtemos condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma métrica § = g/¢?
satisfazendo Ric; = T'. No Teorema 3.2, apresentamos condicoes necessérias e suficientes
para que exista uma métrica g, conforme ¢, satisfazendo a equacao de Einstein, ou seja,

encontramos solucoes para o sistema

onde K é a curvatura escalar. Em ambos os resultados, se T é um tensor satisfazendo o

problema, entao ele pode ser de duas formas, ou T é da forma

P 3 h e, ) S

ij=1 i=3

e ¢ = p(x1,x3) é solugdo de uma equagao hiperbdlica, ou T' é determinado por p fungoes
diferencidveis ndo constantes & = &;(z;), 1 < p < n. Neste caso, T' e ¢ sdo dados

explicitamente em funcao de &;.
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Como consequéncia, apresentamos solugoes de classe C'™° para a equacao

4(n—1 — =n
MAQU + KU/TE e O’
n —
para certas funcoes K dependentes de &;(z;). Esta equaco estd relacionada com o se-

guinte problema da curvatura escalar:

“Dada uma funcao diferencidvel K, sobre uma variedade riemanniana (M, g),

existe uma métrica g, conforme g, com curvatura escalar K ?”

Quando K é constante, este problema é chamado de Problema de Yamabe.
Por fim, exibimos exemplos de métricas completas em R"™, a saber, sobre o
toro n-dimensional 7™ e sobre cilindros 7% x R"~*, que sao solucoes do problema de Ricci

ou da Fquacao de Einstein.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo fixaremos notagoes e apresentaremos algumas defini¢oes e re-
sultados que serao uteis no decorrer do trabalho. Iniciamos definindo uma variedade dife-
rencidvel e caminhamos de modo a introduzir conceitos como variedade semi-riemanniana

e curvatura. Os conceitos e resultados aqui mencionados podem ser encontrados em [9] e

[13].

Definicao 1.1. Seja M um espaco topologico de Hausdorff com base enumerdvel. Um

sistema de coordenadas para M ¢ uma familia

¢ = {(Pa}ozeA

de homeomorfismos ¢, : U, — V,, de um aberto U, C R"™ sobre um aberto V,, de M, para

cada o € A, que satisfazem as sequintes propriedades:

i) [ JVa=M;

acA

i) Para todo par o, € A, com Vo =V, NVs #0, as fungoes
Pap = 5" © o P (Vag) — 05" (Vag),

Voo = 00 0 0p 1 5 (Vap) — o (Vap),

sao diferenciaveis de classe C™.

As aplicagbes ¢, sao chamadas sistema de coordenadas (ou parametrizagoes
ou cartas) para uma vizinhanga em M, denotada (U, ¢q). Vo = ¢a(Us) é chamada uma
vizinhanga coordenada. Se p = @, (x4, ... x,), entdo x1, ...z, sa chamados de coordenadas
locars de p no sistema de coordenadas .

Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um espago topologico de Haus-
dorff com base enumeravel munido com uma estrutura diferencidvel.

Dada uma variedade diferenciavel M, um campo de vetores X em M é uma

13
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aplicagdo que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) no espaco tangente 7,M.
Considerando uma parametrizacao ¢, : U, C R" — M, para cada ponto p € ¢,(U,),

podemos escrever

a 0
X(p) =) _oilp)5—(p),
i=1 Ti
onde {%(p), e ax 9_(p)} é a base de vetores tangentes em p € M associada & ¢, e
01,...,0, sdo fungoes diferencidveis em U,. Denotaremos por X (M) o conjunto dos

campos de vetores C* em M, e por D(M) o conjunto das fungoes C* em M.
Escrevendo apenas f para simbolizar f o ¢,, podemos pensar em um campo

de vetores como uma aplicagdo X : D(M) — F (M), definida por

XN =3 o—i<p)§—£<p>,

=1

onde F(M) é o conjunto das fungoes em M.

Exemplo 1.1. Considere os campos de vetores dados por

0 0

Entio [X,Y] .= XY =YX € um campo de vetores em M. De fato, um cdlculo direto
revela que
ob; Of
Y - i_] (3
f) zj:;aaxiax ZZ@ J8$8:17

da; Of
f)zzz J@Z ox; +Zzbazax8x]

Assim, pelo teorema de Schwarz, podemos escrever
aaz of
XY
(f) - Z Z ( 8:15z ]835] ) ox;’

o que mostra que [X,Y] € X(M). O campo [X,Y] é chamado Colchete de Lie.

Vamos agora apresentar uma ferramenta importante da Geometria Diferencial.
Os tensores sao objetos indispensédveis no estudo local e global de variedades diferenciaveis,
eles generalizam a ideia de campos de vetores, funcoes reais e 1-formas.

Dado um espaco vetorial de dimensao finita V', seja V* = {f : V' — R|f é linear}
o seu espago dual, e seja L(V') o espago dos operadores lineares em V. Além disso, para
inteiros r, s > 1, considere (V*)" = V* x ... x V* (r-vezes) e (V)* =V x ... x V (s-vezes).



15

Defini¢ao 1.2. Um tensor do tipo (r,s) (ou (r,s)-tensor) em V, r;s > 0, é uma aplica¢do
multilinear T - (V*)" x V® — R. O conjunto dos (r,s)-tensores em V' serd denotado por
T(V). O nidmero r+s € a ordem de T.

Diremos ainda que T' € T%(V') é r—vezes contravariante e s —vezes covariante.

Com operagoes definidas pontualmente, (V') torna-se um espago vetorial.

Definicao 1.3. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Uma forma bilinear

simétrica sobre V- é uma funcao bilinear b:V x V — R, tal que
b(u,v) = b(v,u), Yu,v € V.

Definicao 1.4. Uma forma bilinear simétrica b sobre um espaco vetorial V' é:
(1) positiva (negativa) definida se b(v,v) >0 (< 0),V#0e€V;
(2) positiva (negativa) semi-definida se b(v,v) >0 (<0),V#0eV;
(3) nao-degenerada b(u,v) =0, Yv € V, implica u = 0.

Definicao 1.5. Seja b uma forma bilinear sobre um espago vetorial V. O indice v de b
¢ o maior inteiro que é a dimensao de um subespaco W C V tal que b restrita a W é

negativa definida.

Dada uma base § = {ey,...e,} de V, a matriz de b relativa a base B é a matriz
b;; = b(e;, e;). Prova-se que uma forma bilinear simétrica é nao degenerada se, e somente

se, b;j = b(e;, ;) é inversivel.

Definigao 1.6. Um tensor métrico g, em uma variedade diferencidvel M, é um (0,2)-

tensor simétrico nao-degenerado em M de indice constante.

Definigao 1.7. Uma variedade semi-riemanniana é uma variedade diferencidvel (M,g),
munida com um tensor métrico g.

Em um sistema de coordenadas (U,, p,) em torno de um ponto p de M, as
0 0
(9:177;’ 8x]- :

temos que (g;;(p)) é inversivel com inversa (¢"(p)). Em U,, temos

coordenadas do tensor métrico g sao g;; = g( Desde que g é nao-degenerada,

g = Zgl]dﬂﬁldlﬂj

i?j
Para um inteiro v, 1 < v < n, o espaco R”, munido com o tensor métrico
A% n
g=— E V;W; + E V;W; (11)
=1 j=v+1

de indice v, é uma variedade semi-riemanniana chamada espaco pseudo-euclidiano. Fi-
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xando a notagao

-1, 1 <1<,
g =
1, v+1<i<n.

podemos escrever o tensor (|1.1)) como
g = E €idl’id$]‘.
i

Definicao 1.8. Uma conexdao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplica¢ao
ViXM)x X(M)— X(M),

indicada por (X,Y) — VY, que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) VixigwvZ = fVxZ +gVyZ,
(ii)) Vx(Y +7Z)=VxY + Vx,
(1)) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y, onde X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).

Em coordenadas locais, X; = 0/0x;, podemos ver, para X = inXi eY =
> Vi, que
VY = Z (szyjr + X(y ))Xk,

em que os coeficientes I'¥;, definidos por Vx, X; = Z I'%. X}, sdo os simbolos de Christoffel

ij
da conexao.
Desse modo, VxY é chamada de derivada covariante de Y na direcao de X
com relagao a conexao V.
Em [13], mostra-se que sobre uma variedade semi-riemanniana existe uma
unica conexao D tal que
i) [X,Y]=DxY — Dy X,
i) X(g(Y,2)) = g(DxY,Z) +g(Y,DxZ), VXY, Z € X(M).

D é chamada Conexao de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela expressao
20(DyZ,X)=Yg(Z, X)+Zg(X,Y)-Xg(Y,Z)—g(Y,[Z, X])+9(Z, [ X, Y])+9(X,[Y, Z]).

Considerando (M, g) uma variedade semi-riemanniana com a conexao de Levi-

Civita D, mostra-se em [3] que a aplicagao R : X(M)3 — X (M) dada por
R(X,Y,Z) = DyDxZ — DxDyZ + DixyZ, Z € X(M),

¢ um (1, 3)-tensor em M, chamado tensor de curvatura de (M, g). Assim, em um sistema
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de coordenadas {x;}, temos

0
R(@xz Gx]) Z kl@

onde os coeficientes
i :_8 Zf__a i‘+§ I W_E re rm
Jkl al’l kj al’k lj Im™ kj km™ lj
m m

sao denominados componentes do tensor curvatura. A curvatura seccional S é definida

Pt g(R(X,Y)X,Y)
g(X, X)g(}/, Y) - 92(X> Y)

Definicao 1.9. Seja R o tensor curvatura de uma variedade semi-riemanniana (M, g).

O tensor curvatura de Ricci é o (0,2)-tensor definido por
Ric(X,)Y) :=tr(Z — R(X,2)Y),

onde X,Y,Z € T,M. Suas componentes sao dadas por

Zsz] Z g mRlim

k,m=1

Definig¢ao 1.10. Considere (M, g) uma variedade semi-riemanniana. A curvatura escalar
de M é uma aplicacio K : M — R, definida por

K = traco de A,

onde A € uma aplicagao linear auto-adjunta, A : T,M — T,M, associada ao tensor de
Ricc,

Ricy : T,M x T,M — R,
que € uma forma bilinear simétrica.

Em um sistema de coordenadas locais, temos
— § ' ] E ]
K = g Rz] g szk
i,J 1,5,k

Definicao 1.11. Duas métricas g e g em uma variedade M sdao conformes se existe uma

funcao diferencidvel ¢ : M — R tal que para todo p € M e todo u,v € T,M se tem

B 1
gp(u’ U) - Egp(ua U)‘
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Uma variedade riemanniana (M, g) é local conformemente plana (flat, em
inglés) se, para cada p € M, existe uma vizinhanca V' C M de p que é conforme a
um aberto U de R", isto é, se para todo p € M, existe um difeomorfismo ¢ : U C R" —
V C M tal que

(6"9)(X,Y) = g(dp(X), dp(Y)) = f*90(X,Y)

onde f é uma funcao nao-nula e gg a métrica canodnica.

Se g e g sao métricas conformes e g for uma métrica flat, g é dita conformemente
flat.

O resultado a seguir apresenta uma relacao entre os tensores de Ricci nas

métricas conformes g e g.

Proposigao 1.1. Sejam (M™,g), n > 3, uma variedade semi-riemanniana e § = g/¢>
uma métrica conforme a métrica g. FEntdo os tensores de Ricci de g e g satisfazem a

sequinte relagao

. , 1
Ricy — Ricy = —5{(n — 2)pHessy () + (pBgp — (n = 1| Vel

onde

Ag(lp = Zgi@:mxﬂ Hessg(@)ij = Paz;> HVQQOHZ = Z (pii.

Considerando o espaco pseudo-euclidiano (R™, g) e a métrica § = g/¢?, con-
forme a métrica g, segue da Proposicao [1.1] que o tensor de Ricci na métrica g é da

forma

Ricy = —5{(n = 2)¢Hess, () + (2 = (0 = DIV, 0l)g}.
Assim, em um sistema de coordenadas locais, a curvatura escalar é dada pela expressao
K=R; = Y, §7Ry =23, ¢ c0iRij = ©* 3, Rue
= ¢ 2 {0 = Dp(Hessyp)is + (90 — (n = DIIVyplP)ei =
= (n = 2)(pAgp) +npAgp —n(n — 1)||Vyep]?
= (n—1)[20Ag0 — n[|Vel?],

(1.2)

onde ¢;; é o delta de Kronecker.

O tensor de Weyl de (M, g) é definido pela seguinte férmula de decomposigao

W=R-Coyg,



19

onde R denota o tensor de curvatura e C' denota o tensor de Schouten

e C'® g é o produto Kulkarni-Nomizu dado por

Cog = %(Hz’c()(, 2)Y + g(X,Y)Ric(Z) — g(Y, Z)Ric(X) — Ric(Y, Z)X)

B R
(n—1)(n—2)

(9(X, 2)Yg(Y, Z2)X).

A classe das variedades riemannianas localmente conformemente plana tem uma caracteri-
zacao classica em termos dos tensores de Schouten e de Weyl. Uma variedade riemanniana
(M"™ g), n > 3, é conformemente plana se, e somente se, W = 0 e o tensor de Schouten é
Codazzi, isto é,

(AxO)Y, Z) = (AyC)(X, Z),

para todo X,Y, Z € X(M) (ver [9]).

Defini¢ao 1.12. Uma variedade semi-riemanniana (M, g) é (geodesicamente) completa
se toda geodésica de M estd definida em todo R.

Uma curva divergente em uma variedade riemanniana (M, g) é uma aplicagao
diferenciavel a : [0, 00) — M tal que para todo compacto K C M, existe um ty € (0, 00)

com «(t) ¢ K, para todo t > ty. O comprimento de uma curva divergente é definido por

t
lim / lo/ ()] dt.
0

t—o00

Mostra-se que uma variedade riemanniana M é completa se, e somente se, o comprimento

de qualquer curva divergente ¢ ilimitado.



Capitulo 2

Solucoes da equacao de Ricci e da
equacao de Einstein para um tensor
constante em espacos

pseudo-euclidianos

Neste capitulo, seguimos os mesmos passos de Keti Tenenblat e Romildo Pina,
em [15], e estudamos o problema da equacao de Ricci para um tensor constante. Antes
de apresentar os resultados principais, definimos alguns conceitos importantes.

Seja (R™, g) o espaco pseudo-euclidiano, n > 3, g;; = €;0;;, &, = £1, com
coordenadas © = (x1,...,x,). Neste capitulo consideramos um tensor simétrico constante,
de ordem dois, da forma

T = Zgjcijdxid:cj, cij € R, (2.1)
i,
e apresentamos condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de uma métrica g,
satisfazendo
1
(R) 9= 2 9,
Ricg =T.

Os resultados apresentados farao uso de alguns subconjuntos do R". Para

definir tais conjuntos, considere, para uma métrica pseudo-euclidiana g;; = ¢;9;; fixada,

as fungoes lineares ; : R — R, 1 < i < n, dadas por
Bi(z1,... ) = (n—1)z; — Zxk (2.2)
k=1
Assim, definimos os seguintes subconjuntos nao vazios de R”

D={xeR"|¢gpij(x) >0, Vj, 1<j5<n}, (2.3)

20
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L={zxeR"|¢pi(x)<0,Vj 1<j<n}, (2.4)

obtidos como a intersecao de semi-espacos de R"™, cuja fronteira consiste na uniao dos

hiperplanos dados por
m={reR"|Bi(z)=0} 1<i<n. (2.5)

Admitindo a existéncia de uma métrica g, conforme a métrica g, tal que Ric; =
T, na proxima secao, detalharemos o sistema de equacoes diferenciais que devera ser

satisfeito pelo fator conforme .

2.1 Resultados de caracterizacao

Para estudar o problema (R), utilizaremos um sistema nao-linear de equagoes
diferenciais de segunda ordem, de acordo com o que mostra o lema a seguir.

Lema 2.1. Resolver o problema (R) equivale a resolver o sequinte sistema de equagoes:

V 2

2¢ (2.6)
_ SiCg
(pxi:pj - m 9

ondel<i#j<ne

2(n — 1) — ZCM

o ‘
A 2(n —1)(n —2)

Demonstragdo. Considere (R", g) espaco pesudo-euclidiano, n > 3. Se g = g/¢? é uma
métrica conforme a métrica pseudo-euclidiana g, como Ric, = 0, temos da Proposicao

que

Ricy = é{(n — 2)pHess, (@) + (pAgp — (n — 1)||Vg¢||2)g}. (2.7)

Sendo g = Z” gijdzdr; e T = Z” g;cijdr;dz;, segue de (2.7) que estudar o problema

(2) equivale a resolver o seguinte sistema de equagoes

1 o
Z2{ 0~ DeHessy (0 + (08g0 — (1= DI Vepl)a } = gye 1< i<

Note que, como g;; = €;0;;, podemos escrever o sistema acima como

1
E{(n — 2)PPria + (PAgp — (n — 1)HVg<pH2)<€i} = &iCis,

Yo 1<itj<n
n—2

(2.8)
Pz, =
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Substituindo Agp = >, €04, Nas n pimeiras equacodes do sistema ([2.8)), obtemos

n—1)[|Vo|?
(n = 2)Pu.a, + € Z Pajz; = EiCiiP + ( Vel Eis
J
ou, equivalentemente,
n—1)[|Vy0|?
(TL - 1)901136181 + Z €jPrjz; = Ciuip + ( >|| gng . (29)
J#i
Para um 7 fixado, multiplicando (2.9) por 2n — 3, temos
2n —3)(n —1)||V,0|?
(21 -8) (1 1)@ 2t (21 -8) 3 00,0, = 2n-B)eps Lo N VIVGEIE 5 1)

i v

Somando as demais n — 1 equagoes de ([2.9)), temos

n—1)?||V,o|?
Zzgjgofﬂjxj =+ (n - 1) nggpmgxz - SOZCM + ( )QOH g(p“ . (2].1)

(i G i 05

Notando que,

Z Z €jPajz; = (TL - 1)52'90961'361‘ + (n - 2) Z €jPujass

b gFL JFi

podemos escrever (2.11)) como

(n — 1% Vgl
(n_1)51¢xz$z+(n_2) Z €jPu;a; —I—(?’L—l) Z Pz, = P Z Ceet+ © (212)
i (£ £

Agora, subtraindo (2.12)) de (2.10)), obtemos

V. oll2
2(n —1)(n —2)gjppm =2(n — D)o — @ > pcoe+ (n—1)(n —2) I f;pH ’
ou, equivalentemente,
2(n — 1)pc;; — 2
S U STt DT A/ Y 013
o 2(n —1)(n —2) 20

Fazendo
2(7’L — 1)6” — ZE Cyy
2(n—1)(n—2) ~’

A=
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obtemos de (2.8)) e (2.13) que

v 2

2p
€jCij . .
Prz; = ]_J2<;Da J 7é 2.
O
Considere ¢ = (¢11, ..., Cpn). Pela definigao de §; e \;, observamos que valem

as seguintes relagoes:

(n=2)A - M= 510)1 (2.14)

7
Veremos agora que se ¢ é uma solugao do sistema (2.6)), é possivel relacionar
as derivadas parciais de primeira ordem de ¢. Mais precisamente, temos o seguinte lema.

Lema 2.2. Se ¢ : R® — R é uma solugao do sistema de equagoes

V ol
Priz; = Ei (/\z‘SO + M)7
2¢

é‘jCij

Priz; =
n—2""

entdo as deriwadas de primeira ordem de ¢ satisfazem

Bi .
CijPx; = m@xj, V1 # 7.

Demonstrag¢ao. Desde que ¢ satisfaga o sistema (2.8)), dado 1 < ¢ < n, temos que

Cij

Pt

€iPrxjay =

Assim, derivando a primeira equagao de (2.8]) com relagdo a x;, segue da comutatividade
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das derivadas de terceira ordem que

1
Ciuiin; = AP+ {245%%@9%@@90 - Z 25%052909“} 47
¢ ¢

_ EtPxy Paya; ||Vgg0||2

— )\ZQOI] + ngsp$gsp$ng + glwxlw$2$3 + Ej@ijOxjxj . ||Vg(§||2 .
Py 2 2 2¢
P EiPriPuim; | EiPu;Pasm; ||Vl
= (Ai"‘/\j)%ﬁ_'—z S;[‘sz"_ o Ly = ;7]]_ 2:]02 Ij_>‘j z;
(i,
Cit EilPuiPuiz; | EiPr;Pam;  IVgell?
= (N+ X))o, + =y, + L+ e e — N
(i + X)), E;Mn_zm p S 2or P~ N
Por outro lado, segue da primeira equagao do sistema (2.8)) que
€i¥Pr;Paiz; | EjPx;Prja; ||Vg<p||2
© ot ZP = i T APy T 2p2 P
Assim, obtemos que
Cje _
(i + Xj)pa, + Zn T Pa, =0, (2.16)
0#1,7
Se n = 3, segue de (2.14) que A\, + \; = —f;/2, e dali,
Bi o
CijPx; = Egpwﬁ Vi 7& J-

Se n > 3, multiplicando a equagao (2.16) por —(n — 3) para algum par (i,7) fixado, e

somando com as n — 2 equagoes dadas pelos pares (k, j), com k # i e k # j, obtemos
CijPa; = ((” —2DN+ > /\k) Pu;y ViFE
k

Segue novamente de (2.14]) que

Bi s
Cij Py = 7 Payo Vi# g

]

O Lema a seguir mostra que os tensores T, para os quais o sistema (R) tem
solucao, ficam inteiramente determinados pelos elementos da diagonal, isto é, os elemen-

tos ¢;j, @ # j, podem ser expressos em fungao de ¢ = (¢11, ..., Cun)-
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Lema 2.3. Seja (R",g) um espago pesudo-euclidiano e T =}, ;ejcijdrdz; um tensor

simétrico constante ndao-diagonal. Se existe uma métrica § = g/¢* tal que Ric; = T,

entao .
IVgel® _ 23 Ak
2¢ —n-— 2
e as componentes do tensor T sdo tais que ¢ = (c11,...,Cnn) € {D U L} \ {m Um,} para

algum par (r,0), 1 <r #¢<n, D, L, e 7, sao dados por (2.3)), (2.4]) e (2.5), e
o i\/&'@jﬁiﬁj

1] — st nn)y . .7 2.17
Cij — (cnn Con)y 0 F ] (2.17)

onde Bi(c11, ..., Can) € dado por (3) e \; € dado por (16).
Demonstragao. Segue do Lemae do Lemaque, se existe g = g/¢? tal que Ric; = T,

entao
Bi

Derivando ((2.18)) com respeito a x;, j # i, temos

Bi .
Cijgoxixj = m@rj(tja ? # J-

Pelo Lema [2.1] podemos escrever a igualdade acima como

cij eibi IVgell?
] 717 g
p=——I A\ — . 2.19
n—2"" n—l(ﬂ(’p—i_ 2¢ ) (2.19)
Agora, derivando ([2.18)) com respeito a z;, obtemos
Bi -,
CijPr;z; = Y — 18035]-9:“ i ]

Novamente, pelo Lema podemos escrever a igualdade acima como

Vel _ A
2 )‘<n—1><n—2> i (2.20)

Cij ()\ZQO +

Como T' é um tensor nao diagonal, existe pelo menos um termo ¢;; nao nulo, ¢ # j. Assim,

podemos escrever
Vel _ A
20 (n—1)(n—2)

Substituindo (2.14]) na expressao acima, obtemos

© — Aip.
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Da equagao anterior e de (2.19)), temos que

2

Cij £i€;5s ¥
= Aig————=> M\ |.
n—2 n-1\""" n—QZ g

Usando ([2.14) novamente, obtemos

i eigiBip B; ) €:€;0i5;
B (n—=1)(n—2)

n—2 n-—1 _(n—l)Q(n—Q)QO'
Como ¢ nao se anula, concluimos que

4 \ €¢€jﬁzﬂj

Cij = n—1 (clla-"acnn)a 27&]

Note que, pela igualdade acima, devemos ter ,6;3;8; > 0, para todo ¢ # j. Assim,
¢ € DUL. Além disso, como T é um tensor nao diagonal, existe pelo menos um par
(r,0) tal que ¢,y # 0. Dai e da igualdade acima, temos que (5,0/)(c) # 0 e, portanto,
¢ ¢ m Um. Logo, c € DU L\{rm, Um}.

m

Em posse desses lemas, na proxima secao apresentaremos os principais resul-

tados deste capitulo.

2.2 Teoremas de classificacao

Iniciamos estudando o problema (R) considerando um tensor 7" da forma (3.1)
tal que Z cii # 0.
Teorema 2.1. Seja (R", g) um espago pesudo-euclidiano e T = Z gjcijdx;dx; um tensor
.3

simétrico nao-diagonal tal que ZC“’ # 0. Entao existe uma métrica g = g/* tal que

1
Ric; =T se, e somente se, ¢ = (C11,...,Cm) € D\ {m Uns} para algum { # s e

€575 . .
Cij = % €ig;Bi(c)Bi(c) Vi # ],

onde v; = £1, 1 < j < n. Além disso, para algum tentor T fizado, ¢ € dada por

o(x) = kexp (\/(n = f)(n =) (Xj:%\/%xj)>,

onde k € uma constante nao nula e § = +1.

Demonstragio. Suponha que existe uma métrica g = g/¢” tal que Ric; = T. Entao pelo
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Lema o satisfaz

\V4 2
Pz, = Ei <)\igp + M)’
2¢

(2.21)
_ EiCi
Py = =%
Além disso, pelo Lema , ce€ DUL\{m Um}, para algum par (r,s), r # s, e
IVl <= Mwy
—_— = _— 2.22
2¢ Zn -2 ( )
k=1
Substituindo (2.14) e (2.22) em (2.21)), obtemos
Prjz; — XiPs
s (2.23)
SO:EZ':E]' - n — 2 9
onde
o; = 51'61'(6) s Cij =+ 6i€jﬁi(0)ﬁj (C> . (224)
(n—1)(n—2) n—1
Suponha que ¢ € L\ {7, Um,}. Entao ag < 0 e as solugoes de (2.23)) sdo dadas
por
o(T1,...,T,) = f(Zs) cos (\/—ozs xs) + g(Z5) sin (\/—as :L‘S),
onde f e g sdo fungoes diferencidveis de &, = (v1,...,%s_1,Ts41,-..,Tp). Derivando ¢

com relagao a zs e ;, j # s, respectivamente, obtemos

ooz, = \/—043( — fa, sin (\/—043:1:3) + ga,; COS ( —0481’3)). (2.25)

Por outro lado, por ([2.23)),

Pore, = L (i) cos (V=age,) + g(a,) sin (V=aia,)). (2.26)

Comparando ([2.25) e (2.26]), vemos que
fl‘j = -

e A
aS

mn-2)y—a, %" m-2/a,

Assim,

Pu; = m(]ﬂ sin (v —a,xs) — gcos (vV—a,z;)).
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Assim, utilizando (2.24]), temos que

IVeell? = =5 (fsin (V=ayz,) — geos (V—ayz,))’
=1

(n — 2)%ag

- _n &L sin (vV—auzs) — g cos (vV—aszs))’
- ;(n—l)(n—Q)(f (V—aszs) — geos (V—aszs))".

Por outro lado, por (2.14)), ¢ satisfaz

2
Vel = — D A’

— _H—Z)\i(f cos (v—asxs) + gsin (\/—_@sxS))Q

Comparando as duas igualdades acima, obtemos

n

(f* 493> ci=0.

=1

n

Ora, como, por hipétese, Zcﬁ # 0, entao devemos ter f? + ¢g? = 0. Além disso, como
i=1

f2>0eg*>0, entao temos f = g = 0. Assim, supondo ¢ € L\ {m, Un,}, obtemos que

¢ = 0, ou seja, (2.23)) ndo admite solugdo nao-nula.
Considere agora o conjunto Z = {j,1 < j <n | «a; >0}. Sece D\ {m, Umy},

entao o; > 0, para todo j, e
o) = Feso () + e (— X e, .2
JET jeT

é solucao de (2.23), onde v; = 1 e f e § sao funcoes diferencidveis de z; com i € T.
Por (2.24), se i ¢ T, entao f;(c) = 0 e, consequentemente, ¢;; = 0. Assim, pela segunda
equacao de (2.23)), temos que ¢,,,, = 0, e por ([2.27) obtemos

0= Puiz; = (fw exp (Z%‘\/Oé_j%) — Gu; €XP ( - Z%\/a_j%»%\/a_j-

JjeET JET

Concluimos que f e g sao constantes. Se i,j € Z, entao

Pu; = %\/E-(feXp (Z vk\/oz_kxk) — Gexp ( -y ’yk\/a_kxk)) (2.28)

kel kel
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Paiz; = ViVj/ Vi (fexp (ZkGI VkvakSUk) + gexp < — D kez TV akxk))

(2.29)
— i /e 8.5,
Comparando ([2.23) e (2.29)), concluimos que
€575
Cij = 7;_ 1] Zgjﬂl( )BJ(C)
Lembremos agora que, pelo Lema (2.3)), ¢ satisfaz
2 ’ @
\V4 = 9 \i = ;. 2.30
Ora, por (2.24) e ([2.28]), temos que
1

Vyol? = 02 2.31
R e e B (2.31)

Comparando ([2.31)) em (2.30)), obtemos que
Z Bip® = Z 51‘9031--

Substituindo (2.27) e (2.28) na igualdade acima, vemos que

fg =0,

donde f =0 ou § = 0. Portanto, se § = +1, concluimos que ¢ é da forma

<p(x):k;exp(\/(n_1 — (Z%\/&T ))

Reciprocamente, para cada ¢ = (c11,...,¢nm) € D\ {m Uy}, com ). ci; # 0,

€% . .
Cij = TZ’YVJ VvV E Zgj/B’LBJ( )7 Vz#y,

onde 7; = £1, 1 < j < n. Considere o tensor T' = Z cgjcijdrdr;. Um calculo direto

para algum ¢ # s, seja

revela que a funcao

w(x)zkeXp(\/(n_l (Z%W ))
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satisfaz o sistema (2.6). Segue entdo do Lema que existe g = g/¢? tal que Ric; =
T. O

No préximo resultado, consideramos o caso particular em que T é da forma

com ch- =0.

Teorema 2.2. Seja (R", g) um espago pesudo-euclidiano e T = Z gjcijdx;dx; um tensor
i7j
simétrico nao-diagonal tal que Zcu» = 0. Entdo existe uma métrica G = g/¢* tal que

Ricg =T se, e somente se, ¢ = (c11,...,Cm) € {DUL}\ {m, Ums} para algum € # s e

€iYiYirn/Ei€:CiiCis ¥V @ , se ce D\A{myUmg},
Cis = 37 3CiiCjj #J \ {me } (2.32)

—€j%iVj\/Ei€;CiC; YV iF# ], se ce L\ {m U},

onde v; = £1 para 1 < j < n. Além disso, para algum tensor T' fizado, a fungdo ¢ €

constante se g é a métrica euclidiana e, caso contrario, ¢ € dada por

k1 exp (Z”;]—C];ij) —i—kgexp(—zwzj_cj;’ijj), se c€ D\ {mUms},
p(z) = ’ ’
| —€icii , | —€icii
k1 cos (Z — 'yjmj) + ko sin (Z n_zfijj), se ce€ L\ {mUms}.
J j

(2.33)

Demonstragdo. Admita que existe uma métrica g = g/¢* tal que Ric; = T. Como, por

hipétese, Y . ¢;; = 0, segue do Lema , ¢ satisfaz o sistema ([2.6]), com

Cig

)\7;:

n—1

Além disso, usando que ), ¢;; = 0 no Lema e na equagao (2.15)), temos que

2 _ o -
Vool =~ =19 Zc =0, (2.34)

Bi=(n—1)(n—2)\=(n—2)c;. (2.35)

Substituindo (2.35) em ([2.17]), obtemos

Cij = £/Ei€jCiiCjj-
Assim, temos que ¢ satisfaz
Prias = —— 5, (2.36)

n—2
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gjcij
n _ 24107
com ¢ = (C11,--.+Cnp) € {DUL}\ {m Uny}, e ¢;j = £,/6:€;¢u¢j;. Note que se g é a

métrica euclidiana, segue de (2.34]) que ¢ é constante.

Se ¢ € D\ {m Uy}, entdo €;c;; > 0 para todo i. Considere o conjunto
= {i | ¢;i # 0}. Segue, entao, de (2.36)) que ¢ é dada por

6 ec.
@(x) = kyexp (Z i vjm]) + ko exp( \/ n]_NQVﬂj),
jedJ

onde ki e ko sao fungoes dependentes de z;, com i ¢ J. Derivando ¢ com relagao a x; e

xj, 1,j € J, respectivamente, e substituindo .., em (2.37), obtemos que

Cij = €577\ €i€;CiiCjj-

Além disso, derivando ambos os lados da equacao (2.37)) com relacao a xy, k ¢ J, obtemos
que ki ,, = ko, = 0, para todo ¢ ¢ J, donde k; e ky sdo constantes.

Por outro lado, se ¢ € L\ (m, Us), entao g;¢; <0, e ¢ é dada por

Ao =t (X525 m) o (L 25

JjET

com ky e ky fungoes diferencidveis de x;, i ¢ J. De maneira andloga, encontramos que k;

e ko sao constante e

= —€j%ijV/Ei€;CiiCj-
Reciprocamente, supondo que ¢ é dada por (2.33), com ¢ € (DUL)\ (m, Ums) e ¢;; dado
por (2.32)), entdo ¢ satisfaz (2.36)) e (2.37). Segue entdao do Lema que g = g/¢* é tal

que Ricg =T
m

Para o préximo resultado, observamos que se i; # i s@o inteiros tais que

Bi,(¢) = Bi, (c) = 0, entdo ¢4, = ¢iyi,. De fato, como §; é dada por

Bi(x1,...,x,) = (n— 1z Zx],

entao,
ﬂh( ) = 612( )
= (n )Cllll Z CJJ :( )61212 Z CJJ

= Ciri; = Cigig-
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Teorema 2.3. Sejam (R", g) um espago pseudo-euclidiano e T = Y"1 | £;c;dx? um tensor
diagonal nao-nulo. Entdo, existe uma métrica g = g/p* tal que Ric; = T se, e somente
se,
T=T,=0Y eda}, 1<k<n e be <0.
itk

Nesse caso,

—bEk
71" - 57, i 25 5
Jij j€i €XP (a + - ka)

onde § = %1 ea € R.

Demonstragio. Suponha que g = g/¢? é tal que Ric; = T. Entdo ¢ satisfaz o sistema
. Como T' é um tensor diagonal, entao ¢;; = 0 para todo ¢ # j, e segue do Lema
que

ﬁi(c)%cj =0, Vi # .

Se k for um inteiro tal que ¢y # 0, entao f;(c) = 0 para todo i # k, e portanto, ¢; = b

para todo i # k, e podemos escrever

Zij = (n — 1)b + Cir-

J
Logo, para todo ¢ # k, segue da defini¢ao de 3; que

n

0=03i(c)=(n—-1)b— chj = —Cpp.
j=1
Ou seja, se um inteiro k£ € tal que ¢,, # 0, entao cx, = 0. Note que ¢ nao depende de
mais do que uma variavel. De fato, se r # k é um inteiro tal que ¢,, # 0, entdao segue
da conclusao acima que ¢, = 0. Ora, como ¢; = b, para todo i # k, entao 0 = ¢, = ¢y,
para todo 7, o que é uma contradicao, uma vez que 1" é um tensor nao-nulo. Portanto,

¢ = p(xy), para algum 1 < k < n, e ¢;; = b, para todo i # k. Assim, podemos escrever,

T=bY eda} =T,
ik

Nesse caso, o sistema ([2.6)) do Lema se torna

(2.38)
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Segue da primeira equagao de (2.38) que

erb=— n—2) <0,
2 ( )
e assim, ¢ é dada por
() = —1 ) ber (2.39)
©(xk exp - 2xk ) .

onde A # 0 é constante e 6 = £1. Observe que ¢ satisfaz a segunda equagao de (2.38)).

Assim, como

onde A? = exp(a), entao g =

—be’fk
Gij = 0ij€i 20 )
Jij j€i €XP (a+ n—Zxk)

satisfaz o sistema Ric; =T .
Reciprocamente, se T = T}, = by, ,, €;dz}, entao g = g/p?, com ¢ dada em

[2-39), satistaz Ric; = T. 0

Concluiremos a presente segao considerando o problema (R) para o qual T seja

um tensor nulo.

Teorema 2.4. Seja (R", g) um espaco pseudo-euclidiano. Existe uma métrica g = g/¢>

tal que Ricg = 0 se, e somente se,
p(x) =Y (Ae;z} + Bjw; + O), (2.40)
j=1

onde A,C;, Bj € R sao constantes tais que
J J

Demonstragao. Se T' = 0, ou seja, ¢;; = 0, para todo 1 < 7,7 < n, entdo o sistema ({2.6)
do Lema [2.1] se torna

V 2
__ vl

T,y T <1 9

2o 1<i#j<n. (2.41)
SOIMJ‘ = 07
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Segue da segunda equagao de ([2.41)) que

o(x) = Z Aja + Bz + Cj.
J

Assim,

IV, = Z ej(4A%2? + 4A;Bjx; + BY).
J

Substituindo [|V,¢||* em (2.41)) e comparando os respectivos termos, obtemos que, para
todo 1 < j <n,
2
Reciprocamente, se

n

o(x) = Z(Aa‘jx? + Bjz; + C),

j=1
com A, B;,C; € Re

1A Cj =Y ;B =0,
J J

entdao ¢ satisfaz o sistema (2.41]). Segue, entdao, do Lema que a métrica § = g/¢?
satisfaz Ric; =T
O

Como consequéncia dos resultados anteriores, na proxima se¢ao apresentamos
solugoes para a equagao
n
2 2 _
—eVep + SlIIVepl” + Ap" =0,

e, além disso, exibimos a expressao da curvatura escalar para algumas métricas.

2.3 Aplicacoes

Finalizaremos o presente capitulo com algumas ocorréncias particulares dos
principais resultados tratados na segao anterior. Ressaltamos os aspectos analitico e

geométrico presentes no estudo proposto.

Corolario 2.1. Seja (R™, g) um espago pesudo-euclidiano. Para cada N € R (A <0 se g

¢ a métrica euclidiana), a equa¢ao
n
—pVgp + §”v990‘|2+)‘302 =0 (2.42)

possui infinitas solugoes, de classe C*°, globalmente definidas em R™:
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a) Se A # 0, entdo as funcoes dadas por

p(z) = kexp (\/(n = f)(n = (Z%M%)) (2.43)

satisfazem (2.42)), sempre que ¢ = (¢11,...,Cun) € D\ (myUg) € escolhido de modo

Cii
que ;—Q(n—2)'
b) SeX =0, entao as fungoes (2.33) e ,ondec = (C11, ..., Cnn) € (DUL)\(mUrs)
¢ tal que Z ci = 0, satisfazem (2.42)). Em particular, as solugioes dadas por (2.33))

satisfazem ||V 0| = Agp = 0.
Demonstragdo. Se ¢ é deifinida como em (2.43)), (2.33) ou (2.40), segue dos Teoremas [2.1]

e [2.4] respectivamente, que ¢ é solugao do sistema

V.ol
Paiz; = Ei <)\is0 + M))
2¢
_ 5%
(pl'ifﬂj - n— 2%0

Em particular, ¢ satisfaz

1
2160 = D+ oD — (1= DIVl | =

para todo 1 <7 <n. Somando, para cada i = 1,...,n, as equacoes acima, temos que

2(n — 1)pAgp —n(n — 1)|[Vyp|* = 0> e (2.44)

Dividindo (2.44)) por 2(n — 1) e fazendo A\2(n — 1) = Z Cii, Obtemos

i

n
_SOAQSO + §HV9<P||2 + )‘902 = 0.

Assim, supondo A # 0, existem infinitas formas de obter A = Z ¢ii/2(n — 1) e, portanto,

existem infinitas solugdes de (2.42)) da forma (2.43)), onde ¢ € D\ (7,Um). Se g é a métrica

euclidiana e ¢ € D, entdao ¢; = 1 e ¢;; < 0, para todo i = 1,...,n, donde \ € (—o0, 0].

Analogamente, se A = 0, existem infinitas formas de se obter Zcii =0, e

i
portanto, existem ifinitas solugdes de (2.42)) da forma (2.33). Além disso, pelo Teorema

2.4|

2.40

satisfaz (2.42)). Se A = 0, entao ZC” =0, e segue de (2.34) que ||[Vy¢| =0, e

de (2.42) que Ay = 0.

]
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Corolario 2.2. Seja (R™, g) um espaco pseudo-euclidiano. Para cada n-uplac = (11, - .., Can)
€ D\ (m, Ums) tal que ZC“ # 0, seja Bi(c) definida em (2.2). Considere a fungao

K :R" = R definida por

K(z1,...,2 Z Cii €XP ( 23(” —y ;%\/ajﬁj(c)xj) (2.45)

onde v; 1, § = £1 para 1 < j < n. Entdo, a métrica g = g/¢*, onde ¢ é dada por

o(z) = kexp (\/(n = f)m =5 (;%’ma@)),

tem K como curtvatura escalar. Além disso, se g e a métrica euclidiana, entio K < 0.

Demonstracao. Derivando ¢, obtemos

[Vaell” = - exp (\/(n —21(;@ —2) (;”M%D 2T —%((2 ~2)’

7

2paio = 2 exp (\/(n = 21();(71 —9) (zj:” \/%%» Z m _%((2 )

Sabemos que a curvatura escalar na métrica g = g/¢* é dada por
K = (n—1)(2pA50 —n|[Vyel?). (2.46)

Substituindo 2pA,¢ e || V,¢[]* na expressao acima, vemos que

R:kQZCu‘GXP< ) Z%\/@BJ >

onde
Cii
Z n— 1 B zz: n—1
Segue entao do Corolario 2.1 que ¢ satisfaz (2.46)). Desse modo, § = g/¢? possui curvatura
escalar dada por (2.45)). Além disso, se (R™, g) é o espaco euclidiano, entao > c¢; < 0 e,
portanto, K < 0.
]
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Coroldrio 2.3. Seja (R™,g) um espago pseudo-euclidiano. A métrica g = g/p*, para

¢ dada por (2.33) ou (2.40) possui curvatura escalar flat K. Neste caso, as métricas

possuem curvatura seccional flat.

Demonstracao. Se ¢ é dada por (2.40), entdo Ric; = 0. Ora, como
_ 1 ,
K(p) = - Z Ric,(2j),
J

para uma base ortonormal {z1,... 2,1} de T,M, segue que K = 0. Por outro lado, se ¢

é dada por (2.33), com ) . c; =0, entao Ayp = ||Vyp|| =0, e dai
K = (n=1)[20Agp — 1| V0[] = 0.
[

A seguir, provaremos que para qualquer tensor simétrico constante, 7', nao
existem métricas g completas, conformes e nao-homotéticas a ¢ tal que Ric; = T. Para

isso, faremos uso do seguinte resultdo cuja demonstracao pode ser encontrada em [10].

Corolario 2.4. Assuma que duas métricas pseudo-euclidianas na mesma classe conforme
tém, pontualmente, o mesmo tensor de Ricci. Se uma delas € completa, entdo elas sdo

homotéticas entre si.

Corolario 2.5. Seja (R™, g) um espago pseudo-euclidiano. Para qualquer tensor simétrico
constante T', nao existem métricas g completas, conformes e nao-homotéticas a g, tal que

Demonstracao. Para cada tensor T fixado como nos Teoremas e existem duas
métricas pseudo-riemannianas (dadas por 6 = £1) na mesma classe conforme tais que,
pontualmente, tém o mesmo tensor de Ricci. Como tais métricas nao sao homotéticas
entre si, segue-se do Corolario [2.4] que elas nao sao completas. Um argumento semelhante
pode ser aplicado as métricas obtidas no Teorema quando ¢ € D\ {m Um}. Nos

demais casos, a métrica conforme g = g/¢* tem pontos singulares.
O
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2.4 Solucoes da equacao de Einstein para um tensor

constante nao diagonal

Nesta secao agimos de maneira andloga as secoes anteriores e estudamos o
problema da equagao de Einstein, isto €, consideramos um tensor simétrico, constante e

nao-diagonal, da forma T" = g gjcijdx;dx;, e buscamos condicoes necessarias e suficientes
4,3
para a existéncia de uma métrica g satisfazendo

onde K representa a curvatura escalar. Para isto, definimos os subconjuntos de R"
D={zeR"|¢gfi(x) 20, Vj, 1 <j<n},

L={ocR" | &8(x) <0, ¥j, 1<) <n},
m={reR"|Bi(z) =0}, 1<i<nmn,
onde f3; é uma funcao linear definida por

Bi(x1,...,zn) =(n—1)(n—2)x; — (n —3) Zxk

k=1

Utilizando a Proposicao [1.1| e as expressoes
K=Y g"Ry; ¢ K= (n—1)(200: —n[|V,0l*),

vemos que o problema (E) pode ser estudado pelo seguinte sistema de equagoes

V 2
Paix; = Ei <>‘%S0 + H;_S’W) )
v (2.47)
_ &G
Sorim]- - n — 2 )

em que \; = ¢;;/(n—2) =Y, cu/(n—1)(n—2). Assim, supondo que ¢ é uma solugao do
sistema [2.47] as derivadas de primeira ordem de ¢ se relacionam da seguinte forma,

o= Bl
e = =) (n—2) 7
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em que ¢ = (¢11,Ca2, - - ., Cpp) €, além disso, vale
||V990||
A = 0.
2¢ n -1 Z

Seguindo os passos apresentados em [10], prova-se os seguintes resultados.

Teorema 2.5. Seja (R™, g) o espaco pseudo-euclidiano e T = Zsjcijdxidxj um tensor
12

simétrico nao-diagonal tal que Y, c; # 0. Entdo existe uma métrica g = g/p? satisfa-

zendo Ric; — (K /2)g =T se, e somente se, ¢ = (Ci1,...,Cnn) € D\ {m U}, L £,

%= _81")72::_ %) eig;BiBi(c), Vi#

onde v; = £1, para 1 < j<n, ed = %1.

Teorema 2.6. Se T’ = Zajcz-jdxidﬁj € um tensor simétrico constante nao-diagonal tal
2

que Y, c;i = 0, entdo existe uma métrica § = g/¢* satisfazendo Ricg =T se, e somente

se, ¢ = (C11,-+,Cnn) € (DUL)\ (mpUms) para alguns £ # s e

€57iVi/EiEiCiiCs; V1 F# j, se c€ D\ (mUm,),
Cij = o,
—EYiVj/Ei€CiiCij Y 1 7é 7, se c& L \ (7Tg U 77'5),

onde v; = £1 para 1 < j < n. Neste caso, para algum tensor T' fizado, temos que K =0.

Além disso, a funcdo ¢ é constante se g € a métrica euclidiana e, caso contrdrio, ¢ €

k1exp <Z 1/ eSjijjfijj) + ko exp ( \ / AL ’ijj> se ce€ D\ (myUms),
olz) = _€JCJJ _€JCJJ
k1 cos Z 5 ViT + ko sin Z 5 Vi% se c€ L\ (mpUms).
J

Teorema 2.7. Se T = E eiciidaﬁ? ¢ um tensor diagonal nao-nulo, entao existe uma
i
solug¢do g para (E) se, e somente se,

dada por

békdl’z, n =3,

szde +

i#k

T —

bskdxk, n > 4.
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para algum k fivado, 1 < k <n, onde b € R € tal que bey, > 0. Neste caso,

dijciexp(a — 20/ begxy,), n =3,

9ij =

QbEk
(51]51 exp(a 25\/<n 2)(n 3) [Ek), n 4,

onde 6 =41 ea € R.

Demonstragao. Se ¢ é solucao de ([2.47)), entao suas derivadas satisfazem

_ Bi(c) . .
CijpT; = TR 2)90zj, Voi# .

Desde que 7' é um tensor diagonal, ou seja, c¢;; = 0 para todo i # j, entao Bi(c)p,, = 0.
Assim, se n = 3, entao ¢; = 0, para i # k, e cp, = b # 0. Além disso, ¢ depende somente
de x; e T é dado por

T = bepdz;.

Neste caso, o sistema (2.47)) se torna

SO )
N2
e () + by = 0.

Dai, ¢ é dada por
1
o(xg) = - €XP (6+/ —exbzy),
donde

Gij = 0;j€; €xXp (a — 204/ —ekbxk).

Sen >4 e k é um inteiro tal que ¢,, # 0, entdo f;(c) = 0 para todo i # k, donde ¢;; = b,
para todo i # k, e ¢, = (n — 1)b/(n — 3). Novamente, ¢ depende somente de xy e T é

dado por
n—1
T=0>bY gda? bepdzy.
#Zke T; +n—3 €AT},
Neste caso, o sistema (2.47)) se torna
(,0” _ by 514(90[)2 -0
(n—=2)(n—3) @ ’




Dai, ¢ é dada por

o(ry) = A exp

1 (5( V2beyxy, )

n—2)(n —3)
donde
_ 5ie < 5 vV 26€kiﬁk >
i — 057E; €X a — .
i = %1 &ED (n—2)(n —3)
Por fim, se T' = 0, entao existe uma solugao para (E) se, e somente se,
QY = Z(Aéfjsz + le’j + Cj),
j=1
onde

1A C; =D eB: =0,
J J

e A, B;,C; € R. Neste caso, K =0, isto é, Ric; = 0.

41



Capitulo 3

Solucoes da equacao de Ricci e da
equacao de Einstein para um tensor

nao-diagonal

Considere o espaco pseudo-euclidiano (R", g), n > 3, com coordenadas (z1, ..., z,)
e gij = 0;;€i, € = £1, onde ao menos um ¢; ¢é positivo. Outrossim, seja 7" um tensor nao-

diagonal da forma
2%

tal que, para todo i # j, f;; sao fungoes diferencidveis dependentes de z; e x;.

Nosso principal objetivo é estudar resultados de caracterizagao que fornecem
métricas § = g/¢? que solucionam a equacio de Ricci ou a equacao de Einstein, seguindo
os passos de Romildo Pina e Keti Tenenblat em [14]. Isto é, em linhas gerais, queremos

resolver os seguintes problemas

_ 1
9= 39
(R){" ¥
Ric; =T. (equagao de Ricci)
e
_ 1
9=—59
(E) "
Ric; — g5 =T. (equacao de Einstein)

A seguir, faremos alguns calculos preliminares que serao importantes para a

demonstracao dos principais teoremas.

42
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3.1 Resultados preliminares

Os dois lemas tratados nessa segao é de interesse analitico, para os quais ¢

sera a solugao de uma equacao diferencial de segunda ordem.

Lema 3.1. Considere ¢ = ¢(x1,...,2,), p > 3, uma fun¢do diferencidvel, ndo identica-

mente anula e que satisfaz o sistema

onde f;j = fij(x;,x;) sdo fungoes diferencidveis de x; e x;. Assuma que existe um sub-
conjunto aberto U C RP sobre o qual todas as funcgoes fi; nao se anulam. Entdo existe
um aberto denso V- C U onde [ [, ¢z, ndo se anula. Além disso, sobre cada componente

conexa de V', existem fungoes diferencidveis &(x;) # 0, 1 < i < p, tais que

fij = 5&(1‘1')5]'(1’]'), E = :]:]., V 1 S 7 7é j S p.

Demonstracao. Seja ¢ = p(x1,...,%,), p > 3, uma fungio diferencidvel que nao se anula

tal que

onde f;; = f; ¢ uma funcao diferencidvel de x; e z;. Seja U um aberto de R? onde f;;
nao se anula, para todo i # j. Como ¢ é uma fungao que nao se anula, segue de (3.3) que
o conjunto {x € U | ., () = 0} tem medida nula em U. Assim, existe um subconjunto
aberto denso de U onde, para todo ¢ = 1,...,p, ¢, nao se anula. No que segue, iremos
nos restringir as componentes conexas de tal subconjunto de U.

Dados indices 1, j, k, temos de (3.3)) que

Paixiz, — Jij Pz
Pela comutatividade das derivadas de terceira ordem, obtemos que
fij%k = fz‘k%]— = fjk%i, (3-4)
para todo i, 7, k distintos. Em particular,
f15%a, = fikpa;, YV j# k> 2.

Logo, para todo j > 2, o quocientes .,/ fi; sao iguais e, portanto, existe uma fungao

g1 = g1(z1,...,7,), que ndo se anula, tal que

¥z, = g1f15, VJj = 2.
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Derivando a igualdade acima com relacao a x;, temos
Qozjm - gl,xlflj + glflj,ml‘ (35)

Substituindo (3.5)) em (3.3]), obtemos, para j # k, que

J139 = 91,01 f15 + 91 1501,
Sk = gra, fre + 91 fike -
Dali,
a1 (frefije — fijfike) =0, Vj#k>2.

Como ¢; nao se anula, devemos ter

Jijaen  Jika

f1j Jik

Portanto, como a igualdade acima vale para todo j # k > 2, segue que existe

uma fungao & = & (1), que depende apenas de x1, tal que

flj T 51 .
Jum _S1 oy iso
fyo &
E dai,
Ji; = &&, Vi > 2. (3.6)

Agora vamos mostrar, por inducao, que para qualquer [ > 2, fi, = &, para todo k > 2,
com k # [ e ¢ ¢ uma constante ndo-nula. Considere [ = 2. Temos de ({3.4)) que

ngk = gz(l’, e ,an)fgk, V k 75 2.

Analogamente, considerando k = 1 e k > 3, derivando a equacao acima com

relacao a x9, obtemos que
foraofor — foras for =0, VE > 3.

Por (3.6)), temos que
for = &2k, VE > 3. (3.7)

Novamente por ({3.4]), temos que

Derivando essa equacao com relagao a xy e usando as expressoes em (3.2), (3.4) e (3.7)),
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obtemos

fk = CZkfk) vk Z 3a (38)

onde ¢y é uma constante nao-nula. Se p > 4, entao as constantes cq), sao iguais. De fato,

derivando a equacgao

f1k9012 = f2k§011
com relagdo a z;, [ # k e I > 3, e usando as equagoes (3.2)), (3.6)), (3.7) e (3.8), obtemos
que Cg = Coy.

Portanto, temos que

fi; = &&, Yk > 2,

Jor = c&1&j, Yk > 3.

Afirmamos que, se

para um 2 < [ < p — 1 fixado, entao fip = c&&, para todo k > 2 e k # [. Com efeito,
desde que f;. = fu, segue da hipotese que basta provar que f;. = c&&, para k > [+ 1.

Por (3.4),
Pz = gl(xh P ,:L‘n)flk, \V/k 7& l.

Por ,
fue = &&k(xy), Yk > 1+ 1.

Analogamente, obtemos que & = c&p.

Obtemos entao que

flj = 515]'7 v.] > 27

fiw = €&, Vi # k> 2.

Se ¢ > 0, entdo podemos considerar & = \/c&; e & = & /y/c. Entao fi; = &&;,
para todo k # j.
Se ¢ < 0, entao podemos considerar éj = —v/—c&j, paraj > 2 e & = &/ —c.
Entao f;; = —§~1§~j, para todo k # j.
O

Lema 3.2. Uma fungao diferencidvel e ndo nula ¢ = o(x1,...,x,), p > 3, € uma solugdo

de
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a) Prx; — ¢ =0, para todo i #+ j, se e somente se

p p

@ = aexp (Z xl) + bexp (— Z$Z) : (3.9)
j=1 J=1

b) ue; +© =0, para todo i # j, se e somente se

gpzacos(zp:xi)—i—bsin(—in), (3.10)

J=1 J=1

onde a,b € R sao tais que a® + b* # 0.

Demonstracao. Seja ¢ uma fungao nao nula e que satisfaz
Paiz; = ¢, Vi F .
Como p > 3, considere k diferente de 7 e j. Entao
Prizsan = Pay (3.11)

para todo i, j, k distintos. Por outro lado, como ¢ nao se anula, podemos escrever

f;“ = B(x1, ..., 20), Vi, (3.12)

em que  é uma funcdo diferencidvel. Derivando (3.12)) com relacdo a x;, j # 4, temos

que
Priz;  PaiPu;
2 - 2 = ij'
Dai, utilizando (3.11)), obtemos
ﬁx]' + 52 -1= O

As solucoes dessa equagao sao dadas por

e (Zj :cj> — bexp (— > %‘)
. Caexp (Zj a:j) + bexp (- > %‘)

Y

onde a,b € R sdo tais que a? + b* # 0. Isso mostra que ¢ é dada por (3.9). A reciproca é
clara.

Analogamente se verifica o item (b). O

Nas proximas duas segoes mostraremos que, quaisquer tensores T da forma

(3.1) que satisfazem os problemas (R) ou (E), sao de dois tipos, a saber: a menos de
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mudanga da ordem das varidveis independentes, 7' é da forma (Secao

2 n
T = Z fij(-Tl; l‘g)dl’idl'j + h(l’l, [IZ’Q) Z de?

ij=1 i=3

onde ¢(x1, x2) é uma solugao de uma equagao hiperbdlica; ou, (Se¢ao(3.3|) 7' é determinado
por r fungdes diferenciaveis ndo constantes &.(x,), 3 < r < n, caso em que ¢ e T sdo

dadas explicitamente em termos de &,.

3.2 Solucoes da equacao curvatura de Ricci para um

tensor nao diagonal

Seja T', dado por ({3.1]), um tensor simétrico nao-diagonal no espago pseudo-
euclidiano (R", g), onde f;; = fij(x;, z;) é uma fungao diferencidvel de z; e x;, para todo
1 <1 # 7 < n. Segue da Proposicao que existe uma métrica g = g/p? tal que

Ricg = T se, e somente se,

Jij o,
TiTi s v y 3.13
Paia; = o, Vi F ] (3.13)
fii=(n— 2)<p — + & 99 _ gi(n — 1)%, Vi. (3.14)
¥ ¥ ¥

Desse modo, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Seja (R", g), n > 3, um espago pseudo-euclidiano com coordenadas x =

(T1,...,%n), gij = €i0ij, € = £1. Considere um tensor simétrico ndo-diagonal T =
n

Z fijdxidz; e assuma que, para i # j, fij = fij(zi,x;) € uma funcao diferencidvel de x;

5,5=1
e x;. Entao, existe uma métrica g = g/o* tal que Ricg =T se, e somente se,

T;T; A V 2
fii:(”_Z)wl - +& 980_&(”_1)_” ng
¥ © ©

) Vla

e a menos de uma mudanca na ordem das varidveis independentes, ocorre um dos sequintes
casos:
a) fia(x1, x2) € uma fungao diferencidvel nao-nula, f;; = 0 para todo i # j tal que i > 3

ouj >3, ep=p(r,ry) € uma solu¢io que nao se anula da equagdo hiperbdlica

(n - 2)90351352 - f12Q0 =0.

b) Existe um inteiro p, 3 < p <mn, tal que fi; =0sei# j, i >p+1ouj>p+1

Além disso, existem funcoes diferencidveis nao-constantes &;(z;), para 1 < j < p,
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tais que, para todo i # j, 1 <i# j <p,

fij = (n = 2)&E; (3.15)
€ p p
¢ = aexp (Z 5;‘(%‘)) + bexp (— > 5;‘(%‘))7 (3.16)
j=1 Jj=1
ou
fij = —(n —2)E; (3.17)

p = acos <Zp;§j(l’j)) + bsin ( - iﬁj(l‘j)) (3.18)

onde a,b € R sdo tais que a®> + b*> # 0. Além disso, em cada caso ¢ estd definida

em um subconjunto aberto e conexo de R™ onde nao se anula.

Demonstragdo. Se § = g/¢* é uma métrica conforme & métrica pseudo-euclidiana g,

satisfazendo Ric; = T, entao segue das consideragoes feitas acima que ¢ ¢é solugao de

(3.13) e (3.14). Dado um inteiro k # i, j, como fi; = fi;(z;,x;), temos de (3.13)) que

fij . .
(P:Ei:vjxk - m%pxku 1 7é .]

Segue dai e da comutatividade das derivadas de terceira ordem que

Além disso, como que 7' é um tensor simétrico nao-diagonal, existe um par (ig, jo) tal que
fivjo = [fivio 7 0 sobre um aberto U C R". Se f;x = 0 sobre U, para todo k diferente
de 79 e jp, entao podemos assumir, a menos de uma mudanca na ordem das varidveis

independentes, que fi2 # 0 e fi; = 0 para todo j > 3. Assim, por (3.19)),

leSOxk - flk‘SO:L‘Q - kaSDCl?l'

Segue da primeira igualdade acima que, para k > 3, pr = 0 sobre U. Note que, por ,
nao podemos ter ¢,, = 0 ou ¢,, = 0 (em nenhum subconjunto aberto de U), pois ¢ e fio
nao se anulam sobre U. Logo, segue da segunda igualdade acima que fo, = 0 sobre U, para
todo k > 3. Desse modo, existe U; C U onde ¢,, e ¢,, nao se anulam e, consequentemente,
for. = 0 sobre Uy, para todo k > 3. Por , temos que fijrPz, = f2j¢4, = 0, para todo
Jj # k > 3, e portanto f;; = 0 sobre U;. Assim, concluimos que ¢ depende apenas de z;
e Ty e por , satisfaz
(N = 2)Pa12, = fr2¢p.
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Alem disso, os elementos da diagonal sao determinados por (|3.14)).

Suponha agora que ¢, j, k sao indices distintos tais que f;; e fix nao se anulam
sobre um aberto U de R™. Entao, por , ©Vz; € Pz, Na0 se anulam sobre nenhum
aberto U. Considere U subconjunto aberto de U tal que ¢, e ¢,; nao se anulam. Entao,
por , fik € ¢g, nao se anulam sobre U;. Reordenando as varidveis independentes,
se necessario, podemos considerar i = 1 e f;; # 0, sobre um aberto U, C U, para todo
j, tal que 2 < j < p, onde p é um inteiro 3 < p < n, e fi; = 0, sobre U, para todo
p+1 < s <n. Além disso, como ¢ é uma funcao diferenciavel, segue de que existe
um aberto V' C U, onde ¢,; nao se anula, para j =1,...,p, e segue de que, sobre
v,

f15%a, = fikpa, 257#k<p,

1202, = [1sPe, P+1<s<m,

Jijz, = [fsjPu 257 Fk<pp+1<s<n,
JrsPu, = forPu, PH1<s,m<n

(3.20)

A partir de cada equacao em (|3.20) podemos concluir, respectivamente, que

fik #0 emV,
fsj = O em ‘/,
fer=0 em V.
Consequentemente, ¢ depende apenas das varidveis z1,..., x,. Como ¢ satisfaz
fig .,
prixj_—sp_&v:lgz#Jgpa
n—2

segue do Lema que, sobre cada componente conexa W C V, onde [] fij¢z, # O,

existem fungoes diferencidveis nao-constantes & = &;(z;), com 1 < i < p, tais que

fij _
n

—p =g, 1<i#j<p, (3.21)

onde £ = £1 para todo 7 # j. Assim, podemos escrever

Pria; — &0 =0, V1 <i#j <p,

Considerando, sobre W, a mudanca de varidveis y; = &;(x;), segue da regra da cadeia e

da igualdade acima que
Py, §i65 — €0 =0, Vi # ],
ou, como &;(x;) # 0,
Py, —Ep =0, Vi#] (3.22)
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Assim, se ¢ = 1, temos de (3.21)) que f;; = (n — 2)§i€}, e do Lema que
p p
© = aexp (Z &i(zy) + )bexp (— Zgj(:cj)).
j=1 j=1
Se e = —1, temos de (3.21)) que fi; = —(n — 2)§E}, e do Lema que

p P
Y = acos <Z§j(xj)) + bsin ( - ij(xj)).

j=1 j=1

Reciprocamente, suponha que 7' = Z fijdz;dz; é tal que

3,j=1

T;T; A \V4 2
fii:(n_z)go — +e ggp—&'(n—l)” g;PH

, V.

Se vale a), entdo ¢ satisfaz ([3.13)), donde segue que existe uma métrica g = g/p? tal que
Ricg = T. Se vale b), suponha que ¢ e f;;, i # j, sdo dadas por

fiz = (n = 2)€&;

p = aexp (i 51‘(90]‘)) + bexp (— ify‘(%‘))

Entao,

p p
i
e, = €6 aexp (L e ) +veww (- 260 ) = Lo
j=1 j=1
Se, porém, ¢ e f;;, ¢ # j, sao dadas por

fij = —(n —2)§E;

@ = acos <éfj(xj)) + bsin ( - éfj(fﬂj))-

Logo,

oo, = —6i&) {acos (Z@(@)) + bsin ( — ij(xj))l _ _nfijf'
Jj=1 j=1

Em ambos os casos, (3.13)) e (3.14]) sao satisfeitas e, portanto, existe uma métrica g = g/¢?
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tal que Ric; =T O

As seguintes ocorréncias particulares do Teorema [3.1] estao relacionadas ao

problema da curvatura escalar prescrita.

Corolario 3.1. Seja (R", g) um espago pseudo-euclidiano, n > 3, com coordenadas x =

(21,...,2n), gij = €i0ij, onde ; = 1. Seja K : R" — R a fungdo dada por

K= (0= 1{2lat? — )5 i) + 2+ 2)ab— (0= D7+ 87 L (67,
’ " 3.23)

onde & = &;(x;) sao fungoes diferencidveis ndo-constantes, 1 < j < p, para algum inteiro

peom3<p<mn,a®+b*#0ev=exp (Z fj). Entao, a equacao diferencial

4(n—1)

— Agu—ku%gfzo,

possui solucao globalmente definida em R™, dada por
u= (ay+ bv_l)_nT_z. (3.24)

Demonstracao. Inicialmente, observamos que a funcao K dada acima é a curvatura escalar

de R™ segundo a métrica g dada no Teorema |3.1] e ¢ é dada por
p p
© = aexp (Z §j(xj)) + bexp (— ij(xj)).
j=1 j=1

De fato, se § = g/¢% e o = ay+by~!, onde v = eXi=1% ¢ a, b € R sdo tais que a2+ b% # 0,
entao

¢u = El(ay —ay™)

Paiz, = & (ay —ay™") + (&) (ay +ar71).

Por outro lado, temos que

K=(n—-1) (2@25igomi - nZsZ(go’xf) (3.25)

Substituindo ¢, @, € @, em (3.25)), obtemos

R = (0= {20 -7 i)+ 2+ 20ab - (0= 2atr? + ¥ 2 ()2
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Agora, fazendo ¢ = u~2/("=2) temos que
4 =2
. = un— u2'7
()0 (3 (n _ 2)2 i
e
2 _—n_ n 2-2n o
Opizs = — UMD Uy — un=2u, |.
iLg n — 2 (ad2 n — 2 k3
Dai,
_nt2 4n —2n
2g0AgQ0 = —n — 2U n—2 Agu + mun—2 ||V9U||2, (326)
¢,
4n —on
n||V,e|? = mum |V | (3.27)
Substituindo (3.26)) e (3.27) em (3.25]), obtemos
— —A4n-1 n
K = Lu_nggu.
n—2

Donde u = (ay + by™")~("=2/2 ¢ solucio de

4(n—1)

— Agu—ku%gfzo.

]

Corolario 3.2. Seja (R", g) um espago pseudo-euclidiano, n > 3, com coordenadas x =

(T1,...,Tn), Gij = €i0;j, onde ¢; = £1. Seja K :R" = R a funcdo dada por

K=—(n—-1)(a*+ b?)z{ £ sinZ(;gk + 9) ¢!
2 (Sero) +2](6

(3.28)

onde &;(x;), 1 < j < p, sao fungoes diferencidveis nao-constantes, 3 < p < n, a>+b* #0 e
0 € definido por cos(8) = a/(a®+b?) esin(d) = —b/(a®+b?). Entdo, a equagio diferencial

Aln —1 it
(n—)Agu fuieK =0 (3.29)

n—2
possui solucao globalmente definida em R™, dada por

2

u= (m cos (Zgj + 0)) . (3.30)

Demonstracao. Seguindo os mesmos passos do Corolario 3.1, vamos mostrar que a funcao
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(3.28)) ¢ a curvatura escalar na métrica g = g/¢* dada pelo Teorema 3.1, com

p = acos (éfj(%‘)) + bsin ( - éﬁj(%’))

onde a,b € R sao tais que a® + b* # 0. Assim, a equagao (3.29) terd solugao dada por

_n=2
2

u=p T = <\/a2 + b2 cos <Z£j — 9))
J
Derivando ¢, temos

P, = =& {aSin (2]:51‘) +bCOS(— zj:fj)],

S (Zf) +boos (Zg)} - (€ acos (gjjgj)bﬂm (- Zg)}
Dali,
20N = ¥, el {( b%)sin (22 5]) F2abeos <2 Zjijﬂ (3.31)
+25 6 acos (£,) +sin (- 2,6

IV 0l = [a sin (Z@) + b% cos® (Zgj) —I—absin( Zgj)}z (€)% (3.32)

%

Note que, usando
a=+vVa®+bcos(d) e —b=+Va®+b?sin(6),

podemos escrever a primeira soma de (3.31)) como

Zeifg’{ —b?) sin ( Zé}) +2ab cos (22@-)} = (a®+b%) Zsiff sin2(Z§j—9)
J J J J

Quanto a segunda parte de (3.31]), somamos com (3.32)) e, além disso, somamos e sub-
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traimos a expressao (n — 2) (a2 sin? (ZJ fj) + b% cos (Z] Sj)), obtendo a expressao

(a®+0%)) ¢ {n—2 sin’ (Zgj—e) +2}(§)

%

Substituindo na expressao da curvatura escalar obtida em ((1.2)) as expressoes encontradas
acima, vemos que a curvatura seccional na métrica g é dada pela expressao (3.28]). Como

queriamos. [

Corolario 3.3. Seja (R", g) um espaco pseudo-euclidiano, n > 3, e K a funcdo dada por
(3.23) (resp. (3.28))). Entdo existe uma métrica g = u*"2g, onde u é dada por (3.24)
(resp. (3.30) ), cuja curvatura escalar é dada por K. Em particular, se (R", g) € o espaco

euclidiano e u € limitada, entao g € wma métrica completa.

Demonstragdo. Segue da demonstragao dos Corolarios [3.1] e [3.2 O

3.3 Solucoes da equacao de Einstein para um tensor nao

diagonal

O teorema seguinte caracteriza o tensor 1", dado por , no caso da equacao
de Einstein relacionada ao problema (E).
Teorema 3.2. Seja (R", g), n > 3, um espago pseudo-euclidiano com coordenadas x =
(T1,...,%n), gij = €i0ij, €& = £1. Considere um tensor simétrico ndo-diagonal T =
szzl fijdzdz; e assuma que, para i # j, fij = fij(zi,x;) € uma fungdo diferenciével de

z; e xj. Entao existe uma métrica g = g/¢* tal que Ric; — %g =T se, e somente se,

P, Ag%" va(PH2 .
fz‘z‘zn—Q( — & +ei(n—1)——— ), Vi,
(=) Fm = o2 - )

e a menos de uma mudanga na ordem das varidveis independentes, ocorre um dos sequintes
casos:
a) fia(x1, x2) € uma fungao diferencidvel nao-nula, f;; = 0 para todo i # j tal que i > 3

ouj >3, ep=p(r,zy) é uma solugao que ndao se anula da equagao hiperbdlica

(n - 2)90951902 - f1290 =0.

b) Eziste um inteiro p, 3 < p < n, tal que f;; =0sei#j,i>p+1ouj>p+1
Além disso, existem fungoes diferencidveis nao-constantes &j(x;), para 1 < j < p,

tal que, para todo i # 7, 1 <1 # j < p,

fii = (n = 2)€&
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(&
o= anﬁ-’:l &5(@;5) + be” Z?:l 5]‘(%‘%
ou
Jij = —(n — 2)525;
€

p P
© = acos <Z§j(xj)) + bsin ( — Z§j(xj)>,
j=1 j=1
onde a,b € R sdo tais que a®> + b* # 0. Além disso, em cada caso ¢ estd definida

em um subconjunto aberto conexo de R™ onde nao se anula.

Demonstragdo. Iniciamos observando que, como Ric, = 0 e K = (n — 1)(20A,p —

nl|Vypl?), segue da Proposigao que g = g/¢* é tal que Ric;j — K/2g = T se, e

somente se,
1 (n—1)(n—2)
T = E{(n—Q)ngessgw—i— [— (n—2)pAgp + 5 1Vl g ¢,
ou, equivalentemente,
Poiry =
g =27
T A \% 2
p p 2¢
O restante da demonstracao segue exatamente os mesmos passos da demonstracao do
Teorema 3.1. [

Na préxima secao contemplaremos algumas ocorréncias particulares dos Teo-

remas 3.1 e 3.2.

3.4 Aplicacoes

Antes de passarmos ao estudo de uma situagao mais geral envolvendo os pro-
blemas (R) e (F), vamos abordar alguns exemplos que poderao elucidar didaticamente

todos os esforgos despendidos nas secoes anteriores.

Corolario 3.4. Se (R™, g) € o espaco euclidiano e 0 < |p(x)| < C, para alguma constante
C, entdo as métricas dadas pelos Teoremas|[3.1] e[3.3 sao completas sobre R™.

Demonstragao. Desde que 0 < |p(x)] < C, entao dado v € R", temos que ||v||; > m||v]|,,

onde m = 1/C. Assim, se 7 é uma curva divergente em R", como a métrica euclidiana g



é completa, segue que

¢ ¢
. / : / —
thjglo/o |7/ (t)|gdt > mthjgo/o 17 (t)|4dt = oo.

Portanto, g é uma métrica completa.

56
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Exemplo 3.1. Para cada j = 1...,n, seja § : R* — R a funcao definida por

2m; , . . L, .
§i(wy,.. . xn) = —x; 7, onde my € um inteiro positivo. Seja T o tensor dado no Te-

orema coma=1,b=0 ey definida como

e, mn) =exp (= Y ai™)
j=1
Desse modo,
fi = (n=2)(=2ma]™ 2 +dmiz;™ ) + &), €j<_2mj$§mj + 4m? 4m] %)
—ei(n —1) 3, ej4mix 4m7_2,

e

fij = 4(n — 2)mlmj:c2m"1xj2mj_1
Dai,

T = (n—2)>, (( 2ma!™ T 4 Amay ™ ) + & Y e5(—2mya 27" 4 dm 2 4m’ %)
—ei(n—1)>; 6j4m]2~xjmj_2> dx} +4(n —2) 37, mlmjx%“_1 21 z;dx;.
Assim, a métrica g = g/¢* satisfaz Ric; = T. Além disso, seque do Coroldrio que no

caso euclidiano, a métrica g € completa sobre R™, com curvatura de Ricci negativa. Por

fim, a curvatura escalar na métrica g €

K = (n—1)exp ( -2 Za:?"”) Za‘j( A’ LM (Qmj —1)—4(n— 2)m§x?mj_2).
- -

J

Exemplo 3.2. Seja (1", g) o toro n-dimensional, com g a métrica pseudo-euclidiana.
Considere o tensor T definido no Teorema

T = Zf“d:)s + Zf”dxzdzj,

i#j
com A o
2
fij = —(n—2)&¢,
onde

@ = acos (Z:ﬁj(f’?j)) + bsin ( - Z:&(%))

a e b sdo constantes positivas e & = &;(x;) sao fungoes periodicas de x;, i = 1,...,n. Entdo
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a métrica g = g/p* € tal que Ric; = T. Se g é a métrica euclidiana, entio g é completa
sobre T", uma vez que T™ € compacto. Além disso, considerando k func¢des periddicas &;,
3 < k < n, entdo, para cada k, a métrica g, definida sobre T™ x R"* satisfaz a equacdo
de Ricci. Se g é a métrica euclidiana e ¢ é limitada, entdao g é completa sobre T™ x R"7*.

Analogamente, considerando T definido no Teorema (3.3, com

fi=(n— 2><g0 e =2 — gy — 1)M>’ Vi
¥ ¥ ¥
temos que g = g/, definida sobre T", satisfaz Ric; — %g = T. Além disso, dadas k
fungoes periddicas & = &;(x;), 3 < k < n, obtemos solugoes para a equag¢ao de Einstein
definidas sobre T™ x R"*.

Exemplo 3.3. Sejam (R", g) o espago euclidiano e T o tensor definido no Teorema

coma=1,b=0ce

fij=(n—=2)§¢, 1<i#j<p,
fi=(n=2) +3°6) —(n—2)3,,(€)?,

onde &;(z;) sao fungoes diferencidveis de x; tais que §;(z;) < 0 para todo 1 < j < p e
p > 3. Entdo a métrica G = g/p* possui curvatura de Ricci negativa. Se, além disso, o é

limitada, entdo g € completa sobre R™.

3.5 Algumas generalizacoes

Finalizaremos o presente capitulo considerando uma variedade riemanniana lo-
calmente conformemente plana (flat, em inglés) (M™, g), e, por conseguinte, analisamos os

problemas (R) e (E) para qualquer vizinhanga V' C M para a qual existem coordenadas lo-

cais (z1,...,%,) com g;; = onde F' é uma fungao diferenciavel que nao se anula em V.

j
ﬁ?
Teorema 3.3. Seja (M",g), n > 3, uma variedade riemanniana localmente conforme-
mente plana. Seja V- C M™ subconjunto aberto com coordenadas x = (x1,...,x,) tal que

n
gij = 0;j/F?. Considere um tensor simétrico nao-diagonal T = Z fijdx;dx;, onde cada

t,j=1
fij € uma funcao diferencidvel de x; e x;, para i # j. Entdo existe uma métrica g = g/1*

tal que Ric; =T se, e somente se, Y = ¢/F, com

TiT; A \V4 2
fii:(n—Q)h+ﬂ_(n_l)” ng Vi
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e, a menos de uma mudanca na ordem das varidveis independentes, ocorre um dos se-
guintes casos:
a) fi2 € uma funcao diferencidvel nao-nula, fi; = 0 para todo i # j tal que i > 3 ou

Jj >3, ep=p(r,12) € uma solu¢ao que nao se anula da equagao hiperbdlica

(n - 2)90351@ - f12Q0 =0.

b) Existe um inteiro p, 3 < p <mn, tal que fi; =0sei# j, i >p+1ouj>p+1
Além disso, existem funcoes diferencidveis nao-constantes &;(x;), para 1 < j < p,

tal que, para todo i # 7, 1 <1 # 5 < p,

fij = (n = 2)§E;

e
= ae>i=18@i) 4 pe=Xia Sj(ﬂﬂj)’
ou
fij=—(n— 2)525;
(&

p p
© = acos (ij(xj)) + bsin ( - ij(xj)),
i=1 j=1
onde a,b € R sdo tais que a®> +b> # 0. Além disso, em cada caso ¢ estd definida

em um aberto de R™ onde nao se anula.

Demonstracao. Suponha que existe uma métrica g, satisfazendo Ric; = T', com

_ )y
9 = Y

Desde que (M",g) ¢é localmente conformemente plana, temos que Ric, = 0, e segue da
Proposigao [I.1] que

1 i
;{(n — 2)0Puis; + (D50 — (n — 1) ||Vz0l*)di} = fis,

onde g ¢é tal que g;; = d;; e ¢ = Y F. Assim,

ANV Vol ,

-y 282 2L g
Pxix; . .
(”—2)—90] = fijs 1# 7

O restante da demonstracao segue os mesmos passos da demonstracao do Teorema (3.1}
O
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Uma versao analoga ao teorema anterior para a equacao de Einstein é tratado

no seguinte resultado.

Teorema 3.4. Seja (M",g), n > 3, uma variedade riemanniana localmente conforme-

mente plana. Seja V- C M™ subconjunto aberto com coordenadas x = (x1,...,x,) tal que
n

gij = 0;;/F?. Considere um tensor simétrico nao-diagonal T = Z fijdx;dx;, onde cada

ij=1
fij € uma funcao diferencidvel de x; e x;, para i # j. Entdo existe uma métrica g = g/¢*

tal que Ricﬁ - %g =T se, e somente se, = gp/F} com
o= - p)(Fom - By 1T
¥ ' 2¢

e, a menos de uma mudanca na ordem das varidveis independentes, ocorre um dos se-
guintes casos:
a) fiz € uma fungdo diferencidvel nao-nula, fi; = 0 para todo i # j tal que i > 3 ou

j >3, ep=p(x,r2) € uma solugdo que nao se anula da equagdo hiperbolica

(TL - 2)90361962 - f12(10 =0.

b) Eziste um inteiro p, 3 < p < n, tal que fi; =0sei#j,i>p+1ouj>p+1
Além disso, existem fungoes diferencidveis nao-constantes &j(x;), para 1 < j < p,

tal que, para todo i # 7, 1 <1 # j < p,

fij=(n— 2)5;5;

€
o= an?:1 &i(zj) + be” Z§:1 57'(%‘)’
ou
fij=—(n— 2)525}
€

p P
© = acos <Z§j(9&j)) + bsin ( — Z@(zﬂ),
j=1 j=1
onde a,b € R sdo tais que a®> + b* # 0. Além disso, em cada caso ¢ estd definida

em um aberto de R™ onde nao se anula.

Demonstracao. Se g é a métrica euclidiana, como Ric, = 0, segue da Proposicao que

a métrica g = §/9?F? satisfaz Ric; — (K /2)g =T se, e somente se,

T_ %{(n . 2)90H€SS§90 +|—(n— 2)gpA§90 + (n = 1>2(n —2) ||V§90||2]§}
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onde ¢ = ¢/F. Equivalentemente, temos que

fij

Poizj = 7 9¥

Orimi  Dgp [Vgel?
fi=n—2 (———+ n—1)——

O restante da demonstracao segue exatamente os mesmos passos da demonstracao do

Teorema 3.1.
O
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