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RESUMO

Consideramos uma particula quantica carregada se movendo no plano zy sob a acdo de
um campo magnético dependente do tempo descrito por meio do potencial vetorial linear mais
geral da forma A = B(t) [-y(1 + «),z(1 — «)] /2. Esses potenciais com a # 0 podem ser criados
dentro de solendides infinitos com seces transversais nao circulares. As propriedades fisicas, como
a energia ¢ o momento magnético, ndo dependem da escolha do calibre no estado de equilibrio
termodindmico. No entanto, sistemas com diferentes valores de e ndo sao equivalentes para campos
magnéticos ndo estacionarios, devido a diferentes estruturas dos campos elétricos induzidos. Usando
a aproximagdo da variacdo em degrau do campo magnético, obtemos as féormulas explicitas que
descrevem a evolucao da compressao principal em dois pares de observiveis nao comutéveis: as
coordenadas do centro de o6rbita e as coordenadas relativas em relacdo a esse centro. A anélise
dessas formulas mostra que nenhuma compressao pode ocorrer para o calibre circular (o« = 0). Por
outro lado, para qualquer valor de « diferente de zero pode-se encontrar os regimes de excitagao
resultando em algum grau de compressao em ambos os pares. O grau maximo de compressao pode
ser obtido para o calibre de Landau (|a] = 1).

Também obtemos as férmulas explicitas que descrevem a mudanca da energia e do mo-
mento magnético do estado de equilfbrio inicial, criado com o auxilio de um potencial harmonico
anisotropico fraco. Uma forte amplificacdo do momento magnético pode acontecer mesmo para
campos magnéticos que decrescem rapidamente. Além disso, o momento magnético torna-se uma
funcao do tempo fortemente oscilante apos o salto do campo. Fortes flutuacées do momento mag-
nético (descritas em termos da variancia) sao descobertas em todos os regimes, incluindo o estado
de equilibrio inicial. Essas flutuacdes sdao sensiveis & forma da armadilha que confina a particula
inicialmente. Além disso, essas flutuacoes nao dependem da constante de Planck no caso de alta
temperatura, e a varidncia do momento magnético é muito maior do que o quadrado do momento
magnético médio.

Finalmente, obtemos as férmulas gerais para uma funcao arbitraria B(t) com dois valores
fixos do parametro de calibre a: « = 0 (calibre circular) e @ = 1 (calibre de Landau). Elas
sdo expressas em termos das solugoes para a equacio cléssica de movimento & + wi(t)e = 0, com
wi = 2wp. Resultados explicitos sao encontrados nos casos do salto repentino do campo magnético,
da ressonancia paramétrica e da evolugao adiabatica, além de varias fungoes especificas B(t), quando
as solugoes podem ser expressas em termos de func¢des elementares ou hipergeométricas. Esses
exemplos mostram que a evolucao dos valores médios mencionados pode ser bastante diferente para
os dois calibres, se a evolucdo nao for adiabatica. Aparentemente, a aproximacao adiabética falha
quando o campo magnético tende a zero. Além disso, a aproximagao do salto repentino também

pode falhar nesse caso.
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ABSTRACT

We consider a quantum charged particle moving in the xy plane under the action of a
time-dependent magnetic field described by means of the most general linear vector potential of
the form A = B(t) [-y(1 + «),z(1 —a)] /2. Such potentials with o # 0 can be created inside
infinite solenoids with non-circular cross sections. The physical properties, such as energy and
magnetic moment, do not depend on the choice of gauge in the thermodynamic equilibrium state.
But systems with different values of o are not equivalent for nonstationary magnetic fields, due to
different structures of induced electric fields. Using the approximation of the stepwise variation of
the magnetic field, we obtain explicit formulas describing the evolution of the principal squeezing
in two pairs of non-commuting observables: the coordinates of the center of orbit and relative
coordinates with respect to this center. The analysis of these formulas shows that no squeezing can
arise for the circular gauge (o = 0). On the other hand, for any nonzero value of @ one can find the
regimes of excitations resulting in some degree of squeezing in the both pairs. The maximal degree
of squeezing can be obtained for the Landau gauge (|a| = 1).

We also obtain explicit formulas describing the change of the energy and magnetic moment
from the initial equilibrium state, created with the aid of a weak anisotropic harmonic potential.
A strong amplification of the magnetic moment can happen even for rapidly decreasing magnetic
fields. In addition, the magnetic moment becomes a strongly oscillating function of time after the
jump of the field. Strong fluctuations of the magnetic moment (described in terms of the variance)
are discovered in all regimes, including the initial equilibrium state. These fluctuations are sensitive
to the shape of the trap confining the particle initially. Moreover, these fluctuations do not depend
on the Planck constant in the high temperature case, and the magnetic moment variance is much
bigger than the square of mean magnetic moment.

Finally, we derive general formulas for an arbitrary function B(t) with two fixed values
of the gauge parameter a: a = 0 (the circular gauge) and o = 1 (the Landau gauge). They
are expressed in terms of solutions to the classical equation of motion & + w?(t)e = 0, with w; =
2wg. Explicit results are found in the cases of the sudden jump of magnetic field, the parametric
resonance, the adiabatic evolution, and for several specific functions B(t), when solutions can be
expressed in terms of elementary or hypergeometric functions. These examples show that the
evolution of the mentioned mean values can be rather different for the two gauges, if the evolution
is not adiabatic. It appears that the adiabatic approximation fails when the magnetic field goes to

zero. Moreover, the sudden jump approximation can fail in this case, as well.
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Introducao

O comportamento quéntico de particulas carregadas se movendo na presenca de um campo mag-
nético uniforme estacionario B = (0,0, B) = rot A tem sido extensivamente estudado desde o inicio da
mecinica quintica. Solu¢des da equacdo de Schrodinger estacionaria, para esse cenario, foram encontra-
das pela primeira vez por Fock em [1] ao considerar o entdo chamado calibre “circular” do potencial vetor
A, = [B x7r]/2 = B(—y,z)/2 e ainda um potencial elétrico ndo nulo, situa¢do também analisada por
Darwin em [2]. O caso, com o mesmo calibre, porém com o potencial elétrico nulo (quando a particula é
livre), foi resolvido e analisado por Page em [3]. Landau em [4] obteve solu¢bes, também com um potencial
elétrico nulo, em termos dos polindmios de Hermite para o calibre Ay, = B (—y,0), que recebeu seu nome
(calibre de Landau). Além disso, mostrou que a energia das particulas é quantizada em niveis, hoje cha-
mados niveis de Landau, e que as particulas exibem, além do efeito paramagnético de seu spin, um efeito
diamagnético devido a seu movimento. As solugoes para os casos em que se considerou um potencial elétrico
nulo apresentaram niveis de energia fortemente degenerados em relacao ao nimero quantico que corresponde
ao centro do circulo no qual as particulas giram em torno.

Esses resultados foram decisivos para a descoberta de véarios efeitos fisicos importantes, como por
exemplo: efeitos de Haas—van Alphen (dHvA) e Shubnikov—de Haas, que consistem no comportamento
oscilatorio, respectivamente, da magnetizagao e da resistividade de metais puros a temperaturas muito
baixas, devido a variagbes do campo magnético [5,6]; efeito Aharonov-Bohm, que corresponde aos efeitos
de potenciais sobre particulas carregadas, mesmo numa regido onde todos os campos (e, portanto, as forgas
sobre as particulas) sdo nulos [7]; efeito Hall quantico, que é caracterizado pela quantizagio da condutividade
Hall em regimes de baixas temperaturas e fortes campos magnéticos [8].

No cenéario em que o campo magnético uniforme é nao-estacionario B(t), as solugoes da equagao
Schrédinger foram obtidas por Lewis e Riesenfeld em [9] e Malkin, Man’ko e Trifonov em [10,11] para o
calibre “circular” do potencial vetor. O problema dependente do tempo para o calibre de Landau foi resolvido
por Dodonov, Malkin e Man’ko em [12]. Em particular, foram encontrados: as generalizagoes das solugdes
estacionérias de Fock-Landau; as amplitudes e probabilidades de transicoes entre os niveis de Landau; os
propagadores exatos de um oscilador carregado nao-estacionério e de uma particula livre colocada em campos
elétrico e magnético uniformes dependentes do tempo, entre outros resultados, tanto para o calibre “circular”
do potencial vetor [9-11,13] quanto para o calibre de Landau [12].

Sabe-se, entdo, que a escolha do potencial vetorial ndo é tnica. Dois casos especiais foram consi-

derados na literatura disponivel: o calibre “circular” A, = [B xr]/2 = B(—y,x) /2 [10,11,14-23] e o calibre



de Landau A = B (—y,0) [12,24]. Embora as fun¢es de onda correspondentes sejam diferentes (elas foram
encontradas para o calibre de Landau em [4] e para o calibre circular em [1-3]), os resultados fisicos finais
(como a magnetizagdo no estado de equilibrio térmico) sdo idénticos, desde que o campo magnético nao
dependa do tempo.

No entanto, muitas consequéncias fisicas se mostraram profundamente diferentes para os diferentes
calibres no caso nao-estacionario, como se pode ver, por exemplo, comparando as expressoes explicitas
para os propagadores e amplitudes de transicdo para os dois calibres dados em [11] e [12]. Isso pode
ser explicado pelas geometrias distintas do campo elétrico induzido E(r,t) = —0A(r,t)/0(ct) (usamos o
sistema de unidades gaussiano), ou seja, quando o campo magnético depende do tempo, diferentes valores de
« correspondem a problemas fisicos diferentes. Outras manifestacoes da nao equivaléncia entre os calibres
circular e de Landau, nesse cendrio, foram observadas nos estudos [25,26], dedicados ao problema da geragao
de estados comprimidos de particulas carregadas em campos magnéticos.

Essa diferenca marcante entre os dois calibres nos motivou a considerar o campo magnético homo-
géneo dependente do tempo B(t), direcionado ao longo do eixo z, descrito por meio de um potencial vetor
linear geral

A(t) = B(t) [~yay,za_,0] /2, ar=1=+a, (1)

com valores arbitrarios do parametro real . O calibre circular corresponde a o = 0, enquanto o calibre
de Landau corresponde a @ = +1. No apéndice A mostramos que o potencial vetorial dado pela equacao
(1) descreve o campo magnético na regido central interna de solenoéides com segbes transversais simétricas
arbitrarias [27]. Os valores |a| < 1 correspondem a se¢Oes transversais convexas, enquanto as situagoes com
|a] > 1 podem ser observadas em solendides com se¢des concavas.

Nosso principal objetivo é estudar o comportamento das varidncias das coordenadas “geométricas”
(Ze,ye) © (zr,yr) (respectivamente, coordenadas do centro do movimento circular e coordenadas relativas
em relagdo ao centro), dos valores médios da energia e do momento magnético, bem como de suas variancias,
no caso em que o campo magnético é dependente do tempo para valores arbitrarios do pardmetro a. Em
particular, questoes interessantes sdo: como se poderia criar, partindo de um estado coerente (ou seja, com
todas as variancias iguais a h/2mf2), um “estado comprimido geométrico” (estado que possui varincias de
qualquer elemento dos pares (Z¢, y.) ou (x,,y,) menor que i/2m$)? E possivel “resfriar” a particula variando
o campo magnético ou a forma do solendide? Quéao forte pode ser a mudanga do momento magnético devido
a mudanga do campo magnético?

Este trabalho esta disposto da seguinte forma. No capitulo 1, lembramos as defini¢oes das princi-
pais quantidades que caracterizam o movimento de uma particula carregada num campo magnético, como
a energia e momento angular, enfatizando o papel das coordenadas “geométricas” (z¢,y.) € (y,yr). Além
disso, analisamos as equagoes dindmicas para as varidveis canonicas e “geométricas” e discutimos a escolha
das condigoes iniciais. No capitulo 2, considerando um salto duplo do campo magnético com B(t) = By
parat < 0et > T e B(t) = const # By para 0 < t < T, obtemos as formulas explicitas que descrevem
a evolugdo da compressdo quantica dos dois pares de observaveis ndo comutéaveis (x.,y.) e (z,,y,), publi-
camos os resultados desse capitulo no artigo [26]. No capitulo 3, considerando um salto instantaneo do

campo magnético de um valor inicial para um valor final, obtemos as formulas explicitas que descrevem a



evolucao dos valores médios da energia e do momento magnético e suas varidncias a partir do estado inicial
de equilibrio, criado com a ajuda de um potencial harménico anisotrépico fraco, publicamos os resultados
desse capitulo nos artigos [27,28]. No capitulo 4, considerando particularmente os calibres circular e de
Landau, obtemos as formulas gerais para os valores médios dependentes do tempo da energia e do momento
magnético para varia¢oes continuas do campo magnético B(t). Mostramos que elas sdo expressas em termos
das solucoes para a equacao classica do movimento & + wi(t)e =0, com w; = 2wy. Resultados explicitos sao
encontrados nos casos do salto repentino do campo magnético, da ressonincia paramétrica e da evolucao
adiabéatica, além de varias fungoes especificas B(t), quando as solu¢oes podem ser expressas em termos de
funcgoes elementares ou hipergeométricas. Até o momento, os resultados desse capitulo foram publicados na

pré-impressao [29].



Capitulo 1

Definicoes e equacoes basicas

Consideramos uma particula quantica nao-relativistica de massa m e carga e, cujo movimento no

plano zy é governado pelo Hamiltoniano padrao

H=#2/(2m), 7w=p—ecA(l)/c (1.1)
com o potencial vetorial linear dado pela equagédo (1). Utilizamos o sistema de unidades gaussiano e descar-
tamos o movimento na direcao do vetor campo magnético, uma vez que esse movimento é independente do
movimento no plano xy na aproximacao nao relativistica.

No cenario em que o campo magnético é estacionario, as equacoes do movimento podem ser obtidas

pela equacio de Heisenberg hA =i [f[ , fl}, lembrando que [p, A] = —ihV - A, temos:
Ty = —Qmy, Ty = Qny, i, =0 e mr=m, (1.2)

onde Q) = eB/(mc) é a frequéncia de rotagao do ciclotron, w o momento cinético e A(z,y) o potencial vetor.

As equagoes (1.2) implicam

d/dt (my + mQy) =0 e d/dt (my — mQz) =0, (1.3)

que fornecem
& =&+ 7, /(mQ) = apd/2 + p,/ (M), (1.4)
Yo =9 — . /(mQ) = a_7/2 — p./(mQ), (1.5)

onde a4 = 1 + a. Os operadores (1.4) e (1.5) descrevem as coordenadas do centro do circulo, no qual a
particula gira com a frequéncia de rotacao do ciclotron €2, e correspondem as integrais de movimento do
sistema, ou seja, sdo observaveis que permanecem constantes durante a evolucdo do sistema fisico. Essa
interpretacao foi decisiva para a obtencao da formula do diamagnetismo de Landau [4]. Mais tarde, o signi-
ficado dessas integrais de movimento foi enfatizado nos trabalhos [30-40]. Em particular, elas se mostraram
importantes para a construcao dos estados coerentes [12,13,35,41-44] (autoestados do operador de aniquila-

¢do com minima incerteza) e dos estados comprimidos [25,45,46] (estados de minima incerteza, porém com



uma variincia menor do que um estado coerente em uma das quadraturas) de uma particula carregada em
um campo magnético uniforme.

O segundo par de observaveis fisicos consiste em duas coordenadas relativas

1S3

, =i — e = —it,/(MQ) = a_i/2 — p,/(mA), (L6)

Ur =9 — Je = T/ (mQ) = a4 /2 + P/ (mQ), (1.7)

que sao as coordenadas da particula em relagcao ao centro do movimento circular, de modo que as seguintes

relagoes de comutagdo sao satisfeitas
[z, Tty = —imQA,  [Zr, U] = [Je, Tc] = B/ (M), (1.8)

[fm£0] = [fMZJC] = [yraic] = [yTng] =0. (1-9)

Entéo, o Hamiltoniano (1.1) para um campo magnético B constante pode ser escrito na forma
H=m0* (22 +2) /2, (1.10)

e seus autovalores assumem os valores discretos fif2(n + 1/2). Além disso, esses autovalores apresentam
grande degenerescéncia [4], porque eles ndo dependem dos valores médios dos operadores .. e §. (ou de suas
fungoes). Esse é um resultado esperado, pois a energia ndo pode depender do centro da érbita, ja que o
campo magnético é uniforme e esta presente em todo o espago. Como todos os observaveis (z., y.) e (@, yr)
sdo coordenadas no espago usual “geométrico”, foram chamados de observaveis geométricos em [25].

Além da energia, existe outra integral quadratica do movimento, que pode ser considerada como
o momento angular generalizado (as mesmas formulas sdo validas para as varidveis classicas e para os

operadores quénticos):

L = zm —yr, +mQ(2* +y%) /2 (1.11)
= ap, — yps + mQa (2* — y?) /2 (1.12)
= mQ(z2 +yl -z} —y7) /2. (1.13)

Somente no caso do calibre “circular” do potencial vetor, o operador L coincide com o operador de momento
angular canonico Leqn = TPy — YPa-

Segue de (1.11) que o momento angular “cinético”, definido como
Lyin, = xmy — ymy = —mQx? + Y2 + 2oty + Yeiir), (1.14)

nao é uma quantidade conservada e pode variar com o tempo no caso genérico [30,47-51], exceto para os
casos especiais dos autoestados de energia ou de suas misturas estatisticas. Consequéncias importantes desse

fato sao demonstradas na secao 3.3. Por outro lado, o0 momento angular “intrinseco”
J=a,my — ypmy = —mQ (22 +y2) = —2H/Q (1.15)

é obviamente conservado para o campo magnético constante. Embora os operadores (1.10) e (1.13) comutem,
ndo se pode esperar que o valor médio de L possa ser preservado para func¢oes dependentes do tempo §(t),

A 1
a menos que « = 0, porque d(L)/dt = 5mo¢<:r2 — %) dQ/dt.



1.1 Evolugao temporal dos momentos de segunda ordem

Como estamos interessados na evolucao das varidncias, da energia média e do momento magnético
médio, temos que calcular os valores médios de varios produtos dos operadores Z,. e §,. em funcao do
tempo. A primeira vista, pode-se usar a forma mais simples da equacao de Ehrenfest para obter a evolucio
dos valores médios de algum operador, d(O)/dt = (i/h){[H,O]). Caso em que os comutadores (1.8) fornecem
d(7tg)/dt = —Q(7y) e d(7ty)/dt = Q(7,), sem qualquer dependéncia do parametro de calibre o. Mas isso
¢é verdade apenas quando a frequéncia (2 independe do tempo. No caso geral, deve-se usar a equacao de

Ehrenfest completa,

d(0)/dt = (i/h)([H, 0]) + (90/dt),

levando em considera¢do que o operador # em (1.1) contém explicitamente a dependéncia do tempo por
meio do potencial vetorial (1) que contém a func¢do dependente do tempo B(t). No entanto, a equagdo
para d(#&)/dt contém a derivada d)/dt além da propria fungao Q(t). Por este motivo, preferimos partir
das equacgoes para os valores médios dos operadores candnicos, uma vez que esses operadores nao contém
fungdes dependentes do tempo em suas definigdes. Omitindo o simbolo de média da mecanica quantica (- - - ),
obtemos as seguintes equagoes (coincidindo formalmente com as equagbes para variaveis cléassicas devido a
linearidade):

T =ps/m~+w®)(1+a)y, U =py/m—w(t)(l—a)z, (1.16)
Be = w(®)(1 - a)py — MO — a)’x, By = —w(B)(1+a)pe —mEO(1+a)y,  (L17)

onde w(t) = eB(t)/(2mc) é a frequéncia de Larmor. E conveniente introduzir o vetor Q = (z,y, ps, py)
(cujos componentes sdo os valores médios dos operadores quanticos ou das variaveis classicas). Entdo, as

solugoes para o sistema (1.16)-(1.17) podem ser escritas na forma compacta

Q(t) = Aq(t)Q(0), (1.18)

onde Ag(t) é uma matriz 4 x 4. Além disso, é conveniente introduzir a matriz 4 x 4 simétrica o = |||, que
consiste em todos os momentos simétricos de segunda ordem o;; = (QZQ] + Q]QZ> /2. Entao, é conhecido
(veja, por exemplo, em [52]) que a transformacdo linear (1.18) resulta na seguinte relagio entre as matrizes
o(t) e a(0):

o(t) = Ag(t)o(0)Aq(t), (1.19)
onde AQ significa a matriz transposta. Do ponto de vista fisico, é conveniente usar as matrizes corres-

pondentes as coordenadas “geométricas”, combinadas no vetor q = (., yr, T¢, Y ), a0 invés da matriz Q(t).

Conhecendo a transformagao q = UQ com

a0 0 —r! 1 0o 1 0
1| 0 ay 7! 0 0 1 0 1
U=-= - L U= :
2 ar 0 0 rt 0 ra— 0  —ray
0 o —rt 0 —ray 0  ra_ 0

o4(t) = Aq(t)aq(O)Aq(t)v (1.20)



onde

A,(t) =Ut)Ag(t)U(0). (1.21)

Aqui, a matriz U(t) contém a frequéncia de Larmor atual w(t), enquanto U(0) contém a frequéncia inicial
w(0).

Nesse ponto fica claro que todas as grandezas podem ser obtidas se conhecermos a matriz A,(t)
e a matriz de covariancias inicial 0,(0). Porém, em geral, ,(0) pode ser constituida por 10 elementos
independentes (obedecendo a algumas restrigdes devido as relagoes de incerteza). Consequentemente, é
dificil analisar o problema para os estados iniciais mais gerais. Entdo na proxima se¢ao iremos discutir a

escolha de o4(0).

1.2 A escolha da matriz de covariancias inicial

E interessante considerar a situacio que parece mais natural. Ou seja, vamos assumir que a particula
estava inicialmente no estado de equilibrio termodinamico, sendo confinada por meio de uma armadilha de
potencial harménico da forma V(z,y) = m(y22? + 7§y2) /2. Entdo, o hamiltoniano inicial total pode ser

escrito na forma quadratica QBQ/2, onde Q = (py, py, =, y) € B é a matriz simétrica 4 x 4 :

m~! 0 0 waoy
0 m~! —wao_ 0
B =
0 —wa_ m(y2+wa?)
way 0 0 m(vi +w?a?)

Aqui w =eB/(2mc) = Q/2 é a frequéncia de Larmor.
A funcdo de Wigner de equilibrio para os hamiltonianos quadraticos mais gerais foi calculada
em [53]:

Weq(Q) ~ exp [h'QStan(¢XB)Q], & = hB/2, (1.22)

onde 8 é o parametro de temperatura inversa. O fator pré-exponencial em (1.22) ndo é importante para
0 n0sso proposito. A matriz 4 x 4 anti-simétrica ¥ = —X 7! tem a seguinte decomposicio em blocos de

matrizes 2 X 2:

Y= (1.23)

—-I, 0
onde I, é a matriz unitaria n x n. Também é conhecido (veja, por exemplo, em [52,54]) que a funcdo de

Wigner de qualquer estado gaussiano com (Q) = 0 pode ser escrita na forma

WGauss(Q) ~ €Xp (_;QQIQ) y (124)

onde Q é a matriz de covariancias do estado. Comparando (1.22) com (1.24), concluimos que a matriz de
covariancia no estado de equilibrio do sistema quéntico descrito pelo hamiltoniano positivo QBQ/2 tem a

forma

Qcq = (R/2) cot(EXB)X. (1.25)

A matriz (1.25) é simétrica devido as propriedades B =B e ¥ = —X.,



O método usado para calcular qualquer fungao matricial f(A) é bem conhecido: veja, por exemplo,
em [55]. Deve-se calcular o polinoémio caracteristico D(A) = det(\,, — A) da matriz n x n A e encontrar

suas raizes A1, Aa, ..., A\,. Entao,

FA) = 37 fou) [T A2 (1.26)

No nosso caso, n =4, A =XB, e D(A) = A + (2 + WZ + 4w®) A% + 7375. As raizes de D(X\) = 0 séo dois

pares de ntimeros imaginarios puros, £i{21, onde

QL =wy fw_, wy= \/w2+(7wi'yy)2/4. (1.27)

Observe que essas frequéncias nao dependem do paradmetro de calibre a. No entanto, a matriz de covari-
ancia no equilibrio (1.25), correspondente as variaveis candnicas, depende deste pardmetro. Levando em

consideragao que cot(ix) = —icoth(z) e
0 =20° + (72 + 7)) /2 T wiw-,

podemos expressar a matriz (1.25), depois de alguma éalgebra, na forma

h(£Q h(€Q_
o _ N [eoh(eR) o cothlen ) o

= 1.2
4w+w_ Q+ + Q_ ’ ( 8)

com os seguintes elementos nao nulos das matrizes Q4 :
QY = 4m [(wa)*(pt — d) + 72 (us +d — 2a0%)]

Q% = +m [(way ) (pt + d) + 75 (1t — d + 2a0%)]
QU — ot —twla (ne —d)+72],  OF¥ =¥ = Fwlay(us +d) +2],
QF = +(ps +d)/m, QY =+(px —d)/m,
onde
pr =’ twiw e d= (72 -n;) /4

A matriz de covariincia R das varidveis geométricas, que consiste nos valores médios de todos os
produtos simétricos dos componentes do vetor q = (z, yr, Zc, yc), pode ser calculada como R = UQU, onde

a matriz de transformacao U segue das defini¢oes (1.5)-(1.7):

0 —¢ a- O
¢ 0 0 a4
0 ¢ ay O
—¢ 0 0 a-

d

I
N |
e

Il

3

£

A matriz resultante R, tem a mesma estrutura que (1.28),

Reg= o > coth(E) e (1.29)

16mw2ww_
s=+,—

mas a matriz R4 ndo depende de «. Seus elementos diferentes de zero sao os seguintes:

RY = £ [40®(pe +d) + oy (pe —d+20°)], RE = &[4’ (ue — d) + 97 (nx +d + 20%)]



RE =RY = Fv5(ue —d),  RY =R = F47(px +d),
RP = iﬁ(ui —d — 2w?), R = +42 (uy +d — 2w?).

Essas expressoes mostram a vantagem de usar as varidveis geométricas ao invés das canonicas para estudar
os efeitos do campo magnético, de acordo com [30,32-37].

No limite de particulas livres, v, , — 0, temos w4+ — w, de modo que u4 — 2w?. Portanto, todos
os elementos da matriz Ry tendem a zero, exceto dois elementos, Rf e R??, que tendem ao valor 8w®.
A situagdo com a matriz R_ é mais complicada porque 2_ — 0 nesse caso. Para obter os valores limites
corretos, deve-se usar as seguintes expansoes em relacdo a pequenos valores de vy : - = — (%% + 75) J4+
7275/(&12), Q_ = v.7,/(2w). Pode-se verificar que os elementos p'* = RI* coth(€Q_)/Q_ tendem a zero
para j = k = 1 e j = k = 2, enquanto que os elementos p' e p?* tendem a coincidir com valores finitos
negativos. Os elementos p* e p**, relacionados aos valores médios (x2) e (y?2), divergem para Yo,y — 0. Isso
é facil de entender, porque as coordenadas do centro de orientacao podem assumir quaisquer valores para o
movimento ilimitado de uma particula livre, governado pelo hamiltoniano (1.10).

Vamos supor, entdo, que inicialmente a particula foi colocada dentro de algum solendide e confinada
por meio de algum potencial adicional fraco. E em algum momento, o potencial de confinamento é removido

instantaneamente, de modo que todos os valores médios nao mudam. Nesse caso, a matriz de covariancia

inicial na equacdo (1.19) pode ser escolhida na forma

04(0) =G (1.30)

-P 0 Xz 0

0 —p 0 xy

com seus quatro parametros positivos [28]. Para o estado de equilibrio inicial, temos
hC tanh(fwp)
= = coth(fiw =——F 1.31
G €= coth(wp), p= T (1:31)
Yy Ve tanh(fiwp)

r = —T, = 7T, = T T a5 = T 4 . 132
X . Xy Vy tanh(hﬁl/) v ’7 ’Yy/( W) ( )

O limite de particula (quase)livre implica que ¥ < w. Devemos dar atencdo especial a dois casos limites.
No limite de alta temperatura, hfw; < 1, temos p =~ 1 e T > 1. Por outro lado, no limite de temperatura
extremamente baixa, ifr > 1, temos T =1, p =0, e G = h/(2mS,;).

Em condigoes reais, a particula se move dentro de algum recipiente com raio efetivo R. Assim, as

aproximacoes e resultados deste estudo fazem sentido sob as restrigoes.
Tr(o,) < R?, 2G (1+ 50Y) < R?, 250 = s+ s L. (1.33)

Na temperatura zero, temos a restricio do campo magnético B > he/(|e|R?). Observe que a massa da
particula ndo entra nesta desigualdade. Para R ~ 1cm, a restricio € muito fraca: B > 1077 G. Lembre-se
que © ~ 105! para elétrons no campo B ~ 6 x 10° G. Entéo, o limite de baixa temperatura significa
que T < 1K. Por outro lado, o limite de alta temperatura é mais adequado para ions, cuja frequéncia de

ciclotron €2 possui muitas (3 a 5) ordens de magnitude menores do que a frequéncia do elétron.
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O calculo da matriz de transformacdo A4(t) para qualquer fungdo arbitraria B(t) é um problema
complicado, que foi resolvido até agora apenas nos casos especiais em que o = 0 [9-11,15,17,18,20,23,56,57]
e o = £1[12,24]. Contudo, em alguns casos particulares ela pode ser calculada, entao nos proximos capitulos

iremos estudar alguns desses casos.



Capitulo 2

Criando estados comprimidos com um salto duplo do

campo magnético

Neste capitulo, apresentaremos os resultados publicados no artigo [26]. Vamos olhar para o problema
dos estados comprimidos de particulas carregadas se movendo sob a agao de um campo magnético homogéneo.
Formalmente, tais estados foram considerados por varios autores [57-63], mas eles calcularam os coeficientes
de compressao em relacdo aos pares canodnicos das varidveis, como x,p, e y,py, cujo significado fisico nao
é muito claro. Portanto, foi sugerido em [25,45,46] analisar as variancias dos pares (z.,y.) e (z,,y,). Os
estados que possuem variancias de qualquer elemento dos pares (z¢, y.) ou (2, y,) menor que %/2mS) foram
nomeados de “estados comprimidos geométricos” (ECG) em [25], a fim de enfatizar que todos os observaveis
(Zey Ye, Tr, yr) tém o significado de coordenadas no usual espago “geométrico”, e ndo no espaco de fase.

Um problema interessante levantado em [25] é como se poderia criar um ECG partindo de estados
coerentes (tendo todas as variancias iguais a h/2mf2). Para os sistemas de um modo, tal problema pode ser
resolvido efetivamente usando hamiltonianos quadréticos com coeficientes dependentes do tempo escolhidos
adequadamente [52,64,65]. Mas isso pode ser feito usando campos magnéticos dependentes do tempo em
duas dimensdes? Parece que a resposta depende da escolha do calibre inicial. Foi mostrado em [25] que
nenhuma compressdo pode ser obtida para qualquer observavel geométrico (xc,ye, Zr,yr) Para um campo
magnético dependente do tempo arbitrario descrito por meio do calibre circular do potencial vetor. Por
outro lado, algum grau de compressio pode ser obtido no caso do calibre de Landau. E claro que esses
comportamentos distintos se devem as diferentes configuracoes do campo elétrico induzido.

Para verificar a possibilidade de criar um estado comprimido geométrico, partindo de estados
coerentes, devemos analisar a evolu¢do da matriz de covariancias A(t) e averiguar se a variancia de algum

obervavel geométrico serd menor que fi/2mS.

11
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2.1 Evolugao da matriz de covariancias

Consideramos inicialmente o caso especial da variacao do campo magnético tipo degrau:

1, t<0,
B(t)/Bo=4 ©, 0<t<T . (2.1)
1, t>T

Embora tal dependéncia de tempo seja uma idealizagao de processos reais, ela foi frequentemente usada para
a andlise de varios processos fisicos. Em particular, tais modelos foram considerados por Janszky [66,67]
e Stenholm [68] com seus co-autores. A modulagdo em degraus da frequéncia propria do oscilador foi
considerada em conexdo com o problema da geragdo de compressdo nos sistemas de um modo em [66,67,69,
70]. As variagoes em degrau do campo magnético foram consideradas em [36,58,62].

Com a ajuda das equagdes (1.4), (1.5), (1.6) e (1.7) pode-se verificar que a relacdo entre os

observaveis geométricos e canonicos é dada por,
T =2 + 2, 9= Yr + Yo, (2'2)

Pr =mQYr(1 —a) —yc(14+a)] /2, py=mQ[@.(1—a)—2(1+a)]/2. (2.3)

O Hamiltoniano (1.1) em termos dos observaveis geométricos, no intervalo 0 < ¢ < T, assume a seguinte
forma [26]
H = m9? [(L+y} + K g.)? + (Dody + K_fc)2] /8, (2.4)

onde os coeficientes dependem da funcao © =1 + k:
Ly=2+4+ K4, Ki:ﬁ(lzta). (2.5)

Como o hamiltoniano (2.4) é quadratico em relagdo aos observéveis (x., yc, T, Yr), seus valores
meédios satisfazem o conjunto de equacoes diferenciais lineares ordinarias dadas pela equacdo de Ehrenfest

que fornece

Y . . s —Q . .
Tr =7 (L34 + Ky Lyge) yr =4 (L2d, + K L i)
~ —Q ~ 2 A < Q ~ 2
Te = T (KJrLerr + KerC) ) Ye = Z (Kfo:ET + K?!IJC) :
(2.6)
que podem ser escritas na forma matricial como ¢ = Mg, onde q = (%, 4, Zc, y.) €
0 L3 0 K, L,
Q —I? 0 -K_L_ 0
4 0 —K,L, 0 K2
K L_ 0 K? 0

As solugoes tém a forma q(t) = A4(¢)g(0), onde a matriz A, (t) deve coincidir com a matriz unidade em ¢ = 0.
Como os coeficientes da matriz M nao dependem do tempo no intervalo 0 < ¢t < T, todos os elementos da
matriz Ay(t) sdo dados por certas combinacdes de fungdes trigonométricas. A equacio caracteristica para

matriz (2.7), det (M — zly) = 0 (onde Iy é a matriz unitaria 4 x 4), ndo contém o parametro o e é dada
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por z* + (20)%z% = 0, de modo que as funcoes trigonométricas dependem apenas do argumento ¢ = QOt.
As solugoes para o sistema de equagoes diferenciais (2.6) sdo obtidas pela relagdo q(t) = ce)‘tv, onde A sdo
os autovalores da matriz M, v os correspondentes autovetores e ¢ = (¢, ¢2, 3, ¢4) sdo coeficientes obtidos
através das condigdes iniciais e de continuidade das solugdes. Dessa forma obtemos a matriz A,4(t) que, por

conveniéncia, seré escrita na forma de bloco

A1 Ao
A = (25)
Az M
Com os seguintes blocos 2 x 2:
\ 1 || LyL_cos(¢) — K K_ L? sin (p)
1= A )
40 —L? sin () L L_cos(yp)— K K_
) 1 || LyK_[cos(p) — 1] KLy sin(p)
2 — T~ )
40 —K_L_sin(¢) KiL_|cos(p) — 1]
N 1 || KyL-[l—cos(p)] —KyLysin(p)
33— A )
40 K_L_sin(p)  K_Ly[1—cos(p)]
\ 1 || Ly L- — K. K_cos(yp) —K? sin (p)
J—
40 K2 sin (p) LiL_—K{K_ cos(p)

A forga das flutuagoes quanticas é caracterizada pelas covariancias o(t) dada pela equagio (1.20),
por simplicidade vamos considerar um estado inicial coerente no limite de temperaturas muito baixas com
uma armadilha de potencial isotrépica, ou seja, vamos considerar T = 1, p = 0, G = A/(2mQ) e x, =
Xy = 1, de modo que o(0) = [A/(2mQ)]l4. Vamos omitir o fator i/(2m<), dessa forma temos a matriz

o(t) = Ay(t)A,(t). Entdo o estado é comprimido em relagio ao observéavel g; se o;;(t) < 1.

2.2 Variancias dos pares z,y, € .y,

E conveniente introduzir a seguinte notagdo para as variincias (elementos diagonais da matriz o)
e covariancias (elementos fora da diagonal) no instante ¢ = T (quando o campo magnético retorna ao seu

valor inicial e as varincias passam a realizar oscilagbes harmonicas):

Entao
o =1+ ksin®(¢)Ly [Ky Lo F 400L+ cos®(¢)] /(20?), (2.9)
¢ K’ sin’(¢) 2 2 .2
ol =1+ 907 {20(1-0a*) + (1+a)*[2+ K+ Ly F4kOasin’(¢)] }, (2.10)
ol = kasin(2¢) {2 + k —sin®(¢) [40 + £* (1 —a?)]} /O, (2.11)

o5 = —k’asin(2¢) [1 + & (1 — ?) sin®(¢)] /O, (2.12)
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onde

Lo=2+k(1-0a%) e ¢=00T/2 (2.13)

Se oo = 0 (o calibre circular), entdo
or = 1+sin’(¢) (0% = 1) /(20?), 00 =0, (2.14)

tanto para o par x,y, quanto para o par z.y.. Consequentemente, para quaisquer valores de © ou de T'
nenhuma compressdo pode ser obtida nesse caso, em concordancia com [25], onde uma funcdo arbitréaria
©(t) foi considerada.

Para o calibre de Landau (o = 1) obtemos
o, =1+ 4rsin®(¢) [k — 20 cos?(¢)] /©2, 0" =1+ 2k0sin?(26), (2.15)

ol = ksin(2¢) [2+ k — 40 sin®(¢)] /0. (2.16)

A equacdo (2.15) mostra uma possibilidade de compressdo em oy, (T) para © > 1 e em 0,5, (T) para
0 < © < 1, novamente de acordo com [25]. Por outro lado, a féormula (2.10) com a = 1 produz oy, (T) =1
e

Op2.(T) =1+ 4K sin®(¢) [1 + 260 cos?(¢)] /O (2.17)

Pode-se verificar que o lado direito da equagdo (2.17) excede o valor unitario para qualquer valor diferente

de zero do parametro x. Portanto, nao ha compressao nas varidveis z. e y. em t = T para o calibre de

Landau. No caso em que © — 0 obtemos 05 = 1+ v*(1 £ a)? (1 4+ a?) /2, onde v = QT'/2, novamente
sem compressdo em ¢t =T,
No entanto, a compressdo pode existir, por exemplo, para oy, (T),se © = —1e 0 < a < 1. Nesse

caso,

oY =1—8a(l —a)sin®(¢) [1 + (1 — a)® — 2(1 — a) sin®(¢)] ,
o minimo desta expressao em funcao de ¢ é obtido para
sin®(¢) = [1+ (1 — «)?] /41 — )] (2.18)

A funcdo resultante 0¥ (a) = 1 — a [(1 — a)® + 1]2 é igual a zero para a = 1. Mas ela é valida apenas

para a < oy = V3 — 1, quando o lado direito de (2.18) ndo excede uma unidade. Logo,

oM7) = o_ () = 305 — 176v/3 ~ 0.16 para © = —1.

YecYe

Além disso, a compressdo pode existir no par x.y. para conjuntos mais amplos dos pardmetros, ao se

considerar uma defini¢do mais geral de compressdo, discutida na se¢do seguinte.

2.3 “Compressao principal” nos pares z,y, € x.y.

Os valores instantaneos das variancias nao podem servir como verdadeiras medidas de compressao
em todos os casos, uma vez que dependem do tempo durante a evolugao do sistema fisico. A melhor medida

do grau de compressdo, conhecida sob os nomes “compressdo principal” [71] ou “compressao invariante” [72],
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pode ser obtida ao se analisar a evolucao das variancias do sistema de um modo com um hamiltoniano
constante. No nosso caso, o Hamiltoniano retorna a sua forma inicial H = mQ? (¢,% +4,%) /2 para t > T,

dessa forma as varincias x,y, realizam oscilacdes harmonicas:
O, () = 04 082 (x) + 0 sin® (x) + oosin (2),  x = Q(t = T).

Minimizando essa expressdo em funcdo de x, pode-se obter o valor minimo da variancia o, . (t) (e 0 mesmo

o P9 — 7 \/TETU(% = (oL o) /2, (2.19)

chamada de “compressio principal” em [71]. A soma 74 + 1/72 + 02 produz o valor maximo das variancias

para gy,y, ) [25,71]

oscilantes. O produto (™™ g(maez) — 040 — 0(2) = d nao depende do tempo, sendo o exemplo mais simples
dos invariantes quinticos universais [73]. Devido a conhecida relagdo de incerteza de Robertson—Schrédinger,
a desigualdade d > (h/2m$2)? deve se manter para as varidncias dimensionais ou d > 1 para as variancias
adimensionais.

As expressoes explicitas para 7{"Y" tém a seguinte forma,

T =14 %2(@ { [2+k(1- a2)]2 +8a20(2 + k) COSQ<¢)} ) (2.20)
i = %n;((b) {k[24+ k(1 -0a?)] =20 [40 + & (1 4+ a®)] cos®(¢) } . (2.21)

As variancias das variaveis z. e y. nao dependem do tempo para t > T. No entanto, pode-se considerar as
variancias dos observaveis rotacionados [46] 2. = x. cos(¢) + y. sin(¢) e g = y. cos(y)) — x. sin(¢)) e procurar
o minimo em relacao ao angulo de rotacao ¥. Entao chega-se novamente ao conceito de compressao principal,

descrito pela equagio (2.19) com as fungoes

. 2
R % {2 (1+0%)° + 40 [1+ ra? cos(20)] } (2.22)
.2
v _ w (26 4k (1 +02) 20 cos?(d) — 1]} (2.23)

2.3.1 Pequenas variagoes dos parametros

Se |k| < 1, entao

0P — 1 — 9|kasin(20)| + O(k2), olPS) =1 4 242 [sin®(¢) — |asin(e)|] + O(k?). (2.24)

TrYr ZcYe

Consequentemente, pelo menos uma pequena quantidade da compressao principal pode ser obtida para
qualquer valor diferente de zero do parametro o no caso de pequenas variagdes do campo magnético. Esse
resultado vale para o par z,y, e para o par z.y. rotacionado.

Nao hé& compressao (afwi ) = Ug ySC ) = 1) se sin(¢) = 0. Mas a compressao principal é observada

se 0 < |sin(¢)] < 1 e a # 0 devido as relagoes

olP9) 1 -2 |sin(¢)ax (02 -1) /6], o

(
TrYr x

P%) ~1—2sin(¢)a (0 — 1) /6. (2.25)

Devido & presenga do fator nao analitico |sin(¢)|, ambas as fungdes possuem derivadas descontinuas em

(PS

relacdo a x em todos os pontos onde sin(¢) = 0. Além disso, opv

) > ngi) na vizinhanca desses pontos
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se © > 0 (enquanto a desigualdade oposta se mantém para © < 0). No entanto, quando 0 < |sin(¢)| < 1,
os dominios de valores de k resultando em compressdo sdo bastante pequenos para grandes valores de |x],

como ¢é mostrado na figura 2.1. O caso excepcional é || = 1, que seréa considerado na sec¢ao 2.3.5.

a™s oS
15 13
1.2
X
10 1.1 cYe
1.0 XrYr
0.9
5
XyNSeYe 0.8
0.7 p
0—73 2 5 6 7 g K 1.3 114 115 116 117 118
; . 5 (PS) (PS) - - imi .
Figura 2.1: As fungoes o, ' (k) e o, (k) com QT'/2 = 1 e a = 1/2 nas proximidades dos pontos:

Esqueda: ¢ = 27. Direita:¢p = 4.

2.3.2 A dependéncia do tempo de duragao T

O tempo de duragdo T entra nas formulas através da fase ¢ = QOT/2. Graficos tipicos das fungdes

affj?@)) e ag(gfysc)(@ com valores fixos de © e « sdo mostrados nas figuras 2.2 e 2.3 (como as fungoes sao

periodicas, consideramos o intervalo 0 < ¢ < 7).

g"s aFs
1.2 1.0
1 1 XCyC
’ 0.8
1.0 XcYe
0.6
0.9
0.4
0.8
3x ¢ ¢
g z : n ; H K m

Figura 2.2: As fungdes agzi)(qb) e agfn)(qb). Esqueda: a =1/2, Kk =1/2 . Direita: a =2, k = 1.

Pode-se ver que o comportamento das funcoes O'Q(C}: ‘,fr )((,b) e og(f ;; )(¢) pode ser bastante diferente,

mas elas nunca se cruzam (uma delas estd sempre acima da outra, embora a ordem das curvas possa mudar),

tendo sempre um ponto comum em ¢ = /2, onde os extremos locais de cada func¢do sdo observados. Neste

Yr TceYe

ponto comum, of"¥" = gi¥e =0, logo 0P =

T4+ — |7—|. Portanto, os valores extremos coincidentes para

0s pares I,y e T.y. sdo dados pela formula

2
I
o (PS) ™ 1+ 553 245 (1—a?)| (|24 5 (1—a?)| = 2/a]). (2.26)

O lado direito dos pares de fungoes (2.26) é igual a uma unidade para |a| = 1 e qualquer valor de k. A segunda
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oS PS
1 O 1 0 XCyC
XC.yC
0.8
0.8
0.6
0.6
0.4
0.4
0.2
I ¢ T ¢
n 2 4 T " 2 4 T

Figura 2.3: As fungoes ag(fzi (¢) e U;fyi)(gé). Esqueda: oo =1/2, kK = —3. Direita: a =3/4, K = —2.

solucdo para a equacio o7

L (la]) = 1 coincide com a solugdo para a equacdo |2 + « (1 — o?) | —2[a| =
0. Que é dada pela formula |oz|:r: [(©+41)/(0 —1)|, que vale para qualquer valor de ©. Mas para |©| > 1,
existe uma terceira solucdo, que segue da equagio 2+« (1 — a?) =0, que leva a |a.. = /(© +1)/(© — 1).
Portanto, o comportamento da fungao o) ‘¢—7r/2 (lee]) € diferente para |©] < 1e|0| > 1, como é mostrado

na figura 2.4. Os picos com derivada descontinua estdo localizados exatamente nos pontos ..(0).
PS oFs

2.5

N =
N | =

2.0

1.5

1.0

0.5

1 2 3 0.5 1.0 1.5 2.0

(PS)

n) (a) para diferentes valores fixos do parametro ©.
=m/2

Figura 2.4: A funcdo o

2.3.3 Os dominios da compressao principal permanente

A figura 2.3 e o gréafico da direita da figura 2.2 mostram a existéncia de uma “compressdo permanente”
(6F% < 1) para todos os valores da fase ¢ # nr (diferentemente do grafico da esquerda na figura 2.2). A
equacdo (2.26) sugere que tal comportamento pode ser observado para os conjuntos de parametros (k, @)
satisfazendo a desigualdade |2 + K (1 - a2)| < 2|a|. Os dominios dos correspondentes valores de (©, «) sdo
mostrados na figura 2.5, eles sao limitados por duas hipérboles:

lal — 1 14 o]
lof +1 la] — 1

1 -1
+ o <0< o] se |a] <1,

se |af > 1. 2.27
la] —1 1+ |af o ( )

Dentro desses dominios, o ponto ¢ = 7/2 corresponde ao minimo de J(PS)(gb). Isto é claramente visto na

formula explicita mais simples para o caso de © = —1 (uma inversdo de dire¢ao abrupta do campo magnético
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- Lower Limits
- Upper Limits

-]
a?-1

Figura 2.5: O dominio dos valores dos parametros |o| e © resultando na desigualdade ¢©° < 1 para

qualquer valor da fase ¢, tanto para o par z,y, quanto para o par z.y.. A linha em negrito mostra a fun¢ao

0k (O).

em ¢ = 0, seguida por um retorno abrupto ao valor inicial e dire¢do em t = T'):

o (P (6) =1+ 8[al® sin()(|a| - 1), (2.28)
O minimo do lado direito desta expressdo ¢ igual a 5/32. Que é encontrado para |a| = 3/4 e sin®(¢) = 1.

(PS)
ZeYe

(PS)

O comportamento da fungao o Tty

(¢) é diferente, mas seu minimo coincide com o de o} >’ (¢), como é

mostrado na figura 2.3.

2.3.4 Desligando o campo magnético

Um caso especial interessante ocorre para © = 0 (ou xk = —1), ou seja, o abrupto desligar do campo

magnético em ¢ = 0 e o retorno abrupto ao valor inicial em ¢t = T'. Entao

o P9 =14+ 02(1 4 a?)?/2 — v|a| V4 + v2(1 + a?)2, (2:29)

onde v = QT /2. Esta formula é a mesma para os pares 2, ¥y, € .y.. O minimo de (2.29) em relagio a v é

obtido para

-1 2|la| sela| <1
v*:[(l—i—aQ) |1—a2|} X o] o]
2 selal>1

.. - . (PS .
Em ambos 0s casos, o minimo em relacio a v é ol¥'%) = |1 —a?|/(1+ a®). Esta variancia minima pode

ser arbitrariamente pequena para |a| = 1 (calibre de Landau). Formalmente, isso acontece para T — oc.
No entanto, a expressio assintGtica de (2.29) para |a| = 1 e v > 1 leva a 0% ~ (QT)72. Portanto,
apos alguns perfodos em relacdo A frequéncia inicial Q pode-se obter valores muito pequenos de o). Por

exemplo, ap6s 10 periodos, obtém-se o) = (40072) ™! &~ 2.5 x 107,
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2.3.5 As caracteristicas excepcionais do calibre de Landau

No caso especial de « = 1 (a figura 2.5 mostra que este caso é claramente excepcional) temos

i =14 %i;sinZ(cé) [1+20(24 k) cos®(¢)], 7o = %sinZ(qb) [k — 20 (20 + £?) cos®(¢)] , (2.30)
Tieve = 14 7ve Ve = 9247 sin’(¢) [1 + 2k0 cos®(¢)] /O, (2.31)
og™V" = ksin(2¢) [2+ Kk — 40 sin’(¢)] /O, opYe = —k*sin(2¢) /0. (2.32)

Para k = —1, obtemos o9 =14 202 — 201+ v2, paras os dois pares x,y, e z.y.. Esta funcido diminui

monotonamente a zero quando v — oo.

(PS)
TrYr

Um comportamento interessante das fungoes o' >’ (k) e aflf ySC )(k) com um valor fixo de T é ob-
servado para |k| > 1. Ambas as fun¢bes assumem o valor unitario cada vez que sin(¢) = 0 ou cos(¢) = 0.
Mas eles tendem a 1/2 quando |x| — oo para todos os outros valores de ¢. Este comportamento peculiar é

demonstrado na figura 2.6, que deve ser comparado com os graficos da figura 2.1, onde |a| = 1/2.

oPs oFs
1.0 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 ;J E XcYe XcYe
’ XrYr 05 XrYr
39.5 40.0 40.5 41.0 41.5 20 ~ 39.80 39.85 39.90 k

Figura 2.6: Direita: As funcoes o(7>)(x) e 0("'9) (k) com QT/2 = 1 e & = 1. Esquerda: Zoom do

TrYr TelYe

primeiro pico do gréfico da esquerda.

2.4 Discussao

Neste capitulo mostramos uma rica estrutura dos coeficientes de compressdo principal dos pares
observéveis z,y, € T.y., dependendo de varias combinacgoes de trés parametros relevantes: o parametro de
calibre «, a altura do degrau de varia¢do do campo magnético © e a duragao dessa variagdo T (ou a fase ¢).
Verificamos, concordando com [25], que nenhuma compressao pode ser obtida para o calibre circular (a = 0),
mas para qualquer valor de «, mesmo que pequeno, pode-se encontrar as combinagoes dos pardmetros © e
T que resultam em alguma compressio. Em muitos casos (mas ndo em todos os casos!), o calibre de Landau
(Ja| = 1) produz o grau maximo de compresséo (isto é, o valor minimo do coeficiente de compressao principal

J(PS))

. Entretanto, valores intermediédrios de o também podem ser preferiveis em alguns casos especiais.
Por exemplo, no caso da inversdo do campo magnético, o valor |a| = 3/4 & o melhor do ponto de vista da
compressao, de acordo com a equagao (2.28).

Outro resultado interessante é a assimetria em rela¢io ao aumento acentuado (|0| > 1) e a reducao

(18] < 1) do campo magnético, uma situagdo analoga acontece para o oscilador harmoénico de frequéncia
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variavel [74]. A compressdo maxima pode ser alcangada para |©] < 1 (o melhor caso ¢ © = 0) e |o| = 1,
considerando que a compressdo no caso de |©] > 1 é moderada (cerca de 50% para |a| = 1) ou nédo existe.

Estudar as variacoes dos valores médios da energia e do momento magnético produzidas por um
salto duplo do campo magnético para qualquer valor de o é uma tarefa possivel, mas exaustiva, porque as
equagoes para essas grandezas seriam muito longas e complicadas. Entao, parece interessante procurar um
tipo de mudanga do campo magnético que forneca equacoes mais simples. Sendo assim, vamos considerar

no préximo capitulo um salto tnico do campo magnético.



Capitulo 3

Evolucao dos valores médios da energia e do momento

magnético apés um salto tinico do campo magnético

Neste capitulo, apresentaremos os resultados publicados nos artigos [27,28]. Nosso principal objetivo
¢é analisar o comportamento dos valores médios da energia e do momento magnético no cenario em que
o campo magnético é dependente do tempo para valores arbitrarios do parametro «. Em particular, sao
questoes interessantes: é possivel “resfriar” a particula mudando o campo magnético ou a forma do solenéide?
Como se comportam as flutuagdes da energia apos essa mudanga? Quao forte é a mudanca do momento
magnético devido & mudanga do campo magnético?

A matriz A, (t) se torna muito mais simples quando comparada & matriz obtida para o salto duplo

do campo magnético (2.8) se considerarmos um salto tinico do campo magnético na forma

1, t<0,
0, t>0

B(t)/Bo = (3.1)

ou uma mudanca abrupta na forma do solenoide, ou seja, uma rapida variacao do pardmetro « na forma

apy =3 4 =0 (3.2)

ap, t>0
Nesse cendrio, as coordenadas canonicas (ou valores médios dos operadores correspondentes no caso
quantico) ndo mudam durante o salto finito instantaneo dos parametros (a fungio de onda nao pode mudar
instantaneamente na mecanica quantica nao relativistica; o mesmo resultado pode ser obtido integrando
as equagbes de movimento para as varidveis canodnicas durante o tempo infinitesimalmente curto do salto).
No entanto, as relagbes entre as varidveis canonicas e geométricas sdo diferentes antes e depois do salto.

Portanto, olhando para as equagdes (2.2) e (2.3) verifica-se que os elementos da matriz A, podem ser

facilmente encontrados resolvendo as equacoes
Tro + oo = g + Zoy, Qo [£eo(1 — ag) — Zro(1+ )] = Qp [Zep (1 — ay) — 2 p (1 + ay)]

e equacoes semelhantes para o par (Y, yc)-

21
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O resultado é a matriz

onde

Kizn(l:taf):lea, Li=24+Ky, k=06-1. (3.4)

A matriz (3.3) é igual & matriz unitaria se kK = Aa = 0, por esse motivo, muitas férmulas nas segoes

subsequentes sao mais compactas se forem escritas em termos do parametro k, ao invés de ©.

3.1 Equivaléncia entre as partes quéntica e classica dos valores médios das
grandezas

A energia média quando o campo magnético é estacionario é dada por £ = m92<ﬁ + @3)/2, e pode

ser escrita como a soma de duas partes independentes:
E=btby  Eemm® (@) +w)) /2 & =mO? (Oaa, +0y,) /2 (3.5)

A quantidade &, coincide com a energia da particula classica movendo-se ao longo da trajetoria média
({(xr), (yr)), enquanto a corre¢do quantica &, em (3.5) surge devido as flutuagdes quanticas, descritas por
meio das varidncias 0, z, € 0y,4, das coordenadas relativas.

A mudanga da parte classica da energia média pode ser escrita em termos de alguma forma quadra-
tica das médias quanticas das coordenadas, relativas e do centro, inicias: A&, = (m€5/2) Z Was{a)(B)o,
onde os coeficientes W, 3 sdo certas combinacoes bilineares dos elementos da matriz A,. Portanto, A&, de-
pende dos quatro parametros iniciais. Em particular, esses parametros podem ser quase sempre escolhidos
de forma que a parte classica final da energia seja igual a zero. Por exemplo, é suficiente resolver as equagbes
(zr); = (yr) ; = 0 em relagdo aos valores iniciais (zc), € (y.), com valores fixos de (z,), e (y;),. A resposta

em termos dos elementos da matriz A, é a seguinte,

<93c>0 = [(A14A21 - A24/\11) <$r>0 + (A14A22 - A24A12) (yr>0] / [A13A24 - A23A14} ) (36)
<yc>0 = [(A2zA1 — A13A9) <Ir>0 + (A23A12 — A13Ag3) <yr>0] / [A13A24 — AozAiy], (3.7)

no entanto, esta é uma situagao extremamente peculiar.

Portanto, consideremos um gas rarefeito de particulas carregadas num campo magnético uni-
forme. Negligenciando a interagdo entre as particulas (ou seja, assumindo que o campo magnético seja
forte o suficiente), podemos escrever a energia total como a soma das energias de cada uma das particula
independentes. Entretanto, as posicoes dos centros das particulas do gas podem ser bastante arbitra-
rias, assim como os valores concretos das coordenadas relativas de cada particula, obedecendo a restri¢cao
()0 + (yr)e = pt = 269 /(mQ2). Nesse caso, a quantidade mais interessante ¢ o valor médio da variagio
AE&., onde a média é realizada sobre todo o conjunto de particulas cujos valores das médias quanticas ini-

ciais sdo arbitrarios. Designando tal média adicional por meio do trago acima da grandeza (para distinguir
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da média quantica primaria), parece natural assumir a auséncia de correlagoes iniciais e uma distribuicao

isotropica de valores médios diferentes de zero:

(@)o(Blo=0 se a#8; ()3 = (v =EV/(mOG) = p5/2, (we)d = (We)F =RE/2.  (3.8)
Aqui, R2 é o quadrado médio da distancia entre a posicio do centro da érbita classica e o centro do solenéide,
enquanto pg ¢é o quadrado médio do raio da érbita cléssica. Sob essas suposicoes, a variacao média da parte

classica da energia pode ser escrita na forma

AE. =mQf (F,p5 + FrRY) /2, (3.9)
F,=0% (A2 + A2, + A2, +A%) /2—1=0Tr </\15\1) /21, (3.10)
Fr= 0% (A2, + A% + A2, + A2,) /2 = ©Tr (AQXQ) /2, (3.11)

onde )\; significa a matriz transposta, consideramos aqui, por simplicidade, que Aa = 0 (a forma do solenoide
nao é alterada). O coeficiente Fr € sempre nao negativo. Porém, o coeficiente F, pode ser negativo, indicando
a possibilidade de resfriar o gés por meio de variagoes rapidas do campo magnético.

A variagdo da parte quantica da energia média,
Ay = (mO}/2) (00,2, + Oyy,) p = (MQG/2) (O, + 0y )y s (3.12)

depende da matriz de evolugao A, e da matriz de covariancia inicial . Inicialmente vamos considerar uma
situagao simples, em que o estado inicial possui alguma simetria de rotacao, para isso, consideramos p = 0

e vz =7y = 1, ou seja,

L 0
o(0)=G ; (3.13)
0 Th
onde I5 é a matriz unitaria 2 x 2. Entao,
A&, = (m3G/2) Tr (ki + Theks ) — mOC. (3.14)

Calculos semelhantes aos anteriores fornecem as seguintes férmulas para as partes “classica”’ e

“quantica” da variacdo do quadrado médio da posi¢ao do centro da oérbita.

1 - -
AR% = <xc>? + <yc>§' - Rg = §Tr (AS)\Bp% + )\4>\4R(2)) - Rg7 (315)
ARZ = (04,0, +0yoy.); — (Oare, + 0yy)g = Tt (G>\35\3 + m4x4) — 92T, (3.16)

Pode-se ver que, sob as condigoes (3.8) e (3.13), as féormulas para as partes “classica” e “quanticas” das
quantidades AE e AR? sio idénticas, se fizermos as substituicoes formais GY — R3/2 e G — p3/2.

Portanto, a partir deste ponto, iremos analisar apenas a parte “quantica” das grandezas em estudo.

3.2 Variacao da energia ap6s o salto

E interessante, agora, estudar a variacao da energia média apds a mudanca abrupta do campo
magnético quando os estados inciais sdo os mais gerais. Ou seja, vamos considerar que a matriz de covarincia

inicial é dada pela equagao (1.30).
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Dessa forma, usando as equagoes (1.20), (1.30) e (3.3), podemos escrever matriz o(0+) imediata-
mente apo6s o salto na forma

o(0+) = sG/(20)?, (3.17)

com os seguintes elementos nao nulos da matriz s:

s11=L% —2pL_K_ +x,K?, s90=1L% —2pL K  + x, K7, (3.18)
ss3 = K2 —2pL Ky +x, L%, suu=K2—-2pL_K_+x,L2, (3.19)
siz=s31 =L K, —p(K_Ky +L_Ly)+x.K_Ly, (3.20)
Soa =840 =Ly K_ —p(K_Ky +L_Ly)+ x,K;L_. (3.21)

3.2.1 Variacao relativa da energia média

A energia média nao depende do tempo antes e depois do salto repentino do campo magnético,
pois ela é invariante quando esse campo é estacionério. Porém, seus valores inicial £(0) e final £(0+), sao
diferentes. A variagdo AE = £(0+4) — £(0) pode assumir valores arbitrarios, por esse motivo, parece razoavel
analisar a relagao entre essa variacao e a energia inicial, ou seja, iremos estudar o comportamento da variacdao

relativa da energia dada por

0?2 1
6 =&(04)/€(0) =1 = bYel <5U2 +y3> -1= 3 (511 +822) — 1.

A energia sempre aumenta apés uma mudanca do parametro o com um valor fixo do campo

magnético (k = 0), usando a equagdo (3.18) temos que, para esse caso,
6 = Aa® (2+xz + Xy — 4p) (3.22)

logo nao é possivel “resfriar” a particula mudando a forma do solenoide. Por outro lado, € pode ser negativa

quando se varia o campo magnético e a forma do solenoide néo ¢é alterada (A« = 0), nesse caso temos

2
K

6E = " [T (af +r%02) +2r (1+a%) (1=2p)] +K(1—p), 7=/ (3.23)

No limite de alta temperatura, a mudanca relativa da energia §€ é positiva e muito grande para

quase todos os valores de k, exceto para um mintusculo intervalo negativo de x préximo de zero, devido as

relagoes T > 1 e 1—p = 0. Isso acontece até para k = —1 (ou seja, quando o campo magnético é desligado).

Além disso, a mudanca relativa de energia é quatro vezes maior para K = —2 (a inversao instantanea do

campo magnético). Para a armadilha de potencial isotrépica (r = 1) temos
6E = K2Y (1+ a2) /4,

de tal maneira que o aumento da energia para o calibre de Landau (o = 1) é duas vezes maior do que para o
calibre circular (o = 0). No entanto, o aumento de energia pode ser significativamente suprimido no caso em
que as armadilhas de potencial sdo anisotropicas. Por exemplo, 6 =~ HQT/(27’) para a = 1, e esta quantidade
pode diminuir rapidamente com o aumento do parametro r. Além disso, ajustando os parametros para que
r = |ag /a_|, podemos reduzir 6€ para o valor minimo 6&,,;, = K21 |1 - a2| /4, embora um valor nulo ndo

possa ser formalmente alcancado em condicOes realistas.
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Um comportamento diferente pode ser observado no limite de temperatura extremamente baixa,

quando Y =1 e p = 0. Entao,

0€ = % [(0-1°A+0%—1], A= (ay—ra_)?/(4r).

Essa quantidade pode ser negativa dentro do intervalo (A —1)/(A+ 1) < © < 1. O minimo ¢é alcancado

no meio deste intervalo: 6™ = —[2(A + 1)]~'. O minimo absoluto sElmin) —1/2 é alcancado para

min
A =0, ou seja, r = oy /a_. Em particular, isso acontece para a« = 0, r =1 e © = 0. Por outro lado, para o
calibre de Landau com a = 1, a queda méaxima de energia na armadilha isotrépica com r = 1 é apenas de
25%, isso ocorre para © = 1/2.

Sea=0er =1, entdo 6§ = (0% — 1)/2. Portanto, nio ha mudanca de energia para a = 0,
r=1e © = —1. Em outras palavras, a inversao instantdnea do campo magnético nao altera a energia do
estado fundamental inicial para o calibre circular. Entretanto, isso ndo ocorre para o calibre de Landau com
qualquer valor do pardmetro r. Por exemplo, € = k0O para o = r = 1. Nesse caso, & = 0 para © = 0,

enquanto 6 = 2 para © = —1. Gréficos da fungdo (3.23) no caso de baixa temperatura sdo mostrados na

figura 3.1 para r = 1.

o)
)
o)
0}

[ 4
6 3
r 1
4+

N
LB L e B
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- P — L el s — 5 a —_2 _?\\\\\\\\¥ﬁ

Figura 3.1: A mudanca relativa de energia apo6s o salto §€ no caso de baixa temperatura com r =

1. Esqueda: 6& em funcdo de «, para diferentes valores do parametro de salto © (mostrados proximo
as respectivas linhas). Direita: §& em fun¢ido de O, para diferentes valores do parametro de calibre «

(mostrados proximo as respectivas linhas).

3.2.2 Flutuacoes da energia

As flutuacoes da energia podem ser caracterizadas pela variancia op = (H?) — (H)?, onde
(H?) = 2mw?)2 (&7 + 5 + 2797 + §727). (3.24)

Os momentos de quarta ordem no lado direito de (3.24) podem ser facilmente calculados para o estado
de equilibrio inicial, porque sua fungdo de Wigner ¢ Gaussiana. Além disso, como o hamiltoniano (1.1)
é quadrdtico em relagdo as varidveis canonicas, ele transforma qualquer estado gaussiano em outro estado
gaussiano. Portanto, podemos usar as formulas bem conhecidas da teoria de probabilidade classica (com
algumas modificagbes devido & ndo comutatividade dos operadores das coordenadas e dos momentos) para

obter os valores médios das distribuigbes gaussianas. (veja, por exemplo [75]). A saber, os valores médios
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dos produtos simétricos (ou produtos de Wigner—Weyl) [76] de quatro operadores, /1, B , Ce ﬁ, podem ser

expressos como a soma dos produtos dos pares de seus momentos centrais de segunda ordem [75]:
(ABCDYy — AB-CD + AC - BD + AD - BC. (3.25)

Aqui A, B, C e D podem ser qualquer uma das variaveis ., Y., ¢, ye- O simbolo (ABCD)y significa o
valor da média quantica da soma de todos os diferentes produtos entre os operadores fl, B , C , ﬁ, tomados
em todas as ordens possiveis, dividido pelo nimero de termos na soma. Os momentos centrais de segunda
ordem séo definidos como AB = (AB+BA)/2. Os valores médios dos produtos concretos dos operadores em
ordens predefinidas podem ser expressos em termos dos valores médios simétricos com o auxilio das relacoes

de comutacao. As expressoes explicitas sdo fornecidas no apéndice B. O resultado é
op = (mw’G)? (si; + s35) /2 — (hw®)>. (3.26)

E razoéavel analisar a razao

D

&2 (511 + 822)2
Observe que D < 2 para todos os conjuntos de parimetros, sempre que s11 > 0 e S92 > 0. Uma vez que

(H?)(0) = (2mw?)? [8G* — 1?/(2mw)?], temos o5 (0) = (4mw?G)* — (hw)® e

op _ 2 (71 + 852) — [80 tanh(hwﬂ)]? (3.27)

D(0) = 1 — (4mwG/h) ™% = [cosh(hwpB)] 2 < 1.

Por isso, D(0) esta perto de uma unidade para hwf < 1 (temperaturas altas), enquanto D(0) esta perto de
zero para fuwf > 1 (baixas temperaturas, quando o estado estd proximo do estado fundamental com uma
energia bem definida).

Formulas simples para as flutuacoes da energia apdés o salto podem ser obtidas em dois casos
limites. No limite de alta temperatura, podemos negligenciar o termo negativo do numerador de (3.27),
bem como todos os coeficientes nas equagoes (3.18), exceto os que envolvem Yy ,, porque sdo proporcionais
a T > 1 (lembrando também que 1 — p &~ 0 nesse caso). Entao, chegamos a formula
(1+ 2/4;277,)2 + (1+ 2&277+)2

2142 (ny +n-))°

DM (0+) ~ , Ny =adxy/8, 1-=0a’x./8.

Para valores pequenos o suficiente de k, ou seja, para k*Y < 1, obtemos D) (04) ~ 1+ k*(ny — 77_)2.
Por outro lado, se o parametro de for¢a do salto © ndo esta muito proximo de uma unidade, ou seja, para

k%Y > 1, temos uma férmula que nio contém este parametro:

2 (n2 +n% 2 (ot +rtat
DM (0+) = 0 2): (2+ ; 2 (3.28)
(04 +1-) (a2 +72a2)

O lado direito de (3.28) atinge o valor minimo D =1 (tipico para estados térmicos de alta energia) quando
|y Ja_| = 7, ou seja, para a = [(r — 1)/(r + 1)]*. Por outro lado, o valor maximo D = 2 é alcancado para
qualquer r, se & = 1. Em particular, D = 2(1+7*)/(147%)? para a = 0. A figura 3.2 mostra a dependéncia
de D™ (0+) em relagdo ao pardmetro « para trés valores do pardmetro r. Aqui, vemos claramente o papel
distinto do calibre de Landau com a = +1.

No limite de temperatura extremamente baixa, assumindo T = 1, p = 0 e tanh(fiw3) = 1, obtemos

2 320+, 021, [84 8ka, + K2a2r,]

Dgf,Z =2 2
[8@ + K2 (a2_r_ + o&_m.)]

(3.29)
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Figura 3.2: A flutuacio da energia relativa apos o salto no regime de alta temperatura D™ (04) em funcéo

do parametro de calibre «, para r = 1,0.25,0.1 (esses valores sao mostrados proximos as respectivas linhas).

Daqui em diante usaremos a seguinte notagao:
r_=14r, ro=r_/r, ro=r+1/r=ryr_—2. (3.30)

Observe que todas as formulas para 6€ e D, tais como (3.23), (3.28) e (3.29), sdo invariantes em relacdo as
mudancas simultaneas dos parametros a — —a e r — 1/r. E interessante notar que o lado direito de (3.29)

nao depende do parametro de calibre @ quando © = 0:

DU

or

=2(1+7r%)/(1+r)2 (3.31)

Para a = 0 e qualquer valor de r temos

Df) = 262 (1 + 1) [80r + k(1 +12)] [86r + k2(1 +1)%] 7,

T

enquanto que para r = 1 e qualquer valor de a temos
DY) = K2 [(© +1)? + 20°(1 + 30%) + o*?] [1 + ©% + a?s?] "~
A férmula mais simples é obtida parar =1e a = 0:
D) =(©? - 1)%/(© + 1) (3.32)

Vemos que o estado fundamental permanece inalterado apés a inversao do campo para o = 0. O valor
maximo D(()ll) = 1 é alcangado quando © = 0, enquanto D(()ll) =0se © = —1. Para a = 1 e um valor
arbitrario de r temos

DY = 2x2 [(2 + w1y )? +2/7] [20 + K2y ] .
Em particular, para r = 1 obtemos a férmula
D = k2(1+202)/(1 + kO)?,

que é diferente de (3.32). Agora, Dgll) = 4/3 para © = —1, embora Dgll) = 1 para © = 0. Graficos tipicos
de DY s3o mostrados nas figuras 3.3 e 3.4. Vemos que as variacoes de D estdo entre 0 e 2 no regime
de baixa temperatura. Nenhum valor do parametro de calibre « (incluindo @ = 0 ou o = +1) parece ser

distinto. Além disso, ndo vemos diferencas qualitativas entre os casos de |a| <1 e |a| > 1.
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Figura 3.3: A flutuacdo da energia relativa apés o salto no regime de baixa temperatura D(l)(O—i—) em
funcdo do parametro de calibre «, para diferentes valores do parametro de salto © (mostrados proximo as

respectivas linhas). Esqueda: para r = 1. Direita: para r = 0.1.
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Figura 3.4: A flutuacio da energia relativa apos o salto no regime de baixa temperatura D (0+) em
funcdo do parametro k = © — 1, para diferentes valores do pardmetro de calibre o (mostrados proximo as

respectivas linhas). Esqueda: para r = 1. Direita: para r = 0.1.

3.3 Definicao do operador momento magnético

Para calcular as propriedades magnéticas dependentes do tempo, precisamos do operador momento
magnético. Usando a defini¢do padrao do momento magnético cléassico [77,78],

M:%c/dV[rxj], (3.33)

junto com a expressao padrao para a densidade de corrente de probabilidade quantica,

2m

2
J= 5 (V' — V) — Ay,

pode-se escrever o lado direito de (3.33) como o valor médio do operador

M= ﬁ (i, — ) = Q%CLM = —(ew/c)(E2 + 2 + Fodir + Jeiir ). (3.34)

Esta definicao vale para qualquer valor do parametro a, de modo que é invariante em relagao ao calibre. Uma
formula equivalente a (3.34) foi justificada (para a = 0) em [79,80] usando a abordagem termodinamica.
Outra prova da definicdo (3.34) para um calibre arbitrario foi dado em [81] (ver também, por exemplo,
[49, 50,82, 83]). Observe que o valor da integral em (3.33) ndo depende da escolha da origem do sistema
de coordenadas (invariante em relagdo ao deslocamento do vetor r por qualquer vetor constante a) se

/ jdV =0, ou seja, para correntes fechadas. Veremos que isso acontece no estado quéntico de equilibrio.
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Pode-se encontrar pelo menos duas outras definicbes para o operador momento magnético na
literatura disponivel. Johnson e Lippmann [30] definiram M =—-9H /OB, provavelmente, por uma analogia
com a relagdo termodinamica (M) = —9(E) /OB (embora isso ndo tenha sido escrito em [30] explicitamente).

No entanto, para o calibre linear geral, tal defini¢cdo resulta na férmula

~ e N . n N . n
My = Imo [Ty — U7ty — (B0, + §72)], (3.35)

que contém o parametro de calibre a explicitamente. Esta perda de invaridncia em relacdo ao calibre nao
foi notada por Johnson e Lippmann, porque eles consideraram apenas o calibre circular (o = 0), caso em
que as formulas (3.35) e (3.34) coincidem (note que este calibre especial foi usado na grande maioria dos
trabalhos dedicados ao movimento de particulas quanticas num campo magnético). Além disso, usando M
numa forma equivalente a (3.34), Johnson e Lippmann escreveram que, uma vez que os valores esperados
de #, e {, sdo iguais a zero em uma representacio de energia, o valor esperado de M é reduzido ao valor
esperado do operador de energia (1.10), ou seja, (M) = —(ew/c)(i% + §2). O mesmo resultado segue da
definicao

My = (&rTty — UrTg) €/ (2mc) = —He/(meQ), (3.36)

sugerida em [84].

Mas olhando para o operador
M = My = [ea/ (2me)] (57 — &7 + Gefr — Eelbr)

pode-se ver que seu valor médio durante o periodo 27/ é igual a zero, se Q = const (pois &. e J. ndo
dependem do tempo, enquanto Z.,.(t) e 4, (t) oscilam com frequéncia €2 na representagido de Heisenberg; além
disso, a diferenca §2 — 22 oscila com frequéncia 292). Usando o simbolo ((---)) para a média dupla (sobre
o estado quantico e sobre o periodo de rota¢do no campo magnético constante), temos ((Mi)) = ((M)). E
ainda, tendo em vista as equagoes (1.14) e (1.15), temos ((Lrin)) = ((J)). Portanto, ((M)) = —He/(meQ),
para qualquer definicao do operador momento magnético. Na verdade, alguns autores usaram essa férmula
como defini¢do do momento magnético de uma particula carregada em movimento num campo magnético
[84]. Essa relagdo explica por que diferentes escolhas de calibre do potencial vetor ndo influenciam os
resultados finais para a magnetizacao de um gas de elétrons livres num campo magnético independente do
tempo. Mas a situacdo é diferente para campos magnéticos dependentes do tempo.

Para ver qual das trés defini¢oes (3.34), (3.35) ou (3.36), é a mais adequada no caso geral, vejamos
suas consequéncias no estado de equilibrio. Colocando os elementos da matriz de covariancia no equilibrio

inicial (1.30) na féormula (3.34), obtemos a seguinte expressdo para o momento magnético inicial:
M; = ppC(p—1) = pp [(hwf) ™! — coth(hwp)] , (3.37)

onde pup = eh/(2mc) é o magneton Bohr. Esta ¢é a formula exata de Landau-Darwin para o diamagnetismo
de uma particula livre [2,4]. Observe que o lado direito de (3.37) ndo depende da escolha da origem do
sistema de coordenadas.

Nos vemos de (3.37), que a contribuigio das correlagdes estatisticas (% .2, +9.Jr) entre as coordena-
das relativas e do centro da érbita no estado de equilibrio termodindmico, descritas pelo termo proporcional

ao parametro p, é crucial no limite de altas temperaturas. Sem este termo (por exemplo, usando defini¢ao
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(3.36) para o operador momento magnético ou os argumento de [30]), obter-se-ia uma tremenda magneti-
zacdo de equilibrio da ordem de pp/(Awp) no limite de alta temperatura hiwf — 0, ao invés da féormula
correta de Landau [4]

MM = —phws)3. (3.38)

Isso significa que a defini¢io (3.36) pode ser aceita apenas para estados quanticos iniciais puros (estados de
equilibrio em temperatura absoluta zero).

E interessante que o valor médio do termo proporcional a a na defini¢io (3.35) é igual a zero para
a matriz de equilibrio (1.30) com qualquer valor da temperatura inversa . No entanto, acreditamos que
a definigdo correta para o operador momento magnético é dada pela equagdo (3.34). Na verdade, a média
termodinamica do momento magnético em temperaturas arbitrarias é dado pela formula (M) = —0F /0B,
onde F' é a energia livre, que ndo coincide com o valor médio do hamiltoniano (exceto no caso de temperatura
zero). Portanto, ndo héa justificativas para escrever o operador de momento magnético como a derivada do
Hamiltoniano em relacao ao campo magnético no caso genérico de estados quanticos mistos. Por essas razoes,
daqui em diante, calcularemos o valor médio M = (M) e a variancia o5y = (M?) — (M)? do operador M

definido de acordo com a equagao (3.34).

3.4 Variacao do momento magnético médio

3.4.1 Imediatamente apés o salto

Usando as equagoes (3.34) e (3.17), obtemos o seguinte valor médio do momento magnético apos o
salto:

M(04) = —pupC (s11 + s22 + 513 + 524) /(89).

Parece ttil estudar a razdo R = M/M,. Imediatamente apos o salto, ela tem uma forma bastante simples
RO+)=14+k(1/2—p+ Ya,) /(1 - p), (3.39)

onde a, = (a_r+ a4 /r) /4. Se r = 1, entdo a, = 1/2 para qualquer valor de «. Consequentemente, o
momento magnético apos o salto nao depende da escolha do calibre para uma armadilha inicial isotrépica.
Em particular, obtemos um resultado interessante MO (04+) = —pupO no caso de baixa temperatura (p = 0,
Y =1). No entanto, se r # 1, a férmula (3.39) forcene um momento magnético diferente de zero para © = 0,
ou seja, quando o campo magnético ¢ desligado. Além disso, o sinal deste valor diferente de zero pode ser
oposto ao sinal de M.

E interessante comparar dois parametros de calibre distintos: @ = 0 e @ = 1. No caso de baixa

temperatura, temos as seguintes expressoes para R(l)(0+):

a=0 a=1
L+ k(r+1)%/(4r) 1+ k(r+1)/(2r) para qualquer ©
—(r—1)/(4r) (r—1)/(2r) ©=0

—(r*+1)/(2r) —1/r 0=-1
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No caso de alta temperatura, vemos um tremendo aumento do momento magnético apés o salto

(a menos que o parametro k seja muito pequeno), uma vez que ¥ > le 1—p < 1:
RM(04) = 3a,6Y/(hfw)?, hfw <1, |k|T > 1.

O sinal do momento magnético em ¢ = 0+ é oposto ao inicial se © < 1, incluindo o valor diferente de zero

em © = 0.

3.4.2 A evolucao posterior: oscilagoes

Mas o que acontece depois? Parat > 0 temos que no hamiltoniano (1.10) e nas relagdes de comutacao

(1.8), a frequéncia inicial  deve ser substituida por ©f2. Entao, temos as simples equagoes de movimento
T = Oy, Yr=-0Qx,, i.=yg.=0,
resultando na matriz de evolugao

At) = u(t) 0 7 u(t) = cos(p)  sin(yp) ’ o= 00t

0 I —sin(p) cos(p)

Entao,

o(t) = At)o(0+)A(t) = : (3.40)
com os seguintes blocos 2 x 2:

511082 @ + sp98in% ¢ sin  cos (S22 — 511)

S pry
1 . 9 . 2 )
sin @ cos p(sa2 — $11) S22 COS”  + $11 8In“
§13 COS @ S24 sin Y2 533 0
S2 = . ) S4 =
—S813SIN ¢S24 COS Y 0 su

Portanto, a soma (z2 + y2) ndo depende do tempo (assim como a energia), enquanto que
(Tewr + yeyr) (t) = cos()(zer + yeyr) (0+).
Consequentemente, o momento magnético oscila apds o salto de acordo com a féormula
M(t) = —pBC [s11 + s22 + (513 + 524) cos(p)] /(80), (3.41)

que é equivalente a

4k(1+2a, V) +K2aya_ (2—4p+Tro) —8pO

R(t) = R(0+) — Vsin?(Owt), V= 1601=p)

(3.42)

Embora o termo oscilante em (3.42) é igual a zero se © = 0, ele pode ser muito grande para pequenos valores
de © diferentes de zero (exceto para certos valores especiais dos outros parametros). Por exemplo, no caso

de baixa temperatura (p =0, T = 1) temos

vl =k [4+ 8a, + k(1 — a®) (24 19)] /(40). (3.43)
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Se a = 0, entao
M (t) = —up[46? + kO(rg—2) — (82 —1)(ro+2) sin?(p/2)]/(40).

Se a =0er =1, entdo Véll) = (6? - 1)/0, logo
M () = —ppl02 + 1+ (0% — 1) cos(p)]/(26). (3.44)

Esta fun¢do ndo muda de sinal durante todo o periodo de oscilagoes. Mas se o = 0 e |k|rg > 1, entdo
(3.45)

MY (@) ~ —pprok[® — (© + 1) sin?(p/2)]/(40).

Esta fun¢do muda seu sinal se © > 0, enquanto mantém o sinal para © < 0.
—up {20 + kri [k + cos(p)]} /(20). Esta fungdo mantém seu sinal se

Se o = 1, entdo Mglr)(t)
r =1, mas muda o sinal se |k| < 1 e |g|ry > 1.
No caso de alta temperatura (kYT > 1) temos

MM () = —pupTr[k (8ar — apa_ro) + (8a, + Kapa_rg) cos(p)]/(8Ohwf).

Se |a] =1, entdo a funcdo Mg&)

|k| < 1. Para a = 0 temos
() BBYErQ (o L9
M, () = e [© — (0 +1)sin’(¢/2)] . (3.46)

Esta féormula é muito semelhante a (3.45), com a mesma conclusido sobre a mudanga de sinal, mas para

(t) muda seu sinal durante a evolugdo para qualquer valor de r, desde que

qualquer ry agora.

3.5 Flutuacoes do momento magnético

As flutuagdes do momento magnético podem ser caracterizadas pela variancia oy = (M?) — (M)?

Usando as equagoes (1.10), (1.14) e (3.34), podemos escrever
M = [e/(meQ)PH? + F, (3.47)

onde
F = (ewfe)? [#202 4 G252 + Gy G + Doy + o (3200 +2,92) + G (820, +9,82) + 2 (8300+570c) |
O valor médio de H? foi calculado na secdo 3.2.2. Os valores médios dos outros produtos de quarta ordem

dos operadores podem ser calculados de acordo com a regra (3.25) usando as féormulas explicitas fornecidas
no apéndice B.

3.5.1 Flutuagoes do momento magnético no estado inicial

No estado inicial, obtemos
(F)(0) = 3 {C2[ro +20 (30— 8)] +2} /4, [e/ (meP(H?)(0) = pi (207 — 1),
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(M)*(0) = u5C* (1= p)”.
Portanto, a variancia do momento magnético no estado de equilibrio inicial (1.30) é igual a
o (0) = 12, {02 [ror 122 p)2 - 4} - 2} /4, (3.48)

que ndo depende do parametro de calibre «. Em particular, no caso de baixa temperatura (C = T = 1
e p = 0) temos O'](\Q(O) = u% (ro +2) /4. Vemos que as flutuacdes do momento magnético da particula
quase-livre dependem da forma da armadilha onde a particula foi confinada inicialmente. O valor minimo
a](é[) (0) = u% = [M(0)]? & alcancado na armadilha isotrépica com r = 1, embora possa ser muito maior se a
armadilha for anisotropica.

Além disso, as flutuagdes do momento magnético ndo dependem da constante de Planck no caso

de alta temperatura hwf < 1. Elas sdo extremamente grandes neste caso:

o1)(0) m 1BC?Tro/4 = ey /[(4meB) wr] = (9/4)ro(Bhw) ™ (w/v) [M§h>]2 . (3.49)

3.5.2 Flutuacoes apo6s o salto: armadilha isotrépica

Usando a matriz de covariancias (3.40), obtemos para ¢t > 0:

o _ _C S5 cos® () + 45 cos( )—i—S]—1
,LL2B _(8@)2 2 ¥ 1 2 0 2’

(3.50)

2
Sy = (511 — 522) (533 — Saa) + (513 + 524)°, S1 = 511513 + 522524,
2 2
So =2 (811 + 859 — 813824) + 511544 + 522533.

Como as expressoes explicitas em termos dos pardmetros iniciais sao bastante longas, nos limitamos aos
casos limites de temperaturas iniciais baixas e altas.

Vamos comegar com o caso da armadilha simétrica (r = 1). No regime de baixa temperatura,
temos

Sy = 1687 (22 — 40%0?), SV =8kZ1Zy, Sy = 2473 +8k* (120%® - Z3)
71 =0+1—kra?, Zy=0%+1+r%>

Em particular, para o calibre circular o = 0 temos

l 2
o) = p3 [0%41 + (©2=1) cos(p)]” /(20)?, (3.51)
de modo que as oscilagdes desaparecem quando © = —1 (a inversao do campo): oy = ,uQB. Por outro lado,

oscilagoes das flutuacdes do momento magnético sempre existem para o calibre de Landau a = 1, ja que

neste caso nos temos

S8 = —64k> (1+0), SV =32k (k2+0), S =96(0 + r?)? +3262(30% - 1).

A figura 3.5 mostra a razio I'(¢) = [M(¢)]?/oum(p) para a = 1 e diferentes valores do parametro © na
baixa temperatura.

No regime de altas temperaturas, obtemos

S = 4722 (72 — 40202 — 1], S = 92,3 [0+ 1+ 6a® — ka'l,
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ro

| . . .
7T 27T i - 7T 27T @

Figura 3.5: A razio I'(¢) = [M(9)]?/or(p) para a = r = 1 e diferentes valores do parametro © (mostrado

proximo as respectivas linhas) no caso de baixa temperatura. Esqueda: © > 0. Direita: © < 0.

S =417 [1* (1 + a*) + 207 (557 + 4k +2)] .

Para o calibre circular o« = 0 temos

oW (t) = (usrT)? [(©+1) cos(p) + O—1]% /(40)?, (3.52)
as oscilagoes desaparecem novamente para © = —1, enquanto que elas permanecem para o calibre Landau

a=1:

S =167%62 (2 - 02), SM =167%3, S = 16722 (257 + ©2).

A figura 3.6 mostra a razio I'(¢) = [M(¢)]? /o () para diferentes valores dos parametros a e © no regime

de altas temperaturas.

rm
1.0f

o.8f
o0.6f
0.4f

0.2f

0o ‘ 7T ‘ 27T
Figura 3.6: A razdo I'(¢) = [M(p)]?/onm(p) para diferentes valores dos parametros a e © (mostrado

proximo as respectivas linhas) no regime de altas temperaturas com r = 1. Esqueda: « = 1. Direita:

o= 2.

As figuras 3.5 e 3.6 mostram que as flutuagoes do momento magnético sdo sempre muito altas e

maiores que o quadrado do valor médio do momento magnético.

3.5.3 Armadilha anisotrépica

Aqui, ilustramos o papel da anisotropia da armadilha de potencial inicial no caso especial do calibre
circular & = 0. Se r = 1, entao I'(¢) = 1, em ambos os regimes de baixa e alta temperatura, como se pode
ver comparando as equagoes (3.44) e (3.46) com (3.51) e (3.52). Mas a dependéncia em relagdo a ¢ existe

parar # 1 e © # —1 no caso de baixa temperatura, como se pode ver na figura 3.7. Neste caso temos
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0 0
r > 0.7¢
0.9; 0.62
0.8" 0-5¢
r 0.5 0.47
0.7F 0.3
F —0.5 0.2
0.6 0.1
T 27T @ 7Lr 2‘rr @

Figura 3.7: A razio I'(¢) = [M(9)]?/orm(p) na armadilha anisotropica, para diferentes valores do paré-
metro © (mostrado préximo as respectivas linhas) no regime de baixa temperatura com o = 0. Esqueda:

r = 2. Direita: r = 10.

Sél) =2k%r} (O + 1)2 (1+ r2) , S%l) = 4kr? (0 +1) [/iQ (1+ 7"2) + 4r0]
S =26t (12 4 1/12) + 470 (0% +1)° +4(© +1)*.

Se ©® = —1, entdo T ndo depende de ¢, sendo igual a T, = 73 /[2r3 + 7o — 6]. A dependéncia de I' em relagdo

a ¢ também desaparece no regime de alta temperatura: T™ = 72 /[2(r2 — 2)].

3.6 Radiacao magnética dipolar e tempo de relaxamento

Uma vez que o momento magnético médio oscila com uma frequéncia Of), entao, apés o salto a
particula perdera sua energia devido a radiagido dipolar magnética. O célculo exato dessas perdas em siste-
mas quanticos nao estacionérios com parametros fortemente flutuantes precisa de um estudo separado (veja
alguns esquemas em [85-87]). Aqui, fornecemos apenas estimativas do efeito no caso de alta temperatura.
Esta escolha ¢ explicada pelo fato de que a amplitude das oscilagoes Ay; = |V M;|/2 ndo contém a cons-
tante de Planck neste caso. Para r = 1 temos Ag\}/}) = |ex(2 + kara_)/(2mcOpPr)|. Consequentemente, o
comportamento do momento magnético apés o salto pode ser considerado cldssico. Entao, podemos esperar
que as perdas médias ao longo do periodo de oscilagoes possam ser avaliadas, pelo menos por uma ordem
de magnitude, com o auxilio da férmula classica para a radiacdo dipolo magnética [77, 78|

A3, (00)r  20'%20%(2 + kapa_)?

dE/dt = =
/ 3c? 12m2c 3212

(3.53)

Observe que o lado direito da equagao (3.53) se transforma em zero para © = 1 e © = 0, bem como para
O = —1 e a = 0 (permanecendo diferente de zero se « # 0). Comparando a equacdo (3.53) com a energia
inicial apos o salto no caso de alta temperatura, €M (04) = £(0)(1 + 6€) ~ x2Q(1 + a?)/(Bv), podemos
estimar o tempo de relaxamento inverso 7! na forma 7! = dE/dt/E™ (0+), logo

_12mPePBr(l +o?)
T e2B02(2 4 kaypa_)?’

KQ/v > 1.
Uma estimativa muito grosseira da ordem de magnitude produz
Q1 ~ (m?B)(Aa/re) (v/Q), (3.54)

onde 7, = ¢?/(mc?) and \q = ¢/Q. Embora suponhamos que v/Q < 1, os dois outros termos no produto

(3.54) sao tao grandes que Q7 > 1 para todas as condigdes realistas.
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3.7 Discussao

Neste capitulo mostramos que, de fato, diferentes escolhas do calibre do potencial vetorial (ou,
fisicamente, a forma do solen6ide onde o campo magnético é criado) levam a valores muito diferentes da
energia média e do momento magnético, bem como de suas varidncias, ap6s mudancas rapidas do campo
magnético. Em particular, o aumento de energia do estado inicial de alta temperatura é duas vezes maior
para o calibre de Landau do que para o circular. Por outro lado, a queda méaxima de energia no caso de
baixa temperatura com o calibre Landau é duas vezes menor do que no caso do calibre circular.

Os resultados mais impressionantes estao relacionados ao comportamento do momento magnético.
Além disso, parece que eles podem lancar uma nova luz sobre as propriedades dessa intrincada grandeza
fisica. Por exemplo, pode-se perguntar: por que o momento magnético médio é tao pequeno no caso de
alta temperatura? A resposta termodindmica usual é: isso ocorre porque é preciso calcular a derivada em
relacdo ao campo magnético ndo da energia F, mas da energia livre F' = E — S/f3, de modo que o grande
valor do produto da entropia S pela temperatura absoluta 37! quase cancela a contribuicdo da energia total
E. Mas as formulas (3.34) e (1.30) fornecem uma resposta dindmica complementar: isso ocorre porque o
momento magnético médio é determinado nao apenas pela energia de rotacao da particula, mas também
pelas correlagoes estatisticas entre as coordenadas relativas e do centro. Embora essas coordenadas sejam
desacopladas dinamicamente para o campo magnético independente do tempo, elas sao estatisticamente
acopladas no estado de equilibrio de alta temperatura e esse acoplamento quase cancela a contribuicao da
energia. No entanto, tal cancelamento nao ocorre para a variancia do momento magnético. Nesse caso,
as duas contribui¢des entram com o mesmo sinal, resultando em grandes valores da variancia total (veja
também [88]). Observe que a variancia o), é sempre maior do que o quadrado do valor médio M?, mesmo
no caso de baixa temperatura. E essa variancia é tao grande no caso de altas temperaturas que se pode
questionar: é razoavel falar sobre um pequeno diamagnetismo de uma unica particula no regime de alta
temperatura? Por outro lado, existe realmente um pequeno diamagnetismo para muitos materiais. Essa
aparente contradicao pode ser explicada, provavelmente, se levarmos em conta que os materiais consistem
em um grande nimero N > 1 de particulas. Negligenciando suas interagoes, sabemos que o valor médio
total do momento magnético é proporcional ao numero de particulas, ou seja, My,; = NM. Ao mesmo
tempo, a varidncia total também é proporcional a IV: a](f;“ = Nojs. Portanto, certamente temos pequenas
flutuagoes relativas do momento magnético total no caso de baixa temperatura sob a condigdo N > 1:
U](\ZOt)/[MtotP ~ N7!. No caso de alta temperatura, a condicdo ¢ muito mais dificil: de acordo com a
equacdo (3.49), a desigualdade N > (9/4)ro(Bhw) *(w/v) deve ser satisfeita. Considerando w/v = 100 e
lembrando que iw = pupB, obtemos as seguintes avaliacoes para elétrons numa temperatura absoluta de
300K num campo magnético B = 10° G (e uma armadilha isotrépica com ro = 2): BupB ~ 4 x 103, logo
N > 10'7. Para objetos macroscopicos contendo elétrons (quase) livres, esse ntmero nao é muito grande.

A independéncia dindmica entre as coordenadas relativas e do centro é quebrada quando o campo
magnético depende do tempo. Esse fato tem varias consequéncias importantes. A primeira delas é a quebra
da invariancia de calibre nas expressoes para as mudancas da energia e do momento magnético apés o salto
do campo magnético, bem como suas varidncias. Além disso, os resultados dependem fortemente do grau

de assimetria r da distribui¢do inicial das coordenadas do centro. Além disso, o valor médio do momento
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magnético e sua varidncia oscilam na frequéncia do ciclotron apés o salto. E a amplitude dessas oscilagoes
pode ser tao grande que o valor médio pode mudar periodicamente de sinal, se o sinal do campo magnético
permanecer o mesmo. Lembre-se, no entanto, de que as flutuagoes do momento magnético excedem seu
valor médio em todos os regimes: veja as figuras (3.5)-(3.7).

Nao consideramos o grau de liberdade do spin, pois ele est4 acoplado diretamente ao vetor campo
magnético, sendo, portanto, independente da escolha do calibre do potencial vetorial. Logo, nao é essencial
para nosso estudo.

Agora, vamos discutir as condigoes de validade da aproximacgdo do salto repentino do campo
magnético. Sabe-se que, nos casos especiais de @ = 0 e a = 1, o problema quéntico com uma funcao
arbitraria B(t) pode ser reduzido a resolver a equacio classica da forma [10-12,14] & + w?(t)e = 0, que é
equivalente ao estacionario da equacao de Schrédinger 1/)”+k2(a:)z/) = (. Soluc¢oes analiticas exatas para essas
equagOes sao conhecidas para varias fungoes w2(t) ou k2 (z), descrevendo uma transicao suave da frequéncia
inicial w; para a final wy, com alguma duracao de transicdo caracteristica 7. Sua anélise detalhada sera
realizada no préximo capitulo. Aqui, apenas mencionamos sem prova que, para muitas fungdes wQ(t), a
aproximacao do salto repentino surge como o caso limite da solu¢ao exata sob a condi¢do w;7 < 1. Além
disso, as avaliacOes numeéricas mostram que, em muitos casos, a precisao da aproximagcao do salto repentino
¢ muito boa (com um erro da ordem de alguns por cento) se w;T ~ 0.1.

Outra questdo diz respeito a validade do modelo de campo magnético homogéneo e dependente
do tempo, descrito por meio do potencial vetorial linear (1). Na verdade, uma consequéncia imediata das
equacoes de Maxwell no vacuo é a equacio de segunda ordem para o potencial vetorial: 9%A / ot —2AA =
4mcj (no calibre de Coulomb divA = 0). Isso nos diz que o campo magnético uniforme dependente do tempo
nao pode existir sem alguma densidade de corrente espacialmente distribuida j. Mas experimentos reais sao
realizados dentro de alguns solendides vazios, onde o campo magnético é criado por algumas correntes de
superficie. Portanto, falando formalmente, o campo magnético dependente do tempo no espago vazio dentro
do solendide nao pode ser estritamente homogéneo, devido & reacao reversa do campo elétrico induzido
dependente do tempo. No entanto, na realidade, essa falta de homogeneidade pode ser desprezada se o raio
de Larmor da particula carregada R = v/ é muito menor que a escala de varia¢des espaciais do campo
eletromagnético dependente do tempo, que é da ordem do comprimento de onda A ~ ¢dt, onde Jt caracteriza
a escala de variacoes de tempo do campo. Se 6t ~ Q~1, a limitacio se torna v < ¢, significando a auséncia
do problema para particulas nao relativisticas. Um tinico problema pode surgir para tempos muito curtos
0t = £/ com f < 1 no regime quantico, quando a velocidade ndo pode ser menor que (hQ/m)l/Q. Entao,
a restricdo na frequéncia do ciclotron torna-se Q < fZmc? /h, que é equivalente & limitacdo da forga do
campo magnético B < f2m?c®/(eh). No caso do elétron, obtém-se B < f? x 10'3 G. Consequentemente, o
modelo considerado neste capitulo é bem justificado para campos magnéticos tipicos usados em laboratorios,
que ndo excedem 10°G (veja também [62]), exceto para valores extremamente pequenos do fator f. Por
exemplo, se B ~ 10* G, entdo f deve ser maior que 10~ . Portanto, ndo ha problemas se f ~ 1071,

Vamos enfatizar, em conexdo com os dois itens discutidos acima, que as variagoes do campo
magnético consideradas neste capitulo sao “rapidas”’ apenas do ponto de vista do movimento da particula.
Ou seja, supomos que essas variagoes acontecem durante um curto periodo de tempo, muito menor do

que o periodo de rotagdo da particula no campo magnético (na verdade, dez vezes menor é o bastante em
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muitos casos). Por outro lado, essas variacgoes sdo adiabdticas do ponto de vista do campo eletromagnético,
nas condicoes formuladas acima. Portanto, a aproximacao do campo magnético homogéneo dependente do
tempo permanece valida.

Mostramos ainda que, se o campo magnético aumentar rapidamente, o momento magnético e
suas flutuagoes podem aumentar significativamente. Esse tipo de comportamento parece bastante esperado.
Mas um resultado surpreendente é o grande aumento do momento magnético quando o campo magnético
diminui. Provavelmente, a aproximacgdo da particula livre ndo funciona bem no limite do campo magnético
nulo (quando o raio de Larmor da orbita torna-se muito grande), principalmente quando se esta interessado
nas flutuacées do momento magnético (ja que, em qualquer situagdo real, as particulas se movem em alguma
regido confinada do espago). Este item também serd discutido em mais detalhes no préximo capitulo.

Para melhor avaliar a validade e a precisao dos modelos considerados até aqui, parece razoavel
estudar situagoes em que o campo magnético varia de forma continua. Nao foi possivel resolver esse problema
analiticamente para valores arbitririos do parametro de calibre «, mas é possivel para os calibres especiais
circular e de Landau. Portanto, no proximo capitulo, iremos avaliar essas situacgoes especiais em que a = 0
(calibre circular) e o« = 1 (calibre de Landau), nas quais estudaremos o comportamento dos valores médios

da energia e do momento magnético para algumas mudancas continuas do campo magnético.



Capitulo 4

Evolucao dos valores médios da energia e do momento

magnético para mudancas continuas do campo magnético

Neste capitulo, apresentamos os resultados publicados, até o momento, na pré-impressao [29].
Sabe-se que a equagdo de Schrodinger com o Hamiltoniano (1.1) e uma fungdo arbitraria B(t) em (1) pode
ser resolvida exatamente para dois valores fixos do parametro de calibre a: a = 0 (calibre circular ou
simétrico) [10,11,14-23] e & = 1 (calibre de Landau) [12,24]. Foi mostrado em [10,11] e [12] que, nesses
casos, as solucoes quanticas sao determinadas completamente pela solucao da equagao cldssica de movimento

do oscilador com uma frequéncia dependente do tempo,
E+wi(t)e=0. (4.1)

No caso do calibre circular, deve-se colocar em (4.1) a frequéncia de Larmor wy(t) = w(t) = eB(t)/(2mc),
enquanto que a frequéncia do ciclotron wi(t) = Q(t) = eB(t)/(mc) deve ser usada no caso do calibre Landau.
Chegaremos a esses resultados nas proximas secoes.

Neste ponto, vale a pena ressaltar o seguinte fato: para um campo magnético variavel, a escolha
do parametro « deixa de ser uma escolha de calibre e passa a ser uma escolha concreta de diferentes sistemas
fisicos, pois a configuracao do campo elétrico induzido depende dessa escolha.

Aqui, vamos considerar um estado inicial de equilibrio termodinamico, ou seja, a matriz o, (0) sera

dada pela equagao (1.30). Por simplicidade, vamos reescrevé-la na forma

0q,0) =G , (4.2)
—-p 0 sT 0

0 —p 0 7T/s

onde o coeficiente real s caracteriza o grau de anisotropia do potencial (s = 1 no caso isotropico). Assim

como antes, os valores médios iniciais da energia e do momento magnético sao os seguintes

51‘ = thC, Mz = LLBC(p — 1) = UB [(hwlﬂ)_l — COth(h&)iﬁﬂ 5 (43)

39
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onde pup = eh/(2mc) é o magneton Bohr.

E, novamente, é conveniente dividir as matrizes o,(t) e A,(t) em blocos 2 x 2:

Or  Or¢ A1 A2
o,(t)=G ) , A (t) = . (4.4)

Orc Oc >\3 >\4
As matrizes Go, e Go. descrevem as flutuagoes das coordenadas relativas e do centro, respectivamente.
A matriz Go,. descreve as correlagoes entre esses dois subsistemas. Observe que as flutuagoes iniciais das
coordenadas do centro de orientacao sao mais fortes do que as das coordenadas relativas, especialmente se

T> 1.

Usando as formulas (1.20) e (4.2), podemos escrever os blocos de o,(t) do seguinte modo,
Op = )\15\1 + T}\QSS\Q —p ()\25\1 + )\15\2) 5 Oc = )\35\3 + T)\4SS\4 —p ()\45\3 + )\35\4) 5 (45)

Ore = /\1;\3 + TA255\4 —p ()\2;\3 + )\15\4) s (46)

onde S = diag(s,s ') é uma matriz diagonal.

Supomos que o potencial confinante é removido no instante de tempo ¢t = 0 e que o sistema comeca
a evoluir de acordo com o hamiltoniano (1.1). Entao, a principal ferramenta para calcular os valores médios
da energia e do momento magnético é a matriz de transformacgao A, que, por sua vez, é determinada pelas
solucbes para o conjunto de quatro equagoes diferenciais lineares com coeficientes dependentes do tempo
(1.16)-(1.17). Este conjunto pode ser reduzido a uma tnica equacdo diferencial de segunda ordem em dois
casos especiais: a =0e a =1 (ou o = —1). Esses casos sao estudados separadamente nas segoes 4.1-4.4 e

4.5-4.6.

4.1 O calibre circular: geral

Se a = 0, entdo é conveniente (seguindo [10,11,14]) introduzir as variaveis complexas z = x + iy e

p = pz + ip,. Dessa forma, o sistema de quatro equagdes (1.16)-(1.17) se reduz ao par de equagdes
Z=p/m—iw(t)z, p=—iw(t)p—mw?(t)z.

Escrevendo

chegamos as equacoes

Z=p/m, p=—mw(t)z (4.7)

cuja consequéncia é (4.1) com « = 0 para Z(t). Nos fixamos o par de solugbes complexas independentes ()

e *(t), impondo a condi¢do ao Wronskiano [10, 11]
ge* —%e=2i ou Im(ée”) = 1. (4.8)

Assumimos que w(t) = w; = const > 0 para t < 0e £(t) = w;1/2 exp (iw;t) para t < 0. Isso significa que

escolhemos as condigoes iniciais

e(0) = w; V2 &(0) = w2 (4.9)

3 7
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As solugbes para as equagoes (4.7) sdo as combinagoes lineares,
Z(t) = Cre(t) + Cae™(t), p(t) = m[C1e(t) + Caé™(1)],
onde os coeficientes constantes C' o sao determinados pelas condicoes iniciais. Assim, chegamos as férmulas

2(t) = w;*®(t) [2(0)Re(e) + p(0)Im(e) /(mwi)],  p(t) = maw; *®(¢) [2(0)Re(&) + p(0)Im (&) /(mewy)]

K2

Mais detalhes dos calculos e formas explicitas dos blocos (4.5)-(4.6) e da matriz Ay(t) (4.4) sdo dados no
apéndice C.
Os valores médios da energia e do momento magnético dependem dos tracos das matrizes o, € g;..

Esses tracos tém as seguintes formas explicitas:

Gwi

Tr(Go,) = 22(0) [[F_|? + soX|Fy|> — 2pRe(F_F})] (4.10)
Tr(Goye) = 25;210 [(1+ soY)Re (F_F}) — pRe (F2 + F?)], (4.11)

onde
Fy(t) = w(t)e(t) £ié(t), 259 = s+ s " (4.12)

Observe que os tracos (4.10) e (4.11) sdo invariantes em relacio & transformagdo s — s~ .

Existem dois casos especiais importantes, que serao analisados em mais detalhes nas segoes sub-
sequentes.

1) O regime adiabatico:

e(t) = [w(t)] P explio(t)], () ~ilw(®]'? explip(t)], F_(t) = 20w®)] explip(t)], Fi(t) =0,

t (4.13)
onde ¢(t) = / w(z)dz. Neste caso, a matriz o,4(t) assume a forma
0
1 0 —pcos(2p) 0
u Guw; 0 1 0 —pcos(2¢p)

ol (t) = ; . (4.14)

w(t) —pcos(2¢p) 0 T 0

0 —pcos(2¢p) 0 T

2) O regime assint6tico, quando a frequéncia w(t) assume um valor constante wy depois de algum
intervalo de tempo T (ou assintoticamente para ¢ — 00). Neste caso, pode-se escrever a solugdo €(t) para
t > T na forma

e(t) = |wy| V2 uyellorlt 4 u_eﬂ"”flt} , (4.15)

onde coeficientes complexos constantes u4 obedecem & relacao
s = Ju_|* =1, (4.16)
em consequéncia da condigao (4.8). Entéo, temos para t > T,

Fy(t) = 2lws |V 2upeTilortt, (4.17)
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4.1.1 Evolucao da energia média

As equacgaoes (1.10) e (4.10) levam as seguintes expressoes para a energia média:

Ei
4wi

E(t) = mQ2(t)Tr(Go,) /2 = [[F-] + s0Y|Fy > = 2pRe(F_F,)], & = 4mw]G. (4.18)

No regime assintotico (4.15), a razdo da energia final em relagdo a inicial é igual a

E7/& = (lwrl/ws) [Jus ? + soThu_ | — 2p Re(uzu_)]. (4.19)

Regime adiabatico

Escrevendo a solugdo para a equagdo (4.1) na forma

(1) = [w(t)] "2 explip(t)], ww=4wmm, (4.20)
temos . ‘
E= (iw1/2 — 2:)3/2> exp(ip), ge¥ =1 — ;ﬁ’

entdo a condi¢do Im(ée*) = 1 é automaticamente satisfeita. Nesse caso, £(t) ~ 4mGuw,;w(t), o que significa
que a razdo E(t)/w(t) é o invariante adiabético conhecido, que ndo depende dos parametros p, YT e s. No
entanto, este invariante existe apenas para w(t) > 0. Na verdade, calculando a segunda derivada de £(¢),
chega-se a equacao
30? @
E+we= (4w5/2 2w3/2> exp(ip). (4.21)

O lado direito de (4.21) pode ser negligenciado sob as condigoes
lo/w?| < 1, |w/w? < 1. (4.22)

Se a frequéncia de Larmor w(¢) muda de sinal, passando lentamente pelo valor w = 0, as desigualdades (4.22)

ndo podem ser garantidas, e a situacio pode ser bem diferente, essa situagio sera analisada na se¢do 4.4.1.

Salto repentino do campo magnético

Um caso especial simples é um salto instantaneo da frequéncia do valor w; quando ¢ < 0 para wy

quando ¢t > 0. Entao nés temos para ¢t > 0 a solugdo (4.15) com

_ |wrl Fwi

Ug = ———, (4.23)
2V/|wyrlw;
entao
Er/&i = [(w? +w?) (1+s0Y) — 2wilwy| (50T — 1) — 2p (w]% —w7)] / (4w7), (4.24)

esse resultado é equivalente & equacdo (3.23) com o =0,7r=1e O =1+ Kk = wy/w;. A equacdo (4.24) é
simétrica em relacdo & inversao wy — —wy. Em particular, £ /& = 1 se wy = —w; (a inversao instantanea
do campo magnético). Outra caracteristica interessante da formula (4.24) é que a razdo £;/&; para o salto
repentino em funcao da frequéncia final wy nao é analitica no ponto wy = 0 se soT > 1. Esta descontinuidade

da derivada é claramente vista como uma ponta na figura 4.7.
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A equacdo (4.24) prevé que a energia média nio vai a zero apés o salto instantaneo da frequéncia

para wy = 0 (ao contrario da evolucdo adiabatica):
Er)E =1+ soY +2p] /4 > 1/2. (4.25)

Pode-se questionar esse resultado, porque o limite w; — 0 ndo é justificado nas equagoes iniciais (4.15)
e (4.23). No entanto, a solugdo exata para a equagdo (4.1) com w(t) = 0 quando ¢t > 0, satisfazendo as
condigoes iniciais (4.9), tem a forma (esta solu¢éo foi usada em [89] em conexdo com o conceito de “estilingue
quantico”)

e(t) = w; 2 (1 + dw;t). (4.26)

Por isso, Fi(t) = IFoJl-l/2

, entdo a equacdo (4.18) resulta na mesma férmula (4.25). O valor minimo 1/2
do lado direito da equagdo (4.25) é alcangado para temperatura nula (T = 1 e p = 0) na armadilha
isotropica (so = 1). Nesse limite, £7/& = (wi + wjzc)/(2w12) Mas a energia final pode ser muito maior
do que a inicial ap6s o desligamento instantaneo do campo magnético, se T > 1 ou so > 1 (o estado
inicial de alta temperatura ou uma armadilha fortemente anisotrépica). A formula aproximada nesse caso é
Er/E = 50T (wi — |wy])?/(4w?).

O modelo de saltos instantineos dos pardmetros foi usado por muitos autores para a anélise
de varios processos fisicos [36, 58, 62,66-70,90-102]. Sua validade é analisada nas proximas se¢oes. Em

particular, mostramos explicitamente na secao 4.2.1 que os resultados exatos para ws = 0 em alguns casos

podem ser bastante diferentes de (4.25).

Ressonancia paramétrica

Uma solugao aproximada para a equagao (4.1) na forma (4.15), com wy = w; e coeficientes variando
lentamente com o tempo,

uy (t) = cosh(wivt), wu_(t) = —isinh(w;yt), (4.27)

existe no caso da ressonincia paramétrica, quando o campo magnético é modulado harmonicamente com
duas vezes a frequéncia de Larmor e uma pequena amplitude de modulagdo (veja, por exemplo, em [37,93,
103,104)):

w(t) = w; [1 4 2ycos(2w;t)], |y < 1. (4.28)

Entao,

E(t)/£(0) = cosh?(wiyt) + so Y sinh? (wit). (4.29)

Observe que o coeficiente p ndo aparece em (4.29), porque Re(uyu_) = 0 nesse caso.

4.1.2 Flutuacgoes da energia

As flutuacoes da energia o = (H?) — (H)?, seguindo a equacio (3.24) e as expressoes explicitas do

apéndice B, assume a forma

2
op = [2mw2(t)} <20f1 + 2032 + [mmyr]Q) .
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Comparando esta expressao com (C.5) e (4.18) no caso em que s = 1, chegamos ao simples resultado
op(t) = EX(t) — [hw()]?, (4.30)

que é valido para quaisquer valores dos parametros T e p. Se s # 1, entdo a férmula para op é muito
complicada (contendo fungdes trigonométricas de @), portanto, nao consideramos este caso geral aqui. Tendo

em vista a equagao (4.3), o nivel inicial de flutuacdes da energia é dado pelas formulas

op(0) = (hw)* (C* 1),  op(0)/2 =1 — tanh®(hw;B). (4.31)

4.1.3 Evolugao do momento magnético médio

As equacgoes, (3.34), (4.10) e (4.11) resultam na seguinte expressdo para o valor médio do momento

magnético em func¢io do tempo:
M(t) = —[ew(t)G/c|Tx (o + 0rc) = —(1BC/2) {w(t)|5|2 +1+7Tso [w(t)\e\Q — 1] — 2pw(t)Re(€2)} . (4.32)

Observe que a derivada £(¢) ndo entra na féormula para o momento magnético médio, em contraste com a
formula (4.18) para a energia média. Em particular, no caso da temperatura extremamente baixa (C =T = 1,
p =0) temos

MO (1) = —(upC/2) [w(t)|el*(1 + so) + 1 — s0] - (4.33)

Observe que o parametro Y quase desaparece no caso adiabatico, quando w(t)|e|* — 1 =~ 0:

Maa(t) = psC [pcos(2¢) — 1], o(t) = /0 w(T)dr. (4.34)

Vemos que o valor médio do momento magnético é um invariante adiabético somente para p =0e C =1
(estado inicial de temperatura zero). Se p > 0, Mgq(t) ¢ uma fungao oscilante do tempo (sendo sempre
negativa). Observe que |[M,y4(t)| pode atingir valores muito grandes no caso de alta temperatura, quando
C > 1. Voltaremos a este assunto na secao 4.7.

Em regimes nio adiabaticos, quando a diferenca w(t)|e|*> — 1 ndo se aproxima de zero (incluindo
todas as situagoes com w < 0), a equagdo (4.32) mostra que a contribuigdo de termos contendo o parametro
p pode ser negligenciada (porque p é proximo de zero para baixas temperaturas e p < s no caso de alta
temperatura). Essa observagdo nos ajudaré a simplificar muitas formulas.

No regime assintotico (4.15) obtemos
wille)® = Ju—|® + Juy|* + 2Re(u_u?) cos(2lwy[t) + 2Im(u_u?, ) sin(2|wyt), (4.35)

lws|Re(e?) = Re(u? + u3 ) cos(2lwst) + Im(u? — u? ) sin(2|wys|t) + 2Re(u_uy). (4.36)

Usando a relacdo acos(x) + bsin(z) = v a? + b?sin(z + ¢) (onde ¢ é alguma fase que nao é interessante
para nossos propositos), podemos reescrever o lado direito da equacao (4.32) como a soma de uma parte

constante (que ¢ a média das oscilagbes temporais) e uma parte oscilante:
M(t) = ((M)) + AM sin(2lwy|t + ¢), (4.37)

(M) = —pCo [Juo]? + lu_s 20T — 2pRe(u_uy)], o = wp/lwyl, (4.38)
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AM| = 1usCl{(1+ s00)?usu-[* = 20(1 + soT)Re(upu) (jur 2 + fu?) (4.39)
1/2
0 [Ju [P+ Ju-? + 2Re(udu2 )] }

Observe que uma consequéncia da identidade (4.16) é a relacao

lug]® + Ju_|* = /14 4|uyu_|? (4.40)

Portanto, as expressoes mais simples podem ser escritas para o caso inicial de temperatura zero

com soY =1ep=0:

((M)) = —upCor/1+ 4ugu_|?, IAM| = 2|pupCuyu_|. (4.41)

Foérmulas simples também podem ser escritas no caso de alta temperatura soT > 1. Se wy < 0, entdo,

]_ —~——
(M) = SupCsoT (1 T 4\u+u,|2) . 1AM & |ppCsoYuu_|. (4.42)

Vemos que a amplitude das oscilagoes esta proxima do valor médio se |upu_| > 1, sendo sempre menor que
o valor médio. Consequentemente, M (t) nao muda o sinal no regime assintéotico nesses dois casos especiais.

Em regimes nao adiabaticos, os termos contendo o parametro p podem ser negligenciados nas
equagdes (4.38) e (4.40). Nestes casos, temos que calcular o tnico coeficiente |u_|?. Em particular, para

wy < 0 podemos usar as seguintes férmulas aproximadas:

(M) = upC [lu—|P(1 + soT) + 50Y] . |[AM| = ppC(1 + s07)|u_|/T + [u_|2. (4.43)

O caso de salto repentino

As formulas (4.32), (4.35) e (4.36) podem ser simplificadas no caso especial do salto repentino do
campo magnético, quando os coeficientes u4 sdo reais: veja a equagio (4.23). Entédo, para qualquer sinal da

frequéncia final wy, obtemos

wr +w;j wy Wr—wi . o W_
=— —— —p— + Tsg————— —— (147 4.44
M(t) uBC{ 0, pwz_ + Tso 0, + sin(wyt) [pW 5 (I1+7so)| ¢, (4.44)
w]% +w? ] _
onde Wy = . Em particular, na temperatura zero, temos a razao
wWiW ¢

AM|  |wi—o?
R= = . 4.45
((MD] | wf+w? (44)

O momento magnético muda de sinal imediatamente apds o salto (em ¢ = 0+), se

TSO—l

<KWy =Wj -
wrse oJ'I"so—i—l—Qp

Observe que w, é apenas ligeiramente menor que w; no caso de alta temperatura (T > 1 e p &~ 1). Mas
mesmo no caso da temperatura zero (Y = 1 e p = 0), w, pode estar perto de w; em armadilhas iniciais

fortemente anisotrépicas com s > 1. Se wy = 0 exatamente, entdo

My =pupC(Ysyg—1)/2 = const >0 (4.46)
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apos desligar o campo. O mesmo resultado segue da equacado (4.32) com w(t) =0e e(t) = wi_l/Q(l + iw;t)
quando ¢t > 0. No entanto, se wy # 0, entdo o momento magnético oscila com a frequéncia 2|wy|, e a

amplitude das oscilacdes pode ser bastante alta. Por exemplo, para |wy| < w; temos
C ,
M(t) = — “% 1-Tso + 2 sin?(wyt) (1+Tso+20) | - (4.47)
wr

Devido & fracdo w;/wys, o momento magnético pode atingir periodicamente valores negativos muito altos
para wy > 0 (e valores positivos para wy < 0). Além disso, M(t) muda seu sinal durante a evoluc¢do se
wy > 0, porque 1-Tsy < 0.

As equagbes (4.46) e (4.47) mostram que a divisdo do momento magnético médio nas partes cons-
tante e oscilante (4.37) é questionéavel para wy — 0, quando o periodo de oscilages torna-se extremamente
grande. De fato, a equagdo (4.47) leva a razdo R = |m|/|<</\/1>>| ~ 1se |[1-Tso| < |wi/ws| (1+Tso+2p),
enquanto a equagao (4.46) fornece AM =0 se wy = 0 exatamente.

Apos a repentina inversdo do campo magnético (wy = —w;) temos a funcdo positiva
M(t) = pupC [Tso — p+2p sinz(wit)] , (4.48)

vemos que a amplitude das oscilagdes é muito pequena em comparagdo com o valor médio ((M)) para esta

escolha especifica da frequéncia final.

Ressonancia paramétrica

No caso da ressonancia paramétrica (4.27) temos

M,es(t) = —pupC [cosh2 (wivt) + Tsg sinh? (wivt) + (1 4+ Ysp) sinh(2w;yt) sin(2w;t) /2 — pcos(2wit)] .
(4.49)
Essa quantidade cresce com o tempo em valor absoluto, mas ndo muda seu sinal negativo, apesar das fortes

oscilacoes.

4.1.4 Flutuacoes do momento magnético

As expressoes explicitas em termos de todos os pardmetros iniciais para as flutuagoes do momento
magnético oy = (M?)—(M)?, dadas pela equacio (3.47), sdo bastante complicadas. Veja as equacdes (C.5)-
(C.6). Por este motivo, limitamo-nos aqui ao caso da armadilha simétrica (s = 1), com T4, = T.y. = 0.

Entéo, levando em consideragdo a formula (4.32) e as simetrias das matrizes (C.9)-(C.10), encontramos
on = [ew(t)/d? {2 (20}, — 014) + 8011013 + 2075 + 2011033 + [&, §r] /2} - (4.50)

No entanto, mesmo esta férmula ainda é bastante complicada, uma vez que cada termo o;; é uma combinagao
linear ndo homogeénea dos parametros T e p com coeficientes diferentes. Portanto, nos limitamos aqui aos
casos limites de baixas e altas temperaturas iniciais.

No caso de temperatura zero (p = 0, C =T = 1), usando as equagdes (C.9) e (C.10) junto com a
identidade

|€|2|€'|2 — ReZ(és*) = ImQ(és*) =1,
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obtemos depois de alguma algebra uma férmula extremamente simples

o) = iy [wvlel?)” = [MO®)] . (451)

ela mostra que as flutuagoes quanticas do momento magnético sao sempre fortes, mesmo para a temperatura
Zero.

No caso adiabéatico, a matriz (4.14) leva a formula

Jﬁd)(t) = (upC)? [2 + Y + p?cos?(2¢) — 4p cos(2<p)] /2 — % /2. (4.52)

Em oposigao a equagao (4.34) para o momento magnético médio, a varidncia do momento magnético contém
o termo proporcional a T no regime adiabético. Portanto, no caso de alta temperatura, temos aj(éd) =
(1BC)?Y/2 > M2, Aléem disso, o\2?(f) é quase constante para T > 1, uma vez que a amplitude das
oscilagoes é muito menor do que Y (lembre-se de que p < 1). Por outro lado, no regime ndo adiabatico
obtemos, levando em consideragio apenas termos proporcionais a Y nas matrizes (C.9)-(C.10) e comparando

o resultado com (4.32), a seguinte férmula no caso de alta temperatura:
9 2
o) = (upCT)? [w(®)|e? = 1) = 4 [M®]" (4.53)

que ¢ valida desde que Y [w(t)e|* — 1] > 1.

Foi mostrado em [88] que as flutuagbes quanticas do momento magnético sdo muito grandes no
estado de equilibrio de alta temperatura (quando o valor médio é pequeno). As formulas desta segdo mostram
que o campo magnético dependente do tempo amplifica essas flutuacoes. Assim, em cada medi¢do concreta
podem-se obter os valores do momento magnético de qualquer sinal, com grandes diferencas nos resultados
dos diferentes experimentos. Os desvios quadrados médios podem ser muito maiores do que os valores médios

obtidos ap6s a média de muitos testes.

4.2 Solucoes explicitas da equacao do oscilador em termos de funcgoes elemen-
tares

Solugbes exatas para a equagao (4.1) sdo conhecidas para cerca de uma duzia de familias de fungoes
w(t): veja, por exemplo, uma lista em [52] (uma vez que consideramos o calibre circular nesta segdo, w
significa a Frequéncia de Larmor). Na maioria dos casos, essas solugoes sdo expressas em termos de varias
funcoes especiais. No entanto, existem pelo menos trés exemplos especificos, quando as solug¢oes podem ser
expressas em termos de fungoes elementares. Dois deles descrevem a redugao em poténcia inversa do campo
magnético até o valor zero, enquanto o terceiro corresponde & reducao do tipo exponencial para um valor

final arbitrario.

4.2.1 Reducgao linear inversa do campo magnético
Pode-se verificar facilmente que a equagao (4.1) com a fungao

wo, tSO

w(t) = , T=1+1t/ty (4.54)
wolo/(t +1to) = wo/7, t=0
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tem solucdes /2% onde r = / 1/4 — u? e u = woty (veja, por exemplo, em [105,106]). Portanto, a fungdo
e(t) satisfazendo as condigoes iniciais (4.9) tem a seguinte forma para t > 0 (ou 7 > 1):

\/F
4r\/wo

E(t) = ;{\‘;E [(2r + 2iu+ 1)7" + (2r — 2iu — 1)77"] . (4.55)

Observe que os parametros de adiabaticidade, introduzidos na equacao (4.22), tém formas muito simples e

et) = [(27" + 2iu — 1)7" + (2r — 2iu + 1)T—r] ,

independentes do tempo: |w/w?| = (woto) ™' = u™ !, |0/w?| = 2u~!. Consequentemente, o regime adiabético
corresponde a valores em que u >> 1, por outro lado, o caso em que u < 1 pode ser considerado um anélogo
do salto repentino. Observe que essa funcao (4.55) é proxima a (4.26) no limite em que 7> 1 e u < 1.
No entanto, essas funcoes nao coincidem exatamente. Consequéncias importantes dessa diferenca serao

mostradas a seguir.

Rapida variacao do campo
Se u < 1/2, a equacao (4.18) resulta na formula
E)/E = |:(TT - T_T)Q +16r° + 50T (77 — 7'_T)2 +dpr (777 — T_2T)} /(16772). (4.56)

Se u < 1, entdo ty <K wy 1. Consequentemente, para quase todos os valores da variavel de tempo ¢, que nio
sdo extremamente pequenos, temos 7 > 1. Além disso, 2r estd muito proximo de uma unidade neste caso.
Negligenciando os termos 72" e colocando r = 1/2 nos coeficientes da equacio (4.56) (exceto pelo expoente

r =(1—14)/2), chegamos a uma expressio simplificada
EM))E ~ (14 s +2p)/(47°), d=1-2r~2u? < 1. (4.57)

Portanto, a energia média cai rapidamente para o valor de salto repentino (4.25), e permanece neste nivel
por um longo intervalo de tempo, quando 7% ~ 1. Observe que a precisio relativa da aproximacio (4.57)
é melhor que 0.01 ja para t > 10{y. Finalmente, a energia caird para zero de qualquer maneira, mas
isso acontecerd para valores extremamente grandes de 7. Por exemplo, se soT > 1, entao a desigualdade
TS T, = (30'1”/4)1/‘s deve ser satisfeita. Se, por exemplo, v = 0.1, so = 1 e T = 40, entdo 7, ~ 10°.

A equacao (4.32) produz a seguinte expressdo para o momento magnético médio:

1 T
M(r) = —psC {1 + 7167302 (L= 2r)7 + (1420077 2] + £ [(1 = 20)7 — (L4 20)7 ] }
(4.58)
Para u < 1 e 7> 1, esta expressdo pode ser escrita na simples forma
1—s5YT ¢

Negligenciando o termo proporcional a ¢ em (4.59), chega-se a formula de aproximacédo do salto repentino
(4.46). No entanto, isso pode ser feito desde que 7 < 1/6. Quando 7 — 0o, 0 momento magnético cresce
ilimitadamente (mantendo o sinal inicial).

No caso intermediario em que u = 1/2, temos

E)/& = % 1+ In?(7)(1 4 s0)/4 + pln(7)] , (4.60)

M =ppC{p—1—(1+sT)[In*(7) —2In(7)]/4 — pln(r)} . (4.61)
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Lenta variacao do campo

Se u > 1/2, entao,
e(t) = [w(t)] Y2 [e" +sin(v)(2i0, — 1)/(27)] ., (t) = i[w(®)]/? [ +sin(v)(2id, + 1)/(2v)],  (4.62)

onde v = u?2—-1/4 = |r|, v = vIn(r) e 6, = u — 7. Observe que v estd perto da fase adiabatica
t

/ w(z)dx = uln(r) para u > 1, embora essas quantidades nao coincidam exatamente.
0
Agora, a equagao (4.18) assume a forma

sin?(v)(2 + soY)  psin(2v)
2(4u? - 1) du? —1

E(t)/€; = % 1+ (4.63)

Esta formula nos da a precisdo do invariante adiabatico £(t)/w(t) = &;/w; para u > 1. A peculiaridade da
dependéncia da frequéncia (4.54) é que o regime adiabatico é mantido mesmo quando w(7) — 0, considerando
que a condigao (4.22) falha para uma funcgao genérica w(t), se w estd proximo de zero: veja exemplos nas
secoes a seguir.

Em todos os casos, a energia média tende, finalmente, ao valor zero, embora o tempo efetivo
necessario dependa do parametro u. Paradoxalmente, este tempo efetivo final é muito maior no caso de uma
“evolugao inicial rapida” (quase um salto repentino, u < 1) do que no caso de uma “evolugio lenta” (quase
adiabatica, u > 1). Exemplos dessa evolucdo sdo mostrados nas figuras 4.1 e 4.2. E impressionante que a
evolucao ainda esteja muito longe da situacao assintética estavel mesmo quando a frequéncia é 100 vezes

menor que o valor inicial (quando 7 ~ 4.6).

El&; E1&;

0.6

0.4

UL LIS L, LIS

0.2

=In(7)

2 4 6 8 10 =In(7)

2 4 6 8 10
Figura 4.1: A razdo £(7)/&; para diferentes valores do parametro de assimetria s (dado proximo as curvas)
para o decaimento linear inverso do campo magnético (4.54) com u = wotp = 1/2. Esquerda: o caso de
baixa temperatura, p = 0, T = 1. Direita: o caso de alta temperatura, p = 1, T = 10. As linhas tracejadas

mostram a razio w(7)/w;.

O momento magnético médio é igual a

neC

M = ,UzBC[pCOS(QV) — 1] — m

{(1+s0Y) [Sin2(1/) — |r|sin(2v)] + 2p|r| sin(2v) } . (4.64)

Esta formula da corregoes para a equagao adiabatica (4.34), demonstrando novamente a auséncia da invari-

ancia adiabatica para o momento magnético, exceto para o caso em que p = 0.
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&l&; &l&;
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Figura 4.2: A razdo £(7)/&; para diferentes valores do parametro da velocidade de evolugdo u = wyto
(mostrados proximo as curvas) para o decaimento linear inverso do campo magnético (4.54) com o parametro
de assimetria s = 1 (uma armadilha isotropica). Esquerda: o caso de baixa temperatura, p = 0, T = 1.

Direita: o caso de alta temperatura, p = 1, T = 10. As linhas tracejadas mostram a razio w(7)/w;.

O momento magnético médio oscila com uma frequéncia logaritmicamente crescente no caso “adi-
abatico” u > 1/2, enquanto aumenta ilimitadamente se u < 1/2. Este comportamento é mostrado na figura
4.3. Vemos que nem as aproximacoes adiabaticas nem de salto repentino funcionam em todo o eixo do

tempo, embora ambas as aproximagcoes possam ter sentido dentro de alguns intervalos de tempo limitados.

M/(uC) M/(u5C)
o b e b b 4\. L1 é T S N SR In(T) - — L L LT T |n('[)
i i 34
-5 -10-

~10- 20 1/4
i _agl 112

15 0
I 405

Figura 4.3: O momento magnético médio M(7) para diferentes valores do parametro da velocidade de
evolugdo u = woty (mostrados proximo as curvas) para o decaimento linear inverso do campo magnético
(4.54) com o pardmetro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotropica). Esquerda: o caso de baixa

temperatura, p = 0, T = 1. Direita: o caso de alta temperatura, p =1, T = 10.

4.2.2 Redugao quadratica inversa do campo magnético

E interessante verificar se existe uma funcio w(t) para a qual a forma adiabatica da solucio (4.20)

é ezata. Para encontra-la, é preciso resolver a equagdo que segue a partir da formula (4.21): 2wd = 302,
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Usando a técnica padrao, pode-se transforma-la na equagao linear dy/dw = 3y/w em relacdo a funcao y = w2,

Finalmente, chegamos & seguinte funcio (assumindo que w = wg = const para t < 0):

w(t) = o Tl , T=141t/ts, u=wotp. (4.65)
wo/T3, T>1
Solugbes analiticas para a equagdo (4.1) com esta funcio tem a forma 7exp(tiu/7) (veja também, por
exemplo, em [107]).

Agora, os parametros adiabaticos dependem do tempo: |w|/w? = 27 /u, |0|/w?® = 6(7/u)?. Observe
que 7/u = (t+ty)/(wot?). A condicio necessaria para a aproximacio adiabética é u > 1. No entanto, mesmo
sob esta condicao, espera-se que a aproximacdo adiabatica falhe assintoticamente, quando ¢ >> wy w2, Por
outro lado, pode-se esperar que a aproximacao de salto repentino seja muito boa para u < 1 e qualquer
valor de 7. Mas o que acontece na realidade?

Pode-se verificar que essa fungio ¢(t) satisfazendo as condigdes iniciais (4.9) é a seguinte superpo-

sicdo das fungdes T exp(+iu/7T) quando t > O:

e(t) = u\;To [uexp(ig) — sin(p)] = [w(t)] "/ [exp(i) — sin(p)/u], (4.66)
= —1/7) = uwol = tw z)dr
p=u(l—1/m) = = _/0 (z)da. (4.67)

A derivada em relacao ao tempo é

5

gty = i [u(T + iu) exp(ip) — 7sin(p) — ucos(p)]

= [w(t)/? [i exp(ip)(1 — it /u) — (Tsinp + ucos ) /u?] . (4.68)

Esta féormula mostra claramente que a condicao v > 1 nao é suficiente para a validade da aproximagao

adiabética: uma condic¢ao adicional 7 < u deve ser satisfeita. Outras relagbes tteis sdo
Fo(t) = w(t)e(t) +ié(t) = [w(t)]/? {(i/u) exp(i@) — [(u + iT) sin @ + iu cos ¢] /u2} , (4.69)
F_(t) = w(t)e(t) — i(t) = [w(t)]/? {2exp(ip)[l — i7/(2u)] + [(iT — u) sin @ + iu cos @] /u2} . (4.70)
Os valores limite quando 7 — oo,
Fy(00) = +iy/wo [uexp(iu) — sin(u)] /u?, (4.71)
produzem o seguinte valor assintético diferente de zero da energia média, de acordo com a equagdo (4.18):
E(00) /& = {[u® + sin®(u) — usin(2u)] (1 + 55" Y) — 2p [u? cos(2u) + sin®(u) — usin(2u)] } /(4u?). (4.72)

Tomando o limite u — 0 na equagao (4.72), chega-se a formula de aproximacao do salto repentino (4.25), até

os termos da ordem de u?. Por outro lado, as expansoes de Taylor das funcoes (4.69) e (4.70) para u < 1,
F, =—\/wg [1 — 7% +i(u/3) (1 - 7'71)3 + O(UQ)] . Fo=wo [+ 72 +i(u/3) (143771 =372 —773) + O(u?)],

mostram que o erro da aproximacao do salto repentino é de cerca de 10% ja para t = 2ty (ou 7 = 3). Para

t =9ty (ou 7 = 10), a o erro é de cerca de 1%.
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A formula (4.32) para o momento magnético médio assume a seguinte forma

1 in? in(2
M = —upC {1 — peos(2¢) + 5(1+ 50T = 2p) Smug‘p) - Smi ‘p)] } . (4.73)
Se u < 1 (o regime de salto repentino), entéo,
1
M(r) = SpuC [s6T — 1 — (14 50T —2p)/7* + O(u?)] (4.74)

em acordo com a equagao (4.46). Por outro lado, se u > 1 (o regime adiabatico), o valor assintético (para
T — 00)

M(o0) = —pupC [1 = pcos(2u) + O(u™)], (4.75)
parece ser muito sensivel em relacao ao valor concreto do pardmetro u. Neste caso, o momento magnético
médio é preservado para o estado inicial de temperatura zero (p = 0), embora possa ser muito maior do que
o inicial para estados iniciais de alta temperatura (p = 1), para quase todos os valores de u. As figuras 4.4 e

4.5 mostram as fun¢es £(7)/E; e M(7) para diferentes valores do pardmetro u nas armadilhas isotrépicas

com s = 1.
ElE; &l&;
1.0 3.0

25

2.0

S wlw;
3

TT T T T T T AT T T T [ T T T T T T T T[T T T TT

T T T T T T Il e e S S O A M B G lln(z’) T S T Nl e e = ST P N YO T SO TN SRR O SR lln(T)

1.0 1.5 2.0 25 3.0 1.0 1.5 2.0 25 3.0
Figura 4.4: A razdo £(7)/&; para diferentes valores do parametro da velocidade de evolugdo u = woto
(mostrados préximo as curvas) para o decaimento quadratico inverso do campo magnético (4.65) com o

parametro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotropica). Esquerda: o caso de baixa temperatura, p = 0,

T = 1. Direita: o caso de alta temperatura, p = 1, T = 10. As linhas tracejadas mostram a razéo w(7)/w;.

4.2.3 Reducao de frequéncia tipo exponencial para um valor final

A equacdo (4.1) pode ser resolvida em termos de fungoes trigonométricas e hiperbolicas para [108]
2w

2 2
wi(t) =w* + ———.
®) cosh?(wot)

(4.76)

Este exemplo é interessante porque descreve a evolugao que nao é adiabética nem rapida.

Neste caso, temos w? = w? + 2w e w; = w. E conveniente introduzir a frequéncia “intermedidria”

wf =w? +w(2). Entao, a solugao satisfazendo as condigoes iniciais (4.9) em ¢ = 0 pode ser escrita da seguinte
forma,
() = Dy [1 + i tanh( )} 4 D_emit [1 0 tanh( )} D, = Wi t(477)
e(t) = e i— tanh(r _e —¢— tanh(7)|, =—=———, 7T =uwpt. .
* w w =7 202 0
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\ ‘r’é*vw”w» :é”\‘i;ln(r)

Figura 4.5: O momento magnético médio M(7) para diferentes valores do pardmetro da velocidade de
evolugdo u = wyto (mostrados proximo as curvas) para o decaimento quadréatico inverso do campo magnético
(4.65) com o parametro de assimetria s = 1 (uma armadilha isotropica). Esquerda: o caso de baixa
temperatura, p = 0, T = 1. Direita: o caso de alta temperatura, p = 1, T = 10. As linhas tracejadas

mostram a razao w(7)/w.

Esta fungao torna-se muito proxima da forma assintética (4.15) ja para 7 > 4 (ja que tanh(4) &~ 0.9993), a
menos que a razdo w/wp seja extremamente pequena. Os coeficientes uy neste caso, sdo dados pela formula

u+ = wD4 (1 +iwp/w). Usando a equagao (4.19), obtemos a energia média assintética

E(o0) = & 5 [(w% + wwi)Z + 507 (w] — wwi)Q - pr(ﬂ . (4.78)

2
dwiw;

Se w > wp, entdo a frequéncia final é muito préoxima da inicial, entdo £(c0) & &; para quaisquer valores dos

parametros Y e p. Por outro lado, se w = 0, entao,

O minimo 1/4 desta relagao é alcangado para a temperatura zero inicial e armadilha isotrépica, embora possa
ser bastante alto no caso de alta temperatura. A razao £(00)/&; é uma funcdo monotonamente crescente
da frequéncia final w no caso de baixa temperatura (Y = 1). Porém, apresenta um comportamento mais
interessante em fun¢do da razdo w/wg no caso de alta temperatura (T > 1): veja a figura 4.6. Nao trazemos

aqui as formulas explicitas para a func¢do dependente do tempo £(7), uma vez que sdo bastante complicadas.

Uma reducgao para a frequéncia final zero

Tomando o limite w — 0 na equagdo (4.77) e assumindo wy = 1 (ou seja, w; = V/2), obtemos a

solucao
iV/2 — 7 — sinh(7) cosh(T)
21/4 cosh?(7)

e(t) =27Y* |1 — 7 tanh(r) + iﬁtanh(ﬂ} , E(t) = (4.80)

Por isso,
V2 [Co(r) — 3cosh?(r) + 2]
2 cosh*(7)

V2[Co(7) + Cx(7) — 2]

Fy? =
IFl 2 cosh* ()

; Re(F_Fy) =

)
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Figura 4.6: Esquerda: A razao assintotica £(00)/&; em funcdo da razdo w/wy para a variacao exponencial
do campo magnético (4.76) nos casos de baixa temperatura (p = 0, T = 1) e alta temperatura (p = 1,
T = 10). Direita: a razao dependente do tempo £(7)/&; no caso de alta temperatura (p = 1, T = 10), para
diferentes valores da razdo w/wy (mostrado proximo as curvas relacionadas). O pardmetro de assimetria

s =1 (a armadilha isotrépica).

Co(7) = cosh*(1) — 27 cosh(7) sinh(7) + 72 [2 cosh?(7) — 1, Ci(r)= cosh?(7) [5 + 4 cosh(7)] .

A evolucdo da energia média é dada pela formula

O +Cy =248 (C_ +Co—2)—2p (24 Co — 3cosh®(7)]

E(r 51' 4.81
™/ 8 cosh?*(7) (4.81)
O valor assintotico em 7 — oo é dado pela equacio (4.79).
Usando a equagdo (4.32), obtemos a seguinte expressao para 0 momento magnético médio:
—usC
M(7) = ﬁﬁ() [S+ (1 — 50T) cosh(r) — 287 tanh(r) + (S7> + 28 + 8p) tanh2(7)} ) (4.82)
T
onde § =1+ 50T — 2p. O valor assintético em 7 — 0o é sempre nao negativo:
M(0) = upC (50T —1)/2. (4.83)

E igual a zero apenas para o estado inicial de temperatura zero na armadilha isotrépica.

4.3 Solugoes exatas em termos de fungoes hipergeométricas e cilindricas

Nos trés exemplos da se¢do anterior, o sinal da frequéncia (ou do campo magnético) ndo muda.
Parece que um comportamento mais interessante pode ser observado nas situacoes em que o campo magnético
muda de sinal. Nesta secao, consideramos um exemplo de frequéncia com variacao exponencial no semieixo

do tempo na seguinte forma:

Wi, t S 0
w(t) = (4.84)
wf + (w; —wys)exp(—kt), t>0
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Solugdes para a equacdo (4.1) com a funcao (4.84) foram consideradas em [15]. Elas podem ser expressas

em termos da fungao hipergeométrica confluente. Isso pode ser obtido por meio da seguinte transformagcao:
e =2V 2 exp(—z/2)y(x), == x0exp(—rt).
Entéo, a equagdo (4.1) assume a forma canénica da equagido para a fungdo hipergeométrica confluente,
xd*y/dx® + (c — z)dy/dx — ay = 0, (4.85)
com o seguinte conjunto de parametros:
ro=2ip, a=1/2, c=1-2iy, p=(w—wys)/k, v=ws/k. (4.86)

Escolhendo a solugdo para a equagao (4.85) que é regular em z = 0 [109],

= (a—l—n—l)
4.
(a;¢; ) g c+1 ctn_Dnl (4.87)

obtemos a solugdo dependente do tempo para a equagdo (4.1) que é regular em ¢ = co

P[1/2;1 — 2iy; 2ipé(t)]
O(1/2;1 — 2iy; 2ip)

e1(t) = w; /% explio(t)] E(t) = exp(—rt), B(t) =wst+pl — (). (4.88)

No entanto, embora a fungio (4.88) satisfaca a primeira condi¢do inicial (4.9), €1(0) = w, 1 2 ela nio satisfaz
a segunda condigao, devido & derivada em relagao ao tempo diferente de zero da fungao ®[1/2; 1—2iy; 2iu&(t)].
Portanto, a solu¢do complexa correta para a equagao (4.1), satisfazendo (4.9), deve ser construida como uma

combinagao linear das funcoes £1(¢) e €] (¢):

e(t) = Dyey(t) + D_e(t), (4.89)

1—X*/2 D - A2 2 (wi —wyp) ®'(1/2;1 — 2iry; 2ip)
1-Rex’ ~~  1-Re\ D(1/2;1 — 2iry; 2ip) '

Aqui @' é a derivada da funcio ®(a;c; ) em relagdo ao seu argumento z. El4 é dada pela relagao [109]

D+: _D+a A=

(4.90)

& (a;c;2) = (a/c)P(a+ 1;¢+ 1;2).

Portanto, o parametro A também pode ser escrito na forma

\ = wp) B(3/22 — 207: 2ip)

= . 4.91
wi(1 = 2iy)®(1/2;1 — 2i; 2ip) (4.91)
Quando t — oo, entdo £ — 0 e ®(a; ¢;2iué) — 1. Portanto, temos assintoticamente
exp |t (wst + . .
er(t) = Wlﬂ(f ) é1(t) = iwysey (t).
D(1/2;1 — 2iry; Qzu)
Isso significa que
D exp(ip)
, >0
o] O(1/2:1— 20y 2ip)” 7
UL = — X ’
* w; D_ exp(—ip) <0
w
[@(1/2:1 - 2 2ip)]" 7
D_ exp(—ip)
; . , wWp > 0
D(1/2;1 — 2iry; 26pu)]*
o e ) 07T 2020 w2
wi D exp(ip) we <0
O(1/2;1 — 2iv; 2ip) 1
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Entéo, a identidade (4.8) assume a seguinte forma (para valores positivos e negativos de wy)
(wp/wi) [(1 = ReA)[@(1/2; 1 — 2iy; 2ip)?] ' = 1. (4.93)

Consequentemente, os sinais de wy e 1 — Re\ coincidem. Outras consequéncias de (4.93) sdo as seguintes

formulas ateis:

2 _ ‘)‘|2 . 2 _ |>\|2
_ (AP =2)wy
T A ReO) oy 199

4.3.1 Energia média

As equagoes (4.19), (4.94) e (4.95) levam & seguinte razdo entre as energias médias final e inicial:

1+ 50T — 2p)|A]2 + 4pRe(\ 1, >0
& _wr [+ 50T —29)AP +4pRe(V)] | wy Wi (4.96)
& 4w;[1 — Re(\)] Wi soY, wr<0

No caso de temperatura inicial zero e armadilha isotropica (p =0 e soT = 1), temos
2
‘Z—JZ - % (1 + %) . (4.97)

A figura 4.7 mostra a razao £/&; em funcdo da proporcdo wy/w; com varios valores fixos do
parametro k, para os estados iniciais de temperatura zero e de alta temperatura. A precisdo dos célculos
numeéricos (realizados com auxilio do Mathematica e do Mapple) foi verificada pelo cumprimento da iden-
tidade (4.93). O caso em que k = 10w; corresponde & aproximacao de salto repentino discutida na secao
4.1.1. Pode-se ver a simetria em relacdo & mudanca de sinal da frequéncia final wy, bem como a ciispide em
wy = 0 no regime de alta temperatura. No entanto, a simetria é quebrada para valores moderados de «, e
uma grande assimetria é observada para x < w;. Por exemplo, a curva ¢(wy) é praticamente a linha reta
& = Ewy/w; para k/w; = 0.1 e wy > 0 no regime de baixa temperatura. Mas se wy < 0, nés vemos a linha
reta &5 = 3&;|wy|/w; para |wy| < w;. Esta assimetria (incluindo o “estranho” coeficiente 3) é explicada no
apéndice D.

A figura 4.8 mostra a razdo &£ /&; em fungdo da razdo x/w; para valores positivos da frequéncia
final wy. Essa dependéncia é bastante fraca, exceto para pequenos valores de wy, quando a energia final
acaba sendo muito maior do que a inicial no regime de salto quase repentino com k/w; > 1, especialmente
no caso de alta temperatura. Para valores negativos de wy, esta razao é mostrada na figura 4.9 para o caso
de alta temperatura (p = 1, sgT = 10). Os graficos no caso de baixa temperatura parecem semelhantes,
apenas a escala vertical é diminuida.

De acordo com a figura 4.8, a aproximacao do salto repentino parece ser bastante razoavel ja para
k > bw;. Em principio, pode-se esperar que esta aproximagao seja vélida sob a condi¢do k > w;. De fato, se
K > wj, s, entdo os coeficientes p e v s8o muito pequenos. Colocando v = = 0 nos argumentos das fungoes
hipergeométricas na equagdo (4.91), obtém-se A = (w; —wy)/w;. Entdo, é facil verificar que as formulas (4.92)
coincidem com as expressoes para o salto instantaneo (4.23) para os coeficientes uy. Melhores estimativas

da precisao desta aproximacao sao fornecidas no apéndice E.
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Figura 4.7: A razdo &7/&; em funcdo da frequéncia final wy para diferentes valores do parametro &

(mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p = 0,

soT = 1. Direita: p =1, 5T = 10.
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Figura 4.8: A razdo &;/&; em funcdo do parametro x para diferentes valores positivos da frequéncia final
wy (mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p =0,

soY = 1. Direita: p =1, soT = 10.

4.3.2 Momento magnético médio no regime assintético

Tendo em vista as equagdes (4.37)-(4.40), se fazem necessérios dois coeficientes, [u_|* (ou |uy|?)
e uyu_, para calcular o momento magnético médio no regime assintotico. Eles sdo dados pelas férmulas
(4.94) e (4.95). As expressoes explicitas sdo bastante complicadas. Trazemos aqui apenas a férmula para a
razdo R = |m|/|<</\/l>>| no caso da temperatura inicial zero. Entao, as equagoes (4.41) e (4.95) resultam

na féormula

5~ PIVIAR +4[1 - Re(\)]
M2+ 2[1 —Re(V)]

As figuras 4.10 e 4.11 mostram a razao (4.98) em funcao de « para diferentes valores fixos da frequéncia final

(4.98)

wy (assumindo w; = 1) e como fungdo de wy para diferentes valores de k. Vemos que a dependéncia R(x) é

bastante diferente para valores positivos e negativos da frequéncia final wy, especialmente se k¥ < w; (uma
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Figura 4.9: A razdo £¢/&; em funcdo do pardmetro x para diferentes valores negativos da frequéncia final
wy (mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Outros parametros

sao: p=1, 50T = 10.

evolugdo lenta). A funcdo R(wy; x) também mostra uma forte assimetria para valores pequenos e moderados
do parametro fixo x. Uma simetria em relacao ao sinal da frequéncia wy é restaurada para x > 1, quando

R(wy;00) coincide com a féormula de salto repentino (4.45).

R

5 A
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Figura 4.10: A razio R = |m|/|<(M>)| no caso da temperatura inicial zero (p = 0 and soY = 1) em
funcdo do parametro x para diferentes valores da frequéncia final w; (mostrados proximo as respectivas

linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: w; > 0. Direita: w; < 0.

De acordo com a figura 4.11, vemos que R = 1 para ws = 0 e qualquer valor do parametro k.
Este resultado pode ser obtido apartir da féormula (4.98) da seguinte maneira. Se w; = 0, entdo o pardmetro
v definido na equagao (4.86) é igual a zero. Neste caso, podemos usar a formula que relaciona a funcao

hipergeométrica confluente com a funcio de Bessel [109]:
O(1/2;1;2ip) = Jo(p)e™, O(1/2;1;2) = Jo(x/2i)e*/?. (4.99)

Entdo, d®(1/2;1;z)/dx = (1/2)e®/? [Jo(x/2i) — iJ)(x/2i)]. Usando a formula Jj(z) = —Jy(z) e a formula
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Figura 4.11: A razdo R = \B\?\/|<<M>>| no caso de temperatura inicial zero (p = 0 and soT = 1) em

fun¢ao da frequéncia final wy, a frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: diferentes valores do

pardmetro x (mostrados proximo as respectivas linhas). Direita: o limite quando k — oo .

para A na equagao (4.90), nos obtemos a expressao

iJ1(p)
2Jo(p)”

Como Re(A) = 1 nesta aproximacao, a equacao (4.98) fornece R = 1.

A=1+

(4.100)

A identidade (4.93) mostra que a fracio [(1 — ReA)] " se comporta como (wi/wy) quando wy — 0.
Entfo, a equacio (4.94) nos diz que os coeficientes u3 diverge como |w;/wy| neste limite. Tendo em vista a
equagdo (4.38), concluimos que o momento magnético médio ((M)) cresce ilimitadamente com o tempo se

OJfZO.

4.3.3 Desligamento exponencial do campo: solugoes em termos das fungoes de Hankel

Para entender melhor o comportamento da energia média no caso em que wy = 0, notamos que a
substituicdo = pexp(—kt) com p = w;/k transforma a equagdo (4.1) com a func¢io w(t) = w; exp(—kt) na
equagao de Bessel

22 f +af +2%f =0. (4.101)

Solugdes complexas para esta equacao podem ser escritas como combinagoes lineares das funcoes de Hankel de
ordem zero, Hy(z) = Jo(x)+iYy(z) e H(x), onde Jy(z) é afuncao de Bessel e Yy(x) a fun¢do Neumann [109].

Entéo, a funcdo e(¢) pode ser escrita na forma (4.89) com

~ Ho(pg) . SwiH () R
O G T o CT (4.102)
assim
_ 1+iR* _ 1+iR _ Hi(p) B -1
Di= o’ P~ " wm@ R my WB =2 [wulHo(uw)[] . (4.103)

As seguintes formulas conhecidas foram usadas aqui:

H)(z) = —Hy (), Ho(a)H (x) — H)(x)H; (x) = —4i/(rz). (4.104)
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As fungbes F4 (t), introduzidas na equagao (4.12), podem ser escritas da seguinte forma,

Fi(§) = &v/wi [Dyha(€) + D05 (9)],  ha(€) = [Ho(k€) £ il (n€)] /Ho(p)- (4.105)

Energia média

A energia média dependente do tempo ¢ dada pela equagdo (4.18) com os seguintes coeficientes

funcionais:
2@ = T v 1) - Re [0 (004 (©)] o - (4.100)
RelF_(©)F+ ()] = " (ke [U ()4 (©)] - Ve (V- (1) (4107
onde
Ve(€) = |Ho(O)? (), Us(€) = Hy(ue)  H 1) (4.108)

A expressao mais simples pode ser escrita para o estado inicial de temperatura zero:

E(1)/€ = (mue)? {Vi )V (&) — Re [UF (U ()] } /16, (4.100)

Graficos tipicos da razdo £/&; em funcio do parametro adimensional 7 = st sdo dados na figura 4.12.
Graficos semelhantes para £/&; em funcdo da variavel £ sdo dados na figura 4.13. Observe que pequenos
valores do pardmetro p = w;/k correspondem ao “salto” quase instantaneo da frequéncia para um valor
final nulo, enquanto o caso em que p >> 1 corresponde a um declinio de frequéncia lento (quase-adiabatico)
para zero. O lado esquerdo da figura 4.13 com g = 10 mostra evolucdo praticamente adiabatica £/&; = &
até valores muito pequenos de . Porém, a adiabatidade é sempre quebrada no estagio final da evolugao,
quando a energia média tende a um valor final diferente de zero, mesmo na temperatura zero. Por outro
lado, a evolucao adiabéatica torna-se muito aproximada no caso de alta temperatura, como se pode ver no
lado direito da figura 4.13, onde a linha com o mesmo valor ;4 = 10 mostra claramente as oscilagoes em
torno da linha reta £/&; = £. A energia final é menor do que a inicial para qualquer valor de p no regime
de temperatura zero. Mas pode ser muito maior do que &; no caso de alta temperatura para g < 2, como se
pode vernas figuras 4.12 e 4.13.

Se t — o0, entdo £ — 0, assim [109] €Ho(p€) — 0, mas EHy(u€) — —2i/(mu). Usando essas

relagoes, pode-se obter, apds alguma algebra, a seguinte formula para a energia média final:

Er/€: = {(L+ 50) [T3(w) + T2 ()] +2p [ () — T3 ()] } /4. (4.110)

O lado direito desta equacao é mostrado na figura 4.14 em funcao do parametro «.

Se p < 1, a formula (4.110) assume a forma

Er/&i ~ {(1+s0X) (1 — p?/4) +2p (1 —3u>/4)} /4.

Colocando p = 0, retornamos & formula de aproximagao do salto instantaneo (4.25). Vemos que a precisao
relativa desta aproximacio é da ordem de p? /4.

No limite adiabatico, k < w;, as férmulas assintéticas conhecidas para > 1,

Jo(p) = /2] () cos( — m/4), Ji() ~ /2] () sin(u — /4),
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Figura 4.12: A razio £/&; em fungdo do tempo adimensional 7 = st para diferentes valores do parametro
1 (mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p = 0,

soT = 1. Direita: p =1, 5T = 10.
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Figura 4.13: A razdo £/&; em funcao da variavel £ = w(t)/w; para diferentes valores do parametro pu
(mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p = 0,

soY = 1. Direita: p =1, soT = 10.

levam a relagao

Er/&i = K1+ 50T + 2psin(2w;/k)] /(2mw;). (4.111)

Essa proporcionalidade inicial em relacdo a k é claramente vista na figura 4.14. Por outro lado, esta relagao

demonstra fortes oscilagoes em fun¢do de k no regime de alta temperatura.
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Figura 4.14: A razao &/&; em funcdo do pardmetro x para w; = 1. Curvas inferiores: p =0, 50T = 1.
Curvas superiores: p =1, soT = 5.
4.4 Os perfis de Epstein—Eckart: solugcoes em termos das fungoes hipergeomé-

tricas de Gauss

Solugdes exatas em termos da fungdo hipergeométrica de Gauss

N .- (@)n(D)nx™
F(a,b,c7x) = Zw, (4112)
n=1
satisfazendo a equacao
z(l—2)F" 4+ (c—(a+b+1)z)F' — abF =0, (4.113)

podem ser encontradas para a familia dos perfis de Epstein-Eckart [110,111], que sdo combinagoes de algumas
fracoes contendo funcoes exponenciais do tempo. A familia total possui quatro parametros constantes. Para

simplificar a analise, limitamo-nos aqui a duas subfamilias simples contendo dois ou trés parametros.

4.4.1 Evolugao em todo o eixo do tempo

O primeiro exemplo corresponde a frequéncia de Larmor da forma

t i
w(ty = ORI F Wi s k>0, (4.114)
exp(kt) + 1

Pode-se verificar (veja o apéndice F) que a equacado (4.1) com w(t) dada pela equagao (4.114) possui a solucao

e(t) = w; et (1 4+ O F (a by —(), ¢ = e, (4.115)

com 0s seguintes parametros:

d=1/2 =14 @i — @), @i =win/n, (4.116)

a=d+i(@+|0f), b=d+i(@ —|0f]), c=1+ 2. (4.117)

Existe também a solugdo com d = 1/2 + /.., mas é a escolha (4.116) que leva & solucdo desejada
wi_l/Q exp(iw;t) se w; = wy. Como ¢ = d(/dt = 0 para ¢ = —oo, a funcdo (4.115) se comporta exata-

1/

mente como w, ? exp(iw;t) quando ¢ — —oo.
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Observe, no entanto, que a fungdo (4.115) é solugio para a equagao (4.1) apenas se t < 0, quando
¢ < 1. Parat > 0, deve-se usar a continuacdo analitica da fungio hipergeométrica, dada pela formula 2.10(2)

de [109]:
F(a,b;c;—C) = Bi¢ F(a,1 —c4a;1 —b+a;—C 1)+ B F(b,1 —c+ b1 —a+b—C1), (4.118)

onde

_ T(e)T'(b—a) _T(e)T(a—0b)
SO M (O ) e

Portanto, quando ¢ — oo chegamos a forma (4.15) de &(t) para t — oo, com os seguintes coeficientes u:

wy = (oorl /) T (14 2i0) T (20l5)
Pld+i (@ + oD T 1+ (@ + |og]) — d]

(4.120)

Se |@; ;| < 1, entdo d ~ (@; —@y)%, e a formula ['(z) = T'(1 + z)/z ~ 1/z (vilida para |z| < 1) leva
imediatamente as relacdes do salto repentino (4.23). Analisando o maximo da razdo |w/w?| em funcdo do
tempo para o perfil Epstein-Eckart (4.114) com wy > 0, obtemos a condigdo da aproximagdo adiabatica
Klwp — wi]/(wpw;) < 1, que é equivalente a kK < min(wy,w;), se as frequéncias inicial e final forem bem
diferentes.

No caso especial de wy = —w;, usando a formula I'(2)I'(1—z) = 7/ sin(7z), obtemos uma expressao

simples

isin(na)  icos (my/1/4—42?) o
" sinh(27@;) sinh (27@;) ’ (4121)

No limite de transicao rapida, @; < 1, temos u_ =~ 2iw;, assim &; estd perto de &;, de acordo com a
aproximagao de salto repentino.

No limite adiabatico, w; > 1, temos u_ = i coth (27@;). Observe que o parametro p ndo é muito
importante para a energia média: p = 0 na temperatura zero e p < soT no caso de alta temperatura.
Levando em consideracdo esta observagdo, obtemos a seguinte razdo limite para @; > 1 (e wy = —w;):

Er/& = 24 50T (ou seja, £/E ~ 3 na temperatura zero). Usando a equacdo (4.43), pode-se obter as

seguintes expressoes para o momento magnético no caso em que wy = —w;:
M 50 0 < 1 AM 2 @< 1
M) ] %o ' , aM] (14 s0Y) x o . (4.122)
psC 14250 @ > 1 nsC V2 o> 1

Negligenciando o termo proporcional a p na equagao (4.19), precisamos saber a tnica quantidade

|u_|?. Usando a formula [112] |T'(iz)|* = n[z sinh(7x)] ™", podemos escrever
lu_? = a2 T [d+i (@ — @) T 1+ (@i — |@f]) — d]| > [sinh (27@;) sinh (27|05 ])] 7" (4.123)

O lado direito desta equagao diverge quando wy — 0. Consequentemente, o momento magnético cresce
ilimitadamente com o tempo se wy = 0.

Para um valor arbitrério negativo de wy com |@y| > 1, temos d = 1/2+14 (@; + |@y]) + O (|os| 1),
de modo que o produto das duas fungées Gamma em (4.123) assume a forma I' [1/2 + 2i@;) ' (1/2 — 2i|@y]).
Portanto, usando a relagio [112] |'(1/2 + ix)|* = 7/ cosh(nx), obtemos |u_|? ~ coth (27@;) coth (27|@y]),

de tal maenira que £/&; ~ (Jws|/wi)(2 + s0T) no limite em que x — 0.
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Por outro lado, se wy > 0 e @y > 1, entdo d =~ 1/2 + i (&; — @y), e o produto das duas fungdes
Gamma em (4.123) assume a forma I' [1/2 + 2i (©; — &y)] ' (1/2). Entao, usando a consequéncia da féormula
de Stirling [112],
ID(x +iy)|* ~ 2ly[>* e ™,y > 1,

obtemos
u_|? ~ exp (27|@; — &¢|) [sinh (27@;) sinh (27@ R 2 exp |—4m min (w;, wr)| < 1.
f f f

Neste caso, temos o invariante adiabatico conhecido &;/&; ~ wy/w;. As figuras 4.15-4.17 mostram a razio
Er/&; para os mesmos valores de wy e x usados nas figuras 4.7-4.9, para w; = 1, usando as equagdes (4.19)

e (4.123).
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Figura 4.15: A razdo &;/&; em funcdo da frequéncia final wy para diferentes valores do parmetro x
(mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p = 0,

soY = 1. Direita: p =1, soT = 10.
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Figura 4.16: A razao & /&; em funcao do pardmetro x para diferentes valores positivos da frequéncia final
wy (mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p =0,

soT = 1. Direita: p =1, soT = 10.
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Figura 4.17: A razdo £;/&; em fungdo do pardmetro x para diferentes valores negativos da frequéncia final
wy (mostrados proximo as respectivas linhas). A frequéncia inicial considerada é w; = 1. Esquerda: p = 0,

soT = 1. Direita: p =1, soT = 10.

Vemos que as figuras 4.15 e 4.16 parecem semelhantes as figuras 4.7 e 4.8. Especialmente expressiva
é a figura 4.15 com linhas retas no regime adiabatico x = 0.1, mas com inclinagoes diferentes para valores
positivos e negativos da frequéncia final wy. Por outro lado, as figuras 4.17 e 4.9 para valores negativos da
frequéncia final wy sao diferentes: ndo ha oscilagdes para pequenos valores de x na figura 4.17, enquanto que

tais oscilacoes sao bem visiveis na figura 4.9.

4.4.2 Transicao “suave” para o decaimento exponencial no semi-eixo

Em todos os exemplos da evolucao comecando em ¢ = 0, considerados nas secoes anteriores, a
frequéncia w(t) teve uma descontinuidade da derivada no instante inicial. Esta desvantagem pode ser

removida para a frequéncia dependente do tempo

W (t) = w;/ cosh(kt), w2 (t) = w? [1— tanh2(,‘it)] . (4.124)

m

Observe que wi, () > w; exp(—kt) para t > 0 e wp,(t) = 2w; exp(—~t) para kt > 1.

A equagdo (4.80) mostra, por exemplo, que a solu¢do para a equagdo (4.1) com a frequéncia
wm(t) pode ser expressa em termos da fungdo tanh(kt) no caso especial em que (w;/k)*> = 2. Portanto,
parece razoavel introduzir a nova variavel ¢ = tanh(kt). Usando a transformacdo de derivadas diy/dt =
K (1 — 52) dy /d€, pode-se transformar a equagdo (4.1) com a frequéncia dependente do tempo (4.124) na
equacao de Legendre

(1 &%) d°c/d€® — 26de /dE + (wi/r)%e = 0 (4.125)
Sua solugao geral é uma superposicdo das fungées de Legendre do primeiro e segundo tipo, P, (§) e @, (€) [113]
e(t) = DpP, (&) + DgQu(§),  v=—-1/2+7r, r=+/1/4+ (wi/r)? (4.126)

[Pode-se verificar que a segunda solugdo da equacio v(v + 1) = (w;/k)%, v = —1/2 — r, resulta na mesma

expressao (4.126) devido as propriedades das fungoes P, (§) e @, (€)]. Os coeficientes complexos constantes
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D, e D, sdo determinados pelas condi¢oes iniciais (4.8). As relagdes a seguir sdo tteis para nossos propositos

[113] (lembrando que 0 < € < 1):

P& =F <—u, v+ 1:1; 1;5) —F (1/2 — 12471 m> , (4.127)
Qu(E) = ML(M) [cos(um) P () = Po(—€)], v #0,%£1,£2,..., (4.128)
1 1 1
PO=1 PO=6  @O=-gn(1Tt). @@©=§n(15E) -1 (1129)
(1-¢€%)dP,(§)/ds = (v + 1) [EP,(€) = Posa(§)], (1= &%) dQu(§)/dE = (v + 1) [€Qu(€) — Qu+1(&)],
(4.130)
_ osin(um) (v +1 v _ l—cos(vm) (v+1 v

O =-55m F( 2 )F (_ 5)’ @0) = — 7 F( 2 )F (_ 5)‘ (4.131)

Usando as equacoes (4.8), (4.126) e (4.130), nés encontramos os coeficientes

_ (V + 1)QV+1(0> + iuQu(O) _ (V + 1)PI/+1(O) + iHPu(O)
Dy = 1/2 v Dg=— 1/2 )
w;" (v 4+ 1) [P(0)Qu+1(0) = Qv (0) P41 (0)] w;"" (v +1) [P (0)Qu+1(0) — QV(O)PDYZ(O)] )
132
onde p = w; /K. As expressoes na equacao (4.132) podem ser simplificadas com a ajuda da equagao (4.131)
e das conhecidas formulas para os produtos de fun¢ées Gamma, a saber I'(x)['(1 — ) = «/sin(rz) e
I'(2)T'(—z) = —n/[zsin(mrz)]. Entdo, a seguinte relacio pode ser verificada:

(V + 1) [PV(O)QV+1(O) - QV(O)PVJrl(O)] =-1

Consequentemente,
= T /Wi § COS(VT w 1 v)sin(vr M
Dy =Vl {costrm LD i) sintomyo) LY (1.133)
_ 2 . Lv+2)/2 . ‘ T(v+1)/2)
D, W {— bln(l/ﬂ'/Q)W +i(pu/v) COS(I/?T/Q)W} . (4.134)

No caso especial em que p = v/2, quando v = 1, as equacdes (4.126), (4.129), (4.133) e (4.134) fornecem a
solugao (4.80).

Energia média

As fungoes Fy(€) que determinam a energia média de acordo com as equagoes (4.12) e (4.18), podem

ser escritas da seguinte forma,

Fi(§) = wiv/1 =& [DpP,(§) + DgQu(§)] £ir(v + 1) {Dy [EP,(§) — Pog1 (] + Dg [€Qu(E) — Qui1 (]}
(4.135)

A figura 4.18 mostra a evolugdo da razdo £(7)/&; para p = 0.1,1.0,10,0 nos regimes de baixa e alta
temperatura. Preste aten¢do nas pequenas oscilagoes para p = 10 na figura da direita. Elas surgem devido
a natureza oscilatoria das fungoes P, (€) e Q,(§) com grandes valores do indice v (lembre-se que P, () é o
polinémio de Legendre se v é um inteiro). Essas oscilagdes sdo suprimidas no regime de baixa temperatura,
mas o alto valor do parametro T amplifica as oscilagoes durante o estigio inicial da evolucio. Essas oscilagoes

sao nitidamente observadas na figura 4.20 para o momento magnético médio.
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Figura 4.18: A razdo &(7)/&; para o decaimento exponencial “suave” da frequéncia (4.124) com p =

0.1,1.0,10,0. Esquerda: p =0, soT = 1. Direita: p =1, s¢T = 10.

O valor assintotico da energia média quando ¢ — oo é determinado pelos valores limite F(1).

Como P, (1) = 1 para qualquer valor de v, o coeficiente D,, ndo contribui para estes valores-limite:

Fe(1) = wiDy lim {VI=€Qu(©) £ in™ (v + D [EQu(€) = Quin ()]}
Neste ponto, a seguinte representacao da funcao Q, (&) é util (veja, por exemplo, a se¢do 3.6.1 de [109)]):

1

Q.(€) = P,(9) {2 In (Hf

1_5)—v—w@+¢ﬂ+§§qa—fﬂ

1=1

onde 7 é a constante de Euler e 1(z) = dIn[['(z)]/dz é a derivada logaritmica da funcdo Gama. A forma
explicita dos coeficientes ¢; nao é importante para o nosso propoésito, ja que a tltima série tende a zero para
¢ = 1. Uma vez que a divergéncia da fungio @, (£) em £ = 1 é apenas logaritmica, 5h_>rn1 [\/@Qy(@} =0.
Entao, usando a relacao ¢ (1 + z) — 1(z) = 1/z (veja, por exemplo, a equacdo 1.7.1(8) de [109]), chegamos

a formula simples Fly (1) = +ikD,. Portanto, a energia média final ¢ igual a [lembre da equagdo (4.18)]

Er =

‘ZM‘Z 1Dy (1 + 50Y) — 2pRe (D2)] (4.136)
Graficos das funcdes 1~ 2|Dy|* (1) e —p *Re (Dg) (1) sdo mostrados na figura 4.19 (assumindo w; = 1).

Se u < 1, entdo, v~ p? e Dy ~ip/\/w;, dessa forma, a equagao (4.136) tende a féormula do salto
repentino (4.25). Para ver a dindmica do “salto rapido”, podemos aproximar a equagio (4.135), pegando
D, =~ 1//w; e substituindo as func¢des P, (§) e Q. (§) por Py(§) e Qo(§) da equacgdo (4.129). Entao, obtemos
Fi(€) ~w/?[1/ cosh(r) T 1] e

E(T)/& = i {[1 + 1/ cosh()]* + soY [1 — 1/ cosh(7)]* + 2ptanh2(7)} , T = Kt. (4.137)

No limite “adiabético” p > 1 temos v = p — 1/2. Entdo, usando a férmula de Stirling para as

fun¢oes Gamma, encontramos Dy = iexp(ivm/2)\/2v/(mw;) e D), =~ exp(ivm/2)+/7v/(2w;). A energia final

é muito proxima daquela fornecida pela equagao (4.111), mas a frequéncia das oscilagdes é diferente:

Er/&i = k[l + 50T + 2psin(rw;/k)] /(2mw;). (4.138)
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Figura 4.19: Esquerda: As funcdes p2|Dy|*(u) e —u ?Re (Dg) (1) com w; = 1. Direita: As funcoes
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Figura 4.20: O momento magnético médio normalizado em fun¢do do tempo adimensional 7 = kt para o
decaimento exponencial “suave” da frequéncia (4.124) com p = 0.1,1.0,10,0. Esquerda: p = 0, so¥ = 1.

Direita: p =1, 50 = 10.

Momento magnético médio

A figura 4.20 mostra a evolucdo do momento magnético médio em funcao do tempo adimensio-
nal 7 = kt, calculado de acordo com a equagdo (4.32). Pode-se verificar que o produto /w(t)e(t) =
1/4

Vi (1-¢7)

divergéncia da fungdo Q,(£) em & — 1 é apenas logaritmica). Consequentemente, a equagio (4.32) resulta

g(§) tende a zero quando t — oo (ou £ — 1) para qualquer valor do parametro v (porque a

no valor assintotico do momento magnético (4.83) para todos os valores da razao x/w;. A funcao e(t) (4.126)

—1/2 1/2(

no caso em que 4 < 1 tem a forma e = w; /~ (1 +ip7) = w; '~ (1 +iw;t). No entanto, o termo (u7)? pode

ser negligenciado na formula para w(7)|e(7)|? quando p < 1 (devido a reducdo exponencial da frequéncia).
ghg p q 1% ¢ p q

Consequentemente, a férmula (4.32) para o momento magnético médio dependente do tempo assume a forma

M(t) = —(upC/2) {1/ cosh(r) + 1+ Tsg [1/ cosh(7) — 1] — 2p/ cosh(T)}. (4.139)
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4.5 Calibre de Landau: férmulas gerais

Para a = 1, o conjunto de equagdes (1.16)-(1.17) assumem a forma
& =po/m+Q)y, §=py/m, D=0, Py=—Qt)p, —mQ(t)y,
onde Q(t) é a frequéncia do ciclotron. Dessa forma, p, = const, e chegamos a equagdo ndo homogénea
i+ Q% )y = —Qt)p./m. (4.140)

Portanto, todas as solu¢oes podem ser expressas em termos das fungoes complexas (t) e £*(t), satisfazendo a
equagdo (4.1) com a = 1 e a condigdo (4.8). No entanto, devido a presenca da fungio 2(t) no lado direito da
equacdo (4.140), as solugdes para o conjunto completo de equages contém trés fungdes adicionais, obtidas

através do conhecido método de variacao dos parametros:

o(t) = /t Qr)e(r)dr = — /t E(7)/[Ur))dr = — ;((’?) + \/ZQ;— /t 6(535(1()7 ) r, (4.141)
S(t) =Im(ec™), x(t) = /t 1 —Q(r)S(7)]dr, (4.142)

onde tg € o instante de tempo em que a frequéncia  comega a variar (de modo que Q(t) = Q; para t < to).
As fungoes (1) e o(t) sdo complexas, enquanto as fungoes S(t) e x(¢) sdo reais. Depois de alguma algebra

direta, pode-se obter a seguinte forma da matriz Ag dada na equacdo (1.18):

1 VQRe(o) x/m Im(0)/(my/Q)
0 VQRe(e) —S/m Tm(e)/(m\/)

folt)=| . ) . . (4.143)

0 my/QRe(e) -8 Im(2)/v/Q

A transformacdo (1.21) produz a matriz final A, (¢). Escrevendo da mesma forma que em (4.4), encontramos

as seguintes expressoes para os blocos 2 x 2:

W V| me Re@ |y [0 —Re(e vS) s
Q) | —Q@)m(e) Q)Re(e) || Q) || 0 Re (Qe— VO X) ’

1-— Im(Qo +¢) —<Re(Qo+¢ 1 Q;Re(c+¢/Q) — Qi(x — S/Q

po || A+ gpRe@ k) |1 VORe(o +¢/2) - - $/9)
(4.145)

4.5.1 Energia média
A energia média pode ser escrita da seguinte maneira

E(t) = (mQG/2) [Ka(t) + s ' TKy (t) — 2pK,(t)], & =mQG, (4.146)

Kot) = 2P+ Q2(t)e|®>, Ky () =U?(t)+V3(t), K,(t)=Re(&)U(t) + Q(t)Re(e)V (1), (4.147)

V(t) = QRe(e) — VU x, U(t) = Re(€) + v/ S. (4.148)
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Evolugao adiabatica

Na aproximagao adiabética, pode-se usar a solugao
t
e(t) = ()] explig(t)], (1) = iQe(t), @(t) = / Q(r)dr (4.149)
0
Entéo, negligenciando a derivada €(t) em (4.141) e nas outras formulas, pode-se escrever

1 cos(¢) () ~ sin(¢) S - Q(t) [ sin(e)
Q) Q09 NOIOIS X Qi \ cos(e) |

dessa maneira U(t) = V(t) = 0. Portanto, a variacdo de energia nado depende da escolha do calibre na

o(t) ~ —ie(t) + S(t) ~

(3
Vo

aproximagao adiabatica, desde que a frequéncia €(t) nio passe pelo valor zero, quando a aproximagao

(4.149) falha.

Evolugao nao adiabatica

Mas os resultados nos casos em que @ = 0 e a = 1 sdo diferentes para variagoes nao adiabéaticas
de Q(t). Um dos motivos é a necessidade de saber, no regime assintotico ¢ > T, além dos dois coeficientes
adimensionais complexos uy da equacdo (4.15) (onde wy deve ser substituido por ), um terceiro coeficiente

complexo adimensional u,, que descreve o comportamento da fungio o(t) para t > T

U(t)Z—éé?Jr\;%, Up =i —\/Q t de (4.150)

Entao,

() = 07 +Imfuse(]/V %, X() = —Qmuie(@)/V/ %, > T.

A razdo entre as energias médias final e inicial assume a forma
Er/E = (I /%) {1+ 2/u_> + s [(|a]* + [b]?) /2 + Im(ba*)] — p [|a|® + Im(ba*)] }, (4.151)

onde

a=uy+u’, b=uju, —u’u,. (4.152)

Salto repentino

No caso do salto instantaneo, os coeficientes uy sdo reais. Calculando a primeira integral em (4.141)
com ¢(t) dado por (4.15), obtemos o coeficiente imaginario puro u, = i€2;/Q (note que seu sinal depende

do sinal do campo magnético). Entdo, formula (4.151) resulta na relacao
Ep/& = [+ QF + s 1T — Q) + 2097 — Q)] /(207) (4.153)

Que é diferente da equagdo (4.24). Em particular, £;/&; = (1+s7'Y)/2 quando Q; — 0. O mesmo resultado
pode ser obtido diretamente das formulas (4.146)-(4.148), se usarmos a soluc¢do (4.26) (com € ao invés de
w) e suas consequéncias: Kq = V2 = Q; e U = 0. Isso significa que a energia ndo muda se s 'T = 1 e
Qy = 0 (para qualquer valor do parametro p). A energia final para Q; = —; também é diferente do caso

de a=0: E/Q =1+2s"T —2p.
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Ressonancia paramétrica

A ressonancia paramétrica ocorre agora para o dobro da frequéncia do ciclotron 2);. Portanto, deve-
se substituir w — € na equacdo (4.27) e calcular as fungoes ¢, o, S e x, assumindo uy como coeficientes
constantes (mas lembrando que u_ é imaginério puro agora). Entao, u, = i(uy —u_) e b = —i. Nesse caso,

a equagao (4.151) leva & férmula
E(t)/&; = cosh(2Q:t) + 57T [cosh®(Qiyt) — cosh(Qyt)] — p [cosh(2Q:7t) — cosh(Q71)] - (4.154)

Esta formula é diferente de (4.29), mesmo no caso de baixa temperatura. Além disso, contém o coeficiente

p.

4.5.2 Momento magnético médio

Usando as equagoes, (3.34), (4.5), (4.6), (4.144) e (4.145), podemos escrever o momento magnético

médio na forma

M) = — z“jg% [Sg(t) + 57T/ Sy (1) — pSp(t)} , (4.155)
onde
Sa(t) = Im(&) + Qi [Qle]* — Re(¢o™)], (4.156)
Sy (t) = VUN(E) + M(t) + Qi (XS - sx) ,S,(t) =Tm(&) + QN () + 2/ M (1), (4.157)
N(t) = (1 —2x)Re(e) + xRe(é) — SRe(0),  M(t) = Q(t)Re?(e) — Re(¢)Re(0). (4.158)

A solugdo aproximada (4.149) resulta na seguinte formula no caso adiabatico [quando §(¢) > 0]:

Maa(t) = psC (4.159)

pIH) + Q] cos(e) _ 1]

2./

Que é diferente de (4.34), porque fornece um momento magnético divergente quando Q(t) — 0:

P cos(p)

2/

Pode-se duvidar da férmula (4.160), porque a solugdo (4.149) nao é justificada quando Q(¢) — 0. No entanto,

Mad(t) ~ /LBC (4.160)

a solucdo exata no caso da redugdo linear inversa (veja a se¢ao 4.6.1) resulta na formula (4.172) coincidindo
com (4.160).

A forma explicita dos coeficientes (4.156)-(4.158) é dada no apéndice G. Eles levam & seguinte
formula simples no caso do salto repentino do campo magnético (note que ela é valida para valores positivos

e negativos de Qy):

—upC -
M(t) = meQi{Q}JerH LY (Qf — )% — 200 (2 — )
+0 cos(t) [(2 — Q)1+ 571T) — 2p0] } (4.161)

Para Q; = 0 e armadilhas iniciais isotrépicas (s = 1) o resultado coincide com a féormula do calibre circular
(4.46):
My =pupC(s™'T —1) /2. (4.162)
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Aqui, vemos um papel importante do parametro de assimetria s. Se s < 1, entdo My é sempre positivo. No
entanto, M pode ser negativo se s > 1, mesmo no caso de alta temperatura.
O comportamento do momento magnético médio apés a sibita inversao do campo magnético é

bastante diferente agora em relacdo aquele dado pela formula (4.48) para ao calibre circular:
M) = ppC[s7'T+2 (1+ 57T — p) sin®(Qit)] . (4.163)

Em particular, a razdo R = \m\/K(M)H varia entre 2/3 na temperatura zero e 1/2 no regime de alta
temperatura (se s = 1).
No caso da ressonancia paramétrica, temos as seguintes expressoes explicitas para as fungoes que

determinam a evolu¢cao do momento magnético médio:

V Qo = [cos(Qt) — 1] sinh(Qvt) + sin(Qst) cosh(Qyt) — i {[cos(Qt) — 1] cosh(Qivt) + sin(t) sinh(Qt)}

S =1 —cos(t)]/Q, S =sin(wit), x=sin(Qt)/Q,  x=cos(Qt),
S = —/Q {sin(Q;t) Sy (t) + cos(t)Ca(t) — 2 cosh(241)}
Sy = [2 — cos(1)] C1 (t) — sin(Qst) sinh(20;7t) /2,
S, = —/Q {sin(Qt) Sa(t) + 2 cos(t) [Cy(t) — 1] — 20 (1)},
onde
So(t) = sinh(2Qt) — sinh(Qyt),  Ca(t) = cosh(2Qyt) — cosh(Qyt),  Cy(t) = cosh?(Qyt) — cosh(Qt).

As férmulas que descrevem as flutuagoes quanticas da energia e do momento magnético sdo muito

complicadas para o calibre de Landau. Por este motivo, nao os consideramos aqui.

4.6 Calibre Landau: exemplos explicitos

4.6.1 Uma redugao linear inversa do campo magnético

Expressoes explicitas para todas as fung¢oes necessarias, e(t), o(t), S(t), x(t), podem ser obtidas para
Q(t) = Qo/7, onde a mesma notagio é usada na se¢do 4.2.1, com a substituicdo w — . Com o auxilio da
solugdo (4.55), pode-se obter a seguinte expressao explicita para a funcéo o (¢):
r 2 2
ﬁ|:7 (2T+1) — T (27‘—1) —87" ,4T—\/F[T_T(2T’+1)+TT(2’I’—1)]

Sur+/g T 4r+/Qo '

As expressoes para as funcgoes S(t) e x(t) sdo diferentes para valores reais e imaginarios do coeficiente

r=4/1/4—u2

o(t) = (4.164)

Variagoes rapidas
No caso em que u < 1/2 temos

8T AT T (2r 1) =1 (2r +1)°
N Sury/T ’

S(t) = 4;4/;0 [AryT—77"(@2r—1)— 71" (2r+1)], S(t)
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X = " () =

TT"2r—=1)+7"(2r +1)
dr/T '

Entéo, as seguintes expressoes explicitas para as fungOes nas equagoes (4.146)-(4.148) podem ser obtidas:

o

B Qo (=17
427

Kﬂ(t) |:(T7T — 7"")2 -+ 87'2i| s Kp = = [7_77’ - + 27"\/;] 7
VO V% VD
Y dur\/T - 2r\/T

Os principais termos dessas expressoes para 7 >> 1 resultam nos seguintes coeficientes da equagao (4.147):

U(t) [T =2r) =7 (2r+1)], V() (r7m—=1").

Qo ;5 Qo 5, Qo 2r+1 5,0 ? Qo[ s —5/2
KQNET 5 KYNET +§ 1—77' s prw{’?' —27‘7’ :|, 5:1—27"

Seu < 1, entdo r = 1/2 e § ~ 2u%. Se a variavel do tempo 7 nio é extremamente grande, de modo que
77% ~ 1, chegamos na formula £(t)/&; = (14 s~Y)/2, coincidindo com a férmula de aproximacio do salto
repentino com Qy = 0 da se¢do 4.5.1. Por outro lado, se 7 = oo, entdo Kq(oo) = K,(00) = 0, enquanto

Ky (00) = Qo /u?. Isso resulta em uma razio assintotica diferente de zero
E(0) /& = 5710/ (2u?), (4.165)

que pode ser muito alta se u < 1. Esta é uma grande diferenca em relacdo ao caso do calibre circular
considerado na secao 4.2.1, onde a energia média decai para o valor nulo. No entanto, a razao assintoética
(4.165) pode ser alcancada para valores de tempo extremamente grandes, uma vez que as corregoes relativas

2
u

sao da ordem de 7~ Consequentemente, um erro de 10% pode ser alcancado para 7 ~ 101/%*. Por

exemplo, tomando u = 0.1, precisamos que 7 ~ 1010,
As fungoes dependentes do tempo que determinam a evolu¢do do momento magnético médio de

acordo com a equacao (4.155) tem a seguinte forma:

vV

= dry/T — T 4.1

Sa(t) = 5~ (4rv7 ~T-), (4.166)

(4r?r+7—2)T_ —4r (7 + 1) Ty + 16r\/T
Sy (t) = S , (4.167)

Vv«
S,(t) = o {[r=5+4r® (37— 1)] T_ — 2r (47> +3) (7 + 1) T4 + 32r\/7}, (4.168)
onde
T, =7"+77", T =7"—7"".

Variagoes lentas

Se u > 1/2, entdo, usando a notagdo v = \/u? — 1/4 = ir e v = y1In(7), podemos escrever
VT Vo
29/ Qo 29T

Kq = 20/ + Qo sin(v)/(v27),

oty = YT L = 1) sin() +dycos()] — 4y yTlsin) = 2ycos@)] + 29

duyv/ Qo 27/
-

S(t) = 9 [29V/T — 27 cos(v) — sin(v)] , $(t) = (492 —1) sin(zll—:j; VT - Cos(z/)],

e(t) =

[27y cos(v) — sin(v) + 2iusin(v)], £(t) =

[2iy cos(v) + isin(v) — 2usin(v)],

5
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x(t) = 750\ﬁji11(u)’ Y(t) = 2y COS(;;;;Sin(V)
V(t) = —\/QT;\S}:(V), U(t) = \/1?70 — 2;/57\05 {2y cos(v) +sin(v)} .

A presencga do termo constante \/Qio /u na expressdo para U(t) impde restrigdes a validade da aproximagao
adiabatica para o calibre de Landau. Se este termo estivesse ausente, teriamos a relacdo £(t)/&; ~ Q(t) /€
(com correcdes oscilantes da ordem de u ™2 se u > 1) para qualquer valor da variavel de tempo ¢, de forma
semelhante & equacdo (4.63). No entanto, no presente caso, esta relagdo se mantém apenas sob a condigao
T < u?, ou seja, t < to(Qot0)2. Para valores maiores de ¢, a verdadeira energia média tende para o valor
assintotico finito £(co0) = &£ s~ 'Y/(2u?). Embora este valor seja pequeno para u > 1, é diferente de zero.
Certamente, esta falha da aproximacao adiabética para tempos muito grandes se deve A existéncia da func¢ao
o(t), além da solugdo £(t), para o calibre de Landau.

As fungdes dependentes do tempo determinam a evolu¢do do momento magnético médio de acordo

com a equagao (4.155) tem a seguinte forma:

AL > 2 .
Sa(t) = 472\05 {V7 8y +sin®*(v)] — 4vysin(v)}, (4.169)
Sy () = W) [VTeos) = 1657 (7 + )] miz;;r\l;) (Pr = 43) + VTR0
S,(t) = \/Q»Ocos(V) [T cos(v) + 872 (1 + 1) (292 — 1)612_;\7/5;&(”) (2 (374 1) 4+ 2] + V7 (3292 — 1) |
(4.171)

Seury>1eT> 1, entdo, So(t) ~ 2v/Qo, S,(t) &~ v/Qo7cos(v) e Sy (t) ~ 0 (sendo da ordem de /7 /7).
Portanto,

M(t) = —ppC [1 = py/Tcos(v) /2], (4.172)

e esta formula coincide com (4.160) para Q(t) = Qo /7.

Caso intermediario
Se u = 1/2, entdo,

_ V0 [2i+ (i —1)In(7)]
21 ’

VT4 —1In(r)] -4 +Z_\/?[ln(7') —2]+2

2V 2V ’

S(t):\/?[Q\f—ln(T)fQ} S(t):4f2%7)4’

Wy = YT -y = 1“(2);2

dessa maneira, temos

E(T)/& = % (1n2(7) +2+ 9257 {2 (t+ 1)+ [2+1In(7)] [IH(T) — Qﬁ]} —2pln(7) [ln(T) — ﬁ]) ,
(4.173)

com a razdo assintotica diferente de zero £(c0)/&; = 2571 Y.
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A comparagao entre as fungoes £(t)/E; para os calibres circular e de Landau no caso da redugao
linear inversa do campo magnético B(t) = By/(1 + t/ty) é dada na figura 4.21. Os parametros By e t
sdo considerados iguais para os dois calibres. O parametro u = Qptg = 1/2 é escolhido para o calibre de
Landau. Portanto, a razdo £(t)/&; vai assintoticamente para o valor diferente de zero 2s~'Y. No entanto,
como §2 = 2w, o valor correspondente do pardmetro u. = wptg para o calibre circular é duas vezes menor:
u. = 1/4. Tsso significa que a evolucdo no calibre circular ¢ dada pela equacio (4.56) com r = v/3/4. Neste

caso, a razdo £(t)/&; vai assintoticamente a zero aproximadamente quando 7014,

El&; &l&;
1750 Landau 17_5%
150" 15.0%
125 1250
1.00¢ 10.00
0.75; 75
0.50" 5.0¢

0'25§ Circular 2'5§ Circular

F 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 1 1 C Il Il 1 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 Il Il 1 Il 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12In(7) 2 4 6 8 10 12 In(1)

Figura 4.21: A razdo £(7)/&; em funcdo do tempo adimensional 7 = 1 + t/ty para os calibres circular e
de Landau com a mesma frequéncia de ciclotron inicial £y e parametro de escala de tempo %y, no caso do
decaimento linear inverso do campo magnético B(t) = By/(1+t/tg). Esquerda: baixa temperatura, p = 0,

T = 1. Direita: alta temperatura, p =1, T = 10.

A figura 4.22 mostra a evolu¢gdo do momento magnético médio nas mesmas condi¢oes. O momento
magnético médio no caso do calibre Landau com u = 1/2 se comporta como
upC -1 2
M(r) = - 7{2\57 In(r) + s~ [m(T) (r—2)—4(V7—1) }
2T
—g [In(r) (7 — 5) + 163/7 — 6 (1 + 7)] } (4.174)

O principal termo desta expressdo para 7> 1 & M(7) ~ —upCy/TIn(7) (25T — p) /4.

4.6.2 Redugao exponencial do campo magnético

Outro exemplo de solucgoes explicitas em termos de fungoes elementares corresponde & dependéncia
Q(t) = Qov2/ cosh(Qpt). Em todos os outros casos, nio conseguimos calcular a integral (4.141) analitica-
mente. Usando a solucdo (4.80) para €(t) (com w substituido por €2), pode-se encontrar todas as fungoes

adicionais necessarias. Por uma questao de simplicidade, assumimos aqui que 2o = 1. Entao,

T—iv2 +i\/§] , (4.175)

e(r) =27 1/4 {1 — 7 tanh(7) + i\/ﬁtanh(ﬂ} . o(r) =2 cosh(7)

1
cosh(T)

2T

m + 7 — 2tanh(7). (4.176)

S(t) =2 [ —1+ Ttanh(T)] . x(r) =
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—6: Landau
_3:

-10

—12:
Figura 4.22: O momento magnético médio M(7) em funcdo do tempo adimensional 7 = 1 + t/ty para
os calibres circular e de Landau com a mesma frequéncia de ciclotron inicial 2y e parametro de escala de
tempo tg, no caso do decaimento linear inverso do campo magnético B(t) = By/(1 + t/t9). Esquerda:

baixa temperatura, p = 0, T = 1. Direita: alta temperatura, p =1, T = 10.

Evolugao da energia média

A energia média, neste caso, ¢ dada pela equagio (4.146) com os seguintes coeficientes dependentes

do tempo: { }
2+ [r +sinh(7) cosh(7)]? V2 2tanh®(7) + [1 — 7 tanh(7)]?
Ko = V2 cosh*(7) * cosh?(7) ’ (4.177)
_ 2Y4[2 4 7sinh(r) — cosh®(r) — cosh(r)] 7+ sinh(7) [cosh(7) — 2]
vim = cosh?(7) ’ vir) = 21/4 cosh? (1) 7 (4178)
_ 2Y4[1 — 7 tanh(7)] V(7) [ +sinh(7) cosh(7)] U(7)
K, = cosh(7) 21/ cosh?(7) : (4.179)
Quando 7 — oo, entao,

E(0)/E = (1+3s717T +2p) /4. (4.180)

O lado direito desta equacao é quatro vezes maior do que o calibre circular em armadilhas isotrépicas a
temperatura zero com a mesma razio w;/p: veja a equacdo (4.79). No entanto, a situacdo pode ser

invertida para armadilhas iniciais fortemente anisotropicas com s > 1, quando Eip.(00) > Eranda(00).

Evolugao do momento magnético médio

Os coeficientes dependentes do tempo do momento magnético médio (4.155) assumem a seguinte

forma:

S _2 e 3) cosh inh 1 4.181
Q= cosh2(7) [(7% + 3) cosh(r) — Tsinh(r) — 1] , (4.181)

Sy = \/§ 2 2 . 2
y = ——5— [~ cosh®(7) + (7% + 3) cosh(r) — 37 sinh(7) + 7> — 2] , (4.182)

cosh™(7)
21/4

S, = ——5— [cosh®(7) — 2 (7% + 1) cosh(7) + 27 sinh(7) — 72 + 3] . (4.183)

P cosh?(T)
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O valor assintético quando 7 — oo é sempre positivo, mesmo no limite de temperatura zero:

M(o0) = ppC (p+s7'T) /2. (4.184)

4.6.3 Dinamica do “salto rapido para zero”

Mais um exemplo simples é o caso em que (t) = ;/ cosh(kt) com k > ;. Como foi mostrado na
secdo 4.4.2, a fungao () neste caso, pode ser escolhida como e(t) = 9;1/2 (1 +14€Q;t). No entanto, ao calcular
a funcdo o(t), pode-se negligenciar o termo i);t, uma vez que a funcdo €2(t¢) vai para zero exponencialmente
emt ~ ', quando Q;t ~ Q;/k < 1. Consequentemente, a fun¢io o(t) é real nesta aproximacao. Portanto,

S(t) =0 e x(t) =t. Entdo, as equagbes (4.146)-(4.148) resultam na formula

E0)/& = % {1 * 0051112(7) +a T [1 B coslll(T)] * cos2hp(7') [1 B 008111(7')] } ’ (4.185)

As equagdes (4.155)-(4.158) levam & seguinte expressdo para o momento magnético médio dependente do

tempo:

M) = - ’”;C {1 + cosfll(r) —sr {1 a coslll(r)} B co:lf(T) } ’ M(e0) = - % (1=s717).
(4.186)
Esta formula coincide com (4.139) para armadilhas isotropicas (s = 1). No entanto, o comportamento é
diferente se s # 1. Em particular, M 14,4(c0) € positivo para s 'Y > 1 e negativo para s~ T < 1, enquanto
que M. ;r.(00) € positivo para qualquer valor de s e T (a ndo ser que s =1 =1).

A comparagéo das fungoes £(7) e M(7) para os calibres circular e de Landau no caso da redugao ex-
ponencial “suave” do campo magnéticoB(t) = By/ cosh(kt) é feita nas figuras 4.23 e 4.24. Nos consideramos
dois valores da razdo prand = /K (normalizada pelo frequéncia do ciclotron): prana = V2 e Uiand < 1.
No primeiro caso, usamos as fungoes (4.146) e (4.155) com os coeficientes (4.177)-(4.179) e (4.181)-(4.183),
respectivamente, para o calibre Landau. No entanto, como Q(t) = 2w(t) para 0 mesmo campo magnético,
deve-se lembrar que ficire = liLand/2. Por este motivo, os graficos para o calibre circular sdo feitos usando
as formulas da segdo 4.4.2 com fiejre = \/5/2 Portanto, o valor assintético (4.180) deve ser comparado com
o valor dado pelas equacoes (4.134) e (4.136) para v = (V3 — 1)/2. Nesse caso, D, ~ (—0.43 + 0.481)/\/w;
e Eire(00)/E; = 0.21 (1 + 507) + 0.05p.

Quando prand < 1, este parametro nao esta nas formulas para £(7) e M(7). Neste caso, usamos
as equacoes (4.185) e (4.186) para o calibre de Landau. As equagdes usadas para o calibre circular foram
(4.137) e (4.139). A coincidéncia das razoes Erqnq(00)/E; para dois valores do pardmetro u no caso de baixa

temperatura é acidental: essas razoes sdo diferentes se s~ # 1.

4.7 Discussao

Neste capitulo obtivemos muitos resultados exatos que descrevem a dinamica governada pelo ha-
miltoniano (1.1) com dois calibres: o circular e o de Landau. Essa dinAmica parece bastante abrangente,
vinculada & dependéncia concreta do campo magnético em relacdo ao tempo B(t). Todos os exemplos e figu-

ras analiticas explicitas mostram claramente que a dindmica pode ser bastante diferente para os dois calibres
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Figura 4.23: As razbes £(7)/&; nas armadilhas isotropicas (s = 1) em funcdo do tempo adimensional
T = Kt para os calibres circular e de Landau com B(t) = By/ cosh(kt). Linhas sélidas: pipema = V2 e
Peire = \/5/2 Linhas tracejadas: preng < 1 e pere < 1. Esquerda: o caso de baixa temperatura,

p =0, T = 1.Direita: o caso de alta temperatura, p =1, T = 10.
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Figura 4.24: O momento magnético médio M(7) nas armadilhas anisotropicas com s = 2 em fungdo do
tempo adimensional 7 = kt para os calibres circular e de Landau com B(t) = B/ cosh(kt). Linhas sé6lidas:
ULand = V2 e Meire = \/5/2 Linhas tracejadas: prgng < 1 e peire < 1. Esquerda: o caso de baixa

temperatura, p = 0, T = 1.Direita: o caso de alta temperatura, p =1, T = 10.

com 0 mesmo campo magnético dependente do tempo, pois as geometrias dos campos elétricos induzidos sao
diferentes. A tnica excecdo é o caso da variagdo adiabatica do campo magnético, desde que a razdo entre as
frequéncias final e inicial ndo seja muito pequena, de tal maneira que a solugdo adiabatica simples (4.149)
para a equagao (4.1) possa ser justificada. Consequéncias importantes dos numerosos exemplos considerados
neste capitulo sao as condicoes de validade de duas aproximagdes frequentemente usadas: a de “salto repen-
tino” e a adiabatica. Para as variagbes mondtonas da frequéncia do ciclotron Q(t), um parametro simples

que distingue entre os dois casos extremos é a razio u = €;/k, onde !

é um tempo caracteristico da
transicao da frequéncia inicial 2; para a final Qy. Formalmente, o “salto repentino” corresponde a p < 1,
enquanto a aproximagao adiabatica corresponde a p > 1. No entanto, nossos exemplos mostram que, em

muitos casos, uma precisao razodvel das aproximagoes pode ser alcancada quando u é algumas vezes menor
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ou maior do que a unidade. Praticamente, os valores ;1 = 0.1 e 1 = 10 podem ser suficientes. Esse resultado
é importante, porque justifica a razoabilidade da abordagem de “salto repentino” em intimeras aplicagoes, em
particular, em nossos artigos [26-28] e nos capitulos anteriores deste trabalho. No entanto, tais justificativas
nao sao universais: elas funcionam bem somente se o “tempo de transicao” for bem definido, como nos casos
do decaimento tipo exponencial. Para leis de evolucao da frequéncia mais lenta, a situacao pode ser mais
complicada: veja as secoes 4.2.1, 4.2.2 ¢ 4.6.1.

Um caso excepcional interessante é quando Qy = 0. Ja é sabido ha muito tempo (comecando,
talvez, na referéncia [44]) que a descrigdo do limite de transicdo de um campo magnético diferente de zero
para o movimento livre é um problema nao trivial. Nossos resultados mostram que os valores médios da
energia e do momento magnético tendem a alguns valores constantes, que sao diferentes para os calibres
de Landau e circular. Além disso, esses valores constantes sdo sensiveis as formas concretas da frequéncia
dependente do tempo §2(¢). Por exemplo, os valores de E.ire(00) € Mjr.(00) ndo dependem da velocidade
do decaimento da frequéncia para o “decaimento exponencial suave” Q(t) = ;/ cosh(kt). Por outro lado, os
valores finais anélogos para o calibre de Landau dependem fortemente do parametro x no caso anisotrépico:
até os sinais dos momentos magnéticos finais podem ser opostos. Imagens muito diferentes sdo observadas
quando as formas assintéticas da funcdo Q(t) sdo ndo exponenciais, por exemplo, as leis de poténcia inversa
Q(t) ~t7% com b > 0. Se b = 2, as figuras 4.4 e 4.5 ainda mostram a existéncia de valores finitos Euire(c0)
e M ir.(00), que sdo bem diferentes do caso da redugdo exponencial. Por outro lado, M c(t) € M pana(t)
podem crescer ilimitadamente quando t — oo se b = 1 e a escala de tempo caracteristica tg for relativamente
pequena: veja as figuras 4.3 e 4.22. Outra caracteristica intrigante do caso especial em que b = 1 é que nem
as aproximagoes adiabaticas nem as de salto repentino funcionam em todo o eixo do tempo, embora ambas
as aproximacoes possam ter sentido dentro de alguns intervalos de tempo limitados para valores apropriados
dos parametros. Em particular, sob a condigao Qptg < 1, a energia média e o momento magnético atingem
rapidamente os valores previstos pelas formulas de aproximacao do salto repentino, como se poderia esperar.
Um resultado totalmente inesperado é que ap6s longos intervalos de tempo as fungoes () e M(t) tendem a
valores finais que sdo muito diferentes das previsoes do salto repentino (e diferentes para os calibres circular
e de Landau). Talvez isso seja consequéncia da auséncia de um valor bem definido do “tempo de transigao”
para esse tipo de evolucao, com uma “extremidade” nao exponencial muito longa. Provavelmente, um estudo
de uma situacao mais geral, com um valor arbitrario do parametro b, poderia ser interessante. No entanto,
deixamos esse problema para um outro trabalho.

Embora a escolha de Q¢ = 0 nos permita encontrar varias solugdes simples e exatas para a equagao
(4.1), é necessario lembrar que esse limite no hamiltoniano ﬁo, dado pela equacao (1.1), pode ser duvidoso do
ponto de vista da descri¢ao de situacoes fisicas reais, em que uma particula quintica esta sempre confinada
dentro de algum recipiente ou armadilha. Provavelmente, um hamiltoniano mais adequado, neste caso, pode
ser obtido na forma

Hy = Ho+ M (673% + ¢39%) /2. (4.187)

Uma investigacao preliminar nessa dire¢ao para o calibre circular e g; = g2 foi realizada recentemente no
artigo [114]. Parece que vale a pena estudar o caso geral com ¢ # g2, especialmente em relagdo ao calibre

de Landau.
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Alguns resultados, principalmente relacionados ao comportamento do momento magnético, pare-
cem paradoxais. Na verdade, o valor diferente de zero do parametro p no estado inicial é necesséario para que
se obtenha o valor de Landau-Darwin correto (4.3) do momento magnético médio no estado de equilibrio de
uma particula carregada livre em um campo magnético uniforme. No entanto, a férmula (4.34) fornece um
momento magnético médio oscilante, mesmo no caso em que a frequéncia é constante w (quando essa formula
é exata). Por outro lado, todos os valores médios ndo podem depender do tempo em qualquer estado de
equilibrio descrito pelo operador de densidade p = exp(fﬂf]), se H é independente do tempo. Uma possivel
explicagdo para essa controvérsia é que a matriz de covariancias (1.30) corresponde, estritamente falando, ao
estado de equilibrio do sistema, descrito nio pelo hamiltoniano livre Hy, dado pela equacdo (1.1), mas pelo
hamiltoniano (4.187) com ¢, < w;. Parece que o desligamento abrupto do potencial parabodlico confinante
em t = 0 transforma o estado de equilibrio do hamiltoniano H ¢ no estado de ndo equilibrio do hamiltoniano
fIO, assim, a evolugdo posterior de algumas quantidades torna-se dependente do tempo. O hamiltoniano
(1.1) possui muitas caracteristicas atrativas, relacionadas & existéncia das constantes de movimento z. € ..
Por outro lado, provavelmente, é simplificado demais em alguns aspectos, porque, por exemplo, o operador
de densidade de equilibrio formal exp(—ﬁﬁo) nado pode ser normalizado: seu trago é igual ao infinito. Esse
assunto precisa de um estudo mais detalhado.

Mais um problema intrigante esta relacionado ao caso da variacao muito lenta da frequéncia do
ciclotron Q(t). A primeira vista, ¢ suficiente usar uma solucio simples (4.149) para se calcular todos os
valores médios e probabilidades [11,115]. Uma consequéncia imediata é a dependéncia linear £5/&; = wy /w;
(o conhecido invariante adiabéatico), claramente visto nas figuras 4.7 e 4.15 para quaisquer valores dos
parametros soT e p. Contudo, a solugdo (4.149) nao é valida quando a frequéncia fica proxima de zero,
especialmente quando passa pelo valor zero e se torna negativa. Dois exemplos para o calibre circular nas
secoes 4.3.1 e 4.4.1 mostram que a razao £5/&; como funcao de |wy|/w; é novamente uma linha reta quando
wy < 0, mas o coeficiente de proporcionalidade é maior do que a unidade: é igual a 3 no regime de baixa
temperatura, enquanto pode ser ainda maior no regime de alta temperatura. Infelizmente, ndo sabemos o
que pode acontecer para o calibre de Landau, j& que nao conseguimos encontrar solugoes explicitas quando
w(t) < 0 para esse calibre (exceto para a aproximacio de salto repentino). Esse é um desafio para estudos
futuros, assim como a obtencao de solucoes explicitas para o caso adiabatico geral com um parametro de
calibre arbitrario a e frequéncia final negativa wy.

Vale ressaltar que o potencial vetor linear (1) com qualquer fun¢ao dependente do tempo B(t) &, de
fato, uma aprozimacdo na auséncia de correntes externas distribuidas. No entanto, essa aproximagao é muito
boa no caso nao relativistico, porque a escala de nao homogeneidade espacial do campo eletromagnético é
proporcional & velocidade da luz ¢, enquanto o raio do ciclotron de uma particula carregada (definindo a escala
de inomogeneidade admissivel do campo magnético para o nosso modelo) é proporcional & velocidade da

particula v < ¢, como ja discutido na se¢do 3.7. Para mais detalhes pode-se consultar as referéncias [27,62].



Consideracoes finais

Estudamos amplamente o comportamento das varidncias, da energia média e do momento mag-
nético médio de uma particula carregada se movendo num campo magnético nao estacionario descrito por
meio do potencial vetor linear geral dado pela equacao (1).

No capitulo 2, considerando um salto duplo do campo magnético, mostramos que de fato nao é
possivel criar, a partir de estados coerentes, estados comprimidos para um calibre circular (o« = 0). Por outro
lado, isso pode ser feito para qualquer outro valor do parametro de calibre . Na maioria das situagoes, o
grau maximo de compressao é obtido para o calibre de Landau (|| = 1). Porém, em alguns casos especificos,
valores intermediarios de a produziram compressoes mais intensas, por exemplo, para uma inversao do campo
magnético o valor |a| = 3/4 fornece a maior compressao.

No capitulo 3, os valores médios da energia e do momento magnético e suas flutuagdes quinticas
foram obtidos para um valor arbitrario de « ao se considerar uma situacdo mais simples, um salto tinico
do campo magnético. Ficou claro que a dindmica da particula depende da escolha do calibre do potencial
vetorial quando o campo magnético é varidvel. Verificamos que em alguns casos é possivel reduzir a energia
média da particula (“resfriar” a particula) mudando o campo magnético. Em particular, no limite de baixas
temperaturas, a queda méaxima da energia para o calibre de Landau foi duas vezes menor que para o calibre
circular. Fornecemos uma nova possibilidade para se justificar o pequeno valor do momento magnético médio
num estado de equilibrio em regime de altas temperaturas, atribuindo esse fato ao acoplamento estatistico
entre as coordenadas relativas (., y,) e as coordenadas do centro (x., y.), veja a secdo 3.7. Tanto o momento
magnético médio quanto suas varidncias apresentaram fortes oscilagoes apos o salto do campo magnético.
Nesse cenério, se o sinal do campo magnético permacer o mesmo, 0 momento magnético médio pode mudar
periodicamente de sinal. Os valores dessas flutuacoes sao muito altos e sempre maiores que o quadrado do
valor médio do momento magnético, mesmo em regimes de baixas temperaturas. Além disso, os resultados
apresentam uma forte dependéncia em relacdo & simetria do potencial confinante inicial.

No capitulo 4, considerando os calibres particulares circular e de Landau, obtivemos os valores
médios exatos da energia e do momento magnético para muitas formas de variagoes continuas do campo
magnético. Mostramos que na maioria dos casos as aproximacoes de variacdo instantinea (considerada nos
capitulos anteriores) e de variacdo adiabatica do campo magnético sdo razoaveis, exceto na situacio em que
o campo magnético final é zero, quando essas aproximacoes podem falhar, principalmente quando t — in fty.

Alguns problemas interessantes ficam em aberto para estudos futuros. Um deles é a obtenc¢ao das
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solugoes exatas para duas situagdes em que o campo magnético muda de forma assintética para um valor
final negativo: a primeira é considerando o calibre de Landau e a segunda é considerando o caso adiabatico
com um valor arbitririo do parametro de calibre . Outro é o estudo mais detalhado do caso em que o
campo magnético varia de acordo com as leis de poténcia inversa €(t) ~ ¢t~ com um valor arbitrario do
parametro b.

Por fim, seria interessante verificar os resultados deste trabalho em experimentos com elétrons
ou fons tnicos se movendo no interior de solenoides de diferentes formatos para diferentes armadilhas de

potencial iniciais.



Apéndice A

Potencial vetor dentro de um solenéide infinito com uma

secao transversal arbitraria

Nosso ponto de partida é a formula para o potencial vetor criado por uma distribuicao arbitraria da

densidade de corrente elétrica j (no sistema de unidades gaussiano) [77]:

Alr) = % / ‘ j(j/3/|dV (A1)

Vamos considerar um solenédide cilindrico de comprimento 27 e uma se¢do transversal arbitraria. Dois
exemplos sdo mostrados na figura A.1.

Suponha que a densidade de corrente seja diferente de zero em uma fina camada de espessura
7, sendo direcionada perpendicularmente ao eixo do cilindro z e tendo o valor absoluto constante jy. O
elemento volumétrico de integracdo dV pode ser escolhido na forma dV = 7dldz, onde dl é o elemento de
comprimento infinitesimal ao longo das bordas do cilindro no plano horizontal zy. Estamos interessados no
potencial vetor no plano z = 0 (assumindo que —Z < z < Z para os pontos da superficie do solenoide),
tendo em mente assumir o limite Z — co. Podemos escrever jdV = Zdldz, onde Z = jo7 é a densidade
da corrente superficial e dl é o vetor infinitesimal ao longo do contorno da segao transversal. Entdo, (A.1)

assume a forma,
7 z dz 9 9 9
Alz,y)=—¢dl C ) pr=(x ="+ (y—n)7, (A.2)

onde (£,m) é um ponto na superficie do cilindro no plano z = 0, logo temos dl = (d§,dn). A integral em

relacdo a dz pode ser facilmente calculada com o auxilio da substitui¢do z = psinh(y):

/ZdZI/Q:2XZ=21n[(Z+\/Z27+p2)/p]~

-2 (P2 +2?)

Para Z > p, o lado direito pode ser escrito na forma 21n(22) + p?/(2Z?) — 2In p. Como

]{ dlIn(2Z) = 0,

obtemos o seguinte limite de (A.2) para Z — oo:
T 9
A(z,y) = — = dlln (p?). (A.3)
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Esta formula geral é valida para qualquer solenéide cilindrico infinito, com uma se¢ao transversal arbitraria
(desde que a densidade de corrente superficial ndo dependa de z). Pode-se ficar infeliz ao ver a quantidade
dimensional p? no argumento da funcao logaritmica. No entanto, pode-se tornar esse argumento adimen-
sional, acrescentando ao lado direito da equacdo (A.3) a expressao %dl In(S) = 0, onde S pode ser uma
constante arbitraria com dimensao quadratica de comprimento. De qualquer maneira, nenhum erro com a
dimensionalidade aparecera nos resultados finais.

Para um solenoéide eliptico com os eixos iguais a 2a e 2b, pode-se usar a parametrizagao £ = a cos ¢

e 1 = bsin¢. Entao, as duas componentes do potencial vetor podem ser escritas como

Ay T [ —asi
=— 7/ dy R B [(z — acosp)® + (y — bsingp)?] . (A.4)
A, ¢Jo bcos ¢

Pode-se verificar que a mudanca da variavel de integragdo ¢ = ¢ — m/2, junto com as substitui¢bes x — y,
y — —x e a < b, transformam a integral para A, na integral para A,. Portanto, ¢ suficiente calcular A,.
No entanto, o calculo da integral (A.4) para quatro parametros arbitrarios, a, b, z,y, é bastante complicado.
Sendo assim, vamos assumir que |z| < a e |y| < b. Isso significa que consideramos o movimento em
uma regido relativamente pequena dentro do solenéide cujos tamanhos perpendiculares sdo suficientemente
grandes. Pode-se notar que integral (A.4) é nula para x = y = 0, jA que, nesse caso, o integrando é uma
funcao impar. Levando em consideracao apenas termos lineares com relagao a z e y, chegamos & férmula

2abyL /2” dpsin?
0

Ay = .
’ c a2 cos? ¢ + b2sin? ¢

(A.5)

A integral proporcional a x é igual a zero, pois o integrando relacionado é uma funcao impar de . A integral
em (A.5) pode ser escrita na forma

2 di(1 — cos ) B dz (z —1)2
/0 a? + b2 + (a2 — b2) costp _}{ﬂ_lz’z (@ = b2) (22 +1)+2(a2+ %)z’

onde ¢ = 2p e z = exp(iy). O integrando da integral de linha tem dois polos dentro do circulo: |z| = 1:
z1=0e 2= (b—a)/(b+ a). Usando o método de residuos, chegamos a férmula

27 i 2

3 2

/ dy sin go. - L (A.6)
o a2cos2p+b2sin®p  bla+0b)

Consequentemente, as componentes do potencial vetor proximas ao centro do solenéide eliptico assumem as

formas
Bay _ Bbx
a+0b’ YT a4 b

B =4nT/c, (A.7)

onde B ¢ a intensidade do campo magnético uniforme dentro do solenéide. Comparando (1) com (A.7),

obtemos a relacao entre o parametro a e 0s semi-eixos do solendéide eliptico:
a=(a—>b)/(a+Db). (A.8)

Na verdade, o potencial vetor linear (1) existe para uma forma arbitraria da segao transversal do
solenodide, possuindo uma simetria em relagao as reflexdes dos eixos z e y, dentro de uma pequena regido (em
comparagdo com os tamanhos transversais do solenotide) perto do centro. Por exemplo, vamos considerar a
secdo transversal retangular —a < £ < a e —b < 7 < b. Entao, a férmula (A.3) leva a

_I (n—y)?*+ (x+a)’
a =% [ [ G )
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As integrais indefinidas correspondentes podem ser calculadas exatamente:
/dz In (22 + 92) =zln (22 + 92) — 2z +2gtan ' (2/g).

No entanto, a férmula exata resultante para A, é muito complicada. Por outro lado, expandindo o integrando

em (A.9) em relagdo a = e y, obtemos, em uma aproximacao linear:

T (° daxdy _
A, = - /_b pEp— = (2/7)Bxtan™'(b/a). (A.10)
Nesse caso,
a=1-(4/7)tan"*(b/a). (A.11)

Para mostrar como o potencial vetorial (1) com |a] > 1 pode ser criado, vamos considerar o
solenoide concavo com dois limites hiperbolicos, (¢/a)? —(n/b)? = 1, com as parametrizacoes & = #a cosh(x)
e n = bsinh(). J& que a corrente deve fluir ao longo do circuito fechado, supomos que —x;m < X < Xm,
para que o circuito seja fechado por duas linhas retas 7 = £bsinh(x,,). Nesta geometria, a componente A,
é determinada apenas pela corrente nos limites hiperbolicos. Pode ser escrita na forma (se a corrente fluir
no sentido anti-horério)

[ (bsinh x — y)? + (2 + acosh x)?
Ay == [ beoshydx1 . A12
y C/_)(m cosh xdyx n|:(bsinhX_y)2+($_@COShX)2 (A.12)

Na aproximagao linear, em relagao as variaveis x e y, chegamos & integral

m 2
Ay = 4aixz /im a? coslcli;(;(fl;finhQ i (A4.13)
Essa integral pode ser calculada exatamente [113]. O resultado é
Ay = % [Xm + gtan_l (Z tanhxm>} . (A.14)
Consequentemente,
a=1- ﬂ'(a4+—|lil)2) [xm + gtaun_1 (Z tanh Xm)] . (A.15)

Se xm < 1, entao « é préoximo & 1. Mas « pode ser menor que —1 para valores suficientemente altos do
parametro y,,. Em particular, se x,, > 1 e a = b, entdo a = 1/2 — 2x,, /7.
A aproximagao linear para o potencial vetor pode ser justificada se o tamanho transversal do

solenodide for muito maior que o raio de Larmor da particula carregada Ry = |v/w|. Para uma particula

quantica com a energia minima hwg/2, tem-se Rro = \/h/(mwo) = \/ch/(eBy). Para se ter uma idéia
das ordens de grandeza dos parametros, consideramos um elétron se movendo em um campo magnético da
ordem de By = 10% G. Entéo, wy ~ 2 x 10'1° s e Rrg ~ 107° cm. Portanto, a aproximacao linear é muito
boa para solendides cujas dimensoes transversais sao muito maiores que 1 mm e campos magnéticos mais

fortes do que 1G.
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bsinh(xm)

b
(&n) (xy) &)

(x,y)

=bsinh(xm)

Figura A.1: Esquerda: A secdo transversal do solenoide eliptico com a razdo entre os eixos a/b = 2,
produzindo o potencial vetor (1) com o = 1/3. Direita: A se¢io transversal do solenoide hiperbdlico com

ar —3/2.



Apéndice B

Os momentos de quarta ordem em termos dos de

segunda ordem para os estados gaussianos

As seguintes relagoes sdo mantidas nos estados gaussianos, como casos especiais da férmula geral

(3.25):
:3(?) , yi= (y?) ,

22y2 = (B292 4920240 G B G+ Gr B Gr B+ B0 PR B+ 00 820,) /6 = (@292 49222) /2~ [0, §,)2/2 = 229242 (To)”

EX

Portanto, (292 + ¢242) = 222 - y2 + 4 (:vryr)2 + [&, §r]?. Como [2), &c] = [9, Je] = 0, entdo
(@22 + G202) = 2207 + Y27 = 02 22 + 2 + 2 (@)’ + (o)

No caso de quatro operadoras diferentes, temos

TcYclrYr = <i’cgc-%rgr +gc£cgr§7r+i‘cgcﬁr-%r+gcfi‘c£rgr>/4 = <£cgc§7rgr + gc-ﬁcﬁrﬁr>/2 + [-fra gr] [:UAca -%c} /4

= TYe TrYr + TeZr - YelYr + TelYr - Y-

No caso em estudo, T.y. = o2, = 0 antes e depois do salto. Além disso, [Z,, §.] = [y., Z.]. Portanto,

<j}cl7cfi7r?37> + @cfcgrjr> =2 (xcxr “YeYr + TcYr ycxr) - [fra gr]z /2~

Outra relagio util ¢ zcy2z, = (Tc (472, + &,J; + Grdrfr))/3. Mas (§rd9r) = (G7&, + 2,97 ) /2.

Portanto, z.y2x, = (i, (yf£r+£r@f)>/2 = 2Ty - Uy + Toy - 42, logo

(e (@2@7 + $7y72~>> = 4T Yr  YrTr + 2T, _y?? (Je ('ig@ + g7§73)> = 4Ty - TrYr + 29cYr - ;72‘

Da mesma maneira,

<53?9AU6> = 3T, T, ';%’ <Z7?QC> = 3YrYe - 3772
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Apéndice C

Detalhes das solucoes gerais para o calibre circular

E conveniente introduzir a matriz de rotacio 2 x 2
coS sin t
R = Y o) = / w(r)dr. (C.1)
—sing cosy 0
Entdo, a matriz Ag da equacdo (1.18) pode ser escrita na forma

Re(e) R Im(e)R/(mw;
Ay o] REOR IER ) | )
mRe(&) R Im(&)R/w;
Calculando o produto da matriz (1.21), obtemos A,(¢). Seus blocos 2 x 2 tém uma estrutura semelhante,
Ve ||oe(t) st
20 —st) )

: (C.3)

com os seguintes coeficientes:
c1=aycosp—b_sinp, s =aqsing+b_cosy,
co=a_cosp+bysing, s9=a_sinp—bycosy,
c3=a_cosp—bysing, s3=a_sinp-+ by cosy,
cs =aqcosp+b_sing, s4=aysinp—>b_cosy,
onde
ayt(t) =w(t)Re(e) £Im(g), bi(t) = w(t)Im(e) £ Re(é).

Entéo, as equagdes (4.5), (4.6) e (C.3) resultam nas seguintes expresses para os blocos da matriz o, (1):

Guw;
Go, = m (C4)
c+ s% + 7 (sc% + s_lsg) —2p(c1ea + 8182) Tsoco (s_l — s)
Tsoco (571 — s) A +s7+ 7T (ss3+s'c3) —2p(ciea + s182) 7
Guw;
Go,. = 20 (C.5)
3+ 55+ 7 (sc;+ s 's3) — 2p(czea + s354) Ysacy (571 —s)
Tsycy (571 - s) c% + s§ + 7T (ssi + 8716421) —2p(c3cq + 8384) ,
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Guw;

Gore = ——t (S + TSy — po C.6

rc 4w2(t) ( P)7 ( )
ci1C3 + 8183 S1C3 — €183 Scocy + 3_13234 5_15204 — S8C984

E0 = ) ET = 1 -1 ’ (07)
C183 — 81C3 C1C3 + S1S3 S "C984 — 8S89C4 88984+ S “cCacy

C1C4 + 8184 + CoC3 + S283  S1C4 + S2C3 — €184 — €283
¥, = . (C.8)

C184 + C283 — 81C4 — S2C3 C1C4 + 8184 + C2C3 + S$283
Vemos que uma armadilha anisotropica (s # 1) complica significativamente todas as férmulas.
Portanto, em alguns casos, devemos considerar o caso mais simples em que s = 1, quando as matrizes o, e

0. Sa0 proporcionais & matriz 2 x 2 unitaria Is:

Gwi 2 2 Gwi 2 2
Go, = 20 [|F_| + T|Fy|* — 2pRe(F_F+)] I, Go.= M [|F+\ + YT|F_|* — 2pRe(F_F+)] 1.
(C.9)
A tnica matriz ndo diagonal para s =1 é o,
: 14+ T)Re (F_F}) — pRe (F% + F? —2w(1 + YT)Re (ée*
Go G| (1 TIRe (FLF2) = pRe (2 + F2) (1 +)Re (é2") 0

A4w?(t) 20(1 + T)Re (é¢¥) (14 Y)Re (F_F}) — pRe (F? + F2)



Apéndice D

Formulas assintoticas para x < w; s no caso da frequéncia

dependente do tempo (4.84)

Se k K w; e Kk K wy, entdo |u| > 1 e |y] > 1, e precisamos das formulas assintoticas para a func¢ao
hipergeométrica confluente ®(a; c; ) com grandes valores absolutos do argumento x e do segundo parametro
c. A féormula mais simples pode ser encontrada, se considerarmos ¢(c+ 1)...(c+n — 1) = ¢" na equagéo
(4.87). Entdo ®(a;c;x) ~ (1 — z/c)~ . Usando esta aproximagdo, temos

®(1/2;1 - 2i7;2ip) ~ [ -L, Am o (wi—wp), K~ 2w |14 k2 (wi—wf)Q/(Qw;*)}.
W w,

No entanto, um resultado tao simples pode ser justificado apenas sob a condigdo |z/c| < 1 [109], que é
equivalente a a desigualdade w; > w;/2. O caso em que a frequéncia final é negativa wy pode ser estudado

com o auxilio de uma férmula assintética mais complicada [veja em [109], a equagdo 6.13.1(2)],

I'(c) 2N T(e)

D(a;c;iz) =~ + (iz)C. D.1
(a;¢;i2) Tle—a) ( . I‘(a)e (iz) (D.1)

Que vale para z — oo, desde que z > 0 e |¢|] < z. A dltima condigdo ndo exclui a possibilidade de que

le] > 1, se k < |ws| < w;. Entdo, podemos usar também a formula de Stirling assintética para a funcdo

Gamma,

D(z) ~ V2rexp[(z—1/2)In(z) — 2], |z|> 1. (D.2)
Se ¢ = x, — 2i7y, entao
In(z, — 2iy) = In(—2iv) + In[1 + iz, /(27)].

E aqui surge uma grande diferenca entre os casos de valores positivos e negativos do coeficiente v. Se v > 0,

entdo In(—2iv) = In(27v) —im/2, e aqui o produto zIn(z) contém a parte real —7~y. Por outro lado, se v < 0,

In(~2iy) = In(2i]7]) = In(2y)) + im/2,

c

e o produto zIn(z) contém a parte real +7y. Ao mesmo tempo, o termo i*~° = exp[im(a — ¢)/2] na equacao

.1) sempre tem a parte real exp(—7n7y). Dessa forma, o produto I'(c)(iz)*“ é proporcional a exp(—2my
D.1 | D f d r 1)1 & ional 2
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para v > 0, de modo que o segundo termo na equacdo (D.1) pode ser negligenciado, se v > 1. Como

resultado, temos as seguintes expressoes quando k < wy < w;:
O(1/21 — 2i; 2ip) = (wyr/wi)'?,  Amirfw,  K(oo) = 2wy [1+ K2/ (202)].

Consequentemente, £5/&; ~ wy/w; em ambos os casos de wy > 0, em concordancia com a figura 4.7.

Por outro lado, o segundo termo na equacdo (D.1) ndo pode ser negligenciado, se v < 0, ja que os
dois termos exponenciais, exp(my) e exp(—7y), eliminam-se mutuamente. Além disso, este termo é muito
maior do que o primeiro no caso da fun¢ao ®(3/2;2 — 2i~y;2iu) com p > |vy|. Depois de alguma algebra,

pode-se obter as seguintes expressoes [aqui ® = ®(1/2;1 — 2i; 2ip)]:

b ~ /|’YM| (i+vaer), 1o ~ hﬂ' (3+2v2sinp),  p=2(u+7)+ 20l In(l/n),

2¢/2¢tP 4 + 24/2sin p
= AR ——————————
i+ /2eir 34 2v2sinp

Entédo, pode-se verificar que a identidade (4.93) é exatamente satisfeita, assim, a equagdo (4.97) produz

~

-1
, 1—Relr — (3+2\/§sinp) .

K(00) = 6lwy|, ou seja, £¢/& = 3|wys|/w; para G = x, wr < 0, k < |ws| < w;, novamente de acordo com a
figura 4.7. Na verdade, este simples resultado corresponde aos termos principais das expansoes assintoticas
da funcdo hipergeométrica confluente. A razdo diferente de zero wy/w; resulta em algumas oscilagdes em
torno do valor médio, que sdo claramente vistas na figura 4.7. A frequéncia dessas oscila¢cbes aumenta com

a diminui¢do do parametro k, como pode ser visto na féormula do coeficiente p.



Apéndice E

Correcoes analiticas para a aproximacao de salto
repentino para x >> w; s no caso da frequéncia dependente

do tempo (4.84)

Para encontrar corregoes devido a aproximacao de salto instantineo no caso de grandes, mas finitos

valores de k, é necesséiria a expansao da fungao hipergeométrica confluente em relagao ao seu argumento,

até os termos da ordem da x 2

B(1/2;1 — 2iry; 2ip) ~ 1+ ip — 2uy — 3pu* /4, o Wi W

(14 2iy +ip/2 — py/2 — 49%) .

7

Entao, pode-se verificar que o lado direito de (4.93) é igual a unidade até os termos da ordem da K2,

confirmando a identidade (4.16). Usando (4.97), obtemos a seguinte expressdo para a corre¢do da energia
final (4.24) devido a duracao finita do “salto” para o calibre circular:

- m(G +x)

0€ = 12

(wp —w;)? [5 (wr+ w;)? — 4%‘2} . (E.1)

Consequentemente, a aproximacao do salto repentino pode ser bem justificada de fato sob a condicao k >
|wr—w;|. A correcdo (E.1) pode ser positiva para valores negativos de wy, pertencendo ao intervalo |w;+w;| <

2w;/ V5. Caso contrario, essa correcao é negativa.
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Apéndice F

Solucao para o perfil de Epstein—Eckart (4.114) em toda

a linha

Introduzindo a nova variavel { = exp(kt), pode-se transformar a equagao (4.1) com a fungao (4.114)

para a forma
(wr¢ + wi)?
(C+1)?

onde a linha significa a derivada em relacio a ¢. Escrevendo £(¢) = ¢*(1 + ¢)?£(¢), chega-se a equacio

(k)" + K2 + =0, (F.1)

(ROP(CH 12" + K2CC+1) [T+ 20+ (1 + 21+ 2d)] f
+ {2 [(1+ QP 4 d(d = 1) +dC(1+ Q@A+ D] + (wr¢ +wi)* | £ =0. (F.2)

A proxima etapa é encontrar os valores dos parametros A e d, que transformam a equagio (F.2) para a forma
CA+Qf"+(A+BOf +Cf =0, (F.3)

com alguns coeficientes constantes A, B, C. A condi¢do necessaria é a possibilidade de dividir o coeficiente
em f por ¢(1+ (). Isso significa que este coeficiente deve ir a zero para ( =0 e ( = —1. Assumindo ¢ =0,
chega-se & equacdo k?\? + w? = 0. Escolhemos a solugdo A = +iw;/k, porque leva & expressdo correta
e(t) ~ exp(+iw;t) quando t — —oco. Assumindo ¢ = —1, chega-se & equacdo x%d(d — 1) + (w; — wf)2 =0.
Entdo, comparando a equacdo (F.3) com (4.113), pode-se obter a solu¢ao (4.115) com coeficientes (4.116).
A escolha do parametro d com o sinal negativo antes da raiz quadrada na equacgdo (4.116) garante que

(t) ~ exp(+iw;t) para todos os momentos se w; = wjy.
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Apéndice G

Funcoes assintoticas que descrevem o momento

magnético no calibre de Landau

A dependéncia do momento magnético médio esta contida nas fun¢ées Sq(t), Sy (t) e S,(t). No

regime assintético, essas funcoes sdo determinadas pelos coeficientes constantes u,, u+ e suas combinagoes
a=usy+u’, b=wuqul —u’ ug, a_ =uy —u’, b =uyul +uru,.
Para simplificar as formulas, é util introduzir quatro fungdes que oscilam conforme exp (#|wy|t):
A= aei“*’flt, B = be'lwslt, A =q_elvslt B_ =b_ellslt,

Entao,

Sa = \/1Q¢|Re(A- —iB_) + 2Q¢/Q (|Jus* + [u_|?) /Qf,

Sy = (|271/9) {Re(B)Im(A — iB) + |a — ib|>} + 1/Q/|Qs[Re(A — iB) — 1/ |2/ Re(uy ) Im(A + iB),
Q;Re(A) 2104V
=—— +
Qf

g —
SERRVIIon

+ /19| [Re(A_) — Re(uy)Re(B) — 2Re(uq )Im(A)] [la|? + Im(ba®) + Re(b) /2] .
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