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ABSTRACT

The main objective of this work is the development of a formulation of the boundary element
method for the evaluation of problems in bodies of anisotropic materials under centrifugal
loads. The fundamental anisotropic solutions are used and terms of inertia are considered
as body forces. The domain integrals that arises from the inertial terms are transformed into
boundary integrals using the radial integration method, as a result, no internal points are nee-
ded to improve the accuracy of the solution. Discontinuous quadratic boundary elements are
used whose degrees of freedom are written in a local reference system, where the directions
of the coordinate axes coincide with the normal and tangent directions to the boundary at the
collocation point. Stresses and displacements are calculated at the boundary and at internal
points. Problems with known analytical solutions are used in order to assess the accuracy of
the proposed formulation. It is possible to notice that, there is a good agreement between the

numerical and exact solutions.

Keywords: Boundary Element Method, Anisotropic Materials, Centrifugal Loads.

RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma formulacdo de elementos
de contorno para a avaliacio de problemas em corpos de materiais anisotropicos sob cargas
centrifugas. As solu¢des fundamentais anisotropicas sdo utilizadas e os termos de inércia
sdo considerados como for¢as do corpo. As integrais de dominio que resultam dos termos
inerciais sdo transformadas em integrais de contorno usando o método de integracdo radial,
com isso, nenhum ponto interno € necessario para melhorar a precisdao da solucdo. Sao
usados elementos de contorno quadréticos descontinuos cujos graus de liberdade sdo escritos
em um sistema de referéncia local, onde as direcdes dos eixos de coordenadas coincidem
com as dire¢cdes normal e tangente ao contorno no ponto de colocac@o. As tensdes e 0sS
deslocamentos sdo calculados no contorno e em pontos internos. Problemas com solucdes

analiticas conhecidas sdo usados a fim de avaliar a precisdo da formulagdo proposta. E

possivel notar que, existe uma boa concordancia entre as solugdes numéricas e exatas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Materiais Anisotrépicos, Cargas Cen-
trifugas.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

No século passado, gracas ao grau de desenvolvimento da Matematica e da Fisica a partir
do século dezessete, foi possivel o surgimento dos computadores, e assim, outra grande area
de modelagem foi desenvolvida, a modelagem via computador, também conhecida como
modelagem numérica. Com o passar do tempo, a modelagem numérica ganha mais espaco
e atualmente é imprescindivel nas mais diferentes dreas do conhecimento humano devido
sua eficiéncia e versatilidade. Para tornar essa modelagem possivel, foram desenvolvidos os
métodos numéricos e, a partir desses, a elaboracdo de c6digos computacionais para a analise

dos problemas de Engenharia.

A modelagem de problemas de engenharia vem se tornando mais complexa ao tentar
reduzir a lacuna entre o modelo e aplicacdo real. Isso significa que suposi¢des menos res-
tritivas podem ser formuladas. Em outras palavras, mais fisica pode ser implementada no
modelo. Dentre os vdrios desafios, as representacdes das propriedades do material ¢ um dos
mais importantes. No caso de materiais compdsitos, a representacio das propriedades apre-
senta dificuldades extras quando comparadas aos materiais metélicos, que ainda sao 0s mais

usados em engenharia.

1.2 Materiais compositos

A palavra compasito no termo material composito significa que dois ou mais materiais
sao combinados em uma escala macroscépica para formar um terceiro material util (JONES|
1999). Uma das fases € geralmente descontinua, mais rigida e mais forte, e € chamada de
refor¢o, enquanto a fase menos rigida e mais fraca é continua, chamada de matriz (DANIEL;
ISHAI, 2006). Além disso, a ideia de combinar varios componentes para produzir um ma-
terial com propriedades que ndo sdo atingiveis com os componentes individuais tem sido

utilizada pelo homem hé milhares de anos.



Peters mostra as técnicas de fabricagdo de compdsitos, sendo que os objetivos da
fabricacdo de compdsitos sdo: alcangar um produto consistente controlando a espessura da
fibra, o volume da fibra e as dire¢des da fibra. Os outros objetivos sdo minimizar os vazios,

reduzir as tensdes residuais internas e o processo da maneira menos trabalhosa.

(2000) afirma que "aumentar o uso de compdsitos para substituir o aluminio na
fabricacdo de fuselagens de aeronaves traz inimeras vantagens de desempenho, como o po-
tencial de reducdo de peso (devido a maior resisténcia e modulo especificos), maior flexibi-
lidade e design (devido a capacidade de melhorar o desempenho em dire¢des especificas),
maior resisténcia a corrosao e resisténcia a fadiga aprimorada. A redug¢do de peso leva a uma
maior eficiéncia de combustivel". Além disso, o nimero reduzido de fixadores em estru-
turas compdsitas permite uma superficie mais aerodindmica a aeronave em comparagdo ao

aluminio rebitado.

Conforme a Figura[I.T] a aeronave Boeing 787 contém cerca de 80% de material com-
posito no seu volume. Por peso, € composto por aproximadamente 50% de compésitos, 20%
aluminio, 15% titanio, 10% aco e 5% de outros materiais e ligas (BOEING, 2014).

Composition by majorcomponent
I Carbon laminate
B Carbon sandwich 50% by weight
M Other composites
M Aluminum, 20%
M Titanium, 15%
B Titanium/steel/aluminum
Steel, 10%
Other, 5%

COPYRIGHT ©2012 THE BOEING COMPANY

Figura 1.1: Boeing 787 Dreamliner tem aproximadamente 80% de volume (50% de peso)

em compdsitos (BOEING, 2014).

A selecdo do tipo de processo de fabricagdo e do sistema de resina/fibra sera influenci-
ada pelas propriedades especificas necessdrias para as diferentes partes da aeronave. A alta
resisténcia e rigidez da fibra combinada com a baixa densidade s@o requisitos gerais 6bvios
para todas as partes da estrutura da aeronave. Essas propriedades foram melhor alcancadas
a partir de compdsitos produzidos usando layup de fibras pré-impregnadas unidirecionais

(conhecidas como prepreg) juntamente com a cura em autoclave.

Os altos niveis de rigidez e resisténcia dos compdsitos alcancados pela tecnologia pre-
preg, combinados com a baixa densidade dos constituintes, tornam os componentes fabri-
cados dessa forma adequados para estruturas de asas e fuselagem (MCILHAGGER E. AR-




CHER| [2020). Portanto, hd um foco crescente na reducio do custo de pecas compdsitas,
reduzindo os custos de materiais e processos de fabricacdo (HARRIS; SHUART; STARNES,
2002).

Os materiais compdsitos refor¢cados com fibra geralmente exibem anisotropia. Ou seja,

algumas propriedades variam dependendo da dire¢do que elas sdo medidas.

1.3 Superligas

Em aplicagdes aeroespaciais, as partes quentes, como as palhetas das turbinas dos avides
comerciais, sdo feitas de superligas. Com base no niquel, mas contendo quantidades signifi-
cativas de pelo menos dez outros elementos, incluindo cromo e aluminio, as superligas sdo
materiais que exibem excelente resisténcia mecanica e quimica em temperaturas proximas
ao seu ponto de fusao.

g ShA IR
L Y Riaday
S

Figura 1.2: Impressao artistica da turbomaquina no motor Trent 800 da Rolls-Royce, que
alimenta a aeronave Boeing 777 (Cortesia da Rolls-Royce) (REED] 2006).

A Figura [I.2] mostra uma turbina que move as aeronaves civis. As superligas sdo em-
pregadas nas sec¢des mais quentes das turbinas, sob cargas mais pesadas, para garantir a
integridade dos componentes durante o uso ao longo dos vérios anos de vida util da aero-
nave.

Além da industria aerondutica, as superligas sdo empregadas cada vez mais no setor
terrestre como, por exemplo, no sistema de turbina usado para gerar eletricidade. Neste
caso, a economia de combustivel € melhorada e as emissdes de carbono sdo reduzidas pelas
condig¢des operacionais proporcionadas pela superligas.

Ao longo dos préximos 25 anos, a capacidade instalada mundial de geracao de energia



deverd dobrar devido ao répido crescimento da economia e da populacdo dos paises em de-
senvolvimento. Para que isto aconteca, a maioria das atuais usinas precisard ser substituida.

Assim, as superligas nunca foram tao importantes para a prosperidade do mundo.

Em altas temperaturas, a fluéncia € um fendmeno predominante na falha de materiais
metélicos policristalinos. Por fluéncia, entende-se o fendmeno de deformacdo lenta e con-
tinua ao longo do tempo de peca carregada em altas temperaturas. Microscopicamente, 0
fendmeno da fluéncia ocorre devido ao mecanismo de escorregamento de graos ao longo
dos contornos de graos. A maneira 6bvia de evitar a ocorréncia da fluéncia € a eliminagao
dos contornos de graos através do uso de materiais metdlicos monocristalinos. Por isso, as
superligas sdo frequentemente usadas na forma de monocristais nas palhetas de turbina. O
niquel, como todos os metais, € anisotrépico quando na forma de um udnico cristal. Assim, a
andlise estrutural das palhetas deve levar em conta a anisotropia do material, assim como a

andlise estrutural de pecas de materiais compdsitos.

1.4 O método dos elementos de contorno

Uma das maneiras para resolver problemas estruturais com materiais anisotropicos €
usando o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

O nome Método dos Elementos de Contorno surgiu no ano de 1978 como uma alter-
nativa para as técnicas baseadas em divisdo de dominio (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1996
BANERIJEE, 1994). Sua grande vantagem € a reducdo da dimensao do problema, baseando-
se nas equagdes integrais de contorno e nas solu¢des fundamentais das equacdes diferenciais
que regem o fendmeno a ser estudado (KANE, 1994). A reducdo de malha € benéfica para
problemas que possuem dominios infinitos ou semi-infinitos presentes na acustica, mecanica
dos solos e mecanica dos fluidos (WROBEL, 2002)).

Diferente do método dos elementos finitos, 0 MEC calcula deslocamentos e tensdes com
a mesma precisdao no contorno e modela o interior dos corpos continuamente, sem discreti-
zacdo. Isto resulta em resultados mais precisos com um numero reduzido de varidveis que

precisam ser calculadas (graus de liberdade).

O MEC ¢ amplamente utilizado para muitas aplicacdes em engenharia, como: cresci-
mento da trinca (GOMES; MIRANDA| 2018)), eletromagnetismo (OUESLATI et al., [2021)),
fadiga (OLIVEIRA; GOMES; EVANGELISTA, 2019), acustica (GILVEY; TREVELYAN;
HATTORI, 2020), contato multi-corpo (LOYOLA| 2020) apenas para citar alguns trabalhos
recentes. Essas sao uma evidéncia da versatilidade do método.

Esté técnica € desenvolvida com base na transformacio das equacdes diferenciais parci-
ais governantes do problema, que envolvem campos desconhecidos no contorno € no inte-
rior de um dominio, em uma equacgdo integral envolvendo apenas os campos no contorno.

O MEC possui caracteristicas bastante desejaveis para a modelagem de muitos problemas,



sendo possivel a modelagem de problemas de alto gradiente de tensdao e deformacao com a
discretizac@o apenas do contorno.

O comportamento anisotropico dos materiais aumenta o nimero de varidveis na anélise
estrutural. As solugOes analiticas sdo limitadas a problemas simples. Assim, os métodos

numéricos sao necessdrios para a andlise de estruturas complexas.

O uso do MEC para a solucdo de problemas com materiais anisotrépicos tem-se tornado
mais comum nos tltimos anos. A medida que a anisotropia aumenta o niimero de constantes
eldsticas do material, surgem dificuldades no desenvolvimento das formulacdes. Particular-
mente, no método dos elementos de contorno, 0 maior nimero de varidveis significa muito
mais dificuldade em encontrar as solu¢des fundamentais. Esse aspecto é evidente na lite-
ratura; o nimero de referéncias nas quais o MEC € aplicado a estruturas anisotrépicas é
significativamente menor do que o nimero de estruturas isotropicas, pode-se ter como refe-
réncia [Sollero e Aliabadi (1995)) que propuseram a formulacao dos elementos de contorno
para problemas anisotrépicos. No entanto, nos ultimos 10 anos, avancos importantes na apli-
cacdo de técnicas de elementos de contorno a materiais anisotrépicos foram publicados. Por
exemplo, problemas de elasticidade plana foram analisados por [Tyagnii| (2015), Cordeiro e
Leonel (2020), problemas de contato em sélidos eldsticos por Nguyen e Hwu| (2019)), pro-
blemas em trés dimensdes por |Gu et al.| (2018)), Shiah e Hematiyan| (2018)) e por [Shiah e
Hematiyan (2021).

Na formulagdo geral do MEC com forgas de corpo, integrais de dominio surgem na for-
mulacdo devido as cargas de dominio. A fim de avaliar essas integrais, um esquema de
integracdo de células pode ser usado para fornecer resultados precisos, conforme realizado
por |Shi e Bezine (1988) para problemas de flexdo de placa anisotropica. Porém, a discretiza-
¢do do dominio em células anula uma das principais vantagens do MEC que € a discretizacao
apenas do contorno. Uma alternativa a este procedimento foi apresentada por Rajamohan
(1999), que propde o uso de solugdes particulares para evitar a discretizacdo do dominio.
No entanto, o uso de solugdes particulares requer que encontre uma funcao adequada que
satisfaca a equacdo governante. Dependendo de quiao complicada é a equagdo governante,

essa funcdo pode ser bastante dificil de encontrar.

As integrais de dominio que surgem de cargas distribuidas que podem ser transformadas
em integrais de contorno por transformagao exata usando o método de integracao radial.
Este método foi inicialmente apresentado por Venturini (1988) para problemas de flexdo
de placa isotrdpica. Posteriormente, em (Gao| (2002) foi estendido para problemas eldsticos
isotropicos tridimensionais. A caracteristica mais atrativa do método € a sua simplicidade,
uma vez que apenas a varidvel radial € integrada. Para integrais de dominio que incluem
varidveis desconhecidas, o procedimento proposto pode ser realizado usando uma func¢do
de base radial como no método de reciprocidade dual sugerido por (Gao (2002). No caso
de cargas centrifugas, como as forcas de corpo ndo dependem de varidveis desconhecidas,
nenhuma fun¢do de base radial é usada. Consequentemente, o uso de pontos internos nao é

necessario para melhorar a precisao da formulagao.



Uma abordagem que é chamada de método de reciprocidade dual (MRD) foi proposta
por Nardini e Brebbial (1982). Este método, que aproxima as forca de corpo por uma série
de funcdes de base prescritas, transforma as integrais de dominio em integrais de contorno,
empregando solugdes particulares derivadas do operador diferencial do problema com essas
fungdes de base (GAO, |2002).

Na presente dissertacdo, o MEC € aplicado a andlise de campos de tensdes e desloca-
mentos em problemas anisotropicos sob cargas centrifugas. Os resultados numéricos sao
comparados com as solugdes exatas e a dependéncia da discretizacdo do contorno € avali-

ada.

1.5 Objetivo

O objetivo geral do presente trabalho é o desenvolvimento de uma formulacdo do Método
dos Elementos de Contorno para andlise de problemas em materiais anisotrépicos sujeito a
forgas de corpo, sem a discretizagdo do dominio.

1.5.1 Objetivos especificos

Os objetivos especificos do trabalho sdo:

e Desenvolver uma formulagdo cujas condi¢cdes de contorno e as varidveis desconheci-
das sejam escritas em um sistema de referéncia local, com eixos de referéncia normal

e tangente ao contorno em cada um dos nos;

e Implementar elementos descontinuos tanto para interpolar as varidveis de campo,

como deslocamentos e forcas de superficie, quanto a geometria.

1.6 Organizacao do trabalho
O trabalho esté dividido em 7 capitulos distintos, relacionados a seguir:

e Capitulo 1: Introdugdo. Neste capitulo € mostrado a motivacdo para o trabalho, infor-

macoes iniciais, revisao bibliografica e a descri¢do do escopo do trabalho;

e Capitulo 2: Mecéanica dos Sdlidos. Apresenta os conceitos de tensdo e deformacao.
Estes conceitos serdo usados nos demais capitulos da tese;

e Capitulo 3: Equagdes Constitutivas e de Equilibrio para Materiais Anisotrépicos. Uma
breve revisdo sobre materiais compositos, tipos e classificacdo. A andlise da elastici-

dade anisotropica, andlise estrutural de laminas ortotrépicas e laminados simétricos.



Por dltimo, a andlise dos campos de tensdes e deslocamentos em discos rotativos orto-
tropico, que serdo usados na comparacdo com resultados numéricos para a validag¢ao

da formulagao implementada;

Capitulo 4: Método dos Elementos de Contorno. Apresenta o desenvolvimento das
equagdes integrais de contorno e o tratamento das integrais de contorno e de domi-
nio. E detalhado como é feita a discretizacio das integrais e como sio calculadas as
varidveis desconhecidas no sistema de referéncia local. Neste capitulo é detalhado
a transformagdo da integral de dominio na integral de contorno usando o método da
integragao radial;

Capitulo 5: Resultados. Resultados numéricos do problema da placa quadrada, da
placa laminada, do disco rotativo e da palheta de turbina aerondutica. Toda a formu-
lagdo desenvolvida ao longo do trabalho é avaliada neste capitulo através de compara-
coes com resultados da literatura;

Capitulo 6: Consideracdes finais. Principais conclusdes e contribui¢cdes do trabalho,
bem como proposta para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Mecanica dos Solidos

Este capitulo apresenta os conceitos bdsicos para o entendimento do comportamento de
meios solidos e como os mesmos reagem a aplicacdes de cargas. Esses principios sdo base
para todas as formulacdes apresentadas posteriormente relacionadas ao Método dos Elemen-

tos de Contorno.

2.1 Tensao

Tensdo é uma medida das for¢as internas que atuam em pontos dentro de um corpo.
Quantitativamente, ¢ uma medida da forca média por unidade de drea de uma superficie no
interior do corpo sobre a qual atuam as forcas internas. Estas forcas internas surgem como
reacdo as forgas externas aplicadas ao corpo. Uma vez que o corpo deformavel carregado é
assumido como continuo, estas forcas internas sao distribuidas de forma continua dentro do

volume do corpo e o corpo tem uma deformagdo continua.

A Figura[2.1|representa um corpo em equilibrio sob as forcas P;,...,P;. Imagine o corpo
dividido em duas partes A e B através de um corte na se¢do mm’. Serd assumido que estas
forcas estdo distribuidas sobre a drea mm’ continuamente, da mesma forma que a pressao €

continuamente distribuida sobre a superficie sob a qual atua.

A drea AS é uma drea infinitesimal com normal unitaria n; e AF € uma forga interna

exercida sobre essa area. Define-se o vetor tensdo como:

m .. AF  dF
L= Alsl*r—I>10 AS  dS @D
O vetor de tensdo t; depende da sua localiza¢do no corpo e da orientagdo do plano sobre

o qual atua. Dependendo da orientac¢do do plano considerado, o vetor de tensdo pode ndo ser

necessariamente perpendicular a esse plano e pode ser decomposto em dois componentes:



Figura 2.1: Corpo em equilibrio sob as forcas externas.

e Normal ao plano, chamado de tensdo normal:

. AF,
o= Jim, s e
onde AF;, é o componente normal da forca AF' que atua sobre a drea AS.
e Paralelo a este plano, chamado de tensdo de cisalhamento:
. AF
= Alér—{lo AS 2:3)

onde AF; é a componente tangencial da forca AF' que atua sobre a area AS. A tensdo de

cisalhamento pode ser ainda decomposta em dois vetores mutuamente perpendiculares.

Em um elemento infinitesimal de volume do corpo eléstico, o vetor de tensdo pode de-
compor em trés vetores de tensdo em cada face nas direcdes de coordenadas cartesianas
(x,y, z). Um vetor normal a superficie e outros dois tangentes a superficie e perpendiculares

entre si. Portanto, observam-se 9 vetores de tensdo em um volume de corpo.

As tensdes sobre um volume infinitesimal de um corpo podem ser organizadas em uma
matriz simétrica pois ha equilibrio de momentos. Utilizando-se nota¢do indicial, pode-se
escrever cada componente de tensdo como o;;, onde ¢ representa a coordenada normal ao
plano em que a tensdo se encontra € j é a direcdo do componente do vetor tensdo. Essa
matriz ¢ denominada de tensor de tensdes de Cauchy e é representada pelo simbolo o, como



b
-

Tzz, Y oayy

»* bh{'

Figura 2.2: Vetores de tensdo sobre as faces do elemento infinitesimal de volume.

abaixo:

Ogzx Ozy Ogzxz Oz Txy Tzz
Oij = |Oyz Oyy Oyz| = |Tya Oy Ty 2.4)
Ozaz Ozy Oz Tze Tzy Oz

O teorema de Cauchy afirma que existe um campo tensorial o, chamado de tensor de

Cauchy, independente da dire¢do normal n, tal que t € uma funcdo linear de n:

Definindo b; como uma forca por unidade de volume, tem-se:

bx
b; = | b, (2.6)
b
Portanto o equilibrio estatico pode ser escrito como:
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2.2 Deformacao

A deformacao de um corpo eldstico é definida como a variagdo de comprimento e forma
em certa direcdo. A deformacdo linear média, ¢;;, € definida pela razdo entre a variagdo
de comprimento, Ju;, pelo comprimento inicial , dz;. Em um elemento infinitesimal, a
deformacdo é definida como a variagdo de comprimento por unidade de comprimento, e

pode ser escrita como:

Oy Ou, Ou,,
= — =—2 g, = — 2.8
Fra ox Euy oy € 0z (2:8)

As Eqgs. (2.8) representam as deformagdes normais ou lineares. As componentes cisa-
lhantes de deformacdo também fazem parte da deformacdo. Estas componentes sdo chama-

das deformagdes angulares e podem ser escritas como:

_1 aux_'_% _1 %+8uz e e _1 8uz+8ux (2.9)
Sy T Y oy Oz )’ =9\ 02 oy 2\ 0 0z '

Todos os componentes de deformacao podem ser escritos na forma de uma matriz deno-

minada tensor de deformagdes representado por € que envolve todos os componentes normais

e de cisalhamento do tensor de deformacao.

Exa Exy Exz
€ij = |Eyz Eyy Eyz (2.10)

€z Ezy Ezz

Na matriz (2.10), devido ao equilibrio de momentos, os componentes de cisalhamento da
deformagao sdo iguais em dupla, por simetria, ou seja €;; = €;;.

As Egs. (2.8) e (2.9) podem ser reescritas como:

e(u) =Vsu= %(Vu + vu’) (2.11)
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Capitulo 3

Equacoes Constitutivas e de Equilibrio
para Materiais Anisotropicos

3.1 Introducao

Neste Capitulo € feita uma revis@o da teoria da elasticidade aplicada a materiais ani-
sotropicos. Além disso, € mostrada a obtencdo das matrizes de rigidez e flexibilidade de
compositos laminados simétricos a partir das propriedades mecanicas das laminas ortotro-
picas constituintes dos laminados. Por ultimo, é mostrada a obtencao analitica dos campos
de tensdes e deslocamentos em discos ortotropicos rotativos. As formula¢des matematicas
presentes neste Capitulo serdo usadas nos Capitulos posteriores, quer seja na obteng¢do da
formulacao do método dos elementos de contorno, quer seja na comparacao com resultados

numeéricos obtidos a partir das formula¢des propostas.

3.2 Evolucao dos materiais compdasitos

Os compésitos t€ém desempenhado um papel importante ao longo da histéria humana,
desde abrigar civiliza¢des antigas, até possibilitar inovac¢des futuras. Nao importa o ano, 0s
compdsitos tornam o mundo um lugar melhor. Na idade da pedra, o homem primitivo depen-
dia principalmente da cerdmica (pedra) para ferramentas e armas, € em polimeros naturais e
compdsitos (madeira). O uso de metais comegou com 0 ouro e prosseguiu com cobre, bronze

e ferro.

No passado, os principais motivadores para o uso de compdsitos para componentes de
aeronaves era a redugdo do peso, reducio de custos e uma performance melhorada. Esses
objetivos ainda estdo presentes, mas cabe destacar que os principais objetivos na utilizagao
de compdsito nos tempos atuais sdo as questdes ambientais. Com isso, pode-se citar como 0s
principais motivadores a reducdo da queima de combustivel, reducao da polui¢ado e a reducdo
do ruido (MCILHAGGER E. ARCHER, [2020).
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Os tempos a.C.(Antes de Cristo) marcou o inicio do uso de materiais compdsitos, es-
pecificamente em aplicacdes didrias. Sendo que, o primeiro registro conhecido do uso de
compositos foi feito pelos Mesopotamicos. Esses povos antigos colaram tiras de madeira
em angulos diferentes para criar o compensado, utilizado até hoje em larga escala. Por volta
de 1500 a.C., construtores e artesdos egipcios € mesopotamicos usavam palhas para reforgar

tijolos de barro, ceramica e barcos.

Mais tarde, em 1200 d.C.(Depois de Cristo), os Mong6is usavam compdsitos basicos de
tenddes de gado, chifres, bambu, seda e pinho para construir seus arcos, obtendo o arco e
flecha. Entre os anos de 1870 e 1890 foram desenvolvidas as primeiras resinas sintéticas
(feitas pelo homem) que podiam ser convertidas de um liquido em um sélido, por polimeri-
zacdo. Essas resinas de polimeros sdo transformadas do estado liquido para o estado sélido

por meio da reticulagdo das moléculas.

Seguindo a ordem cronoldgica, especificamente em 1917, o quimico norte-americano
de origem belga, Leo Hendrik Baekeland inventa a baquelite, uma das primeiras resinas
sintéticas. O primeiro uso comercial da baquelite foi na fabricagdo de maganetas de cambio
para automoveis Rolls Royce.

Por volta de 1930, a American Cyanamid e a DuPont trabalharam com resina de polimero
e resina de poliéster formulada independentemente pela primeira vez. Alguns anos depois,
em 1936, as resinas de poliéster insaturadas foram patenteadas por Carleton Ellis. Por causa
de suas propriedades de cura (ou endurecimento), elas se tornaram a principal escolha para
resinas na fabricacdo de compdsitos.

Com isso, o uso de compositos cresceu rapidamente a medida que barcos, caminhdes,
carros esportivos, tanques de armazenamento, tubos, dutos e muitos outros produtos eram
construidos com compdsitos. A vasta aplicacdo dos compdsitos foi essencial para a explo-
racdo do espago, na década de 1960 e além. Nos anos 90, as aplicacdes de compdsitos sdao

inimeras.

Por fim, € importante ressaltar alguns avancos dos materiais compdsitos, dos anos 2000
até atualmente. A nanotecnologia comecgou a ser usada em produtos comerciais. Os com-
positos desempenham um papel importante nos nanotubos de carbono para melhorar as pro-
priedades mecanicas, térmicas e elétricas na produ¢do em massa. As empresas do setor de
compositos também apostaram na impressao em 3D (trés dimensdes), onde € possivel a im-
pressdo de itens com fibras reforcadas. E necessdrio ressaltar que nos dias atuais, grandes
poténcias mundiais investem bastante neste tipo de tecnologia, onde cada vez mais, vem

obtendo resultados surpreendentes.
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3.3 Tipos e classificacao dos materiais compdésitos

Ao longo dos dltimos 40 anos de uso de compdsitos poliméricos no setor aeroespacial,
designers e engenheiros de manufatura progrediram de secdes da estrutura e componentes
relativamente pequenos e levemente carregados, como os ailerons (partes méveis das asas
de aeronaves que controlam o movimento) e carenagens, para itens criticos € com grande
tensdo (MCILHAGGER E. ARCHER; 2020).

A ligagdo entre as fibras e a matriz € criada durante a fase de fabricacdo do material com-

posito. Isso tem influéncia fundamental nas propriedades mecanicas do material compdsito.

Segundo |Vasiliev| (2001), pode-se classificar os materiais compdsitos em dois grupos
principais. O primeiro grupo compreende os compdsitos conhecidos como "materiais preen-
chidos". A principal caracteristica desses materiais € a existéncia de algum material bésico
ou de matriz cujas propriedades sdo melhoradas pelo preenchimento com algumas particu-
las. O segundo grupo de materiais compdsitos é chamado de "materiais reforcados". Os
componentes basicos desses materiais (as vezes chamados de "compdsitos avangados™) sao

fibras longas e finas que possuem alta resisténcia e rigidez.

Os autores Peters| (1997), mostram as técnicas de fabricagdo de compositos, sendo que os
objetivos da fabricacdo de compdsitos sdo: alcancar um produto consistente controlando a
espessura da fibra, o volume da fibra e as direcdes da fibra. Os outros objetivos € minimizar

os vazios, reduzir as tensdes residuais internas e o processo da maneira menos trabalhosa.

Com isso € necessario alguns procedimentos para atingir esses objetivos, envolvem pro-
cessos iterativos para selecionar os componentes principais, sdo: material compdsito e sua
configuracdo, ferramentas e processo. Uma vez que a selecio do material foi concluida,
a primeira etapa que leva a estrutura compdsita aceitavel é a selecdo do ferramental, que
estd intimamente ligada ao processo e ao material. Para todas as técnicas de cura, a ferra-
menta deve ser: forte e rigida o suficiente para resistir a pressdo exercida durante a cura,
dimensionalmente estdvel por meio de ciclos repetidos de aquecimento e resfriamento, leve
o suficiente para responder razoavelmente rapido as mudancas na temperatura do ciclo de
cura e para ser movido na oficina, a prova de vazamentos para que os ciclos de vicuo e

pressdo sejam consistentes.

Um alto volume de fibra € essencial para um bom desempenho da estrutura da aeronave.
E importante que a distribui¢io de fibra e resina seja uniforme em todo o componente. Uma
das principais dificuldades associadas a fabricacao de compésitos € a de formacao de vazios
durante a impregnacao e a cura (TAYLOR, 2000).

De acordo como esses vazios gasosos ficam presos dentro da matriz, as concentracdes de
tensdo podem ser estabelecidas dentro da matriz. Estes pode se originar de varias maneiras,
incluindo: durante a mistura da formulacdo da resina, durante o preenchimento das cavidades
em componentes de forma mais complexa, devido a natureza complexa do reforco téxtil,

durante as reacdes quimicas complexas que ocorrem durante a cura da resina termofixa,
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a medida que os gases volateis sdo liberados e encapsulados na resina reticulada (HILL;
MCILHAGGER| 1999).

O aumento do uso de compdsitos para substituir o aluminio na fabricacdo de fuselagens
traz inimeras vantagens de desempenho, como o potencial de peso (devido a maior resistén-
cia e mddulo especificos), maior flexibilidade de design (devido a capacidade de construir
desempenho em direcdes especificas), maior resisténcia a corrosao e resisténcia a fadiga apri-
morada. A reducdo de peso leva a uma maior eficiéncia de combustivel (TAYLOR| [2000).
Além disso, o nimero reduzido de fixadores em estruturas compoésitas d4 uma superficie

mais aerodindmica a aeronave em comparagdo ao aluminio rebitado.

A selecdo do tipo de processo de fabricagdo e do sistema de resina/fibra sera influenci-
ada pelas propriedades especificas necessdrias para as diferentes partes da aeronave. A alta
resisténcia e rigidez da fibra combinada com a baixa densidade s@o requisitos gerais 6bvios
para todas as partes da estrutura da aeronave. Essas propriedades foram melhor alcangadas
a partir de compdsitos produzidos usando layup de fibras pré-impregnadas unidirecionais

(conhecidas como prepreg) juntamente com a cura em autoclave.

Os altos niveis de rigidez e resisténcia dos compdsitos alcancados pela tecnologia pre-
preg, combinados com a baixa densidade dos constituintes, tornam os componentes fabri-
cados dessa forma adequados para estruturas de asas e fuselagem (MCILHAGGER E. AR-
CHER| 2020). Portanto, hd um foco crescente na redugdo do custo de pegcas compositas,
reduzindo os custos de materiais e processos de fabricacdao (HARRIS; SHUART; STARNES|
2002).

3.4 Elasticidade anisotropica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio 2, o equilibrio de forgas

pode ser expresso por:

Por sua vez, o equilibrio de momentos € expresso por:
Uij = sz' (32)

onde o;; € o tensor de tensdes e b; € o vetor de forcas de corpo, i; € o vetor de aceleragdes

que corresponde a segunda derivada do vetor de deslocamentos u; em relacdo ao tempo 7.
O vetor de forcas de superficie ¢; em um ponto no contorno I" de um dominio 2 € expresso

na forma:

tz’ = 0OiNy (33)
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onde n; € o vetor normal do contorno I' no ponto.

Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao assumidos como
infinitesimais. O tensor de deformacao, considerando deslocamentos infinitesimais, pode ser

escrito como:

e = = (g + wg) 3.4)

N —

Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor de deformacdes
ndo podem ser designadas arbitrariamente, devendo satisfazer certas condi¢cdes de compati-

bilidade e integrabilidade. A equa¢do de compatibilidade € dada por:

Eijkl + Eklij — Eikji — Ejtik = 0 (3.5)

que no caso bidimensional € reduzida a forma:

€11,22 T €22,11 = €12,12 (3.6)

No caso de material eléstico linear, a relacdo entre o tensor de tensdes com o tensor de

deformacdes € escrita, na sua forma mais geral, como:

Oij = Uijki€ki 3.7

sendo o coeficiente de linearidade Cj;j; um tensor de quarta ordem (81 elementos) conhecido

como tensor de constantes eldsticas. Devido as restricdes de simetria tem-se que:

Cijkr = Cjint, Cijut = Ciji (3.8)

A condic¢do para a existéncia de uma func¢ado energia de deformagdo também requer que:

Cijtt = Caji (3.9)

Estas consideragdes reduzem o nimero de constantes eldsticas de 81 para 21. Como a di-
recdo das tensdes principais ndo coincidem necessariamente com a direcao das deformagdes
principais, apenas 18, das 21 constantes sao independentes (LEKHNITSKII, [1963).

Considerando as 21 constantes eldsticas, a Eq. (3.7)) pode ser escrita na forma matricial
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como:

( J11 ) [ C11111 C'1122 C'1133 C'1123 C'1113 C11112 1( €11 )
022 C11122 C(2222 C(2233 C(2223 C(2213 02212 €22
o33 | _ | Cuss Chass Cisszs Cssos Csziz s £33 (3.10)
023 C(1123 C12223 C(3323 C(2323 C(2313 C(2312 2523 .
013 Clll?) C'2213 C'3313 02313 01313 C'1312 2513

L 012 ) | Ciiiz Coiz Csziz Coziz Ciziz Chiaie | | 2612 )

A Eq. também pode ser escrita na forma:
€ij = DijklOkl 3.11)

onde S;;1; € um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibilidade, que, devido
as mesmas razdes do tensor de constantes eldsticas, possui 21 elementos, dos quais apenas

18 sdo independentes.

A Eq. (3.11) pode ser escrita na forma matricial como:

(e ) [ St Stz Suss 28123 2513 2Su12 | [ on )
€92 Stioz Sozoz Sazz 252223 289913 259212 022
a3 | _ | Suss  Skss Siss 253 2513 25310 033 (3.12)
2e93 251123 259203 253303 452323 452313 452312 023
2e13 251113 259213 253313 452313 451313 451312 013
([ 2612 | 251112 289212 283312 452310 451312 451212 | | 012

Usando a notag¢do tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii| (1963)), a Eq. (3.12) pode
ser escrita como:

( €1 ) [ @11 Q12 aiz a4 A1 Qie 1( 01 )
€2 Q12 G2 (23 Q24 G25 (26 02
€3 _ 13 (23 (33 A34 G35 (36 03 (3.13)
€4 G14 0G24 A34 Q44 Q45 GO4e 04
€5 15 Q25 A35 A45 A55 (56 05
. €6 ) | Q16 Q26 Q36 Q46 G56 Ae6 | \ O6 )
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onde,

( 3 ( 3
€1 €11
€2 €22
Bl _ ) e (3.14)
4 2823
€5 2613

L €6 ) ( 2612 )

e

( 0_1 3\ ( 0_11 )
02 022
L _ ] o (3.15)
04 023
05 013

. 06 ) \ 012 )

Os coeficientes eldsticos podem ser expressos em termos de constantes de engenharia
como (LEKHNITSKIIL [1963):

ay = 1/E, a1z = 2/ By = =101/ Ey
a13 = —1/31/E1 = —V13/E3 aig = 7723,1/E1 = 771,23/G23
ais = 7732,1/E1 = 7]1,32/G23 16 = 7712,1/E1

as = 1/E, 93 = V32 Ey = —va3/ Es
Q24 = 7723,1/E2 = V23,3/G23 A5 = 7731,2/E2 = 772,31/G13
g6 = Ma2/Eo = 1M212/G1a as3 = 1/E3 (3.16)

agq4 = 7723,3/E3 = 773,23/G23 azs = "731,1/E3 = 773,31/G13
aze = Miz,3/ B3 = 13,12/ G2 agy = 1/Gog

ay5 = 32,93/ Gz = C23,31/G13 Qg6 = C12,23/G23 = C23,12/G12
as5 = 1/Ghs ase = Ci2.31/G13 = (31,12/G12
age = 1/G12

onde F, sao os mddulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young, referindo-se
aos eixos xj, (j; sdo os médulos de elasticidade transversais, ou médulos de Coulomb,
para os planos definidos pelos eixos z;z;. Os coeficientes v;; sdo chamados coeficientes
de Poisson. As constantes 7;,; sdo denominadas de coeficientes de influéncia mitua de
primeira espécie que caracterizam extensodes nas dire¢des dos eixos principais, produzidas
por tensoes tangenciais agindo nos planos principais. As constantes 7 j;, sdo 0s coeficientes
de influéncia muitua de segunda espécie, que expressam deformagdes tangenciais nos planos
principais, causadas pelas tensdes normais atuantes nos planos principais. Por fim, (;;
sdo os coeficientes de Chentsov, que caracterizam as deformagdes tangenciais em planos

paralelos aos planos principais de elasticidade, causadas por tensdes tangenciais que atuam
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em planos outros, paralelos aos planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensdo (03 = 04 = 05 = (), um material pode ser descrito usando-se
somente seis constantes eldsticas independentes. Desta forma, a Eq. (3.13) pode ser escrita

como:
€1 @11 Aaiz2 Qe 01
€2 = Q12 A22 A 02 (3.17)
€6 Q16 Q26 QA6 O¢
Em estado plano de deformagdo (03 = —1/as3(a1301+as302+a3606), 04 = 05 = €3 = 0)

a Eq. (3.13) pode ser escrita como:

€1 Bii Bz Bis 01
€2 = | B2 Po2 B g2 (3.18)
€6 Bis B2 Bss 06
onde,
By =a; — 293 (jj=1,2,6) (3.19)
ass3

Substituindo as Eq. (3.4), (3.7) na Eq. (3.1I), obtém-se a Eq. de equilibrio escrita em
func¢ao dos deslocamentos:

Cijritrji +pi =0 (3.20)

onde,

pi = p(b; — ii;) (3.21)
€ o termo que contém todas as for¢as de volume.

O tensor tensdo pode ser escrito em termos de fungdes F'(x1, x2) chamadas fungdes ten-
sdo de Airy (LEKHNITSKIL, 1963) dadas por:

o1 = Fa+U
092 — EH +Z/{ (322)

012 = —F,12

onde U € uma funcao potencial na qual:

U; =pi (3.23)
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Substituindo as Eqgs. (3.22)) na Eq. constitutiva (3.17)) e entdo na Eq. de compatibilidade
(3.6)), resulta na Eq. diferencial para fungdes tensdo F'(z1, xs):

a11F 2200 — 2a16F 1220 + (2a12 + ag6) Fl1122 — 2026 F 1112 + a2 F 1111 =
—(a12 + ag2)U 11 + (@16 + az)U12 — (—ain + a12)U 22 (3.24)

No caso da auséncia de forcas de corpo a Eq. (3.24) pode ser escrita como:

a11F 9920 — 2a16F 1222 + (2012 + @66) F 1122 — 2026 F 1112 + a22F 1111 = 0

(3.25)
Criando o operador diferencial:
0 0
Ay =— — fp— 3.26
F ik B (3.26)
aplicando este operador na fungéo tensdo F'(x1, x2) na forma:
A1 AASALF =0 (3.27)
e expandindo a Eq. (3.27) tem-se:
Fa909 — (p1popispia) Faoag + (papio + o prspin fa + fopis + fofta
+puapia) Fliioo — (papiopis + pafiofta + pafuspes + ploftzfta) Fi11o
+(papappta) Fi111 =0 (3.28)
As Eq. (3.25)) e (3.28)) serdo idénticas se ji1, (12, 13 € f14 forem raizes da equagdo:
anpt — 2a161° + (2a12 + age) ® — 2a6/t + aze =0 (3.29)

As raizes da Eq. (3.29) sdo sempre complexas ou imagindrias puras, ocorrendo aos pares
(ux € fix) conforme mostrado por|Lekhnitskii (1968):

Criando-se a variavel:

2k = T1 + UpTo k= 1, 2 (330)
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tem-se que:

0 0 d
A = — — _— . 1

Exigindo que a fun¢do tensdo seja real, tem-se:

F(z1,19) = 2Re[F1(21) + Fa(22)] (3.32)
Introduzindo a notagdo:

onde a convencao de soma nio é empregada em k, e substituindo a Eq. (3.32) na Eq. (3.22),

obtém-se as componentes de tensao:

o1 = 2Re [H%‘I’gl)(zl)+ﬂg‘1’§1)(z2)}
o2 = 2Re [mgU(zl)wgD(@)} (3.34)

2 = —2Re W) (z1) + 0 (=)

onde \I’S) representa a primeira derivada de Wy.

Substituindo a Eq. (3.34) na Eq. (3.17) e entdo na Eq. (3.20), desprezando-se os movi-
mentos de corpos rigidos e integrando, obtém-se:

uy = 2Re [q11V1(21) + q12Va(22)]

uy = 2Re [g21V1(21) + g2 W2 (22)] (3.35)

onde:

2
a1y, + a12 — A1tk

(3.36)
Qiafl + Q22/ i — Q26

ik =

¢ a matriz de parametros complexos.

Uma vez que as condi¢des de contorno sejam conhecidas, determina-se a fun¢do tensao,

dada pelas Eq. (3.22)) com derivadas dadas pela Eq. (3.33), que satisfaca estas condigdes,
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determinando assim os campos de deslocamentos, dados pelas Eq. (3.33), e tensoes, dados

pelas Eq. (3.34).

3.5 Equacao constitutiva de uma lamina

Se for considerada apenas uma lamina, na qual as fibras imersas numa matriz estao ali-
nhadas unidirecionalmente (Fig. [3.1)), esta 1dmina € ortotrdpica e sua relagdo tensdo defor-
macao € dada por (DANIEL; ISHAL [2006):

011 Qu Q2 0 €11
022 = | Q12 Qxn 0 €22 (3.37)
012 0 0 2Qss6 €12
onde ();; sdo as componentes do tensor de rigidez, ou seja:
Q = [Qy] = [ay]™" (3.38)

Fibra

Figura 3.1: Lamina ortotrdpica.

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de rigidez podem ser

escritas como:

Qn = E1/<1 - V12V21) Q22 = E2/(1 - V12V21)
Qs = G2 Q16 = Q26 = 0 (3.39)
Q12 = V21E1/(1 - V12V21) = V12E2/(1 - V12V21)

Sendo a lamina ortotrépica, esta fica completamente caracterizada com quatro constantes

eldsticas: os mddulos de elasticidade longitudinais E; e Fs nas dire¢des 1 e 2, respectiva-

mente, o médulo de elasticidade transversal G15 e a razao de Poisson, 15. A quinta constante
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eldstica, 151 pode ser determinada pela relacdo constitutiva, devido a simetria da matriz Q:

vo1 By = vyl

(3.40)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (z125) ndo sdo coincidentes com 0s eixos do

laminado (Z1%>).

=|
o

/

Figura 3.2: Sistemas de coordenadas da lamina (z122) e do laminado (Z175).

Quando isto ocorre, a relagdo constitutiva para cada lamina individual dever ser transfor-

mada para o eixo de referéncia do laminado (Fig. [3.2)) para entdo se determinar a relagdo

constitutiva. Para que esta transformacdo seja feita, basta que os tensores de tensdo e defor-

macao sejam multiplicados pela matriz de transformagdo, ou seja:

/
011

/
099

!
012

/
€11
/
€92
!
€12

\

Vs

\

011

0922

012

€11
€22

€12

/

Vs

(3.41)

(3.42)

onde o7}, e €;; sdo tensores de tensdo e deformagdo, respectivamente, escritos no sistema de
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referéncia do laminado, o;; € £;; 0s mesmos tensores escritos no sistema de referéncia da

lamina e T a matriz de transformacao dada por:

m n 2mn
T = n> m? —2mn

—mn mn m- —n

sendo:

m = cosf

n = send

(3.43)

(3.44)
(3.45)

Convém observar que a matriz inversa T~! pode ser obtida pela substitui¢do do angulo

positivo #, conforme Fig. pelo angulo negativo —6. A equagio constitutiva pode ser

escrita da forma:

! !
011 €1
/ _ -1 —1\/ /
099 =T7Q(T™) €99
/ /
P P)

onde (T~')’ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e,

m? n? —2mn

T '=T(-0)=| n* m? 2mn

mn —mn m?—n?

Multiplicando-se as matrizes da Eq. (3.46), tem-se:

0111 Qn Q12 Q16 5/11
052 = | Q2 Q2 Q% 5/22
0’12 Qs Q26 Qoo 5'12

onde,
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Qu = Q11c08*0 4 2(Q1 + 2Qes)sen®fcos?0 + Qaasen’d

Qa2 = Qusen*d + 2(Q12 + 2Qgs)sen’dcos*0 + Qaqcos™d

Q2 = (Qu1+ Qo — 4Q66)sen2900829 + ng(sen40 + cos49)

Qs = (Qu1+ Qo —2Q12 — 2Q66)sen29c0329 + Q66(sen49 + 60549)

Qe = (Qi1 — Q12 — 2Qes)sendcos’d + (Q12 — Q22 + 2Qg6) (senfcosh)

Qes = (Qi1 — Q12 — 2Qes)sendcos®d + (Q1a — Q22 + 2Qg6) (sendcos’d)
(3.49)

A matriz Q é completamente preenchida, sendo que das seis constantes eldsticas que
governam o comportamento da 1amina, duas, Q16 € Qa, sd0 combinacdes lineares das outras
quatro. No sistema de coordenadas transformado, a ldmina € dita geralmente ortotrdpica, e
a matriz () é parecida com a matriz Q dos materiais totalmente anisotrépicos (Q1 # 0,
Q26 # 0). Quando se tem Q6 = Q26 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrépico.

3.6 Laminados simétricos

Os laminados simétricos sao laminados cujas laminas sdo montadas de maneira que haja
um plano médio em relacdo ao qual para cada lamina de um lado deste plano existe uma
outra, idéntica em propriedade e orientacao, localizada a mesma distancia porém do outro
lado deste plano médio (Fig. [3.3). Por apresentarem uma equagdo constitutiva mais simples
e por serem mais facilmente analisados, os laminados simétricos sdo de utilizacdo bastante

comum em estruturas.

A ndo existéncia de um plano médio implica num laminado no qual ndo € possivel uma
andlise bidimensional pois, mesmo que o carregamento seja constante em relacdo ao eixo
x3, a0 longo de toda a espessura do laminado, além das deformacdes no plano x;z9, haveria

também uma flexdo em torno do eixo z1, aparecendo deformagdes nos trés eixos.

A hipétese inicial sobre a qual os laminados simétricos podem ser tratados pela formu-
lac@o aqui apresentada € que as deformagdes em qualquer reta perpendicular ao plano x;xs
sejam as mesmas em toda a espessura do laminado. Isto equivale a dizer que as 1aminas

encontram-se perfeitamente coladas (ndo hd escorregamentos entre uma lamina e outra).

25



X2

Plano médio

e

/

Figura 3.3: Laminado simétrico.

As componentes do tensor de tensdes atuantes em um laminado sdo obtidas integrando
as componentes atuantes em cada lamina, ao longo de toda a espessura e do laminado, ou
seja:

1 e/2 )
Oij = — O'ideL’g (350)

onde o}, € o tensor de tensdo atuante em uma lamina individual e o;; € o tensor de tensdo

média no laminado.

Considere o laminado constituido de N laminas genericamente ortotrépicas, conforme
mostrado na Fig. [3.3] As forgas atuantes no plano médio deste laminado podem ser obtidas
pela substitui¢do da integral continua pela soma das integrais, representando a contribuicao
de cada lamina:

/

o1 1N i 911

099 = - E / O'é2 d![‘g (351)
€= S /

012 012

substituindo a Eq. (3.48) na Eq. (3.51) tem-se:
Qun Q12 Que €1

N h
1 ! _ _
022 = g Z / ng C7222 QZG E22 dxs (3.52)
Qlﬁ Q26 Qﬁﬁ ! €12
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Convém lembrar que o tensor de deformagdes ¢;; €, por hipétese, 0 mesmo em todas as
laminas.

Sendo a matriz de rigidez Q; e o vetor deformacio €i; constantes ao longo da espessura
da lamina (h; — hy—1), a Eq. (3.52) pode ser reescrita como:

on 1 C?11 le @16 €1n
022 (= ¢ Z Q2 Qn Qo | (= Tu1) €22 (3.53)
012 = Qe Qs Qes . €12
A matriz de rigidez média pode ser expressa como:
011 Qu Q2 Qe €1
022 ¢ = | Qiz Qa2 Qo €22 (3.54)
012 Qe Q2 Qoo ; \ €12

onde:

N
QL= E > Qi - hll)] (3.55)
=1

que € equivalente a matriz de rigidez do laminado.

O tensor de flexibilidade para o laminado € dada pelo inverso do tensor de rigidez, ou

seja:

lai]), = Q' (3.56)

Muitas vezes tem-se ainda a necessidade de se escrever o tensor de rigidez Q) e de flexibi-
lidade [a;;] do laminado em relag¢@o a um outro referencial. Neste caso, por um procedimento

similar ao realizado para encontrar as Eqs. (3.49) determina-se que:
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aq

Q99

ay9

Qge

a1

Qog

11050 4 (2a12 + ags)sen?0cos?d + agesend
+(a16008°0 + aggsend)sen26
aysen’d + (2a15 + agg)sen®0cos?0 + agcos*d
— (160080 + aggsend)sen26
2 2 1
aje + (@11 + age — 2a12 — agg)sen~Ocos™6 + §(a26 — a16)sen26cos26
ags + 4(a1y + agy — 2a15 — agg)sen®0cosd 4 2(ags — ay6)sen26cos26
2 2 1
[agesen®d — ajicos 0 + 5(2a12 + agg)cos20]sen20
+a16c08°0(cos?0 — 3sen?6) + agesen?d(3cos’d — sen?d)
2 2 1
[ag2c0s°0 — aqsen6 + 5(2a12 + agg)cos26]sen26

+aresen?d(3cos®0 — sen?d) + aggeos*f(cos* — 3sen?d) (3.57)

onde a;; representa a matriz de constantes eldsticas do laminado escrita no sistema ' 5 (Fig.

@ enquanto que a,; representa esta mesma matriz escrita no sistema 7.

As raizes da equagdo caracteristica podem ser escritas num novo sistema de coordenadas,

conforme mostrado por Lekhnitskii (1968)) como:

,  Hgcost) — senf)

i, (3.58)

~ cosf + psend
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Figura 3.4: Transformagao de sistemas de coordenadas.

Onde (), representa as raizes da equagdo caracteristica no referencial @z, e i, as raizes

da mesma equagdo no referencial x;x5.

3.7 Solucoes analiticas para um disco rotativo ortotrépico

Considere um disco rotativo ortotropico de raio R, girando com velocidade angular w,
ao redor de seu centro, e um sistema de coordenadas de origem no centro do disco e cujas

direcoes dos eixos coincidem com as dire¢des dos eixos de maior e menor rigidez do material
(Fig. 3.5).
As forgas de corpo em um ponto de coordenadas (1, x2) do disco rotativo sdo dadas por:

p; = pwiz; (3.59)

As forgas de corpo p;, conforme a Eq. (3.23), satisfazem o potencial:

U= —ngxixi (3.60)

A Eq. (3.24)) € escrita para materiais ortotropicos como:

BooF 1111 + (28124 Bes) Fa122 + f11F 2200 =
— (P12 + Po2)U 11 — (P11 + Br2)U 2 (3.61)

29



Figura 3.5: Disco rotativo.

onde 3;; é dado pela Eq. (3.19) para estado plano de deformagdo e 3;; = a;; para estado
plano de tensdo.

Conforme mostrado por (Chang| (1974), a fungdo F' que satisfaz a Eq. (3.61) pode ser
dada por:

pw? (2612 + i1 + B22)

b= 2 2 _ p2)2
24(P11 + Ba2) + 8(2P12 + Bes) (x] + x5 )2+
Rl =42 (362

onde R é o raio do disco.

As componentes do tensor de tensdes correspondentes ao disco rotativo sao dadas por:

1

o = §pw2 {K (2} + 325 — R*) + [R* — (2} + 23)] }
1
oy = §pw2 {K(Sx% + x% — RQ) + [RQ — (:E% + x%)} }
o = pszxlxg
o, = 05=0 (3.63)
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onde:

a1 + 2a12 + a

= 3.64
3@11 + 2(112 + agg + 3@22 ( )
No caso de estado plano de deformacao, tem-se:
! (3.65)
03 = — .
’ as3(a1301 + a302)
e no caso de estado plano de tensao:

o5 =0 (3.66)

As componentes do vetor de deslocamentos sdo dadas por:

2
“ - L{K( 32— R2)+{Rz_(%+xg ]}+
@ﬂﬂﬁ&( W)[W—(§+ﬁ

a12,0w T2

2 2 2 x%
+$2 R) R_ xl—i_?

wtnfpfurt o)l )) o

Se os resultados forem transformados em coordenadas polares, as componentes do tensor

de tensOes se tornam:

1
o, = §pw2(1 — K)(R* —1r?)

1
oy = 5[)@)2[[((37“2 — RY) + (R? —1?)]
o =0 (3.68)

onde o, ¢ a componente radial do tensor de tensdes, o; € a componente tangencial e 7,; € a

componente de cisalhamento.

O deslocamento radial é dado por:

U, = uj + uj (3.69)

Pode-se notar pelas Eqgs. (3.67) e (3.68) que enquanto que as tensdes s6 dependem do
raio, os deslocamentos sdo dependentes do raio e da posi¢do angular do ponto de anélise.
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Capitulo 4

Tratamento das Integrais de Dominio
Provenientes das Forcas de Corpo

4.1 Introducao

Neste Capitulo € desenvolvida a formulagdo dos elementos de contorno para o tratamento
de problemas de elasticidade plana em materiais anisotropicos, considerando a presenca de
forcas de corpo genéricas. As integrais de dominio provenientes das forcas de corpo sao
transformadas em integrais de contorno usando o método dos elementos de contorno de

reciprocidade dual e também o método da integracdo radial.

4.2 Formulacao integral

Assumindo-se uma fungdo vetorial continua u?, que representa o deslocamento de um
estado elasto-estdtica definido sobre um dominio {2, como sendo uma fungdo peso residual
da Eq. de equilibrio (3.1]), tem-se:

/O'ijJU;dQ‘i‘/pbiU;dQ—/pﬁiu;szo 4.1)

Pela regra de derivagcao do produto de duas fungdes tem-se:

(O-jiu;),k = O'jz‘vku; + O-iju;k (42)

Pode-se escrever u? . como a soma de um tensor simétrico € um anti-simétrico, da forma:
2,]

[ ] 1 L] L] 1 L] L] [ ] L]

sendo que &7, e w;; representam os tensores deformagdo (simétrico) e rotagdo (anti-
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simétrico), respectivamente, do estado eldstico” e 7.

Substituindo a Eq. (4.3 na Eq. (4.2) tem-se:

(ajiu;)J = O'ji’ju; + O'Z'jéfgj + O'Z'jw;j (44)

sendo o0;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um anti-simétrico €
nulo. Desta forma, a Eq. (4.4) torna-se:

ojiju; = (0juf) j — 04 (4.5)

Substituindo a Eq. (#.5)) na Eq. (4.1)) tem-se:
Q ?) Q Q
Pelo teorema de Green tem-se:
Q r r

onde

tz‘ = O'Z‘j’rlj (48)

Substituindo a Eq. na Eq. (4.6), tem-se:

/O’ijE;de:/tiU;dF‘i‘/pbiU;dQ—/pﬂiu;dQ (4.9)
Q T QO Q

Se partirmos da Eq. (3.T) como sendo a correspondente ao estado u e a fungdo de

interpolacdo da Eq. (.I)) como sendo u;, obtém-se, de forma analoga a anterior:

/ 05€i 02 = / tiusdl + / pb3u;dQ — / piis ;) (4.10)
Q I O Q

Pelo teorema reciproco dois estados de um mesmo material podem ser relacionados por
[ ] _ .~ T _ _ .
07,€ij = 0ij€5;. Desta forma, igualando-se as Egs. qzr_rop e @), tem-se:

r Q r Q

A Eq. integral (4.11) relaciona dois estados quaisquer de tensdes. Para que se possa
tratar problemas de elasticidade em meio continuo, serd adotado que um destes estados €
conhecido, e o outro se deseja determinar. No caso de elementos de contorno, o estado

conhecido € o chamado estado fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito
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auma carga concentrada unitdria em um ponto x’. A representa¢do matemadtica de uma carga

concentrada unitdria é dada pelo delta de Dirac que € definido como:

(X—X) 00 se x =x
=0 se X #x 4.12)
ffooo §(x —x')dQ) =

A razdo da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a fun¢ado delta de Dirac

reduz o numero de integrais de dominio, pois esta possui a propriedade:

/f S5(x — x)dQ = f(x') (4.13)

para um dado ponto x’ € .

Considerando o estado ” @ 7 como sendo o estado fundamental de um problema estético
livre de forgas de corpo (i = 0 e b7 = 0), a Eq. (4.11) pode ser escrita como:

r Q r Q

onde p; = p(b; — i), Ui; e T;; representam respectivamente deslocamentos e forgas de su-
perficie na direcdo 7, num ponto x, devido a uma for¢ca concentrada unitdria aplicada de
forma estatica num ponto x’ numa direc@o i. Por serem solugdes do estado fundamental, U;;
e T;; sdo chamadas solu¢des fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie, respec-

tivamente.

Devido a propriedade da Eq. (4.13)), a Eq. (4.14) pode ser escrita como:

r r Q

4.3 Solucoes fundamentais anisotropicas

Para se obter as solu¢des fundamentais estaticas para problemas bidimensionais em ma-

teriais anisotropicos, o dominio ) serd mapeado num plano complexo, usando a seguinte

/ / /
2= 1Lt (4.16)
2 T7 + Moy
G 4.17)
29 T1 + Moo
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onde yy, sdo raizes complexas da Eq. (3.29), x] e ), sdo as coordenadas do ponto fonte
(ponto de aplicacdo da carga concentrada unitdria) e x; € x5 s@o as coordenadas do ponto

campo (ponto de obtencdo da resposta devido a aplicagdo da carga unitaria).

Se for considerado um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte e se forem usadas as
forcas de superficie definidas pela Eq. (3.3) e as tensoes definidas pela Eq. (3.34), tem-se:

/tldF = 2Re[[ V1 + pa Vo]
r

/ bhdl = 9Re[[T; + Uy]] 4.18)
I

onde os colchetes duplos representam o salto na fungdo para um contorno fechado ao redor
do ponto fonte. Se o contorno I" engloba z’, entdo o resultado das Eqs. (4.18) serdo diferentes

de zero.

As solucdes fundamentais em um plano anisotrépico infinito podem ser encontradas
usando-se a fun¢do tensdo de Airy resultante das forcas de superficie fundamentais, dadas
pelas Eqs. (4.18), e a Eq. de equilibrio de forcas (3.1]) considerando forgas de corpo e efeitos

de inércia nulos.

A funcido tens@o de Airy para um ponto carregado na dire¢do x; pode ser representada
por W;.. Como as equacdes integrais de contorno (4.18]) possuem sinais opostos a carga

aplicada, ela pode ser expressa para um ponto fonte como:

2Re[[pn Vi1 + p2Vi0]] = —6n
As Egs. (4.19) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado z’, tomando:

U, = A In(z — 2') (4.20)

onde A;; sdo constantes complexas. Usando propriedades de fun¢des complexas, pode ser

mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z’:

In(z — 2') = 2mi 4.21)

Usando as Egs. (4.19), @#.20) e @.21)), podem ser obtidas duas equagdes para as cons-
tantes desconhecidas A;:
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A — A+ Ap — Ag = i/ (2m0)

p A — i An + peAig — il = —06i1/(2mi) (4.22)

As duas outras equagdes necessdrias para se determinar A;; resultam da exigéncia que

os deslocamentos tenham valores Unicos, ou seja:

[[ui]] = 0 (4.23)

Usando as equagdes de deslocamentos (3.35), a Eq. (4.20) e a Eq. (4.21), a Eq. (¢.23)
pode ser expandida como:

Q1A — @ An + @2l — GaAin =0

go1An — @1 An + g Ais — GaaAin =0 (4.24)

Escrevendo as Eqs. (4.22)) e (4.24) na forma matricial, tem-se:

1 -1 1 -1 Ajl 5]2/(2772)

H1 __ﬂl M2 __ﬁg Ajl _ - jl/(27r7;) (425)
11 —q11 Q12 —q19 Aj2 0
421 —q21 Q22 —Qoo Ajo 0

que € suficiente se para encontrar as constantes complexas A;y.

As solucdes fundamentais para deslocamentos sao obtidas inserindo a funcao tensdo dada
pela Eq. (3.34) nas equacdes de deslocamentos (3.35)). Desta forma, tem-se:

sz‘(Z/, Z) = 2Re[qi1Aj1 ln(z — Zi) + qz‘QAjg ln(z — Zé)} (426)

Similarmente, as solu¢des fundamentais para forcas de superficie sdo obtida pela substi-
tui¢do da Eq. (4.20) nas equagdes de tensdo (3.34) e usando a Eq. (3.3), obtém-se:

1 1
(Zl . Z/)gil(,ulnl - TLQ)Ajl + mgn(;@nl — nz)AjQ (427)
1 2
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onde:

| M K2
[951] [_1 _1] (4.28)

e Ny sdo as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solu¢do fundamental de deslocamentos quanto a de forgas de superficie
sdo singulares quando o ponto fonte tende ao ponto campo. No caso da solu¢iao fundamental
de deslocamentos a singularidade € fraca (Inr). J4 no caso da solu¢do fundamental de forgas
de superficie tem-se uma singularidade forte (1/7). As formas como estas singularidades
serdo tratadas € mostrada na Se¢do

4.4 Transformaciao da integral de dominio na integral de

contorno - Método da integracao radial

Nesta secdo serd apresentado o método da integracdo radial que € bastante geral para o

tratamento de forcas de dominio e foi inicialmente proposto por Gao (2002).

Considere o termo p; da Eq. (4.15). Pode-se usar o método da integragdo radial para

transformar a integral de dominio em integral de contorno, da seguinte forma:

O pr
/ Pl = / / Uapile(p,0),y(p, 0))pdp dB (4.29)
Q 6, Jo
P
Fazendo: .
F = / Uapile(p,0), y(p, 0)]pdp (4.30)
0
resulta em: )
2
/Uikpi(xay)dQ:/ Fdo (4.31)
Q 01
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Figura 4.1: Transformacgdo da integral de dominio em integral de contorno.

Do tridngulo da Fig. (.1)), segue:

COS & = E
2
CoS (v
df = dr (4.32)
r
Como 77 € 7 830 vetores unitarios, tem-se:
cosa = m.r (4.33)

Substituindo a Eq. (4.33)) na Eq. (4.32)) e depois na Eq. (4.31)), tem-se:
n.r
/ Uirpi(z,y)dQ = / Fi(x,y)—dTl (4.34)
Q r r

Substituindo a Eq. (4.34) na Eq. (4.13), segue:

w + / Tyu;dl = / UpitsdD + / 2 ar (4.35)
r r r r

A Eq. (#.35) serd usada como equagdo bésica do método dos elementos de contorno de

reciprocidade dual. Pode ser notado a auséncia de integrais de dominio.
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4.5 Equacoes integrais singulares

A equacdo integral foi escrita para um ponto do interior do dominio. Uma vez
que o ponto fonte € interno, a equagdo contém apenas integrandos regulares. Considere
agora o limite da transi¢cdo quando o ponto fonte tende ao contorno. Esta operacdo pode ser
implementada colocando o ponto fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema
por uma regido semicircular, com contorno I'} e raio €, centrado no ponto fonte, conforme
mostrado na Fig. (#.2). Com esta configuracdo, o contorno completo ¢ dividido em duas

partes, na forma:

Figura 4.2: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regido semi-circular.

I =lim (T — T, +T7) (4.36)
e—0

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao contorno I' (Fig.

4.2). A Eq. (@.35) € escrita como:

- —

) . ) n.r
w; + lim [ Tju;dl =lim | Ugt;dl' +lim | F;
e—0 A A e—0 A I e—0 F*FeJrf‘;‘

ar (4.37)

A primeira integral do lado direito da Eq. contém um integrando de singularidade
fraca da ordem In(1/r) e é integrdvel como uma integral imprdpria. A integral do lado es-
querdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que pode ser regularizada com o primeiro

termo da expansao de Taylor em torno do ponto fonte, ou seja:
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lim [ Ty ui(z) dU = lim [ Tj; [u;(z) — u;(z)] dT +
e—0 [T +T% =0 Jp«

e—0 I
lim [ Tjui(z) dU (4.38)
e—0 T,

Assumindo que os deslocamentos sd@o continuos no ponto fonte, o primeiro termo do
lado direito da Eq. (4.38)) ¢ integravel e desaparece no processo de limite. O segundo termo
da equagdo representa um salto nos deslocamentos dado por A;;(z’)u;(z’), no qual A;;(z’)
€ uma constante que depende da geometria local e das constantes eldsticas. Finalmente, o
terceiro termo do lado direito da equagdo resulta numa integral imprépria que € calculada
no sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando ¢ — 0, o ponto fonte tende ao
contorno e, no limite, a Eq. pode ser escrita na forma:

cuiui + ][Tliuidf = / Uyitidl + / FAar (4.39)
r r r T

onde { representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o coeficiente ¢;;(z') é
dado por dij + A;;(z’), no qual ¢;; representa o delta de Kronecker.

4.6 Formulacao dos elementos de contorno discretizada

Para se obter a solugéo do problema e calcular as varidveis desconhecidas na Eq. (4.39),
o contorno € dividido em elementos de contorno. Neste trabalho serdo utilizados elementos
quadraticos (3 nds por elementos) descontinuos (elementos cujos nds da extremidades nao
sdo compartilhados com os elementos vizinhos).

Nesta secdo serd mais conveniente trabalhar com notagdo matricial ao invés da notagao
indicial. De acordo com Albuquerque| (2001), tem-se:

u = ¢u?
t = ot (4.40)
a = ¢a®?
t = ¢t®

sendo que as varidveis em negrito representam vetores de dimensdes 2V, onde N é o nimero
de nés, u” e t¥) representam os valores nodais dos deslocamentos e forcas de superficies,

respectivamente, ¢ € o vetor de funcdes de forma, u e t representam os deslocamentos e
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tensdes ao longo do elemento e (¥ e t(*) sdo os vetores nodais das solucdes particulares de
deslocamentos e forgas de superficie, respectivamente.

Considere que o dominio tenha sido dividido em N FE elementos de contorno. Substi-

tuindo as Egs. (4.40) na Eq. (4.39), tem-se:

NFE NE ﬁ 77
cu' +>° {][TqbdF} u'=>" {/ U¢d9} t/ + / FT'dF (4.41)
j=1 j=1 (/1 r

L

Chamando a equacao:

/ Ugdl' = G (4.42)
r
e
7[T¢dF =H (4.43)
rj
tem-se:
N N
S HIW =3 G 4 p, (4.44)
j=1 J=1
Dai, pode-se escrever:
Hu=Gt+p (4.45)

4.7 Funcoes de forma quadraticas descontinuas

Os deslocamentos e as forcas de superficies s@o representados em um elemento quadra-

tico descontinuo como:

(
(
(1) (2) ®3) (2)
0 oM 0 @ 0 @B U
)
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( tgl) )
5"
t oM 0 4@ 0 ¢® o +2) .
t=4 ., = (1) @) (3) o = ot" (4.47)
to 0 o 0 ¢ 0 o ts
+3)
1
®3)
\ t2 /
onde UE”) e tE") sdo os valores nodais de deslocamentos e forgas de superficies, respectiva-

mente, e ¢ sdo as fungdes de forma quadraticas definidas por:

1) — gZe_ =
9
o = 1-2¢ (4.49)
& — ey
o = {58+ (4.50)

onde ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Fig. 4.3)).

A

Y

(3, 43)
(22, 92)

(z1,91)
dr » N
0

Figura 4.3: Transformacgao de coordenadas x; — x5 para €.

A formulacao deste trabalho € isoparamétrica, ou seja, além das varidveis fisicas no con-
torno (deslocamentos e forcas de superficie), a geometria também € aproximada por elemen-

tos quadraticos descontinuos, da seguinte forma:
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Figura 4.4: Fung¢des de forma quadréticas descontinuas.

=¢x™  (4.51)

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:

1
O = {Tugthar = {16017 (452)
r; -1
GO — / U9l — / U |7|de (4.53)
r, 1

J

onde |J| representa 0 médulo do Jacobiano da transformagio (z1,x2) — &, e é dado por
Kane (1994), |Brebbia e Dominguez| (1996):

dl’ dxq 2 dxoy 2) V2
=g (%) + (%) >
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onde dx/d e dxs/dE sdo obtidos derivando-se as Eqs. (4.51) em relagdo a £.

Uma das contribui¢des deste trabalho estd no uso das funcdes de forma quadraticas des-
continuas para a interpolagdo no espaco. Tem sido muito comum na literatura o uso de
funcdes de forma quadraticas descontinuas para as varidveis fisicas do problema, por exem-
plo, temperatura e fluxo nos problemas de conducao de calor e deslocamentos e forcas de
superficie em problemas de andlise estrutural. Entretanto, o uso de funcdes descontinuas
para interpolar a geometria sempre era desconsiderado. A justificativa para ndo se usar era
devido aos nos estarem localizados no interior do elemento. Desta forma, no caso de ele-
mentos curvos, existe o risco de uma descontinuidade entre o final de um elemento € o inicio
de outro, conforme mostrado na Figura§.5|e em detalhes na Figura[4.6] Este problema néo
existe quando os elementos sdo continuos pois existem nds nas extremidades dos elementos

que sdo compartilhados entre elementos vizinhos, conforme mostrado na Figura 4.7

3 [
Nos
O Elementos
2 -
'1 L
> 0+
AF
21
_3 1 1 1 1 1 1 1

Figura 4.5: Elementos descontinuos curvos.
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23
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Elementos

-0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6

Figura 4.6: Sobreposi¢cao de elementos descontinuos curvos.

28

O

Nos
Elementos

Figura 4.7: Elementos continuos curvos.

As fungdes de forma para os elementos continuos com nés em & =

¢ = 2/3 sdo dadas por:
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1
¢(1) — 55(5_1) (4.55)
p? = 1-¢2 (4.56)

PON %§(§+1) 4.57)

Estas fungdes de forma sdo pardbolas, conforme mostrado na Figura4.8]

A

Figura 4.8: Fung¢des de forma quadraticas continuas.

Para garantir que ndo hd sobreposicdo entre dois elementos vizinhos, neste trabalho,
as fun¢des de forma continuas sdo usadas para definir as posi¢des dos nds dos elementos
descontinuos. Procede-se da seguinte forma:

e Elementos com forma de pardbolas sdo gerados usando as fun¢des de forma continuas,
dadas pelas Equagdes e mostradas na Figura.§]

e A posicdo dos nds dos elementos descontinuos sdo calculadas fazendo £ = —2/3,

E=0e&=2/3.

Procedendo desta maneira, uma vez que 3 pontos sempre definem uma tnica parabola,
pode-se usar elementos descontinuos para interpolar a geometria sem que haja sobreposi¢cao
nas extremidades dos elementos. Note que, neste caso, os nés 1 e 3, ou seja, que se encontram
em { = —2/3 e { = 2/3 geralmente ndo estdo sobre o contorno exato, a menos que este
contorno seja uma linha reta ou uma parabola. Caso o contorno seja, por exemplo, um arco
de circunferéncia, os nds 1 e 3 ndo estardo sobre o arco pois os 3 pontos que definiram o
elemento de contorno (uma pardbola) foram os pontos inicial, central e final do elemento.
Entretanto, a diferenca entre a geometria do elemento e da pardbola é pequena e pode ser
diminuida com o refinamento da malha.
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4.8 Sistema de referéncia local

Neste trabalho, ao invés do sistema de referéncias (x1, 25), usa-se, para aplicar as con-
dicdes de contorno, um sistema local com eixos nas dire¢cdes normais € tangentes ao no,
chamado de sistema (n,¢). Com isso, problemas com condi¢des de contorno de desloca-
mentos restritos na dire¢do normal podem ser facilmente implementados, o que aumenta
significativamente a quantidade de problemas que podem ser analisados pela formulagcdo im-
plementada. Além disso, a implementagcdo de formulacdes para a andlise de mecanica do

contato é bastante direta.

Para mudar o sistema de referéncia (x1,z5) para o sistema (n,t), os vetores de deslo-
camentos e forgas de superficies nodais, dados respectivamente por u'® e t( escritos no
referencial (x1,x2) devem ser multiplicados por uma matriz de transformacdo que, neste
caso, € uma matriz 2x2 cujos elementos sdo dados em funcdo das componentes do vetor

unitario normal ao contorno n. Assim, tem-se:

(%) (4)
u n n Un,

{ %n}:[ 1 2]{ m} (4.58)
Ug —Ng Ny Uy

Assim, o vetores u e t que representam os deslocamentos e forcas de superficie, respec-

tivamente, em um ponto qualquer do contorno, sdo dados, respectivamente por:

(4.59)

(4.60)
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Note que os vetor u e t continuam representados no sistema de referéncia (1, z5).

Assim, a equagdo (4.45) € reescrita como:

Ha=Gi+p (4.61)

onde 1 e t sdo vetores que contém deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente,
em todos os nds, escritos no sistema de referéncia local (n,t). As matrizes He G sio
as matrizes de influéncia H e G, calculadas levando-se em conta que as funcdes de forma
foram multiplicadas pelas matrizes de transforma¢do. Uma vez que o vetor p ndo depende

dos valores de deslocamentos e for¢as de superficie, ele permanece inalterado.

Para se calcular as varidveis desconhecidas, faz-se uma troca de colunas entre as matrizes
H e G, conforme as condi¢des de contorno, gerando as matrizes A e B. Desta forma, todas
as varidveis desconhecidas no contorno, sejam elas deslocamentos ou for¢as de superficies

passam para um vetor x e as varidveis conhecidas passam para um vetor y, obtendo-se:

Ax=By+p (4.62)

que pode ser reescrito na forma de um sistema linear:

Ax=b (4.63)

Uma vez resolvido este sistema linear, faz-se a reordenacao das varidveis desconhecidas,
que agora foram calculadas, e que se encontram no vetor x e as varidveis conhecidas, obtendo

todos os valores dos vetores u e t.

4.9 Tratamento das integrais singulares

As integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela qua-
dratura de Gauss com uma transformacao de varidveis cubica, conforme proposto por |Telles
(1987), que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade é o
uso da quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por|Stroud e Secrest| (1966). De acordo

com este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por:

1 1 N
I= /O In (g) FO)dE =D wif (€) (4.64)

onde N é o nimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integracao &; e o fator
peso w; podem ser encontrados na literatura de |Stroud e Secrest (1966)), Brebbia e Domin-
guez (1996).

48



Neste trabalho, os termos nio singulares das matrizes He G sio integrados utilizando-se
quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integragdo. Os termos singulares de G sdo do
tipo log(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de in-
tegracdo. Ja os termos singulares de H sdo do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido
do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singularidade é
através de consideracdes de corpos rigidos (BREBBIA; DOMINGUEZ, |1996). Assumindo
que um corpo rigido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor unitario
em uma dada direc@o do sistema (z1, x5) € que ndo existam forgas de corpo (p; = 0) na dire-
cdo de um dos eixos de coordenadas, as forcas de superficie em qualquer ponto do contorno
deste corpo deve ser zero. Note que neste caso o sistema deve ser (xy, z5) para representar
deslocamento de corpo rigido e ndo os sistema (n, t). Desta forma, a Eq. torna-se:

Hv? =0 (4.65)

onde v? é um vetor que para todos os nds tem deslocamentos unitarios ao longo da direcao

q e zero na outra dire¢do. Para satisfazer a Eq. (#.65)) tem-se:

Hi=~) Hyj  j#i (4.66)

sendo j par ou impar, dependendo da direcdo considerada.

O termo da diagonal da matriz H € igual a soma de todos os outros termos fora da

diagonal correspondentes ao grau de liberdade (dire¢cao) em consideracao.

4.10 Calculo dos deslocamentos e tensoes em pontos inter-

nos

O tensor de tensdes para um ponto no interior do dominio €2, obtido derivando-se a Eq.

(4.15)) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito como:

Oik + / Sﬂkujdf‘ = / Dﬂktjdl“ — / Dﬂkpde (467)
r r Q
onde Si;; € Dy;; sdo combinagdes lineares das derivadas de T;; e U,;, respectivamente.

O tensor Sy;; € dado por:

Sty Qu Q12 Qe Tijq
Sogj ¢ =—| Q2 Qa2 Qp T5j2 (4.68)
So1; Qs Q2 Qes % (T2 + Toj1)

onde j = 1,2. As derivadas de T;; sdo obtidas pela equacdo:
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1
Tijr = —2Re [—,)Qqu]‘l(mm - nQ)Ai1+

(21— 2

1
MRIQQJQ(/@M - 7”&2)141‘2] (4.69)
onde,
1 1
Ry = ] (4.70)
M1 p2

Da mesma forma Dy,;; pode ser calculado como:

Dllj Qll Q12 Qlﬁ Ulj,l
Dyj ¢ == | Q2 Q2 Qx Usjo 4.71)
D Qs Q26 Qss % (Urj2 + Usja)

sendo que as derivadas de U;; sdo dadas por:

1 1
Uijr = 2Re | —— Rr1qj1Aa + ——— Riaqjp Ao (4.72)
21— 21 Z9 — Zy

Para transformar as integrais de dominio da Eq. em integrais de contorno, con-
forme explicado neste Capitulo, a integral de dominio da Eq. (#.15) é transformada em
integrais de contorno usando o método da integracdo radial.

Seguindo o mesmo procedimento para obtencdo da equagdo (4.15), pode-se escrever a
integral de dominio da Eq. como:

/ Dyip;dQ2 = / Kyl dr (4.73)
Q r r

Substituindo a Eq. na Eq. (4.67), tem-se:

— —

n.r

r r r r

As equagdes integrais de deslocamentos (4.35)) e de tensdes (4.74)) foram ambas escritas
para um ponto fonte pertencendo ao interior do dominio 2.

As equagdes integrais de deslocamentos (4.35) e de tensdes podem ser usadas para
determinar as componentes de deslocamento e tensdo, respectivamente, em qualquer nimero

de pontos previamente selecionados no interior do dominio.
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4.11 Tensoes no contorno

Para se calcular o tensor de tensdes em um dado né do contorno, considere um né em
que as direcdes dos vetores tangente e normal ao contorno nio coincidam com as dire¢oes
dos eixos geométricos (Fig. 4.9). Neste né é criado um novo sistema de referéncia
possuindo direcdes que coincidam com os vetores tangente e normal ao contorno neste no.

Escrevendo os deslocamentos e as for¢as de superficies neste sistema local, tem-se:

u;, = l,-ju]
t = Lt 4.75)
onde /;; sdo os cossenos diretores.
f
X 2 xZ
A \\
O, 4
22 ’
/
G1]
X /

Figura 4.9: Tensdes no contorno.

No sistema local tem-se a seguinte relacdo:

/ o
O99 = 1y

o, =t (4.76)

A deformagio ¢}, pode ser calculada, sabendo que:

1
£y = 5(“31 ulll) = u/1,1
duy  du) d§
/ 1 1
— = 4.77
Y1 dz} d¢ dz) ( )
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Usando geometria diferencial na Eq. (4.77), pode-se notar que a dire¢io local = € tan-
gente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por:

2 2 dz)\ dz)\
ds = \/dx}* + da}y? = (dgl) +(d5) dg

ds
— = J 4.78

BT (4.78)
Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movimento em z.

Isto permite com que x) na Eq. (4.77) seja substituido pela Eq. (4.78), ou seja,

S du d§
1 d¢ ds
d /
e, = d%lJ—l 4.79)
Sendo:
3
u = Z ¢(Z)U( )
dug Z ciak
dg ac "
(4.80)
onde ¢ sdo as fungdes de forma. Pode-se entdo obter a deformacio por:
d (% .
e, = Z ¢ (4.81)
Da relagdo tensdo deformacao, tem-se:
o o Qe 16 €1
Oy (= 12 @ % €9 (4.82)
Ols 16 @ 2Qg €2

onde ();; sdo as componentes do tensor de rigidez escritas no referencial local.

Na Eq. (4.82) tem-se trés incdgnitas o/, €5, £]5, que agora podem entdo ser calculadas.
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Por dltimo, as tensdes tem que ser escritas no referencial global x;z, ou seja:

/
011 011
—1
092 =T 052 (483)
/
012 012

onde T € a matriz de transformacao de coordenadas.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, a formulacdo desenvolvida ao longo desta dissertacdo serd aplicada a
diferentes problemas para validar a implementacdo. Sempre que possivel, resultados serdo
comparados com resultados analiticos.

5.1 Placa quadrada

O primeiro exemplo a ser analisado € o de uma placa quadrada de aresta igual a 1, in-
clinada 30° em relacdo a horizontal. A placa encontra-se sob tracdo na dire¢do normal a
uma das arestas e com os deslocamentos normais restritos em duas outras arestas, conforme
mostrado na Figura[5.1] O objetivo deste problema ¢ validar a implementagdo das condigdes

de contorno no sistema de referéncia local. As propriedades do material da placa sdo dadas
na Tabela

Tabela 5.1: Geometria e propriedade do material - placa quadrada.

Propriedade Simbolo Unidade
Densidade P) 1 kg/m?
Velocidade Angular Constante w 0 rad/s
Moédulo de Elasticidade E; 1.00 Pa
Modulo de Elasticidade FEs 1.01 Pa
Elasticidade Transversal G 0.3846 Pa
Coeficiente de Poisson v 0.3

Por se tratar de um problema simples, cuja solu¢do analitica para deslocamentos € linear,
apenas 1 elemento por lado foi usado na discretiza¢do, conforme mostrado na Figura[5.1] O
resultado analitico para os deslocamentos normais na aresta onde a carga € aplicada € igual
a 1. O resultados obtidos nos nds desta aresta foram 0,9997, 0,9994 e 0,9990, o que valida a
implementagdo do cdigo no que se refere ao sistema de referéncia local para as condigdes
de contorno. A placa deformada ¢ mostrada na Figura[5.2]
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Figura 5.1: Condi¢des de contorno da placa quadrada.

6 Malha deformada
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Figura 5.2: Malha deformada da placa quadrada.

5.2 Placalaminada

Este exemplo € o de uma placa laminada quadrada de aresta igual a 1 m, composta

por quatro ldminas de propriedades mecénicas iguais e sequéncia de empilhamento igual
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a [45°/60°/60°/45°]. A carga horizontal aplicada de maneira uniformemente distribuida é
igual a 10* N/m. A placa encontra-se sob tragdo na dire¢io normal nas arestas verticais e

possui trés nds restritos, conforme mostrado na Fig. [5.3]

0.8

0.6

0.47F

0.2}

-0.2 : : : : : : :
02 0 02 04 06 08 1 1.2

Figura 5.3: Condi¢des de contorno da placa laminada.

As restrigdes destes nds € unicamente para se eliminar os deslocamentos de corpos rigi-
dos. As propriedades de cada uma das laminas s3o mostradas na Tabela[5.2] A espessura de
cada uma das laminas € igual a 2 mm.

Tabela 5.2: Geometria e propriedade do material - placa laminada.

Propriedade Simbolo Unidade
Espessura h 2 mm
Moddulo de Elasticidade 1 FE; 149 GPa
Modbdulo de Elasticidade 2 FEs 10.5 GPa
Moédulo de Elasticidade Transversal G2 5.61 GPa
Coeficiente de Poisson Principal V19 0.3

Este problema pode ser resolvido analiticamente, usando as equacgdes do Capitulo [2]
uma vez que tensdes e deformacdes sdo constantes ao longo de toda a placa. Os resultados
analiticos para as deformacdes sdo dados por: €; = 8.35 107%, €9 = —1.00 107 e
€12 = —5.00 1079, Os resultados numéricos tiveram uma perfeita concordincia com os
resultados analiticos apresentando erros sempre abaixo de 0,5%.

A deformagdo da placa laminada ¢ mostrada na Fig. [5.4]
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Malha deformada
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Figura 5.4: Malha deformada da placa laminada.

As Figuras[5.5)e[5.6) mostram as tensdes ao longo da espessura do laminado nos sistemas
global e local, respectivamente. A Fig. [5.7] mostra as deformagdes ao longo da espessura
do laminado no sistema global. Note que as tensdes variam de lamina para ldmina, uma vez
que as propriedades dos angulos de orientacdo das fibras variam de lamina para lamina. Ja

as deformacgdes sdo constantes ao longo do laminado devido a continuidade do material.

Tensoes ao longo da espessura do laminado
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Figura 5.5: Tensdo no laminado no sistema global.
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Tensdes ao longo da espessura do laminado
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Figura 5.6: Tensdo no laminado no sistema local.

Deformacdes ao longo da espessura do laminado
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Figura 5.7: Deformacao do laminado no sistema global.

5.3 Disco ortotropico rotativo

Um disco rotativo hipotético em estado plano de tensdo, girando com velocidade angu-
lar constante, sera analisado para validar-se a formulacdo desenvolvida. Considere o disco
como sendo ortotrépico, devido a simetria, apenas um quarto do disco foi analisado com as
condi¢des de contorno mostrada na Figura[3.5] A geometria e as propriedades do material
podem ser vistas na Tabela[5.3]
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Tabela 5.3: Geometria e propriedade do material - disco rotativo.

Propriedade Simbolo Unidade
Raio R 1m
Densidade p 1 kg/m?
Velocidade Angular Constante w 20 rad/s
Modulo de Elasticidade E; 17.24 Pa
Moédulo de Elasticidade E, 48.26 Pa
Elasticidade Transversal Gia 6.89 Pa
Coeficiente de Poisson V12 0.29

A Fig. [5.8 mostra a malha discretizada utilizada que contém 15 elementos quadraticos
descontinuos, sendo 5 elementos por segmento. Também sdo mostradas nesta figura as con-
di¢des de contorno que se divide em deslocamentos restritos na dire¢do x na aresta vertical,
deslocamentos restritos na dire¢do y na aresta horizontal e segmento livre (¢, = t, = 0) no
arco de circunferéncia.

08
0.6

04t £y \

\

Figura 5.8: Malha de elementos de contorno usado para discretizar um quarto do disco
rotativo (15 elementos de contorno quadraticos descontinuos, 5 por aresta).

A Fig. [5.9] mostra os resultados numéricos obtidos com a formulagdo ortotrépica para
os deslocamentos na direcdo x ao longo da aresta horizontal, com os resultados analiticos.
Da mesma forma, a Figura[5.10|mostra a comparag@o dos resultados analiticos e numéricos
para os deslocamentos na direcdo y ao longo da aresta vertical. Em ambos os casos ha uma
perfeita concordancia entre os resultados analiticos e numéricos.
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Deslocamento na diregao x ao longo do raio
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Figura 5.9: Deslocamento da aresta horizontal na direcdo x.

Deslocamento na diregao y ao longo do raio
0.3 . . . :

0251

=]
M
T

—=— Solugdo analitica
—&— Solugdo numérica

Deslocamento na direcdo y
ot
.G =i
- tn
T T

0.051

D i 1 1 i 1 1 i 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Raio

Figura 5.10: Deslocamento da aresta vertical na direcao .

As Figuras[5.11]e[5.12]mostram, respectivamente, uma comparacao dos resultados anali-
ticos e numéricos para as tensdes circunferenciais e radiais, respectivamente, calculadas nas
arestas vertical e horizontal. Também nesses casos ha uma 6tima concordancia entre ambos

os resultados analiticos € numeéricos.
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Tensoes circunferenciais ao longo do raio
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Figura 5.11: Tensao circunferencial ao longo da aresta vertical.

Tensdes radiais ao longo do raio
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Figura 5.12: Tensdo radial ao longo da aresta horizontal.

Para mostrar como os resultados convergem para as solugdes analiticas, foi feita uma
andlise com diferentes malhas e os resultados para deslocamentos nas direcdes x e y, tensdes
radiais e tensOes circunferenciais foram comparadas com resultados numéricos. Os erros

percentuais em cada um dos nds nas arestas especificadas foram calculadas, conforme a
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seguinte equagao:

E= %" 100 (5.1)

Ugq

onde E é o erro percentual, u, € o valor analitico da varidvel e u,, € o valor numérico da
variavel.

Foram utilizadas 4 malhas, sendo que a mais grosseira possui 7 elementos de contorno
quadraticos descontinuos, 2 na aresta vertical, 2 na aresta horizontal e 3 na aresta curva. A
malha mais refinada possui 35 elementos, sendo 10 na aresta vertical, 10 na aresta horizontal
e 15 na aresta curva.

Conforme pode ser notado na Figura[5.13] os erros para os deslocamentos na dire¢do x
na aresta horizontal possui um padrdo de erros mais altos nos nds das extremidades da aresta
e menores no interior da aresta, com varia¢do suave entre eles. Um fato inesperado foi que
para a malha com 14 elementos os resultados para os nés entre 0, 1 < r < 0, 8 os erros foram
menores que para as malhas mais refinadas. Além disso, os erros da malha de 35 elementos
sdo maiores que os erros da malha de 21 e 28 elementos para a grande maioria dos nds. Note

também que em todos 0s casos os erros ficaram abaixo de 1%.

0'0022 b I —&— 7 Elementos de Contorno I 3
) —&— 14 Elementos de Contorno
0.055 f 21 Elementos de Contorno 1
0.05 —+— 28 Elementos de Contorno ]
0.045 F 35 Elementos de Contorno ]

0.04
0.035

0.03

0.025

0.02

Erros do Deslocamento na Diregéo x (%)

0.015

Figura 5.13: Erros percentuais para os deslocamentos na dire¢do = na aresta horizontal.

Na Figura também ha um padrdo de erros mais altos nas extremidades da aresta.
Entretanto, neste caso, ao contrdrio do caso anterior, os erros em praticamente todos os nos
diminuem com o refinamento da malha. As curvas de erros também sao suaves, exceto para a
malha de 35 elementos que apresenta uma quina na curva. Note que, os erros ficaram abaixo

de 1% para a maioria dos casos, exceto para a malha menos refinada e para o dltimo n6 das
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demais malhas.

—&— 7 Elementos de Contorno
—+=— 14 Elementos de Contorno

21 Elementos de Contorno
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Figura 5.14: Erros percentuais para os deslocamentos na dire¢do y na aresta vertical.

A Figura[5.15| mostra um padrio diferente pois a curva deixa de ser suave, apresentando
na forma de serra. Porém, note que esse padrao indica que os erros nos nos centrais dos
elementos sdo menores que nos nds das extremidades. Este padrdo se deve ao fato das
tensoes serem calculadas usando a derivada das funcdes de forma, ao invés de uma equagdo
integral.

63



1
10 —&— 7 Elementos de Contorno

—=— 14 Elementos de Contorno
—#—— 21 Elementos de Contorno
—+— 28 Elementos de Contorno

35 Elementos de Contorno

Erros na Tensédo Radial (%)

10_2 I I I I I I I I I
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Raio

Figura 5.15: Erros percentuais para as tensdes radiais na aresta horizontal.

A Figura[5.16|mostra um padrdo parecido com o caso anterior, porém invertido. Ou seja,
0s erros sao mais altos nos nds centrais e mais baixos nos nds da extremidades. Em todos os
casos os erros ficaram abaixo de 1%.
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10

Figura 5.16: Erros percentuais para as tensdes tangenciais na aresta vertical.

Para se ter uma medida global do erro, foi calculado o erro quadritico médio para cada
uma das curvas mostradas nas Figuras[5.13] [5.14] [5.15]e[5.16] Assim, € possivel plotar esses
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erros em fun¢cdo do nimero total de nds, sendo que cada curva do erro percentual se torna
um ponto no grafico do erro quadratico médio. O erro quadratico médio percentual é dado

por:

(5.2)

onde F € o erro quadritico médio e n é o nimero total de nds em cada uma das arestas,

sendo que os valores numéricos u,, e analiticos u, estdo sendo calculados.

A Figura mostra os erros quadraticos médios para os deslocamentos z e y e também
para as tensdes radiais e circunferenciais. Note que, conforme ja observado na Figura[5.13] os
erros no cdlculo dos deslocamentos na direcao = sdo menores para a malha de 14 elementos
que para as demais malhas. A tensdo tangencial apresenta um ligeiro aumento dos erros para
as malhas de 28 e 35 elementos quando comparado com os erros da malha de 21 elementos.
Ja os deslocamentos na direcdo y e a tensdo radial apresentam o comportamento esperado,

com 0s erros menores para as malhas mais refinadas.

10" . . .

—&— Erros - Deslocamentos em x
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Erros - Tenséo Radial
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10k
5 10 15 20 25 30 35

Nuamero de Elementos

Figura 5.17: Erros.

Apesar de alguns comportamentos nao esperados, com erros tendo ligeiro aumento com o
refinamento, os erros em geral foram abaixo de 1 %, exceto para a tensdo radial. Verificando
a Figura [5.15] nota-se que apenas o né mais externo apresenta um erro mais elevado, maior
que 1% para todas as malhas. Por causa deste ponto € que o erro quadratico médio se mantém

sempre acima de 1 %.
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5.4 Palheta de turbina aeronautica

Considere que a palheta ¢ de um material ortotrépico hipotético com propriedades dada
na Tabela[5.4] sendo que o atrito entre o rotor e a palheta nao foi considerado. As condigdes

de contorno e a malha utilizada para a andlise do problema sdo dados na Figura[5.19]

Tabela 5.4: Geometria e propriedade do material - palheta de turbina aerondutica.

Propriedade Simbolo Unidade
Velocidade Angular Constante w 100.000 RPM
Moédulo de Elasticidade E; 114 GPa
Moédulo de Elasticidade E, 228 GPa
Elasticidade Transversal Gio 11.4 GPa

Coeficiente de Poisson V12 0.3

As dimensdes do rotor e da palheta sdo dados disponiveis na Figura[5.18]

-

13.05

Figura 5.18: Esbogo do rotor e da palheta da turbina (PAPANIKOS; MEGUID; STJIEPANO-
VIC| 1998).
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Figura 5.19: Condig¢des de contorno da palheta.

Sao utilizados 37 elementos de contorno quadraticos descontinuos, distribuidos conforme
mostrado na Figura[5.19] A deformacdo da palheta é mostrada na Figura[5.20

OMalha deformada
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Figura 5.20: Malha deformada da palheta.

A tensdo normal na regido de contato é mostrada na Figura[5.21]e os deslocamento nor-
mal e tangencial sdo mostrados na Figura[5.22]
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Figura 5.21: Tensao normal na regido de contato.
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Figura 5.22: Deslocamento tangencial na regido de contato.
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Os resultados para as tensdes normais apresentam-se com a mesma forma dos resultados

mostrados por |Sinclair e Cormier| (2002). Porém, devido a insuficiéncia de dados fornecida

no artigo citado, nao foi possivel fazer uma reproducdo dos seus resultados. Nota-se que

a tensdao normal apresenta um pico nas extremidades da regido de contato caindo na regiao

central do contato. Este comportamento € o contrario da tensdo normal que ocorre no contato
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de dois cilindros sem atrito (problema de Hertz), onde a tensao mais alta ocorre no ponto
central de contato.
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Capitulo 6
Conclusoes

Este trabalho apresenta uma formulacdo baseada no método dos elementos de contorno
para a solu¢do de problemas com for¢a de corpo sob cargas centrifugas em materiais aniso-

tropicos. O codigo foi testado para quatro problemas de caracteristicas distintas.

O primeiro problema foi uma placa quase-isotrépica inclinada e tracionada em uma das
arestas na direcdo normal e com duas arestas com restricdes de deslocamentos na direcao
normal, sendo uma das arestas restrita a oposta a aresta que a carga € aplicada. O obje-
tivo deste problema foi demonstrar a facilidade de aplica¢do das condi¢des de contorno em
arestas inclinadas, curvas ou ndo, restritas apenas na direcao normal. Estes casos sdo bem
comuns em problemas de engenharia e, no sistema de referéncia global usual na maioria
dos programas de elementos de contorno, a imposicao de condicdes de contorno deste tipo
requer o estabelecimento de novas equacdes no sistema linear, tornando o procedimento
complexo, exigindo muita habilidade do usudrio. Os resultados para este problema foram
comparados com a solucdo analitica e apresentaram uma 6tima concordancia, tanto para os

deslocamentos normais, quanto para os tangenciais.

No segundo problema, foi analisada uma placa quadrada laminada sob tracdo e com
restri¢coes de deslocamentos pontuais em pontos especificos. Este problema mostrou a capa-
cidade do cédigo de tratar problemas com materiais laminados simétricos, onde as tensoes

variam de uma lamina para outra devido a mudanca na direcao de orientacdes das fibras.

No terceiro problema, as solu¢des analiticas para os campos de tensdes e deslocamentos
em disco rotativo ortotropico foram obtidas a partir de trabalhos apresentados na literatura.
Na andlise do disco rotativo ortotrépico, os resultados numéricos foram comparados com
resultados analiticos, sendo uma andlise de convergéncia dos resultados foi realizada. Foi
possivel concluir que, tanto os deslocamentos, quanto as tensdes, houve a concordancia de
resultados. Foi feita uma andlise da convergéncia dos resultados em funcdo do nimero de
elementos. Esta andlise mostrou varios padroes de convergéncia dos erros, sendo que nas
varidveis calculadas por meio de equacgdo integral, como os deslocamentos, a curva do erro

em funcdo dos nds € suave, enquanto que para as tensodes, que foram calculadas por derivadas
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das funcdes de forma, os erros apresentaram variacdes em funcdo da posi¢do dos nds nos

elementos, se € um no central ou se € um no de extremidade.

No quarto problema, a palheta de turbina aerondutica, foi utilizado para demonstrar a
possibilidade de uma aplicacdo prética da formulacdo desenvolvida. Os resultados tiveram
o comportamento esperado, embora ndo tenha sido feita uma andlise quantitativa dos erros,

devido a insuficiéncia dos dados do trabalho que apresenta o problema original.

A modelagem dos problemas foi realizada com elementos quadréticos descontinuos que
traz vantagens e desvantagens em relacdo aos elementos continuos. Como vantagens po-
demos citar o ndo compartilhamento de nds, o que facilita a implementacao e, no caso tri-
dimensional, também o refinamento, uma vez que pode-se refinar elementos vizinhos de
forma independente. Como desvantagem pode-se citar o nimero maior de graus de liber-

dade, uma vez que os nds nao sdo compartilhados entre elementos vizinhos.

Outra caracteristica peculiar deste trabalho foi a utilizagao do sistema de referéncia local
para representar as condi¢des de contorno e as varidveis desconhecidas no contorno. Isto
facilitou a imposi¢do de condi¢des de contorno de deslocamentos restritos na dire¢do normal
ao contorno, que € um tipo de condi¢do de contorno comum em problemas de engenharia.
Por exemplo, problemas de contato sem atrito onde a superficie de contato é plana podem

ser implementados sem qualquer modificagdo no codigo.

6.1 Trabalhos futuros

Ficam como propostas para trabalhos futuros:

e Eliminar o processo de geragdo de malha, com a implementacdo de MEC isogeomé-

trico;

e Estender as formulacGes para problemas tridimensionais e de grande escala usando
métodos rapidos tais como o método dos elementos de contorno com expansao em

multipolos ou com a utilizagdao de matrizes hierdrquicas;

e Extensdo da formulagdo para problemas de contato.

6.2 Publicacoes

Este trabalho deu origem a duas publicacdes listadas abaixo:

1. BERNARDO, L. S. ; LOYOLA, FE. M. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; TREVELYAN, J.
CONTACT PROBLEMS IN ORTHOTROPIC MATERIALS USING THE BOUNDARY
ELEMENT METHOD, 2020, Foz do Iguacu. XLI Ibero-Latin American Congress on
Computational Methods in Engineering, ON-LINE, 2020.
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2. BERNARDO, L. S. ; LOYOLA, F. M. ; ALBUQUERQUE, E. L. ; TREVELYAN,
J. ANALYSIS OF CONTACT PROBLEMS IN TURBOJET ENGINES USING THE
BOUNDARY ELEMENT METHOD, 2021, Paris. 14th Virtual Congress WCCM &
ECCOMAS, 2021.
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