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A partir desta primeira, e em certo sentido, unica regra da razao, (isto é) que
para aprender vocé deve querer aprender e querendo isto ao nao

estar satisfeito com o que vocé ja estd inclinado a pensar, seque-se

um coroldrio que em si € digno de ser inscrito em

todas as paredes da cidade da filosofia:

"Nao bloqueie o caminho da investigacao”

Charles Sanders Peirce

Collected Papers of Charles Sanders Peirce (1931).



Resumo

Sejam G um grupo abeliano, & um anel associativo comutativo unitario com G-
graduacao trivial e com caracteristica diferente de 2, U(S) o conjunto de todos os ele-
mentos invertiveis de S e 0 : G X G — U(S) um 2-cociclo antissimétrico. Nesta tese
estudamos isomorfismos, o-antiautomorfismos e involugoes coloridas em S-dlgebras G-
graduadas primitivas a direita com um ideal a direita G-graduado minimal. Apresenta-
mos uma descri¢cao dos isomorfismos nesta classe de algebras em termos de isomorfismos
triplos. Depois, caracterizamos o-antiautomorfismos nestas algebras, e observamos como
esta caracterizagao esta relacionada com formas sesquilineares graduadas com tor¢ao nao
degeneradas fracamente hermitianas. Finalmente, na mesma classe de algebras estuda-
mos as involugoes coloridas e apresentamos uma descricao destas em termos de formas
sesquilineares graduadas com tor¢ao nao degeneradas hermitianas e anti-hermitianas.

Palavras-chave: Algebra graduada primitiva; isomorfismo; o-antiautomorfismo; involu-
¢ao colorida; forma sesquilinear nao degenerada.



Abstract

Let G be an abelian group, § a unitary commutative associative ring with the trivial
G-grading and characteristic different of 2, U(S) the set of all invertible elements of S
and 0 : G x G — U(S) an antisymmetric 2-cocycle. In this PhD thesis we study iso-
morphisms, g-antiautomorphisms and color involutions of the right primitive G-graded
associative S-algebras with a minimal G-graded right ideal. We give a description of gra-
ded isomorphisms in this class of algebras, in terms of triple isomorphisms. Afterwards,
we characterize g-antiautomorphisms of these algebras, and we observe how this cha-
racterization is related to nondegenerate weakly hermitian twisted sesquilinear graded
forms. Finally, in the same class of algebras we characterize color involutions in terms of
nondegenerate hermitian and anti-hermitian twisted sesquilinear graded forms.

Keywords: Primitive graded algebra; isomorphism; o-antiautomorphims; color involu-
tion; nondegenerate sesquilinear form.
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Introducao

Uma involugao em um anel ou em uma &lgebra é um antiautomorfismo de ordem
2. Foi por volta de 1930 que Albert desenvolveu a teoria das algebras centrais simples
com involucao baseado na teoria das algebras simples iniciada, poucos anos antes, por
Brauer, Noether, Hasse e o mesmo Albert. Especificamente, Albert introduziu essa teoria
quando resolveu o problema de estabelecer condi¢Oes necessarias e suficientes em uma
algebra de divisao sobre o corpo dos niimeros racionais Q, para que esta fosse uma algebra
de multiplicagao [18]. Desde entdo, as involugoes tem sido caracterizadas em outras
familias de algebras e os conceitos de antiautomorfismo e de involugao tem ganhado varias
generalizagoes.

Sejam G um grupo abeliano, & um anel associativo comutativo unitario com G-
graduagao trivial e com caracteristica diferente de 2, U(S) o conjunto de todos os ele-
mentos invertiveis de S e 0 : G x G — U(S) um 2-cociclo antissimétrico. Um o-

antiautomorfismo em uma S-algebra G-graduada R <:: @Ra) ¢ uma aplicagao S-
aclG
linear ¢ : R — R que satisfaz:

e (1,)? € Ry, para todo r, € R, e qualquer a € G;

o (ryrg)¥ = a(a,ﬁ)rgrg, para todos r, € Ra, g € Rp e quaisquer o, f € G.
Se uma aplicagao *, : R — R é um c-antiautomorfismo de ordem 2, isto é, se

e (r,)"* =r,, para todo r, € R, e qualquer o € G,

diz-se que *, € uma o-involugao. Aqui ressaltamos que os conceitos de o-antiautomorfismo
e de o-involugao foram introduzidos em [22]. Salientamos também que estes conceitos
estendem outras generalizagoes dos conceitos de antiautomorfismo e de involugao em anéis
e algebras. Em particular, se ¢ é um bicarater antissimétrico, isto é, se ¢ ¢ um 2-cociclo
antissimétrico que satisfaz o(a + 3,7) = o(a,v)o(8,7) e o(a, B+ 7v) = o(a, B)o(a, )
para todos «, 8,7 € G, entdo uma o-involugdo *, ¢ chamada de involugao colorida [10].
Se o(a, B) = 1 para todos a,f € G, entdo *, ¢ chamada de involugao graduada [11].
Se G = Zy (ou G = Zs) e o(a,B) = (—1)*# para todos @, € G com «, € {0,1}
(ou com «, § € {0,1,2}), entdo *, é chamada de superinvolucao [24| (ou de Zs-involugao
[16]). Logo, involugdes graduadas, superinvolugoes e Zs-involugoes sao o-involugoes para
2-cociclos especificos. O termo de involugao colorida é usado na literatura para quando o
¢ um bicarater antissimétrico fixo (neste trabalho, quando o é subentendido como sendo
um bicarater antissimétrico, usaremos o termo "o-involugao" para uma involugao colorida



e também, por vezes, usaremos o termo "o-involu¢ao" no contexto mais geral, quando o
nao ¢ necessariamente um bicarater antissimétrico).

Se %, : R — R ¢é uma involugao graduada, um elemento r € R ¢ dito anti-simétrico
se r** = —r e é dito simétrico se r** = r. O conjunto de todos os elementos anti-
simétricos, denotado por K (R, *,), € uma algebra de Lie graduada com o colchete [a, b] :=
ab — ba. Por outro lado, o conjunto de todos os elementos simétricos, denotado por
H(R,*,), ¢ uma algebra de Jordan graduada com o produto a o b := ab + ba. Ainda,
num contexto mais geral, quando o é um bicarater antissimétrico e %, ¢ uma involucao
colorida, temos que H (R, *,) é uma algebra de Jordan Colorida com o produto a, o bg :=
anbs+o(a, B)bga,. Em [10] se estudaram as algebras de Jordan coloridas simples obtidas
de algebras associativas graduadas simples com involugdo colorida. Além disso, em [9], se
estudaram os subconjuntos nilpotentes de algebras graduadas com involugao colorida.

Quando G é finito, F é um corpo algebricamente fechado e R = M,,(F) é a algebra
das matrizes sobre o corpo I, os fatos do paragrafo anterior sao essenciais na classificagao
das G-graduacoes em algumas algebras de Lie simples classicas de dimensao finita, e
nas algebras de Jordan especiais simples. Logo, com esse objetivo, os antiautomorfismos
graduados, e as involugoes graduadas na algebra de matrizes M,,(F) tem sido amplamente
estudados [11].

Ja em [2|, Bahturin, Kochetov e Escudero classificaram, a menos de isomorfismo e a
menos de equivaléncia, as involu¢oes em algebras reais graduadas simples de divisao com
dimenséo finita. Esta classificagao foi usada por Bahturin e Zaicev, em [7], para classificar
graduagoes nas dlgebras de Lie reais classicas. Ainda, quando IF é um corpo algebricamente
fechado com caracteristica diferente de 2, Fidelis, Gongalves, Diniz e Yasumura, em [13],
classificaram as involugoes e as involugoes graduadas em algebras de matrizes triangulares
superiores em blocos. Além disso, em [16], Jaber estudou as Zs-involugoes na algebra de
matrizes My q4p(A), quando A é uma algebra de divisao. Em [26], Sviridova descreveu
todas as [F-algebras *,,-graduadas simples de dimensao finita, para G = Z,, quando ¢ ¢
um nimero primo ou ¢ = 4, F um corpo algebricamente fechado com caracteristica # 0 e
*gr uma involucao graduada.

Alias, caracterizacoes dos antiautomorfismos graduados e involugoes graduadas tem
sido feitas nas algebras matriciais, estes objetos também tem sido intensamente estudados
em anéis (superanéis) primitivos e algebras (superalgebras) primitivas. A teoria estrutural
dos anéis primitivos com ideais unilaterais minimais tem sido bastante desenvolvida e pode
ser consultada em [15], [17], [19] e [25]. Em particular, em [19], Theorem 4.6.8, temos o
Teorema de Kaplansky o qual caracteriza involu¢oes em anéis primitivos a direita com
um ideal a direita minimal em termos de formas nao degeneradas e alternadas.

Motivado pela caracterizagao das involugoes em anéis primitivos com ideais unila-
terais minimais, Racine, em [24|, caracterizou os superanéis primitivos com um superi-
deal unilateral minimal e com superinvolucao em termos de superformas hermitianas e
anti-hermitianas nao degeneradas. Posteriormente, Bahturin, M. Tvalavadze e T. Tvala-
vadze, em [4], descreveram as superalgebras simples de dimensao finita com superinvolu-
¢ao, quando o corpo base é algebricamente fechado e com caracteristica diferente de 2.
Em [12], Elduque e Villa provaram versoes graduadas dos teoremas classicos de Albert e
Albert-Riehm sobre a existéncia de superinvolugoes em superalgebras associativas centrais
simples com dimensao finita.

Subsequentemente, em [1], Bahturin, Bresar e Kochetov, trabalhando sobre um corpo
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base algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2, com o propésito de classifi-
car, a menos de isomorfismo, todas as graduagoes da algebra de Lie finitaria simples de
transformagoes lineares (linear especial, ortogonal e simplética) em um espago vetorial de
dimensao infinita, classificaram antiautomorfismos e involugoes graduadas em anéis gra-
duados primitivos (4lgebras graduadas primitivas) a esquerda com um ideal & esquerda
graduado minimal, em termos de formas sesquilineares graduadas nao degeneradas fraca-
mente hermitianas.

Incentivadas, principalmente pelo desenvolvimento tedrico de Racine em [22], Souza
e Sviridova estudaram a estrutura dos anéis graduados primitivos (algebras graduadas
primitivas) & direita com um ideal & direita graduado minimal e apresentaram um resul-
tado onde caracterizam estes anéis (algebras) envolvendo formas bilineares graduadas nao
degeneradas | [22|, Teorema 3.4.2]. Anotamos aqui que, independentemente, Bahturin,
Bresar e Kochetov, em [1], tinham obtido uma caracterizagdo analoga. Também em [22],
considerando um grupo ciclico finito de ordem prima G = Z,, Souza e Sviridova carac-
terizaram os anéis G-graduados primitivos (4lgebras G-graduadas primitivas) a direita
com um ideal & direita graduado minimal e com uma o-involugao em termos de formas
sesquilineares graduadas nao degeneradas hermitianas e anti-hermitianas | [22]|, Teorema
4.3.1].

Ressaltando que ainda existem muitos outros trabalhos que envolvem investigagoes
sobre antiautomorfismos e involugoes (e suas respectivas generalizagdes) em anéis e alge-
bras, que nao foram mencionados acima, fica claro que o estudo deles é muito importante.
Além do interesse intrinseco por estudar estes objetos, temos visto que eles tem sido
fundamentais no estudo de outros conceitos em algebras centrais simples, superanéis e
superalgebras, algebras de matrizes, algebras de Lie e algebras de Jordan.

Nesta tese nos focamos em estudar o-antiautomorfismos e involucoes coloridas em S-
algebras G-graduadas primitivas & direita com um ideal & direita G-graduado minimal.
Motivados, especialmente, pelos trabalhos de Souza e Sviridova em [22] e de Bahturin,
Bresar e Kochetov em [1], nés estudamos sob que condigdes duas S-algebras G-graduadas
primitivas a direita simples com um ideal & direita G-graduado minimal sao isomor-
fas. Também, nestas mesmas algebras, caracterizamos c-antiautomorfismos em termos
de formas sesquilineares graduadas com tor¢ao nao degeneradas fracamente hermitianas
e caracterizamos involugoes coloridas em termos de formas sesquilineares graduadas com
torcao nao degeneradas hermitianas e anti-hermitianas.

Sejam G um grupo abeliano, F um corpo e ¢ : G x G — U(S) um 2-cociclo antissi-
métrico satisfazendo o (o, —)? = 1 para todo o € G. Uma tripla (A, V, W) significa que
A é uma S-édlgebra graduada de divisao, AV é um A-espago G-graduado a esquerda e W
¢ um A-espago G-graduado a direita. Se (—, —) :V x W — A ¢ uma forma A-bilinear
homogénea de grau v nao degenerada associada a tripla (A, V, W) (veja a Definigao 2.5),
temos que o conjunto de todas as o-adjuntas, denotado por L7} (V'), ¢ uma S-subélgebra
G-graduada da S-algebra G-graduada End% (AV). Além disso, o conjunto de todos os
elementos de L7/ (V) com posto finito, denotado por Fi7(V), é um ideal G-graduado
de L} (V). Salientamos aqui que os conceitos de o-adjunta e de o-coadjunta foram in-
troduzidos por Souza e Sviridova em [22]. Agora, com a defini¢ao dos objetos anteriores,
estamos prontos para apresentar o resultado que caracteriza S-algebras G-graduadas pri-
mitivas a direita com um ideal & direita G-graduado minimal. Este resultado é a versao
para S-dlgebras do Teorema 3.4.2 apresentado em [22].
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Teorema A (Teorema 2.28). Sejam o : G x G — U(S) um 2-cociclo antissimétrico
satisfazendo o (o, —)? = 1, para cada o € G, e R uma S-dlgebra G-graduada. Entio, R
€ graduada primitiva a direita com um ideal a direita graduado minimal se, e somente se,
existem um elemento v € G e uma forma A-bilinear homogénea de grau vy nao degenerada
(= =), VX W — A associada a uma tripla (A, V,W), tal que

Fae (VY CRC LY (V).

Além disso, quando temos a relagao Fi° (V) C R C LY (V), entao Fiy” (V) € o unico
1deal graduado minimal de R.

Dados um S-modulo G-graduado M (:— ) Ma) e um elemento fixo g € G, temos

aceG

que o shift na G-graduacdo de M, dada pelo elemento g, é definido como M := @@ Mc[yg},
aeG

onde MY = M,_4 para cada a € G. Dadas duas formas bilineares homogéneas de grau
7 ndo degeneradas (—,—), : V. xW — Ace (—,—)l7 VI x W' — A’ associadas as
triplas (A, V, W) e (A’, V', W’), respectivamente, dizemos que uma tripla (1, 91, 1s) €
um isomorfismo triplo de (A, V, W) para (A", V', W') se:

e g: A — A’ é um isomorfismo graduado de S-algebras graduadas de divisao;

e 1V — Ve : W — W sdo isomorfismos graduados de S-modulos gradua-
dos,

tais que
(¥1(va): ¥2(ws)), = vo ((vasws),)

para todos v, € Vi, ws € Ws e quaisquer o, 3 € G.

Enfatizamos que o conceito de isomorfismo triplo foi introduzido em [1| ainda num
contexto mais geral, quando o grupo G nao é necessariamente abeliano. Agora, ji estamos
preparados para apresentar nosso teorema que estabelece quando duas S-algebras simples
descritas pelo Teorema A sao isomorfas. Este resultado é um resultado semelhante a
um resultado de [1], Theorem 3.6, que é apresentado para grupos arbitrarios e para um
2-cociclo trivial, enquanto aqui, nos apresentamos o Teorema B para grupos abelianos
e 2-cociclos antissimétricos arbitrarios.

Teorema B (Teorema 3.14).  Sejam (—, —)ﬁ/ V x W — A, associadas a tripla
(A VW), e (—,—}; VX W — A associadas a tripla (A, V', W), duas formas
bilineares homogéneas de grau v nao degeneradas. Se R e R' sao duas S-dlgebras G-
graduadas, tais que

Fi' (V) SR C LY (V) e Fyr (V) SR C L7 (V'),

eseV: R — R éum isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas, entao exis-
tem um elemento g € G e um isomorfismo triplo (Yo, Y1,1) de (A,VM,W[_Q]) para
(A, VI W), tais que

U(r) =4t -r -1y, para todor € R. (1)
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Além disso, se outro elemento h € G e outro isomorfismo triplo (1}, 1, 05), de (A, Vi, W[_h])
para (A", V' W), definem W como em (1), entao existe um elemento homogéneo nao nulo
d € A’ tal que

o h=g+deg(d);
o Ul(x) = d'vo(z)(d) " para todo x € A;
o (V)Y = d'(v)y para todo v € V;

o Yh(w) = o(w)(d')~* para todo w € W.

Como uma reciproca parcial, se g € G e (g, 11,19) € um isomorfismo triplo de (A, 174G W[’g])
para (A", V' W'), entao existe um isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas

U End% (VYY) — End% (V"),
definido pela correspondéncia a, — V7' - a, - 1, tal que

U (Lo (V) = 35 (V) e U (FTr, (V) = Fr (V).

Para a descrigao dos g-antiautomorfismos, introduzimos o conceito de forma sesqui-
linear homogénea com torgao nao degenerada fracamente hermitiana (veja as Defini¢oes
3.15 e 3.24). Este generaliza o conceito de forma sesquilinear homogénea nao degenerada
fracamente hermitiana, introduzida em [1]. Apontamos que o Teorema C é uma gene-
ralizagao do teorema [ [1|, Theorem 3.16|, que caracteriza antiautomorfismos graduados,
isto é, o-antiautomorfismos quando o é o 2-cociclo antissimétrico definido por o(a, 3) = 1,
para todos «, 8 € G. Logo, a generalizacao consiste em que no Teorema C o ¢ é qualquer
2-cociclo antissimétrico satisfazendo o(a, —a)? = 1 para todo a € G.

Teorema C (Teorema 3.25). Sejam G um grupo abeliano, o : G x G — U(S) um 2-
cociclo antissimétrico satisfazendo o(a, —a)? =1 para todo o € G, {(—,—) : VxW — A
uma forma A-bilinear graduada associada a tripla (A, V,W) e R uma S-dlgebra G-
graduada tal que Fj° (V) C R C L7 (V). Se @ : R — R € um o-antiautomorfismo,
entao existem um o-antiautomorfismo vy : A — A e uma forma g-sesquilinear gradu-
ada com torcdo nio degenerada fracamente hermitiana B : V x V19 — A para algum
g € G, tal que:

(i) para todo r,; € R, temos que ®(r;) € a o-coadjunta de r, a respeito de B, isto €,
B(ua,vsry) = o(B,7)B(ua®(r;), vs), para todos u, € V,,vg € v,

(ii) (—, W) é a imagem da aplicagio



Além disso, se ¢}y : A — A ¢é um outro c-antiautomorfismo e B' : V x VI —
A € uma outra forma ¢ -sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada fracamente
hermitiana, que definem ® e (—, W) como nos itens (i) e (ii) acima, entdo existe um
elemento homogéneo 0 # d € A tal que:

o B' = o(0,0)Bd;
o oy(z) = dig(x)d™! para todo x € A.

Como uma reciproca parcial, se 1y : A — A € um o-antiautomorfismo e, para al-
gum g € G, B : V. x VI — A ¢ uma forma y-sesquilinear graduada com tor-
¢ao nao degenerada fracamente hermitiana, entdo existe uma forma A-bilinear graduada
ndao degenerada (—,—) : VI x W9 — A associada a tripla (A,V[Q],W[_g]), sendo
W = {B(—,u) = fu: u € V}, tal que a o-coadjunta a respeito de B define um o-
antiautomorfismo

P ‘Clg/I:T*Q] (V[g]) — ‘Ci]/lr/,ig] (V[g])’
e ® (Fr (Vi) = Far (V).

w4l

Seja € : Gx G — U(S) um bicarater antissimétrico. Para a caracteriza¢ao das involu-
¢oes coloridas, generalizamos o conceito de forma sesquilinear homogénea com torgao nao
degenerada &-hermitiana, introduzido em [22] (veja a Definigao 4.1). Ademais, introduzi-
mos os conceitos de e-semiadjunta e e-semicoadjunta associados a uma forma sesquilinear
homogénea com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana (veja a Definigao 4.4). Temos que,
o conjunto de todas as e-semiadjuntas, denotado por £{/*°, ¢ uma S-subalgebra gradu-
ada da S-algebra graduada End% (aV). Além disso, temos que o conjunto de todas as
e-semiadjuntas de posto finito, denotado por F/**, ¢ um ideal G-graduado de £{/**. Com
isso, estamos preparados para apresentar a nossa caraterizacao das involucoes coloridas.

Teorema D (Teorema 4.21). Seja G um grupo abeliano e ¢ : G x G — U(S)
um bicardter antissimétrico. Entdao, uma S-dlgebra G-graduada R € primitiva a direita
com um ideal a direita G-graduado minimal e com uma €e-involugao *. : R — R se, e
somente se, existem um elemento g € G, uma S-dlgebra G-graduada de divisao A com

uma e-involucio o: A — A, um A-espaco AV e uma forma sesquilinear graduada com
tor¢do nao degenerada hermitiana ou anti-hermitiana B -V x V19 — A tais que

g7 e gTrxe
Fr* CRCL
e R € invariante pela agao da e-semiadjunta associada a B.

Agora explicaremos como a tese esta organizada. No Capitulo 1, apresentamos as pre-
liminares necessarias para o desenvolvimento de todo o trabalho. Na Secao 1.1, expoem-se
os conceitos bésicos de anéis graduados, S-algebras graduadas, médulos graduados e bi-
modulos graduados, e aproveitarmos para fixarmos algumas notagoes. Na Segao 1.2,
fazemos uma recopilacao de alguns resultados sobre anéis graduados semiprimos. Apre-
sentamos eles sem demonstracao mas colocamos no inicio da secao as referéncias onde
as demonstracoes podem ser encontradas. Finalizamos este capitulo com a Secao 1.3,
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introduzindo o conceito de 2-cociclo antissimétrico e de bicarater antissimétrico, dois con-
ceitos fundamentais para definir o-antiautomorfismos e involugoes coloridas no capitulo
seguinte.

No Capitulo 2, apresentamos parte da teoria desenvolvida no Capitulo 3 de [22|, mas
desta vez para as S-algebras graduadas. Na Secao 2.1, se introduzem as formas bilineares
homogéneas nao degeneradas e se apresentam alguns resultados relacionados com estas
formas. Em particular, se caracterizam os elementos de Fi,.° (V') e se mostra que se R ¢
uma S algebra graduada satisfazendo Fi° (V) C R C L7 (V), entdo R ¢é uma S-algebra
graduada primitiva a direita. Na Secao 2.2, introduzimos o conceito de o-involugao e
apresentamos alguns exemplos. J4 na ultima se¢ao deste capitulo, encontra-se o Teorema
A com a sua demonstragao.

No Capitulo 3, estudamos os o-antiautomorfismos. Na Secao 3.1, provamos alguns
fatos basicos relacionados as formas bilineares graduadas nao degeneradas e ao conceito
de isomorfismo triplo. Na Secao 3.2, apresentamos o Teorema do Isomorfismo: Teorema
B. Finalmente, na Se¢ao 3.3, introduzimos o conceito de forma sesquilinear homogénea
com tor¢ao nao degenerada fracamente hermitiana e estudamos os o-antiautomorfismos
no Teorema C.

Por fim, no Capitulo 4, estudamos as involugoes coloridas. Na Secao 4.1, introduzimos
os conceitos de forma sesquilinear homogénea com tor¢ao nao degenerada £-hermitiana,
e-semiadjunta e e-semicoadjunta. Finalizamos esta secao provando que se R é uma S-
algebra graduada que satisfaz Fi/* C R C L7/* e R é invariante pela acao da e-
semiadjunta associada a forma, entao R é graduada primitiva a direita e a e-semiadjunta
é uma involucao colorida em R. Na Secao 4.2, demonstramos a reciproca: isto é, que se
R é uma algebra graduada primitiva a direita com um ideal & direita graduado minimal
e possui uma involugao colorida . : R — R, entao existe uma forma sesquilinear
graduada com torcao nao degenerada hermitiana ou anti-hermitiana tal que x. é a e-
semiadjunta e F/*° C R C L£77*. Por fim, na Secdo 4.3, apresentamos o Teorema D
com a caracterizacao das involugoes coloridas.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo apresentamos os conceitos bésicos fixando suas notagoes para
o desenvolvimento de todo o trabalho.

1.1 Conceitos Basicos

No decorrer de todo o trabalho, (G, +) serd um grupo abeliano, § um anel associativo
comutativo unitario com G-graduagao trivial e U(S) o conjunto de todos os elementos
invertiveis de S. A menos que se diga o contrario, os anéis e dlgebras aqui encontrados
serao associativos e associativas, respectivamente, com caracteristica diferente de 2.

Lembramos que uma S-algebra associativa (ou simplesmente uma S-algebra) é um
grupo abeliano aditivo (A, +) que tem estrutura de anel associativo e de S-modulo, tal
que

s (zy) = (s- )y = (s - y),

para todos s € S e x,y € A. Além disso, dizemos que A é unitéaria se contém um elemento
14 € A tal que
gz =2 =2ly,

para todo elemento x € A. Em particular, observamos que no caso em que S = 7Z, A é
um anel associativo e o grupo abeliano aditivo (A, +) é um Z-moédulo. Ja no caso em que
S = TF é um corpo, A é uma F-algebra e o grupo abeliano aditivo (4, +) é um F-espago
vetorial.

Anéis Graduados e Algebras Graduadas

Um anel (S-algebra) R é G-graduado (G-graduada) se é uma soma direta de grupos
abelianos (S-modulos) R = @ R, tal que R4Rg C Raqp, para todos «, f € G. Quando

aclG
Ro = (0) para todo o # 0 e Ry = R, dizemos que a G-graduagao ¢ trivial e, no caso

contrério, dizemos que a G-graduagao ¢é nao trivial.
No caso particular em que G = Zs,, na literatura matemaética, R é chamado de supe-
ranel (superélgebra). Se 0 # r € R,, para algum «a € G, r é denominado um elemento
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homogéneo de grau o de R. Neste caso escrevemos deg () := a. O conjunto |J R,

acG
de todos os elementos homogéneos de R, é denotado por $H(R). Ser € R (:: b Ra)
aceG
er = Y. r,, cada elemento 0 # r, € R, é chamado de componente homogénea de grau

acG
a de r. Quando X é um subanel (S-subéalgebra), ideal bilateral, ideal a direita ou ideal

a esquerda, dizemos que X é graduado (graduada) se X = @ X, sendo X, :== X N R,,
aceG
para cada o € G.

Se R é um anel graduado unitario (S-algebra graduada unitaria), lembramos que:
(Z) 1e Ro;
(i1) se ro € R, tem inverso r ' em R, entao r,' € R_,.

Um anel graduado unitario (S-algebra graduada unitaria) R é graduado (graduada) de
divisao se todos os seus elementos homogéneos nao nulos sao invertiveis. Neste caso,
observamos que Ry ¢é anel (S-algebra) de divisao.

Se R é um anel graduado (uma S-algebra graduada), o anel graduado oposto (S-
algebra graduada oposta) de R, que denotamos por R, é o grupo aditivo (R, +) com
produto dado por

T Oopy, T8 = T8Ta, Para todos rq € Ry, rg € Rg e quaisquer o, 8 € G.

Sejam A = @ A, e B = @ B, dois anéis graduados (S-algebras graduadas). Um
aclG aclG
homomorfismo de anéis (S-algebras), ¢ : A — B, é um homomorfismo homogéneo

de grau f € G se ¢(A,) C Bayp, para todo o € G. Quando 8 = 0, dizemos que
¢ € um homomorfismo graduado. Dizemos que ¢ é um monomorfismo, epimorfismo ou
isomorfismo homogéneo se, respectivamente, ¢ € injetor, sobrejetor ou bijetor. Temos que
o conjunto de todos os homomorfismo homogéneos de grau § de A em B, denotado por
Hom (A, B) 4, ¢ um grupo abeliano aditivo (S-médulo). A soma direta Hom?" (A, B) :=

@ Hom (A, B) ; ¢ um anel G-graduado (uma S-édlgebra G-graduada).
BeG

Moédulos Graduados

Lembramos agora de alguns conceitos basicos para modulos graduados a direita. Es-
tes conceitos também podem ser definidos de forma similar para moédulos graduados a
esquerda.

Seja R um anel graduado (S-algebra graduada). Um R-moédulo & direita M é um
R-modulo a direita G-graduado se é uma soma direta de grupos abelianos (S-modulos)
M = @ M, tal que M,Rs C M,p, para todos o, € G. O conjunto |J M,, de

acG acCG
todos os elementos homogéneos de M, é denotado por $ (M). Se m € M <:: D Ma) e
acCG
m = Y m,, cada elemento nao nulo m, € M, é chamado de componente homogénea de
acCG

grau deg (m,) = a de m.
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Seja M = @ M, um R-modulo a direita graduado. Dizemos que um submodulo N de
aceG
M é graduado se N = @ N, onde N := N N M, para cada o € G. Quando MR # (0)
aceG
e os tnicos submodulos graduados de M sao (0) e o proprio M, dizemos que M é um

R-modulo a direita graduado irredutivel.
Quando M é um R-modulo a direita graduado, o anulador a direita de M, denotado
por Ann} (M), é definido por

Anngy (M) ={r € R : mr =0, para todo m € M}.

Aqui anotamos que Annf, (M) é um ideal bilateral graduado de R. O anulador a esquerda
para R-moédulos & esquerda também se define de forma similar e este, por sua vez, é um
ideal bilateral graduado de R. Caso Annj (M) = (0), dizemos que M ¢ um R-moédulo &
direita graduado fiel.

Sejam A um anel graduado (S-dlgebra graduada) de divisdo e M um A-moédulo a
direita graduado. Um conjunto de elementos homogéneos {my,ma, ..., my} de M é dito
A-dependente, ou linearmente dependente sobre A, se existem elementos homogéneos nao

k
todos nulos dy, ds, . .., dj de A tais que Y m;d; = 0. Lembramos que A-modulos a direita
i=1

(a esquerda) graduados sao modulos livres. Portanto, alguns conceitos basicos da algebra
linear, como por exemplo conjunto gerador e independéncia linear, continuam valendo
para A-modulos graduados. Também vale o fato de que todas as bases (homogénenas)
tém a mesma cardinalidade e, consequentemente, podemos definir a dimensao (ou posto)
de M sobre A, que denotamos dim% (M), como sendo a cardinalidade de uma de suas
bases. Mais detalhes sobre estes conceitos podem ser consultados nos livros [21] e [27].
Em [21], por exemplo, se M é um A-modulo & direita graduado, encontramos que siao
equivalentes os seguintes itens:

(1) M é finitamente gerado sobre A;
(1) M tem base finita sobre A;
(74i) M tem uma base homogénea finita sobre A.

Em virtude de que todos os modulos a direita (& esquerda) graduados sobre um anel
graduado (S-algebra graduada) de divisao A tem posto, vamos chamar estes A-modulos
graduados de A-espacos.

Sejam M e ) R-modulos & direita graduados sobre um anel graduado (S-algebra
graduada) R. Um R-homomorfismo de modulos, f: M — @, é dito homogéneo de grau
p e Gse f(My) C Qarp, para todo a € G. Em particular, quando 5 = 0, dizemos que
f € um R-homomorfismo graduado. Se f: M — @) é um R-homomorfismo homogéneo,
temos que o kernel Ker (f) ¢ um submodulo graduado de M e a imagem Im (f) é um
submodulo graduado de ). Também, o médulo quociente M/Ker (f) ¢ um R-modulo a
direita graduado com a graduagao:

M/Ker(f) = (M/Ker(f)),,

acG

onde (M/Ker(f)), = (My + Ker (f)) /Ker (f), para cada a € G.

18



Para um o € G fixo, o conjunto de todos os R-homomorfismos homogéneos de grau
a de M em @, denotado Homg (M, Q),,, ¢ um grupo aditivo (ou um S-moédulo). Além
disso, temos que a soma direta

Hom% (M, Q) = @HOmR (M,Q),,

aeG

¢ também um grupo aditivo (ou um S-modulo graduado). Se @ = M (:: @Ma>,
aclG
escrevemos Endj, (M) no lugar de Hom3, (M, Q). Observamos que, em geral, vale a

inclusao Hom% (M, Q) C Homg (M,Q). Por outro lado, em | [21], Example 2.4.1] se
mostra que a inclusdo reciproca, Homg (M, Q), € Hom% (M, @), nem sempre ¢é valida.
Também em | [21], Corollaries 2.4.4-2.4.6], encontramos: se M ¢ finitamente gerado, entao
vale a igualdade Hom% (M, Q) = Homg (M, Q).

Vale lembrar que para R-moédulos a direita graduados temos a versao graduada do
lema de Schur, resultado muito conhecido na teoria dos médulos irredutiveis.

Lema 1.1. ( [/11], Lemma 2.4) Sejam F um corpo e R uma F-dlgebra graduada (um
anel graduado). Suponha que V' é um R-mdédulo & direita graduado irredutivel. Entao,
A = Endj; (V) ¢ uma F-dlgebra graduada (anel graduado) de divisao.

Definigao 1.2. Sejam R e C anéis graduados. Dizemos que M ¢é um (R,C)-bimédulo
graduado se M € um R-mddulo a esquerda graduado e um C-mddulo a direita graduado
tal que

(ramg)cr = ra(mgc:),

para todos ro € Ra, mp € Mg, c. € C; e quaisquer o, 3,7 € G.
Agora com o conceito de biméduo, temos a seguinte

Observacao 1.3. Seja R um anel graduado (ou uma S-dlgebra graduada). Se Mg é
um mddulo & direita graduado, observamos que M é um Endy (M)-mddulo & esquerda
graduado com a ag¢ao natural

fomea = fo(ma), para todos fo € H (Endh (M)) e mq € $(M). (1.1)

De forma similar, se x N € um mddulo a esquerda graduado, observamos que N € um
End} (N)-mddulo o direita graduado com a a¢do natural

Nago = go(na), para todos gg € H (Endy (N)) e ny € H(N). (1.2)
Mais ainda, M com a agao 1.1 é um (Endg (M), R)-bimddulo graduado e N com a agdo
1.2 é um (R, End}, (N))-bimddulo graduado.
1.2 Anéis Graduados Semiprimos

Nesta secao nos concentramos nos anéis graduados semiprimos. Vamos apresentar alguns
resultados, sem demonstragao, que naturalmente valem também para S-algebras gradua-
das. Vamos ver que os anéis graduados semiprimos sao generalizacao dos anéis graduados

19



primos e que, por sua vez, estes ultimos generalizam os anéis graduados primitivos. As
demonstragoes destes resultados, assim como outras propriedades sobre os anéis gradua-
dos semiprimos, encontram-se no Capitulo 1 de [22]. Mais sobre a teoria estrutural dos
anéis semiprimos pode ser encontrado em [17], [19] e [24].

Definicao 1.4. Um anel graduado R é graduado primo se, e somente se, para quaisquer
ideais bilaterais graduados nao nulos, I e J, se tem I.J # (0).

Proposicao 1.5. Seja R um anel graduado. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) R € graduado primo;
(11) T Rbg # (0), para todos ro € Ra, s € Rz nao nulos e para quaisquer o, 3 € G

(111) para quaisquer ideais a direita (4 esquerda) graduados nao nulos I e J de R tem-se

1J % (0).

Definicao 1.6. Um anel graduado R € graduado semiprimo se, e somente se, nao
contém ideais bilaterais graduados nilpotentes nao nulos.

Proposicao 1.7. Seja R um anel graduado. As sequintes condi¢oes sio equivalentes:
(i) R € anel graduado semiprimo;
(ii) roaRro # (0), para todo o, € R, € para qualquer o € G

(111) para qualquer ideal a direita (6 esquerda) graduado de R nao nulo temos I™ # (0),
para todo inteiro n > 1.

Agora, das Proposicoes 1.5 e 1.7, conclui-se que:
Corolario 1.8. Todo anel graduado primo € anel graduado semiprimo.

Defini¢ao 1.9. Um anel graduado R € graduado primitivo & direita (a esquerda)
se existe um R-mdodulo & direita (& esquerda) irredutivel e fiel.

No seguinte resultado, vemos que os anéis graduados primitivos sao casos particulares
dos anéis graduados primos, como foi mencionado no inicio desta secao.

Lema 1.10. Se R é um anel graduado primitivo, entao R € um anel graduado primo.

Lema 1.11. Seja R = @ R, um anel graduado semiprimo. Se I = @ I, é um ideal a
aceG aeG
direita graduado minimal de R, entao existe um elemento idempotente minimal ey € I

tal que:

o [ =¢e)R;
e egRey (— @eoRan) € um anel graduado de divisao;
aeG

e Reg € um ideal a esquerda graduado minimal de R.
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Reciprocamente, se eqg € Ry € um elemento idempotente tal que egRey € um anel graduado
de divisao, entao egR é um ideal a direita graduado minimal de R e Rey € um ideal a
esquerda graduado minimal de R.

Agora introduzimos o conceito de densidade que relaciona anéis e médulos. Este
conceito vai ser muito relevante em algumas demonstragoes dos préximos capitulos.

Definigao 1.12. Sejam A um anel graduado de divisao, R um anel graduado e M um
(A, R )-bimddulo. Dizemos que R age densamente em M sobre A se para qualquer
inteiro positivo n, quaisquer elementos homogéneos vk, ... v € M, linearmente indepen-
dentes sobre Ag e quaisquer w};, .., wp € Mpg, existe rg_qo tal que Virg o = w%, para todo
i€ {l,...,n} e para quaisquer o, f € G.

Lembramos que se um anel graduado R age densamente em um R-moédulo a direita
graduado M, entao M é um R-moédulo a direita graduado irredutivel. Logo, no caso em
que M é também fiel, segue-se que R é um anel graduado primitivo a direita. Vamos
agora introduzir o famoso Teorema da Densidade.

Teorema 1.13. ( [11], Theorem 2.5) Sejam F um corpo e R uma F-dlgebra graduada
(anel graduado). Suponha que V' seja um R-mddulo a esquerda graduado irredutivel e

que A = End}, (V). Se vi,...,v, sao elementos homogéneos linearmente independentes
sobre A, entdo para quaisquer wq,...,w, € V, existe r € R tal que rv; = w;, para todo
ie{l,...,n}.

Vamos agora apresentar duas defini¢oes que trazem alguns conceitos novos que vao nos
permitir enunciar o iltimo teorema desta secao. Este teorema vai ser usado em algumas
demonstragoes do préximos capitulos.

Definigao 1.14. Seja A um anel G-graduado associativo. Um A-contexto a direita
G-graduado é um sistema (A, N,A, M, T), onde

a) N é um A-mddulo & direita G-graduado;

b) A = End% (Na) € o anel de endomorfismos G-graduados do A-mddulo G-graduado
NA;

c) M é um A-mdodulo a esquerda G-graduado;
d) T é um A-submddulo a direita G-graduado de Hom? (oM, aAN).

Na Definigao 1.14, observamos que N é um (A, A)-bimodulo G-graduado. Observamos
também que Hom¥ (AM,aN) é um A-moédulo a direita G-graduado com a agao dada
por:

(ma) (frag) = ((ma) f7) as,
para todos m, € My, fr € Homa (AM,AN)_, a. € Ag e para quaisquer o, 3,7 € G.
Anotamos que, similarmente, é possivel definir um A-contexto & esquerda G-graduado.

Definig¢ao 1.15. Dado um A-contexto a direita G-graduado (A, N, A, M, T), dizemos que:

a) N € fechado se dados um A-submddulo G-graduado nao nulo U de N e um ho-
momorfismo graduado de A-maodulos graduados f : U — N, existe A € A tal que
f(u) = A, para todo u € U;
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b) T ¢ total se qualquer m € M, nao nulo, satisfaz mT # 0;

c) T é fracamente denso se dados quaisquer elementos homogéneos my, ..., my €
M, com m; ¢ iAmi, existe t € T tal que mit # 0 e m;t=0, para todo i €
a0

Agora vamos enunciar o ultimo teorema desta secao. A sua demonstracao, para A-
contextos a direita, encontra-se em sua respectiva referéncia.

Teorema 1.16. ([8/, Theorem 2.10) Sejam A wum anel associativo G-graduado e
(A,N,A, M, T) um A-contexto & direita (a esquerda) G-graduado. Se N € fechado e
T € total, entao T € fracamente denso.

1.3 2-Cociclos

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de 2-cociclo antissimétrico, o qual é fundamental na
definicao das algebras opostas o-torcidas e dos c-antiautomorfismos e das o-involugoes
no capitulo seguinte. Anotamos que os bicaracteres antissimétricos em grupos abelianos
finitos foram caracterizados em [23].

Defini¢ao 1.17. Uma aplicagio 0 : G x G — U(S) € chamada de 2-cociclo se

ola, B)o(a+ B,7) =ola, B+7)o(B,7), para todos «, 3,7 € G.

Quando o(a, B) = o(B,«a), para todos o, B € G, dizemos que o é um 2-cociclo simé-
trico. Por outro lado, quando o(a, B)o(5,a) = 1, para todos «, 5 € G,dizemos que o é
um 2-cociclo antissimétrico.

Defini¢ao 1.18. Uma funcao € : G x G — U(S) que satisfaz

e(o, B +7) = (o, Ble(a,7) e e+ B,7) = e(a,7)e(B,7),
para todos «, B,y € G, é chamada de bicardter.

Segue, diretamente da definicao 1.18, que todo bicardter é um 2-cociclo. Como é de
se esperar, dizemos que um bicarater é simétrico ou antissimétrico se como 2-cociclo o é.

Definigao 1.19. Dada uma fungao p : G — U(S), a aplicagio o : G x G — U(S)
definida por
p()p(B)

@0 = et

, para todos o, B € G,

€ chamada de cobordo.

Como no caso dos bicarateres, é possivel verificar que um cobordo é um 2-cociclo.
Os seguintes exemplos mostram que a classe de bicaracteres esté estritamente contida
na classe de 2-cociclos. Mais especificamente, observamos que a classe dos bicaracteres
antissimétricos esté estritamente contida na classe dos 2-cociclos antissimétricos. Também
existem bicaracteres que nao sao cobordos e cobordos que nao sao bicaracteres.
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Exemplos 1.20.
1. Se G =7y, a aplicag¢io o : G x G — U(S) definida por

(@A) 1, sea+ B <n,
ola,B) =
-1, sea+pB>n,

é um 2-cociclo antissimétrico mas nao € um bicardter.

2. Se G = Ly, a aplicagio 0 : G x G — U(S) definida por o(a, 3) := (—1)%, para
todos o, € G e a, f € {0,...,n — 1}, é um bicardter simétrico e antissimétrico.

3. Seja G = (Zy X Lo, +). A aplicagio o definida pela sequinte tabela

s 0,000 (Lo LD
0,00 | 1 1 1 1
0,1)] 1 1 1 1
1oy 1 | -1 | 1 | =1
O 1 | =1 | 1 | =1

€ um 2-cociclo, que nao € simétrico, antisimétrico ou um bicardter.

O seguinte resultado estabelece que no caso de S ser um corpo algebricamente fechado
e G um grupo ciclico finito, os cobordos sao todos os 2-cociclos.

Lema 1.21. ( [22], Lema 3.1.1) Sejam G um grupo ciclico e F um corpo algebricamente
fechado. Entao o : G x G — F* é um 2-cociclo se, e somente se, existe uma func¢ao
p:GxG— F* tal que

o) — Pl

—————=, para todos a, B € G.
pla+ f)
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Capitulo 2

Alguns Resultados Anteriores

Neste capitulo vamos apresentar uma caracterizacao das S-dlgebras G-graduadas pri-
mitivas a direita com ideais a direita graduados minimais. A teoria deste capitulo foi
desenvolvida no Capitulo 3 de [22]| para anéis graduados primitivos (F-algebras graduadas
primitivas) & direita com ideais & direita graduados minimais, considerando um 2-cociclo
antissimétrico o : G x G — {—1, 1}, para o caso dos anéis, e um 2-cociclo antissimétrico
o : G x G — F*, para o caso das F-algebras. Aqui nés apresentamos a mesma teoria
para S-édlgebras graduadas primitivas & direita com ideais a direita graduados minimais,
considerando um 2-cociclo antissimétrico o : G x G — U (S).

Outra vez lembramos que estamos assumindo os anéis e S-algebras com caracteristica
diferente de 2.

Definigao 2.1. Sejam o : G x G — U (S) um 2-cociclo antissimétrico e R um anel
graduado (S-dlgebra graduada). O anel oposto o-torcido (S-dlgebra o-torcida) de
R, denotada por R°P7, € o grupo aditivo (R,+) com multiplica¢io dada por

To Oopy T3 = 0 (0, B)T5T 0,
para todos ro € Ra, ps € Rpg e para todos o, B € G.

Na seguinte proposicao se estabelecem condigoes suficientes para que o anel o-torcido
(S-algebra o-torcida) A% de um anel graduado (S-algebra graduada) de divisao A, seja
também graduado (graduada) de divisao.

Proposicao 2.2. Sejam A um anel graduado (S-dlgebra graduada) de divisio e
o: GxG — U(S) um 2-cociclo antissimétrico tal que o(—a,a)? = 1, para todo
a € G. Entao o anel graduado (S-dlgebra graduada) AP é também graduado (graduada)
de divisao.

Demonstragao. Observamos que laewe = 0(0,0)1a. De fato, dado um elemento homo-
géneo arbitrario d, € A,, temos laces 04, do = 0(0,0)0(0,)dy1n = d, e, também,
do O0p, Laere = 0(0,0)0(0,)1ady = d,.
Por outro lado, observamos que todo elemento homogéneo nao nulo de A°7 possui
inverso. De fato, para 0 # d, € A%, temos:
d;t Ao O0p, At o(a, —a)d.d;?

d()é o — — — 0,0 ]_ — 1 opo—;
Cope (0,0)o(a,—a)  0(0,0)0(er, —)  ¢(0,0)0(cr, —x) o(0,0]1a = 1a
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d(;l d;I Cop, de 0’(—(1/, a)dad;1 2
da = 0(0,0)0(a, —a)  0(0,0)0(a, —a) 7(0.0)7(=a, a) s = Taor.

]

Notagao 2.3. De agora em diante, 0 : G x G — U (S) sempre serd um 2-cociclo
antissimetrico satisfazendo o(—«, a)2 =1, para todo o € G.

Lema 2.4. Seja A uma S-dlgebra graduada de divisao. Se W é um A-espacgo a direita
graduado, entao W € um A°P7-espaco a esquerda graduado, com a acdao dada por

dows = o(a, f)wsd,, para todos d, € Ay, wpg € Wp.

Também, se V' é um A-espaco a esquerda graduado, entao V' € um A°P7-espaco a direita
graduado com a ag¢ao dada por

vdy = 0 (B, a)davg, para todos d, € Ay, vp € V.

Demonstracao. E suficiente verificar os axiomas de modulo para elementos homogéneos.
Para quaisquer «, 6,7 € G e para elementos fixos w,, w!, € W,, dy € Ny, d. € AL es €S,
temos:

o d (wy +w) =0(r,a) (w, + W) d, = o(1,a)wyd, + o(r, B)wld, = drw, + dywl;
o (d;+d)wy =0(T,a)w, (dr +d) = o(1, ¥)wsd, + o (T, ¥)wad, = dyw, + dwy;

e por ser o um 2-cociclo, o(0, 7)o (0+7,a) = o(0, T+a)o (e, 7); logo, (dg o4p, dr) we =
o(0,7) (drdg) o = 0(8,7)0(0 + 7, )it (doddy) = (B, + 7)o@, 7) (tade) dy =
dg (dTwa);

o lpowowy, = (0(0,0)1a) wy = 0(0,0)0(0, @)wala = wg, pois 0(0,a) = ¢(0,0) e
0(0,0)2 = 1;

o (d;s)wy = o(1,0)wy (drs) = o(7, ) (wed;) s = (dr(wa) s = s (dywy,).

Portanto W é, de fato, um A®7-espago a esquerda graduado. De forma semelhante
demonstra-se que V' é um A%7-espago a direita graduado. O]

2.1 Formas Bilineares Homogéneas

Definigao 2.5. Sejam A uma S-dlgebra G-graduada de divisao, V um A-espago a es-
querda G-graduado e W um A-espago a direita G-graduado. Dado v € G, uma aplica¢ao
(—, —>7 VxW — A € uma forma A-bilinear homogénea de grau v se:

1. —,—}7 ¢ bilinear;

(
2. (va,w/@&7 € Auypiy, para todos v, € Vo, wg € Wy e quaisquer o, 8 € G;
3. (

alfva,w@7 =d, <va,w5)7 e <va,w5d7>7 = <voé,wg>7 d,, para todos d, € Ay, v, €
Va,ws € Wg e quaisquer 7,a, € G.
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Além disso, uma forma A-bilinear homogénea (—, —)., € dita ndo degenerada se:

~

4. para qualquer o € G e todo v, € V,, temos que (v,, W>w = (0) mplica vy, = 0;

5. para qualquer € G e todo wg € W, temos que (V, w5>7 = (0) implica wg = 0.

Notagao 2.6. De agora em diante, uma tripla (A, V,W) wai significar que A é uma
S-dlgebra G-graduada de divisio, V' é um A-espa¢o G-graduado a esquerda e W € um
A-espaco G-graduado a direita.

Definigao 2.7. Seja (—, _>v VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau
v nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Se by € Endpors (W)g € ag € Enda(V)y
sao dois elementos homogéneos tais que

(vaag, wg)., = o(0, 8) (Va, wsbs)., ,

para todos v, € V,,ws € Ws e quaisquer o, 5 € G, dizemos que by € uma o-adjunta de
ag € que ag € uma o-coadjunta de by.

Observacao 2.8. Nas condigoes da Definicao 2.7, se by e by sao o-adjuntas de ag, entao

0-(07/8) <U047wﬂb/9>»y - <UQCL9, wﬁ>’y - O-(Qa ﬁ) <Uoz7wﬁb9>77

para todos v, € Vo, ws € Wp e quaisquer o, f € G. Dai, como (—, —>7 € forma A-bilinear
homogénea nao degenerada, seque que by = bj. Isto €, quando um elemento homogéneo
ag tem uma o-adjunta, esta € unica. Analogamente, quando by tem uma o-coadjunta, €
possivel mostrar que esta € unica.

De agora em diante, vamos usar a notagdo ay,” para a o-adjunta de um elemento
homogéneo ag € Enda(V)g € vamos usar a notagio b, para a o-coadjunta de um elemento
homogéneo by € Endpers (W ).

Definig¢ao 2.9. Seja (—, _>w VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau
~v nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Para cada 0 € G fizo, definimos os
S-submddulos de Enda(V)y:

o L7 (V)g:={ap € Enda(V)g : ag tem o-adjunta em Endaes (W)},
o FI(V)g:={ag € LI (Vg : dimnors (Vag) < co};

e definimos os S-submddulos de Endpors (W )g:
o LT7(W)g:={bp € Endpors (W )y : by tem o-coadjunta em Enda(V )y},
o« FIT (W)= {ag € LT"(W)g : dima(Way") < oo}

Seja 0 € G fixo. Observamos que se ag, ap € L7 (V)g € bg, by € LY (W), entdo ag —
ap € L7 (V)g e bg—bjy € LI (W), pois (ag — ap)™ = aj” —a'y” e (bg — by)™" = b= —b/y".
Logo, L7 (V) e LY (W) sao de fato S-submddulos. Por outro lado, observamos que
Fiw(V)g e F7 (W) também sao S-submodulos, pois se ag,ap € Fip® (V)g € by, b €
FU7(W)e, entao dima (V (ag — ap)) < 0o e dimpors (W (bg — byy)) < 00, isto &, ag — ap €
f&;g(‘/)g e b@ — bg - f“gra(W)g.
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Lema 2.10. L7 (V) = @LE (V) é uma S-subdlgebra graduada da S-dlgebra G-
beG
graduada Endyy (V) e Fipe (V) == @F5° (V) € um ideal graduado da S-dlgebra G-

9eG
graduada L7 (V).

Demonstragao. Como L7 (V) == @ L7 (V)g e Fip” (V) := @ Fii (V) sao somas dire-
9eq e
tas de S-modulos, temos que L7 (V') e Fij7 (V) sao também S-modulos.

Agora, sejam ag € L37(V)g € a, € L7 (V), elementos homogéneos arbitrarios. Lem-
brando que o(z, y)o(x + 1, 2) = 02,y + 2)(y, 2) para todos z,y, 2 € G, temos:

(va (agar) 7v6>’y = ((vatp) a T7U6>»y

o(7, ) (vatg, vsaz”),

(7,8)0(0,7 + B) (Va, (vsaz”) ag”),
o(0,7)o(0 + 7, B) (va, va (a7 ay )>
(0 + 7, 8) (Ve v (00, T) a7 ay” ))

= 0

= 0

para todos v, € V,, vg € Vs e para quaisquer a, 3 € G. Dai (aga,)™ = o(f,7)aray.
Logo, L7 (V) é uma S-subélgebra graduada da S-algebra G-graduada Endf, (V).
Vamos mostrar agora que Fip” (V) ¢ um ideal graduado da S-algebra G-graduada
L7 (V). Sejam ap € Fip(V)g e ar € L7(V), elementos homogéneos fixos. Te-
mos a,ag, agar € LY (V)rie, pois L7 (V)49 ¢ S-algebra graduada. Além disso, como
dima (Vag) < 0o, segue que dima (V (aga,)) < oo e dima (V (aga,)) < oo. Logo, Fij77 (V)
¢ um ideal graduado de L (V). O

Nos seguintes dois resultados ¢;; e d, sao o delta de Kronecker, isto &,

(51']':{1A7 se 1=7; . o 5An:{1A’ se A=mn;

0, em caso contrario, 0, em caso contrario.

Lema 2.11. Seja (—, —>7 VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau -y

nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Se V= {v,...,v3~, ..., vh, ... ,vgﬂ} € um
subconjunto de elementos homogéneos de V', linearmente independentes sobre A, existe um
Na 1 ng
subconjunto de elementos homogéneos W := {w' e WG W ,w_ﬁ_y}
de W, tal que
<U§nw{n—v>7 = 0;;0xn, para todos v§ €V, win_v ew.
Demonstragdo. Temos que Vo = @ Homa (AV,a A), € um A-moédulo a direita gradu-
acG

ado com a agao:
(v) (fd) := (vf)d

para todos d € A, f € V7, v € V. De fato: Observamos que Homa (aV,a A), é um S-
modulo para cada o € G. Além disso, dados f, € Homa (AV,a A), € dg € Ag elementos
homogeéneos fixos, temos que fodg € Homa (AV,a A)aw’ isto é, a acao é bem definida.
Por outro lado, dados fi, fo e di,ds € A arbitrarios, nao é dificil verificar as seguintes

igualdades:
o (fit f2)di = fidi + fody;
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o fi(di+dy) = fidy + fidy;
° fi (d1d2) = (fldl)d2;
o fila = fi.

Concluindo que Ve ¢ um A-moédulo a direita graduado, como afirmamos. Por outro lado,
temos que a aplicagao

d—  Yd): A — A
r — Y(d)(z) = dx

é um isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas. Observamos também que a aplicagao

p: W — Voo
w o — pw) = (—w),: V A
v

—
— {(v,w),

¢ um homomorfismo homogéneo injetor de A-moédulos a direita graduados. Logo, Im(p)
¢ um A-submédulo a direita graduado de V7. Assim, pela Defini¢ao 1.14, temos que

(A7 AA7 Aa Avv [m(go))

é um A-contexto a direita G-graduado.

Notamos que Ax é um modulo fechado. De fato, considerando a estrutura de anel
graduado de divisao de A, observamos que A nao tem ideais a direita graduados, isso
implica que Ap é um modulo fechado. Também veremos que I'm(p) é fracamente denso.
De fato, anotamos que Im(p) é total, pois para todo v € V' temos

0=vIm(p) = (v, VV}7 se, e somente se, v = 0.

Logo, como Ax é um S-modulo fechado e I'm(p) é total, segue, pelo Teorema 1.16, que
Im(p)a € fracamente denso, como queriamos mostrar.
Afirmamos que para todo v € V, com 1 < i, < n,, temos que

Jie) = {w' € Im(p) : viyw' =0, para (11, ;) # (@,ia)} C Im(p),

¢ um A-submodulo & direita G-graduado nao nulo de Im(yp). De fato, como V & linear-
mente independente sobre A, temos que

ng
vie ¢ ZAU& + Z ZAU?

i#ia Bta jg=1

Dai, como I'm(y) ¢é fracamente denso, segue que existe um elemento +*%) € I'm(¢p) tal
que o o
piat(@ie) L) e véﬁt(a”a) =0 para todo (f3,75) # (a,ia)-

Logo, 0 # t(@ie) ¢ J(®ia) ¢ consequentemente, J(*%) = (0). Por outro lado, ndo ¢ dificil
ver que J(@%) & um A-submodulo & direita de Im(p). Para finalizar a prova da nossa
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afirmacdo, vamos ver que J (%) também é G-graduado. Seja w’' = > w;, € J(@i)  Para
geG
todo (1, j,) # (@, i,) temos que

— aydn — Jn g oyl
0=uv) = E vy'w,, onde cada termo v, jyw, € Ay,
geG

Dai v%"w; = ( para todo g € G. Logo, w, € J (@) para todo g € G e, assim, concluimos
que J(@¥) ¢ G-graduado.

Veremos agora que para cada v'e € V, v’ J(@%) = A, Por um lado, como J (@)
¢ A-submodulo a direita G-graduado de I'm(yp), temos que vie J(®i) & ideal & direita
G-graduado de A. Por outro lado, vimos acima que existe t(®%) € I'm(y) tal que

vlat(eta) £ e véﬁt(a’i“) =0 para todo (f,js) # (@, ia)-
Logo, existe uma componente homogénea nao nula de v'et(®i) € A e, como A é S-algebra
G-graduada de divisdo, segue que vie J( @) = A,
Vimos acima que para cada v'e € V fixo, existe t(*%) € I'm(yp) tal que
plat(@ie) L e véﬂt(a’i“) =0 para todo (5,75) # (@, ia) -
Portanto existe uma componente homogénea nao nula téa’ia) de t(®) tal que
vf’;té“”'“) #0 e Uéﬁtéa’i“) =0 para todo (5,73) # (a,a) -
Como t(a o) ¢ Jleia) ¢ pla Jlaia) = A segue que existe d_q_g € A_q_g tal que
"*t(a l“)d_a o=1A € U tea a) d_a—p =0, paratodo (B,73)# (a,ia) .
Dado que t(a g € T existe w'e,_ € W_q_, tal que
B g = p (0 ,) = (—u, ),
0 —a—0 — —oc o —a—=/y

Logo, _
1= Ulatea g = =g (W', ) = <U<Zxa>w—a—v>7

0= jﬁtea o) da-o= UB 90( (S ’y) - <véﬂ’wa7>7v para todo (83, 7g) # (@, i) -

Como v’ € V ¢ fixo, completamos a demonstragao. n

Agora vamos apresentar a versao reciproca do Lema 2.11. Na demonstracao deste
lema vamos usar os conceitos analogos aos das Defini¢oes 1.14 e 1.15 para A-contextos a
esquerda graduados. Como a demonstracao também é similar & demonstracao do Lema
2.11, vamos fazer ela com menos detalhes.
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Lema 2.12. Seja (—, _>v VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau ~y
nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Se W :={wl, ..., w"} é um subconjunto de
elementos homogéneos de W, linearmente independente sobre A, existe um subconjunto
V= {uv! <o, ) de elementos homogéneos de V tal que

—a—)

—a—)

<Ui wé>7 = 0;;, para todos Ui_oé_7 eV, w), e W.

Demonstragao. Observamos que Wye = 3 Homa (Wa, Aa), ¢ um S-médulo a esquerda
aceG
graduado com a acgao dada por

(df)w = df (w), paratodosd € A, fe Wi weW.

gr>?

Por outro lado, temos que a aplicacao

p: V.o— Wy
v o— ) W — A
w o — pv)(w) = (v,w),,

¢ um homomorfismo homogéneo de grau v de A-mo6dulos & direita graduados que € inje-
tivo. Também temos que A = End" (oA) como S-algebras graduadas, pois a aplicac¢ao

v A — End? (AA)
d +—> Y(d) AA — AA
r > YP(d)(x) = xd,

é um isomorfismo de S-dlgebras graduadas. Logo,
(Aa AAa Aa WA? ]m(go))

¢ um A-contexto a esquerda G-graduado.
De forma anéloga & demonstracao do Lema 2.11 também obtemos que I'm(y) é fraca-
mente denso, como consequéncia de oA ser um modulo fechado e Im(yp) total
Agora, como Im(yp) é fracamente denso e W é linearmente independente sobre A,
quando w?, € W ¢ fixo e w’, ¢ S wl A, entdo existe t*9 € Im(yp) tal que
J#

tedywl £0 e t@Yyw! =0, para todo j # i. (2.1)
Afirmamos que, para cada w’, € W,
T = ' € Im(y) : v'w!, =0, para todos i # j},

¢ um A-submodulo a esquerda graduado de W7 nao nulo. Temos que J (i) £ (0), pois de
(2.1) segue que 0 # t(@) ¢ F@9  Além disso, ndo ¢ dificil ver que 7% & A-submodulo &

esquerda de Wiz, Veremos agora que J (@) também ¢ graduado. Seja v’ = > v, € J ()
geG
Para cada j # i, temos

— o) = L anyd L apyd
0 =vw), = E v wy, com cada v,w}, € Agia.

geG
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Portanto, para cada g € G, temos v;wgé = 0. Entao, v, € J@ para cada g € G; Isto é,
J @9 & graduado.

Afirmamos que, para cada w?, € W, J@Juw! = A. De fato, temos que J@Iw é
um ideal & esquerda graduado de A. Pois, observamos que J@)w’ & ideal & esquerda de
A e, por ser J) um A-submédulo & esquerda graduado de Im(yp), J@)w! é também
graduado. Além disso, de (2.1) segue que 0 # t@Dw! € j(a’i)wé. Logo, uma componente
homogénea nao nula de ¢ pertence a J@w? e, consequentemente, como A é S-algebra
graduada de divisdo, segue que 1x € J@Dw!. Assim, J@Dw! = A.

Vamos agora finalizar a demonstragao de nosso lema. Seja w’ € W fixo. De (2.1)
segue que existe uma componente homogénea, t((,a’i) € jg(a’i) de t((,a’i) tal que

téa’i)wi #0 e téa’i)wg =0, para todo j # i.

Como téa’i)wfl € J@w! = A, segue que existe d_g_o, € A_y_, tal que

1= d_g_at((f’i)wé e 0= d_(,_ojé‘”)wzY para todo j # i.

Como d,g,atéa’i) e J@9 segue que existe v, € V_q_tal que d,g,at(ga’i) = (/Ui—a—’y) _
<v’;a77, —> . Logo,
vy

1=d g ot !, = o (v, ) w', = (v w! >7

—a—y [’ —a—y) Yo

0= ch,oﬂf((,O"i)wiY =@ (v ) wl = (V! wgé>7 para todo j # i.

—a—y —a—y’

Assim concluimos a demonstracao do lema. ]

Nos seguintes trés lemas, Lemas 2.13, 2.14 e 2.15, vamos descrever totalmente os
elementos do ideal G-graduado Fij;° (V).

Lema 2.13. Seja (—, _>'y VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau -y
nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Para cada par de elementos homogéneos
Vo € Vo e wg_q—y € Wg_q_y, a aplicagao

ag: V. — V
g (2.2)
v — (U, Ws-a—v), Va

¢ um elemento homogéneo de grau B de Fj° (V). Além disso, ag é nao nula se v, e
W—q—~ $G0 NGO Nulos.

Demonstragdo. Observamos que ag € Endy (aAV)g e que Im(ag) = Av,. Logo, ¢ sufici-
ente mostrar que ag tem uma o-adjunta para concluir que ag € f%“ (V). Temos que a
aplicagao

bﬁ W — W

wy —> (0, )wp—a—ry (Va, Wp)., Va,
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¢ um elemento homogéneo de grau 8 de End\op, (acre W). Além disso, para qualquer
v, € V,, temos:

<U7'a017w9>7: <<UT7w5 a— ’\/ 'Ua,'LUg>
= (Vr, Wg—a—),, (Va, Wp),

= <U7-,U)ﬁ a—y Uouw9> >

v

= o(a,0) <UT, o(0, a)wp_q—v (Va, w9>7>
— (0 0) (0, wpasbi),

v

Portanto bs ¢ a o-adjunta de as e, entdo, ag € Fiy” (V).

Além disso, se wg_q— € nao nulo, entdao (V, wg—a—r), # (0) pois (—, —), € nao degene-
rada. Logo, se v, também é nao nulo, segue que (V,ws—_a—), va # (0). O que implicaria
ag nao nula. Reciprocamente, se ag = (—, wg_a_ﬁ,y Vo € nao nula, é claro que wg_o_ €
v, devem ser nao nulos. O

Lema 2.14. Seja (—, —),y VW — A uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao
degenerada, associada a tripla (A, V,W). Se ag é um elemento homogéneo de F3,° (V') de
grau 3 e de posto 1, entao existem dois elementos homogéneos vg € Vy e wg_g—, € Wg_g_,
tais que

(v)ag = (v, ws—g—). Vo, para todov € V.

Demonstragao. Como ag ¢ de posto 1, temos I'm(ay) = Avy, para algum vy € V. Obser-
vamos que, pelo Lema 2.11, existe w_g_, € W_g_, tal que (vy, w,9,7>7 = 1.

Agora, para v, € V, fixo, segue que v,ap = dotp—ove, para algum d,15_9 € Dptp_p-
Assim, temos

(vaag, w—9—7>7 = (da+p-+ve, w—9—7>7 = dat5— (Vo w—9—7>7 = da+tp—r,

<Uaaﬁ> ’w7977>7 = a(ﬁa -0 — P)/) <Uom w7977a20>,y
Dai
Uaag = dOé-‘rB 71)9
= 0B, =0 =) (va, g ) v
= <Ua7 57 -0 — P)/)w 60— 7a5> Vg .

Como v, ¢ fixo, concluimos que ag = (—, wg,g,ﬁ)7 vp, onde wp_g_r = o(f, _Q_V)WGVCLE-

Lema 2.15. Seja (—, —>7 V. x W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau -y
nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Todo elemento homogéneo de Fi° (V') €
uma soma finita de elementos homogéneos de posto 1 de Fi° (V).

Demonstragao. Seja ag um elemento homogeéneo arbitrario de Fp° (V) e seja dima (Va,) =
n<oo SeV={vl . .. v . U},, . vgﬁ} ¢ uma A-base para Vag temos, pelo Lema

) o )
ngr
2.11, a existéncia de um subconJunto W = {w! we,_, ... 7w£6’—w S %, M

W de elementos homogéneos tal que

<U _7_ 7> :(Sing(SgT.

—a—yr
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Portanto, para v, € V,, e w’”___ € W fixos, temos

—T—

<U77a5’ u}]j‘rf'y>,y = < Z d7]+/3—9”éga ijT'y>

Lo
%
Vg v
_ Z
= X dyp (v, wley),
véEV

— d]‘r

n+p—T1"

Logo, segue que

Upag = Y2 dyipogvy
v99€V
- <U77aﬁ’w 0— ’y> ’U
ey
= 2 o (B, =0 — ) (vy, w",_ 70L6> vy
’UZGEV
= ¥ (v, 0(8,—0 —7) w”, 7aﬁ> vy
v;(;GV
= Uy Z <_ o(B,—0— 7) w?y_ 7%> Uég
’U;GEV
Como v, ¢ arbitrario, concluimos que ag = ) <—,a (8,—0 — ) w' 2 7a > Ue Assim
véGEV
concluimos a prova do lema. O

Proposigao 2.16. Seja <_’_>v VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de
grau 7y nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Temos que F° (V) age densamente
a direita de V.

Demonstragdo. Seja {v,...,v"} C V, um conjunto de elementos homogéneos linear-
mente independente sobre A e seja {Ué, ..., v3} € Vg um conjunto arbitrario de elementos
homogéneos. Pelo Lema 2.11 existem elementos homogéneos w!,, ., ..., w", € W_,_,
tais que
<Ui w’ > = 0;j
ar Y —a—=y/y i7"
Logo, pelo Lema 2.13, (— Jwl .,> UB € Fi° (V), para todo j = 1,...,n. Dai, como

Fye (V) é¢ um S-modulo, temos tg_, = Z <—, w];a_7>7 Ué € Fi7 (V). Agora, para cada
=1

i € {1,...,n}, observamos que
n
Vits o = Z <va, wj_oé_w>7 vé = vj.
j=1
Portanto, Fj;,” (V) age densamente & direita de V', como queriamos mostrar. ]

Proposicao 2.17. Seja (—,—)7 VX W — A uma forma A-bilinear homogénea de
grau 7y nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Temos que V' é um F3,° (V')-mddulo
a direita graduado irredutivel e fiel.
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Demonstragao. Como Fip® (V) ¢ uma S-subélgebra graduada da S-algebra graduada
L3 (V) que, por sua vez, é S-subalgebra da S-algebra graduada de endomorfismos homo-
géneos End%” (V'), segue que V' & um Fj/” (V)-modulo a direita graduado fiel. Por outro
lado, V' & F{” (V)-modulo a direita graduado irredutivel pois, como vimos na Proposi¢ao
2.16, Fi° (V) age densamente a direita de V. O]

Finalizamos esta se¢ao com o seguinte corolario da Proposicao 2.17. Este corolario vai
ser usado na prova do principal resultado deste capitulo: o Teorema 2.28.

Corolario 2.18. Seja (—, —)7 V. x W — A uma forma A-bilinear homogénea de grau
v nao degenerada, associada a tripla (A, V,W). Se R € uma S-dlgebra graduada tal que
Fie (V) CR C LY (V), entao R é uma S-dlgebra graduada primitiva a direita.

2.2 o-Antiautomorfismos e o-Involucoes

Quando F é um corpo e € : G Xx G — [F* é um bicarater antissimétrico, as e-
involugoes em algebras associativas aparecem em [10]| como involugoes coloridas. Nesta
segdo lembramos o conceito de o-involugao quando o : G x G — U (S) é um 2-cociclo
antissimétrico, e veremos assim que as o-involugoes generalizam o conceito de involucao
colorida. Também vamos ver, nos exemplos, que o conceito de o-involugao generaliza os
conceitos de Involugao, Superinvolucao, Involugao graduada e Zs-involucao.

Definicao 2.19. Sejam o : G x G — U (S) um 2-cociclo antissimétrico e R, A S-
dlgebras G-graduadas. Um o-anti-homomorfismo de R em A é um homomorfismo de
S-dlgebras graduado, ¢, : R — A, que satisfaz

(Tarﬁ)wa = U(Oz, 5)7’?7"5”7

para todos ro € Ry, 7 € Rp e para quaisquer o, 8 € G. Quando ¢, € sobrejetivo, ou
mgetivo, dizemos que p, € um o-antiepimorfismo, ou um o-antimonomorfismo, res-
pectivamente. Se p, € um o-anti-homomorfismo que € injetivo e sobrejetivo, dizemos
que p, € um o-anti-isomorfismo. Quando R = A um o-anti-isomorfismo é chamado
de o-antiautomorfismo.

Exemplo 2.20. Se R ¢ uma S-dlgebra G-graduada e o é um 2-cociclo antissimétrico,

temos que
Yo R —> R
T,

€ um o-anti-isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas.

Agora vamos apresentar algumas propriedades bésicas, de facil verificacao, dos o-anti-
homomorfismos em S-algebras graduadas.

Proposicao 2.21. Sejam R e A S-dlgebras graduadas e seja 0 : G x G — U (S) um
2-cociclo antissimétrico. Se p, : R — A € um o-anti-homomorfismo, entao

1. (0r)?" = 04;
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2. quando ¢, é o-anti-homomorfismo de S-dlgebras unitdrias, (1g)?” = 0(0,0)14 e
<_1’R)<pa = 0(07 0)<_1A) = _0<Oa O)LA;

3. Ker (¢,) € um ideal graduado de R;
4. Im(p,) € ideal graduado de A;
5. Ker (p,) = (0) se, e somente se, p, € injetivo.

Definigao 2.22. Sejam R uma S-dlgebra G-graduada e 0 : G X G — U (S) um 2-cociclo
antissimétrico. Uma o-tnvolugcao da S-dlgebra R € um o-anti-isomorfismo *, : R — R
tal que r*e*s =1, para todo r € R. Quando o é um bicarater antissimétrico, dizemos que
a o-involugao *, € uma tnvolugao colorida da S-dlgebra R.

Proposicao 2.23. Sejam R uma S-dlgebra G-graduada e 0 : G X G — U (S) um 2-
cociclo antissimétrico. FEntao R admite uma o-involucao se, e somente se, existe um
isomorfismo de ordem 2, p : R — R, de S-dlgebras graduadas de grau neutro.

Exemplos 2.24. Sejam 0 : G x G — U (S) um 2-cociclo antissimétrico e x, : R — R
uma o-involu¢ao da S-dlgebra G-graduada R.

1. Se o(a, B) = 1, para todos o, B € G, *, € conhecida na literatura matemdtica como
uma tnvolugcao graduada;

2. Quando G = Zy, U(S) = F*, sendo F um corpo, e ola,B) = (—1)6“6, para todos
a, B € Zsy, temos que x, € chamada de superinvolucao;

3. Se G =173, U(S) =F*, sendo F um corpo, e o(a, ) = (—1)aﬁ, para todos &, 3 €
Zs, entao *, € chamada de Zs-involucgao.

Observagao 2.25. Aqui ressaltamos que, para um 2-cociclo antissimétrico o fizo, nem
toda S-dlgebra G-graduada R admite uma o-involucao. Por exemplo, se S = F € um
corpo e G = Zsy, pode-se definir o 2-cociclo antissimélrico o : Zg X Ly — F* por
o(a,B) = (—1)*, para todos &, € Zy. Logo, € possivel mostrar que a F-dlgebra de
grupo M (F[Zs]) nao possui superinvolugoes, ver [1]].

A seguinte proposicao é uma fonte de exemplos de o-involugoes na S-algebra de ma-
trizes Zs-graduada M, (A) sobre uma S-algebra graduada de divisao A. Este resultado
corresponde a Proposi¢ao 3.3.6 de [22] que generalizou o resultado anélogo: Theorem 4.2
em [16].

Antes de enunciar a proposi¢ao, lembramos que se Ay ¢ um anel (S-algebra) de di-
visdo munido de uma involu¢do ~ : A — A, entdo M (A) possui uma o-involugao
T M (A) — My (A), dada pela correspondéncia a — a = a'.

Proposigao 2.26. ( [22], Proposi¢ao 3.3.6) Seja A = Ay um anel de divisao munido com
uma involugao ~: A — A e seja 0 : Lz x Zg — {—1,1} um 2-cociclo antissimétrico.

a) Considere A= My, (A), com p > 1, Zs-graduada por:

AO:{(”& 2): x,yeMp(A)},
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A1:{<2 8) aeMp(A)},
A2={<8 8) bEMp(A)}.

Entao a funcao x, : A — A definida pela correspondéncia

f o\ 0(0,0)2 i
y z)  \0(1,2)0(0,0)c§ ¢(0,0)f)"
onde a = a' em M, (A), ¢ pertence ao centro de A e cc =1, é uma o-involugao.

b) Considere B = M4y (A), onde 1 < p,q, com Zs-graduagio dada por

x 0 0
By = 0y 0]: z,zeM,(A),ye M,(AQ) p,
0 0 =z
0 0 ¢
By = a 0 0]: ae My, (A),be My, (A),ce M,(A)
0 b 0
0 2z O
By = 0 0 y|: 2eMpy(A),ye My (A),ze M,(A)
z 0 0
Entao, a funcao *, : B — B, definida por
f z e\ 0(0,~0)}~z ay pe
a g vy = b 0(0,0)g ¥ |,
z b h Wz na  o(0,0)f

onde a = a' € uma involugao em M, (A) e M, (A), e a, 8,7, T sio elementos do

centro de A tais que

pr=o(1,1)y, fn=0(1,1)a, nT =0c(1,1)w,
ay =0(2,2)fyw = 0(2,2)1, wa =0(2,2)n,
m=na=pf=ww=1,

€ uma o-involucao.

Aqui anotamos que, além dos 2-cociclos triviais, os Itens 1 e 2 do Exemplo 1.20 apre-

sentam dois exemplos de 2-cociclos para os quais a proposi¢ao anterior vale.

2.3 Teorema de Estrutura

Nesta secao vamos apresentar o Teorema 2.28 de estrutura para S-algebras G-graduadas
primitivas & direita com um ideal & direita graduado minimal. Este teorema foi provado
em [22], Teorema 3.4.2., para anéis (IF-dlgebras), com caracteristica diferente de 2, G-
graduados primitivos a direita com um ideal a direita graduado minimal. Ressaltamos
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também que o Teorema 3.4.2. de [22] generalizou os teoremas: Theorem 6 de [24] e
Theorem 3.3. de [1].

Antes de apresentar o principal resultado desta se¢ao, recordemos o seguinte fato bem
conhecido.

Lema 2.27. Sejam R um anel G-graduado primitivo, eg € R um idempotente minimal,
V = egR um ideal a direita graduado minimal e A = egReq um anel graduado de divisao.
Entao a aplicacao
¢: R — End}y (AV)
ro— o

onde, para cada r € R, @, : V. — V € definida pela correspondéncia v — vr, € um
monomorfismo de anéis graduados (S-dlgebras graduadas).

Teorema 2.28. Sejam R uma S-dlgebra G-graduada e 0 : G x G — U(S) um 2-
cociclo antissimétrico satisfazendo o(a, —a)?* =1 para cada o € G. Entao R ¢ graduada
primitiva a direita com um ideal & direita graduado minimal se, e somente se, existe um
elemento v € G e existe uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao degenerada
(—, —>7 V. x W — A associada a uma tripla (A, V, W), tal que

Fym (V) SR C Ly (V).

Além disso, quando temos a relagao Fy° (V) C R C LY (V), entao Fi7 (V) € o
unico ideal graduado minimal de R.

Demonstracao. Seja R uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita com um ideal &
direita graduado minimal /. Pelo Lema 1.10 e pelo Corolario 1.8 segue que R é graduada
semiprima. Logo, pelo Lema 1.11, existe um idempotente minimal eq € I tal que I = eyR,
A = egRey ¢ uma S-élgebra graduada de divisao e Rey ¢ ideal a esquerda graduado
minimal de R. Agora, temos que V = egR e W = Rey sao A-espagos a esquerda
graduado e a direita graduado, respectivamente. Definindo a aplicagao

(-, =) VxW — A

(eor,T'eq) ——  eorr’eg,

temos que (—,—) é uma forma A-bilinear homogénea de grau zero. Além disso, pela
Proposicao 1.5, temos que R é graduada prima. Dai, se egr,Reg = (0) ou se egRrzey =
(0), entao egr, = 0 ourgey = 0, respectivamente. Assim (—, —) também é nao degenerada.

Veremos que R C L7} (V). Pelo Lema 2.27 temos que a aplicagao

¢: R — End} (AV)
ro— @

onde, para cada r € R, ¢, : V — V ¢ definida pela correspondéncia v — wvr, é um
monomorfismo de anéis graduados (S-dlgebras graduadas). Observamos ainda que, para
ro € Ra fixo, ¢, € Enda (AV),. Logo, se definimos a aplicacao

wra . Aopo W — A°pPo W
wg = TrWwg,

37



temos 1., € Endpors (acre W),,. Além disso, para todos vy = egrg € Vy e wg = rgey € W,
temos que
(vora, wp) = ((eors) 7o) (r5€0)
= o(a, B) (eors) ((rseo) Ta)
= o(a, ) (ve, wstha) .
Assim v, ¢ a o-adjunta de ¢,. Logo, ¢,, € L} (V),, para cada r, € R,. Portanto,
RC Ll (V).

Agora, vamos mostrar que Fip° (V) € R. Pelo Lema 2.15 sabemos que, para f € G
fixo, todo elemento homogéneo de Fip° (V) 5 ¢ uma soma finita de elementos homogéneos
da forma (—,ws_a) uq € Fip” (V)B’ onde wg_q € Wp_o € u, € V,. Logo, para wg_, €
Ws_a € uy € V, fixos, observamos que

<U@, wﬁ—a> Uq = (anﬁ—a) U = Vg (wﬂ—aua) - U@@wﬁ_auaa

para qualquer vy € Vy. Dai que (vp, ws_o) Ue = Pus_qua € Rp, para wg_o € Ws_4 €
Uy €V, fixos. Assim, concluimos que Fi° (V) C R.

Reciprocamente, suponhamos que existe uma forma A-bilinear homogénea de grau ~y
nao degenerada (—, _>v :V x W — A, associada a uma tripla (A, V, W), tal que

Fpr (V)CRCLY (V).

Entao, pelo Corolario 2.18, R é uma S-algebra graduada primitiva a direita.
Mostremos agora que R tem um ideal a esquerda graduado minimal. Seja 0 # ug € Vj
fixo. Para cada o € G, definimos o S-submodulo de R

M, ={r. € Ra: Vara € Ayypug, para todo 8 € G}.

Logo, temos que M = @ M, é um S-submodulo graduado de Fip;” (V') e, assim também,
acG
de R. Parar =Y r, e R= PR, er, € M, fixos, temos

geG geqG
Vs (rgra) = (Varg) 1o © Vargra © Agiatglo,

para todos g, 8 € G. Dai ryro € Myy,, para todo g € G. Logo, M ¢ ideal a esquerda
graduado de R.

Afirmamos que M ¢é graduado minimal. Seja 0 # yg_, € Ws_, um elemento fixo, para
algum € G. Pelo Lema 2.13, temos que ag = (—, yg_,) up € um elemento homogéneo de
posto 1, que pertence a Fip° (V)ﬁ. Dai ag € Mg e, como M é ideal & esquerda graduado
de R, temos Rag C M. Por outro lado, consideramos um elemento fixo r, € M, C
Fir (V), € Ra. Como ug € Vp € ndo nulo, pelo Lema 2.11, existe w_, € W_, tal que
(uo, w,ﬁy>7 = 1. Logo, para qualquer vy € Vj, temos:

Vora = doratio = (dotatio, W—ry) Uo
(VgT w_v) U
= o(a,—7) <U97 w—wTZky”),y Uo;

voag = dopuo = (dp+pUo, W—r)., Ug
(voag, w_r) uo
= o3 ) (o), v
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Agora, como ag # 0, obtemos 0 # o (8, —y)w_,ay . Logo, pelo Lema 2.12, existe v_s €
V_p tal que <U—5a0(57—7)w—7a20>7 = 1. Assim, se ca—p = oo, =) (=, w_y737) v_g,
entao
VoCa—pas = 0 (a, =) (v, W_T37)., V-pag

= o) o, worie) o=, —) (v-p w0 )

= o(a, =) (vg, w_rry7) | g

= VeTq,
para qualquer vy € Vy. Consequentemente r, = c,—gag. Logo, como 7, é fixo, segue que
M, € Ra_pag, para todo a € G. Assim, M C Rag e, portanto, M = Rag.

Suponhamos agora que (0) # M’ C M é um ideal a esquerda graduado minimal de R

e que 0 # a, € M. Dado v, € V, fixo, temos v,b, = d,+oUo, para algum d,,. Por outro
lado, pelo Lema 2.11, existe um elemento homogéneo w_., € W_, tal que (uo, w_7>7 =1.
Assim,

Upba = dy+atio = (dy+atio, w*“y)a, up = (Upba, w*'y>7 up = o (o, =) (vy, w*'ybj;’)q up. (2.3)

Como b, # 0, temos que o (o, —y)w_,b% # 0. Logo, pelo Lema 2.12, existe um elemento
homogéneo u_, € V_, tal que o(a, =) (u—qa, w_,bj7) = 1. Assim, por (2.3), temos

U—aba = 0, =) (U—a, Wy b57)  Uo = Uo. (2.4)
Agora, definindo
t5,a2 Vv — V (25)
v {0, Ypr), Ua

temos que tg_o € Fipr° (V)ﬁﬂ. Logo, para qualquer vg € Vj,

’U9t,87'yba = <U97 y,@*’y>7 U_aba
(v, yﬂ—7>7 Uo
= Upag.

De onde concluimos que ag = tg_b, € M),. Logo, M = Rag C M’ C M e,assim, obtemos
que M é ideal & esquerda graduado minimal de R, como tinhamos afirmado.

Agora, como R é uma S-algebra graduada prima com um ideal a esquerda graduado
minimal entao, pelo Lema 1.11, R também tem um ideal & direita graduado minimal.
Assim concluimos a demostracao da parte se, e somente se, do teorema.

Para finalizar a prova do teorema, vamos mostrar que Fj;° (V') é o tnico ideal graduado
minimal de R. Seja (0) # I C R um ideal graduado. Como R é graduada primitiva,
também é graduada prima. Assim, Ann, (I) = (0). Logo, para bs € L% (V)4 fixo, de
posto 1, temos Ibg # (0). Assim, existe xp € Iy tal que 0 # xpbs € Iy;5. Como o posto
de bg ¢ 1, pelo Lema 2.14, existem wg — 7 —v € Ws_,_, e u; € V;, tais que

bs = (= Wp—r—y)., Ur.
Dai, para qualquer v, € V,, segue que

UabeB = <Uax07 w,@—’r—w>7 Ur = 0(07 ﬁ -7 ’7) <UC¥7 wﬁ—T—“fq;ZU)»y Ur.
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Como 0 # xgbg, segue que wz_,_xp ° # 0. Portanto, pelo Lema 2.12, existe u_g,_g €
V_gir—¢ tal que

00,8 =7 =) (Uopiro,Ws-r i), = 1
Agora, temos que r_y = (—, w5_7_7>7 U_pgyr—g € Fi” (V),. Logo, para qualquer v, € V,,
segue que

VaT—-Tgbs = (0,8 — T =) (VaT—0, Wp—r—T}7 ). Ur
= o(0,6—7—7) <<va, Wh—r—), U—ftr—0; w5_7_7x20> Uy
Y

= 0(07 B - T = 7) <Uou wﬁ—7—7>7 <u—5+7'—97 wﬂ—T—'yx;o),y Ur
(Vars w57777>7 Ur
’Uab/g.

Assim, obtemos que bg = r_gxebs. Como xpbs € Iy, 4, segue que bg € Ig. Agora, como bg
¢ fixo, concluimos que Fi° (V') C I. Portanto, Fjj,” (V') é o tnico ideal graduado minimal
de R. O]

Finalizamos esta secao com um outro resultado que nos seré ttil no préoximo capitulo.
Apresentamos o resultado sem demonstragao ja que a demostragao do Item (7) encontra-se
em [22], Teorema 3.4.3, e a demonstragao do Item (i7) é analoga a do Item ().

Teorema 2.29. Sejam (—,—), : V. x W — A uma forma A-bilinear homogénea de
grau vy nao degenerada associada & tripla (A, V,W), eo : G x G — U (S) um 2-cociclo
antissimétrico tal que o(a, —a)?> = 1, para todo o € G. Entao, se *, € x, sio a o-adjunta
e a o-coadjunta associadas a {—, —>7, respectivamente, temos:

(1) a aplicagao
i L (V) — LT ()
a —  a*,

€ um o-anti-isomorfismo;
(ii) e a aplicagdo
*o 1 LY (W) — L7 (V)
b —  b*,

€ também um o-anti-isomorfismo.

Além disso, temos (Fip= (V) = FF* (W) e (FF" (W)™ = Fp (V).
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Capitulo 3

o-Antiautomorfismos

Vimos que no Teorema 2.28 se deu uma caracterizacao das S-algebras G-graduadas
primitivas & direita com ideais a direita G-graduados minimais. Na segunda se¢ao deste
capitulo vamos usar essa caraterizacao para estudar quando duas S-dlgebras G-graduadas,
desse tipo, sao isomorfas: Teorema 3.14. Por tiltimo, na terceira secao, estudamos sob
que condigoes uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita com ideais a direita gra-
duados minimais admite um c-antiautomorfismo quando o é um 2-cociclo antissimétrico
satisfazendo o(a, —a)? = 1 para todo a € G: Teorema 3.25.

Comecgamos introduzindo alguns conceitos e alguns resultados que sao necessarios para
conseguir nosso objetivo.

3.1 Alguns Conceitos e Alguns Resultados Basicos

Defini¢ao 3.1. Seja M = @ M,, um S-mddulo G-graduado e seja g € G um elemento
aclG

firo. O shift na G-graduacdo de M dado por g ¢ definido como M9 = @Mo[ég],

acG
onde MY = Mg, para cada o € G.

Observamos que se R é uma S-algebra G-graduada e M = @@ M, é um R-moédulo
acCG

a direita (a esquerda) G-graduado, entdo qualquer shift M9 = @ M(Qg}, dado por un
aeG
elemento g € G, também ¢ um R-modulo G-graduado a direita (a esquerda). Ainda mais,

se M é irredutivel, M9 também o é.

Se R é uma S-algebra G-graduada primitiva a direita com ideais a direita G-graduados
minimais, o seguinte resultado estabelece que todo R-médulo a direita G-graduado irre-
dutivel M é determinado de forma tnica por R, a menos de um isomorfismo graduado de
R-modulos a direita e de um shift na G-graduacao de M.

Lema 3.2. Seja R uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita com um ideal & direita
G-graduado minimal I. Se M é um R-maodulo a direita G-graduado irredutivel e fiel,
entdo existe um elemento g € G tal que M = 119 como R-mddulos G-graduados.

Demonstra¢ao. Como M é R-modulo & direita fiel, existe um elemento homogéneo nao
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nulo m, € M tal que m,I # (0). Como m,I é R-submoédulo G-graduado de My segue,
pela irredutibilidade de Mg, que myl = Mg.

Definimos a aplicagao f : I — m,lI, pela correspondéncia x — m,x. E claro que
f € um epimorfismo homogéneo, de grau g, de R-modulos a direita G-graduados. Por
outro lado, como Ker(f) = {x € I : myz = 0} é um ideal a direita G-graduado de R e
mgl # (0), pela minimalidade de I, temos que Ker(f) = (0). Dai que f é um isomorfismo
homogéneo, de grau g, de R-moddulos a direita G-graduados.

Como f é homogénea de grau g, a aplicacao de I9) em M, definida pela correspondéncia
a— f(a), & um isomorfismo graduado de R-modulos & direita G-graduados. [

Observagao 3.3. Sabemos que uma tripla (A, V, W) significa que A é uma S-dlgebra G-
graduada de divisao e que AV, Wa sao A-espacos G-graduados. Agora, dado um elemento
g € G fizo, temos que AV e ng] também sao A-espagos. Se (—, _>'y VW — A
€ uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao degenerada, seque que a aplicagio

Vi x w9 — A
('Ua,wﬂ> L <Ua7w,3>'ya

€ também uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao degenerada. Isto €, para cada
g € G fizo, temos que (—, —>7 € forma A-bilinear homogénea de grau -, nao degenerada,
associada a tripla (A, 174G W[*g]) se, e somente se, (—, —)7 € forma A-bilinear homogénea
de grau 7y, nao degenerada, associada a tripla (A, V,W).

Para o seguinte resultado, lembramos que se A é uma S-algebra G-graduada de divisao
e V é um A-espago a direita G-graduado, entao o A-modulo a direita G-graduado dual
de V e V9™ := Hom\ (V, D).

Proposicao 3.4. Seja (—, _>v VxW — A uma forma A-bilinear homogénea de grau
v nao degenerada associada a tripla (A, V,W). Entao, a aplicag¢ao
o, W — VI
w — Py (w)i=(—w),: V. — A
vo— (vw),,
€ um monomorfismo homogéneo de grau v de A-espagos a direita G-graduados.

Demonstragao. Observamos que para cada wg € Wg, (—, VV5>7 ¢ um elemento homogéneo
de grau B + v de V9*. Logo, ®, ¢ bem definida.

Como (—,—) ., € A-bilinear, nao é dificil ver que ®, ¢ homomorfismo homogéneo de
grau v de A-espagos a direita G-graduados. Além disso, se tem que ® é injetor porque
(=, —), € ndo degenerada. O

Neste ponto, introduzimos algumas notagoes que, embora sao simples, vao ser tteis
nas contas das demonstragoes de alguns resultados no que segue deste capitulo.
Notagao 3.5. Consideremos a cadeia

My e vy B

onde cada M; é um S-mddulo e cada f; € um S-homomorfismo, para i = 1,2,3. Dado
x € My arbitrdrio vamos escrever: (fso fao fi1)(x) ou (x) (f1 - fo- f3) para f3 (fo (f1(2))).
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Defini¢ao 3.6. Sejam A, A’ S-dlgebras G-graduadas de divisao, g : A — A um
isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas de divisio e AV, aV' Wa, W, espagos G-
graduados. Se ¥ : V. — V' é um homomorfismo graduado de S-mddulos G-graduados,
dizemos que 1 € 1y-semilinear se

w(d’rva) = ¢0(d7>¢<va)a

para todos d. € A,, v, € V, e quaisquer T, € G. Analogamente, dizemos que um
homomorfismo graduado de S-mddulos G-graduados ' : W — W' € y-semilinear se

V' (wadr) = V' (wa)1ho(dy),
para todos d, € A, w, € W, e quaisquer T,a € G.

Agora, nas condi¢oes da Defini¢ao 3.6, suponhamos que 1 é bijetora e p-semilinear.
Dados d. € Al e v, € V! fixos, temos que ¢y(d,) = d. e v/, = 11(v,) para alguns d, € A,
e v, € V,. Logo,

Uit (dvg) = ¥r (do (dr) ¥ (va))
= 1 (¢1 (drva))
= d;v,

= g (dp) ¥y (vh)-

Isto ¢, ="' é 9 *-semilinear quando 1 é bijetora e 1p-semilinear. Anotamos que o fato
analogo também vale para 1)’

Definigao 3.7. Sejam A, A" S-dlgebras G-graduadas de divisio e AV, AV’ espagos G-
graduados. Dado um isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas de divisao g : A — A’
e dado um homomorfismo graduado de S-mddulos G-graduados 1y : V. — V' que €
Yo-semilinear, definimos o S-homomorfismo adjunto de i1 como sendo a aplicacao

WiV e
fo m— Wilfe): V A
(%

—)
— (1 (f5) (v) = (5" o fyotn) (v).

Observamos que, nas condi¢oes da Definigao 3.7, o adjunto ¥ de v; faz comutar o
seguinte diagrama

A P A

‘Pi‘(fé)T Tfé

V —— V/
Y1

para cada fj € V' e qualquer 0 € G.

Proposigao 3.8. Sejam A, A’ S-dlgebras G-graduadas de divisio, AV, o'V’ espagos G-
graduados, ¥y : A — A" um isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas de divisao,
1 Vo — V' um homomorfismo graduado de S-mddulos G-graduados 1pg-semilinear, e
wr . VI — V9™ o homomorfismo adjunto de v1. Entao, Wi € um homomorfismo
graduado de S-mddulos G-graduados V¥, *-semilinear. Além disso, W € bijetor se 1 é
bijetor.
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Demonstracao. Como 11 é um S-homomorfismo graduado e ¢y é um S-isomorfismo gra-
duado, entdo para qualquer elemento homogéneo f) € (V)™ temos ¢y ' o f5oth, € VJ'™.
Dai que ¥ é um homomorfismo graduado de S-moédulos G-graduados.

Por outro lado, sejam d,. € A’ e fj € (V') elementos homogéneos fixos. Como
¢ um isomorfismo graduado de S-édlgebras graduadas de divisao, existe d, € A, tal que
Yo(d;) = d.. Agora, seja v, € V, um elemento homogéneo fixo. Pela definigdo de V7,
temos

(T} (fody)) (va) = (¥ 0 (fady) 0 ¥n) (va) = v (f5 (1 (va)) d7) -

Logo, como 9, * também ¢ um isomorfismo de S-algebras graduadas de divisdo, segue que

wo ' (fo (1 (va)) dr) = g (fg (W1 (va))) U5 (df) -

Agora, outra vez pela definicao de U3, obtemos

Yo ' (fo (1 (va)) g (d7) = (9] (fp) (va)) ¥ (d7) = (5 (fo) vo* (d7)) (va) -

Como v, € V, é fixo, entdo Wi (fpd.) = Wi (f) ¥y " (d)). Assim, concluimos que W% é
1 *-semilinear.

Finalmente, suponhamos que t; é bijetora. Assim, ¢;* : V' — V também é um
isomorfismo graduado de S-modulos graduados. Logo, para cada f, € VJ™, temos que
Yoo fooy! € (V')J™. Também, observamos que

Ui (oo foorr') =g o (Yoo foorpyt) ohy = fo.

Dali, segue que V7 é sobrejetora. Além disso, se

Yoo foon =W (fs) =] (g) =g ©gpo v,
entdo f) = gy, pois ¢, e ;' sdo bijetoras. Logo, ¥% também é injetora. O]

Defini¢ao 3.9. Sejam (—,—), : VX W — A e <—,—)fy VIx W — A duas for-
mas bilineares homogéneas de grau v nao degeneradas associadas as triplas (A, V,W) e

(A", V! W), respectivamente. Entao, uma tripla (1o, 11, 102) € um isomorfismo triplo,
da tripla (A, V, W) para a tripla (A", V', W'), se

o Ug: A — A’ € um isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas de divisao;

e V. — V' e 1y : W — W', sao isomorfismos graduados de S-mddulos
G-graduados;

tais que
(1 (va) 2 (wa)), = o ( (vas ws), )
para todos v, € V,,wg € Wz e quaisquer o, € G.

Proposigao 3.10. Sejam (—,—) :V xW — A e (-, —>; VI x W' — A duas for-
mas bilineares homogéneas de grau v, nao degeneradas, associadas as triplas (A, V., W) e
(A, V! W), respectivamente. Se (g, 11,102) € um isomorfismo triplo, da tripla (A, V, W)
para a tripla (A, V' W), entao 11 e 1y sao 1g-semilineares.
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Demonstracao. Sejam v, € V, e d. € A, elementos homogéneos arbitrarios. Para um
elemento homogéneo fixo wz € Wpg, temos

(¥1(drva), o (w5)), = o ((drva, ws), )

= Go(d:)¥o ({va,ws),)
= to(dy) (1 (va). va(ws),
= <¢0(d7)¢1 (Ua), wQ(wﬂ»; .

’ , .. ! L ~
Dai, como v, ¢ bijetora e (—, —>7 ¢ nao degenerada, obtemos

V1(drva) = Yo(dr )1 (va)-

Logo, 11 & 1p-semilinear.
Agora, sejam d, € A; e wg € Wp elementos homogéneos arbitrarios. Para v, fixo,
temos que

Logo, como 9 é bijetora e (—, —)/7 ¢ nao degenerada, segue que
V2 (wady) = 2 (ws)bo(dr).
Assim, concluimos que 5 é 1)p-semilinear. O

Proposig¢ao 3.11. Sejam <_’_>'y VW — Ace (—,—)’7 VI x W — A duas
formas bilineares homogéneas de grau v nao degeneradas associadas as triplas (A, V,W) e
(A", VI W), respectivamente. Se vy : A — A € um isomorfismo graduado de S-dlgebras
G-graduadas de divisao e 1y : V. — V' é um isomorfismo graduado de S-mddulos G-
graduados, entao:

(i) existe no mdrimo wum isomorfismo graduado de S-mddulos G-graduados,
Ve : W — W', que torna a tripla (1o, 11,1%9) um isomorfismo triplo de (A, V, W)
pa'/r‘a’ (A/7 Vl? W/);

(ii) existe um isomorfismo graduado 1y : W — W' de S-mddulos G-graduados que
torna a tripla (1o, ¥1,102) um isomorfismo triplo de (A, V,W) para (A", V' W)
se, e somente se, Y1 € Yo-semilinear e Wi (Im (®,)) = Im(®,), onde ¥} € o
homomorfismo adjunto de ¥y, e &y : W —= VI &L - W' — V""" sdo definidas
como na Proposicao 3.4.

Demonstragao. (i) Suponhamos que (¢, 91, 12) € (%,%,122) sao isomorfismos triplos
de (A, V,W) para (A", V', W'). Entao, para v, € V, e wg € Wj arbitrarios, temos que
/

(W1 (va) wawp), = v (v ws), ) = (¥ (va), daluws) ) -

Y
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Dai, como 1; é bijetora e (—, —>/7 ¢ nao degenerada, segue que ¥y(wg) = y(ws), para
todo wg € Wj. Logo, 19 = 1;2, como queriamos mostrar.

(1) Seja (g, 11, 19) um isomorfismo triplo de (A, V, W) para (A, V', W’). Pela Pro-
posigao 3.10 temos que v é ¢g-semilinear. Por outro lado, se wj € $ (W’) ¢ fixo, existe
wg € Wy tal que 1y(wp) = wy € Wj. Logo, para qualquer v, € $(V), pelas definigoes
de U7 e @ temos

(w7 (@) () = (45" 0 ((=wp)] ) o) (v0)
e <¢1(Ua)’w,/8>;>
= 05" ((Wa(va), valwp)),)

Agora, como (g, 11, 12) € um isomorfismo triplo, segue que
U5 ((Walva)sva(wp)), ) = (vasws),

Assim, (¥ (@ (w}))) (va) = (va, wp)., = (@4 (wg)) (va). Dai que U] (@ (w))) = D, (wp).
Logo, como t, é uma bijegao e 1y(wg) = wj é fixo, obtemos Wi (@ (W')) = &, (W).

Reciprocamente, seja by Yo-semilinear e Wi (9 (W')) = @, (W). Como ¢ é uma
bijecao, pela Proposicao 3.8, segue que Vi é um isomorfismo graduado de S-moédulos
graduados 1 '-semilinear. Logo, como W* (@, (W) = @, (W), temos que

(T9) 72 @y (W) — @, (W),

também é um isomorfismo graduado de S-moédulos graduados. Além disso, pela Pro-
posigao 3.4, sabemos que &, : W — V9™ e & : W' — V7" s@o monomorfismos
homogéneos de grau v de A-espacos a direita G-graduados. Assim, obtemos que a apli-
cacao composta

Py 1= (q);)_l o (\Il*l‘)_l od,: W — W',
¢ um isomorfismo de S-moédulos graduados. Agora, pela definicao de U7, segue que
(T (f) = w10 foo ()", para cada f € H(V9*). Logo, para v, € H(V) e
wg € § (W) arbitrarios, pelas defini¢oes de @7, @, e 1), obtemos
(¥1(va), 2(wp)), = 1 (va) - ((=,¥2(wp))))

= ((®, (2(wg)) 0 1h1)) (va)

= ((® (@) "o () 0@y (w5)) ) 0w ) (va)

= (U)o @, (wp)) 0 1) (va)

= (o 0 (®4(wp)) 0 91) ") 0 ) (va)

= (tho © (P4 (wg))) (va)

= vo ((va,w5), ).

Dai, concluimos que (g, ¥1,%2) é um isomorfismo triplo. ]
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3.2 Teorema do Isomorfismo

Nesta secao temos por objetivo apresentar o Teorema 3.14 que caracteriza isomorfismos
graduados entre S-algebras graduadas primitivas a direita simples com ideais & direita
graduados minimais. Salientamos que este teorema é um resultado analogo do resultado:
Theorem 3.6 de [1]. Para facilitar a leitura da demonstracao do teorema, dividimos o
teorema em dois lemas: Lemas 3.12 e 3.13.

Lema 3.12. Sejam (—,—) V. xW — Ae (—,—); VI x W — A’ duas for-
mas bilineares homogéneas de grau 7y, nao degeneradas, associadas as triplas (A, V,W) e
(A", V' W), respectivamente. Se R e R' sao duas S-dlgebras G-graduadas tais que

Fi' (V) CRC LY (V) e Fyr (V) SR C L7 (V'),

eseV: R — R éum isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas, entdo existe
um elemento g € G e existe um isomorfismo triplo (Yo, Y, 19) de (A,V[Q],W[_g]) para
(A, VW), tais que

U(r) =t oroyt =yt -r -4y, para todor € R. (3.1)

Além disso, se outro elemento h € G e outro isomorfismo triplo (¢}, V1, 05), de (A, Vil W[_h])
para (A", V' W', definem ¥ como em (3.1), entao existe um elemento homogéneo nao
nulo d € A’ tal que

e h=g+deg(d);
o Ui(z) = dbo(z)(d) " para todo x € A;
o Y1(v) = d'thi(v)

o i(w) = hy(w)(d)™* para todo w € W.

para todo v € V;

Demonstracao. Pela Proposicao 2.17, temos que V'’ é um R'-moédulo a direita G-graduado
irredutivel e fiel. Logo, segue que V' é um R-modulo a direita G-graduado irredutivel e
fiel, com a acao

v'r :=v'¥(r), para todosr € R, v' € V'.

Agora, pelo Lema 3.2, existe um isomorfismo graduado de R-moédulos a direita G-graduados
Yy - VI — V7 para algum ¢ € G. Observamos que, para quaisquer v € V e r € R,

(v) (r- 1) = P (vr) = du(v)r = () (1 - Y(r)).
Dai que r - ¢y = 1 - ¥(r), para todo 7 € R. Logo, como 1, é bijetor, segue que
U(r) =4, -r- =9 0roq ", paratodor € R. (3.2)

Por outro lado, pelo Teorema 2.28, podemos assumir A = End%, (V) e A" = Endj, (V).
Logo, definindo

77[)[)1 A — A’



segue que Yy ¢ bem definida, é graduada e ¢ S-linear. Como ¥y(z) = 0 implica = = 0,
segue que )y é injetora. Dado dj, € Aj temos que dy = ¥ odyoth; € Ny e Yo(dg) = dj,
isto é, também temos que vy é sobrejetora. Além disso, para di,ds € A fixos e para
qualquer v' € V', temos

(o(dida)) (V") = 4n ((d1d2) l(wfl(vl))) )
= ¢y (di (¥1" (1 (do (¥ (0))))))
= o(dy) o o(da)(v').

Logo, 1o(dids) = 1o(dy) o 1ho(ds) e, entao, 1y é um isomorfismo graduado de S-algebras
G-graduadas de divisdao. Também observamos, para elementos fixos ¢~ 1(v/) = v € V e
de A, que

Yi(dv) =91 (dU7 () = (o(d)) (v') = Yo(d)n (v).
Dai que 1 € 1p-semilinear.
Agora, vamos mostrar que W3 (Im (®)) = Im (®,). Seja wg € Wﬁ[_g] um elemento
homogéneo nao nulo arbitrério. Pelo Lema 2.12, existe um elemento homogéneo v_g_., €

V_[gﬁ]_v tal que (v_g—, wg), = 1a. Com? Y1(v_p_) € V5 &énao nulo, Pelo Lema 2.11,
existe wj € Wj tal que <¢1(v_g_w), w’ﬁ>7 = 1as. Assim, para v, € 1744 fixo, segue que

o ((varws), ) = (0 (e ws), ) ) 1o = (v (e ws), ) ) (wn(0-sa),

Logo, como ) ((va, wﬁ)v) €A 5, € (- —>7 é A’-bilinear, segue que

/

(wo <<Uouwﬁ>7>) (W1(v-p-r)swh). = <wo <<Umwﬁ>7> Y1 (V_p_) ,w’5> :

.
Dai, como ) é 1)p-semilinear, temos
!/ /

(0 ({rorws), ) o (0-ps) ) = (o ({vor ) vmps ) )

v

Agora, pelo Lema 2.13, (—, w/3>7 v_p_~ ¢ um elemento homogeéneo de Fij;° (V) C R e, por
(3.2), ¢y - W(r) = r -1y, para todo r € R. Assim, obtemos

(v (o), vs ) ) = () (=, v-ams) ) )

v

= ((wa) (v1- 0 (= ws), 091 ) ) )

Logo, como ¥ ((—,w/g}W U_/B_v) € R C L7 (V'), entdo, pela definicao de o-adjunta,
temos

/

~

/

(wa) (0% (= wa), 054) ) why) = (0,8) (vatoa) s (¥ (=ws),06)) )

Y v

Recapitulando, e lembrando que (0, 5) = ¢(0,0) para todo 8 € G, obtemos que
*g\ /
— /
o (e ws), ) = 0(0,0) (e (va),wy (¥ (= wp), v5-1)) ) (3.3)
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Dai, como vy ¢ bijetora, segue que

(va,w5>7 = ! <0(070) <¢1(va),w’ﬁ (‘1/ (<—7w5>70—6—7>>*[,>/)

= e (e (o (00 ()Y ) o)

ko \ /
Agora, como <—,wb (0(0,0)\11 <<—,wg>7 v,[g,y)) > e Im ((I),v) C V9 segue pela
v
definicao de U7 que

C (wl - (<—,w’ﬁ (o(0.0)w (<—,wﬁ>yvm))*">;) w) -
(5 (oon o))

Resumindo, como v, é fixo, obtemos que

/

B, (wp) = (—,wg), = U} (<—,wg (U(0,0)\If ((-,w[g)vv_ﬁ_v))*w ) e W (Im (9')).

y

Entéo, como wg ¢é fixo, concluimos que I'm () C ¥ (Im (¥/)).

Agora, vamos mostrar a inclusao no outro sentido. Sejawj € Wj um elemento homoge-
neo nao nulo arbitrario. Pelo Lema 2.12, existe um elemento homogéneo
v, € Vg tal que <v’_ﬁ_7,w’5>; = 1a. Por outro lado, se v_g_, € V_[gﬁ]g_7 é tal

que Py (v_pg—) =v" 5, pelo Lema 2.11, existe um elemento homogéneo ws € Wﬁ[_g} tal
que (v_g_, w[g>7 = 1a. Agora, para v, € V, fixo, temos

i (=) ) () = (0570 ((—wh) ) o) (wa) = g (((wa) b))

pela defini¢do de W3, Dai, como ;" (<¢1 (Va)s w’5>;> €eAe (—, _>v ¢ A-bilinear, segue
que

wal <<w1(va),’w%>:{> = wal <1/}1(Ua),wlﬁ>; 1a
= (! <1/f1(va)7w}3>; (V_p—ry, wg),
= (v (lwa). ), ) ) vopmros)
Agora, como Yy (v_g_) =05 e Yyt é 1y '-semilinear, obtemos
(v (rtoa).w),)) vosmyrws) = (o™ ((nlea)wh)) ) o (5 ) ws)
= <w1—1 <<¢1(Ua),w%>; v’_ﬂ_7> ,w,3>’y.

Logo, por (3.2), temos W~ (r) =4, - -4 ", para todo r € R. Assim, segue que

<¢f1 <<¢1(va),w’ﬁ>; v'_5_7> ,w,3>7 = <Ua (% . (<—,w’ﬁ>,7 v’_/gw) ~1/1f1> ’wﬁ>v
= <Ua (\Il—l <<—,w/’3>; U’_ﬁ_7>> ,w5>w.
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Dai, como ¥~! <<—, w’5>/7 v’_ﬂ_7> € R C L7 (V), pela definicao de o-adjunta, obtemos

<va (‘Ilfl (<—,w’5>; v’,[;ﬂ)) ,w5>ﬂ/ =0(0, 3) <Ua,w5 (\Ifl <<—,wg>; v'/gv>)*a>v.

Agora, lembrando que ¢(0, 8) = 0(0,0) para todo 5 € GG, segue que

7(0.9) (vavs (07 (=) o, )) ) =
<va, wg (\11_1 <<—7 o (0, 0)wlﬂ>; 2}’_5_7)>*a>7 |

Como v, ¢ fixo, entao
W5 (®) (wh)) = 95 (= wh)! ) = (= s (07 ((=, 000, 0)ut)! v’_ﬁ_y>)*”>7 € Im (®,).

Dai, como wj ¢é arbitrario, segue que Wy (]m (@’7)) C Im(®,). Assim, concluimos
que Ui (Im (@) = Im(®,). Como 1 é Yg-semilinear, pelo Item (ii) da Proposi¢ao
3.11, obtemos que a tripla (¢, ¥1,%2) é um isomorfismo triplo de (A, 74N W[_g]) para
(A", VI W

Agora, vamos mostrar a tltima parte do lema. Suponhamos que existe um outro
elemento h € G e que existe um outro isomorfismo triplo (if, ¥, v%), de (A, Vi, W[_h])
para (A, V', W'), tais que

U(r)= (W)l_1 -7 -1, para todo r € R. (3.4)

Nestas condices, temos que ¢} o9y : V/ — V' & um elemento homogéneo de grau
h — g, nao nulo, que pertence a A’ = Endy, (V') (= Endy (V'), com a agao v'r :=
v'U(r), para todos r € R, v' € V'). Pois, para v’ € V' e r € R fixos, temos que:
Yo (v'r) = (WU(r)) ;' , pela defini¢do da agdo de R sobre V'
= o' (U(r) -yt )
= (wfl a7 wi) , pois por (3.2) & U(r) -yt =t

= V(Y41 W(r)), pois por (3.4) & Ui - U(r) =71
= ((w’l o 1/}1—1) (v’)) r, pela definicao da acao de R sobre V.

Observamos que se d’ = 1} o ¢!, entdo
h =g+ deg(d). (3.5)
Por outro lado, observamos que se v = 1; *(v') é fixo, entdo
Ui (v) = oy (V) = dv' = d'ia(v). (3.6)
Agora, para x € A e v € V arbitrarios, temos

PH@)Wi(v) = Wi(av), pois | & Y semilinear,
= d'i1(xv), por (3.6);
= d'{o(x)1(v), pois ¥ é Yy-semilinear;
= d'vYo(z)(d) ] (v), outra vez por (3.6).
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Entao,
Uy (x) = d'ip1 (z)(d') ", para todo z € D. (3.7)
]

Além disso, para quaisquer wg € Wﬁ[_g e v, € Vo[gl, temos que

(W4 (va) ¥4 (wa)), = ¢h (e ws), ), poraue (i, v, ) é isomorfismo triplo;

= vy ({v,ws), ) (@), por (3.7);

= d ({1 (va), 1Y (wg)>/7 (d)™", (0,41, 1) é isomorfismo triplo;
(d'1 (va) ¥ (ws) (d) "), (=, =), & Al-bilincar;
= (¥ (va) 42 (wp) (&) ")., por (3.6).

Dai, como 1] é uma bijegao e (—, —>; ¢é nao degenerada, segue que
Wy (wg) = by (wg) (&), para todo wy € Wp. (3.8)
Assim, finalizamos a prova do lema. n

Lema 3.13. Sejam (—,—) V. xW — A e (—,—):/ Vix W — A duas for-
mas bilineares homogéneas de grau -y, ndo degeneradas, associadas as triplas (A, V,W)
e (A, V', W'), respectivamente. Se g € G e (Yo, ¥1,1%2) € um isomorfismo triplo de
(A,V[g],W[_g]) para (A, V' W), entao eziste um isomorfismo graduado de S-dlgebras
G-graduadas

U : End{ (V) — End%,(V'),
definido pela correspondéncia a, — ;"' - ar -1, tal que

U (L (V) = L3 (V') e W (F, (V) = Fir (V). (39)

Wwl-dl

Demonstra¢ao. Suponhamos que a tripla (g, %1,%2) é um isomorfismo triplo de
(A, Vel W[*g]) para (A’ V', WW'). Observamos que para um elemento homogéneo fixo
a, € Enda(V), se tem

Vit (V) = Vﬁ[g], (Vﬁ[g]) a, C Vﬁ[i]T, e U1 (Vayr—g) = Vi, para qualquer § € G.

Logo, segue que a aplicacdo composta 1, o a, o ;' : V/ —= V' & um homomorfismo
homogéneo de grau 7 de S-moédulos G-graduados. Além disso, como ;! & 1) *-semilinear
e Yy € Yp-semilinear, temos

droarour (dius) = v (ar (07 (o))

Ui (ar (v () 0! (v5))
U (85" (dg) ar (v (v1)))
= dyn (- (U ()

= dla (@/110%0%_ ) (Ulﬁ)

para todos dy € $(A') e vy € H(V'). Dai que ¢; ' o a, oy € Enda (V'),. Agora,
definimos a aplicagao graduada

U: Endd (V) — FEnd%, (V')
ar — W (a,) :=¢ro0a- 09
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Agora, para dois elementos homogéneos a,, a, € $ (EndA (V[g])) fixos, temos que

U (a,; +ay) =10 (ar +ay) oy =1 0a, oy 'y + 1 0a, 0 =V (a,) + VU (a,);

e também temos que

U (ar - ay) = Y1 0 (azay) 007 = (Yroaz o) (Yroayoyit) =V (ar) ¥ (ay).

Dai, segue que ¥ é um homomorfismo graduado de S-algebras G-graduadas.

Como 17 é bijetora, para todo a, € $ (EndA (V[g})), Yt oar ot = 0 implica a, = 0.
Logo, ¥ é também injetora. Agora, s6 resta mostrar que ¥ é sobrejetora para concluir
que ¥ é um isomorfismo graduado de S-algebras G-graduadas. Dado a,. €  (Enda (V"))
fixo, temos que

U1 (Vﬁ[‘qv =V, d(Vj) SV e v (Vi) = Vﬁ[‘ﬂﬂ para qualquer 5 € G.

Logo, a aplicacdo composta ¢, ' o a’ o4 : V19 — V19 ¢ um homomorfismo homogéneo
de grau 7 de S-moédulos G-graduados. Além disso, como 11 é Yp-semilinear e ¥y é ;-
semilinear, se pode verificar que ¢, ! o @’ 09, € Enda (V[g])T. Por ultimo, observamos
que
U (Yt od o) =to(Prloa o) ot =d

Entao ¥ também é sobrejetora.

Vamos mostrar agora que W (EI’;‘[’,g] (V[g])) = L7 (V). Seja a, € 9 ( L% (V[g}))
fixo. Temos que existe a’* € Endaors (W[_g])T tal que

(vaar, wg), = o(7,B) (va, wpa;”), , para todos v, € 9 (VM) ,wg €9 (W[_g]) :

Agora, para quaisquer v, € 9 (V') e wj; € $ (W’), temos que

(0h W (ar) ) = ((Wh) (91" - ar - dhr) s wp).
= E<(U Year) vyt (w )>7> . (o, 1, 109) € isomorfismo triplo;
= o o(r, B @/11 ,(¢2 ( )) 7), definicao de o-adjunta;
= o(r, 5) vl S -ake @Z)g) >7, (10,11, 19) €é isomorfismo triplo.

Agora, para dy € § (A"P7) e wj; € H (W) fixos, observamos que

(déw%) (¢51 Sag” '¢2) = ((dlawﬂ) wz ) (aZe - 4y)
Wby ! ( Blwidy )) Yo .qhy), agao de AP7 em W,
a(f 5) (% (w/g) Yot (dy)) (ake - 1a), by € by ' -semilinear;
o ( Cl' Yy ! (w’ﬁ)) a*e -1hy), acdo de A em W9
o ( ( V() ) o, a € End?, (W)
a(0,8 + T (((¢{1 ( g)) *") wo (d ’9)) e, acdo de A% em W9
o(0,8+T) ((%ﬁ_l ( )) Yo )y ) dy, 9 é p-semilinear;
= dy () (05" - a2 - )

9 ) , acao de APs em W';
isto &, Wy ! - at - by € Endpaowe (W')_. Logo, (¥ (a,))™ =1y - aX -1y e entdo, ¥ (a,) €
L35 (V'). Como a, é arbitrario, obtemos W (E%‘[’_g} (Vi) C s (V).

I
,_./—\ N
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)
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Por outro lado, dado o, € L{7 (V') fixo, temos que existe aX* € Endaners (W), tal
que

(va, w5> = o(7, 8) (vl, wh (a;)*”>;, para todos v/, € (V') ,wy € H(W').
Agora, para quaisquer v, € ) (V[g]) ewg €9 (W[’g]), temos que

<'anj_1 (a;-) ’w5>7 = <Ua (wl ’ ag— ’ ¢1_1) >wﬁ>7
= ! (<(UQ) AR (w5)>;) . (0,11, 12) & isomorfismo triplo;

= otr A" ({0 () (0 () (657,

= o(1,B) <Ua, wg (¢2 - (al)* -¢§1)> . (%o, 11,14) € isomorfismo triplo.

o

Logo, para dy € $(A) e wz € H (W[_-‘]]) fixos, observamos que

(dows) (Y- ()77 - 03") = (2 (dgws)) ((ar)™ ¢2 )
(0, 8) (2 (wedy)) ((a2)™ -15") , agio de A% em W9
a(0, B) (2 (ws) Yo (do)) ((a”*g %‘1) , 9 € Yp-semilinear;
WO (do) a (wgp)) ((a})™ -ty ), agéo de (A7 em W,
(¢
(a

(% (dop) 2(%))( 1)), (d)" € Endianyers (W');
( + 1)t [( 2 (wg)) (a ')*” Yo (dp)], acdo de (A")*” em W
o(6 6—1—7) Y (o (wp)) (@)™ ) dg, 5t & 9yt —semilinear;
LY by 1), acao de A em W9 ;

= dy (wg) (12

assim, temos que s, - (al)* - ¥yt € Endpors (W[’g])T. Logo, temos mostrado que
(\If_l( D) = (al)™ by e, assim, segue que W (a)) € L£I7 (V1)) Logo, como

al, ¢ fixo, entdao W (LY, (VD)) D L7 (V).

Por fim, vamos mostrar que ¥ (F%f’,g] (V[g])) = Fy7 (V'), para completar a prova do
lema. Seja r, € (f%f_g] (V[Q])) fixo. Temos que

(V) (¥ () = (V) (U - 7e o n) = (V) (7 - 0).
Como dimpa (Vr;) < 0o e 1y é bijetora iy-semilinear, segue que
dimar (VYW (r,)) = dima (V) ry - 1q) < 0.
Assim, temos que V¥ (r;) € Fi7 (V'). Logo, W (F¥7 (V) C Fr (V'), pois r, é

wl—dl
arbitrario.
Por outro lado, dado r, € § (Fjj7 (V') fixo, temos

(V) (@ () = (V) (%075 o) = (V) )
Como dimar (V') 7l) < 0o e 9y é 1y '-semilinear, segue que
dima (V) (071 (r1))) = dima ((V'r}) 1') < o0

Logo, U= (rl) € F&7, (V1I9)). Como r] ¢ fixo, obtemos que W (F77 (V) D Ff7 (V).

Assim completamos a prova do lema. O

93



Agora, os enunciados dos Lemas 3.12 e 3.13 acima podem ser juntados no seguinte
teorema, que é o principal resultado desta secao.

Teorema 3.14. Sejam (—,—), : VX W — A e (=, ) VI x W — A’ duas

y
formas bilineares homogéneas de grau vy nao degeneradas associadas as triplas (A, V, W)

e (A, V' W), respectivamente. Se R e R' sao duas S-dlgebras G-graduadas, tais que
Firr(VYCRCLE (V) e Far (V) CR C LY (V'),

eseV: R — R éum isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas, entdo existe
um elemento g € G e existe um isomorfismo triplo (Yo, Yn,19) de (A,V[Q],W[_g]) para
(A", VI W), tais que

U(r) =t -r -1y, para todo r € R. (3.10)

Além disso, se outro elemento h € G e outro isomorfismo triplo (g, V], ¢,), de
(A, V[h],WH‘]) para (A", V', W'), definem U como em (3.10), entao existe um elemento
homogéneo nao nulo d € A’ tal que

o h=g+deg(d);

o U(z) = d'vo(x)(d) ") para todo © € A;
o (V)i = d'(v)iby para todo v € V;

o Yi(w) = tho(w)(d) " para todo w € W.

Como uma reciproca parcial, se g € G e (o,1,1%2) € um isomorfismo triplo de
(A,V[g],W[_g]) para (A, V' W), entao eziste um isomorfismo graduado de S-dlgebras
G-graduadas

U End{ (VI — End%,(V'),

definido pela correspondéncia a, — 7" - a, -1, tal que

(L, (V) = L3 (V) e W (Fyr, (V) = Fir (V).

Wwl-g Wwl-dl

3.3 Caracterizacao dos o-Antiautomorfismos

Nesta secao investigamos sob que condigoes uma S-élgebra G-graduada primitiva a
direita com ideais a direita G-graduados minimais admite um o-antiautomorfismo, quando
consideramos um 2-cociclo antissimétrico o : G x G — U (S) satisfazendo (o, —a)* =1
para todo a € G.

Definicao 3.15. Sejam g € G um elemento fizo, A uma S-dlgebra G-graduada de di-
visao com um o-antiautomorfismo vy : A — A e AV um A-espaco G-graduado. Uma
aplicagao S-bilinear By : V X VIl — A ¢ uma forma 1)-sesquilinear homogénea de
grau v € G com torgao se

1. B, (va,ws) € Aqtpiry, para todos v, € Vo, wg € V[gl;
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2. By (dgva, wg) = dgBy (va,wg) € By (va,dowg) = 0(0,8)B, (va, ws) ¥o (do), para
todos v, € V,, wg € Vﬁ[g] e dy € Ag.

Se, além disso, B, satisfaz que
3. para todo v, € Vo, B, (va,V) = (0) implica v, = 0;

9]

4. para todo wg € V"', B, (V,wg) = (0) implica wg = 0;

dizemos que B, € uma forma 1)y-sesquilinear homogénea de grau v com torcao
nao degenerada.

Observamos que se B, : V x V19 — A ¢ uma forma sesquilinear homogénea de grau
7, entdo B, (0,w) = 0 = B(v,0), e B, (—v,w) = =B, (v,w) = B, (v, —w), para todos
veV, we Vil

Notagao 3.16. Quando B, : V x VIl — A for wma forma 1o-sesquilinear homogénea
de grau zero com tor¢ao, no lugar de escrever By vamos escrever B e vamos dizer que B
€ forma 1g-sesquilinear graduada com tor¢ao.

Observagao 3.17. Observamos que, dado g € G fizo, temos a, € Enda(V), se, e
somente se, a, € Enda(V) e Vya, C Vo, para todo o € G se, e somente se, a, €

Enda (V[g]) e chg]aT C Vi‘i para todo o € G se, e somente se, a, € Enda (V[g])T. Dai
que, dado g € G fizo, Enda(V), = Enda (V[Q})T, para todo T € G. Logo, para todo
g € G, EndX (V) = Enda (V).

Definicao 3.18. Seja B, : V X VIl — A uma forma 1o-sesquilinear homogénea de grau
v com tor¢ao nao degenerada. Dados dois elementos homogéneos a,,b, € Enda (V). tais
que

B, (vaa,,wg) = o(t, B) By (va, wsb;), (3.11)

para todos v, € Vg, wg € V[g], dizemos que b, € uma o-adjunta de a, e que a, é uma
o-coadjunta de b,.

Observacgao 3.19. Sejam b,V € Enda(V), duas o-adjuntas de a, € Enda (V). Entdo
U(Tv /B)B’Y (UOM UJﬁb;_) = B’Y (Uaa"ra wﬁ) = 0—(7—7 B)B’Y (Uom wﬁb‘r) )

para todos v, € V, e wg € Vﬁ[g]. Logo, como B, € nao degenerada, seque que b, =
b,. Analogamente, podemos mostrar que a o-coadjunta de um elemento homogéneo b, €
Enda (V). € unica.

Proposicao 3.20. Seja (—,—) : V. x W — A uma forma A-bilinear graduada néo
degenerada associada a tripla (A, V,W). A aplicag¢ao

(=, =) WXV — A%

(wﬁv Ua) — <wﬁ? va>0pd

=0 (0, ) (va, wg) ,

¢ uma forma A -bilinear graduada nao degenerada associada a tripla (AP W, V).
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Demonstragao. Como (—, —) ¢ S-bilinear e nao degenerada, nao ¢ dificil ver que (—, —)°
também o é. Além disso, para wg € Ws, v, € V,, e dyg € Ay elementos homogéneos fixos,

temos que

o (dyws,v,)" = (0 + B, ) (Va, dgwg) = (0 + B,a)0 (0, B) (v, ws) dg =
=00, + a)o(B, ) (Va, ws) dg = dg (wg, v,)".

o (wp,0,dg)™" = 0(B, a0+ 0) (Vadg, wg) = (B, + 0)o(c, 0) (dyva, wg) =
=o0(B,a)o(B + a,0)dy (v, ws) = (Ws, va) dp.

OPo

Dai que (—, —)™7 ¢é, de fato, uma forma A°7-bilinear graduada ndo degenerada. O]

Observagao 3.21. Sejam R uma S-dlgebra G-graduada e (—,—) : V. x W — A uma
forma A-bilinear graduada nao degenerada associada a tripla (A, V, W), tais que

Fiv' (V) SR C L (V). (3.12)
Pela Proposi¢io 3.20, temos que {—, —)
associada a tripla (A°P2 W, V). Logo, temos

L (W) = €D (L7 (W), e Frm (W) = €D (F/ (7). .

TG TEG

€ uma forma A°Pe-bilinear nao degenerada

onde, para cada T € G,

o (LY (W) =:{b; € EndXop, (aore W), = by tem o-coadjunta em End} (AV)},

. (]—"@r”p" (W))T =:{b, € (L"f}“’p" (W))T : dimaere (Why) < 00},

Observamos que:
b € (LY (W)

se, e somente se, existe a, € End (AV) tal que

T

(Webr, v0)™" = o(T, ) (Wg, Vaa, )", para todos wg € Ws, v, € V,

se, e somente se,

(Vatr, wg) = o (T, B) (Va,wsb:) , para todos wg € Wg, v, € V,
se, e somente se,
b, € (L5 (W)),

T

Dai que, (L7 (W))_ = (LY (W)),, para todo T € G. Logo,
£l (W) = L7 (W) e Foe (W) = F§= (W)

como an€is graduados e como ideais graduados, respectivamente.
Por outro lado, pelo Teorema 2.29, temos que a aplicagao

o LT7(V) — LY (W)

ar — al’,

o6



é um o-anti-isomorfismo tal que (Fiy' (V)™ = Fg= (W).

Resumindo, temos que (—,—)"" : W x V. — A% ¢ uma forma graduada A% -
bilinear nao degenerada, associada & tripla (AP, VW), e R* € uma S-dlgebra G-
graduada tal que

Foerm (W) = Fi'o (W) C R™ C LY7 (W) = L™ (W), (3.13)

Por outro lado, se ® : R — R € um o-antiautomorfismo, temos que a composta VW :=
% 0P : R — R* € um isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas. Logo, pelo Teorema
3.14, seque que existe um elemento g € G e existe um isomorfismo triplo (1o, 11, 19) de

(A,V[g}, W[*g]) para (A% W, V), tal que
U(r) =47t -1, para todo r € R. (3.14)

Finalmente anotamos que, por ser (1o, 11, 10e) um isomorfismo triplo,

o(a, B) (Y2(ws), ¥1(va)) = (U1(va)va(wp))™ = o ((va, ws)) ; (3.15)
por ser 1y g-semilinear,
Uy (dv) = Yo(d)y(v), para todosv € V, d € A, (3.16)

por ser by 1 A — AP um isomorfismo de S-dlgebras graduadas de divisao, entao
Yo : A — A € um o-antiautomorfismo.

Agora, nas condi¢oes da Observacao 3.21, segue que
Proposigao 3.22. A aplicacao

B: VxVld — A
(u,v) — B(u,v) := (u,1(v)),

€ uma forma gy-sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada. Além disso, para todo
r, € R,, a o-coadjunta de r, a respeito de B € ®(r,), isto é,

B(ua,vgry) = o(B,7)B(ua®(r;), vs), para todos u, € Vy,vg € Vb[g}.

Demonstra¢io. Como (—, —) é S-bilinear ndo degenerada e a aplicacdo ¢, : V19 — W
¢ uma bijecao S-linear graduada, segue que B é uma forma graduada S-bilinear nao
degenerada. Além disso,

e para todos dy € Ap, u, €V, e vg € V9 temos
B(deuaa vﬁ) = <d9ua7 w1(05)> = d9 <Ua,¢1(vﬁ)> = daB(uaa Uﬁ)
Isto é, B ¢ A-bilinear no primeiro argumento.

e Também, para todos dy € Ay, uy € V, e v5 € Vﬂ[g], temos

B(ua, dovg) = (ua, P1(dovp))
(e, Vo (dg)in (Uﬁ)>
(97 5) <u0¢a @Z)l (Uﬁ)%(de»
(0, B) (a1 (vg)) to(ds)
(0, 8)B(ua, vg)ho(dg).
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Dai que B é uma forma 1)y-sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada.
Finalmente, para r, € R, fixo, observamos que

B(uq,vgrz) = (ua, ¥1(vsrr))
= (Ua; (vg) (7r - %))
= (Uq, (vg) (Y1 -V (r7))), segue de (3.14);
= (Uq, V1(v3)P ( 2)*), pela defini¢ao de ¥;

(u )
= o(B,7) (ua®(r-), ¥Y1(vgs))

para todos dy € Ag, u, € V, e v3 € Vﬂ[g]. Ou seja, ®(r;) é a o-coadjunta de r, € R, a
respeito de B.
[

Também, outra vez nas mesmas condigoes da Observagao 3.21 e nas condigoes da
Proposigao 3.22, temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.23. Eriste um isomorfismo graduado 1y -semilinear Q : V19 — V19l de
S-modulos G-graduados, tal que

B(vg, vs) = 0 (B, a)tho(B(va, v5Q)), para todos vs € Vi, vg € VI,

Demonstracao. Definimos a aplicacao
Q= 1/)1—1 o %—2 R VAT’ BN, ol

() é um isomorfismo graduado de S-modulos G-graduados, pois é a composta de dois
isomorfismos graduados de S-modulos G-graduados. Além disso, para quaisquer v, € 1%
e dg € Ay, temos

(dﬁva)Q = (dﬁva)¢;1 : %—1
(g ' (do)tby " (va)) ¥1!
= 9y (do) ((va)¥5 ™" - 07"
= 5 %(dy) (va)Q)

isto é, ) é ¢0_2—semilinear.
Por outro lado, para todos v, € Ve vz € V3, obtemos que

B(va,v5Q) = B(va,vsty " 7"

(Ve (vg)03 ")

Uo ' (((va) b1, v5)"7)
o(a, )y ((ug, (va)ihr))
= o(a, By (Blug,va)).

]

Agora vamos introduzir mais um conceito para logo enunciar o resultado principal
desta secao.

Definicao 3.24. Dizemos que uma forma g-sesquilinear graduada com tor¢ao nao de-
generada B : V x VI — A ¢ fracamente hermitiana se existe um isomorfismo de
S-mddulos G-graduados 1y 2-semilinear, Q : V. — V, tal que

B(vg,va) = 0(8, @)tho(B(va, v5Q)), para todos vg € Vg, v, € VOEQ].
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Observamos que, nas condigoes da Defini¢ao 3.24, Q! & 1)2-semilinear. Agora estamos
prontos para apresentar o principal resultado de esta secao, no qual caracterizamos o-
antiautomorfismos em S-algebras graduadas simples com um ideal a direita graduado

minimal. Também salientamos que este resultado é analogo ao resultado Theorem 3.16
de [1].

Teorema 3.25. Sejam G um grupo abeliano, (—, —) : VW — A uma forma A-bilinear
graduada nao degenerada associada a tripla (A, V,W) e R uma S-dlgebra G-graduada tal
que Fi7 (V) C R C Ly (V). Se ® : R — R € um o-antiautomorfismo, entdo eriste
um o-antiautomorfismo Vg : A — A e existe uma forma g-sesquilinear graduada com
tor¢io ndao degenerada fracamente hermitiana B : V x V19 — A | para algum g € G, tal
que:

(i) para todo r; € R, temos que ®(r;) é a o-coadjunta de r, a respeito de B, isto €,
B(ug,vgry) = o(B,7)B(ua®(r;),v5), para todos u, € Vo, v5 € v,

(i) (—, W) € a imagem da aplicagao

Além disso, se ¢}y : A — A ¢ um outro c-antiautomorfismo e B' : V x VI —
A € uma outra forma ¢j-sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada fracamente
hermitiana, que definem ® e (—, W) como nos itens (i) e (ii) acima, entdo existe um
elemento homogéneo 0 # d € A tal que:

o B' = o(0,0)Bd;
o oy(z) = diyg(x)d™! para todo x € A.

Como uma reciproca parcial, se g : A — A € um o-antiautomorfismo e, para
algum g € G, B : V x VI — A ¢ uma forma 1o-sesquilinear graduada com tor-
cao nao degenerada fracamente hermitiana, entao existe uma forma A-bilinear graduada
ndao degenerada (—,—) : VI x W9 — A associada a tripla (A,V[Q],W[_g]), sendo
W = {B(—,u) = fu: u € V}, tal que a o-coadjunta a respeito de B define um o-
antiautomorfismo

Ly, (VI — L, (V).
e ® ("T_.Ig[:iig] (V[g])) = JT-.I?I:F*Q] (V[g])

Demonstragao. Sejam R uma S-algebra G-graduada tal que Fij7(V) € R C L7 (V)
e P : R — R um c-antiautomorfismo. Agora, pela Proposicao 3.20 temos que a
aplicagao (—, =) : W x V. — A% & uma forma A%°-bilinear graduada nao de-
generada associada a tripla (A% W, V). Logo, se consideramos o c-antiautomorfismo
%, L7 (V) — L777 (W), na Observagao 3.21, vimos que

U:=%x,0P: R — R*,
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é um isomorfismo de S-algebras G-graduadas. Consequentemente, pelo Teorema 3.14,
existe g € G e existe um isomorfismo triplo (¢, 11, 1) de (A, 174G W[_g]) para (AP W, V).
Na Observacao 3.21 também anotamos que ¢y : A — A é um c-antiautomorfismo.

Por outro lado, pela Proposi¢ao 3.22, temos que

B: VxVld — A
(u,v) —> B(u,v) := (u,(v)),

é uma forma 1)p-sesquilinear graduada com torc¢ao nao degenerada fracamente hermitiana,
tal que, para todo 7, € R,

B(tg,vgry) = o(B,7)B(ua®(r;),vs), para todos u, € V,,vs € vl

isto ¢, a o-coadjunta de r, a respeito de B é ®(r,). Com isso obtemos a prova do item
(2).

Agora, vamos provar o item (i7). Observamos que a aplicagao

H
—  fu(v) := B(u,v),

¢ bem definida, em virtude de que B é nao degenerada. Além disso, a imagem desta
aplicacao é (—, W), pois

B (= V) = (= ¢ (V) = (-, W).

Assim completamos a prova do item (i7).

Continuando com a prova do teorema, sejam ¢f, : A — A um outro o-antiautomorfismo
e B': V x V0l — A uma outra forma @(-sesquilinear com tor¢ao fracamente hermitiana
nao degenerada, que definem ® e (—, W) como nos itens (i) e (ii). Na Observagao 3.21
vimos que

Fore (W) C R* C LI (W).

Assim, W é um R*-moédulo a direita graduado. Logo, como ¥ : R — R* & um
isomorfismo graduado, segue que W é um R-moédulo a direita graduado com a agao:

wgr, == wgV¥(r;), para todos wg € Ws,r, € R,.

Temos que para cada vg € Vﬁ[g] existe um tnico wg € Wj tal que B'(—,v5) = (—, wg),
pois B’ define (—, W) como no item (7). Logo, a aplicagao

Y vVl W
vg > U'(vg) :=wg, onde B'(—,vg) = (—, wgs),

é¢ um isomorfismo de S-moédulos graduados.

Afirmamos que a aplicacao 1’0oy ! : W — W é um elemento homogéneo de grau zero
que pertence a Endj (Wg) (= A°%7). De fato, temos que ¢’ o ¢y ' ¢ S-linear e graduado.
Além disso, dados r; € R, e vg € Vﬁ[g] fixos, temos que

(Va; ¥/ (vgr+)) = B'(va, vgrr)
= 0(B,7)B'(va®(rr), vp)
= a(B,7)( v
= (v, (¥'(v3)) D(r7)*)
= {va, (¢



para todo v, € V,. Logo, como (—, —) é ndo degenerada, segue que
P (vgry) = ' (v5)¥(r,) = ¢ (vg)rs, para todos vg € Vgg],ﬁ €ER,. (3.17)
Assim, para wg = ¢'(vg) € W e r, € R, fixos, segue que

Yo wgry) = 4 ((W) ( ))

E(wﬂ (W(rr)-v7t))

( (¢ )) pois W(r,) =¥y
e
y' ((ws) ¥y Y ( -), por (3.17) ;
= (7// ¢1 ( ))

Entdo, d = ¢’ o7 € (Endgr(Wg)),, pois ¢’ e ;' sdo homogéneos de grau zero.
Agora, vamos mostrar que B’ = ¢(0,0)Bd e que py(x) = dipg(x)d™", paratodo = € A.
Dados v, € V, e vg € Vﬂ[g] fixos, temos que

B'(va,vp) = (Va, ¥’ (vp))
= (W' ooy ) Ui (vg))
Ua,dtb Uﬁ)>
B) (Va1 (vg)d)
(Vars ¥1(v5)) d

|
Q

|

Q
N TN N
c oo

=
S— 2

Logo, B' = ¢(0,0)Bd, como querfamos mostrar. Também, para v, € V,, e vg € Vﬂ[g] fixos,
temos:
(0, 8)B'(va, va)ibg(ze) = B'(Va, zevs)
0(0,0)B(vq, xovp)d
(0,0)a (8, B)B(va, vg)tho(ze)d
= (0, 8)B (va, vg)d "1o(zp)d,

para todo xy € Ay. Dai que
Yo(r) = d po(z)d, para todo x € A.

Agora vamos mostrar a reciproca parcial. Suponhamos que vy : A — A é um
o-antiautomorfismo e que, para algum g € G, B : V x V9 — A ¢ uma forma -
sesquilinear graduada com trocao nao degenerada fracamente hermitiana. Temos que a
aplicacao

UM VAU
v — fo: V.o — A
w o folu) = Blu,v),

¢ um monomorfismo graduado de S-moédulos G-graduados 1y-semilinear.
Afirmamos que W := {B(—,v) = f, : v € VI} é um A-submoédulo a direita G-
graduado de V9%, De fato, lembrando que a acao de A a direita de V9"* é dada por

(w)(fd) :== ((u)f)d, para todos u € V, f € V9" d € A,
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segue, para quaisquer f,, € Wz e dy € Ay, que

(ua)(fv,gda): (ua)vadQ

= B(’U,Q,Ug)dg
(57 0)B (ta, 1y ' (do)vs)
B (ua, 0 (8, 0)45 " (do)vs)

(Ua) fo(8.0)65" (do)os

para todo u, € V,. Dal que f,,dy = fo(ﬁﬁ)%_l(de)vﬁ € Wgy, para todos f,, € Wp e
dg € Ay. Isto é, W é um A-submoédulo a direita graduado de V97*.
Definimos a aplicagao

(—,—): VxW — A
(Vayv8) > (Va,ws) == B(va, ¥y (wp)).

Observamos que (—, —) é bem definida, pois ¢;' : W — V19 ¢ uma bijecdao. Além disso,
temos que:

o (Vy,wg) € Ayyp, para todos v, € V, e wg € Wp;
e (—,—) ¢ bilinear;

e para todos v, € V,, vg € Vﬁ[g] e dy € Ay,
(dgva, vg) = B (dova, by (wp)) = doB(va, ¥7  (wp)) = dp (va, wg) ;

e também
<Ua, w5d9> = B (Umiﬂl—l(wgdg))
= (va) (¥1 (V7' (wpds)))
(va) (wads)
= ((va)wp) dy
= ((Ua) (wl% (wﬁ))) dg
= Vas ¢1 ) dg
= (va» wg) dy.
e como B é nio degenerada e ¢;' : W — V19 ¢ uma bijecdo, segue que (—,—) énao
degenerada.
Assim, concluimos que (—, —) é uma forma A-bilinear graduada nao degenerada.

Agora, como B ¢é fracamente hermitiana, existe um isomorfismo de S-moédulos G-
graduados 1) ~2-semilinear @ : V — V. Afirmamos que a aplicacao

vy =Q ltoyyt s W — Vl

¢ um isomorfismo graduado de S-moédulos G-graduados. De fato, como ) e 1; sao iso-
morfismos de S-moédulos G-graduados, 1 também o é. Além disso, dados wg € Wjs e
dy € Ay fixos, temos

Va(wpdp) = Q7 101#‘ (wpdy)
= Q_l ( (559) oW ))
= Q! ( )y (d )%1( 8))
— (8, 0)o(dn) Q1 (t (w ))
= 0o(B,0)vo(ds)a (wﬁ)
= by (wg) Yo(dp).

62



Afirmamos que a tripla (¢g,¢1,1%9) ¢ um isomorfismo triplo de (A, 174G W[_g]) para
(A°Pe W, V). Aqui, a tripla (A% W, V) esta associada a (—, —)”". Agora, para quais-
quer v, € V9 e wg € Wgﬁg], temos

(o)W1, 2 (wp))™ =

Q

~—~L R Q

, B8) (Ya(ws), ¥1(va))
,B){Q7 oy (wg), 1 (va))
B)B (Q™" o vy (wg), va)

B (Um@bl—l(wﬁ)))

(
(
o
Yo
Yo
Dai que a tripla (¢, %1,19) € um isomorfismo triplo, como queriamos mostrar. Agora,
pelo Teorema 3.14, segue que existe um isomorfismo graduado de S-algebras GG-graduadas

U End% (AV) — End%.,, (aove W),
definido pela correspondéncia a, — ;' - a, - 11, tal que
(LT, (VD) = L7 (W) e U (R, (V) = F= (W).
Logo, para todos v, € V,, v5 € Vgg] er; € R;, temos

B(va,v57rr) = (Va, (v77)11)
= (Va, (va)U1¥(rr))
= o(8,7)((va)¥ , (vg)i1)
= 0(8,7)B ((va) 7, vg) -

Ou seja, se r, € R, U(r;)* é a sua o-coadjunta a respeito de B. Logo, a aplicacao
composta

(rr)*
(r,)*,

P = *g © W E%;(f g](v[g}) — ‘Cg/;([:g](v[g})

é um o-anti-isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas tal que

s (F%F*g] (V[g])) = F%F*g] (V[g])
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Capitulo 4

Involucoes Coloridas

Neste capitulo caracterizamos € involugoes em algebras G-graduadas primitivas a di-
reita com ideais a direita G-graduados minimais em termos de formas sesquilineares gra-
duadas com tor¢ao nao degeneradas hermitianas e anti-hermitianas.

Em todo o capitulo € : GxG — U(S) vai ser um bicarater antissimétrico. Lembramos
que e-involugoes sao chamadas na literatura de involugoes coloridas.

4.1 Formas Sesquilineares Graduadas ¢(-Hermitianas

Sejam g € G um elemento fixo, A uma S-algebra G-graduada de divisao com um o-
antiautohomorfismo 1y : A — A, e AV um A-espago G-graduado. Lembramos que uma
aplicagao S-bilinear B, : V' X Vil — A ¢ uma forma sesquilinear homogénea de
grau v € G com torgao se:

(i) B, (Va,wp) € Aasgss, para todos vg € Vy, wg € VI9:
(i) By (dova,wp) = doBy (va,ws) € By (Va,dowg) = (0, 8)B, (va, ws) Yo(ds), para
todos v, € Va, wg € Vﬁ[g] edy €Ny

Também lembramos que B, é uma forma sesquilinear homogénea de grau v com
torcao nao degenerada se, além dos itens (i) e (i7) acima, B, satisfaz:

(i4i) para todo v, € V,, B, (v4, V) = (0) implica v, = 0;

(iv) para todo wg € v, B, (V,wg) = (0) implica wz = 0.

Seja € : G x G — U(S) um bicarater antissimétrico. Sabemos que se A é uma S-
algebra G-graduada de divisdao e —: A — A ¢ uma e-involucdo, entdo A também é uma
S-élgebra G-graduada de divisao. Se Z(A) (:= {x € A : xd = dz, para todod € A}) éo
centro de A, temos que existem elementos homogéneos £ € Z(A) N Aq tais que €€ =1.
Em particular, observamos que (1)(1) =1 e (=1)(=1) = 1.

Definicao 4.1. Seja B, : V x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau
v com tor¢io néio degenerada e seja & € Z(A) N Ag tal que €€ = 1. Dizemos que B, é
&-hermatiana se

B, (va, ws) = €(a, § = g)e(e, v)e(v, B = 9)€B, (wg, va), (4.1)
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para todos v, € V,, ws € V[g].

Notagao 4.2. Nas condigoes da Definicao 4.1, quando { =1, dizemos que B., ¢ hermi-
tiana e, quando { = —1, dizemos que B, € anti-hermitiana, no lugar de dizer que B,
¢ ¢£-hermitiana.

Lema 4.3. Seja B, : V x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau y com
tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Para todo v, € V,,

B, (va,V) = (0) se, e somente se, B, (V,v,) = (0).
Demonstragao.

(0) = By (V,va)

se, e somente se,

B, (wg, va) Vo), para todo wg € Vp;
5,Va), para todo wg € Vp;

w
B —g)e(a,y)e(y, B — 9)€B, (ws,v,), para todo wg € Vi;
. (Va, wg), para todo wg € V;

(

Vo, V) .

se, e somente se,

(
B, (ws, va)

=2 |2

se, e somente se,
se, e somente se,
se, e somente se,

cocooc oo
Il
U:JU:JJ—“\U:JU:J
o

v

O
Para a seguinte defini¢do lembramos que, para todo g € G, End% (V) = Enda (V[g]).

Definicao 4.4. Seja B, : V x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau

v com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Dados dois elementos homogéneos a,,b, €
Enda (V). tais que

B, (Vatr, wg) = €(1,8 — g+ 7) By (va, wsbr) , (4.2)

para todos v, € V,, wg € 174
uma e-semicoadjunta de b, .

, dizemos que by é uma e-semiadjunta de a, e que a, €

Observacao 4.5. Se b;,b. € Enda(V), sao duas e-semiadjuntas de a, € Enda(V),,
temos

e(T,8 = g+ 7)By (va, wgh’) = By (vatr,wg) = €(7,8 — g +7) By (va, wpbs) ,
para todos v, € V, e wg € V[g]. Logo, como B., € nao degenerada, seque que b = b,.
Andlogamente, € possivel mostmr que quando um elemento homogéneo b, € Enda(V),
tem uma e-semicoadjunta, esta € unica. De agora em diante: se a, € Enda(V) tem e-
semiadjunta, esta vai ser denotada por a’<; e se se b, € Enda(V), tem e-semicoadjunta,
esta vai ser denotada por b¥<.

Definicao 4.6. Seja B, : V' x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau ~
com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Para todo T € G fixo, definimos 0s sequintes
conjuntos:

o (LY*) ={ar € Enda(V): : a, tem e-semiadjunta};

o (Fi'*) ={a, € LT* : dima(Va,) < o0};
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i (£$®E)T = {b, € Enda(V), : b, tem e-semicoadjunta};
o (FU™) ={b; € LY* : dima(Vb;) < o0}.

Lema 4.7. Seja B, : V x VI — A uma forma sesquilinear homogénea de grau ~y com
tor¢ao nao degenerada &-hermitiana.

*

1. Para todo a, € (LY*°)_, temos a¥*< = a, e a¥ = a¥<;

2. Para todo b, € (LY°°)_, temos b¥<® = b, e bP = b¥.
Demonstragao. Sejam v, € V,, e wg € Vﬁ[g] fixos.

L. Se a, € (LY*)_, temos

B, (vaai<,wg) = e(a+ 1,8 = g)e(a+7,7)e(y, 8 — g)
B, (wg, vaa¥<), por (4.1)
= Le(a+T7,8—g)e(a+T1,7)e(v, B —gle(a+7,7)
B, (wgar,v,), por (3.11)
= Lela+ 78— g)e(a+T7,7)e(y, 6 — g)e(a+7,7)
(fe(ﬂ +7 - g, 04)6(’}/7 Oz)E(ﬁ +7— g, V)B’Y (UOH wBaT)) , por (41)
= e(r,B+v—9)B, (va,wsa,).

*eke

Dai que a, é a e-semiadjunta de a’< e a’< é a e-semicoadjunta de a,, isto é, a’* = a,

ke —

ear =ar.
2. Se b, € (L£7%)_ temos,

B, (va, wgbye) = Ee(a,y)e(a, B —g+T)e(v,8—g+7)
B, (wgb¥<,v,),por (4.1)
= &e(a,)ela, B—g+T)e(v,8 — g+ T)e(r,a +7)
B, (wg,vab;), por (3.11)
= Ce(a,v)e(a, B —g+T7)e(v, B — g+ T)e(T, a0 + )
({'e(ﬁ —g,7)e(B—g,a+7)e(y,a + 7)B, (vabT,wﬁ)) ,por (4.1)
= €(f—9g+7,7)By (vabr,wp) .

Logo, b, é a e-semicoadjunta de b¥< e b¥< é a e-semiadjunta de b,. Assim, b, = bP<®«
e b¥e = b¥e.

]

Corolario 4.8. Seja B, : 'V x VIl — A wma forma sesquilinear homogénea de grau ~
com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Para todo T € G, temos que (L£77*) = (L")
e (‘F‘g/ri%e)’r = (F‘%T@e)T'

Demonstragao. Se a, € (L{*°)_segue, peloitem 1 do Lema 4.7, que af< é a e-semicoadjunta
de a,. Dai que a, € (L}*°)_. Por outro lado, se b, € (L}/*°)_ segue, pelo item 2 do Lema
4.7, que b, & a e-semiadjunta de b¥<. Logo, b, € (L£]/*)_. Entao (L£7*)_ = (L}™)

Como (L{*)_ = (L£]%)_, é imediato que (F}/*°)_ = (Fy ™)

-

]

T
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Lema 4.9. Seja B, : V x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau vy com
torcao nao degenerada e-hermitiana. Temos que:

1. Ly = @ (LY). é uma S-subdlgebra G-graduada da S-dlgebra G-graduada End} (V);

T€G
2. FU = @ (F)*). €ideal G-graduado da S-dlgebra G-graduada L7*<.
TEG
Demonstragao. 1. Sejam a.,a, € (L) e seja a, € (L), .

e Para quaisquer v, € V, e wg € V[g], temos

B, (vy (ar —a;) ,wg) = By (Vatr, wg) — B, (vaar, wﬂ)
= 6( B —g9+7)B, (va, wga <) —
EET B —g+7)B,y (Va, wpa ) por (3.11)

= (7,8~ g+ 7)By (vm,ws (a3 — 03)).
Logo, (a; —a,)™* = a¥< — ak<. Dal que, para cada 7 € G, (L}/*)_¢é um
S-submodulo de Enda(V),. Consequentemente, £/ ¢ um S-submodulo de

End% (V).

e Para quaisquer v, € V,, e wg € Vﬁ[g], temos

B, (va (aray) ,wg) = B, ((vaar) ay, wp) '
= (naﬁ —g+ V)B’Y (Uaaﬂwﬁa:;e)
= e B—g+y)e(T.B+n—9+7)
By (Va, (wpai<) aZ<), por (3.11)
= e B—g+y)e(r.B+n—9+7)
By (v, wg (af<aX<)), por (3.11)
= e, B-g+y)e(T.B-9+7)
~y (Uou wWg (6(7-7 U)ajeafs)) ] ]
(n+71,8—9+7)B, (va,wg (6(7-, W)aﬁeafe)) _

|
™

s/

I
M

Ke

Logo, (ara,)™* = e(,n)az<ai e, assim, a.a, € (L£y*)_,,. Entdo L77** ¢ uma

S-subalgebra G-graduada da S-subélgebra G-graduada End% (V).

2. Sejam a,,a, € (Fy/*)._ e scja a, €

Egréiée )77 .

e Temos que a, — a. € (F/*)_, pois dima(Va,) < oo e dima(Val) < oo
implicam que dzmA( (ar —al)) < co. Assim, para cada 7 € G, (F/*)_é
um S-submodulo de Enda(V), e, consequentemente, Fy,*° ¢ um S-submodulo
de L.

e Como V(ara,) = (Va,)a, e dima (Va,) < oo, dima (V(ara,)) < co. Logo,
ara, € (F*).,,. Por outro lado, como V(aya.) = (Va,)a, C Va, e
dima(Va,) < 0o, obtemos que dima (V (aya,)) < oo. Entao a,a, € (F7*)
Assim, concluimos que Fy/*¢ é ideal G-graduado de L£7*.

€ (
97'965

)

r

T+n"

]
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Observacao 4.10. Sejam A uma S-dlgebra G-graduada de divisio e AV um A-espaco
G-graduado.

1. Nao € dificil verificar que o S-mddulo G-graduado V9™ := @ Homa (V,D)_ € um
TEG
A-madulo a direita G-graduado com a a¢ao dada por:

(v) (fd) := ((v)f)d, para todosv €V, fe VI deA. (4.3)

2. Seja — A — A uma e-involucdo. Para qualquer g € G fizo, temos que V19 é um
A maddulo a direita G-graduado com a ag¢@o:

Vadp = €(a, 0)dgv,, para todos v, € Vgﬂ, dg € Ng. (4.4)

De fato, a agao é bem definida e, para todos v,,v., € V9 e dg,dy € Ay, se tem
Vo TV, )0 = Vo +V, Ay € Vo (dg + = VUaly +Vady. ém d18s0, para qualsquer
( o )d do+vod (do + dy) = vady +vady. Além disso, para quaisq
va €V dg € Ny e dy € A,

Va (dody) = €(a, 0 + n)dpd,yvq, por (4.4)
6(06, 0 + 77)6(67 77) (dn d@) (2

(o, 0)e(a + 6,m)d, (d_eva)
= (Vadp) dy, por (4.4).

3. A aplicagdo

€ um 1somorfismo de S-dlgebras G-graduadas.

De fato, nao dificil verificar que £ € bem definida, é graduada e é S-linear. Também
observamos que, para d,d" € A arbitrdrios, (dd)x = d(d'x"), para todo = € A; isto
€, Law = LqLa. Dai que £ é homomorfismo de S-dlgebras G-graduadas. Além
disso, temos que £ € injetora, pois se d € A e £, =0, entao 0 = £4(1) = d. Por
altimo, observamos que £ também é sobrejetora, pois dado f € Endi (Aa) fizo,
seque que f(x) = f(1)x = Lsq)(x), para todo v € A. Assim, concluimos que £ €
um isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas.

Na prova do seguinte lema vao aparecer os conceitos introduzidos nas Defni¢oes 1.14
e 1.15. Também, na prova deste lema, vamos usar o Teorema 1.16.

Lema 4.11. Seja B, : V X VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau ~ com
tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. A aplicagao

p: Vi — yarse
wg — p(wg): V. — A
Vo = (va) (p(wp)) = By (va, wp) ,

€ um monomorfismo homogéneo de grau v de A-espagos a direita G-graduados. Além
disso, Im(p) € fracamente denso.
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Demonstracdo. E claro que ¢ é bem definida. Também, ndo é dificil verificar que ¢ é
S-linear e homogénea de grau . Agora, dados v, € V,, e wg € Vﬂ[g] fixos, segue que

(va) (p(wpdy)) = By (va,wpdy)
6(ﬁ, H)ny (Ua, dgwg)
B, (va, ws) dg

= (va) (p(wp)dp) -

Logo, ¢(wgdy) = ¢(ws)dp, para todos ws € Vﬂ[g] e dyg € Ay. Entao, ¢ ¢ um homomor-
fismo graduado de A-moédulos G-graduados a direita. Além disso, se 0 = p(wp), temos
B, (V,wg) = (0). Dai, como B, é nao degenerada, obtemos wz = 0. Assim segue que ¢ é
injetor e, consequentemente, um monomorfismo de A-mdédulos a direita G-graduados.
Agora, vamos mostrar que Im(yp) é fracamente denso. No item 3 da Observacao
4.10, vimos que A e End} (Aa) sao isomorfas como S-algebras G-graduadas. Dai que,
(A, Apn, AL AV Im(p)) € um A-contexto a direita G-graduado. Além disso, observamos
que Ap é fechado, pois Ax e (0) sao os tnicos A-sumoddulos G-graduados de A, e, para
todo homomorfismo graduado de A-médulos a direita f: A — A se tem f(z) = f(1)z,
para todo x € A. Também temos que Im(yp) é total, pois dado 0 # v, € V,, como B,
¢ nao degenerada, existe wg € Vﬁ[g] tal que 0 # B, (va,ws) = (va) (p(wg)). Assim, pelo
Teorema 1.15, segue que Im(p) é fracamente denso. O

Lema 4.12. Seja B, : V X VIl — A wma forma sesquilinear graduada ndo degenerada
-hermitiana. Se V = {vg, ..., 0, ... vk, ... ,UZB} C V € um conjunto de elementos

) Yo )

homogéneos linearmente independentes sobre A, entdo existe um conjunto

W= {wh, ol yC Y

y Y—a—y>
de elementos homogéneos, tal que

B, (vé, w’ ) = 0;;00., para todos vé eV, wiw_v e W.

—w—y

Demonstracdo. Seja ¢ : V19 — V97 o monomorfismo homogeéneo de grau v definido no
Lema 4.11.

e Afirmamos que, para cada v} € V,

JOO =B (- w) € Im(p): B, (!

o

,7w) =0, para todo Ula, eV, Ula/ # Uzy}

¢ um A-submodulo G-graduado de I'm(¢p), nao nulo.

Nao ¢ dificil ver que J@® é um S-submoédulo de Im(p). Dado B, (—,w) =

= BEGB7 (— wg) € JO temos que 0 = B, (v}, w) = B%GBW (vl wg) € Im(yp),

para todo vﬁl, ev, vf], # vp. Dai que, para cada 8’ € G, B, (v%,, wﬁl) = 0, para todo
vil, eV, va, # vj. Logo, para cada 8’ € G, B, (—,wg) € J®9); isto ¢, J@9) ¢ um'S—
submddulo G-graduado de I'm(p). Além disso, para quaisquer B., (—,wg) € J&9),
d, € Ay, temos 0= B, (pé,,wgf) dy = (v),) (By (=, wg) dy), para todo v), € V tal
que vﬁi, # vi. Entdo, JO9 & A-submodulo G-graduado de Im(yp). Agora, resta
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mostrar que J% ¢ ndo nulo. Temos, pelo Lema 4.11, que Im(y) ¢ um A-médulo
a direita G-graduado fracamente denso. Logo, existe B, (—, wg) € Im(p) tal que

B, ('U@,?,Uﬁ/) #0e B, ( /,”LUg/) =0, paratodov eV, v # vp.
Entdo 0 # B, (—,wg) € J&9.

e Afirmamos que, para cada v} € V, v J®) = A.

Observamos que vjJ " C viIm(p) C A. Por outro lado, como Im(y) é fracamente
denso, existe B, (—,wg) € Im(p) tal que

doypr+y = B, (va,w[gz)%OeB ( ,,wgf)—O paratodov,EV ?J # ).

Assim B, (—,wg) € J@9 e, como J#9 ¢ A-moédulo a direita G-graduado, segue que
B, (—,wg) (d9+5/+7)_1 d, € JU para todo d, € A,. Logo, para todo d, € A,,

i -1 i 7
d, = B,y (1)0, wﬁf) (dg_;,_/g/_;,_v) d, € UQJ( 28
Dai segue que A C v}.J®9).

e Agora vamos finalizar a prova de nosso lema. Vimos que, para cada vj € V, v J ) =
A. Logo, para todo vj € V, existe B, (—,w',_) € JO tal que B, (vj, w',_ ) = 1.
Assim, temos que existe um conjunto de elementos homogéneos

o 1
W= {w', pr e WIS W —6 7} c vl
tal que ' '
B, (vg,w’, ) = 6;;0y, para todos vy € V, w’, € W.

]

Agora, nos trés resultados que seguem, Lemas 4.13, 4.14 e 4.15, vamos caracterizar os
elementos de (F{).

Lema 4.13. Seja B, : V x VIl — A uma forma sesquilinear homogénea de grau v com

torgcao nao degenerada &-hermitiana. Dados wg—,_, € Vﬂ[g]77 ., € vy €V, fizos, temos que
a aplicacao
wg: V — V

v (0)p = By (v, wp—n—) vy,

¢ um elemento homogéneo de grau 8 que pertence a JFy *¢

disso, 3 # 0 se, e somente se, v, # 0 e wg_,—, # 0.

, com dima(Vpg) = 1. Além

Demonstragao. Observamos que (V)¢ C Av,. Dai que se ¢z # 0, entdo (V) ¢ = Av,,
isto &, dima (V) = 1. Agora, vamos mostrar que a aplica¢ao

Vg vid s yld
w o (w)hg = Ee(B—n— v, n)e(B, 9)e(y, —7)e(y + 1, —g) By (w,vy) wa—y—,
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é a e-semiadjunta de @g. Nao ¢é dificil verificar que 15 € EndX (AV19)5. Por outro lado,

sejam v, € V, e wg € Vﬂ[,g] elementos homogéneos fixos. Logo, como B é uma forma
sesquilinear homogénea com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana, segue que

B, ((va)ps, ws) = By (By (Va, Wp—n—ry) U, W)
= B, (Va, Wp—n—y) By (vy, wpr)
= eB=n—7vn+B+7)B, (Um (Bv (v, wﬂ’)) wﬁ—n—v)
= e(B-n—7n+5+7)
B, (va,&e(n, 8" — g)e(v, B — 9)e(n,7) By (wgr, vy) wp—y—)

Agora, observamos que €(3 —n —v,n+ 8" +7) = (B —n—7,6 +7)e(B —n— 1),
e(B,—g)e(B,9) =1 ee(—g,n)e(n, —g) = 1, porque € é um bicarater antissimétrico. Assim,
obtemos

e(B—=n—7n+ B +7)By (va,&e(n, B’ — g)e(v, B — 9)e(n,7) By (war, vy) wa—y—ry) =
2(6(5—n—7,ﬁ’+7) (B=n—=>n)em B —g)ely, 5" — g)en,7)
(e(B,—9)e(B,9)) (e(—g,me(n, —9)) By (va, EBy (war, vy) wg—y—y) =

=¢€(B - 77 v, B8 +7)e(B, — )( g,me, 8" — g)e(v, B — g)e(n, )

By (va, &e(B =1 — v, m)e(B, 9)e(n, —g) By (war, vy) Wp—ry—r)

Logo, como

e(B—n—, B'4+7)e(B, —g)e(—g,n)e(n, B'=g)e(y, B'—g)e(n,v) = €(B, B'—g+7)e(—7,7)e(v, —9),
segue que

e(B—n—70+7)eB,—g)e(—g,ne(n, 8" — g)e(v, 8" — g)e(n, 7)
37 (’Ua,€€(ﬁ —n="7 77)6( )6( ) (wﬂl Uﬂ) Wg—n— 7) =
(B, 6" — g +7)e(=7.7)e(r, —9)
B'y (Ucw 56(5 -n—=-" 77)6( )6( ) (wﬁ’v Uﬁ) wﬁ—ﬁ—W) =
= B, —g+7)
By (v, E€(B =1 — v, m)e(B, 9)e(—7,7)e(v, —g)e(n, —g) By (wgr, vy) wp )

Il
[

Por fim, pela definigao de 13, obtemos

€B,8'—g+7)
By (va, Ee(B— 1 — v, m)e(B, g)e(—7,7)e(y + 1, —g) By (g, vy) wp_y—y) =
(5 B —g+7)By (va, (wa) ¥g) .

Recapitulando, temos que

)

B, ((va) s, wg) = €(8, 8" — g+ ) B, (va, (wg) ), para todos v, € V,, e wg € Vﬁ[‘fﬂ.

Isto ¢, ¥ ¢ a e-semiadjunta de ¢g.
Por ultimo, para completar a prova do lema, observamos que por ser ., nao degene-
rada, temos:
g # 0 se, e somente se, v, # 0 e wg_, # 0.
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Lema 4.14. Seja B, : V X VIl — A wma forma sesquilinear homogénea de grau

g7 xe

com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Todo elemento homogéneo pg € (Fy* )/3’ com

dima(Vpg) = 1, € da forma s := By (=, ws—y—) vy, para alguns wg_y € Vﬁ[g]n )
v, € V.

Demonstragao. Como dima(Vg) = 1, segue que (V)pg = Awv,, para algum v, € V,, nao
nulo. Logo, pelo Lema 4.12, existe w;,_, € Vn[ﬂ tal que B, (v,, w_,—) = 1. Agora, dado
Vo €V, fixo, temos (vy)pp = datp—nvy para algum dyyp—, € A, e assim

By ((va) s w—y—y) = By (datp—nVn, W—n—y) = datp—yBy (v, w_y—y) = das .

Logo, para v, €V, fixo,

(Va)p = datp—ny
= B, ((va)ws, w_n—) vy _
= €(B,—n—g)B, (Uw <w*777'y)9023§6) Un
= (Ua) (Bv (_v e(ﬂ, -n - g) (w—n—v)wﬁe) Un) .

Dai, segue que g = B, (—, (B, —m — g)(w_n_v)gpée) Uy. O]

Lema 4.15. Seja B, : V x Vil — A wma forma sesquilinear homogénea de grau

v com tor¢do nao degenerada &-hermitiana. Temos a, € (Fy ™) se, e somente se,

a; € soma finita de elementos homogéneos da forma B, (—,w,_,_)v,, com v, € V,,
[g]

Wr—p—y € Vil

Demonstragao. Seja a, € (Fy *)_. Como dima(Va,) < oo, podemos escolher uma A-
base finita de elementos homogéneos, B := {uy,, ... ,ul*,... uj...,us’} €V, para Va,.
Agora, pelo Lema 4.12, existe um conjunto finito

W = {w' w'e L ,wl_ﬁ_7 . ,wi%ﬂ} c vl

—— 'y7"'7 —a—*y?

de elementos homogéneos, tal que

B, (ug,w’, ) = 6;;00,, para todos uy € B, w’, . € W.
Para v, € V, fixo, temos vaa, = 3 di,,, ,ui e temos
ubeB
B, (vaar, w’, ) Zda+T . w]_w_v) =d ., para todo w’ L EW.
uh€B
Assim, para qualquer v, € V,, segue que
Va7 = Z da-‘,—'r n 17
vieB
= Z B, (vaaT, nf'y) Uy
vl eB
= Z e(r,—n — 9)By (va, W', _ a%<) v}
vhEB
~ (va) (z B, (= e(r,—n — gt _ ))
vhEB
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Daf que, a, = Y. B, (—,¢€(r,—n — g)uw' Wy vafe) V-
vieB

Reciprocamente, se a, é soma finita de elementos homogéneos da forma B., (—, w,—_,_~) vy,
com v, €V, e wy_,_, € Vf@nfv segue, pelo Lema 4.13, que a, € (Fy *) . O

Agora, no seguinte resultado apresentamos condi¢oes sufientes para que uma S-algebra
G-graduada seja uma S-algebra G-graduada primitiva a direita. Como é de se esperar,

este resultado envolve a teoria desenvolvida neste capitulo. Anotamos que este resultado
¢ uma pega chave na prova do Teorema 4.21, que ¢é o principal resultado deste capitulo.

Proposicao 4.16. Seja B, : V x VI — A uma forma sesquilinear homogénea de grau
v com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Entao,

(i) FJ*< age densamente a direita de V' ;
(ii) Se R é uma S-dlgebra G-graduada tal que
‘F‘%’r%e CRC Ei}}“s:ee7
entao R € uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita.

Demonstragao. (i) Seja V = {vl,... ;v7} C V um conjunto de elementos homogéneos
linermente independente sobre A e seja B = {u}j, ...,uj} €V um subconjunto de
elementos homogéneos Pelo Lema 4 12, existe um conjunto de elementos homogé-

neos W = {w!,,__ . Tayt CV. Vi -, tal que

B, (v}, wia,,y) = J;;, para todos v, € V, w‘iaﬂ cW.

Agora, pelo Lema 4.13, paraj =1,...,n, temos que B, (—, w];a_w) ué € (FV™) _arp

Assim, t = ZB (—w' ) u]B € (F*)_qsp Logo, observamos que

vit = (v ><ti( W, 0%)

j=1
n .
— Z ,Y(v,w_a 7)u/jg

Entao, Fi/*< age densamente a direita sobre V.

(it) Como V é End (V)-modulo a direita G-graduado fiel e R C L{/* C End} (V),
segue que R age a direita fielmente sobre V. Por outro lado, pelo item anterior,
F7* age densamente a direita sobre V. Logo, como Fi/* C R, segue que R
age densamente a direita sobre V. Dai que V é R-mddulo a direita G-graduado

irredutivel. Entao, R é S-algebra G-graduada primitiva a direita.
O

Para finalizar esta se¢ao, apresentamos a seguinte proposigao que estabelece condigoes
suficientes para que uma S-algebra GG-graduada primitiva a direita possua uma involucao
colorida. Este resultado também é usado na prova do principal resultado deste capitulo,
o Teorema 4.21.
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Proposicao 4.17. Seja B, : V x VIl — A wma forma sesquilinear homogénea de grau
v com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Entao

(i) Se %, € a e-semiadjunta associada a B.,, %. € uma e-involugio sobre LI7*;
(it) Se R € uma S-dlgebra G-graduada tal que F'*° C R C L{* e R € invariante pela
acao de %, seque que %, € uma e-involucao sobre R.

Demonstragao. Vimos no Corolario 4.8 que, para todo 7 € G, (L£{*°)_ = (L}/*°)_. Dai, e
do fato de que a e-adjunta de um elemento a, € (L3, *)_ ¢é tnica, segue que

er LI — LI

é bem definida. Além disso, na demonstracao do Lema 4.9 vimos, para todos a,,a, €
(LV*), e ay € (LY),, que

~ \ % * ~ X * Xe K
(a’T - a’T) ‘= az® —agc e (a’TaW) ‘= 6(7—777)@776@76‘
Logo, como *c também é S-linear, segue que *< é um e-antiautomorfismo. Também temos
que *c & injetora, pois se a,,a, € (L}*°)_ e aXc = ak<, obtemos que a, = a,, ja que
B, ¢ nao degenerada. Por tltimo, anotamos que *e ¢é sobrejetora, pois, pelo Lema 4.7,
af*< = a,, para todo a, € (L}*)_.
Observamos que o item (i) ¢ imediato do item (7). O

4.2 Algebras Graduadas Primitivas & Direita com um

Ideal & Direita Graduado Minimal e com Involucao
Colorida

O seguinte teorema ja é conhecido na literatura das &lgebras graduadas e, por esse motivo,
aqui apresentamos ele sem demonstracao. Se o leitor tiver interesse na sua demonstracao,
ela pode ser consultada na referéncia 22|, onde a demonstragao foi feita para o caso de
anéis G-graduados.

Teorema 4.18. ( [22], Teorema 4.2.2) Seja R uma S-dlgebra G-graduada primitiva a
direita, com caracteristica diferente de 2, com um ideal a direita G-graduado minimal e
com uma o-involugcao x, : R — R. Entao ocorre um, e somente um, dos sequintes
casos:

(i) Existe um idempotente minimal e € Rq tal que €* = +e;
(i) Eziste um idempotente minimal € € Ry tal que ee*> = 0.

Agora nos dois lemas que seguem, Lema 4.19 e Lema 4.20, consideramos os dois
casos que nos apresenta o Teorema 4.18 e vemos que, em cada um deles, existe uma
forma sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada hermitiana ou anti-hermitiana
B:V x VI — A onde %, é a e-semiadjunta associada a B e F/** C R C LI
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Lema 4.19. Seja R uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita, com caracteris-
tica diferente de 2, com um ideal a direita G-graduado minimal e com uma e-involugao
*. : R — R. Se existe um idempotente minimal e € Ry tal que e** = *e, entdao exis-
tem um elemento g € G, uma S-dlgebra G-graduada de divisao A com uma e-involu¢ao

o A — A, um A-espago G-graduado AV, e uma forma sesquilinear graduada (homogé-
nea de grau zero) com tor¢io nio degenerada hermitiana B : V x V19 — A tais que *.
€ a e-semiadjunta associada a B e

F= CRC LY.

Demonstracao. Suponhamos que e € Ry ¢ um idempotente minimal tal que e* = +e.
Observamos que V = eR ¢ ideal a direita G-graduado minimal de R. Logo, pelo Lema
1.11, temos que A = eRe é uma S-dlgebra G-graduada de divisao e V' é um A-modulo a
esquerda G-graduado.

Passo 1. Afirmamos que a restri¢ao da e-involugao de R a A, *|a : A — A, é uma
e-involucao sobre A. De fato, para d = > dy = > erge € A fixo, observamos que

e e
() =) (do) =) erje.
beG beC

Logo, A ¢ invariante pela acdo de %, e, consequentemente, a restricdo *.|a é uma e-
involugao sobre A.
Passo 2. Afirmamos que a aplicacao

B: VxV — A
(er,ef) — DB (er,er) = eri*e,

¢ uma forma sesquilinear graduada com torcao nao degenerada hermitiana. De fato,
pela definicao de B, nao é dificil ver que B é S-bilinear. Além disso, para er, € V, e
erg € Vj fixos, sendo r, € Ra e 15 € Ry, segue que B (ery,erg) = ergrye € Ayyp,
isto ¢, B ¢ graduada. Também, dados dy € Ay, er, € V,, e erg € V3 fixos, temos que
B (dy(ery),erg) = dgB (erq,erg) e

B (ery, dg(erg)) = erq (dorg)™ e = e(0, Berary dye =
= (0, B)eraryedy = e(0,3)B (era,ers) dy;

isto é, B é forma sesquilinear graduada com torcao. Ainda, para er, € V, e erg € Vj
fixos, temos

B (ery,erg) = (erargee)*e = e(a, pe*rgrice™ = e(a, plergrice = e(a, B) B (erg, ery) ,

isto é, B é hermitiana. Por outro lado, pelo Lema 1.10, sabemos que por R ser uma S-
algebra GG-graduada primitiva a direita, R é uma S-algebra G-graduada prima. Logo, se
er, € V, e B(er,,V)=er,Re = (0), entdo, pela Proposigao 1.5, obtemos que er, = 0.
Pelo mesmo argumento, se (0) = B (V, er,) = eRrie, segue que erys = 0. Dai, como *, ¢

uma e-involugao, obtemos er, = 0. Assim, concluimos que B também é nao degenerada.
Passo 3. Afirmamos que R C L{*. De fato, temos que a aplicagao

R: R — Ends(V)

r o R, : \% Vv
v

—
— (V)R = or,
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¢ bem definida, S-linear e graduada. Além disso, dados r, € Ry € 73 € Rp, temos
VR, ory = V(rarp) = (V7)1 = VR, R, para todo v € V. Logo, R é um homomorfismo
graduado de S-algebras G-graduadas. Por outro lado, como R é prima, pelo item (ii) da
Proposicao 1.5 temos que a,Rbs = (0) implica a, = 0 ou b = 0, para quaisquer elementos
homogeéneos a, € R, € bg € Rg. Dai, como Anny (V) ={r € R: eRr = (0)} é um ideal
graduado de R, segue que Annf (V) = (0). Consequentemente, R age fielmente sobre V'
e, entao R é injetora. Assim, R é um monomorfismo de S-algebras G-graduadas. Agora,
vamos mostrar que todo elemento homogéneo de R tem e-semiadjunta. Dado rg € Rz
fixo, temos

B ((era)rs,ery) = (era)rarie = ¢(3,7)er, (rwrge)*g e=¢(8,7)B (era, erﬂ/rge) :

para quaisquer er, € V,, e er, € V.. Isto ¢, a e-semiadjunta de um elemento fixo rg € Rz
é rgf. Com isso completamos a prova de que R C L7*.
Passo 4. Afirmamos que F}/** C R. De fato, observamos que para ws_, € Viz_, e
v, €V, fixos,
B (Va, Wp—n) vy = Va (Wg—y)™ €0, = (Ua)%(

*e y
wﬁfn) €un

para todo v, € V,. Logo, B (—,ws_,)v, € R. Assim, pelo Lema 4.15, concluimos que
Fr* CR. O

Lema 4.20. Seja R uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita, com caracteris-
tica diferente de 2, com um ideal a direita G-graduado minimal e com uma e-involucao
* : R — R. See € R € um idempotente minimal tal que ee* = 0, entdao exis-
tem: um elemento g € G, uma S-dlgebra G-graduada de divisao A com uma e-involu¢ao

o A — A, um A-espaco AV G-graduado e uma forma sesquilinear graduada com tor¢io
hermitiana ou anti-hermitiana B : V x VI8l — A tais que x. € a e-semiadjunta associada
aBeF/* CRCLy*.

Demonstracao. Suponhamos que e € Ry é um idempotente minimal tal que ee* = 0.
Observamos que V = eR é ideal a direita G-graduado minimal de R. Logo, pelo Lema
1.11, temos que A = eRe é S-algebra G-graduada de divisdo e AV é um A-espago a
esquerda G-graduado.

Como R é S-algebra G-graduada primitiva & direita, entao, pelo Lema 1.10, R é uma
S-élgebra G-graduada prima. Dai, pela Proposi¢ao 1.5, obtemos que eRe* # (0) e,
consequentemente, eR.,e* # (0), para algum v € G. Seja t, € R, tal que et,e* # 0.
Outra vez, como R é uma S-éalgebra G-graduada prima, temos (0) # e*Ret,e* pela
Proposigao 1.5. Logo, como A* é uma S-algebra G-graduada de divisao e e*Ret,e* ¢
um ideal G-graduado de A*¢, segue que A* = e*Ret,e*. Assim, existe s_, € R_, tal
que

e’ s_jet, e = 1pw =e™. (4.5)
Observamos que se e (7“7 + 7’;6) e* # 0, para algum r, € R,, podemos escolher t, =

* Ke)Fe * 43 * *e
o + 12 para obter (et,e*)™ = et,e*. Em caso contrario, se e (7&, + 7’76) e* = (0, para

todo 7, € R, podemos escolher ¢, = r, para obter (et,e* )™ = et’re = —et,e™. Em
resumo, sempre ¢ possivel escolher ¢, € R, tal que
(et ™) = et e*, com & = £1s. (4.6)

Passo 1. Afirmamos que:
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(i) e = e(—v,7)f et e s™ e;

*e

e =e(—y,7){ e s e

(ii) (e*s_.,e)™ = e*s
(i17) e = et e*s_,e.
De fato:

(1) Das equagoes (4.5) e (4.6), temos que

*e

e=(e*)" = (e*s_,et,e*)
(=7,7) (et )™ (es_e)
e(—7,7)€ et e e* s e
(=7, 7)¢ et e s e.

*e

= ¢
(77) Da equagdo (4.5) e do item anterior, temos
e(—y,7)¢e*s_ye = e(—y,)Ee* sy (e(—y,7)E et e* s e)
= e*s_jet,e* s e

P *e oXe
= e 8_78

= (e*s_,e)

*e

(i71) Pelos itens (i) e (iz) anteriores, e lembrando que €(a, —a)? = 1 para todo a € G,
temos

e = e(—7,7)¢et,e 5™ e = €(—7,7)e(—7, 1) et s_je = et,e*s_e.

Passo 2. Afirmamos que a aplicacao

o A — A
d=Ydy = d:= > e(0,y)et,edyes_.e,
0eG 0eG

é uma e-involucao sobre A. De fato, observamos que a aplicacao é bem definida, pois se

SNdp =d=d =Y. dj, segue que dy = dj), para todo § € G. Dai que d = d’. Como *,
0eG =e

¢ S-linear e o produto na S-algebra R também o é, segue que a aplicacio e: A — A ¢
S-linear. Sejam dy € Ay e d, € A, fixos. Usando a equagdo (4.5), temos

dod, = €(0+7,7)et 4€* (dpd,)" e*s_.e

€0+ T1,7)e(0, T)et e drdyers_ e
(0 +7,7)e(0,T)et e dr (e*s_ et e*) dye*s_e, ;
( Je(0

(

(

I
()

€
€

O+ 7,7)e(0,7) (etye*dres_.e) (et e dye*s_.e)

0,7) (e(1,v)et e dre*s_.e) (e(0,v)et e dye*s_.e)
0,7)d, dg

()
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Agora, seja dy € Ay. Da equagao (4.6) e os itens (7), (ii) e (éii) do Passo 1, temos

dg = €(0,7)et,e* (dy) " e*s_.e
= €(0,7)e(0,7)et e* (et e*dye*s_.e) e s_.e
€(0,7)%et e (e(y,0 —7) (dye*s_,e)™ (et,e*)™) e*s_,e
= ¢(0,7)%et e (e(7,60 —7)e(f, =) (e*s_,e)™ dy (et,e™)") e*s_.e
= ¢(0,7)%et e* (e(7,0 —7)e(0, —v)e*s™ edy ({et,e*)) e*s_e,
= €(0,7)%(7,0 —7)e(0, —7)¢ (et,e* e* s™.e) dy (et e*e*s_.e)
= €(0,7)%(7,0 —7)e(0, =) (et e, s )de (et e*s_.e)
= €(0,7)%(7,0)e(0, =) (e(v, —v)E et e*fs_ e) dge
ed9
= dy.

Por fim, para concluir que : A — A é uma e-involucao, vamos mostrar que ¢ bijetora.

Se -
0=dy=e€(0,7)et,e*dye* s e,

entao, usando a equagao (4.5), obtemos
0 = €(7, 0)e*s_dot,e* = e(v,0)e(0,7) (e*s_et,e*) dj (e*s_et,e*) = e*dje* = d.

Logo, dy = 0 e, assim, segue que a aplicacdo e é injetora. Por outro lado, como dy = dj
para todo dg € Ay, segue que a aplicacdo e & sobrejetora. Portanto, e: A — A é uma
e-involugao sobre A.

Passo 3. Afirmamos que a aplicacao

B: VxVil — A
(Vaywg) > B (vg,wg) = v, (W)™ s_,€

é uma forma sesquilinear graduada nao degenerada {-hermitiana com £ = +15 = +e. De
fato, vemos que B é bem definida e S-bilinear. Além disso, para quaisquer v, = er, € V,,
Wg = €rgy~ € Vﬂ[_ﬂ edy € Ag:

o B (vy,wg) = vy (wp)™ s_,e € Agip;
o B (dyv,,wp) = doB (Va, wp);

e pela equagdo (4.5) e pelo fato de que u;<e* = uj para todo u, € Vn[fﬂ, também
temos

B (Ua, dgwlg) = (dgwg)*e S_ 7e
— e( B+ ) wﬁ dys_.e
= €0, +7)vawy (e*s_ et,e*)dys e
= €(0,5+ v)vawﬁ s_~et.e*dys_.e
= €(0,847) (vawhs_e) et e*dye*s_e
= Egaﬁ) (va; wg) (€(0, 'y)etwe*fdgée*és_ye)
0.5

(€
= €(0,8)B (va,ws) dy.
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Logo, B é uma forma sesquilinear graduada com tor¢ao. Agora, vamos ver que B também
é ndo degenerada. Se (0) = B (va, V) = v, (eR)™ s_,e = v,Re*s_,e, como R é uma
S-édlgebra G-graduada prima, pela Proposicao 1.5 segue que v, = 0. Por outro lado, se
(0) = B (V,ws) = eRwj s_,e, entdo, pela equacio 4.5, (0) = eRwj's_-et,e* = eRwy
Dai segue, outra vez pela Proposicao 1.5, que wgf = 0. Logo, como . ¢ uma e-involugao
sobre R, obtemos wsz = 0. Assim, concluimos que B é nao degenerada.

Por fim, vamos mostrar que B é {-hermitiana com £ = +15 = d+e. Usando os itens
() e (ii) do Passo 1, temos

B (wg,va) = €(B+ a,v)et e B (wg,v,)" e*s_ e

( ,y)et, et (wavis_.e) e*s_.e

(B +a, fy)e *(e(B 47, a—7) (vrers_je) wy) e* s e

(B + a,7)et e (e(B + 7,0 —7)e(a, —’Y) (e* s—,e)" vaw) e*s e
( )

( )

[

*e

I
[

= €e(f+a,y e(ﬂ +7,a —7y)e(a, —v)et,e*e*s™ e (vawf;e“s_ve) ,
= €(B+a,7)e(B+7,a—7)ela, =y)e(—7,7 )5’( (v, —7)¢'et,e™e* s e)
B (V4, wp)
= 6(6 +a, V)E(ﬂ + 7,0 — 7)6(0'/7 _’7)6(_77 7)§/eB (’anﬁ) )
= B+, 0)(€e)B (va,ws) -
Por outro lado, pelo item (i) do Passo 1, temos
e =¢e(0,7)et, e e e*s e = et e*s_e=¢e = te.

Entao
B (wg,va) = €(B+ v, ®)EB (v, wg) , com & = te = £1a.
Portanto, B é uma forma sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada hermitiana
ou anti-hermitiana.
Passo 4. Afirmamos que R C L7/*. De fato, para r. € R, fixo e para quaisquer
Vo € Vo, wg € Vﬂ[_ﬂ, segue que

B (varr,wg) = (val'7) Wi's_ e

= U4 (T: fwy ) 5_,€e

= €(7, B4 7)va (wprk )™ s_,e

= €1, 84 7)B (v, wprre) .
Logo, observamos que a e-semiadjunta de B coincide com . e que r, € L. Entao,
R C LY.

Passo 5. Afirmamos que F{/*° C R. De fato, como vimos no Passo 3 da prova do

Lema 4.19 acima, a aplicagao

R: R — Endl(V)
T R, V. — V
v o— (V)R =,
é um monomorfismo de S-algebras G-graduadas. Agora, observamos que para quaisquer
Wp—py € Vﬂ[jﬂ e v, € V,, temos

_ * _
B (Va, Wp—p) Uy = VoW €U, = (va)%wge_nsﬂevn,

para todo v, € V,. Logo, B (—,wg_,) v, = %w;insﬂevn € R. Assim, pelo Lema 4.15,

segue que Fi ¥ C R. O
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4.3 Caracterizacao das Involucoes Coloridas

Teorema 4.21. Seja G um grupo abeliano e € : G x G — U(S) um bicardter an-
tissimétrico e R uma S-dlgebra G-graduada com caracteristica diferente de 2. Entao,
R € uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita com um ideal a direita G-graduado
mintmal e com uma e-tnvolucao x. : R — R se, e somente se, existem um elemento
g € G, uma S-dlgebra G-graduada de divisao /A com uma e-involucio &: A — A, um
A-espagco AV e uma forma sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada hermitiana
ou anti-hermitiana B -V x VIl — A tais que

9T xe 9Txe
e R € invariante pela agao da e-semiadjunta associada a B.

Demonstracao. Se R é uma S-algebra G-graduada primitiva a direita com um ideal &
direita G-graduado minimal e com uma e-involucao %, : R — R entao, pelo Teorema
4.18 e pelos Lemas 4.19 e 4.20, existem um elemento g € GG, uma S-algebra G-graduada
de divisao A com uma e-involucio e: A — A, um A-espaco oV e uma forma sesquilinear
graduada com torcdo ndo degenerada hermitiana ou anti-hermitiana B : V x VI — A
tais que
J—_"%Ta:ee g R g )Ci]/hee

e R ¢é invariante pela acao da e-adjunta associada a B.

Reciprocamente, seja R uma S-élgebra G-graduada. Se existem um elemento g € G,

uma S-algebra G-graduada de divisdao A com uma e-involucao : A — A, um A-espaco
graduado AV e uma forma sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada hermitiana
ou anti-hermitiana B : V x V19 — A tais que F&/* C R C LI* e R ¢ invariante pela
acao da e-semiadjunta %, associada a B, entao, pela Proposicao 4.17, segue que *. é uma
e-involugao sobre R. Além disso, pela Proposicao 4.16, R é G-graduada primitiva.

Agora vamos mostrar que R também tem um ideal & direita graduado minimal. Seja
up € Vo um elemento homogéneo nao nulo. Para cada o € G, definimos o conjunto

Jo :=A{ra € Ro : Vara € Ayipug, para todo € G} C Fi'* C R.

Observamos que

J = @Ja

acG
é um ideal & esquerda graduado de R. Além disso, pelo Lema 4.14, J # (0).
Vamos verificar que J é um ideal a esquerda graduado minimal. Seja 0 # yz_ € Vﬁ[g_} -

gTxe

fixo. Agora, definimos o elemento homogéneo de (F7*),

bﬁi AV — AV
v o B’Y(U’yﬁ—’y)uoﬁ

que, evidentemente, também pertence a Jz. Afirmamos que J = Rbg. Seja a, € J, um
elemento homogéneo arbitrario. Pelo Lema 4.12, existe w_, € V_[gJ tal que

B’Y (u07 w—’Y) =1
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Dai, para todo vg € Vj e qualquer 6 € GG, obtemos:

Voo = doiUo
= By (dotyuo, w—y) o
= B, (v9aq, w_y) ug
= (o, =g) By (vg, w_ya™)

vebs = €(B,—9g)B, (vg,w_ybi?) .
Como bg # 0, entao w,ybée # 0. Logo, também

0#Ee(—6, =y + B—g)e(=B,7)ely, =7+ B — 9)e(B, —g)w_bi € Va_yy
Agora, pelo Lema 4.12, existe z_g € V_g = Vg[f]ﬁ, tal que

B, (Ee(—8, =7+ B — 9)e(=B,7)e(v, =y + B — 9)e(B, —g)w_,bi*, x_p) = 1
Assim, como B, é {-hermitiana com § = £1, obtemos
B, (:E_g, (B — g)w_wbz*) =
= (B, =7+ B—9e(—=B,7)e(y, =7 + B — 9)¢B, (e(B, —g)w_ybie, x_p)
= &(&e(—B,—v+ B — g)e(=B,)e(v, =y + B — 9) By (e(B, —g)w_ b5 w3)
= E(EB, (Ce(—=B, =7+ B — 9)e(=B,7)e(y, =y + B — 9)e(B, —g)w_b5, 2 _p)

= &
=1
Definimos
Cap = €(0, —g) B, (—,w_rak)z_g: AV — AV .
v= > vg > Y €(a,—g)By (vg, wrai?) T_p.
0eG 0eG

Observamos que, pelo Lema 4.13, ¢o—p € (F/*°),_4- Agora, temos

—9)B, (U@Ca 8, W—ry b )

~9)B, (e(e, —9) B, (1)9’@—76?6) $—5aw—vb§6) Yo
—qg)e(a, — ) . (ve, w_ b;s) B, (z_g, w_7b§€) U
e(a, —g) By (vo, w-— b5 ) uo

= Uglaq;,

Ugca,/gbﬁ = 6(
€(p,
(8,

€

para todo vy € Vp e qualquer # € G. Em outras palavras, qualquer a, € J, é da forma
(o = Cq—pbs, para algum c,_g € (fés)a_ﬂ C Ra-p. Consequentemente, J C Rbz. Por
outro lado, como bg € Jg, Rbg C J. Portanto,

J = Rbg,

como tinhamos afirmado.
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Suponha que (0) # J' C J ¢é também um ideal a esquerda graduado de R. Seja
0 # a, € J, C J,. Entao,

Voao = €(a, —g) B, (vg, w_ra’) ug
Como aq # 0, w_,azc # 0. Logo, pelo Lema 4.12, existe u_, € V, tal que
e(, =9) By (u—q, w_ya5 ) =1
Dai, u_qaq = €(a, —9) By (u_q, W_ra}) ug = ug. Definimos

t//j,ai AV — AV
v By ().

que pelo Lema 4.13, pertence a (F7/*);_,. Além disso,

Vptg_ala = €(o, —g) B, (Votp_q, w_yaZie) ug

= —9) B, (B, (v9, Yp—) U—a, W—ra5) g
(
) Uo

|
o
9

I
/-\

g)Bv Vg, Yg— 7) (u_a,w_ﬂ,aie)uo
(Ueay -y
= UGbﬁa

para todo vy e qualquer 6 € GG. Logo,
blg = tg_aaa eJ.

Consequentemente, J' C J = Rbg C J'. Portanto, J é um ideal a direita graduado
minimal de R. Logo, pelo Lema 1.11, R também contém um ideal a direita graduado
minimal. Com isso completamos a demonstracao do teorema. O
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Consideracoes Finais

Em todo o trabalho assumimos que G é um grupo abeliano, § é um anel associativo
comutativo unitario com caracteristica diferente de 2 e com G-graduagao trivial, U(S) ¢é
o conjunto de todos os elementos invertiveis de S e 0 : G x G — U(S) é um 2-cociclo
antissimeétrico.

Um o-antiautomorfismo em uma S-algebra G-graduada R = € R, é uma aplicagao
aceG
bijetora S-linear ¢ : R — R tal que

12 € Ry € (rpry)? = J(ﬁ,T)rfrg,

para todos r, € Ra,73 € Rp, 77 € R. e todos o, 3,7 € G. Além disso, ¢ é uma
o-involugao quando ¢ é um c-antiautomorfismo de ordem 2, isto é, quando 7“52 = T4
para todo r, e todo @ € G. Também temos que uma o-involucao ¢ é chamada de
involugao colorida quando ¢ é um bicarater antissimétrico, isto ¢, quando ¢ é um 2-cociclo
antissimétrico que satisfaz

ola+B,7)=c(a,7)o(B,7) e ola,B+7)=o(a, B)o(a,7),

para todos «, 3,7 € GG. As involugoes coloridas sao generalizagao das involugoes gradua-
das, das Zs-involugoes e das superinvolugoes, em algebras associativas.

Em [22|, Sousa e Sviridova apresentaram uma descrigdo para os anéis
G-graduados primitivos (F-algebras G-graduadas primitivas) com um ideal a direita
G-graduado minimal. Em nosso trabalho, verificamos que esse resultado continua va-
lido para S-élgebras G-graduadas primitivas com um ideal a direita G-graduado minimal
(ver Teorema 2.28). Usando esta descri¢ao, nos estudamos nestas algebras os isomorfismos
graduados (ver Teorema 3.14), os g-antiautomorfismos (ver Teorema 3.25) e as involu-
¢oes coloridas (ver Teorema 4.21). Vimos que a descrigdo dos c-antiautomorfismos esta
relacionada com formas sesquilineares graduadas com tor¢ao nao degeneradas fracamente
hermitianas enquanto que a descricao das involugoes coloridas esta relacionada com for-
mas sesquilineares graduadas com tor¢ao nao degeneradas hermitianas e anti-hermitianas.
Para alcancar estes resultados, introduzimos alguns conceitos que generalizam outros con-
ceitos que ja apareciam antes na literatura. Apresentamos, no que segue, detalhes dos
nossos resultados, algumas relagoes deles com resultados de outros autores, e como nossos
resultados podem incentivar, ou ser uteis, para investigacoes futuras.

Teorema de Estrutura

Em [22] foi introduzido o conceito de forma bilinear homogénea nao degenerada para o
caso em que S = Z € o anel dos nameros inteiros ou S = I é um corpo. Aqui apresentamos
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este conceito para quando S é um anel associativo comutativo unitario arbitrario, com
caracteristica diferente de 2 e com G-graduagao trivial.

Definigao (forma bilinear homogénea nao degenerada): Sejam A uma S-
dlgebra G-graduada de divisao, V' um A-espaco a esquerda G-graduado e W um A-espago
a direita G-graduado. Dado vy € G, uma aplicagio (—, =) : V x W — A € uma forma
A-bilinear homogénea de grau ~ se:

1. (=, =), € bilinear;
2. (1}0“105>7 € Ay, para todos v, € Vo, wg € Wy e quaisquer o, 5 € G;
3.

(drVa, wg)., = dr (Va, ws)., € (Va,wsdr), = (Va,wp), dr, para todos d. € Ar v, €
Va,ws € Wg e quaisquer 7,a, 8 € G.

Além disso, uma forma A-bilinear homogénea (—, —), € dita ndo degenerada se:
4. para qualquer o € G e todo v, € V,,, temos que (v, VV}7 = (0) implica v, = 0;

5. para qualquer € G e todo wg € W, temos que (V, wﬁ)v = (0) implica wz = 0.

Logo, associados a uma forma bilinear homogénea nao degenerada, temos os conceitos
de o-adjunta e de o-coadjunta. Dada uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao
degenerada (—, =) : V X W — A, se by € Endaow, (W)g € ag € Enda(V)y sdo dois
elementos homogéneos tais que

<Uoca97 w,B>»y = 0-(07 B) <?Ja7 wﬁb9>7 5

para todos v, € Vo, ws € Wp e quaisquer «, 8 € G, entao by ¢ dita uma o-adjunta de ay
e ay é dita uma o-coadjunta de by. Observamos que para cada 6 € G fixo:

L7 (Vg :={ag € Enda(V)g : ag tem o-adjunta em Endaees (W)g}

Fir' (Ve :={ap € LY (Vg : dimaors (Vag) < oo}

sao S-modulos. Além disso, temos que
Li (V) = L (V)
¢ uma S-subalgebra graduada da S-algebra G-graduada End}, (V) e

Fir (V) == EF5 (V)
0ed

¢ um ideal graduado da S-algebra G-graduada Lj” (V). Logo, em termos da S-algebra
G-graduada L7,° (V) e do ideal G-graduado Fj;”(V'), é apresentada a descrigao das S-
algebras associativas G-graduadas primitivas com um ideal & direita graduado minimal.
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Teorema A (Teorema 2.28): Sejam o : G x G — U(S) um 2-cociclo antissimétrico
satisfazendo o(a, —a)? = 1, para cada o € G, e R uma S-dlgebra G-graduada. Entao
R € graduada primitiva a direita com um ideal a direita graduado minimal se, e somente
se, existe um elemento v € G e existe uma forma A-bilinear homogénea de grau v nao
degenerada (—, =), : V. x W — A, tal que

Fym (V) SR C L7 (V).

Além disso, quando temos a relagao Fiy° (V) C R C LY (V), entdao Fiy” (V) € o unico
1deal graduado minimal de R.

Como ja foi mencionado anteriormente, o Teorema A foi apresentado em [22] para o
caso particular em que & = Z é o anel dos nimeros inteiros ou § = F é um corpo. Este
teorema é semelhante ao um resultado de [1] (ver Theorem 3.), obtido por Bahturin, Bresar
e Kochetov. O resultado deles é valido para anéis graduados (F-dlgebras graduadas) por
um grupo arbitrario, mas nao envolve os 2-cociclos antissimétricos.

O Teorema A nos mostra que as algebras associativas G-graduadas primitivas com
ideal a direita G-graduado minimal que sao simples sao exatamente as S-algebras Fi. (V).
Uma questao natural que surge neste teorema ¢é sobre a unicidade da forma bilinear ho-
mogénea graduada (—, —) L VX W — A. Nosso seguinte resultado, o Teorema do
Isomorfismo, responde a esta questao.

Teorema do Isomorfismo

O nosso Teorema do Isomorfismo descreve os isomorfismos entre as S-dlgebras G-
graduadas primitivas com um ideal a direita graduado minimal. Para o estudo destes
isomorfismos graduados usamos a descricao das S-algebras apresentada no Teorema A.
Agora, antes de apresentar a descri¢ao dos isomorfismos, lembramos os conceitos de shift
e de isomorfismo triplo.

Se M = @ M, é um S-modulo G-graduado e g € G é um elemento fixo, entao o shift
acG

na G-graduacao de M dado por g ¢ definido como M = @ MY onde MY = My,

acG
para cada o € G. Se (—, =) : V xW — Ae (-, —):/ VI x W' — A’ sad duas formas
bilineares homogéneas de grau v nao degeneradas, entdo uma tripla (¢, 11,1%9) ¢ um
isomorfismo triplo, da tripla (A, V, W) para a tripla (A", V', W’), se

e g: A — A’ & um isomorfismo graduado de S-algebras G-graduadas de divisao;

e : V. — V' e 1y : W — W' s@o isomorfismos graduados de S-modulos
G-graduados;

tais que
(W1 (va) 2 (w3)), = v (v, w), )

para todos v, € Vi, ws € Wg e quaisquer o, 3 € G.
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Teorema B (Teorema 3.14):  Sejam (—, —), : V xW — A e (-, —); VX W —
A" duas formas bilineares homogéneas de grau v nao degeneradas. Se R e R’ sao duas
S-dlgebras G-graduadas, tais que

Firr(VYCRCLE (V) e Far (V') CR C LY (V'),

eseV:R — R éum isomorfismo graduado de S-dlgebras G-graduadas, entao exis-
tem um elemento g € G e um isomorfismo triplo (Yo, Yn,19) de (A,V[Q},W[_g]) para
(A", VI W), tais que

U(r) =4, -1y, para todor € R. (4.7)

Além disso, se outro elemento h € G e outro isomorfismo triplo (g, ¥, 1), de
(A,V[h],WH‘]) para (A", V' W), definem ¥ como em (4.7), entao existe um elemento
homogéneo nao nulo d' € AN tal que

o hh =g+ deg(d);

o )(x) = d'vo(x)(d) ) para todo = € A;
o (V)i = d'(v)iby para todo v € V;

o Yy(w) = Un(w)(d) ! para todo w € W.

Como uma reciproca parcial, se g € G e (o,1,1%2) € um isomorfismo triplo de
(A,V[g],W[_g]) para (A, V' W), entao eziste um isomorfismo graduado de S-dlgebras
G-graduadas

U End{ (VI — End%,(V'),

definido pela correspondéncia a, — ¥ - a, - 1, tal que

W (Lo (VIY) =i (V) e U (F2e, (VDY) = F (V).

Wl=g wl-dl

Observamos que o Teorema B, ou Teorema do Isomorfismo, responde a questao so-
bre a unicidade da forma bilinear homogénea nao degenerada que aparece na descrigao
das S-édlgebras G-graduadas primitivas com um ideal a direita G-graduado minimal, do
Teorema A. Além disso, observamos que este teorema descreve totalmente os isomor-
fismos entre as S-algebras G-graduadas primitivas com um ideal & direita G-graduado
minimal que sao simples.

O Teorema B também ¢ um resultado semelhante ao Theorem 6, em [1]. Neste resul-
tado, Bahturin, Bresar e Kochetov descrevem os isomorfismos em anéis
(F-algebras), graduados (graduadas) por um grupo arbitrario, que sdo primitivos (primi-
tivas) com um ideal & esquerda graduado minimal. Também destacamos que o resultado
presente em [1] ndo envolve os 2-cociclos antissimétricos.

Ressaltamos que o Teorema B foi fundamental na demonstracao do teorema que
descreve os g-antiautomorfismos nas S-algebras G-graduadas primitivas com um ideal a
direita G-graduado minimal.
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o-Antiautomorfismos

Para o estudo dos g-antiautomorfismos nas S-algebras associativas G-graduadas pri-
mitivas com um ideal a direita G-graduado minimal, nés introduzimos o conceito de forma
sesquilinear homogénea com tor¢ao nao degenerada. Este conceito generalizou o conceito
de forma sesquilinear graduada com torgao nao degenerada que foi introduzido em [22]
e generalizou o conceito de forma sesquilinear homogénea nao degenerada que aparece
em [1].

Definigao (forma sesquilinear homogénea com torgao nao degenerada): Se-
jam g € G um elemento firo, A uma S-dlgebra G-graduada de divisao com um o-
antiautomorfismo vy : A — A e AV um A-espa¢o G-graduado. Uma aplicagio S-
bilinear B., : V x V9 — A ¢ uma forma 1-sesquilinear homogénea de grau v € G
com torgao se

1. B, (Va,wg) € Agypiy, para todos v, € Vo, wg € V[g];

2. By (dpva,wp) = dgB, (va,wg) € B, (Va,dpws) = (0, 3) B, (va, wp) Yo (dg), para
todos v, € Vy, wg € Vﬁ[g] edy € Ny.

Se, além disso, B, satisfaz que
3. para todo v, € V,, B, (v,,V) = (0) tmplica v, = 0;
4. para todo wg € Vfgg], B, (V,wg) = (0) implica wg = 0;

dizemos que B, € uma forma 1,-sesquilinear homogénea de grau v com torcao
nao degenerada.

Associados a uma forma sesquilinear homogénea com torcao nao degenerada, temos
os conceitos de o-adjunta e de o-coadjunta. Seja B, : V x V19 —s A uma forma v),-
sesquilinear homogénea de grau v com tor¢ao nao degenerada. Dados dois elementos
homogéneos a,, b, € Enda (V')_ tais que

37 (Uaa‘ﬁ U)g) = U<7—v B)B’Y (UOH wﬁbﬂ') ) (4'8>

para todos v, € V,, wg € V[g], dizemos que b, ¢ uma o-adjunta de a, e que a, é uma
o-coadjunta de b,.

Lembramos que se A e A’ sdo S-dlgebras G-graduadas de divisao, 1y : A — A’ é um
isomorfismo de S-dlgebras G-graduadas de divisdo e, AV, A/V/, Wa e W}, sdo espagos G-
graduados, entdo um homomorfismo graduado de S-moédulos G-graduados, v : V. — V',
é Yo-semilinear se

U(drva) = Yo(dr )Y (va),

para todos d, € A,, v, € V, e quaisquer 7, € G. Analogamente, um homomorfismo
graduado de S-modulos G-graduados ¢’ : W — W' é 1y-semilinear se

P (wad:) = 1/)/(wa)¢0(d7)7

para todos d, € A, w, € W, e quaisquer 7, € G.
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Outro conceito que introduzimos foi o conceito de forma fracamente hermitiana. Este
¢ uma generalizagao do conceito de forma fracamente hermitiana que aparece em [1].

Definig¢ao (forma fracamente hermitiana): Dizemos que uma forma g-sesquilinear
graduada com tor¢io nio degenerada B : V x VIl — A ¢ fracamente hermitiana se
existe um isomorfismo de S-médulos G-graduados v, *-semilinear, Q : V. — V| tal que

B(vg,va) = 0(5, @)o(B(va, v5Q)), para todos vg € Vg, v, € Vil

Agora, estamos prontos para apresentar a nossa descri¢ao dos g-antiautomorfismos.

Teorema C (Teorema 3.25):  Sejam G um grupo abeliano, (—, =) : VW — A uma
forma A-bilinear graduada nao degenerada associada a tripla (A, V,W) e R uma S-dlgebra
G-graduada tal que Fi° (V) CR C LY (V). Se @ : R — R é um o-antiautomorfismo,
entao existe um o-antiautomorfismo 1y : A — A e existe uma forma g-sesquilinear
graduada com torcio nao degenerada fracamente hermitiana B : V x V19 — A para
algum g € G, tal que:

(i) para todo r; € R, temos que ®(r;) € a o-coadjunta de r, a respeito de B, isto €,
B(ug,vgry) = o(B,7)B(ua®(r;),v5), para todos u, € Vo, v5 € v,

(i) (—, W) € a imagem da aplicagao

Além disso, se ¢}y : A — A ¢ um outro o-antiautomorfismo e B' : V x VI —
A € uma outra forma ¢f-sesquilinear graduada com tor¢ao nao degenerada fracamente
hermitiana, que definem ® e (—, W) como nos itens (i) e (ii) acima, entdo existe um
elemento homogéneo 0 # d € A tal que:

e B = 0(0,0)Bd;
o oh(x) = dio(x)d™t para todo x € A.

Como wma reciproca parcial, se g : A — A € um o-antiautomorfismo e, para al-
gum g € G, B : V. x VIl — A ¢ uma forma vy-sesquilinear graduada com tor-
¢ao nao degenerada fracamente hermitiana, entao existe uma forma A-bilinear graduada
ndo degenerada (—,—) : V9 x W9 — A associada a tripla (A,V[g],W[*g]), sendo
W = A{B(—,u) = fu: u €V}, tal que a o-coadjunta a respeito de B define um o-
antiautomorfismo

®: ‘C?/Iq;[r*g] (V[g]) — L’%c[rﬁg](v[g])’

e® (‘FIS/][:([T*QJ (V[g])) = ‘F.Is/];([ig] (V[g])

O Teorema C ¢é uma generaliza¢ao do Theorem 16., em [1]. Neste resultado, Bahturin,
Bresar e Kochetov descreveram os antiautomorfismos graduados em anéis G-graduados
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primitivos (F-algebras G-graduadas primitivas) com um ideal & esquerda graduado mini-
mal.

Bahturin, Bresar e Kochetov, também em [1], estudaram os antiautomorfismos gra-
duados que sao involutivos na componente neutra das F-algebras G-graduadas simples
localmente finitas com um ideal a esquerda G-graduado minimal, para um corpo F alge-
bricamente fechado com caracteristica diferente de 2 (ver Theorem 19). Logo, é natural
tentar obter um resultado semelhante com a descri¢ao dos g-antiautomorfismos que sao in-
volutivos na componente neutra destas F-algebras, para qualquer 2-cociclo antissimétrico
o que satisfaz a condi¢ao o(a, —a)? = 1 para todo a € G.

Ainda em [1], Bahturin, Bresar e Kochetov, usando o Theorem 19 e algumas técnicas
de identidades funcionais, descreveram todas as G-graduacoes, a menos de isomorfismo,
da algebra de Lie finitéaria simples de transformagoes lineares (linear especial, ortogonal e
simplética) em um espago vetorial de dimensao infinita sobre o corpo F. Logo, dado que
varios resultados de [1] foram generalizados, uma tarefa mais complexa é tentar descrever
as GG-graduagoes nas algebras de Lie coloridas de transformacoes lineares.

Involucoes Coloridas

Nesta parte, assumimos que € : G x G — U(S) é um bicarater antissimétrico. Para
a descrigao das involugoes coloridas nés introduzimos os conceitos de e-semiadjunta e de
e-semicoadjunta associados a uma forma sesquilinear homogénea com tor¢ao nao degene-
rada. Também introduzimos o conceito de forma hermitiana e anti-hermitiana.

Definicao (forma hermitiana e anti-hermitiana): Seja B, : V x V19 — A uma
forma sesquilinear homogénea de grau ~y com tor¢ao nao degenerada e seja § € Z(A)NA,
tal que £ = 1. Dizemos que B, € {-hermuitiana se

B’Y (Um wﬂ) - 6(0[, 6 - g)€<a7 ’7)€<’Y7 B - g)fB’Y (U)g, Ua), (49)

para todos v, € V,, wg € Vﬁ[g]. Em particular, quando § =1, dizemos que B, é hermi-
tiana e, quando { = —1, dizemos que B, € anti-hermitiana, no lugar de dizer que B,
€ £-hermatiana.

Defini¢do (e-semiadjunta e e-semicoadjunta): Seja B, : V x VI — A wma

forma sesquilinear homogénea de grau v com tor¢ao nao degenerada &-hermitiana. Dados
dois elementos homogéneos a,,b; € Enda (V). tais que

By (vaar, wg) = €(7,8 — g+ 7) By (va, wgb-) , (4.10)

para todos v, € Vo, wg € V[g], dizemos que b, € uma e-semiadjunta de a, e que a, €
uma e-semicoadjunta de b, .

Observamos que para cada 7 € G:

(LY*), == {a, € Enda(V); : a, tem e-semiadjunta}
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(F=), = {ar € £+ dima(Var) < o0},

sao S-modulos. Além disso, vimos que

£y =Py,

TG

é uma S-subalgebra G-graduada da S-algebra G-graduada End% (V), e

R = @,

TEG

gTxe

¢ ideal G-graduado da S-algebra G-graduada Ly, *°. Agora, estamos prontos para apre-
sentar o nosso resultado que descreve as involugoes coloridas nas S-algebras G-graduadas
primitivas com um ideal & direita G-graduado minimal.

Teorema D (Teorema 4.21):  Sejam G um grupo abeliano, € : G x G — U(S)
um bicardter antissimétrico e R uma S-dlgebra G-graduada com caracteristica diferente
de 2. FEntao, R é uma S-dlgebra G-graduada primitiva a direita com um ideal a di-
reita G-graduado minimal e com uma e-involucao x. : R —> R se, e somente se, exis-
tem um elemento g € G, uma S-dlgebra G-graduada de divisao A com uma e-involugao

o A — A, um A-espaco AV e uma forma sesquilinear graduada com tor¢ao nao dege-
nerada hermitiana ou anti-hermitiana B : V x V19 — A tais que

f‘fy*e g R g E?}"*e

e R € invariante pela acao da e-semiadjunta associada a B.

Sousa e Sviridova, em [22], considerando um 2-cociclo antissimétrico o que satisfaz
o(a, —a)? = 1 para todo a € G, apresentaram uma descrigao das o-involugoes em anéis
(F-algebras), graduados (graduadas) por um grupo ciclico de ordem prima, que sao pri-
mitivos (primitivas) e com um ideal a direita graduado minimal. Sousa e Sviridova, ainda
em [22], também se perguntaram se esta descri¢ao poderia ser estendida para qualquer
grupo abeliano finito. No Teorema D, nés apresentamos uma resposta afirmativa a esta
pergunta, ainda num contexto mais geral, para S-dlgebras G-graduadas primitivas com
um ideal & direita G-graduado minimal e para G um grupo abeliano arbitrario, mas,
em contrapartida, para um bicarater antissimétrico. Agora, ndés formulamos a seguinte
questdo, um pouco mais geral: E possivel estender o "Teorema D" para qualquer
2-cociclo antissimétrico o que satisfaz o(a, —a)? = 1, para todo a € G?

Observamos que a descrigao das involugoes coloridas nas S-algebras G-graduadas pri-
mitivas com um ideal & direita GG-graduado minimal envolve a existéncia de uma involucao
colorida na S-algebra G-graduada de divisao A. Logo, uma tarefa a ser investigada é a
descri¢ao das involugoes coloridas nesta S-algebra G-graduada de divisao.

A classificacao das involugoes em algumas familias de dlgebras associativas graduadas
tem sido essencial para a classificagao das graduacoes em algumas familias de algebras
de Lie e de Jordan (ver [1], [2], [5], [11] e suas bibliografias). Por outro lado, em [20],
Montgomery estudou algumas superalgebras de Lie que se obtém de algebras associati-
vas graduadas. Em [10], Bergen e Grzeszczuk, motivados pelo trabalho de Montgomery,
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mostraram que algebras de Jordan coloridas simples se obtém de algebras associativas
graduadas simples e de algebras associativas graduadas simples com involucao colorida.
Estes trabalhos geram "muita curiosidade" em nés sobre como, a descricao das invo-
lugoes coloridas apresentada no Teorema D, pode influir no estudo das algebras de Lie
e de Jordan coloridas.
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