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RESUMO

O emprego de multiplas antenas em sistemas de comunicagébosponto-multiponto pode
proporcionar um grande aumento da eficiéncia espectralu@onesta melhoria ndo é observada
em sistemas celulares com reuso de frequéncia devido &nétecia intercelular. Nestes casos,
a cooperacgdo entre as estacdes base é vista como uma dasipassucdes para melhorar o
desempenho do sistema. Dentro desse contexto, este trapalsenta uma analise de desem-
penho do enlace de descida de um sistema celular com umaporiea@ora em que mdultiplas
estacdes base transmitem, ao mesmo tempo, informac¢dediplostierminais. O modelo de
sistema (conhecido na literatura como MIMO Cooperativosaera que 0s terminais tém uma
Unica antena e que as esta¢des base tém multiplas antena@s ecggectadas a uma estacao cen-
tral. Sao analisadas estratégias para alocacdo de potEna@ordo com o conhecimento que a
estacdo central tem a respeito dos canais sem fio entre gfesstzase e os terminais (conhe-
cimento de todas as realiza¢Bes dos canais, conheciment@stiisticas dos canais e nenhum
conhecimento dos canais). Esta analise inicial motiva uropgsta de extensao das estratégias
de alocacao para sistemas com multiplas portadoras. A lplinlaale de interrupcéo é adotada
como o principal indicador de desempenho do sistema, seatiada ora analiticamente, ora por
meio de simulacoes.



ABSTRACT

The deployment of multiple antennas in point-to-multigewreless communication systems may
increase the spectral efficiency. However, such gains arebserved in cellular systems with
frequency reuse due to the intercell interference. In teggations, cooperation between base sta-
tions is considered as a candidate solution to improve sysigerformance. Within this context,
this work presents the performance analysis of the downhngingle-carrier cellular systems
where multiple base stations transmit information to nplétiterminals at the same time. The
system model (known in the literature as Network MIMO) cdess single-antenna terminals
and multi-antenna base stations which are connected toteatstation. We study strategies for
power allocation according to the knowledge of the centedian regarding the wireless channels
between the base stations and the terminals (full chanaiel stformation, partial channel state
information and no channel state information). Thesedhgiudies motivate the proposal of ex-
tended resource allocation strategies for multi-carystesns. The outage probability is adopted
as the system performance indicator, being calculateg/@eelly or through simulations.
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1 INTRODUCAO

Os sistemas MIMO (do inglésnultiple-input multiple-outpgttém sido um dos temas mais
pesquisados no campo das comunicacfes sem fio durantenogsi#tnos. Isto se deve ao fato
das antenas adicionais proporcionarem um grande aumergtictincia espectral do sistema
guando comparado ao desempenho de um sistema com apenastanald, 3]. Entretanto,
estes impressionantes ganhos séo observados apenasesnasisbm um Unico enlace, numa
situacdo em que nao existe nenhum tipo de interferéncianexpeoveniente de outros enlaces.
Os resultados de simulacéao apresentado$ em [4] mostrararquen ambiente celular com reuso
de frequéncia, a interferéncia intercelular pode dimibastante a eficiéncia espectral do sistema
com multiplas antenas.

A solucéo para o problema descrito anteriormente consiitugrande desafio a ser superado
para melhorar o desempenho de sistemas de comunicacao samfi@rios usudrios. Este de-
safio tem atraido cada vez mais atencéo, tanto da academia giaaindustria, a medida em que
séo definidos os requisitos e especificacdes técnicas demaduecnologias de sistemas moveis
celulares. Tecnologias como LTEl [5] e WIMAXI[6], por exempjpwmeveem o emprego de mul-
tiplas antenas e multiplas portadoras como parte do paeoseldcdes técnicas que viabilizem
servicos com elevadas taxas de transmisséao e baixa latéana reduzir a interferéncia inter-
celular no enlace de descida, existem diversas propossasdi@s na cooperacao entre estacoes
base, também conhecida na literatura como processamesitcadlenulticelular([7} 8|, 9].

Em linhas gerais, a cooperacdo permite que o sinal a sentit&hs no enlace de descida
seja processado de maneira distribuida nas estacdes stasé pbssivel gracas a infra-estrutura
das redes celulares, que consiste em estacdes base fixaseenqgeral, sdo conectadas a uma
estacdo central por enlaces de fibra 6tica. As altas taxasuntissdo destes enlaces fixos e
a enorme capacidade de processamento das estacdes base apertunidade para que elas
atuem de maneira coordenada. Contudo, conforme citadd ejndE3tudo da capacidade de
sistemas cooperativos com varias células, varios usydmidisiplas antenas e, ainda, multiplas
portadoras resulta em problemas mateméticos muito cooglerm solucdes dificeis de serem
encontradas.

De fato, quando as estacOes base de uma rede celular operaandea cooperativa numa
situacdo ideal (sem erros de estimacao de canal, canaitodeor@leais, etc), pode-se aplicar a
codificacdo DPC (do ingléslirty paper coding para maximizar a capacidade do sisteméa [11].
Quando a codificagdo DPC é aplicada ao sinal transmitido ekein@aconjunta em todas as es-
tacOes base, demonstra-se que esta é a solucao otima paraiadis de relacdo sinal-ruido.
Apesar da utilizacao desta técnica em sistemas reais s@&vehvos resultados teéricos tém sido
analisados como referéncia de desempenho para técnicasisas.

Embora o conhecimento perfeito do canal tanto nos termqaisto nas estacdes base e na



estacao central seja impossivel de se conseguir em sisteaigaseste tem sido um dos requisi-
tos basicos para a maioria dos modelos de cooperacdo prep@sssa forma, seria necessario
gue as informacdes a respeito dos canais que, em geral,despdmiveis nos terminais, sejam
enviadas as estacdes base e, eventualmente, a outros telemi@mede. Em condi¢cbes reais,
tais informacgdes ndo serao perfeitas devido a erros deaggionsequéncias de treinamento nao-
ideais, atraso no enlace de retorno, etc. Considerandosatipstes efeitos, os autores ém/[12]
fazem um abrangente estudo da otimizacéo do enlace de @escperativo e analisam a aloca-
¢do Otima de recursos em diferentes cenarios.

1.1 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Este trabalho se propde a analisar estratégias de alocagéoutsos que minimizam a proba-
bilidade de interrupgéo de sistemas celulares coopesatfameiramente, é realizado um estudo
detalhado dos algoritmos apresentadosiem [13] em que aeap@pdem estratégias de aloca-
cao de recursos para sistemas com uma Unica portadora.v&iiagas estratégias propostas para
trés cendarios distintos, nos quais 1) a estacdo central lesmo ponhecimento de todas as reali-
zacoes dos canais, 2) sdo conhecidas apenas as estaticticanais e, por ultimo, 3) a estacao
central ndo tem nenhum conhecimento a respeito dos canasn&io em que ha apenas o co-
nhecimento das estatisticas dos canais é concebido com@deionmais realista, pois assume-se
gue as estatisticas s6 mudam apo6s um longo periodo de tenegte &hso, a capacidade extra
requerida para o canal de retorno € bem pequena. O modelstdmaiapresentado em [13]
tem seu desempenho avaliado sob condi¢cdes de simulacdoeaigstas e os resultados obtidos
em [14] também séo apresentados neste trabalho. Os estadi@aados para sistemas de Unica
portadora motivam a proposta de extensao para estratég@saicao que considerem multiplas
portadoras. O algoritmo proposto e os resultados obtidofil&ntambém sdo reapresentados
neste trabalho.

Sendo assim, os Capitulos Zle 3 se dedicam ao estudo de topicatim@zacdo convexa e
em capacidade de canais sem fio, respectivamente. O dorestasderramentas basicas é fun-
damental para uma ampla compreenséo do modelo de coopd@eatace de descida estudado
no Capituld 4. O modelo em questéo ja foi proposto na litesasao revistas as estratégias de
alocacéao de recursos em sistemas de comunicagao com uragartedora. Ao final deste capi-
tulo é apresentada uma contribuicdo na anéalise de desemgenmhodelo existente em cenarios
de simulacao realistas. O Capitllo 5 apresenta as configsiggue foram feitas com o objetivo
de estender as estratégias de alocacédo para sistemas diptasgbrtadoras. No Capituld 6 séo
feitas as consideracgdes finais deste trabalho e séo am@asaigumas perspectivas futuras para
0 tema de pesquisa e propostas de extenséo deste trabalho.



2 OTIMIZACAO CONVEXA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulos séo revistos alguns tépicos em otimizagdwega. Sao estudados a seguir
a estrutura padréo dos problemas de otimizacdo matematcajétodo de resolucdo analitica
aplicado a problemas de otimizacédo convexos baseado ndparda dualidade e duas estra-
tégias de decomposicdo de um problema grande (em termosmkrade variaveis) em varios
problemas menores.

Este capitulo é bastante relevante para o trabalho, umareedeapresenta fundamentos ma-
tematicos que serdo usados na modelagem de sistemas decagaartooperativa dos proximos
capitulos. As poderosas técnicas de resolucao de probtenmsnizacao que séo estudadas aqui
sdo aplicadas nos proximos capitulos e, por isso, é imgertamhecé-las para que elas sejam
bem compreendidas e usadas de maneira correta.

2.2 PRINCIPIOS DE OTIMIZACAO MATEMATICA

Um problema de otimizacdo tem a seguinte forma padré&o [16]:

minimizar ~ f;(x)

sujeitoa  fi(x) <0, i=1,...,m
hi(x)=0, i=1,...,p. (2.1)
O problema consiste de:
e um vetorx = (x1,...,x,) CUjos elementos sdo as variaveis de otimizacao do problema;

e uma funcao objetivgy : R" — R;

e m + p fungdes que representam as restricbes do problema.

O vetorx°P' é a solucdo do problenfa(2.1) se, dentre todos os vetorestigfazem as restricdes,
a funcéo objetivo avaliada ert** tiver o menor valor, isto é:

fo(x°PY) < fo(x), Vx| fi(x) < by, ..o, fi(x) < b (2.2)

Os problemas de otimizacdo podem ser classificados de aponmda forma da funcao obje-
tivo e das funcdes de restricdo e, usando este critérionpaeedistinguir trés tipos basicos de
problemas:



e Problemas linearesa funcéo objetivo e as funcdes de restricdo séo lineates isatisfa-
zem a seguinte equacao:

f1<ax+ﬁ}’) :O‘fz(x)+ﬁfz(Y)v Z:Oaamv (23)

paratodax, y € R” e paratodaey, 3 € R;
e Problemas nédo-linearesao todos os problemas que nao satisfazem a equacéo (2.3);

e Problemas convexosa funcéo objetivo e as: desigualdades de restricdo satisfazem a
seguinte condicdo de convexidade:

filox+(1—=0)y) <0fi(x)+(1—0)fi(y), i=0,...,m, (2.4)

para todox, y € R" e para todd € [0, 1], e asp igualdades de restricdo s&o funcdes
afin@. Este caso pode ser visto como uma generalizagcédo dos pexblereares.

Existe uma teoria matematica bastante solida que prové&sule maneira extremamente
eficiente para os problemas lineares e o conjunto de apésaigste caso € muito amplo. Quanto
aos problemas convexos, pode-se dizer 0 mesmo para um gramdato de problemas. Tam-
bém existem diversas aplicagc6es para os problemas n&@wdseembora ainda ndo haja métodos
eficientes para solucionar um problema nao-linear gengeicoenvolver alguma relacédo de com-
promisso.

Na literatura existem diversas referéncias que trazem @asta abordagem acerca destes trés
tipos de problemas de otimizacéo [16] 17, 18], mas o objgtivicipal deste capitulo é analisar
algumas caracteristicas basicas apenas dos problemaxosnv

2.3 FUNCOES CONVEXAS

Uma funcéo convexa satisfaz a condicéo [(2.4) e, além dissodeminio € um conjunto
convexo. Um subconjuntS deR™ é dito convexo se:

0r+(1—-0)yeS, Va,yes, Voel0,1]. (2.5)

O exemplo de uma funcdo convexa é mostrado na Figuia 2.1. igudédade em(Z14) implica
gue o segmento de reta entre f(x)) e (y, f(y)) esta sempre acima da curvafle). A funcéo
f(z) é concava se-f(z) for convexa.

Ha um grande numero de func¢des convexas (ou concavas) gamm@mplificar as defini-
¢Oes acima, desde fun¢des mais simples como exponenatiscis e logaritmos, até funcdes
mais complicadas cuja convexidade nédo € intuitiva, taisccoormas e médias geométricas. A
lista de propriedades das fun¢des convexas [16] é bem extendo serd analisada em detalhes
aqui, pois tal analise n&o € o objetivo principal deste oépit

!Funcao afim é uma fungdo: R — R dada pela express&gz) = ax + b, ondea e b sdo nimeros reaise# 0



Figura 2.1: llustracéo da definicdo de funcao convexa
2.4 PROBLEMAS DE OTIMIZA(;AO CONVEXA

Conforme dito anteriormente, a caracteristica principatds problemas é a convexidade da
funcdo objetivo e das desigualdades de restricdo. Outezteaistica fundamental € que todo
minimo local € também um minimo global e a eficiéncia dos élgos de resolucédo deve-se
principalmente a esta propriedade. Esta eficiéncia, alammfiabilidade dos métodos de reso-
lucdo, é uma das grandes vantagens da formulagdo de ummeobdeno sendo um problema de
otimizacao convexa. Além disso, criam-se oportunidades pavas interpretacbes geometricas
e possibilidades de implementacédo de métodos de resoligtébuddos.

2.4.1 Problemas sem restrices
Considere-se o seguinte problema de otimizacao:

minimizar  f(x) (2.6)

ondef : R" — R € convexa e continuamente diferenciavel. A seguinte caondicnecessaria e
suficiente para que°”* seja o ponto 6timo do problema:

V fo(x°P) = 0. (2.7)

Assim, a resolucéo do problema de otimizacao se resume atesica solucdo da equacao (2.7)
acima, que de fato € o conjunto deequacfes com variaveis. Ha casos em que é possivel
resolver o problema analiticamente, mas na maioria dascéies é necessario empregar algum
método iterativo. O método empregado deve ser capaz ddaradcsequéncia minimizadora para

o problemal(Z.6), que é a sequéncia de portdsx(V, ... x*) pertencentes ao dominio gle
tal que:
lim f (xM) = f(x). (2.8)

Em geral, o método é interrompido quangi¢x™) — f(x°P') < ¢, ondee > 0 especifica a



precisao desejada para a solucdo. Exemplos classicosgpareago sdo o método do gradiente
descendente, método da inclinacdo descendente e 0 métbokowtien [16].

Por outro lado, quando o problema de otimizacdo consistimna@mizacao de uma funcéo
convexa, entdo a condi¢do (P.7) ndo pode ser aplicada. Gpitpdssivel mostrar que para uma
fungéo convexg cujo dominio é o conjunto finito, fechado e conve®po valor maximo — se
existir — & alcangado num ponto localizado na bordé&de

2.4.2 Problemas com restricdes de igualdade

Um problema de otimizacao convexa com restricoes de igdaltam a seguinte forma:

minimizar  f(x)
sujeitoa Ax=b, (2.9)

ondef : R® — R € convexa e continuamente diferenciavelA e RP*". Considera-se que
existem mais variaveis de otimizacéo do que equacdes diefiest que tais equacdes sao mutu-
almente independentes. Dessa maneira, as seguintes@mdap necessarias e suficientes para
guex°P* seja a solucdo do problemia(R.9) se e somente se exi’tie R” tal que:

AxPt = b, (2.10)
Vo (xPY) + ATvoP = . (2.11)

Solucionar as equacg6eés (2110) e (2.11) é equivalente a@odui® problema de otimizagéo ori-
ginal (2.9). Assim como no caso da otimizacao sem restrigégsrita anteriormente, S4o poucos
os problemas que realmente podem ser resolvidos analditamPara os demais problemas, trés
abordagens distintas podem podem ser seguidas.

A primeira abordagem consiste em eliminar as equacdes tieedese reduzir o problema
original em um problema equivalente sem restricdes. Esiedajem permite que os métodos
citados na Secdo 2.4.1 sejam diretamente empregados. Adseghordagem baseia-se na re-
solucao do problema dual (que sera apresentado adianeeaagstulo). A esséncia da terceira
abordagem esta na aplicacdo de extensdes do método de Npwetgejam capazes de lidar di-
retamente com as equacdes de restricdo. A grande vantagearutteana abordagem é que ela
capaz de explorar a estrutura do problema original, querske pas abordagens anteriores.

2.4.3 Problemas com restricdes de desigualdade

Considera-se o seguinte problema de otimizacdo com ressripde incluam tanto equacoes
quanto desigualdades:

minimizar ~ fy(x)
sujeitoa fi(x) <0, i=1,....m
Ax = b, 2.12)

s
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ondefy,..., fn : R™ — R séo funcbes convexas e continuamente diferenciaveisceRP*".

A solucéo analitica para este problema sera vista na prés@p@o e baseia-se no principio da
dualidade. Outra opcéo € a utilizacdo métodos de pontadantgue se baseiam na aplicacédo do
método de Newton a uma sequéncia de problemas com restiigdggaldade [16].

2.5 DUALIDADE

Todo problema de otimizagdo tem um problema dual associade. aSegundo o Teorema
da Dualidadel[18], se o problema de otimizacao original if&m chamado de primal) tem uma
solucdo 6tima, entéo o problema dual também tem uma soltigda é os valores 6timos corres-
pondentes sdo iguais. Um dos beneficios trazidos por esia teque a resolucao do problema
dual pode ser mais simples do que a resolugcao do problemalprim

Esta secao dedica-se a aplicacéo da teoria dos multiplieade Lagrange na formulagéo do
problema dual e a resolucéo analitica do problema dual.

2.5.1 O problema dual de Lagrange

Considera-se o problema de otimizagao convexa na forma@@2ir). O Lagrangiand :
R" x R™ x R” — R associado ao problema(2.1) é obtido por meio da modificagdarddo
objetivo original, adicionando a ela uma soma ponderad&utgées de restricao:

m

L0 1) = Jolx) + D mfi(x) + Y vihi(x), (2.13)

=1
ondey; € o multiplicador de Lagrange associadeésima desigualdadergé o multiplicador de
Lagrange associadoiasima igualdade.

A funcao dual de Lagrange: R™ x R? — R é definida como o minimo valor do Lagrangiano
(2.13) com relagao a:

9(p.v) = inf £(x, p,v) = inf <fo(><) WIS uihz(x)) L 14

Ainda que o problema primal ndo seja convexo, a fungédo duairpie concava e fornece
limites inferiores para a solugao 6timé&* do problemal(2]1). Para cada gat, ) comy; > 0
tem-se que(u, v) < x°P* e o melhor limite inferior que pode ser obtido a partir da imdual
de Lagrange é encontrado resolvendo-se o0 seguinte probieotémizacao:

maximizar  g(u,v)
sujeitoa > 0. (2.15)

Caso o problema primal seja convexo, entdo o Teorema da Rdalié valido e o ponto 6timo



do problema dual € o mesmo do problema primal; caso conti@ie@ra uma diferenca entre os
dois pontos e essa diferenca € chamada intervalo de dualidad

O problema dual descrito par (2.J15) pode ser interpretadmaan problema sem restri¢oes,
cuja fungéo objetivo recebe uma penalidade por violar dsgéss do problema primal. Sao os
multiplicadores de Lagrange que controlam a intensidadepdaalidades e, a0 mesmo tempo,
atuam como variaveis de otimizacdo no problema dual. Estadveis ajudam na busca pela
solucdo o6tima e, além disso, fornecem informacdes a respa# variacées na funcao objetivo
causadas por variagdes nas restricdes do problema.

Qualquer problema de otimizag¢éo com fun¢des objetivo egést diferenciaveis deve satis-
fazer a algumas condi¢des de otimalidade. Estas sdo chaadandi¢oeKarush-Kuhn-Tucker
(KKT) e devem ser vélidas para qualquer conjunto de ponto®étdos problemas primal e dual.
As condicdes KKT s&o as seguintes:

fi(xopt) < 07 L= 17 -, M
hi(x°P) = 0, i=1,...,p
p™t >0, i=1,...,m
pP fHi(xPY = 0, i=1,...,m
m p
VAo(xP) + ) TPV fi(x) + Yy V() = 0, (2.16)
i=1 i=1

As duas primeiras condi¢@es indicam oii®* pertence ao conjunto de solucdes possiveis do pro-
blema primal. A terceira condi¢éo confirma a convexidade agrangianaC(x, i, v) associado

ao problema primal em relagédaxa Por fim, as duas Ultimas condi¢cdes asseguramxétieé o
ponto que minimizaC(x, i, v) em relacéo &, pois o gradiente do Lagrangiano é igual a zero no
pontox = x°Pt,

No caso especifico dos problemas de otimizacao convexa cggdds diferenciaveis, quais-
quer pontosx°P* e (u°P* v°P') que satisfagam as condi¢cdes KKT serdo os pontos 6timos dos
problemas primal e dual, respectivamente. Além disso oviale de dualidade entre eles sera
igual a zero, pois pode-se escrever:

g(uopt7 Vopt) — E(XOpt, Mopt’ Uopt)
m p
= folx) D A + Y v Ry ()
=1 i=1

= fo(x°P"). : (2.17)

Existem situacdes em que é possivel encontrar o ponto otonfrablema de otimizacao
solucionando as condicfes KKT analiticamente. Nos denssescé necessario aplicar algum
método de otimiza¢do ao problema ou diretamente as corsdifghetimalidade.



2.6 DECOMPOSICAO DUAL

O conceito de decomposicéo refere-se a um conjunto de éscgiee dividem um problema
de otimizagao em varios problemas menores, que sédo ressls@gbaradamente [18,/19]. Inici-
almente, a decomposicéo foi proposta para permitir que oivigma computacionalmente com-
plexo, que exigisse uma enorme capacidade de processamaesse ser resolvido por diversos
processadores em série ou em paralelo. Posteriormentes aplicacdes foram encontradas para
as técnicas de decomposicdo, que também passaram a segaagrpara permitir que 0os mé-
todos de solucdo pudessem ser implementados em sistenagaadsepe encontrassem 0 ponto
otimo de maneira descentralizada.

Apenas uma técnica de decomposicéo sera analisada nefta aalecomposicao dual, que
introduz novas variaveis de otimizacao para permitir gueoblpma seja resolvido. Ha, ainda, a
decomposicao primal, que manipula apenas as variaveiotepra original. Esta outra técnica
nao sera estudada aqui, mas pode ser encontrada em [19]jnMarpmomento, a decomposi¢cao
dual sera aplicada a um problema de otimizacdo sem resm;@®steriormente, a um problema
com restricoes

2.6.1 Decomposicao dual de problemas sem restricoes

Para estudar este método de decomposicao sera estudadira se@mplo que € original-
mente apresentado em [19]. Considere-se o seguinte prodleotanizacdo sem restricoes:

minimizar  f(x,y) = fi(x1,¥) + f2(x2,y), (2.18)

ondex = {xi,x2} ey sdo as variaveis de otimizacdo. Analisando-se a estrutupaablema,
nota-se que se a varidywehssumisse algum valor constante seria possivel separableima nas
variaveis de otimizacae; e x, e, consequentemente, resolver os 2 subproblemas ressltint
maneira independente. E a varidyajue dificulta a decomposicéo do problema e impede que um
algoritmo potencialmente mais simples seja aplicado rauedo do problema; por causa disso,
y € chamada de variavel complicadora.

A partir destas observacdes a respeito do problema, defineia estratégia de resolucéo que
sera explicada a seqguir. Serdo introduzidas novas vasiaweistricdes de igualdade ao problema
original, que sera reescrito da seguinte maneira:

minimizar  f(x) = fi(x1,y1) + f2(X2,¥2)
sujeitoa y; = —yo, (2.19)

As novas variaveis de otimizacdq e y, podem ser interpretadas como versdes locais da
variavel complicadorg e as novas restricdes asseguram que todas as versdesdfmaisggiais.



O Lagrangiano associado ao novo problema de otimizaca@)2:1

Ly, p) = filx1,y1) + fa(X2,y2) + 1" (y1 +y2)
= [filxi,y1) + " y1] + [fa(x2,y2) + " yo] - (2.20)

Observa-se qué (2.20) é separavel e pode-se definir os segsiproblemas para a variavel
dual i fixa:

minimizar  fi(x1,y1) + p'y1, (2.21)

minimizar  fo(x2,y2) + p'ya, (2.22)

cujos pontos 6timos sé&o, respectivameniéu) e g»(pt).

Agora, define-se o problema principal equivalente ao proaleriginal em[(2.119), em que
a variavel de otimizacado é a variavel dual e que tem como funbgetivo a soma dos valores
6timos de cada um dos subproblemas:

maximizar  g(p) = g1(p) + g2(p).- (2.23)

O problema principal{2.23) pode ser solucionado com o eggptde um algoritmo iterativo.
A cada iteracdo, o algoritmo deve resolver o subproblém&li)? isto é, encontrax; e y; que
minimizam f, (x1, y1), € calcular o subgradiente geno pontou, que é igual &,. Um procedi-
mento semelhante deve ser realizado com relacéo ao subm@b2.2P) e, ao fim da iteracao, a
variavel dual deve ser atualizada com o subgradientg de que € a soma dos subgradientes de
g1(p) e go(p). Dessa maneira, tem-se 0 seguinte algoritmo de decompahiga.

Algoritmo 1 Decomposicao dual de problemas de otimizacdo sem resricoe
1: repetir

para cada subproblemaca

3 encontra, ey, que minimizamf, (xg, yx) + p’ yx
4 calcular o subgradiente dg(u), que éy;,

5. fim para
6
7

N

atualizar a variavel dugl = p — o (32 + y1)
. até convergir

2.6.2 Decomposicao dual de problemas com restricdes

Considere-se 0 caso em que 0s subproblemas estéo acopladesipaas restricoes, e ndo
por meio de algumas variaveis de otimizacdo. Um problemsasesondicdes pode ser represen-
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tado da seguinte forma:

K
minimizar Z Fr(xk)
k=1

sujeitoa x; € Cy

K
> hi(xi) 20, (2.24)
k=1

ondeC;, é o conjunto das possiveis solu¢desigdsimo subproblemdy, : R” — Reh; : R” —
R? sdo fungcbes convexas. Nesta situacdo, exigtesstricdes complicadoras que acoplam os
subproblemas e impedem que eles sejam resolvidos sepanatgam

Forma-se o Lagrangiano associado ao probl€émal2.24):

K

Fe(xi) + ) i hie(xi)

1 k=1

(fk(xk) + NkT.hk(Xk)) (2.25)

]~

L(x,p) =

[M] >

b
Il

1

A inspecao da equacdo (2]25) revela que ela é separavel epggsigel minimizar sobre,, x,
..., exy independentemente. Assim, para a variavel gufixa, deve-se encontrgg(u), que é
a solucéo da&-ésimo subproblema:

minimizar  fi.(xx) + g o (x1,)

sujeitoa x; € Cy, (2.26)

e, finalmente, encontra-géu) = >, gx(1).

Para calcular o subgradiente dgp), a sugestdo deé [19] é ushf(xy), ondex, € Cy.
Por fim, a atualizacdo da variavel dual é realizada com baselmgradiente de(u), dado pela
soma dos subgradientes de cada um dos subproblemas. Qnatgde decomposicao dual para
problemas com restricdes € apresentado logo a seguir.

Algoritmo 2 Decomposicao dual de problemas de otimizagcdo com resdricbe
1: repetir
2. para cada subproblemiaca

3: encontrat; que minimizaf,(xy), e calcularh(xy)
4:  fim para
5. atualizar a varidvel dugh = | — oy S | hy (%)

JF

6. atéconvergir
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3 CAPACIDADE DE CANAIS SEM FIO

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo discutidos alguns tépicos relacamaccapacidade de canais sem fio.
As ferramentas béasicas utilizadas neste estudo estdomiemiiadas nos conceitos de teoria da
informacéo introduzidos por Claude Shannon, segundo os gapacidade € a taxa maxima de
comunicacao que pode ser alcancada com uma probabilidadeodebitrariamente pequena uti-
lizando um cadigo tedrica [20]. Reciprocamente, Shannoté&mdemonstrou em seu trabalho
gue nao é possivel atingir uma taxa de comunicacao supecepacidade e, ao mesmo tempo,
manter a probabilidade de erro tdo pequena quanto se qUena.observacdo importante a res-
peito desses resultados é que a demonstracado deles nadecamestricdes, tais como atraso ou
complexidade, existentes em sistemas reais e, por casss €iss normalmente sdo usados para
determinar um limite superior para a taxa de comunicaca@qde ser alcangada em um sistema
real.

A maior parte deste capitulo se baseia em [21] & [22]. A prans@cao se dedica ao estudo
da capacidade de canais sem fio em sistemas de comunicacapeoas um usuario, analisando
primeiramente o canal Gaussiano, que constitui a base pastudo dos demais casos. Em
seguida sdo estudados separadamente o0s canais com mpidigkedoras, com multiplas antenas
e canais com desvanecimento. Por fim, € analisada a capacdidatstemas com varios usuarios.

3.2 CAPACIDADE DE SISTEMAS COM UM UNICO USUARIO

3.2.1 Canal Gaussiano

O canal Gaussiano € considerado o modelo mais importantopstituir a base para os es-
tudos da capacidade de canais sem fio com desvanecimerftrngersera visto posteriormente.
A Figural[3.1 mostra um canal Gaussiano discreto no qual a ¥afdim dado instantéé igual
a soma da entradd e do ruidolV/.

%%
X Y
+

-/

Figura 3.1: Canal Gaussiano

Neste canal, o ruido aditivid/, que é independente do sinal de entradamodela o efeito
de diversos fendbmenos e, pelo teorema do limite centraleitoefumulativo do ruido pode ser
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aproximado por uma distribuicdo normal. Portanto, a sgdosie quél” € uma variavel aleatoria
gaussiana de média nula e varianeia vélida e a saida do canal é dada por:

Y =X+ W (3.1)

Costuma-se impor a este modelo uma restricdo na energia fmiérecia) do sinal de entrada.
Esta restricdo € pertinente e pode, de maneira intuitivaass®ciada a limitagdo do amplificador
de poténcia do transmissor. Sem esta consideracao, adagp@co canal seria infinita. Sendo
assim, para cada conjunte;, xo, . . ., ;) de simbolos transmitidos, é necessario que

1
> a2l <P (3.2)
n <

Por definicdo[20], capacidade é o maximo da informacao @mmlae a entrada e a saida do
canal calculado para todas as densidades de probabilidaelgtihda que satisfazem a restricao
de poténcia dé_(312). Assim, pode-se demonstrar que a daplecdo canal Gaussiano em bits
por transmissao (ou bits por uso do canal) € igual a:

p(z)

C’zmax](X;Y)z%log <1—|—£2>, (3.3)
o

onde/(X;Y) é a informagdo mutua entre a entrada e a saigéy eé a fungéo densidade de
probabilidade da entrada. Considerando que um sinal é tddstpelas componentes em fase e
em quadratura, e definin@ddR = % como sendo a relagéo entre a poténcia do sinal e a poténcia
do ruido, pode-se reescrever a equacad (3.3) da seguingrenan

C= %log(l—i—SNR). (3.4)

A Figural3.2 mostra o comportamento da capacidade em furgéalatao sinal-ruido. Para
valores bem pequenos &R h& um aumento linear da capacidade, goig1 + SNR) ~
SNRlog(e); ja para valores elevados, a capacidade aumenta logar@ntarmom a poténcia, uma
vez quelog(1 + SNR) ~ log(SNR).

3.2.2 Canais Gaussianos paralelos

Sejam 08V canais Gaussianos independentes em paralelo conformeadusha Figuria 31 3.

Considerando que a saida de cada canal é dada pela soma dspagiva entrada com
ruido Gaussiano e que os ruidos de cada canal sdo mutuaimdgpendentes, tem-se que para
0 n-ésimo canal:

Y, =X, +W,, n=1,...N, (3.5)

lInformac&o mutua € a quantidade de informagéo que uma eheteatoria fornece a respeito de outra variavel
aleato6rial[20]
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Figura 3.2: Capacidade do canal Gaussiano em funcao daoelagiruido

Wi
X 1 Yl
+

-/

°
°
°

Figura 3.3: Canais Gaussianos paralelos

ondeW, ~ Ng(0,02). Sera aplicada uma restricdo & poténcia total do sinal dadente
maneira que:

N
E [Z X2 <P (3.6)

n=1

Aplicando-se novamente a definicdo de capacidade, enesmaaensidade de probabilidade
do sinal de entrada a qual alcanca a taxa maxima de comuaicagd/N canais Gaussianos
paralelos. Assim, a capacidade é igual a [20]:

N
C=max[(X;Y) = % log (1 + Iﬁ), (3.7)
n=1

p(X)

ondeX = (Xi,..,Xyn), Y = (Y1,...,Yy), p, = E[X?] e, além disso, a restricdo de poténcia
implica quezgzlpn = P. A equacao[(3]7) mostra claramente que a capacidade tajahg i
a soma das capacidades individuais de cada canal, mas ssitade s6 é valido quando os
elementos d& sdo mutualmente independenteX.e~ N (0, p,,).

A analise aqui apresentada é de suma importancia para nsafleda@onsistem em canais pa-
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ralelos independentes. E comum encontrar aplicaces bjgtvm seja, por exemplo, distribuir
a poténcia disponivel entre os canais de modo a maximizgraciclde. Este é o caso da alo-
cacao de poténcia em canais seletivos em frequéncia, comfggra visto posteriormente. Nesta
sec¢ao sera apresentada uma solucao genérica para o proll@faacio de poténcia em canais
Gaussianos paralelos e independentes, que é a solucadoults@goblema de otimizagao:

N
_— 1 n
maximizar E §log <1+p—2)
o

n=1 n

N
sujeitoa Y p, <P (3.8)

n=1

Pode-se observar que tanto a funcéo objetivo quanto acéstséio funcdes cbncavas em
relacdo as variaveis de otimizacape a solucdo do problema pode ser encontrada de maneira
explicita com o auxilio dos multiplicadores de Lagrange]| B&ndo assim, o Lagrangiano asso-
ciado ao problema_(31.8) é formado da seguinte maneira:

N N
1 n 1
L n=1

n=1

Agora, aplicando-se as condi¢cfes de Karush-Kuhn-Tuck&oome explicado na secdlo (2.5) e
calculando% = 0 encontra-se a alocacédo 6tima de poténcia, que é dada por:

pn=(n—02),, (3.10)

ondez, = max(0, ), poisSp, jamais pode assumir valores negativog, @eve ser escolhido de
modo a satisfazer a restricdo de poténcia:
N

(u — 03)+ =P. (3.11)

n=1

A equacaol(3.11) ndo pode ser resolvida de maneira diretdad@vestricdo que faz com que
0s termos do somatorio sejam nao-negativos. Para conesteproblema, define-se o conjunto
S de indices: tal quen pertence & seu > o2. Semelhantemente, defineSe&omo sendo o
conjunto complementar ao conjur$o Assim, o somatério dé (3.11) pode ser separado em dois
somatoérios da seguinte maneira:

d (w=02) +> (u—02), =P (3.12)
nes nesS
Analisando-sel(3.12) nota-se que todos os termos do pdreematorio sempre serdo positivos
e, portanto, pode-se remover a restricdo que foi imposeriamnente. Além disso, todos os
termos do segundo somatério serdo sempre nulos justanmeritio d restricdo. Logo, pode-se

reescrever (3.12):
> (n-02) =P (3.13)

nes
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Isolandoy, tem-se:

P+ s00
= ——=mnee 7 (3.14)
S|

onde|S| é a cardinalidade do conjunge representa a quantidade de elementos que o conjunto
contem.

7 T T T T T T T T

I sinal
6 I ruido

Poténcia

2 4 6 8 10 12 14 16
Canal

Figura 3.4: Alocagé&o otima de poténcia em canais paralelos

A Figura[3.4 mostra um exemplo de alocagdo 6tima de potémciaamais paralelos inde-
pendentes. As barras vermelhas representam a poténciéddalaicada canal e as barras azuis

representam a poténcia de transmissao do sinal em cada fapaiéncia é sempre distribuida
nos canais de menor ruido e pode ser feita uma analogia etérerecesso e o preenchimento
de uma vasilha com agua. Por causa disto, esta estratédgiacdedo € conhecida na literatura
comowaterfilling e o termou normalmente € associado ao nivel da agua [21].

3.2.3 Canais invariantes no tempo

3.2.3.1 Canais seletivos em frequéncia

Considere-se o cana@l (w) seletivo em frequéncia. Se este canal tillgpercursos separa-
veis e assumindo que a resposta impulsional deste canal ud@ com o tempo, entdo pode-se

representar o sinal recebido no instaintia seguinte forma:

yli] = 2 hyxli — 1] + wld]. (3.15)

Este canal, que tem uma largura de baridgyode ser dividido enV subcanais independen-
tes, cada um com largura de banda igudll &V, de modo que a resposta em frequéncia de cada
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subcanal seja constante [22]. Uma maneira eficiente de eei$ap € aplicando a técnica OFDM
[23] (do inglésporthogonal frequency division multiplexipgjue ird converter o canal seletivo em
frequéncia num conjunto de canais planos independentesarelacédo sinal-ruido do-ésimo

subcanal é igual a:
pn|Hn|2
o

SNR = , (3.16)

em que|H,|? indica a intensidade da resposta em frequéncia a poténcia do ruidog, é a
poténcia alocada parareésimo subcanal.

Assim, a capacidade do canal seletivo em frequéncia é igg@ha das capacidades de cada
um dos canais paralelos independentes:

N 2
C=3 log <1+p”’H"‘ ) (3.17)
n=1

2
On

No caso em que o transmissor conhece a resposta em freqdénowdos os subcanais, a alo-
cacao Otima de poténcia que maximiza a capacidade é endauigananeira semelhante aquela
que foi mostrada na Se¢@o 3.2.2 e é a solugdo do seguintemabe otimizagéo:

- al Pu| Ha?
maximizar E log <1+—2>
o
n=1 n

N
sujeitoa  » p, < P. (3.18)

n=1

A alocacédo de poténcia que maximiza a funcdo objetivo efsatis restricdo eni (3.18) é
igual a:

(- k) oo
pn = [/[/ __n_ y 3.19
[Hnl?)
e o multiplicador de Lagrange deve ser escolhido de modo que:
__n ) —p 3.20
> (- ) (3.20)
n=1 +

3.2.3.2 Transmissao e recep¢ao com multiplas antenas

Sistemas que utilizam varias antenas tanto na transmissataina recepgéo, também cha-
mados de sistemas MIMO (do inglésultiple-input multiple-outpyt tém constituido o tema
principal de muitos trabalhos que vém sendo realizados Itio®08 anos. O interesse crescente
em torno destes sistemas deve-se ao fato de que eles podem@eumento da capacidade por
meio de multiplexacéao [24] 3] ou 0 aumento de desempenheéatda diversidadé [25, 26]. Es-
tes ganhos podem ser obtidos com a aplicacéo de técnicasadsgamento de sinais que, quando
empregadas no transmissor e/ou no receptor, exploram os goaus de liberdade adicionados
ao sistema pelas mdltiplas antenas.
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Figura 3.5: Sistema MIMO

Nesta sub-secao sera estudada apenas a capacidade dasstsigma este que € apresentado
na figurd 3.5, com, antenas de transmissag,antenas de recepg¢ao e canais planos cuja resposta
impulsional é dada pela matrid € C**"~. Assim, a representacdo em banda base do sinal
recebido pode ser escrita como:

U1 hll e hlnz T w1
= : : : + : (3.21)

Yn, hna o P, T, W,
y = Hx+w, (3.22)

ondex € C™ é o sinal transmitidow ~ N(0,0%1,,) é o ruido branco Gaussiangec C™

€ o sinal recebido. Este canal MIMO pode ser decomposto nujoro der canais paralelos
independentes. O numerorepresenta a quantidade de autovalores nao-nulos desia emat
igual & quantidade de graus de liberdade espacial por sequordHertz [21]. Este nimero é
igual ao posto da matril e representa a dimensao do sinal que foi transmitido e didtopelo
canal. Se a matriH tiver o posto completo, entdo o canal MIMO prové min(n,, n,) graus de
liberdade espacial. O ganho de multiplexacéo é obtido@drda multiplexacdo dos dados nestes
canais paralelos e a seguir estdo os procedimentos quesmenfz], podem ser utilizados para
se obter um conjunto de canais paralelos a partir de um cahsOM

Sabe-se que para qualquer maldz possivel obter a decomposi¢cdo em valores singulares
da seguinte maneira [27]:
H=UAVY, (3.23)
emqueU € C*" eV € C™*™ s&o matrizes unitériBeA € R™*™ & a matriz diagonal dos

valores singulare$)\;} de H. Considere-se que o transmissor gera o sinal de enkradpartir
do sinal originalk por meio de seguinte transformacao linear:

x = Vx. (3.24)

2Se uma matriM é unitaria, entadI? M = MM =1
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Semelhantemente, o receptor aplica ao sinal recebido utre toansformacao linear, multipli-
cando a saida do cangalpor U e obtendo:

y = Uly

= U (Hx+w). (3.25)
Agora, substituindd (3.23) e (3.P4) em (31 25), tem-se:
y = UT(UAVAVx+w)

= U"UAV"Vx + Uw

= AX+W (3.26)
ondew = Ufw. Portanto, as operacgdes realizadas tanto no transmisaatoquo receptor

transformam o canal MIMO em canais paralelos independentes, em quesimo canal tem
entradaz;, ganho)\,;, ruidow; e saidaj; conforme mostrado na figura 3.6.

)\1 wl
T (J\ (‘L
x +

i
U/ U/
° )\T QDT °
% Aﬁ rL br
&) D,

Figura 3.6: Decomposicao do canal MIMO em canais paralaltsgendentes

Apos a aplicacéo do procedimento descrito acima, tem-sésieéms cuja capacidade € muito
semelhante aos casos ja vistos na secoes|3[2.2 e 3.2.3.& sepadlculada pela expressao:
r 2)\2
C=3 log (1+p ;). (3.27)

g
i=1 L

Novamente, o método dos multiplicadores de Lagrange éaajgipara se encontrar o conjunto
de poténciagp;} que satisfazem a restricdd;_, p; < P e que maximizam a expressio (3.27).
Assim, definindo-se; como sendo o multiplicador de Lagrange, a alocacdo 6timaoténpia

para 0 caso em que tanto o transmissor quanto o receptor téra@mento completo do canal é

igual a:
2

o
MZQ—ﬁ)- (3.28)
i/

3.2.4 Canais com desvanecimento

Para analisar a capacidade de canais com desvanecimeéntossiderado o seguinte modelo:

ylm] = him]e{m] + wlm), (3.29)
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em quex[m] é o sinal de entrad&/m| é a resposta impulsional do canabpn] é o ruido branco
aditivo Gaussiano com poténaid no instante de tempm. A resposta impulsional do canal é
uma variavel aleatoria que segue uma dada distribyi¢&oe é independente do sinal de entrada,
cuja poténcia € limitada & joules/simbolo. Além disso, considera-se @igh[m]|’] = 1 e,
nessas condicdes, a relagdo sinal-ruido média é definida$m = L. Considera-se quigim]

€ constante durante o perio@lpequivalente a um conjunto de simbolos. A capacidade do canal
depende da quantidade de informac&o que o transmissor tespeito de:[m| e, também, da
taxa de variacdo da resposta impulsional do canal confoendevssto a seguir.

3.2.4.1 Desvanecimento lento

Esta € a situacdo em que a resposta do canal é constanteeduraecnjunto muito grande de
simbolos e pode-se fazkjm| = h para todo indicen. Dessa forma, a informagé&o pode ser envi-
ada com probabilidade de erro arbitrariamente pequena gaxaanaxima déog(1 + ||> SNR)
bits por uso do canal durante o peridppois assume-se que € suficientemente grande para
gue os cbdigos que atingem a capacidade do canal possammegados. Obviamente a taxa
maxima depende do ganho do canal, uma vezgiialeatorio.

Quando o transmissor conheeg:), mas ndo tem conhecimento da realizagédo do canal, ele
fixa sua poténcia de transmissao e envia a informagédo a umaitaxs por uso do canal. Se
para uma determinada realizacdo do canaltaxaR for maior que a capacidade do canal, isto
é, R > log(1 + |h|?SNR), entdo é impossivel fazer com que a probabilidade de ereot&e;
pequena quanto se queira. Neste caso, diz-se que o sisténtzoperante e utiliza-se o conceito
de probabilidade de interrupcao para caracterizar a pilcdsde de perda da informacéo [29]:

Pow = Pr {log (1 + |h|*SNR) < R} . (3.30)

A rigor, a capacidade do canal com desvanecimento lentwmé eis € impossivel transmitir
com probabilidade de erro arbitrariamente pequena. Istpeca probabilidade do canal atenuar
completamente o sinal é diferente de zero, ou &g/ = 0} # 0. Sendo assim, costuma-se
utilizar o conceito deapacidade com interrupcéque é a maior taxa de transmisséo possivel tal
gue a probabilidade de interrupcao seja inferior a um daltiw v& pode ser escrita da seguinte
maneiral[21]:

Ce=log (1+ F'(1—¢€)SNR), (3.31)

ondeF é a funcéo de distribuicdo cumulativa complementdife O valor dec é um parametro
de projeto e deve ser escolhido de acordo com a toleranci@raupcdes que é aceitavel para
um dado sistema de comunicacdo. O grafico da figura 3.7 mosapaxidade em funcao da
probabilidade de interrupcéo para diferentes niveis dedel sinal-ruido no caso em quig:)
segue uma distribuicdo de Rayleigh. Pode-se observar queagidade aumenta de maneira
significativa a medida que a probabilidade de interrupcawesta, embora também aumente a
probabilidade de erros na recepcéo da informacéo.
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Figura 3.7: Capacidade em fungéo da probabilidade de iipigiou

No caso em que o transmissor conhece o canal, ele pode eostnal poténcia de transmissao
para manter a capacidade constante durante todo o tempdicAcdp desta estratégia exigiria
gue, a cada realizacéo do canal, a poténcia de transmiss@ifiversamente proporcional a ate-
nuacdo do canal e, num sistema ideal, a probabilidade deup¢&io poderia ser arbitrariamente
pequena. O problema desta estratégia € que ela consomepoiditecia €, como a maioria dos
sistemas sao limitados em poténcia, ndo funciona adeq@adamuando o desvanecimento do
canal é muito severo.

3.2.4.2 Desvanecimento rapido

Nesta situacdo, a resposta do canal é constante durantesmigado de um conjunto muito
pequeno de simbolos e 0 comprimento dos codigos é bem majoiedmperiodo de coeréndia
Assumindo que o codigo tenha a duracaad.deeriodos de coeréncia, entdo pode-se aplicar um
modelo comL canais paralelos com desvanecimentos mutuamente indagenck a capacidade
normalizada seréa igual a:

1< )
C:Z;bg (1 + |h|* SNR). (3.32)

Assim como no caso do desvanecimento lento, ndo é possinalragpesta situacdo o conceito
de capacidade como sendo a maxima taxa de comunicacaodiebogm probabilidade de erro
arbitrariamente pequena. Isto pordug} séo variaveis aleatérias e a probabilidade da capacidade
definida em[(3.32) ser inferior a um dado valoé diferente de zero. Contudo, quande- ~c e
o transmissor nao conhece as realizacdes do canal, a &@({8s32) se aproxima da capacidade
ergbdical[28]:

Corg = E [log (1 + |h|*SNR)] . (3.33)
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Ja no caso em que o transmissor conhece as realiza¢cOes tderanse uma situacdo seme-
lhante a descrita na segdo 3]2.2 e a capacidade do canal ssandeimento rapido é igual a:

2
C=E [log (1 + wﬂ : (3.34)
o
onde a alocacéo 6tima de poténcia € encontradaafierfilling e é calculada da seguinte maneira:
0.2
Popi(h) = (u — —2) , (3.35)
2]

respeitando a restricdo de poténkig’, . (h)] = P.

3.3 CAPACIDADE DE SISTEMAS MULTI-USUARIOS

No caso em que um sistema deve dividir os recursos dispsr{p@iéncia, tempo, frequéncia,
espaco, etc) entre varios usuarios, as idéias de teoridatenecdo podem ser expandidas para
analisar a capacidade de transmissédo. Um sistema de c@g@nigonto-multiponto, comparado
a um sistema ponto-a-ponto, tem uma quantidade enormeideeiarque podem ser exploradas
e por isso o conceito de capacidade apresentado anterir@eayeneralizado para o conceito
deregido de capacidadeNeste caso em que 0s usuarios compartilham os recursagia oe
capacidade € uma ferramenta muito Util para compreendepaciim que o aumento da taxa de
transmissdo de um usuério tem sobre as taxas de transmisséerdais usuérios.

Considerando um cenario com usuarios, a regido de capacid@bé definida pelo conjunto
R = {Ri, Rs, ..., Rx} das taxas de transmissdo quefosusuarios podem alcancar simulta-
neamente com uma probabilidade de erro arbitrariamentgepad21]. Entdo, para uma certa
realizacdo do candl e poténcia maxim®, a regido de capacidade pode ser escrita como:

C(h,P)= | R(h,p), (3.36)

PeF

ondeF é o conjunto de todas as estratégias possiveis de alocag&atgfazem as restricoes
de poténcia do sistem®, representa uma destas estratégidyk, p) é o conjunto das taxas de

transmissao alcancadas por cada um dos usuérios, que,greesypode ser escrito em termos
da capacidade de cada usuario:

R(h,p) = {R € R¥|R), < Cy(hu, pr)}- (3.37)

A borda da regido de capacidade pode ser encontrada s@undi@ise o seguinte problema
de otimizacéo [30]:

K
maximizar ) " w, Ry
k=1

sujeitoa R eC(h,P), (3.38)
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ondew;, € 0 peso da taxa db-ésimo usuario. Toda a borda da regido de capacidade pode ser
encontrada se o problenia (3138) for resolvido para todossiyeis conjuntos de pesos que
satisfazem & condicéo:

K
S we= 1. (3.39)
k=1

A partir do conceito de regido de capacidade, definem-sermtbcadores de desempenho que
podem ser muito Uteis para um processo de otimizacdo de wmueado sistema de comuni-
cacado. Estes indicadores sgapacidade totak capacidade simétrica serdo estudados logo a
seqguir.

3.3.1 Capacidade total e capacidade simétrica

Capacidade total € a méxima taxa total de transmissao quespoekancada por um sistema
de comunicacédad [31] e é encontrada solucionando-se o pnal[&.38) para o caso especifico
em que os pesos de todos 0s usuarios sdo iguais, owsejal /K parak = 1,2,..., K:

Com(h,P) = max Y Ry (3.40)

Esta métrica € muito utilizada na literatura, ainda que @ seja necessario adotar uma
estratégia injusta de alocacéo de recursos. Em geraljosgédm boas condi¢des de canal terdo
taxas de transmissdo maiores do que as taxas de usuariosacais piores. Além disso, é
possivel que usuarios em péssimas condicdes de canal $egham acesso aos recursos do
sistema.

Para os sistemas nos quais a situacdo descrita anteriersgatndesejavel, a saida é adotar
uma estratégia que distribua de maneira mais uniforme agsex disponiveis. Para isso, 0
indicador adotado pode ser a capacidade simétrica, que &mantaxa comum a qual pode ser
alcancada por todos os usuarios simultaneamehte [1]:

Coym(h,P) = R min(Ry, ..., Rx). (3.41)

A figural[3.8 mostra exemplos tipicos da caracterizacéo daceg capacidade para cendrios
com dois usuarios. Nesta figura estédo indicados os pontaigpgem a capacidade total, quando
w; = wy = 0,5, € 0 ponto que atinge a capacidade simétrica, que é a irierdagporda da regido
de capacidade com o segmento de reta que passa pela origste. edemplo, a inclinagéo do
segmento de reta € d&° poisR; = Rs.

Apesar de prover a distribuicdo justa dos recursos entrsuwdios, a capacidade simétrica
pode ser menor do que a capacidade total do sistema. A tatas¢oé reduzida se o ponto de
intersec&o nao coincidir com nenhum dos pontos que atingeapacidade total, conforme ilus-
trado no grafico a direita na figura_8.8. Tal reducao pode senpretada como uma penalidade a
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Figura 3.8: Caracterizacao da regido de capacidade [1]

ser paga quando se deseja prover a mesma taxa de transnaiss&mdps os usuarios. Em [1], os
autores fazem uma analise deste problema, mostrando qudifssenca pode ser relativamente
pequena em enlaces de descida com multiplas antenas e,isg&mptopdem um algoritmo para
calcular a capacidade simétrica.

Eventualmente, pode ser necessario prover servigosmifeos aos usuarios. Considerando
a hipotese de que um usuario requeira o dobro da taxa de ismd&ntdo outro usuario, por
exemplo, o algoritmo eni [1] pode perfeitamente ser adappada encontrar a intersecéo da
borda da regido de capacidade com o segmento de reta efy Gue R;.
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4 COOPERACAO EM SISTEMAS COM UNICA
PORTADORA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sera estudado em detalhes o0 modelo de erldesdda cooperativo proposto
m [13], que contempla apenas sistemas com uma unica p@tado

4.2 MODELO DO SISTEMA

Sera considerado o0 modelo em gHeestacdes base, que estdo conectadas a uma estacao
central, se comunicam simultaneamente cenerminais moveis. Este modelo de enlace de
descida esté ilustrado na Figlral4.1 para a situacédo espetéfiqual ha apenas duas estacdes
base e dois terminais.

LN
=

0

Figura 4.1: Modelo do sistema

A transmissdo dos dados da estacao central até os termicaiacterizada por duas etapas
bésicas:

1) A estacdo central gera as mensagens destinadds srminais e as encaminha para as esta-
¢cOes base;
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2) Cada estacao base codifica as mensagens e as envia aosgitetdeizmcordo com uma estrate-
gia de alocacéao de recursos pré-definida.

Para este modelo, deseja-se estabelecer um esquema deacéopentre as estacdes base
para alocar a poténcia disponivel com o objetivorileimizar a probabilidade de interrupcéo do
sistema Nessas condicdes, sdo estudados trés cendrios que difeaeio ao conhecimento da
estacdo central sobre os canais dos terminais. Os cen@oios Seguintes:

e Conhecimento total das realizacfes dos canais;
e Conhecimento das estatisticas dos canais;

e Nenhum conhecimento dos canais.

Em todos os cenarios apresentados acima, considera-se ¢gieninais sao capazes de es-
timar os canais de maneira perfeita e que as estacdes bageedém conhecimento total das
realizacdes dos canais de todos os terminais.

Neste modelo, cada estacédo baseiémntenas e cada terminal tem apenas uma antena. Além
disso, ndo ha nenhum enlace direto entre as estacdes bastaatq a comunicacao entre elas
é feita sempre com o intermédio da estacéo central. Tal cioagfio ocorre através de enlaces
ditos perfeitos, isto €, ndo ha nem erros nem atrasos e aidagadcle tais enlaces € muito maior
do que a capacidade minima necessaria para que a transmas@ados seja realizada com
sucesso. Os canais sem fiig entre a estacao base o terminal movek nao sao seletivos em
frequéncia e sdo modelados por variaveis aleatorias nmugumdé independentes que seguem a
distribuicdo normal complex&/¢ (0, okl ar).

Nas condi¢Oes descritas acima, a estacao central tem aageess|, m., ..., my que de-
vem ser enviadas aos terminais. Cada mensagge#dividida emB partesm., mog, - . ., Mpg
gue, por sua vez, sdo encaminhadas as respectivas estagée$Sbndo assim, a estacao ldase
recebe da estacdo central as mensagensmns, . .., myx. Considerando que a estacao base
poderia aplicar alguma técnica de codificacao de canal, asagensny;, mss, . . . , My S€rNi@mM
codificadas nos simbolasg;, sy, . . ., Spx de maneira independente. Neste modelo, supde-se que
0s terminais sdo capazes de realizar a deteccdo do tipo Bliadk@s,successive interference
cancelation para receberem corretamente®simbolos que sdo enviados simultaneamente pe-
las estac¢Oes base.

Assim, a estacdo basepodera aplicar alguma técnica de pré-codificacdo lineanocpor
exemplo o ZF-BF (do inglészero-forcing beamforming nos simboloss,, sy, . . ., Sy COM
\Sbk!2 = 1, criando, dessa maneira, o sinal de transmisséao cuja egpagfio em banda base
€ dada por

K
Xp = Z V Pvk8bk Sbk s (4-1)
k=1
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ondeg,. € o vetor de pré-codificacdo de dimenséo Neste modelo sera considerada uma
restricdo de poténcia tal que o sinal transmitido pedaima estacao base tenha poténcia maxima
igual ap,

tr (E[xpx;']) < P, (4.2)

que pode ser simplificada assumindo que os vetores de pificagdo s&o unitarios, ou seja,
lgoe|” = 1 para quaisquere k:

tr (E [Xbxﬂ) < B

K K H
tr|E (Z \/Pbkgbksbk> (Z \/pbkgbksbk> < B
=1 =1
K
tr ( E [k |goi|” |5bk‘2} < b
=1
K
tr (Zpbk < B
=1
K
> pw < D (4.3)
=1

Sejanoy, 0 ruido branco Gaussiano de média nula e variancia unitasmal recebido pelo
k-ésimo terminal pode ser escrito da seguinte maneira:

B B K
Y = Z \/pbkhgggbksbk + Z hi}i Z \/Pbj8bjSbj TN0k. (4.4)
b=1 b=1 £k
si‘rTaI interfgréncia

Como o vetor de precodificacdg, € independente dey;, e ortogonal &, paraj # k, 0
termo que representa a interferéncia na equdcao (4.4) inatlme a expressdo que modela o

sinal recebido se reduz a:
B

Yy = Z v/ Dbk Gk Spk, + MO, (4.5)

b=1
ondeay, = hfi g, esta associada ao ganho do canal entre a estagdb daserminal: e |ab,€|2
€ uma variavel aleat6ria que segue uma distribuicéo chirqda con2(M — K + 1) graus de
liberdade. Como os terminais realizam a deteccao SIC, a ciulcdoj-ésimo terminal é:

B
Rk = lOg <1 + Z ]akaZpbk> . (46)

b=1

A regido de capacidade deterministica do sistema para udgardalizacdo do canale para
uma certa alocacéo de poténpig dada por:

B
R(a, p) = {R - R5|Rk S log (1 + Z |abk|2pbk> } (47)

b=1
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e a regido de capacidade considerando que as estacOesrmhasepéténcias maximas limitadas
a(P,P,,...,Pg)seraigual a:

CaP)= [J R(ap) (4.8)

211521 Dok <Py

Este €, portanto, 0 modelo do enlace de descida do sistensaprieimas subsecdes serdo
apresentados 0s trés cenarios principais nos quais sea dgsrjzar a alocacdo dos recursos
disponiveis com o intuito de minimizar a probabilidade derirupcéo do sistema.

4.2.1 Conhecimento total das realizacdes dos canais

Considerando que os terminais requeiram os valores de dapaey = (71,72, -.-,7k),
entdo a probabilidade de interrupcéo do sistema é iguallapilalade dey estar fora da regido
de capacidadé(a, P):

FPoww =1—Pr(y €C(a,P)). (4.9)

Para esta situacdo, uma estratégia de alocacéo de recuesslz@&da de modo a assegurar
gue todos os terminais tenham a mesma probabilidade indivate interrupcéo. Isto significa
gue a capacidade fornecida ser& proporcional a capacidqderida:

Bup) s g (4.10)

Ri(p) M

Para que este objetivo seja alcancado, serd aplicado a@d¢téonsom cooperacao o algoritmo
originalmente proposto ernl[1] que soluciona o seguintelproé de otimizagéo:

. R
min  max wy—=. (4.11)
> wp=1ReC(a,P) 1 o

Sera mostrado mais a frente que a alocagéo 6tima de potérecsotyciona o problema(4.111) é
a mesma que minimiza a probabilidade de interrup¢éo dovssfé.9).

Nota-se que o problema de otimizacao interno € um problemzagénizacao da capacidade
total do sistema para o conjunto de pesos= (w;,ws,...,wk) fixo. A solugdo do problema
interno sera apresentada na Subsécdo 4J2.1.1. Por suapr@blema externo é um problema
convexo e no caso em que ha apenas dois terminais ele podexeyoplo, ser resolvido pelo
método da bissecdo. Nestas condi¢des, o Algoritmo 3 foigatopem [[13] para solucionar o
problema de otimizagdo 4.111 e realizar a alocag&o de rexurso
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Algoritmo 3 Alocacéao de recursos para o cenario com conhecimento dagscan
1: Inicializarw € [0, 1]
2: repetir
3: Resolver o problema de otimizacao:

Ry,
R = arg max Wi —
ReC(a,P) =t (093

4:  Calcular o subgradiente deésimo terminal:

L)

673

5. Atualizar a variavelw de acordo com o gradiente calculado anteriormente
6: até convergir

4.2.1.1 Maximizacao da capacidade total do sistema

O problema de maximizacdo da capacidade total do sisteraapar (w;, ws, . .., wk) fixo
é definido da seguinte maneira:

K B
maximizar ) wy log (1 +) |abk|2pbk:>
k=1 b=1

K
sujeito a Zpbk <P, (4.12)
k=1
O problema de otimizacad (4.112) € convexo pois a fungéo iebjét concava em relacdo as
variaveis de otimizacadp,,} e a restricdo € descrita por um conjunto de funcdes afins.0Enta
forma-se o Lagrangiano associado ao problédma{4.12):

L ({por}, 1 Zwk log (1 +Z|abk| pbk> Zub Zpbk, (4.13)
b—1 k=1

ondey;, > 0 é o multiplicador de Lagrange associado a restricdo de patémaxima da-ésima
estacao base.

Agora, analisam-se as condi¢cdes KKT de otimalidade do pnodle obtém-se as seguintes
equacoes:

OL ({per}, ) — 0
Opui

2
wk|abk|

L+ 3000 aw|” pu

= (4.14)
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A solucao analitica da equac@o (4. 14) € complicada. Contedsjderando-se o ternag, =
Z#b |aik]2 pa fixo, € possivel encontrar uma expressao fechadagpara

1+d
Dok = [Mbwk - —S’“} ) (4.15)
lawe|” 11
e, posteriormente, calcular o valey que satisfaca a condicéo:
K
Zpbk < B
k=1
K
1+d
> [ubwk - M} < P (4.16)
k=1 [

Este fato sugere que a solucdo do problema pode ser encriad a aplicacdo de um
método iterativo semelhante ao que foi apresentado em [32hétodo baseia-se no algoritmo
dewaterfilling iterativo e é descrito pelo Algoritnid 4.

Algoritmo 4 Waterfillingiterativo para maximizacao da capacidade do sistema
1: Inicializarpy, = P,/ K

2: repetir
3. paracada estacdo batzca
4: Calcular:
o = > lain|* pir
i£b
5: para cada terminafaca
6: Calcular a poténcia de transmissao:
14 dy,
Pok = |MpWr — 5~
lawe|” 11
7 fim para
8: Determinaru, para satisfazer a condicao:
K
14 dyy,
Z {ubwk — | < B
k=1 Jank|™ 14
9: fimpara

10: até convergir

4.2.2 Conhecimento das estatisticas dos canais

Neste caso a estacdo central ndo tem acesso as realizaggasaig, mas tem o conhecimento
da fungéo densidade de probabilidade das variaveis aksay;. } que modelam os canais. Além
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disso, as probabilidades individuais de interrupcéo séeideradas independentes e, portanto, a
probabilidade de interrup¢éo do sistema é dada pela e&mress

K
Pout(77p> - 1_HPI‘<R1€>7k)

k=1
K B
= 1- HPr (log (1 + Z |abk|2pbk> > %)
k=1 b=1
K
= 1—]]Pr(Ac>a) (4.17)
k=1

onde/, = Zszl |abk|2 pee € = 27 — 1. Dessa forma, deseja-se encontrar a alocacao 6tima de
poténcia que minimiza a probabilidade de interrupcdo esgar@a equacab (4J]17). Tal alocagéo
de poténcia é a solucao do seguinte problema de otimizacgéao:

minimizar  P,.(v,p)

K
sujeito a Zpbk <P, (4.18)
k=1

Uma andlise mais cuidadosa da expresséao que d&fimevela que esta é uma forma Hermi-
tiana quadratica de uma variavel aleatéria Gaussiana esmpgiue pode ser reescrita da seguinte
maneira:

B

Ay = Z |abk|2pbk

b=1

Dik 0 a1k
— <a’{k e a%k>
0 PBk aBf
Pidv—r+1 0 Wi
_ (WH Cowh )
M-K+1 1k Bk
0 prlv— K41 WBk
1 H
e F ) 4.19
MK 1k EWE (4.19)

A expressao acima somente é escrita dessa maneirpzmﬁsé uma variavel aleatéria que segue
uma distribuigdo chi-quadrado ca2(M — K + 1) graus de liberdade e que pode ser expressa
como: X
2 2
e — 4.20
|| M—K—irl”wka g ( )
ondew,, ~ N¢(0, opIn—k41). O comprimento do vetor Gaussiano complexg €, portanto,

B(M—K+1) e adimensao dB, a matriz da forma Hermitiana, /& M — K+1)x B(M —K+1).

A grande vantagem de expresaardessa maneira € que a funcao caracteristica de uma forma
Hermitiana quadratica dessa natureza ja é conhecida. Déoacom o que esta apresentado no
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anexd A, a funcao caracteristicafig é:

Dp,(s) = E[e %]
exp (—sw_kHFk (I+ sabka)_l W_k)
detI + so7 Fy)
1
det(]: + SO'bka)
1

= s (4.21)
[T, (1 + sopepp)™ "

em queay, = ow/(M — K + 1). Define-se a variavel aleatonia, = A, — ¢, cuja funcéo
caracteristica € dada por:

CI)Qk (S) = E [eisﬂk}
- E [G—S(Ak—ck)]
— SE [G_SA’“}
e*Fhp, (8) (4.22)

Agora, a probabilidade de interrupcao d@simo terminal pode ser calculada aplicando-se a
transformada inversa de Laplace a equacao (4.22):

1 ctjeo ds
Pr(Q 0) = — P —
r (2 <0) 275 )i 2.(5)~
et ds
Pr(Ap<c) = i ) e k‘I)Ak(S)?

A aplicacao da transformada inversa de Laplace no calcufwratzabilidade de interrupcao
individual € um procedimento por si s6 bastante complicaaloda resulta em uma expressao nu-
mericamente mal condicionada, conforme observado em P88in disso, a expressao resultante
constituird a funcao objetivo do problema de otimiza¢ad 8}.. Nessas condicdes, o problema
de otimizacgao se torna inviavel devido a complexidade de&ombjetivo.

A solucao proposta para esta situacao € a utilizacdo de upnmass&o que seja preferenci-
almente menos complexa e que forneca um limite superiorgarababilidade de interrupcao
individual. A opcéo € aplicar o limite superior de Cherno#dd pela expressao:

Pr(Ag < ¢) < I)I\l>1%]l e)‘ckCI)Ak()\) = Fa,(ck), (4.24)
e, em seguida, reescrever a probabilidade de interrupcéistdma em termos de (4)24):
K
Poi(v,p) = 1-JJ(1=Pr(As<a)
k=1
K
< H 1—Fa,(cx))
k=1
S Pout(77 p) (425)



Assim, a expressao obtida em (41.25) ir4 substituir a funfdetivo do problemd (4.18), que,
a partir de agora, consiste na otimiza¢éo do limite supdadChernoff ao invés da otimizacéo da
probabilidade de interrupgédo exata. Conforme sera mostrai® adiante, a alocagédo 6tima de
poténcia que minimiza o limite superior de Chernoff é a mesaganginimiza a probabilidade de
interrupcédo do sistema.

Primeiramente, define-se a funcéo auxiliapara cada usuario da seguinte forma:

Te(Ae, Pe) = e/\ckq)Ak(/\)
- e 4.26)
HbB:1 (1 4+ Apapeper) ™ R @
A Figural4.2 mostra exemplos dgem funcéo de\, para valores fixos d&NR por esta¢céo base.
Nestes exemplos especificos, ha duas estacdes base e gpdigonivel em cada uma delas e
dividida igualmente entre dois terminais. A capacidadeeeda por um dos terminais € de 1 bit

por uso do canal e pelo outro é de 2 bits por uso do canal.

10° : : 10° , , -
———SNR=0dB ———SNR=0dB N
| - — -SNR=5dB _ | - -~ -SNR=5dB /
10 SNR—100B 10 SNR—100B Sy
5 10} 5'1101-
r; 0 ’2] 0
= 10— = 10
< - £
-1 \b\' /A -1
10} T~ o 10}
-2 X X -2 X X
10 -2 -1 0 1 10 -2 -1 0 1
10 10 10 10 10 10 10 10
A1 A2

Figura 4.2: Gréfico de, em funcdo de\, para poténcias fixas e capacidade requerida igual a 1
bit por uso do canal (& esquerda) e 2 bits por uso do canalgi@air

Agora, define-se o seguinte problema de otimiza¢éo cujg&olé a alocacéo de poténcia que
minimiza o limite superior de Chernoft:

K
maximizar  f(A,p) = [] (1= re(h pr))
k=1

K
sujeito a Zpbk <P
k=1

A >0
pir = 0. (4.27)

O problemal(4.2]7) tem uma condi¢éo implicita que implicaterm r, < 1. Isso ocorre
porque a funcéo objetivo representa um limite superior pgseobabilidade de interrupcdo do
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sistema e, naturalmente, ela deve assumir valores @etie Por definicdo, a funcén, assume
valores positivos, mas nem sempre contidos no inteff¢ald conforme exemplificado na Figura
[4.2. Isto viola a condi¢ao implicita e o problema ndo podeesaivido. Nestes casos especificos,
a estratégia de alocacao de recursos adotada baseia-stibaigéo igualitaria de toda a poténcia
disponivel entre os terminais, ou sejg, = P,/ K. Nos demais casos, a estratégia de alocagdo
sera determinada pelo ponto 6timo do problema (4.27).

A resolucao do problema de otimiza¢do que minimiza o limifgesior de Chernoff € dividida
em duas etapas. A primeira delas é a minimizagcédo,dem relacdo a\,. Observa-se que a
funcdor, é convexa em relacdo g, conforme pode ser observado nos exemplos da Figura
[4.2. Logo, considerando poténcias fixas, basta caléulgio), = 0 e encontrar\; 6timo. Se
(A5, Pr) < 1, entdo a condicdo implicita descrita no paragrafo antérgatisfeita e\; é dado
pela solucéo do polindbmio de grd&iabaixo:

B

Ck, Ok Pok

S E—— 4.28

M—K+1 bz;l—i-/\,‘;abkpbk ( )

A segunda etapa é maximizacao da fung&®*, p) quanto gp. Forma-se, entéo, o Lagrangi-

ano associado ao problema de otimiza¢do (4.27) e, como adyifa*, p) é concava em relacdo
as variavei9, a solucao obtida para o problema dual também sera o pomto @t problema

primal:

B K
Lp,p)=FfN.p) =D mY (4.29)
b=1 k=1
Analisando as condi¢cfes KKT de otimalidade para a equagamatem-se:
OL(p.w) _
Opok

— k(AL Pr) ﬁ (
— L—r;(\pj) —m = 0
(9Pbk ik
B

. Qb "
M — K + Dri(\, pp) ———— 1—r;(\5pi)) = 1w, 4.30
( O PO g LL O =755 2)) = (4.30)

e, reorganizando a equacao anterior, tem-se a seguintgaoretjuivalente:

7(Ng, Pr) Ay _
L — (AL Pe) 1+ A awkpok
Dbk (pbk;) = MZ' (4.31)

Quando os valorefp;; }:, sao fixos, pode-se observar que a funggdp,,) € sempre posi-
tiva e monotonicamente decrescente com relaggg. &ste fato sugere que os valores 6timos de
pu. que satisfazem a restrig:@f:1 pe < P, podem ser encontrados com o auxilio do método de
busca por bissecdo. O exemplo da figurd 4.3 masjram funcéo dey, no cenario em que ha
apenas dois terminais. Neste caso, 0 método da bissecdé degentrar a interse¢ado enfrg e
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Ly, €, também, entre,, e 1, Os valoreg,; e p,» serdo parte do conjunto das possiveis solugdes
do problemal(4.27) se a restricdo de poténcia maxima dadeskase for respeitada, isto €, se
o1 + pr2 < B,

Dbk

>

D1 Db2 Dok

Figura 4.3: Gréfico déy, em funcdo dey, para dois terminais

Por fim, para determinar;, também é aplicado o método da bisseg&o. O algoritmo iterativ
gue minimiza o limite superior de Chernoff é listado a segd@ detalhes da prova da convergén-
cia do algoritmo podem ser encontrados em [34].

4.2.3 Nenhum conhecimento dos canais

Nesta situagdo ndo ha nenhuma informagadori que possa ajudar na alocagéo dos recursos
e a opcao e dividir toda a poténcia disponivel igualmenteeerd terminais. Assume-se que a
poténcia maxima de cada uma das estacdes base € ifualep = p,, = P/K e queoy, = 1
para todos os enlaces. Isso implica em:

B
Ay = Z\abk|2pbk
b=1

B
= pY |aul” = A, (4.32)
b=1

onde A¢ é uma variavel aleatoria de distribuicdo chi-quadrado dom — K + 1) graus de
liberdade e sua funcao de distribuicdo cumulativa é dadagagjuinte expresséo [35]:

2(M—K+1)-1 k
M—-K+1 1 (M—-K+1
-1 [ (L) T (Y
k=0
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Algoritmo 5 Minimizacao do limite superior de Chernoff
1: Inicializarpy, = P,/ K

2: repetir
3. paracada estacdo batzca
4 CalcularX por meio da resolucao do polinémio:
Ck o Z Ayl Pk
M — K + 1 b1 1 + /\kabkpbk

5: Calcular as poténcias de transmisséo resolvendo a equacao:

Gor(Por) = MZ
6: Atualizar i, para satisfazer a condigdo:

K

Zpbk <Pk

k=1
7. fim para

8: até convergir

Nessas condi¢des, a probabilidade de interrupcéo do sistegual a:

K B
Pow(v,p) = 1-— HPT (10?5 <1 + Z |abk|2pbk> > %)
k=1 b=1
K B
= 1- HPr (pz |ag,|? > 27 — 1>
k=1

b=1

K

=1 —HPI’(AZ > Ck)
k=1

= 1- 1 (0= Faglen) (4.34)
k=1

ondec;, = 2% — 1.

4.3 RESULTADOS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos pacdelo @ comunicacéo apresen-
tado anteriormente. Todos os resultados a seguir se refetuacdo em que ha apenas duas
estacdes base e dois terminais.
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A figural4.4 mostra a probabilidade de interrupcao do sistemduncéo da relagdo-sinal
ruido (indicada no gréafico confiNR) para o caso em que a capacidade requerida por ambos os
terminais é dd bit por uso do canal. Neste caso considera-se que a poténoigdd em todos
os enlaces é a mesma. Na figura sdo mostrados os resultadastpacdes em que ha duas ou
guatro antenas para cada estacao base.

O desempenho do sistema no cenario em que ha pleno conhexidasrealizacdes do ca-
nal € um pouco melhor que o dos outros dois cenarios, vist@aaquédade central pode adaptar
sua poténcia de transmissao para cada nova realizagdoagoameio do algoritmo deater-
filling. No cenério com conhecimento das estatisticas dos canfisag@o 6tima de recursos,
gue é encontrada pelo algoritmo que minimiza o limite swpeke Chernoff, consiste na divisao
igualitaria da poténcia disponivel entre os terminaiss potapacidade requerida é a mesma. E
por isso que o desempenho deste cenério €, na média, iguasampenho do cenario em que
ndo hé conhecimento sobre os canais.

10° ' ' ' 0

10

N

IR
o\
=
o\

I
w

Probabilidade de Interrupgéo

Probabilidade de Interrupgéo

10 10
10*t —8— poténcia igual 10*t —8— poténcia igual
—#— Chernoff —#— Chernoff
—o— waterfilling —o— waterfilling
-5 -5
10 ' : ' : 10 : : :
5 10 15 20 25 0 2.5 5 7.5 10

SNR por Esta¢éo Base [dB] SNR por Estagéo Base [dB]

Figura 4.4: Probabilidade de interrupcdo em funcdSMB com capacidades simétricas para 2
antenas (a esquerda) e 4 antenas (a direita) por estacdo base

A figura[4.5 mostra o desempenho do sistema sob as mesmag@smdnteriores, exceto
pela capacidade requerida. Agora, um dos terminais refjbérpor uso do canal, enquanto
gue o outro terminal requérbits por uso do canal. Novamente, o desempenho no cenario com
conhecimento das realizacdes do canal é melhor pelos meapta®s citados anteriormente.
Por sua vez, o cenario otimizado usando o algoritmo de CHaamfdesempenho melhor que o
do cenario em que ndo ha conhecimento dos canais pois, tenfdoaacaaca priori a respeito das
estatisticas do canal, a poténcia € alocada de maneiraficaste. Além disso, no caso em que
h& quatro antenas por estacéo base, os desempenhos dibsakydewaterfilling e de Chernoff
sdo mais proximos, o que é um indicio de que o algoritmo degfmcde poténcia explora com
eficiéncia os novos graus de liberdade das antenas adgiona@enario com conhecimento das
realizacdes do canal.
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Probabilidade de Interrupgéo
Probabilidade de Interrupgéo

—&— poténcia igual
—%— Chernoff

—&— poténcia igual
—%— Chernoff

—o— waterfilling ) —o— waterfilling
10°* : : - 10° : - - : - : -
5 10 15 20 25 0 25 5 75 10 125 15 175
SNR por Esta¢do Base [dB] SNR por Esta¢do Base [dB]

Figura 4.5: Probabilidade de interrupcao em funcaéia com capacidades assimétricas para 2
antenas (a esquerda) e 4 antenas (a direita) por estacdo base

Por ultimo, a Figura 416 apresenta o desempenho do sisteandga conhecimento das rea-
lizacOes dos canais e quando os enlaces estao sujeitoseatiteniveis de atenuacdo. Conforme
foi apresentado no inicio deste capitulo, os canais semfientre a estacéo baée o terminal
movel k seguem a distribuicdo normal complex@ (0, oyl /) € 0 termooy, pode modelar a
atenuacao no enlace. Neste caso, fez;se= 0o = 1 e analisa-se a probabilidade de interrup-
cao do sistema quandq, = 091 = 1,1/2,1/4,1/8. Esta configuragdo modela as situacdes nas
guais existe atenuacao no enlace entre a estacao base Irenaker(e, equivalentemente, entre
a estacdo base 2 e o terminal 1). Conforme esperado, quardo anaienuacao no enlace pior
€ o desempenho do sistema. Eventualmente, este tipo deeapétierd fomentar o estudo do
modelo de comunicagdo cooperativa a nivel sistémico,iaogib na escolha de parametros que
determinem as condi¢cdes mais adequadas para a aplicacamiétom

4.3.1 Desempenho do sistema sob condi¢des realistas de cana |

Esta subsec&o contém os resultados apresentados em [dld]s@n realizadas simulagdes
com o intuito de avaliar o comportamento do esquema de cagpediante de um modelo rea-
lista para o canal sem fio. Além disso, sao feitas algumassasglara identificar as condicdes
nas quais o esquema prové ganhos mais significativos e apgaiireeitério de avaliacdo do de-
sempenho do sistema é a probabilidade de interrupgéo.

O cenario basico adotado nas simulac¢des é constituido psrafilulas, cada uma delas com
uma estacao base, e por diversos terminais que estdo uaif@ante distribuidos no cenario de
simulacdo. As estacOes base transmitem seus respectiais Simultaneamente a apenas dois
terminais (um em cada célula), que sao escolhidos aleateniz. O modelo de canal adotado é
baseado na soma de raios e esta descrito em [36].
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Figura 4.6: Probabilidade de interrupcéo em funca®MB com atenuacgéo nos enlaces para 2
antenas (a esquerda) e 4 antenas (a direita) por estacdo base

Existem, basicamente, dois modos de transmissao do sigdomaodo normal, cada estacao
base transmite sinal para apenas um terminal no modo MIS@@iEs, multiple-input single-
outpu) com duas antenas de transmissao e uma de recep¢ao. No nopeoativo, a transmissao
€ realizada da maneira descrita na s€cab 4.2. Para a decisdmdd de transmissao do sistema,
define-se a fungéo: [0, 1] — R dada pela expressao:

r(§) =1 —E&re (4.35)

onder, € o raio da célula. As duas estacbes base operam em modoatbapse e somente se
os dois terminais selecionados estiverem dentro da regiibreada da Figufa 4.7. O tamanho
da regido sombreada é controlada pela varigwd equacad (4.35): quangdo= 0 as estagbes
base operam no modo normal; quargde= 1 as estacfes base operam no modo cooperativo
independentemente da posicao dos terminais; para os deabaises de € possivel controlar

o tamanho da regido sombreada para que o modo cooperatvhaajitado apenas para 0s
terminais que estiverem mais préximos das bordas e, coestguente, para que o modo normal
seja habilitado apenas para os demais terminais que estiveais proximos do centro da célula.

A simulacédo do sistema poderia ser descrita da seguinteiraamecada passo de simula-
¢do sao escolhidos dois terminais, um em cada célula. Usandtério definido no paragrafo
anterior, determina-se o modo de transmissao de ambosnoisdes. Em seguida, sdo geradas
diversas amostras de canal e o passo de simulacéo é finatiaado calculo da probabilidade
de interrupcdo dos terminais e do sistema. S&o realizadass \@assos de simulacédo até que
o desempenho de todos os terminais seja avaliado e, finaméengalculada a probabilidade de
interrupgdo média do sistema.

Os parametros utilizados nas simulacdes séao listados rdaldld. Os parametros que ndo
sao explicitamente citados, tais como espalhamento angis&ibuicdo de atrasos, distancia de
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Figura 4.7: Cenéario de simulacdo
correlacao e outros, tém seus respectivos valores defierdd86] e [37].

Tabela 4.1: Parametros de Simulacao

Parametros Gerais Valor

Ndmero de estacdes base 2

Distancia entre as estacdes base 1500 metros
Distribuicdo dos terminais uniforme
Quantidade de terminais 1000
Frequéncia central 2.5GHz
Distancia minima entre estagcéo base e termind metros
Condicao de propagacao sem linha de visada
Desvio-padrdo desvanecimento lento 8dB

Largura de banda 12 kHz
Parametros da Estacéo Base Valor

Numero de setores 1

Altura 35 metros
Tipo de antena omnidirecional
Numero de antenas 2
Espacamento entre as antenas 5\
Parédmetros do Terminal Valor

Altura 1.5 metros
Tipo de antena omnidirecional
Ndmero de antenas 1

Velocidade 3 km/h

Figura de ruido 7dB

A Figura[4.8 mostra a probabilidade de interrupcdo meédiaistersa e de cada uma das
células separadamente em funcéo da poténcia de transmimssiderandg = 1. Quando a
capacidade requerida pelos terminaig € [1, 1] bits/s/Hz, as células apresentam valores muito
proximos para a probabilidade de interrupcéo. No caso enyguél, 3] bits/s/Hz, o terminal que
requer maior capacidade esta sempre na célula 2 e, nedta eghunobabilidade de interrupcao é
bem maior que na célula 1. Por isso, o0 desempenho do sistemaodpmoximo do desempenho
da célula 2.

Na Figurd 4.9 é apresentado o desempenho do sistemg para, 1| bits/s/Hz e alguns va-
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Figura 4.8: Probabilidade de interrupcdo em fungéo da p@éfe transmissdo pama= [1, 1]
bits/s/Hz (& esquerda) e paya= [1, 3] bits/s/Hz (a direita)

lores de¢. Nestas simulacdes considera-se que a capacidade regperidada terminal € igual

a 1 bit/s/Hz. Observa-se que o melhor desempenho do sistaroatido quanddg = 1, pois
nesta configuragdo o modo cooperativo proporciona ganhisssigaificativos ndo apenas para
0s terminais que estdo na regido central do cenario, mastarpbra os que estdo nas bordas
do cenéario. Logo, todos os terminais podem se beneficiaamtastios ganhos de multiplexacéo
espacial providos pelas duas estacdes base. Aléem destesogsmbserva-se que é melhor que
0 sistema opere no modo normal quando a poténcia de tra@enédsaixa. Nessas condi¢coes,
o0 ganho de multiplexacdo do esquema de cooperacao € insagméfie, dessa maneira, o sis-
tema poderia reduzir a carga dos canais de retorno. Contudediala em que a poténcia de
transmissao aumenta, torna-se mais vantajoso habili@w@ecacdo entre as estacdes base.
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10
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Figura 4.9: Probabilidade de interrupcdo em fungéo da piatéfe transmissao para= [1, 1]
bits/s/Hz (& esquerda) e paya= [1, 3] bits/s/Hz (a direita)

Os resultados da Figura 4]10 mostram como a distancia entigt@cdes base e os terminais
influencia na probabilidade de interrupcéo das célulastaNegira sdo apresentados resultados
para 0 modo cooperativo e para 0 modo normal nos quais coasigge trés valores diferentes
para a poténcia de transmissdo das estacdes base. Olseonsisés casos que 0s ganhos do
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modo cooperativo em relagdo ao modo normal diminuem a medielaas distancias aumentam.
Nestes graficos fica evidente que os terminais que estao ridaskias células e experimentam
condi¢des de propagacao ruins se beneficiam menos do esdaemaperagcdo do que 0S outros
terminais que estdo no centro da célula. Por isso, o0 modoecatdm ndo apresenta ganhos
expressivos para < 0.5 na faixa de poténcia mostrada na Fidura 4.9.

Supondo que os terminais deste sistema de comunicacaorsgjaisitados a operar com pro-
babilidade de interrupcgéo inferior a, por exemgl®,?, entdo os dados da Figlra 4l 10 poderiam
auxiliar na escolha do modo de operagéo e da poténcia denisad® das estacdes base. Neste
exemplo, seria necessario que a poténcia de transmissaoifpml 20 dB para que o sistema
no modo normal atendesse aos requisitos somente dos termwama distancias inferiores3b0
metros de suas respectivas estacfes base. Contudo, no nop#oativo seria possivel atender
estes mesmos terminais com a poténcia de transmisséao igpahad 0 dB. Por outro lado, se a
poténcia de transmissao fosse mantid&emB, todos os terminais do sistema estariam operando
abaixo do limite maximo da probabilidade de interrupgéo.
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g o %9 § 8 50 % x célula2é=0,P,=0dB
S o) 5 % O célulalé=1,P,=0dB
guore o * : 1 * célula2é=1,P=0dB
© *® g O célulalé=0,P =10dB
S 0O g o A | x célula2é=0 P, =10dB
= L ¢ ¢ célualé=1,P,=10dB
e} X § Q e * célula2¢=1,P,=10dB
5 5% o s % 1| o célulalé=0,P,=20dB
9 ¥ © ¢ x célula2¢=0,P,=20dB
&7 LI O célulalé =1, P,=20dB

10°t @) * . O . * célula 2£=1,P, =20 dB|

x % ¥ .
10° : 0. : :
0 200 400 600 800 1000

Distancia [metros]

Figura 4.10: Probabilidade de interrupcdo em funcao damtis para alguns valores de poténcia
de transmisséo

Os mapas da Figufa 4.1 1 mostram a probabilidade de inté&oupedida em cada parte do
cenario de simulacao para o case- 1. As estacdes base estdo posicionadas nas co-ordenadas
(x1,11) = (750,750) e (zq,y2) = (2250, 750) e a poténcia de transmisséo € igudladB. Os
pontos em azul indicam os locais em que foram medidos os m&matores e 0s pontos em
vermelho indicam os valores mais altos para a probabilidadaterrupcdo. O mapa a esquerda
confirma que o desempenho médio das células é bem parecalo paso em que a capacidade
requerida é = [1, 1] bits/s/Hz. O mapa a direita, por sua vez, mostra o mapd[1, 3| bits/s/Hz.

Nela, a regidar > 1500 metros apresenta um desempenho médio pior pois correspoiea
de cobertura da célula 2 e o terminal que requer maior cagaeisempre € posicionado dentro
desta célula.
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~ = [1, 3] bits/s/Hz (a direita)
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5 COOPERACAO EM SISTEMAS COM
MULTIPLAS PORTADORAS

5.1 MODELO DO SISTEMA

A proposta de modelagem para o enlace de descida apreseasd@aecao € uma extensao do
modelo analisado anteriormente para o caso com multipldadmras. O cenario continua com
a mesma configuracdo, com uma estacao ceritraktacoes base /€ terminais, mas, agora, a
técnica de multiplo acesso € OFDMA (do ingléghogonal frequency division multiple access
com N portadoras. O objetivo, minimizar a probabilidade de miegcdo do sistema, também
permanece 0 mesmo, assim como as etapas basicas da traonsdestados da estacao central
até os terminais. Também permanecem ideais 0s enlacesyque dis estacdes base a estacdo
central. Dessa forma, o sinal transmitido pleksima estacéo base nasima portadora € dado
pela expressao:

B
= Z v/ Dok [ 8ok 1] spk 1] (5.1)
b=1
e esta sujeito a limitacao da poténcia disponivel na estzasea

tr (E [Xbxﬂ) < B

Zzpbk[n] < B, (5.2)

k=1 n=1

O sinal recebido pelé-ésimo terminal na-ésima portadora é:

gbk[ ]Sbk [n]

(>
i Mm

smal

B
+ hyiln Z Pui[n]g [n]se;[n] +wi[n]. (5.3)
b=1 j#k

|nterferenC|a

Assim como no caso em que ha apenas uma portadora, aqui tesabaplicada uma técnica
de pré-codificacao linear. Supondo que, novamente, o ZF-BBapser aplicado de maneira
ideal, entéo o vetor de pré-codificacgn [n] sera independente dg,[n| e ortogonal &, |[n]
paraj # k. Esta operacgéo elimina a interferéncia do sinal recebide &jreescrito da seguinte
maneira:

Z\/pbk nayk [n]spr[n] + wi[n], (5.4)
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ondeay,[n] = hil[n]g[n], € |ai[n]|” segue a distribuigdo chi-quadrado cam/ — K + 1)
graus de liberdade. Nesta situacdo o canal € seletivo eméinea, embora ndo haja correlacao
entre as respostas em frequéncia de portadoras adjacentes.

Novamente, considera-se que os terminais realizam a @etelcctipo SIC de forma que a
capacidade dé-ésimo pode ser representada pela seguinte expressao:

| X B
Re =+ Zlog <1 + Z |abk[n]|2pbk[n]) (5.5)
n=1 b=1

A regido de capacidade deterministica do sistema para udaardalizacéo do canale para
uma certa alocacéo de poténpi& dada por:

R(a,p) = {R € RY|R;, < %Zlog (1 + Z ‘abk[n”Qpbk[n]> } (5.6)

n=1 b=1

e a regido de capacidade considerando que as estacfesrhasepéténcias maximas limitadas
a(Py, P,..., Pg)seraigual a:

C(a,P) = U R(a,p). (5.7)

Dok 2om Dok [N Py

5.1.1 Conhecimento total das realizagOes dos canais

Este é o cenario em que a probabilidade de interrupcdo dorgist igual a probabilidade de
~ estar fora da regido de capacidatde, P):

Pow=1—-Pr(yecC(aP)). (5.8)

A alocacéao de recursos neste cenario também sera realieladagoritmo que iguala as pro-
babilidades de interrupcao individuais. Deve-se, pootasilucionar o problema de otimizacéo:
K R

min max wp—, (5.9)
Zu}k:l RGC(a,P) 1 ak

onde R, é dado pela expressdo (5.5). Novamente, o problema de atimznterno é um pro-
blema de maximizag&o da capacidade total do sistemaspardw;, ws, . . ., wk) fixo. A solugédo

do problema interno pode ser encontrada aplicando-se igaéd® decomposicéo dual estudada
na secdd 216. O problema externo é idéntico ao caso com uroa poitadora e também é
resolvido pelo método da bissecdo quando ha apenas doisagmSegue abaixo o algoritmo
proposto para de alocacdo de recursos que minimiza a pliolaalei de interrupcao deste cenario.
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Algoritmo 6 Alocacéao de recursos para o Cenério 1 - OFDMA
1: Inicializarw € [0, 1]
2: repetir
3: Resolver o problema de otimizacao:

K

R
R = arg max wk—k
ReC(a,P) o (093
4:  Calcular o subgradiente deésimo terminal:
R
5k - —k - Rl
873

5. Atualizar a variavelw de acordo com o gradiente calculado anteriormente
6: até convergir

5.1.1.1 Maximizacgéo da capacidade total do sistema

O problema de maximizacdo da capacidade total do sisteraapar (wy, ws, . .., wg) fixo
é definido da seguinte maneira:

maximizar

wy, Yy log (1 +> |abk[n]|2pbk[n])

pok[n] < By, (5.10)

M= =l
M- M=

sujeito a

e
Il

1 n=1

O problema de otimizacdo acima € convexo, uma vez que a fwigéatvo é concava e as
restricbes sdo funcdes afins. A mesma abordagem adotad&psef& seguida aqui e o problema
sera resolvido por meio da decomposi¢do dual. O problenggnati(5.10) ser4d decomposto
em subproblemas menores e a solucdo de cada um destes $&rmpopodera ser encontrada
separadamenté [19]. Para aplicar este método, serdounidagd BN variaveis de otimizacao
auxiliares e o problema original é reformulado do seguirtean

1 K N B
maximizar < » wy > log (1 +) ‘abk[n”2pbk[n]>
k=1 n=1 b=1
K
sujeitoa Y pu[n] < Cyfn]
k=1
N
> Gl <p (5.11)
n=1

Agora, forma-se o Lagrangiano associado ao problémal(sdr)relagcdo a restricdo de
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acoplament®_ Cyn| < B,

L ({por[n]}, {Cs|n] :%ZwkZlog (1+Z|abk I1? per[n ) Zubzcb

n=1
(5.12)
ondey;, > 0 € o multiplicador de Lagrange associade@sima restricdo de acoplamento. Assim,
0 problema de otimizacg&o principal é definido como:

min ( max L ({pw[n]},{Cs[n]}, {,ub})> : (5.13)

#b=>0 \ {ppk[n]},{Ch[n]}

Analisando a estrutura do problerha (5.13) percebe-se qéeselparavel eiv subproblemas
independentes, pois a fungéo objetivo pode ser escrita:como

L {por[nl} {Co[nl} {m}) = 12210 log <1+Z!@bk II” po[n ) Zube

=1 k=1

=

= =3 L pulnl} {Chlnl}, ) (5.14)

n=1

ondeL,, ({pu[n]}, {Co[n]}, {1 }) € igual &:

=

L, ({poe[n]}, {Colnl}, {1e}) = Zwk log (1 + Z |apr[n]|” por[n > — 1 Cy[n]. (5.15)

Portanto, o problem@& (5.1 3) foi separado &mubproblemas, cada um deles referentes a uma
portadora, e que agora podem ser resolvidos independeanteeores dos outros. Convém ressaltar
gue a motivacao principal para a aplicacdo da decomposigilandsta situacao é simplesmente
a busca pela solucdo do problema de otimizacédo. Conformensestéado, este objetivo € alcan-
¢ado e, além disso, o método proposto ainda pode ser impladoeam sistemas distribuidos nos
guais a busca pelo ponto 6timo é potencialmente mais rapida.

Feitas estas observacdes, formula-se 0 seguinte submabdéerente a-ésima portadora:

maximizar  L,, ({pwx[n]}, {Cs[n]}, {1})

sujeito a Zpbk | < Cylnl. (5.16)

k=1

O Lagrangiano associado ao problema (5.16) € dado pelass@&ure
K B
L3 ({pw[nl}, {Cu[n]}, e} v) = D wilog (1 + Z |abk[n]|2pbk[n])
k=1

—wCh[n] — v (Zpbk ) . (5.17)
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Avaliando as condi¢cfes KKT de otimalidade do problema, semue:

oL
0 Cb [77,]

= —up +v =0, (5.18)

a,CfLUb Wi |6Lbk [TL] |2

= — up = 0. 5.19
Opee[n] 1+ Z{il |ap [n]|2pbk [n] Ho ( )

A condicéo de otimalidadé (5.119) ndo pode ser resolvidata@ehente. Todavia, se a po-
téncia de todas as estacoes base, exceté-#siana, for constante, entdo pode-se resolver a con-
dicdo. Em outras palavras, assumindo-sedj]| = >, , |\age[n]|” pix[n] é constante, pode-se
determinar a poténcia de transmissao da estacadlpasa o terminak na portadora:

(5.20)

MM:PL}+MML

o aps[n]f?

Finalmente, propde-se o algoritmo waterfilling iterativo em que a otimizacdo com relacéo
au,, € realizada por meio do método da bissecao.

Algoritmo 7 Waterfillingiterativo para maximizacao da capacidade total com OFDMA
1: Inicializar pyi[n] = P,/ KN

2: repetir

3: paracada usuarifaca

4: para cada portadoréaca

5: Calcular a poténcia de transmisséo

pok[n] = {% N %[:Z[‘Z]L.

6 Atualizar os valores dé[n]
7: fim para
8: fim para
9:  Atualizar o valor deu,
10: até convergir

5.1.2 Conhecimento das estatisticas dos canais

Este é 0 cenario em que a unidade central conhece a densielgaebdbilidade das varia-
veis aleatorias que modelam os canais, mas ndo conhecdiaag@ss dos canais. Conforme
observado anteriormente, as probabilidades de interoupdé&iduais sao independentes e a pro-
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babilidade de interrupcao do sistema € igual a:

K
Po(v,p) = 1—]]Pr(Bi> ) (5.21)
k=1
K | X
= 1—1|]|Pr|—= log (1 4+ Agp) > ,
,}:[1 (N; g ( kn) ’Vk)

onde Ay, = Yo7 |aw[n]|* px[n]. A alocagdo de recursos que minimiza a probabilidade de
interrupcado do sistema é dada pela solugédo do seguinteepraltle otimizacao:

minimizar P, (7, p)

K N
sujeito a Z Zpbk[n] <P, (5.22)

k=1 n=1

Assim como no caso em que ha apenas uma portadqratambém € uma forma Hermiti-
ana quadrética de uma variavel aleatéria Gaussiana comptEg pode ser escrito da maneira
apresentada na equacBo (4.19). Sendo assim, sua funcéieidatiaa € dada pela expressao:

B 1
- ILL (1 + saw[nlpudn
ondeay,[n| = op[n] /(M — K + 1).

Dp, (5) (5.23)

])M7K+1

Definem-se as variaveis aleatérias auxiliafgs = log(1 + Ay,) e Uy = > Uy, cujas
fungbes densidade de probabilidade s&o, respectivamgntéV,,) e fv, (V). Primeiramente,
deseja-se encontrdy, (Vy,) e isto pode ser feito com a aplicagdo do seguinte teoremafund
mental [35]:

—1

AV,
Vy,) = A
fuin (Whn) fae, (Agn) .
1 1!
— 2\1/1”1—1 P
s { ) e@ 17 A,

= fap, (2% —1) In(2)2%, (5.24)

ondefa, (Ax,) € a densidade de probabilidade g, dada pela transformada inversa de La-
place da expresséio (5]23). Agora, para se encontrar a fuipgéd, ) observa-se que a variavel
aleatéria¥,, é definida pela soma d¥ variaveis aleatérias mutuamente independentes. Logo,
sua densidade de probabilidade é igual a convolucdo daglddas de probabilidade destds
variaveis aleatoria$ [35]:

Joe (Vi) = fu (Vi) * fug, (Wh2) %% fuy (Wen) (5.25)
ondefy, (V) é definida pela expressdo (5124).

Finalmente, a probabilidade de interrup¢éo do sistemaad &ggu

Pow(y) =1~ ﬁ (1 - /_Z quk(q’k)d‘pk) (5.26)

k=1
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Infelizmente, a abordagem proposta ndo parece ser viavaligalmente devido a fungéo
fa,, (Agn), que € bastante complexa e numericamente mal condiciofgtdaorna ainda mais
dificil a tarefa de se encontrar uma forma fechada para a&ss@ol(5.26). Posteriormente, esta
expressdo ainda deveria substituir a funcdo objetivo dol@noa de otimizacad (5.22), tornando
ainda mais complicados os procedimentos de minimizacdoatmbpilidade de interrupgcéo do
sistema. E necessario, portanto, abordar o problema de maineira.

A nova abordagem para o problema é motivada pelos resultiElsgmulacao descritos a
seguir. O cenario analisado é constituido por duas estdg®es cada uma com duas antenas,
gue transmitem um sinal OFDM para dois terminais, cada umuwom Unica antena, conforme
ilustrado na Figura 4] 1. A capacidade requerida por ambsménais € de 1 bit por uso do canal
e 0s enlaces sado simétricos, isto €, a poténcia do ruido éraamess quatro enlaces. Considera-
se que a poténcia de transmissao das duas estacdes é igualdistribui-se metade da poténcia
disponivel para cada terminal de modo que a poténcia do tsaremitido pela estacdo base
ao terminalk na portadora: é igual ap = F,/KN. O desempenho do sistema é apresentado
na Figurd 5.11, que mostra a probabilidade de interrupcdauegéb da relacéo sinal-ruido para
diferentes quantidades de portadoras.

Probabilidade de interrupcéo

0 5 10 15 20
SNR por estacao base [dB]

Figura 5.1: Probabilidade de interrup¢éo do sistema emémui@SNR por estagcdo base para
diferentes quantidades de portadoras

Estes resultados mostram que em algumas situacdes a mstitadégia consiste na alocacao
de toda a poténcia disponivel de um usuério em uma Unicadooaiaainda que a alocagdo em
multiplas portadoras seja possivel. O exemplo disso ocuaedo éSNR assume valores entre
0 e5 dB. Nesta faixa de valores a perda causada pela divisdo dacpohtre varias portadoras
€ maior do que o ganho de diversidade em frequéncia propaaiopelo emprego da técnica
OFDM. E por isso que nesta regifo de operacao do sistema mplesko é melhor quando toda
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a poténcia é alocada a apenas uma portadora. Contudo, a needligae a poténcia total dis-
ponivel aumenta, torna-se mais vantajoso dividir a potéanire duas ou até mais portadoras
dependendo do valor da relagéo sinal-ruido. Este compertampode ser melhor compreendido
visualizando-se estes mesmos resultados de simulacdordaraneomo estéd apresentada na Fi-
gurd 5.2, que mostra a probabilidade de interrupcao em duhg@tumero de portadoras alocadas
para diferentes niveis de relacdo sinal-ruido.

10 7 T
=1
o 10 ¢
S, 0dB
S 2dB
s 4 dB
£ =
£ 107 ] 6 dB
2 8 dB
) 10dB
8 12 dB
= 10°F : 14 dB
=
© 16 dB
o 18 dB
s, 20 dB
10}
0—5

1 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16
# portadoras

Figura 5.2: Probabilidade de interrupcéo do sistema emafungimero de portadoras para dife-
rentes niveis de relacao sinal-ruido

O comportamento descrito no paragrafo anterior também éradodo no caso em que ha
guatro antenas por estacado base. A mesma analise feitmantate para a alocacao de poténcia
continua valida, embora seja um pouco mais dificil visaaligraficamente o desempenho do
sistema. A dificuldade deve-se a melhoria de desempenhdadasi antenas adicionais e isso
aumenta consideravelmente o tempo de simulacao necegagise obter graficos melhores. Os
dados deste segundo caso de simulacéo sédo apresentadapinas® 3 € 5)4.

Feitas estas observacdes, definem-se as variaveis asdiad, € [0,1] que descrevem
completamente a alocacdo de recursos do sistema de mods gatéacias de transmissédo das
estacOes base sejam iguais a:

pn[n] = 61%, plg[ ] = (1 — 61)%, (527)
P, P
paln] = (1 =)=, paeln] = O, (5.28)

e propde-se o Algoritmd 8 para alocagéo de poténcia no cegr@rgue ha apenas o conhecimento
das estatisticas do canal. Logo apés, séo analisados cadiasymssos do algoritmo proposto.
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Figura 5.3: Probabilidade de interrupcéao do sistema (comté&nas por estacdo) em funcdo da
SNR por estacéo base para diferentes quantidades de portadoras

A alocacao de poténcia inicial feita pelo algoritmo corsesn dividir igualmente a poténcia
entre todas as portadoras dos dois terminais. Feita es&@caloinicial, encontra-se a quantidade
otima de portadorad/,,,; que minimiza a probabilidade de interrupgéo do sistema el& pela
solugéo do seguinte problema de otimizagéao:

K N
. 1
minimizar Py (v,p) =1 — IHPr (N El log (1 + Agy,) > %)

sujeitoa N €N~ (5.29)

A solucéo do problema (5.29) nao é trivial e a alternativgppsta para os estudos iniciais baseia-
se em simulacdes de Monte Carlo. Assim, todas as solucOeisgiegzara/N sdo avaliadas e a
melhor € a escolhida.

O proximo passo do algoritmo é atualizar as poténcias dsrtrssao utilizando o valor 6timo
encontrado pard/,,, no passo anterior. Em seguida, resolvem-se de maneiragindeptelV,,,;
problemas de otimizacdo descritos por (4.27). Pataésimo problema, considera-se que a po-
téncia maxima de cada estacéo base € igpalal +py[n], isto €, a soma da poténcia disponivel
para alocacao na-ésima portadora.

O ultimo passo é atualizar os valorestdes 6, de acordo com a alocacao feita anteriormente.
A sequéncia de instrucfes apresentada acima é repetidalgt@ritmo convergir.

Convém observar que, a rigor, € necessario definir uma vhaaxdiar independenté;[n]
para cada portadora. Entretanto, isto ndo é feito pois mestielo de sistema considera-se que
todas as portadoras tém as mesmas propriedades estitiSticao a alocacédo de poténcia deste
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Figura 5.4: Probabilidade de interrupcéo do sistema emafung¢imero de portadoras para dife-
rentes niveis de relacdo sinal-ruido

cenario é realizada com base apenas nestas propriedadesimgdificacdo é feita para facilitar
a implementacao do algoritmo.

5.1.3 Nenhum conhecimento dos canais

Neste terceiro cenario, a poténcia disponivel deve semmmde dividida entre os terminais.
Portanto, a poténcia do sinal transmitido pela estacaotbaseerminalk na portadora é igual
ap = P/KN etem-se que\;, = p>_, |as[n]|°. Assim, a probabilidade de interrupgéo do
sistema é igual a:

K N
1 e
Pout(77p) = 1_l£[1pr Nzllog(1+Akn)>7k>

K N
= 1—HPr logH(1+AZn)>nyk>
k=1

n=1

K N
= 1-J]prr(J]C+a%) > 2N%>, (5.30)
k=1 n=1

ondeA¢ segue uma distribuicdo chi-quadrado cof/ — K + 1) graus de liberdade e sua fungéo
de distribuicdo cumulativa € dada pela expressabp [35]:

2AM—K+1)—1 k
M—-K-+1 1 /(M-K+1
P = 1o [ (M EL) TS (KLY gy
k=0 ’
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Algoritmo 8 Alocacéao de recursos para o cenario 2 - OFDMA
1: Inicializarf,, = 1/K parab=1,...,Bek=1,... K
2: Inicializar Nop, = N
3: repetir
4:  Calcularpy[n] = 0, Py/Nopt
EncontrarV,,;, que minimiza a probabilidade de interrup¢éao
Atualizar py[n] = OpPy/Nopt
para cada portadoréaca
Resolver o problema de otimizac&o (4.27)
fim para
10:  Atualizarf, e b,
11: atéconvergir

5.2 RESULTADOS

Assim como nos resultados apresentados para o sistema camanica portadora na secao
[4.3, todos os resultados a seguir se referem a situacéo eimd @penas duas estacdes base e dois
terminais. A capacidade requerida pelos terminais, o ndikerantenas em cada estagéo base e
o nivel de ruido dos enlaces séo indicados em cada um dos casos

Primeiramente € avaliado o desempenho do algoritmeaterfilling no cenario com conhe-
cimento de todas as realizaces do canal. Considera-se gliab@ntenas por estacdo base e
que a capacidade requerida é~le= [1 3| bits por uso do canal. Além disso, considera-se que
os enlace sd@o simétricos, istocg;[n] = 1. Observa-se um comportamento semelhante ao que
foi visto na Figura 5.1 quando h& apenas o conhecimento titfsésas dos canais. Novamente,
a alocacdo de muitas portadoras na regido de baixa relagdersido apresenta um desempe-
nho pior do que a alocacao de poucas, ou até mesmo uma Uniadgray devido a relacao de
compromisso entre os ganhos de diversidade em frequénsiperdas causadas pela divisdo da
poténcia entre as portadoras. Dessa maneira, ndo se pedafaplicacdo direta da estratégia
de alocag&o na forma como ela é proposta no Algoritmo 6. Essége resolver um problema
de otimizacdo semelhante ao descrito pela equacaol (5.29kpeontrar a quantidade ideal de
portadoras que minimiza a probabilidade de interrupcaostersa.

O desempenho do algoritmo deterfilling no cenario com conhecimento de todas as reali-
zacoes do canal € comparado com o desempenho do algoritpaspydalgoritmo de Chernoff
extendido) para o cenario com conhecimento das estasist@acanais. As Figuras 5[6, 5.7 e
mostra essa comparacao e, além disso, inclui o desempentenério sem conhecimento
dos canais. Para os resultados especificos da Figura 5.5fedi® & escolha do nimero 6timo
de portadoras. Consideram-se enlaces simétricos e estag®Esom duas antenas cada. Nova-
mente, quandey = [1 3|, o conhecimento das estatisticas melhora o desempenhstelmai O
algoritmo dewaterfilling sempre apresenta desempenho superior, pois a poténcandmissao
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Figura 5.5: Probabilidade de interrupcdo em funcasNMid com 2 antenas por estagéo base para
~ = [1 3] bits por uso do canal no cendrio com conhecimento das redésalo canal

pode ser adaptada de maneira ideal para cada uma das i@eadiziaccanal.

10

10

—+&— poténcia igual
—*— Chernoff extendido
—o— waterfilling

Probabilidade de Interrupgéo

10 ‘
0 5 10 15 20
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Figura 5.6: Probabilidade de interrupcdo em fungcasN& com 2 portadoras para= [1 3] bits
por uso do canal

A Figural5.9 compara os desempenhos dos algoritmastirfilling e de Chernoff extendido
guando é feita escolha do numero 6timo de portadoras alecBdea uma comparacao definitiva
entre os algoritmos, estas sao as curvas a serem analipadaslas indicam o melhor desem-
penho que se pode obter para cada uma das estratégias dgialdeaecursos em um sistema
de comunicacdo com multiplas portadoras. Nestas condigd®snizacdo do numero de porta-
doras associada a cada um dos algoritmos consegue extragia®s ganhos das estratégias de
alocacéo de recursos.

Para o cenario com conhecimento das estatisticas dos csf@miscutidos a seguir os resul-
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Figura 5.7: Probabilidade de interrupcdo em fungasNi& com 4 portadoras para= [1 3| bits
por uso do canal

tados que foram apresentados em [15]. S&o mostrados osvalimos encontrados pata 6.

e para a quantidade de portadoras alocadas em funcéo d&orelaal-ruido. Na Figufa 5,110 foi
considerado um sistema com apenas duas antenas de tra@wspusgstacao base e com enlaces
simétricos, isto é, a poténcia do ruido é a mesma em tododaxsesen Observa-se no grafico a
esquerda da Figura 5.]10 que na situacdo em que a capacidaddada é a mesma para ambos 0s
terminais, obtém-s@ = 6, = 1/2, resultado que j& era esperado visto que nesta configura¢éo o
terminais estdo exatamente sob as mesmas condicfes deQui@ato ao nimero de portadoras
alocadas, ele vai aumentando a medida que a relacéo sidaltainbém aumenta, de modo a ex-
plorar ao maximo os efeitos da diversidade em frequénciantéando o compromisso de reduzir
as perdas causadas pela divisdo de poténcia entre muitadqras.

Na situacdo em que o terminal 1 requer 1 bit por uso do canakenurtal 2 requer 3 bits
por uso do canal a alocacdo de poténcia é diferente, confapmesentado a direita na Figura
[5.10. Nesta configuracdo, o algoritmo proposto aloca unt@drlem significativa da poténcia
total disponivel para o terminal 2 de modo a reduzir a prdioaoie de interrup¢do do sistema.
Contudo, isto s6 ocorre quando a relagdo sinal-ruido estéaate um certo limiar (em torno de 9
dB neste caso), pois € apenas nessa regido de operacéo qudigdes de otimalidade definidas
para o problemd (4.27) séo satisfeitas. Abaixo desse lion&goritmo proposto simplesmente
divide igualitariamente a poténcia disponivel entre asiesis.

Quando os enlaces sao assimétricos, o algoritmo tende ar alot pouco mais de potén-
cia em enlaces nos quais o nivel de ruido € menor. De acord@maesultado apresentado na
Figura[5.11, este comportamento é observado especialmarftéxa intermediaria de relagao
sinal-ruido. Em baixos niveis &R a poténcia é dividida de maneira igual pois as condi¢des de
otimalidade de[(4.27) ndo sdo satisfeitas; em altos nivee¥\® a alocacéo se aproxima da di-
visdo igualitéria pois a diferenca de desempenho dos entticenui com o aumento da poténcia
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de transmissao.

57



=
oO

=
oI
[

Probabilidade de Interrupgéo

10
—%— Chernoff extendido
—Oo— waterfilling
-3
10 - : : =
0 5 10 15 20

SNR por Estacéo Base [dB]

Figura 5.9: Probabilidade de interrupcdo em fungd8M& com~ = [1 3] bits por uso do canal
com otimizacdo do numero de portadoras alocadas

0.875¢ 17 0.875¢ Q2 17

0.75¢ 16 0.75¢ / 16

0.625 0.625

0, = 6y

0.375f 13 0.375

O
o
[6;]
e a1
NuUmero de portadoras alocadas
O
o
[6;]
(6]
NuUmero de portadoras alocadas

5 1‘0 1‘5 20 0 5 1‘0 1‘5 200
SNR por Estacgédo base [dB] SNR por Estagédo base [dB]

Figura 5.10:0,, 6, e N,,. em fungdo de&bNR com duas antenas por estacéo base, enlaces si-
meétricos ey = [1 1] bits por uso do canal (& esquerda)ye= [1 3] bits por uso do canal (a
direita)

58



2] 2]
s @

0.56 8 © 1 8 ©
IS @
(&S] (&S]
o  o0875f 0 17 ©
S - <
n L 4
@ 0.75 i 6 %
S ’ S
S 0.625 ; 15 S
g - j £
o D 0.5 4 s
o o
Q 0.375 13 ©
o 0,1 o
o 025} 5 O
£ £
S 0.125 1.5
z z

0.48 : : : 0 0 ! : : 0

5 10 15 20 0 5 10 15 20
SNR por Estacéo base [dB] SNR por Estacéo base [dB]

Figura 5.11:6,, 6, e N,,, em fungdo d&NR com duas antenas por estacao base, enlaces assi-
meétricos ey = [1 1] bits por uso do canal (& esquerda)ye= [1 3] bits por uso do canal (a
direita)

59



6 CONCLUSOES

O modelo do enlace de descida cooperativo que foi analiggésenta grande utilidade como
ponto de partida para o desenvolvimento de estratégiasdacdio de recursos em sistemas reais.
Os resultados preliminares no caso em que ha uma Unica patadstram os ganhos potenciais
gue o modelo pode proporcionar, principalmente quando ataye 0 niUmero de antenas por
estacdo base. Ja as simulacfes para o caso onde ha mutidakopas mostram que a estratégia
de alocacéo de recursos deve explorar a relagdo entre ossganaporcionados pela diversidade
de frequéncia e as perdas causadas pela diminui¢cdo daorelaaéruido por portadora, princi-
palmente quando existe a possibilidade de dividir a potéiotal entre muitas portadoras.

7 sz

A partir dos resultados apresentados na Secaol4.3.1 ja &glamsalisar o desempenho do
modelo de cooperacao proposto eml/[13] em condi¢cdes maistasalDe modo geral, pode-se
afirmar que os ganhos do modo de transmissao cooperativoaaaignificativos quando a po-
téncia do sinal recebido pelos terminais é mais alta. Pemastivo, 0s terminais mais proximos
das estagOes base experimentam ganhos maiores em todas@des analisadas, enquanto que
o0 desempenho dos terminais mais proximos das bordas ddascéialhora apenas quando a
poténcia de transmissao das estacdes base é maior.

Ainda em relacéo aos resultados da Sécdo 4.3.1, observe-sevsistemas de comunicagao
sem limitagdo na capacidade dos canais de retorno, € magosmativar o modo cooperativo
para todos os terminais. Contudo, se 0s canais de retorno fonitados, torna-se necessario
definir critérios mais complexos para a selecdo do modo asrtrizssdo dos terminais. Tais
critérios poderiam considerar ndo apenas a posicao dosm#asrem relacao a estacdo base, mas
também a capacidade requerida, por exemplo. Outra coas&eimportante quanto a estas
simulacdes reside no fato de o modelo de cooperacao origgmsiderar um canal ideal. Para
explorar as caracteristicas especificas do modelo de caedbgempregado nas simulacdes é
necessario modificar as estratégias de alocacéo de reeusstesé um topico a ser explorado em
trabalhos futuros.

Existem alguns problemas associados a este trabalho gleergio foram resolvidos, especi-
almente para sistemas com multiplas portadoras e conheimirdas estatisticas dos canais. Um
destes problemas consiste na elaboracdo de uma prova rtietefoémal para a convergéncia
do algoritmo de alocacéo de recursos que foi proposto. Aiésodainda néo foi proposta uma
solucdo analitica para se encontrar o numero 6timo de pras@dlocadas e para a alocagéo de
recursos em sistemas com multiplas portadoras.

Para este trabalho ainda existem diversas extensdes gesn zad exploradas. O modelo de
cooperacao ndo considera algumas caracteristicas rels\v@n sistemas reais, tais como o im-
pacto de erros na estimacdo dos canais, atraso nos enlagssm® e o sincronismo da rede.
A andlise destas caracteristicas é importante para se teestimativa mais precisa do desem-

60



penho do modelo em sistemas reais. Além disso, para os astesm multiplas portadoras €
interessante analisar o impacto das técnicas de codifiqag@oipalmente porque o desempenho
do OFDM ¢é bastante sensivel a estas técnicas.

Outro ponto interessante a ser explorado € o impacto ddagiieentre as antenas de trans-
missao no desempenho do sistema. Este impacto pode sedavatravés da mudanca do pa-
rametro de simulagcdo que controla a distancia entre asamtinestacdo base e é importante
verificar a robustez do modelo de cooperacédo diante de unthgémncomo esta, que é comum
em sistemas reais devido as limitacdes na érea de instalag&@guipamentos.

Por fim, outra possibilidade de extenséo deste trabalhdstems aplicacéo de pré-codificadores
lineares e nao-lineares sob condi¢des reais. No modelcapoesentado, considera-se apenas o
emprego de pré-codificadores lineares ideais e seria gsmée observar o impacto destas mu-
dancas no desempenho do sistema. Além disso, também pseleobservada a degradacéo que
seria causada por atrasos e erros de estimacdo do canal UlEstas propostas sdo de extrema
importancia para o estudo estudo do modelo. A analise métenda capacidade do sistema
sob estas condi¢Oes talvez se torne inviavel e a avaliacdesggnpenho do modelo por meio de
simulacdes pode se consolidar como a principal ferramentalidacdo do modelo como uma
solucao pratica de reducgédo da interferéncia intercelular.
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ANEXOS



A. FUNCAO CARACTERISTICA DE UMA
FORMA QUADRATICA

Uma forma quadratica (ou forma hermitiana quadraticaRtled, por definicdol[[27], uma
funcdoQ definida emR™ cujo valor em um vetox pode ser calculado a partir de uma expressao
da formaQ(x) = x” Ax, ondeA é uma matriz simétrica de ordem A matrix A é chamada de
matrix da forma quadratica.

Neste anexo encontra-se a demonstracdo apresentadalerad@®jdo a qual a fungao ca-
racteristica da forma hermitiana quadratica= x” Ax, quandax segue uma distribuicdo normal
complexaN¢ (X, R), é dada pela seguinte expresséo:

Ba(s) = exp(—sx7A(I+ sRA)™'X)
ANS) = detI + sRA)

(A.1)

ComoR € hermitiana positiva definida, ela pode ser decompostagignte maneira

R = UAU?,

ondeU é uma matriz unitaria cujas colunas sdo os autovetores tivatias deR, e A =
diag A1, ..., A,) contem os autovalores d@. Como); > 0, pode-se escrevek = P2, onde
¥ = diag v\, ..., VA ). LOgo, 0 novo vetor gaussiane = ¥ Ux é formado por elemen-
tos independentes e identicamente distribuidos com ém@ai unitaria, pois

v URUD!
= v 'UHfUAUfUD !
- L

E[(w —W)(w — w)"]

Analisando também a relacdo invessa- U¥w, tem-se que

A = wiIUYAUDwW

= wiTw.
Na equac&o acima, a matrix hermitidia= ¥ U AUW pode ser escrita como:

T = S®SH,

ondeS é uma matriz unitaria @ = diag(¢y, ..., ¢,,). Define-se um novo vetor gaussiano=
SHw com covariancid e, finalmente, a forma quadratica pode ser diagonalizaderiéeesomo
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sendo a soma determos independentes da seguinte maneira:

A = wiTw
= wlS®Sw

= vidy

= Yl (A-2)
i=1

Por definicdol[35], a fungéo caracteristica da variavekateaA € dada por

Da(s) = Efexp(—sA)]

e, utilizando o resultado exibido na express$ao [A.2), etiefser escrita como

Da(s) = E [exp (—32@%]2)]
= H(I)|vi|2(8)7 (A.3)

onde®,,2(s) = Elexp(—s¢;|v;]?)]. Comov; ~ N¢(7;,1) e é circularmente simétrico, tem-se
quelv;|? = a? + b2, ondea; ~ N(a;,1/2) eb; ~ N(b;, 1/2) séo independentespe= a; + jb;.
Sendo assim, basta avaliar a funcéo caracteristica doayiade uma variavel aleatoria gaussiana
z com média e variancia 1/2 para finalizar os célculos. Entéo

®.2(s) = E[exp(—s¢z’)]
_ owlens?) (A4)
V14 so '

O resultado acima é utilizado para se olitgr:(s) da seguinte maneira:

Pp2(s) = Puz(s)Pp2(s)
exp (—sma_i — smb_f)
(V14 50:)(V1+50;)
exp (—slfs"(m ]@|2>
1+ s¢; '
e, em seguida, a expressfo (JA.5) pode ser substituida_er (A.3

(A.5)

v exp (s )
1+ qui

Pa(s) =
i=1

_ exp (_3 D ie1 1—1(—bs¢ WiF) (A.6)

= H?:l(l + s¢;) ‘ |
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A funcéo caracteristica apresentada acima deve ser esgvidmnente, agora em termos das
matrizesA e R. Analisando cuidadosamente o numerador da expressdo &i)) {ém-se:

72 = VIP(I + s®) 'y
Zus@' f I+ 5@)

Substituindo® = SYY¥UYAUYS ev = S W 'U”x na expressio acima, obtém-se:

Z - + - gbl 7> =<7 A(I+ sRA)™'X. (A.7)

Agora, analisando o denominador da expressaal (A.6):

n

[[(1+s¢:) = def(I+sT)

i=1

= defU¥(I+ sT)¥'U"Y)

= deflUTT U 4+ sUPTY 'U¥)

= de{UU" + sUAU"A)

= defI+sRA). (A.8)

Finalmente, pode-se substitdir (A.7)e (A.8) ém (A.6) parascontrar a expressao final da fun-
cao caracteristica da forma hermitiana quadréatica devasi@leatérias gaussianas complexas:

exp(—sx?A(I + sRA)™'x)

Pals) = de(I + sRA)

(A.9)
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