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“Nao fui eu que ordenei a vocé? Seja forte e corajoso! Nao se apavore nem

desanime, pois o Senhor, o seu Deus, estard com vocé por onde vocé andar.”

Josué 1:9

“Totus Tuus Mariae.”

Sao Joao Paulo II

“Nunca desista dos seus sonhos, faca a sua

parte e confie em Deus que tudo dard certo.”
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Resumo

Seja G' um grupo finito admitindo um automorfismo ¢. Denote por Gy o
centralizador de ¢ em G e por G_,; o conjunto {z~'z? | x € G}. O subgrupo
gerado por G_4 sera denotado por [G, ¢|. Existem varios estudos que mostram a
relacao entre a estrutura do grupo G e propriedades dos G, e G_.

Neste trabalho, apresentamos resultados limitando o expoente de G e [G, ¢].
Eles estao concentrados em grupos finitos que admitem um automorfismo coprimo,
com atencao especial para grupos de ordem impar que admitem um automorfismo
involutorio.

Assim, se G é um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfismo
involutdrio ¢, os seguintes resultados foram obtidos: suponha que Gy ¢é nilpotente
de classe ¢. Se ¢ = 1 para cada * € G_, e o subgrupo (z,y) tem comprimento
derivado no méximo d para todos x,y € G_,, entdo o expoente de [G, ¢] é limitado
em termos de ¢, d e e. Além disso, se G tem posto r (ver Deﬁnigéo ext=1
para cada = € G_,, entdo o expoente de [G, ¢] é limitado em termos de e e r.

Agora, supondo que G é um grupo finito admitindo um automorfismo coprimo
¢ de ordem n. Provamos que se todo elemento de Gy U G_g4 pertence a um sub-
grupo ¢-invariante de expoente dividindo e, entao o expoente de G é limitado em
termos de e e n. Para a demonstracao deste resultado foram utilizadas ferramen-
tas Lie-tedricas desenvolvidas por Zelmanov. Além disso, estendemos o primeiro
resultado: suponha que Gy ¢é nilpotente de classe c. Se 2 =1 para cada x € G_4
e quaisquer dois elementos de G_4 pertencem a um subgrupo solivel ¢-invariante
de comprimento derivado d, entdo o expoente de [G,¢| é limitado em termos de

c,d,een.

Palavras-chave: Grupos finitos, Automorfismos, Posto, Expoente, Algebras de
Lie.



Abstract

Let G' be a finite group admitting an automorphism ¢. Denote by Gy the
centralizer of ¢ in G and by G_4 the set {z71z? | z € G}. The subgroup generated
by G_,; will be denoted by [G, ¢]. There are many results relating the structure of
the group G and the properties of G and G_.

In this work, we present results bounding the exponent of G and [G, ¢]. They
are concentrated in finite groups that admit a coprime automorphism, with special
attention to odd order groups that admit an involutory automorphism.

Thus, if G is a finite group of odd order admitting an involutory automorphism
¢, the following results were obtained: suppose that Gy is nilpotent of class c. If
x¢ =1 for each x € G_, and the subgroup (z,y) has derived length at most d for
every z,y € G_g4, then the exponent of [G, ¢] is bounded in terms of ¢,d and e.
On the other hand, if G, has rank r (see Definition and z¢ = 1 for each
x € G_g, then the exponent of [G, ¢] is bounded in terms of e and 7.

Further, assume that G is a finite group admitting a coprime automorphism ¢
of order n. We prove that if every element from G,UG_4 belongs to a ¢-invariant
subgroup of exponent dividing e, then the exponent of G is bounded in terms
of e and n. To demonstrate this result, Lie-theoretic tools created by Zelmanov
were used. In addition, we extend the first result as follows: suppose that G is
nilpotent of class c. If 2 = 1 for each € G_4 and any two elements of G_,
belong to a ¢-invariant soluble subgroup of derived length d, then the exponent of

(G, ¢] is bounded in terms of ¢, d, e and n.

Keywords: Finite groups, Automorphisms, Rank, Exponent, Lie algebras.
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Significado

maximo divisor comum de a e b
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subgrupo minimal ¢-invariante de G contendo X
centralizador de ¢ em G

conjunto de G definido por {x~'z? | z € G}
subgrupo gerado por G_,

subgrupo comutador de H e K

subgrupo derivado do grupo G

centro do grupo G

centralizador de X em GG

fecho normal de X em G

normalizador de X em G

H ¢é subconjunto de G

H ¢é subgrupo de G

H ¢ subgrupo normal de G

ordem de G

subgrupo de Fitting de G

subgrupo de Frattini de G

indice do subgrupo H em G

altura de Fitting de G

posto de G
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7(G) i-6simo termo da série central inferior de G

Zi(Q) i-ésimo termo da série central superior de G

G® i-6simo termo da série derivada de G

F,(G) i-ésimo termo da série de Fitting de G

D; 1-ésimo termo da série central p-dimensional de G
G subgrupo gerado pelas i-ésimas poténcias dos elementos de GG
Aut G grupo dos automorfismos de GG

(Q) conjunto de primos que dividem |G|

P numero primo

P’ numero primo diferente de p

F, corpo com p elementos

P conjunto dos nimeros primos

O, (G) p/-subgrupo normal maximal de G

w raiz n-ésima primitiva da unidade
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Introducao

Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo ¢. Denote por G, o sub-
grupo dos pontos fixos de ¢ em G, ou centralizador de ¢ em G, que é definido como
{x € G| 2®=2x}epor G_g o conjunto {x~'2? | x € G}. O subgrupo gerado
por G_, sera denotado por [G,¢]. Sabemos que [G,¢] é um subgrupo normal
¢-invariante de G e que ¢ induz o automorfismo trivial em G/[G, ¢].

Existe uma importante linha de pesquisa em teoria de grupos que estuda a
relacao entre a estrutura do grupo G e propriedades dos G e G_4. Por exemplo, na
literatura existem varios resultados que mostram como propriedades do subgrupo
dos pontos fixos de ¢ em G exercem influéncia sobre a estrutura do grupo G. Um
resultado elementar que evidencia este fato afirma que se G é um grupo finito
admitindo um automorfismo ¢ de ordem 2 tal que G4 = 1, entao G é um grupo
abeliano de ordem impar. Além disso, combinando dois famosos resultados devido
a G.Higmam, em [9], e a J. G. Thompson, em [31], obtém-se que se G é um grupo
finito admitindo um automorfismo ¢ de ordem prima p tal que G, = 1, entao G ¢é
nilpotente de classe de nilpoténcia limitada por uma funcao que depende apenas
de p. Um outro resultado, mais geral, que utiliza na sua prova a classificao de
grupos finitos simples diz que se G é um grupo finito admitindo um automorfismo
¢ de ordem n tal que G4 = 1, entao G é soluvel. No entanto, nao ¢ conhecido se
o comprimento derivado de G depende apenas de n.

Assim, o objetivo central desta tese é estudar a relagao entre a estrutura do
grupo G e propriedades nao somente de Gy mas também do conjunto G_y4 e con-
tribuir nessa dire¢ao com resultados novos. Mais especificamente, vamos obter

resultados limitando o expoente de G e de [G, ¢].



INTRODUCAO 2

O expoente de um grupo G é o menor inteiro positivo e tal que z¢ = 1 para
todo x € (G. Se existir tal inteiro, dizemos que G possui expoente finito, caso
contrario, dizemos que o expoente de G ¢ infinito.

Um automorfismo involutério significa um automorfismo de ordem 2 e um
automorfismo ¢ de um grupo finito G' é chamado de coprimo se temos (|G|, |¢|) = 1.

Assim sendo, os nossos resultados estao concentrados em grupos finitos que
admitem um automorfismo coprimo, com atencao especial para grupos de ordem
impar que admitem um automorfismo involutoério.

Ao longo deste trabalho, vamos usar a expressao “(a, b, ¢, d)-limitado” ou “limi-
tado em termos de a, b, c e d” para dizer que uma quantia é limitada superiormente
por uma funcao que depende apenas dos parametros a, b, c e d.

Em 2013, E.Bettio, G. Busetto e E. Jabara estudaram a classe de p-grupos
finitos que admitem um automorfismo involutério, onde p é um nimero primo
fmpar. Mais precisamente, em [2 Teorema 3.9], eles provaram que se G é um
p-grupo finito admitindo um automorfismo involutério ¢ tal que G4 é nilpotente
de classe ¢, 2P = 1 para cada z € G_, e o comprimento derivado de G' é no méximo
d, entao a classe de nilpoténcia de [G, ¢| é (¢, d, p)-limitada.

Assim, como |G, ¢] tem classe de nilpoténcia (¢, d, p)-limitada e é gerado por
elementos de ordem dividindo p, concluimos que o expoente de [G, ¢] é limitado
em termos de c¢,d e p. Desta maneira, obtém-se de forma imediata o proximo

corolario.

Corolario. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito admitindo um au-
tomorfismo involutério ¢ tal que Gy € nilpotente de classe ¢ e 2P = 1 para cada
x € G_g4. Suponha que o comprimento derivado de G é no mdzimo d. Entao, o
expoente de |G, ¢| € (¢, d, p)-limitado.

A partir deste resultado investigamos a seguinte pergunta:

Pergunta. Se relazarmos as hipoteses do Coroldrio € possivel concluir que o ex-

poente de |G, @] € limitado em termos de parametros relevantes?

A resposta é afirmativa e obtemos, a seguir, o nosso primeiro resultado nesta

dire¢do. Denotemos por (X) o subgrupo gerado pelo conjunto X.

Teorema A. Sejam c,d, e inteiros nao negativos e G um grupo finito de ordem
impar admitindo um automorfismo involutdrio ¢ tal que G4 € nilpotente de classe
c exz® =1 para cada x € G_y. Suponha que o subgrupo (x,y) tem comprimento
derivado no mdzimo d para todos x,y € G_4. Entao, o expoente de [G,¢]| €
(¢,d, e)-limitado.



INTRODUCAO 3

Uma importante ferramenta usada na prova do Teorema A, é o teorema devido
a P.Shumyatsky provado em [29], que afirma se e é um inteiro positivo e G é
um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfismo involutoério ¢ tal que
todos os elementos em G3UG _, possuem ordem dividindo e, entao o expoente de G
é e-limitado. Para demonstracao do mesmo, usa-se técnicas criadas por Zelmanov
em sua solucao para o Problema Restrito de Burnside.

Nao sabemos se todas as hipéteses do Teorema A sao necessarias. E concebivel
que o expoente de [G, @] possa ser limitado somente em termos de ¢ e e ou em
termos de d e e. No entanto, isto parece ser um problema dificil.

Um grupo finito G é dito ser de posto r, se r é o menor nimero tal que qualquer
subgrupo de G é r-gerado. O nosso segundo teorema estabelece uma limitacao do
expoente de [G, ¢] em apenas dois parametros, a saber, de e e do posto de G. Ele
¢ um resultado melhor, pois nem sequer precisamos assumir que G, ¢ nilpotente.

Mais precisamente, mostramos o seguinte resultado.

Teorema B. Sejam e, r inteiros nao negativos e G um grupo finito de ordem impar
admitindo um automorfismo involutorio ¢ tal que Gy tem posto r e x° = 1 para

cada v € G_y4. Entao, o expoente de [G, @] € (e,r)-limitado.

Na prova do Teorema B, utilizamos um resultado de P.Shumyatsky que se
encontra em [28] que afirma se G é um grupo finito de ordem fmpar admitindo
um automorfismo involutério ¢ tal que o posto de Gy é r, entao o posto de [G, @]
é r-limitado. Para demonstra-lo, usa-se teoria de p-grupos powerful, onde p é um
nimero primo, desenvolvida por A.Lubotzky e A. Mann, em [20].

A partir dos Teoremas A e B investigamos se eles poderiam de alguma forma
serem generalizados para o caso onde ¢ nao é necessariamente de ordem dois.
Respondemos afirmativamente a esta questao, quando consideramos o Teorema A.

E bem conhecido que se GG é um grupo de ordem impar e ¢ é um automorfismo
involutério de G, entao G = G_,G. Para estendermos o Teorema A, examinamos

a seguinte questao de interesse proprio.
Questao. A igualdade G = G_,G, vale para qualquer automorfismo coprimo ¢?

Em geral, esta igualdade pode falhar. No Capitulo 2, veremos com um pouco
mais de detalhes, o exemplo que mostra isto. Para verificar que a igualdade nao

vale em geral foi preciso provar o resultado a seguir.

Lema 2.1.3. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo finito G. FEntao,
G = G_4Gy se, e somente se, nenhum elemento nao trivial de G_g possui conju-

gados em G .
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O seguinte exemplo foi comunicado a P. Shumyatsky por G. Glauberman. Se-
jam K o corpo com 5° elementos e ¢ o automorfismo de ordem 3 de K que leva

. Denotemos por A o grupo aditivo de K e por B o grupo

cada r € K em x
multiplicativo de K. Seja G = AB o produto semi-direto natural de A por B. Te-
mos que B age transitivamente em A\ {0} e claramente ¢ induz um automorfismo
coprimo em G. E possivel observar que Ay é um subgrupo préprio de A e A_y
é nao trivial. Assim, como B age transitivamente em A\ {0} segue que todos os
elementos nao triviais de A_4 sao conjugados em G com alguns elementos em A.
Portanto, aplicando o Lema 2.1.3, obtemos que G # G_3Gl.

Contudo, conseguimos provar, ainda no Capitulo 2, que a igualdade
G = G_y4Gy vale para grupos nilpotentes. Mais especificamente, obtemos o

préoximo resultado.

Lema 2.1.5. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo nilpotente finito G.
Entao, qualquer elemento x € G pode ser escrito unicamente na forma x = gh,
onde g€ G_y eh € Gy.

Por outro lado, assumindo que um grupo finito G admite um automorfismo
coprimo ¢ de ordem n tal que cada elemento em G4 U G_, tem ordem dividindo
e, nao se sabe, se o expoente de GG pode ser limitado somente em termos de e. No
entanto, obtemos o seguinte teorema que nos fornece uma limitacao do expoente

de G em dois parametros e é um dos principais resultados desta tese.

Teorema C. Sejam e,n inteiros positivos e G um grupo finito admitindo um
automorfismo coprimo ¢ de ordem n tal que cada elemento de Gy U G_g4 pertence
a um subgrupo ¢-invariante de expoente dividindo e. Entao, o expoente de G ¢é

(e,n)-limitado.

O Problema Restrito de Burnside foi proposto nos anos 30 do século XX e tem

a seguinte pergunta:

Pergunta. E verdade que todo grupo finito m-gerado e de expoente n tem sua

ordem limitada por uma funcao que depende apenas de m e n?

Diversos matematicos tentaram resolver este problema. Em 1956, P.Hall e
G.Higman em seu artigo, que se encontra em [6], reduziram o problema res-
trito para o caso de grupos que possuem expoente uma poténcia de primo. Eles
utilizaram para a reducao o teorema de classificacao de grupos finitos simples.

Em 1959, A.T1. Kostrikin, em [17], resolveu o problema para grupos de expoente
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primo. Sua prova consiste de um estudo aprofundado em algebras de Lie de cara-
cteristica prima com condicao de Engel. Anteriormente, em estudos independen-
tes, W. Magnus, em [21] e I. N. Sanov, em [27], reduziram o famoso problema para
algebras de Lie. Finalmente, no ano de 1989, E. Zelmanov respondeu completa-
mente a este problema em seu trabalho que lhe rendeu Medalha Fields e pode ser
encontrado em [37] e [38]. A partir desta resposta, vérios avangos na teoria de
grupos foram realizados. As ferramentas desenvolvidas por Zelmanov basearam-se
nos métodos de Lie que foram criados por W. Magnus e H.Zassenhaus nos anos
30 do século XX, e se mostraram tao eficazes que muitos problemas de teoria de
grupos foram resolvidos utilizando tais técnicas. Até hoje, elas sao usadas por
matematicos em suas pesquisas. A demonstracao do Teorema C é técnica e de-
pende dessas ferramentas, por isso, elas serao brevemente tratadas no Capitulo
3. E possivel notar que o teorema de P. Shumyatsky, mencionado anteriormente e
provado em [29], pode ser visto como um corolario do nosso Teorema C.

Utilizando o Teorema C, mostramos o resultado a seguir que é uma extensao
do Teorema A.

Teorema D. Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo coprimo ¢ de
ordem n tal que G, € nilpotente de classe c e x° =1 para cada x € G_4. Suponha
que quaisquer dois elementos de G_4 pertencem a um subgrupo solivel ¢p-invariante
de comprimento derivado d. Entdo, o expoente de [G, | € limitado em termos de

c,d,e en.

Para demonstrar o Teorema D, usamos o resultado obtido por M.Y. Wang e
M. Z. Chen, em [34], que diz se um grupo finito G admite um automorfismo co-
primo ¢ tal que G ¢é nilpotente, entao G' ¢ solivel. Sua prova utiliza a classificacao
de grupos finitos simples.

Vale recordar que a altura de Fitting de um grupo solivel finito G é o menor
inteiro positivo h tal que G possui uma série normal de comprimento h, cujos
quocientes sao nilpotentes. A demonstracao do Teorema D é feita por inducao na
altura de Fitting do grupo G.

Outro resultado que utilizamos para provar o Teorema D é um célebre teorema,
devido a Thompson, mostrado em [32] que afirma se um grupo solivel finito G
admite um automorfismo coprimo ¢, entao a altura de Fitting de GG é limitada em
termos da altura de Fitting de G4 e o niimero de primos divisores da ordem de ¢,
contando multiplicidades.

Note, no Teorema D, que no caso onde n = 2, sempre temos z° = x~! para
todo x € G_4. Logo, qualquer subgrupo gerado por um subconjunto de G_
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é ¢-invariante. Desta forma, concluimos que o Teorema D é uma extensao do
Teorema A.

Terminamos observando que esta tese esta dividida em cinco capitulos. No
Capitulo 1, recordamos definicoes e conceitos da teoria de grupos que serao es-
senciais ao longo deste trabalho. Definiremos, por exemplo, grupos nilpotentes,
soluveis, subgrupo de Fitting e p-grupos powerful. Alguns resultados serao omi-
tidos, por serem bem conhecidos, muitos desses serao dados a referéncia e outros
apresentaremos uma prova.

No Capitulo 2, falaremos de automorfismos de grupos de forma geral, poste-
riormente nos concentraremos em automorfismos coprimos e involutérios. Mos-
traremos também alguns resultados necessarios que obtivemos a partir de nossas
investigacoes.

No Capitulo 3, vamos definir o conceito de algebra de Lie, veremos alguns resul-
tados sobre automorfismos dessa algebra. Além de apresentar algumas ferramentas
Lie-tedricas desenvolvidas por Zelmanov, veremos como associar uma algebra de
Lie a um grupo qualquer. De modo particular, descreveremos propriedades da série
de Zassenhaus que ¢ uma N,-série de grande importancia para o nosso estudo. Este
capitulo tem carater preliminar referente ao Capitulo 5.

O Capitulo 4 esta dedicado a apresentar as demonstracoes dos Teoremas A e B,
relacionados a grupos de ordem impar que admitem um automorfismo involutério.

Por fim, no Capitulo 5, provaremos os Teoremas C e D, referentes a grupos
finitos que admitem um automorfismo coprimo.

Vale destacar que os resultados obtidos nesta tese foram publicados em [25]
e [26]. Mais especificamente, os Teoremas A e B estao publicados em [25], os

Teoremas C e D e os Lemas 2.1.3 ¢ 2.1.5 encontram-se em [26].



Preliminares

Este capitulo tem por objetivo recordar defini¢oes e propriedades da teoria de
grupos que serao utilizadas ao longo desta tese. Na primeira secao, definiremos
conceitos como os de grupos nilpotentes, soliveis, subgrupo de Fitting, expoente
de um grupo, posto de um grupo finito e destacaremos alguns resultados relacio-
nadas a estes conceitos. Ja na segunda secao, falaremos de forma sucinta sobre os

p-grupos finitos powerful, onde p é um primo qualquer.

1.1. Conceitos Elementares da Teoria de Grupos

Seja G um grupo. Dados x e y em G, o comutador de x e y é o elemento de
G definido por [z,y] = x~ 'y~ Lay. Definimos de maneira recursiva comutadores da
seguinte forma: por convengao [x1] = x1 e [z1,...,2,] = [[z1,...,2n_1], z,], para
todos x1,...,x, € G en > 2. Dados = e y elementos de G, o conjugado de x por

1

y é o elemento ¥ = y~'zy. Assim, podemos escrever [x,y] = x~1a¥.

A proposicao a seguir retine algumas propriedades elementares de comutadores.

Proposicao 1.1.1. Sejam G um grupo e x,y e z elementos de G. As sequintes
identidades de comutadores valem:

(i) 2¥ = z[z,y];

(ii) [z,y] = [y, 2]}

(iii) [y, 2] = [=, 2]"[y, 2];

(iv) [z, yZ] [z, 2] [w yl*;

(v) [z, y Y 2]y, 2L 2)F[z, 27, y]* = 1 (Identidade de Hall-Witt).

Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. O subgrupo comutador de H e

K é definido como o subgrupo gerado por todos os comutadores [h, k], onde h € H
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e k € K. Denotamos este subgrupo por [H, K|. Assim, temos
[H,K] = ([h,k] | h € H,k € K).

Um caso particular de subgrupo comutador ¢ quando consideramos
H =K =G, isto é,
G'=[G.Gl=([z,y] | z,y € G),
este subgrupo é chamado de subgrupo derivado de G.

O centro de um grupo G é o subgrupo definido por
Z(G)={x € G| [zr,g] =1, para todo g € G}.

Seja X um subconjunto nao vazio de um grupo G. O centralizador de X em
G é o subgrupo dado por

Ce(X)={g9 € G| gr = zg, para todo = € X}.

Seja g um elemento de G, o conjugado de X por g é o conjunto definido
por X9 = {29 | x € X}. O fecho normal de X em G é a intersecao de todos
os subgrupos normais de G' que contém X. Vamos denotar este subgrupo por
(XY, Claramente, (X¢) é um subgrupo normal de G e pode-se mostrar que
(X9 = (X9 ] g € G). O normalizador de X em G é o subgrupo definido por
Ne(X)={9e G| X9=X}.

Utilizando as defini¢oes de centralizador e de subgrupo comutador o préximo
lema pode ser facilmente obtido.

Lema 1.1.2. Sejam H, K e L subgrupos de um grupo G. As sequintes afirmacgoes
valem.
(i) K < Cg(H) se, e somente se, [K,H| =1;
(ii) Se H, K e L sao subgrupos normais de G, entao [HK, L] = [H, L|[K, L].
Seja H < G. Dizemos que H é um subgrupo caracteristico em G se H® = H

para todo ¢ automorfismo de G.

Uma observacao que serd usada posteriormente é a seguinte.

Observagao 1.1.3. Sejam G um grupo abeliano aditivo finito e k > 1 um inteiro

tal que (k,|G|) = 1. Para cada k, definimos a sequinte aplica¢ao
or: G — G
g — kg.

Claramente temos que ¢ € um automorfismo e isto implica que kG = G, onde

kG = {kg | g € G}.
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O lema a seguir conhecido como a Lei Modular de Dedekind sera usado no

ultimo capitulo.

Lema 1.1.4 (Lei Modular de Dedekind). Sejam G um grupo e H/K e L
subgrupos de G. Se K C L, entdo (HK)NL=(HNL)K.

DEMONSTRAGAO. Claramente (H N L)K C HK e (HNL)K C LK = L.
Assim, obtemos que (H N L)K C (HK) N L. Por outro lado, vejamos que
(HK)NL C (HNL)K. De fato, seja g € (HK) N L, entdo g = hk com
h € Hek c K. Isto implica que h = gk~! € LK = L. Desta forma, segue
que h € HN L. Logo, tem-se que g € (H N L)K. Portanto, concluimos que
(HK)NL = (HNL)K. O

Vamos agora definir uma classe de grupos importante para o nosso estudo que
sao os grupos nilpotentes. Antes disso, vejamos a definicao de série normal e série
central.

Uma série normal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
1:N0§N1§§NTIG,

com N; < G para todo 0 <7 <r.

Uma série central de G é uma série normal tal que
N;i/Ni—1 < Z(G/N;-1),
para todo 1 <i <.

Definicao 1.1.5. Dizemos que um grupo G € nilpotente se G possui uma série

central.

Vejamos a seguir uma série central, que sera 1til para verificar se um dado
grupo G ¢é nilpotente.

Seja G um grupo. Definimos os subgrupos Z;(G) recursivamente da seguinte
forma: Zy(G) =1 e para cada i > 1 temos que Z;(G) é o unico subgrupo normal
em G tal que

Zi(G)[Zi1(G) = Z(G/Z;i-1(G)).
Assim, obtém-se a seguinte sequéncia ascendente de subgrupos

1= Z(G) < Z,(G) = Z(G) < ---

Esta sequéncia é chamada série central superior de GG. Observe que pela de-

finigdo dos Z;(G), os mesmos sao caracteristicos em G.
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Note que sempre temos a série central superior de um dado grupo G, mas
nao necessariamente esta série alcanca GG. Pode-se mostrar que quando existir um
inteiro r > 1 tal que Z,.(G) = G, o grupo G serd nilpotente. Assim, G é nilpotente
se, e somente se, existe um inteiro r > 1 tal que Z,(G) = G.

A préxima proposicao nos fornece uma caracterizagao dos elementos de Z;(G),
e explica melhor como estes elementos se comportam com respeito ao fazer co-
mutadores com outros elementos em G. O resultado pode ser mostrado com um

argumento indutivo sobre n.

Proposicao 1.1.6. Seja G um grupo. Para todo n > 1, temos que o n-ésimo

termo da série central superior de G € dado por
Zn(G)={z€G|[z,01,...,92) =1, paratodos ¢,...,g, € G}.

E possivel mostrar que quando G é um grupo nilpotente, a série central superior
¢é a série de comprimento menor possivel entre todas as séries centrais de G. Desta
maneira, podemos definir o conceito de classe de nilpoténcia de um grupo.

Seja G um grupo nilpotente. O menor natural r tal que Z,.(G) = G é chamado
de classe de nilpoténcia de G.

Agora, vamos definir mais uma série central relevante no estudo de grupos
nilpotentes.

Dado um grupo G, definimos os subgrupos 7;(G) recursivamente da seguinte
forma: 71(G) = G e v+1(G) = [1:(G), G] para i > 1.

Assim, temos a seguinte sequéncia descendente de subgrupos

G =1(G) = 0(C) > -

Esta sequéncia é chamada série central inferior de G. Note que os subgrupos
7i(G) sao caracteristicos em G.

Pode-se mostrar que um grupo G é nilpotente se, e somente se, existe um inteiro
c tal que v.41(G) = 1 e que a série superior e inferior de um grupo nilpotente
possuem o mesmo comprimento. Assim, o menor inteiro ¢ tal que v.41(G) = 1,
coincide com a classe de nilpoténcia de G.

E possivel verificar que subgrupo de um grupo nilpotente é nilpotente e quo-
ciente de grupo nilpotente ¢ também nilpotente.

A seguinte proposi¢ao é uma propriedade elementar de grupos nilpotentes que

pode ser facilmente provada.

Proposicao 1.1.7. Seja G um grupo nilpotente de classe ¢ e H < G. Se H # 1,
entio [H,G] < H.
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Usando a definicao de grupos nilpotentes podemos mostrar a proposicao a

seguir.

Proposicao 1.1.8. Sejam G um grupo e HJG. Se G/H € nilpotente e H < Z(G),

entao G € nilpotente.

O préximo lema nos mostra uma caracterizagao de 7, (G) em termos dos gera-

dores do grupo G.
Lema 1.1.9. Sejam G um grupo e M um subconjunto de G. Se G = (M), entao

0 n-ésimo termo da série central inferior de G € dado por
Y(G) = ([m1,...,m,)? | my,...,m, € M,g €G).

Sabemos que em grupos abelianos o produto de n-ésimas poténcias é uma
n-ésima poténcia. A seguinte Férmula de Hall e Petresco fornece uma substituicao

para este conhecido fato. Para sua prova veja [3, Appendix A].

Teorema 1.1.10 (Férmula de Hall e Petresco). Sejam x e y elementos de um
grupo G en > 1 um inteiro, entao

"y = (rcy)”92<2) - -gi(i) e In19n;

onde g; € v;({z,y)), para cada i > 2.

Seja p um primo. Um grupo G é dito ser um p-grupo se para todo g em G a
ordem de g é uma poténcia de p. Se G é um grupo finito, entao G é um p-grupo
se, e somente se, |G| = p" para algum n € N.

O teorema a seguir fornece uma das classes mais importantes de grupos nilpo-

tentes. Sua prova pode ser encontrada em [14], Theorem 4.1].
Teorema 1.1.11. Todo p-grupo finito € nilpotente.

O préximo lema relaciona um subgrupo de um p-grupo com um determinado

termo da série central superior.

Lema 1.1.12. Seja G um p-grupo finito. Se H < G tal que |H| = p" para algum
n>1, entio H < Z,(G).

DEMONSTRAGAO. Faremos a prova por indugao em n. Sen = 1, entao |H| = p
e como G é nilpotente, temos pela Proposicao |1.1.7, que [H,G] < H. Agora, pelo
Teorema de Lagrange, deduzimos que [H,G] = 1. Logo, H < Z(G). Entao,
suponhamos que n > 2. Como [H,G]| < H temos que |[H,G]| € {1,p,...,p" '}
Desta forma, por hipétese de indugao, obtém-se [H, G| < Z,_1(G). E isto implica
que H < Z,(G), como queriamos. O
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Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Lembramos que H é dito um subgrupo
minimal de G se H é préprio e sempre que existir K < G tal que 1 < K < H,
entao K =1 ou K = H. Analogamente, define-se subgrupo maximal de G.

Se considerarmos a intersecao de todos os subgrupos maximais em G, obtemos
um importante subgrupo caracteristico.

Sejam G um grupo e M o conjunto de todos os subgrupos maximais de G. O
subgrupo de Frattini de G, denotado por ®(G), é definido como

ﬂ M se M#0D
P(G) =1 mMem
G se M =10.

Recordemos que o subgrupo de um grupo G gerado pelas n-ésimas poténcias,
denotado por G™, ¢é definido como sendo G" = (2" | x € G). Pode-se mostrar que
G™ é um subgrupo caracteristico de G.

O préximo resultado descreve em detalhe o subgrupo de Frattini de um
p-grupo finito G' e, como consequéncia, fornece uma propriedade interessante so-
bre a cardinalidade dos conjuntos de geradores de G. Sua demonstracao pode ser

encontrada em [24, Theorem 5.3.2].

Teorema 1.1.13 (Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entdo, valem as sequin-
tes afirmacaes.

(i) (G) = G'GP;

(ii) Se [G : ®(G)] = p?, entio dado X um subconjunto de geradores de G existe Y
subcongunto de X tal que G = (Y) e Y tem d elementos.

A partir do teorema anterior a seguinte observacao pode ser facilmente dedu-

zida.

Observagao 1.1.14. Sejam p um primo e G um p-grupo. Suponha que um sub-
grupo de G gerado por um subconjunto X C G pode ser gerado por m elementos.

Entao, (X) pode ser gerado por m elementos do conjunto X.

O teorema a seguir é uma propriedade 1til de grupos nilpotentes. Podemos

encontrar sua prova em [24, Theorem 5.2.3].

Teorema 1.1.15. Se A é um subgrupo normal abeliano mazimal de um grupo
nilpotente G, entao A = Cg(A).

O proximo resultado nos dé varias caracterizagoes para grupos finitos nilpo-

tentes. A demonstracao pode ser vista em |12, Theorem 1.26].
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Teorema 1.1.16. Seja G um grupo finito. Sao equivalentes as sequintes afirmacades.
i) G € nilpotente;
ii) H < Ng(H), para todo subgrupo préprio H < G;

(

(

(iii) Todo subgrupo mazimal de G € normal;
(iv) Todo p-subgrupo de Sylow de G € normal;
(

v) G € o produto direto de seus p-subgrupos de Sylow.

O teorema a seguir nos diz que o produto de dois subgrupos normais nilpotentes
é um subgrupo nilpotente e nos fornece informagoes sobre a classe de nilpoténcia
do produto em termos das classes de nilpoténcia dos dois fatores. A demonstragao

pode ser encontrada em [24], 5.2.8].

Teorema 1.1.17 (Fitting). Sejam G um grupo, H e K subgrupos normais de G.
Se H e K sao nilpotentes de classes de nilpoténcia ¢ e d respectivamente, entao

HEK € nilpotente de classe de nilpoténcia no maximo ¢ + d.

O resultado anterior nos permite definir um subgrupo muito relevante na teoria
de grupos.

Definicao 1.1.18. Seja G um grupo. O subgrupo de Fitting de GG, denotado por
F(G), € definido como

F(G)=(N| N <G e N nilpotente).

Note que se G é finito, entao F(G) é nilpotente e é o tinico maior subgrupo
normal nilpotente de GG. Claramente, F'(G) é um subgrupo caracteristico de G.

Agora, lembraremos a definicdo de outra classe importante de grupos para
esta tese que sao os grupos soluveis. Antes disso, vejamos a definicao de série
subnormal.

Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
I1=Ny<N <--- <N, =G,
com N; < N;4q para todo 0 < i <.
Definicao 1.1.19. Um grupo G € dito soluvel se possui uma série subnormal
1=Go <G <--- <G, =G,
tal que cada quociente G;/G;_1 € abeliano para cada 1 < i <.

Assim como fizemos em grupos nilpotentes, vamos também aqui definir algumas

séries que nos ajudam a ver se um dado grupo G é solivel.
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Dado um grupo G, definimos os subgrupos G recursivamente da seguinte
forma: GO = G e GV =[G, GD] para i > 0.

Assim, temos a seguinte sequéncia descendente de subgrupos
G=G0>q0 > ...

Esta sequéncia é chamada série derivada de G. Note que os subgrupos G
sao caracteristicos em G.

Pode-se mostrar que um grupo G é solivel se, e somente se, existe um inteiro
d > 1 tal que G = 1. Além disso, subgrupos, quocientes e extensdes de um
grupo soluvel por um grupo soltuvel sao soluveis.

Seja G um grupo soluvel. Sendo a série derivada de G a de comprimento menor
entre as séries normais descendentes de G com fatores abelianos que alcanca 1,
podemos definir o comprimento derivado de G como o menor inteiro positivo d
tal que G = 1.

Ao longo deste trabalho, usaremos o conhecido Teorema de Feit e Thompson,

sem explicitar referéncias. Para sua prova veja [4].
Teorema 1.1.20. Todo grupo finito de ordem impar é solivel.

O seguinte lema nos fornece uma relagao entre o comprimento derivado de um

grupo soluvel finito nao trivial e sua ordem.

Lema 1.1.21. Seja G um grupo solivel nao trivial de ordem m e comprimento

deriwado d. Entao, d < m.

DEMONSTRACAO. Faremos a prova por inducao em d. Se d = 1, entdo cla-
ramente o resultado vale. Assim, suponhamos que d > 2. Considerando o grupo
quociente G /G4~ temos, por hipétese de inducdo, que d—1 < [G : G'~Y]. Logo,
d < [G: G D] 4 1. Como G@Y ¢ um subgrupo préprio, segue que d < m. [

O préximo lema mostra como relacionam-se os subgrupos v;(G), Z;(G), G% de

um grupo G. Para a prova do mesmo veja [24] 5.1.11, 5.1.12].

Lema 1.1.22. Sejam i, j inteiros positivos e G um grupo. Entdo, temos
(1) [(G), Z;(G)] < Z;(G) se j >4
(i) GO < 79 (G).
Falaremos a seguir de mais uma série relevante no estudo de grupos soluveis.

Seja G um grupo finito. Definimos os subgrupos F;(G) recursivamente da

seguinte forma: Fy(G) =1 e para cada i > 1, temos que F;(G) é o tnico subgrupo
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normal em G tal que
F(G)/Fiea(G) = F(G/Fi-1(G)).
Assim, temos a seguinte sequéncia ascendente de subgrupos
1= R(G) < A(G) = F(G) < R(G) < -

Esta sequéncia é chamada série de Fitting de G. Note que para qualquer
grupo solivel finito G, existe a série de Fitting e a série alcanca G. De fato,
pode-se mostrar que G ¢ soluvel se, e somente se, existe um inteiro n > 1 tal que
F.(G) =G.

Dado GG um grupo soluvel finito, definimos o conceito de altura de Fitting de

G como sendo o menor inteiro positivo n tal que F,(G) = G e o denotamos por
h(G).

Vejamos um lema sobre a altura de Fitting que serd usado posteriormente.
Lema 1.1.23. Seja G um grupo solivel finito nao trivial. Entdo,
h(G) = h(G/F(G)) + 1.

DEMONSTRAGAO. Seja G = G/F(G) e suponhamos que h(G) = n. Entdo,
temos que a série de Fitting para G ¢é dada por

1=FR(G)<A(G)<-- < F(G) =G,
Para cada 0 < i < n, seja F;(G) a imagem inversa de F;(G) em G. Assim,
obtemos a seguinte série para G
F(G)=F(G) < F(G)<---<F,(G) =G. (1.1.1)
Como
Fia(G)/F(G) = F (G/F(G)) ,
segue, pelo terceiro Teorema do Isomorfismo, que
Fin(G)/F(G) = F(G/F(G)),

para todo 0 < ¢ < n — 1. E como F(G) é nilpotente, temos que a série (1.1.1))
torna-se

1 < F(G) < R(G) < -+ < F,(G) =G,

que é uma série de Fitting para G de comprimento n + 1. Claramente, temos que

h(G) = n + 1, pois caso contrario, poderfamos ter uma série de Fitting para G
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de altura menor do que n, que é um absurdo. Portanto, h(G) = n + 1 e assim o

resultado segue. U

Vamos agora definir um conceito que sera bastante utilizado ao longo desta

tese.

Definicao 1.1.24. Seja G um grupo. O expoente de G é o menor inteiro positivo

e tal que g¢ =1 para todo g € G.

Se existir tal inteiro dizemos que G possui expoente finito, caso contrario, di-
zemos que o expoente de G ¢ infinito.

Assim, para cada grupo finito GG, temos pelo Teorema de Lagrange, que o
expoente de G, se existir, divide |G|, também para cada grupo G que possui
expoente finito tem-se que a ordem de cada elemento divide o expoente de G.

Note ainda que o expoente de qualquer subgrupo ou grupo quociente de G
divide o expoente de GG. Além disso, dois grupos isomorfos possuem o mesmo
expoente.

Pode-se mostrar que G™ é o menor subgrupo normal em G tal que o grupo
quociente G/G™ possui expoente n.

O lema a seguir é bem conhecido, sua prova segue da definicao de expoente.

Lema 1.1.25. Sejam e um inteiro positivo, G um grupo e Ny e Ny subgrupos
normais de G. Se G/Ny e G /Ny possuem expoente dividindo e, entao G /(NN Ny)

também possui expoente dividindo e.

O seguinte lema sera muito utilizado ao longo deste trabalho. A demonstracao

do mesmo pode ser encontrada em [13], Corollary 2.5.4].

Lema 1.1.26. Se G é um grupo nilpotente de classe ¢ gerado por elementos de

ordem dividindo m, entao o expoente de G divide m©.

Sejam G um grupo e r um inteiro positivo. Dizemos que G é r-gerado se existe
um subconjunto X de G com r elementos tal que G = (X).
Outro conceito relevante nesta tese é o de posto de um grupo finito. Vejamos

a sua definigao.

Definicao 1.1.27. Um grupo finito G € dito ser de posto r ser € o menor niumero

tal que qualquer subgrupo de G € r-gerado. Vamos denotar por r(G) o posto de G.

Um fato conhecido relativo a altura de Fitting de um grupo soluvel é o seguinte

lema. Para sua prova veja [16, Lemma 2.4].
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Lema 1.1.28. Um grupo soluvel finito G de posto r tem altura de Fitting limitada

em termos de r.
Outro resultado que vamos precisar é o lema a seguir.

Lema 1.1.29. A ordem de um grupo finito G de expoente e com posto r é (e,)-

limitada.

DEMONSTRAGAO. Com efeito, se G é um p-grupo o resultado segue de [14],
Corollary 11.21]. Suponhamos que G nao seja um p-grupo, entao a sua ordem é o
produto das ordens de seus subgrupos de Sylow. Agora, como os primos divisores

da ordem de G sao divisores de e, o resultado esta provado. 0

Finalizamos esta se¢ao relembrando o conceito de m-subgrupo de Hall.

Sejam 7 um conjunto nao vazio de primos e 7’ o seu complementar, isto é,
7' = P\m, onde P é o conjunto de todos os primos. Dizemos que um inteiro m
é um w-numero se todo primo divisor de m pertence a m e um 7’ -nidmero é um
nimero inteiro sem divisores primos em 7.

Seja G um grupo finito. Um subgrupo H de G é dito um 7w-subgrupo de Hall
de G se |H| é um m-ntimero e [G : H]| é um 7’-ntimero.

E claro que se T = {p}, entao a defini¢ao de m-subgrupo de Hall coincide com
a definicao de p-subgrupo de Sylow.

O préximo lema, conhecido como Argumento de Frattini é uma consequéncia

simples da teoria de Sylow. Para demonstragao deste fato veja [5, 1.3.7].

Lema 1.1.30 (Argumento de Frattini). Seja H um subgrupo normal finito de
um grupo G. Se P € um p-subgrupo de Sylow de H, entdo G = HNg(P).

Seja G um grupo finito. Sabemos por teoria de Sylow que, em GG, sempre existe
p-subgrupo de Sylow para todo primo p que divide |G| e quaisquer dois deles sao
conjugados em G. No entanto, se 7 consiste de dois ou mais primos, entao pode
ou nao existir m-subgrupo de Hall em G e, caso exista, pode ou nao acontecer que
quaisquer dois m-subgrupos de Hall sao conjugados em G. Porém, é conhecido, por
exemplo, que em grupos soltveis, existem m-subgrupos de Hall e quaisquer dois
deles sao conjugados.

O Teorema de Schur e Zassenhaus a seguir nos fornece uma importante condi¢ao
para a existéncia e conjugacao de n’-subgrupos de Hall em . Sua prova pode ser

encontrada em [5] 6.2.1].
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Teorema 1.1.31 (Schur e Zassenhaus). Seja H um w-subgrupo de Hall normal
de um grupo finito G. As sequintes afirmagoes valem.

(i) G possui um w'-subgrupo de Hall K tal que G = HK e HNK = 1;

(ii) Se H ou G/H ¢ solivel, entao quaisquer dois w'-subgrupos de Hall de G sdo

conjugados.

1.2. p-Grupos Finitos Powerful

Finalizamos este capitulo tratando brevemente da teoria de p-grupos finitos
powerful. Esta teoria foi basicamente criada por A.Lubotzky e A. Mann, em [20],
no ano de 1987. Os p-grupos powerful possuem muitas propriedades boas e varias
aplicacoes em, por exemplo, p-grupos finitos. Essa classe de grupos compartilha
de algumas propriedades que os grupos abelianos possuem. Nesta secao, vamos
definir e enunciar alguns resultados acerca desses grupos e a prova dos mesmos
podem ser encontradas, por exemplo, em [3].

Para nao confundir o leitor, optamos por nao traduzir o termo powerful para
o portugueés, pois é conhecido que existe outra definicao de “potent group” e ela
nao sera usada neste trabalho.

Vamos agora definir o objeto de estudo desta secao.

Definicao 1.2.1. Um p-grupo finito G € chamado de powerful se G' < GP para
p#2, ouseG' < G* para p = 2.

Precisa-se fazer diferenca, na definicao anterior, entre p = 2 e p # 2, pois
sabemos que se G’ é um 2-grupo, entao sempre temos que G’ < G2,

Obviamente, todo p-grupo finito abeliano é powerful. No entanto, se p for impar
e G um p-grupo finito nao abeliano de expoente p, entao G nao é powerful, pois
1# G' £ G? = 1. Um exemplo concreto de um grupo que nao é powerful é o diedral
de ordem 8, isto ¢, Dy, que é definido por Dy = (z,y | 2* = y* = 1,2Y = x71).
Uma vez que (D,) = (2?) £ 1 = (Dy)*.

Um fato curioso sobre esses grupos é que nem todo subgrupo de um p-grupo
powerful é powerful. Com efeito, seja o grupo G = D4 x Cy, onde Dy é o diedral de
ordem 8 que tem apresentacao conforme vista anteriormente e Cs = (¢) é o grupo

ciclico de ordem 8. Sejam z,y € Dy e ¢ € Cy, definimos
N = ([z,y]'c*) = (2*c*) < G.

Evidentemente, N é normal em (. Assim, consideremos o grupo quociente
G = G/N. Note que G é um 2-grupo powerful, pois

@ = [G/N,G/N] = [G,GIN/N = (>N) = (¢'N) < G
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Agora, fazendo H = (zN,yN), temos que H é um subgrupo préprio de G e
isomorfo a Ds. E como D4 nao é powerful, segue que H também nao é power-
ful. Portanto, G é powerful, mas contém um subgrupo préprio que nao é, como
queriamos.

Por outro lado, é conhecido que se G é um p-grupo finito powerful, entao os
subgrupos 7;(G), GP' e G sao powerful, para todo inteiro positivo i.

Esses grupos possuem boas propriedades e destacamos a seguir uma que sera

usada posteriormente e de facil demonstragao.

Lema 1.2.2. Se G é um p-grupo finito powerful gerado por elementos de ordem

dividindo m, entao o expoente de G divide m.

Um outro resultado que usaremos envolvendo esses grupos serd mencionado
no Capitulo 3. Finalizamos esta secao, com uma proposicao que exemplifica que
p-grupos powerful possuem propriedades semelhantes a de grupos abelianos. Para
sua prova veja [3, Proposition 2.6, Theorem 2.7, Corollary 2.8].

Proposicao 1.2.3. Seja G um p-grupo finito powerful.
(i) Entdo G* = {z*" | z € G} para todo inteiro positivo i;
(i) Se G = (x1,...,xq), entdo G = (x1) -+ - (Ta);

(iti) Se G = (x1,...,xq), entdo G* = (a ..., 2" para todo inteiro positivo i.



Automorfismos de Grupos

Neste capitulo, definiremos conceitos que serao amplamente utilizados ao longo
desta tese e ressaltaremos alguns fatos bem conhecidos a respeito de automorfis-
mos. Também provaremos resultados que surgiram ao longo das nossas inves-
tigacoes e que serao usados nos capitulos seguintes. Primeiramente, daremos uma
nocao geral de automorfismos em um grupo qualquer, depois nos concentraremos
em grupos finitos que admitem um automorfismo coprimo, conforme mostra a pri-
meira se¢ao, e por fim, em grupos de ordem fmpar que admitem um automorfismo
involutorio.

Sejam G um grupo e ¢ um automorfismo de G. Definimos o subgrupo dos

pontos fizos de ¢ em G, denotado por Gy, como
Gy={reG|z’=n}

O subgrupo G4 também ¢é chamado de centralizador de ¢ em G e algumas
vezes serd usada a notagdo Cg(¢) para denotar este subgrupo.

Denotemos por G_g4 o conjunto {z'z? | z € G}. O subgrupo gerado por G_g4
sera denotado por [G, ¢).

Dados G um grupo e ¢ um automorfismo de GG, dizemos que um subgrupo H
de G é ¢-invariante se [H,¢| < H. Sabemos que |G, ¢] é um subgrupo normal
¢-invariante de G.

Sejam G um grupo, ¢ um automorfismo de G e N um subgrupo normal
¢-invariante de . Consideremos a aplicacdo ¢ do grupo quociente G /N, induzida
por ¢, definida por (:L"N)a = 2°N. Note que ¢ estd bem definida, pois N é ¢-
invariante e obviamente ¢ é um automorfismo de G/N chamado de automorfismo
induzido de G/N. Faremos um abuso de notacdo indicando ¢ por apenas ¢. Note

que ¢ induz o automorfismo trivial de G/[G, ¢|, pois se g € G, entdo podemos

20
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escrever g® = g(g~'g?), daf aplicando o automorfismo induzido de G/[G, ¢], temos

(9[G, 9])? = ¢°|G. ¢] = g[G, 9.

Seja ¢ um automorfismo de um grupo G. Dizemos que ¢ é um automorfismo
inwvolutorio se a ordem de ¢ for dois. Um automorfismo ¢ de um grupo finito G é

chamado de coprimo se (|G|, |¢|) = 1.

2.1. Automorfismos Coprimos

O lema a seguir retine alguns fatos bem conhecidos sobre automorfismos copri-

mos que serao amplamente utilizados ao longo deste trabalho.

Lema 2.1.1. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo finito G. As sequintes
afirmagoes valem.

(i) Se N € um subgrupo normal ¢-invariante de G, entdo (G/N)y = G4N/N;
(i) G = G,[G, o);

(i) [G, 6] = [G. 6,0];

(iv) Seja m(G) o conjunto de todos os primos divisores de |G|. Para cada primo

p € m(G), ¢ deiza invariante algum p-subgrupo de Sylow de G.

DEMONSTRAGAO. (i) Claramente, temos que G,N/N < (G/N)4. Agora, veja-
mos que (G/N)y < G,N/N. Para isto, mostraremos que toda classe ¢-invariante
gN de N contém um elemento de G,. A prova sera feita por inducdo em |¢)|.

Primeiramente, suponhamos que |¢| = p, onde p é um ndmero primo. Seja gNN
uma classe ¢-invariante de N. Consideremos a agao de (¢) em gN. Temos que
o tamanho de qualquer (¢)-6rbita em gN divide p. Logo, cada tamanho é 1 ou
p. Sabemos que a classe g/N é a uniao disjunta dessas 6rbitas. Assim, se todas as
érbitas sdo de tamanho p, entao p dividiria |gN| = |N|, o que é uma contradicao,
pois ¢ é um automorfismo coprimo de GG. Desta forma, concluimos que existe pelo
menos uma orbita de tamanho 1 e isto implica que g/N contém um elemento de
Go.

Agora, suponhamos que |¢| = mn é um nimero composto, com m,n > 1. Por

hipotese de inducao e pelo Teorema do Isomorfismo, temos

Can(9") = Ca(¢")N/N = Ca(¢")/(Ca(9") N N). (2.1.1)

Observe que gN € Cg/n(¢"), pois gN é ¢"-invariante. Assim, por , existe
go € Cg(¢™) tal que goN = gN. Isto implica que gg’ € goN. Por outro lado,
sabendo que Cg(¢") é ¢-invariante, obtemos g¢ € Cg(¢"). Desta maneira, tem-
se g5 lgl € Ca(é¢™) N N. Logo, a classe go(Ca(¢™) N N) é também ¢-invariante.
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Além disso, como ¢ age como um automorfismo de ordem n em Cg(¢™) segue,
por hipétese de indugao, que a classe go(Cg(¢™) N N) contém um elemento g; de

Ce(¢). Este elemento é o desejado, uma vez que
91 € go(Ca(9") NN) C goN = gN.

Logo, obtemos (G/N)4s < G4N/N. Portanto, concluimos que (G/N)s = G4N/N.
(ii) Sabemos que ¢ induz o automorfismo trivial em G/[G,¢]. Entao, tem-se
(G/1G,¢))s = G/|G, ¢]. Agora, usando o item (i), deste lema obtemos

Isto implica que G = G4[G, ¢|, como queriamos.

(iii) Com efeito, utilizando o item (ii), deste lema tem-se

G 9] = [G4[G, 9], ¢]
= (272 |z € Gy[G, ¢])
= {((ab) Y (ab)? | a € G4,b € [G, ¢])
= (b7 | be[G, ¢])
= [[G.¢], 9]

Como desejado.
(iv) Facamos A = (¢) e m = ©(G). Seja G* = GA o produto semi-direto de G por
A. Como (|4],|G|) = 1, temos que G ¢ um w-subgrupo de Hall normal de G* ¢ A
é um 7’-subgrupo de Hall de G*. Além disso, segue que A ou G é solivel. Assim,
como A é isomorfo a G* /G, obtém-se que G ou G*/G ¢ soluvel. Agora, o Teorema
de Schur e Zassenhaus , item (ii), aplicado em G*, afirma que qualquer outro
7’-subgrupo de Hall de G* é conjugado a A. Uma vez que G* = GA, podemos
assumir que o elemento conjugador pertence a GG, pois seja H um 7’-subgrupo de
Hall de G*, entao pelo Teorema de Schur e Zassenhaus [1.1.31} existe v = ga € G*
com g€ Geace Atal que A= H”. Dai, tem-se A = HY.

Agora, sejam P um p-subgrupo de Sylow de G e N = Ng«(P). Pelo Argumento
de Frattini , temos que G* = GN. Isto implica que N/GNN é isomorfo a A.
Observe que GNN é um m-subgrupo de Hall normal de N. Entao, pelo Teorema de
Schur e Zassenhaus[1.1.31] item (i), segue que N possui um 7’-subgrupo de Hall B.
Claramente, B é também um 7’-subgrupo de Hall de G*. Entao, tem-se A = B
para algum z € G. Agora, como B < N, resulta que B deixa P invariante. Disto

segue que A deixa invariante P®, o p-subgrupo de Sylow de G. Pois, seja a € A,
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como A = B*, temos que existe b € B tal que a = x~'bz. Isto implica que
(P")* = 2~ 'a(2 ' Pr)z b = P”.

Portanto, concluimos que A deixa invariante algum p-subgrupo de Sylow de G.

Como o primo p foi tomado arbitrariamente, o resultado vale para todo p € w. [

Vamos precisar também do resultado a seguir. Além disso, usaremos a seguinte

notagao y~? = (y~1)%.

Lema 2.1.2. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo finito G. Se N € um

subgrupo normal ¢-invariante de G contido em Gy, entao [G, ¢| centraliza N.

DEMONSTRAGCAO. Sejam x € N e y € G. Note que os elementos = e x¥
pertencem a Gy, logo temos z¥ = (2¥)? = 2¥°. Isto implica que z = z¥¥°. Assim,

como os elementos da forma yy~¢ geram [G, ¢], o lema estd provado. U

E conhecido e trataremos na proxima secao, que se G é um grupo finito de
ordem impar e ¢ é um automorfismo involutério de G, entao G = G_4G,. Uma
pergunta de interesse proprio que surgiu ao longo do nosso estudo foi a seguinte:
a igualdade G = G_4G, vale para qualquer automorfismo coprimo ¢? Veremos
que em geral esta igualdade pode falhar. No entanto, percebemos que a igualdade
G = G_4Gy4 vale quando o grupo em questao é nilpotente. Este fato foi muito
relevante nas nossas investigacoes e sera usado para provar os Teoremas C e D.
Portanto, vamos agora nos concentrar em demonstrar este fato, além de exibirmos
um contra-exemplo de quando a igualdade nao se verifica.

O préximo lema nos fornece uma caracterizagao muito 1til de quando a igual-
dade G = G_4,Gy vale.

Lema 2.1.3. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo finito G. FEntao,
G = G_4Gy se, e somente se, nenhum elemento nao trivial de G_g possui conju-

gados em G .

DEMONSTRAGAO. Assumamos que G = G_4G,. Como |G| = |G_y||Gy|, segue
que cada elemento x € G pode ser escrito unicamente na forma z = gh, com
g € G_yeh e G, Agora, suponhamos que existem elementos 1 # a € Gy e
b,c € G tal que

b ) = a.
Isto implica que

b1 = ¢ tac,
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de onde obtemos
A = ¢ (2.1.2)

Note que existem pelo menos duas maneiras de escrever o elemento z = ¢® b 1b%¢ !
na forma x = gh com g € G_, e h € G,. De fato, por um lado, em , faca
g=c""¢'e h=a. Observe que g € G_g, pois fazendo y = (¢™)?' € G tem-se
y? = ¢t Dal, g = y'y® € G_4 e claramente h = a € G4. Por outro lado,
em , faca g1 = ¢® 'b~'b%c ! e hy = 1. Note que g; € G_4, pois fazendo
y =blc)?" € G tem-se y? = b?c . Dai, gy = y ¢ € G_peh =1¢€ Gy
Assim, obtemos que existem duas maneiras de escrever o elemento z, o que é uma
contradicao. Portanto, concluimos que nenhum elemento nao trivial de G_4 tem
conjugados em G.

Agora, assumamos que nenhum elemento nao trivial de G_4 possui conjugados
em Gg. Queremos provar que G = G_,Gy. Suponhamos que isto seja falso.
Como |G| = |G_4||Gy|, temos gh = g1h; para algum par distinto de elementos
9,91 € G_4 e h,hy € Gy. Em particular, segue que existem elementos z,y € G e
1 # a € Gy tal que z7'2? = y~'y®a. Isto implica que

(ya ety ) = a.

Além disso, note que yz~'z?y~? € G_4 é ndo trivial e possui um conjugado em
Gy. Isto é uma contradicao com a hipdtese. Portanto, concluimos que G = G_43Gy

e o lema segue. O

O proximo exemplo mostra que em geral G # G_,G 4. O mesmo foi comunicado
a P. Shumyatsky por G. Glauberman.

Exemplo 2.1.4. Sejam K o corpo com 53 elementos e ¢ o automorfismo de ordem
3 de K que leva cada x € K em x°. Denotemos por A = (K,+) o grupo aditivo
de K e por B = (K \{0},) o grupo multiplicativo de K. Seja G = AB o produto
semi-direto natural de A por B. Temos que B age transitivamente em A\ {0} e

claramente ¢ induz um automorfismo coprimo em G. Observe que
Ay={acAla*=1}U{0}

é um subgrupo proprio de A e A_y ={—a+a°|a€ A} #0. Assim, como B age
transitivamente em A\ {0} segue que todos os elementos nao triviais de A_, sdao

conjugados em G com alguns elementos em A,. Desta forma, aplicando o Lema

obtemos que G # G_,G .
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Observe que o grupo G no exemplo anterior nao é nilpotente. Assim, o seguinte
lema mostra que nenhum exemplo deste tipo pode ser encontrado entre grupos

nilpotentes.

Lema 2.1.5. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo nilpotente finito G.
Entao, qualquer elemento x € G pode ser escrito unicamente na forma x = gh,
onde g€ G_y eh € Gy.

DEMONSTRACAO. Suponhamos que G seja um contra-exemplo de ordem mini-
ma possivel de que o lema nao vale. Entao, pelo Lema [2.1.3] podemos escolher
elementos z,9 € G e 1 # h € G, tal que

(z7'2?)9 = h. (2.1.3)

Note que, por hipdtese de inducdo, G/Z(G) ndao é um contra-exemplo do lema,
uma vez que 1 # |G/Z(G)| < |G|. Entao, o resultado vale para G/Z(G). Agora,
considerando o epimorfismo canénico de G em G/Z(G), tem-se

(27'2?Z(@))9% D = hz(Q).
Isto implica que h € Z(G). De fato, se h € Z(G) terfamos
(2712 Z(G))9%D = hz(G) # Z(G).

o0 que nao ocorre, pois em G/Z(G), o Lema vale, logo h € Z(G). Assim, segue
de (2.1.3) que z7'2® = h. Entdo, considerando o produto semi-direto natural
G (¢), obtemos
rla?¢t = he!.
Que implica em
(61" = ho . (2.1.4)
Observe que a ordem do elemento (¢~1)* é n, onde n é a ordem de ¢. E como

h € Gy, temos que a ordem do elemento h¢~! é |h|n # n. O que é uma contradigao
com (2.1.4). Portanto, o resultado vale para G. O

Utilizando o lema anterior, obtemos o seguinte resultado que sera usado pos-

teriormente.

Lema 2.1.6. Seja G um grupo finito nilpotente admitindo um automorfismo co-
primo ¢. Se K € um subgrupo ¢-invariante de G gerado por um subconjunto S de
G_y, entio K = [K, ¢].

DEMONSTRAGAO. Claramente, temos [K, ¢] < K. Assim, precisamos provar
que K < [K, ¢]. Para isto, note que como K = (S) com S C G_,, é suficiente
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mostrar que s € [K, ¢] para todo s € S. De fato, seja s € S. Uma vez que K é
¢-invariante, segue pelo Lema que s =xy comz € K, ey € K_;. Agora,
pela unicidade de s, obtemos que s = y € K_;. Logo, s € [K,¢|]. Portanto,
K =[K, g O

O préximo teorema é devido a A. Mann. Sua demonstragao pode ser encontrada
em [22].

Teorema 2.1.7 (A. Mann). Seja G um grupo tal que G/Z(G) € localmente finito
e tem expoente e. Entao, G' € localmente finito e possui expoente finito que €

e-limitado.
A proposicao a seguir sera bastante utilizada nos capitulos subsequentes.

Proposicao 2.1.8. Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo coprimo
¢ e assuma que G € solivel com comprimento derivado d. Suponha que G =[G, ¢

e x° =1 para cada x € G_4. Entdo, G possui expoente (d,e)-limitado.

DEMONSTRACAO. A prova serd feita por inducao em d. Se d = 1, o resultado
é ébvio, entdo assumamos que d > 2. Seja M = GV o dltimo termo néo tri-
vial da série derivada de G. Como o comprimento derivado de G/M é menor do
que d, segue por hipdtese de indugao, que o expoente de G/M é (d, e)-limitado.
Agora, pelo Lema tem-se M = M_,M,. Além disso, como M é abeliano
e (M_y)¢ = 1, deduzimos que M® < My,. Aplicando o Lema resulta em
Me¢ < Z(G). Consequentemente, o expoente de G/Z(G) é (d,e)-limitado. O
Teorema de Mann [2.1.7] garante que G’ possui expoente (d, €)-limitado. Isto im-
plica que M também possui expoente (d, e)-limitado. Portanto, concluimos que o

expoente de G é (d, e)-limitado, como queriamos. O

2.2. Automorfismos Involutdrios

O préximo lema é uma colegao de fatos conhecidos sobre automorfismos invo-

lutdrios.

Lema 2.2.1. Seja G um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfismo
involutorio ¢. As sequintes afirmacoes valem.

(i) G = GyG_p = G_yGy e cada elemento x € G pode ser escrito unicamente na
forma x = gh, onde g € G_4 e h € Gy;

(ii) Se N € um subgrupo normal ¢-invariante de G, entdo

(G/N)_y = {aN |z € G_):
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(iii) Se N € um subgrupo normal ¢-invariante de G tal que N = N_4 ou N = Ny,
entdo [G, @] centraliza N ;
(iv) O fecho normal de G, contém G';

(v) Gy normaliza o conjunto G_y.
DEMONSTRAGAO. (i) Primeiramente, note que se y = x~'2¢ € G_,, entdo
v = (212 = () e =y, (22.1)

pois ¢ tem ordem dois. Agora, consideremos {z; | 1 < ¢ < n} um conjunto
completo de representantes de classes laterais a direita de G4 em G e o conjunto
I ={y; =z;'2? | 1 <i < n}. Claramente, temos que y; € G_, para todo
i € {1,...,n}. Desejamos provar que [ é também um conjunto completo de
representantes de classes laterais a direita de G, em G. De fato, suponhamos por

absurdo que isto nao ocorre, entao temos y; = zy; para algum z € G4 e ¢ # j.
Aplicando ¢ na ultima igualdade e usando 1) resulta em yj_1 = zy; b Isto

1 1 1

implica que y; = y;2~". Assim, zy; = y;2~ . Dali, tem-se z¥ = z7". Com isto,

. 2 f s
deduzimos que z¥% = z. Logo, y? centraliza z. Agora, uma vez que |G| é {mpar

segue que 7; centraliza z. Entdo, temos z¥ = 2z = 27! e consequentemente,

2z = z~'. Além disso, como a ordem de z é fmpar, resulta em z = 1. Assim,

¢

y; = y;. Logo, rtal = x;le e disto segue que

(ximj_l)¢’ = xzmj_l

Dai, concluimos que xixj_l € G4. Entao z; e x; determinam a mesma classe lateral
a direita de Gy em G, o qual ¢ um absurdo, pois ¢ # j. Portanto, I é um conjunto
completo de representantes de classes laterais a direita de G em G, como desejado.

Agora, vejamos que I = G_,. Com efeito, ja sabemos que I C G_,, resta
mostrarmos que G_, C I. Para isto, suponhamos que u = zy; € G_, para algum
z € Gy e algum ¢ € {1,...,n}. Entao, por (2.2.1), tem-se

™ = = () = 2,

de onde obtemos que z¥ = z~!. Assim, procedendo da mesma maneira que fizemos
no paragrafo anterior, vamos concluir que z = 1. Logo, u = y; € I. Portanto,
I = G_4 que implica em G' = G4G_,. Por outro lado, utilizando as classes laterais
a esquerda de G4 em G, obtemos de maneira similar que G = G_4Gy. Desta forma,
temos que G = GyG_y = G_,Gy.
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Por fim, notemos que G4 N G_, = 1. De fato, seja z € G4 N G_,, entao

1

x:x¢:x_,

e isto implica que = 1. Logo, G4NG_, = 1. Portanto, segue deste fato, que todo
elemento z € G se escreve de modo tnico como z = gh com g € G_,e h € Gy e
o item (i) estd provado.
(ii) Claramente tem-se {zN | z € G_4} C (G/N)_4. Agora, vejamos que
(G/N)_y C {zN | z € G_4}. Seja «N € (G/N)_,, entdo (zN)? = z7'N.
Nosso objetivo é mostrar que pelo menos um dos elementos de N estd em G_.
Com efeito, suponhamos que |[N| =t + 1, onde ¢t = 2k para algum k& € N. Assim,
xN = {xng,xnq,...,xn;}, onde ng = 1 e n; € N para todo i € {0,...,t}. Entao,
temos que !N = {(zng)~L, (xn1)7L, ..., (zny) "'}, Agora, como (zN)? = 27N,
podemos pensar, em x/N, que ¢ se comporta como uma permutacao dos indices
dos elementos de N, ou seja, ¢(zn;) = (zn;)~'. Desta maneira, por simplicidade,
vamos identificar esta dltima igualdade por
o(i) = J,

onde i,j € S ={s € N|0<s <t} Logo, mostrar que zN € {zN |z € G_4}
equivale a mostrar que ¢(i) = i para algum i € S. Com efeito, suponhamos por
absurdo, que ¢(i) # i para todo i € S. Além disso, observe que a permutagao ¢
tem a seguinte propriedade: se ¢(i7) = j, entdo ¢(j) = ¢, pois como ¢ possui ordem
dois, tem-se

i = ¢%(i) = ¢(6(0)) = (3)-
Logo, ¢(j) = i. Agora, combinando esta propriedade de ¢ com o fato que o
conjunto S possui tamanho fmpar, obtemos uma contradicao com a suposi¢ao
inicial. Portanto, concluimos que ¢(i) = ¢ para algum i € S, como queriamos e o
resultado do item (ii) segue.
(ili) Se N = Ny, entao N < Gy e o resultado segue do Lema 2.1.2] Agora,
suponhamos que N = N_,. Sejam z € N e g € G, temos que 29 € N_,, logo
(z9)? = (29)~'. Por outro lado, como = € N_g4, tem-se (z9)¢ = (z~1)9°. Dali,
obtemos (z71)¢ = (z~1)9°. E isto implica que = = (z71)9 °. Assim, como os
elementos da forma gg~® geram [G, ¢] e a igualdade anterior vale para todo z € N,
concluimos que N < Z([G, ¢]).
(iv) Seja N = (GS) o fecho normal de G4 em G. Vamos mostrar que G/N §é
abeliano. De fato, pelo item (i), deste lema, tem-se

G/N = (G/N)y(G/N)_y
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G =G_4Gy =[G, 9]N.
Agora, pelo Lema [2.1.1] item (i), obtemos
(G/N)y = G4N/N = N/N.

E isto implica que G/N = (G/N)_4. Assim, usando o item (iii), deste lema,
resulta que

G/N < Z([G,¢]N/N) = Z(G/N).
Portanto, concluimos que G/N é abeliano.
(v) Mostraremos que 29 € G_, para todo g € G, e todo z € G_4. Com efeito,
sejam z =y~ ly? € G_, e g € Gy, entdo

29 =gy 1y e? = (yg) ' (yg)?.

Assim, 9 € G_,. Portanto, temos que G, normaliza G_. O



Ferramentas Lie-teoricas

O problema restrito de Burnside foi proposto nos anos 30 do século XX e tem
a seguinte pergunta:

E verdade que todo grupo finito m-gerado e de expoente n tem sua ordem limi-
tada por uma funcao que depende apenas de m en?

A partir de 1956, varios matematicos como P. Hall, G. Higman, A. 1. Kostrikin,
W. Magnus e I. N. Sanov deram solugoes parciais para o problema. Mas, foi so-
mente, em 1989, que E. Zelmanov obteve uma solucao completa para o conhecido
problema. Seu trabalho foi tao reconhecido pela comunidade cientifica da época
que em 1994 foi premiado com Medalha Fields. Para mais detalhes sobre o assunto
veja [37] e [38].

Em [39], Zelmanov provou a solugdo positiva para o problema restrito de
Burnside a partir do seguinte teorema.

Teorema 3.0.1. Seja L uma dlgebra de Lie gerada por aq, ..., Q. Suponha que L
satisfaz uma identidade polinomial e cada comutador em ay, . .., a,, € ad-nilpotente.

Entao, L € nilpotente.

Uma prova detalhada do teorema acima foi publicada recentemente em [40].
A partir deste teorema e de ferramentas Lie-tedricas desenvolvidas por Zelmanov
para resolver o famoso problema, foram obtidos varios resultados relevantes em
teoria de grupos. Atualmente, muitos matematicos utilizam estas ferramentas em
suas investigacoes.

A prova do nosso Teorema C depende fortemente dessas técnicas. Portanto,
este capitulo tem por objetivo descrever algumas dessas ferramentas Lie-tedricas
que foram necessarias para demonstracao do mesmo. As principais referéncias

utilizadas neste capitulo foram [11], [13] e [30].

30
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3.1. Algebras de Lie

Nesta se¢ao, veremos a definicao de algebra de Lie, objeto central deste capitulo
e daremos alguns exemplos da mesma. Além disso, definiremos algumas estruturas
e conceitos que valem nessa algebra, como por exemplo, o conceito de nilpoténcia
que é semelhante ao que se conhece em teoria de grupos.

Sejam R um anel comutativo com unidade e L um R-mdédulo (a esquerda).

Consideremos que L esteja munido da seguinte operagao binéria

LxL — L
(z,y) > [z,9]

chamamos esta operacao de comutador de Lie ou produto de Lie.

Definicao 3.1.1. Dizemos que L é uma R-dlgebra de Lie ou uma dlgebra de Lie
sobre R se as sequintes propriedades sao satisfeitas para quaisquer x,y,z € L e
r,s € R:

(i) [z, 2] = 0 (anticomutatividade);

(ii) [rz + sy, z] = rlz, 2] + sy, z];

(iii) [x,ry + sz] = rlz,y] + s[z, 2];

(iv) [[=,v], 2] + [y, 2], =] + [[2, ], y] = O (Identidade de Jacobi).

Seja L uma &algebra de Lie sobre R. Note que L nao é associativa, pois vale a
Identidade de Jacobi. E nao possui unidade, uma vez que temos a anticomutati-
vidade.

Se R = 7Z, entao uma Z-algebra de Lie é dita um anel de Lie.

Se considerarmos R? munido com a adicao usual e o produto de Lie como sendo
o produto vetorial é facil mostrar que R? é uma &lgebra de Lie sobre R.

Uma R-algebra associativa A sempre pode ser vista como uma R-algebra de
Lie. Com efeito, basta definir o produto de Lie por [z,y] = xy — yx para todos
x,y € A.

Ao longo deste capitulo, a menos que se diga o contrario, R sera um corpo e L
uma R-algebra de Lie.

Sejam k e n inteiros positivos e x, vy, x1, T2, ..., T, elementos de L. Definimos

indutivamente

[$1] = Tq; [$1,5E2,-~7$k] = H%J&---Jk—l]@k]

[z, 0y] = 77 [2,0y] = [T, n19], -
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Um elemento a € L é dito ser ad-nilpotente se existe um inteiro positivo n tal
que [x,,a] = 0 para todo * € L. Se n é o menor inteiro com esta propriedade,
entao dizemos que a é ad-nilpotente de indice n.

Seja X C L. Definimos um comutador em elementos de X como sendo qualquer
elemento de L que pode ser obtido como um produto de Lie nos elementos de
X com algum sistema de colchetes de Lie. Um R-submddulo gerado por X é o
conjunto de todas as R-combinacoes lineares de elementos de X e o denotaremos
por ¢ (X).

Sejam U e V subconjuntos de L, definimos o comutador de Lie de U e V,

denotado por [U, V], da seguinte forma
U, V] =1 ([u,v] |[ueUwveV).

De um modo geral, se Uy, Us, ..., U, sao subconjuntos de L definimos o comu-
tador de Lie de Uy, Us, ..., U,, denotado por [Uy, Us,...,U,|, como

[Ul,UQ, .. ,Un] = [[Ul, Ug, ey Un—1]7Un] = 4+ <[U1,u2, e ,Un] | U; € Uz) .

Dizemos que M C L é uma R-subdlgebra de Lie se M é um R-submoddulo tal
que [M,M] < M. Um ideal I de L é um R-submdédulo tal que [1, L] < I.

Nao é dificil ver que se U e V sao ideias, entao [U, V] é também um ideal.

Uma R-subdlgebra de Lie gerada por um conjunto X C L é definida como sendo
todas as R-combinacoes lineares de todos os comutadores de Lie nos elementos de
X. Vamos denota-la por (X).

Dadas duas R-algebras de Lie Ly e Lo, um homomorfismo de R-dlgebras de Lie
ou um R-homomorfismo é uma aplicacao ¢ : L1 — Lo tal que ¢ é um homomor-
fismo de R-médulos e [z, y]® = [2?,y?] para todos x,y € L,. Um automorfismo de
L é uma aplicagao ¢ : L — L que é um R-homomorfismo e bijetora.

Assim como em teoria de grupos, define-se de modo analogo, em teoria de Lie,
algumas séries importantes para o estudo de algebras nilpotentes.

Em L, definimos indutivamente, os seguintes ideais: v;(L) = L e para n > 2
tem-se v, (L) = [yn-1(L), L].

Desta maneira, temos a seguinte série central inferior de L
L=y(L)=%(lL) = =2%ul)=--

Dizemos que L é nilpotente se existe um inteiro positivo ¢ tal que v.41(L) = 0.
O menor inteiro ¢ com esta propriedade é chamado de classe de nilpoténcia de L.
De modo semelhante a teoria de grupos, podemos também definir algebras de Lie

soluveis.



3.2. IDENTIDADES POLINOMIAIS EM ALGEBRAS DE LIE 33
3.2. Identidades Polinomiais em Algebras de Lie

Nesta secao, veremos o que significa uma algebra ser PI e vamos enunciar varios
resultados classicos envolvendo identidades polinomiais em algebras de Lie que
serao usados posteriormente. As demonstragoes desses resultados serdo omitidas,

pois fogem do objetivo deste trabalho.

Denotemos por F' a algebra de Lie livre sobre R nos geradores x1, za,.... Seja
f = f(xy,29,...,x,) um elemento ndo nulo de F'. A élgebra L satisfaz a identidade
f = 0se f(a,aq,...,a,) = 0 para quaisquer aj,as,...,a, € L. Neste caso,

dizemos que L é PI.
Usando o Teorema [3.0.1] e alguns argumentos universais, o proximo teorema

pode ser deduzido. Para mais detalhes veja [15].

Teorema 3.2.1. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo R gerada por ay,as, . ..,
Q. Suponha que L satisfaz uma identidade f = 0 e que cada comutador nos gera-
dores aq,as, ... ,a,, € ad-nilpotente de indice no mdazrimo n. Entao, L é nilpotente

de classe (f,m,n, R)-limitada.

Antes de apresentarmos o proximo teorema, precisamos introduzir a seguinte
definicao.

Seja L uma algebra de Lie sobre um corpo R. Suponha que um grupo finito
A age em L por automorfismos. Definimos a subdlgebra formada pelos elementos

fizos, denotada por C(A), como
CrL(A)={le L|l*=1paratodoac A\ {1}}.

O resultado a seguir nos fornece um importante critério para uma algebra de
Lie ser PI.

Teorema 3.2.2. Seja L uma dlgebra de Lie sobre um corpo R. Suponha que
um grupo finito A age em L por automorfismos de tal maneira que Cr(A) é PL
Assuma, além disso, que a caracteristica de R ¢ 0 ou prima com a ordem de A.
Entao, L ¢ PI.

Em [1], Bahturin e Zaicev provaram este teorema para grupos soliveis A. Em
[19], Linchenko estendeu para o caso geral. O seguinte resultado foi deduzido em
[29].

Corolario 3.2.3. Seja F' a dlgebra de Lie livre de posto enumerdvel sobre R.
Denote por F* o conjunto dos elementos nao nulos de F'. Para qualquer grupo

finito A existe uma aplicagao
0:F* — F*
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tal que se L e A sao como no Teorema|[3.2.9, e se C1(A) satisfaz uma identidade
f =0, entao L satisfaz a identidade 0(f) = 0.

Para poder usar o Teorema [3.2.1| precisamos de uma ferramenta que nos per-
mita deduzir que certos elementos de L sao ad-nilpotentes. Neste contexto, o

seguinte lema provado em [15] é bastante til.

Lema 3.2.4. Suponha que L é uma dlgebra de Lie, K uma subdlgebra de L gerada
por r elementos hy, ..., h, tal que todos os comutadores nos h; sao ad-nilpotentes
em L de indice t. Se K € nilpotente de classe ¢, entdo para algum nimero (c,r,t)-

limitado u temos [L, K, ..., K| = 0.

3.3. Automorfismos de Algebras de Lie

Nesta se¢ao, veremos que a partir de uma algebra de Lie é possivel obter uma
outra algebra de Lie sobre um corpo que é a extensao do corpo base e, além
disso, mostraremos algumas propriedades que essas algebras possuem. Este tipo
de construcao sera utilizada dentro da demonstragao do Teorema C.

Sejam R um corpo, L um R-algebra de Lie, w uma raiz n-ésima primitiva
da unidade e R[w] a menor extensao de R que contém w. Como L e R|w] sdo
R-médulos, podemos definir o produto tensorial L = L ®g R[w]. Para simplificar
a notacao, vamos denota-lo apenas por L ® R[w]. Definindo em L ® R[w| as
seguintes operacoes

all®p)=Ilxap

L ®a,lo® ] = [l1,la] ® af,
para todos a, 3 € R[w] e [,11,ls € L e estendendo de forma linear para todo L,
temos que L admite uma estrutura de R[w]-dlgebra de Lie. Note que L pode ser
imersa em L, basta considerarmos a aplicacdo definida por I — [®1. Nao é dificil
ver que L e L possuem estruturas semelhantes, por exemplo, se L é nilpotente,
entdo L é nilpotente com mesma classe de nilpoténcia.
Seja ¢ um automorfismo de L de ordem n. A partir de ¢ podemos definir um
automorfismo ¢ de L por ¢ = ¢ ® 1, isto é,

(®a)=1a,

para todo [ ® @ € L. Faremos um abuso de notacio e denotaremos ¢ apenas por

0.
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Considere ¢ um automorfismo de L de ordem n. Para cada i € {0,...,n — 1},

definimos o subconjunto
‘L={leL|l’=uw}.

Dizemos que ‘L é o autoespaco associado ao autovalor w’. Claramente, °L é
um submédulo de L para cada i. Note que "L ¢ exatamente Cf(¢).

Para cada k € Z, denotamos por kL o submédulo de L dado por {kl |l € L}.
Dizemos que uma algebra de Lie L nao tem k-tor¢ao se para qualquer [ € L a
igualdade kI = 0 implica que [ = 0.

A importancia dos submdédulos *L serd expressada nos préximos lemas.

Lema 3.3.1. Consideremos L e 'L como antes e suponha que n é a ordem do
automorfismo ¢. Entado,

(1) a sequinte inclusdo vale
nL COL+'L+...+" 1L

(i) se lo+-l1+- - -+lp_1 = 0, onde l; € 'L, entdo nl; = 0 para todoi = 0,1,...,n—1;

(iii) se L ndo tem n-tor¢do, entdo a soma °L +'L + -+ +""1L ¢ direta.

DEMONSTRAGAO. (i) Seja ¢ um automorfismo de L, para cada [ € L e cada

1=20,1,...,n—1, definimos

n—1
1= W
s=0

Vejamos que ‘I € L. Com efeito, temos que

n-l ¢ n—1 n—1 n—1
s=0 s=0 s=0 r=0
onde r = s + 1. Logo, 'l € 'L. Assim, obtém-se
n—1
Y 1€ T+'T+-+"L (3:3.1)
i—0

Por outro lado, note que

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
=Y (Zw—“ws) =D wr =l =, (3.3.2)
=0

i=0 i=0 \s=0 s=0
n—1 n—1

pois, para s = 0, temos E W’ =n e, para s Z 0 mod n, tem-se E w" =0, uma
i=0 i=0

vez que
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w° Wi = w(erl)s Z WS
i=0 i=0 i=0
Logo,
n—1
(w*—1)- ( w”) =
i=0
n—1
Como w® # 1, resulta que Zwis = 0. Entao, segue por (3.3.1) e (3.3.2) que
i=0
nl € "L +'L + .- +"1'L. Portanto, concluimos que nL C °L + 'L 4 ... + 1L,
n—1
(i) Aplicando o automorfismo ¢*, com k = 0,1,...,n — 1, em Zli = 0, onde
i=0
l; € 'L, obtemos as seguintes n equacoes
b + L+ -+ L1 =0
lo + wly + -+ Wn_llnfl =
b + W o+ -+ WYL =
lh + "M + -0 4 WDE=D =

A fim de mostrarmos que nl; = 0, para algum ¢, multiplicamos cada uma dessas
equagoes por uma poténcia apropriada de w com o objetivo de tornar o coeficiente

de [; igual a 1 e entao, somamos todas as n equagoes. Note que ao somarmos estas

n—1 n—1
equacoes, o coeficiente de cada [; é dado por Z w'. Agora, multiplicando Z w

k=0 k=0
por w™* obtemos que o coeficiente de [; é igual a 1 e o coeficiente de [; com j # i

n—1
éigual a E wU=D* 5 qual sabemos, pela demonstragao do item anterior, ser igual

k=0
a 0. Com isto, deduzimos que nl; = 0 e o resultado segue.

(ili) Suponhamos que
lo+h+ Al =l + 4+,
onde [;, 1} € L. Isto implica que
(lo—Tlo)+ (L —1) + -+ (lar = l4) =0,

com [; —1; € *L. Agora, utilizando o item (ii) deste lema, obtemos que n(l;—1;) = 0
para todoi = 0,1,...,n—1. Como L ndo tem n-tor¢io, segue que [; = I} para todo
i. Assim, qualquer elemento [ de °L + 'L 4 --- + " 'L se escreve de modo tinico.

Portanto, temos que a soma °L + 'L 4 --- +""!L é direta, como querfamos. [J
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O préximo lema nos diz em que condicao podemos decompor L em termos dos
autoespacos “L.
Lema 3.3.2. Suponha que L é uma dlgebra de Lie finita e n > 1 um nimero
inteiro. Se (n,|L|) =1, entdo

n—1

I-PT

i=0

DEMONSTRACAO. Primeiramente, vejamos que L ndo tem n-torcdo. De fato,
suponhamos o contrério, entdo existe | € L com [ # 0 tal que nl = 0. Isto implica
que a ordem de [ divide n e como (n, |L|) = 1, deduzimos que [ = 0, o que é uma

contradicdo com a nossa suposicao. Portanto, L ndo tem n-torcio. Agora, usando
o Lema [3.3.1] item (iii), e a Observacao [L.1.3 segue que

I=nLCTe'Te - &"'L

E como 'L C L para todo i € {0,...,n — 1}, concluimos que

—_

n—

I-PT

@
Il
=)

como desejado. U

O lema a seguir nos diz que se x,y € L sdo autovetores para ¢, entdo [z, ]

também é um autovetor para ¢.
Lema 3.3.3. Para quaisquer i e j, temos
"LIT) < T,
onde i + j € calculado mddulo n. Em particular, °L + 'L + --- + " 'L ¢ uma
subdlgebra ¢-invariante de L.
DEMONSTRACAO. De fato, sejam a € ‘L e b € 7L, entdo
[a,b]? = [a?, 0] = [w'a,wb] = W [a,b].

Entao, [a,b] € /L. Logo, ['L,’L] < "*JL. Facamos H = °L +'L +--- +""'L.
Evidentemente, H é um submédulo ¢-invariante de L. Agora, pela linearidade de

L, obtemos

— n—1n—1 n—1
[ZZL,ZJL] = [L/L] <> "L=H.
1=0 0

Jj=0 Jj= 1,j=0

Portanto, segue que H é uma subalgebra ¢-invariante de L. U
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Um fato geral que usaremos dentro da prova do Teorema C é a seguinte ob-

servacao.

Observacao 3.3.4. Se f = 0 ¢ uma identidade multilinear em L, entao f €

também uma identidade em L.

3.4. Algebra de Lie Associada a um Grupo

Nesta secao, vamos descrever a construgao que associa uma algebra de Lie
L*(G) a qualquer grupo G a partir de uma N,-série e também veremos alguns
resultados que mostram a relagao entre G' e L*(G). Ao longo desta e da préxima
secao, p denotard um numero primo.

Primeiramente, precisamos definir uma série importante para o nosso estudo,
a chamada NV),-série.

Uma N-série de um grupo G é uma série de subgrupos
G=G >G> (*)

tal que [G;, G;] < Gy, para todos 1, j.

Claramente, qualquer N-série é central. Uma N-série ¢ chamada N,-série se
G? < G,; para todo i.

Lazard generalizou construgoes descobertas por Magnus em [21] e Zassenhaus
em [36], e observou em [18] que o anel de Lie L*(G) pode ser associado a qualquer
N-série (x) de um grupo G. Ele também descobriu algumas propriedades relevantes
de L*(G) quando (*) é uma N,-série. Neste caso, L*(G) é uma algebra de Lie sobre
IF,, o corpo com p elementos. Vamos, a partir de agora, nos concentrar neste caso.

Dada uma N,-série, vamos visualizar os quocientes L} = G;/G;41 como espagos
lineares sobre F, e seja L*(G) a soma direta desses espacos. A operacao em G
induz uma operacao soma em L*(G), denotada por +, que é definida componente

a componente, isto é, dados ©G;11,yG,y1 € G;/Giy1 definimos
1Gi1 +yGipr = 1yGiya.

E a comutagao em G induz uma operacao bindria em L*(G), denotada por [, ], da

seguinte forma: para elementos homogéneos xG;11 € L] e yGji1 € L} definimos
[2Git1,yGin] = [7,Y|Girjn € Ly,

e estendemos a operagao para elementos arbitrérios de L*(G) por linearidade.
Nao é dificil mostrar que estas operagoes estao bem definidas e que a proposicao

a seguir vale.
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Proposicao 3.4.1. L*(G) com as operagoes + e [,]| torna-se uma dlgebra de Lie

sobre IF,,.

Agora, vamos nos concentrar na relagao entre G e L*(G). Para qualquer ele-
mento x € G; \ G;41 denotamos por z* o elemento G, 1 de L*(G).

Seja L uma algebra de Lie. Dizemos que uma aplicacao linear 6 : L — L é
uma derivagdo de L se temos 0([z,y]) = [z,d(y)] + [0(x), y] para todos z,y € L.
Um exemplo de derivacao é a seguinte aplicacao: fixe um elemento x € L e defina
adr : L — L por adx(y) = [z,y]. Pode-se mostrar utilizando a anticomutativi-
dade e a Identidade de Jacobi que adx é uma derivacao para qualquer x € L. O

préximo resultado é devido a Lazard e sua prova pode ser encontrada em [18].

Proposicao 3.4.2 (Lazard). Para qualquer x € G temos (adz*)? = ad(xP)*.

Consequentemente, se x é de ordem finita t, entao x* é ad-nilpotente de indice no

maximo t.
Denotemos por F'r o grupo livre nos geradores livres xq, Zo, ..., € escolha um
elemento nao trivial u = p(zq, x9, ..., z5) € Fr. Dizemos que um grupo G satisfaz

a identidade p = 1 se u(g1,92,...,9s) = 1 para quaisquer g1,¢s,...,9s € G.
A seguinte proposigao ¢ imediata da prova do Teorema 1 do artigo de Wilson e

Zelmanov que se encontra em [35].

Proposicao 3.4.3. Seja G um grupo satisfazendo uma identidade de grupo p = 1.
Entao, existe um polinomio de Lie multilinear nao nulo f sobre I, dependendo
somente de p e pu tal que para qualquer N,-série (x) de G, a dlgebra L*(G) satisfaz
a identidade f = 0.

Em [35], Wilson e Zelmanov descreveram um algoritmo efetivo que permite
escrever f explicitamente para quaisquer p e u. Mas, para o nosso resultado, nao
vamos precisar do mesmo.

A fim de exemplificar, enunciaremos a seguir um caso importante da proposicao

anterior. Sua prova pode ser encontrada em [10].

Proposicao 3.4.4 (Higman). Sejam n uma poténcia de um primo p e G um
grupo tal que x™ = 1 para todo x € G. Entao, para qualquer N,-série (%), a
dlgebra L*(G) satisfaz a identidade

Z [%7%(1),%(2), ce )xﬂ(n—l)] = 0.

TESn—1
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3.5. A Série de Zassenhaus

De um modo geral um grupo G possui muitas N,-séries. Assim, existem varias
maneiras de associar a G uma &lgebra de Lie L*(G). Nesta se¢@o, descreveremos

uma N,-série que ¢ de suma importancia para aplicacoes de resultados Lie-tedricos
para a teoria de grupos.

Definicao 3.5.1. Seja G um grupo, para todo © > 1, definimos
k
Jpk>i

Os subgrupos D; formam a seguinte série em G
G=D1>2Dy>D3>---

Se GG é um grupo abeliano, entao D; = G?" onde k é o menor inteiro tal que
pF >i. Se G é um p-grupo finito, entdao Dy = ®(G). Se G é um grupo de expoente
p, entdao D; = 7;(G) para todo i > 1.

O nosso objetivo agora sera mostrar que a série {D;} é uma N,-série. Para

isso, precisamos dos seguintes lemas conhecidos.

Lema 3.5.2. Sejam G um grupo qualquer, x,y € G e p um primo fizado.
(i) Para todon > 1, temos

n

= 27" y" mod ~,(G)*" H Ypr (G)P"

r=1

(ii) Se H < G tal que x,[z,y| € H, entdo para todo n > 1, temos

1

(zy)”"

n

2", y] = [, y)" mod yo(H )" [y (H)™

r=1
DEMONSTRAGAO. (i) Seja,

n

N =n@P [[w@ .

r=1
Usando, a Formula de Hall e Petresco [1.1.10] temos para todo n > 1, que
p", Pt " (p;) p"
ey’ = (2y)" g9 * " Gy 1Gpns

com g; € vi(G)ei=1,...,p"
Se (i,p) = 1, entao p" divide (p:). Por outro lado, se i > 1 e (i,p) = 1, entéo

(")

g, ") € 1(G)P" < N. Agora, se i = p"j, onde r > 1 e (j,p) = 1, entdao p"~" divide
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7 . (p") n—r
(pz. ) e como ¢ > p" resulta que g; '’ € 7,(G)P" < N. Desta forma, obtemos que

()

97 g1, Gpn € N.

Portanto,
2" yP" = (2y)”" mod N.

(ii) Usando o item (i) deste lema, para os elementos x, [x,y] € H, tem-se
(z[z,y])*" = 2" [z, y]"" mod o (H)*" H Ypr (H)P"
r=1
Agora, como z[z,y| = z¥, temos
@ = @) = " ]

Isto implica que

Portanto,

(2" y) = 2y mod yu(HY" [ 3 (P

r=1

Lema 3.5.3. Seja G um grupo. Sen >0 e1,j > 1, entao
G (@) < [0 @
r=0
DEMONSTRAGAO. Seja
N = ﬁ’YjJripT(G)pnT-
r=0

Observe que qualquer gerador de [y;(G)?",v;(G)] é da forma
2"y 2] = 2 2 " 2,

onde z,y € 4(G) e z € v;(G). Como N ¢é normal, ¢ suficiente mostrar que
[2P",y] € N para quaisquer z € v;(G) e y € v;(G). Com efeito, sejam z € ,(G) e
y € v;(G) e consideremos H = (z, [z,y]). Pelo Lema [3.5.2] item (ii), temos

n

2" y] = [z, y]”" mod o (H)”" [ [ rer (H)" " (3.5.1)

r=1
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Utilizando o Lema |1.1.9] deduzimos que v2(H) < 72;+;(G). Além disso, como
H < ~;(G), podemos mostrar por inducao sobre m, que v, (H) < Ymit+;(G), para
todo m > 2. Em particular, obtemos v, (H)?" " < ypriy;(G)P" " parar =1,...,n.

Isto implica que

Além disso, quando r = 0, temos Yo (H)?" < 7,,;(G)P" < N. Consequentemente,
[z, y]P" € ’Yi+j(G)pn < N. Como

Y (HP [ HP" <N,
r=1

segue de (3.5.1)) que [z7", y] [z, y]P" € N. Isto implica que [zF",y] € N. Portanto,
concluimos que [v;(G)?",~;(G)] < N, como querfamos. O

Lema 3.5.4. Sejam G um grupo, i,7 > 1,h >0 e
h
h—r
N = H’ViJrjpT(G)p :
r=0

Se x € v(G) en > 2, entdo

h

Yl N)) < [T vontsnr (G

r=0

h—r

DEMONSTRACAO. A prova sera feita por inducao sobre n. Se n = 2, deduzimos
que Y2({(x, N)) = [N, (x, N)]. Uma vez que (z, N) < ;(G), tem-se

72((z, N)) = [N, (z, N)] < [N,%(G)].
Assim, obtemos o resultado para n = 2. Para n > 2, é facil ver que

Wm({z, N)) < -1 ((z, N)), %(G)]. (3.5.2)

Por outro lado, utilizando, para n = 2, a definicao de N e para n > 2, a hipotese

de indugao e (3.5.2)), obtemos

h—

{2, N)) < Prama (2, N)), (G < | ] vitam e (G 3(G)

Agora, usando o Lema[1.1.2] item (ii) e o Lema [3.5.3] resulta em

h h—r

h
(2, N)) < H[’Yin—i-i-jpr(G)phiTa 7%(G)] < H H%+ps(m4+jpr)(G)phfps.
r=0

r=0 s=0
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Como i + p*in — p*i + jp"+* > in + jp"*, concluimos que
h—(r+s)
Yn((z, N)) < H Vintjpr++(G)P
r+s<h

e o resultado segue. U
Por fim, precisaremos do seguinte lema.

Lema 3.5.5. Seja G um grupo. Sei,j7 >1 e h,k >0, entdo
k h
(G, 75(G)”] < Digey gy (G).

DEMONSTRAGAO. Sejam z € v;(G),y € v(G), z = [z,4""] e H = (z,2). Pelo
Lema [3.5.2] item (ii), temos

h k

| = 2" mod o (H) (3.5.3)

[2#" P

3
==
32
3
=
<3
=
3

Agora, paran = 1,...,p", seja
h
h—r
Hyy = [T Yintor (G
r=0
Se n =1, temos
h
h—r
Hl == H"}/H_jpr(G)p .
r=0

Pelo Lema [3.5.3] z € H;. Assim, H < (z, Hy). Além disso, usando o Lema [3.5.4]
resulta que 7, (H) < H,, para todo n > 2. Com isto, deduzimos que

k
2y e [T
m=0
Facamos D = Dy ;,n(G). Se m +h —r > k, entao pela definicao de D;, temos
que %perjpr(G)ph_r < D. Seja s = max{m + h — k + 1,0}, entdo
h
Hyn < D [[Hipmssr (G < Digm e (G).

Em particular, temos
k—m k—m
(Hym)” < Digmjps (G)P <D,
pois ipF 4 jphmts > iph 4 jpt. Logo, [z, 4?"] € D. Isto implica que 2" D e y?" D
comutam. Consequentemente, v;(G)**D/D e ~;(G)?" D/D comutam. Portanto,

concluimos que [;(G)?",~;(G)?"] < D, como gostarfamos. O
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Agora, estamos prontos para mostrar a préxima proposicao.

Proposicao 3.5.6. Seja G um grupo qualquer. FEntao, as sequintes afirmagoes
valem para todos m,n > 1.
(1) [DmyDn] S Dm—&—n;'
(ii) D? < Dyy,.
DEMONSTRAGAO. (i) Com efeito, sabemos que
Dp= [] %@ e D.= [ w(@)"

ipk>m Jph>n

Assim, pelo Lema tem-se
k h
[Dm’Dn] = H[%'(G)p a’yj(G)p ] < Dip’“+jph < Diin,

pois ip® + jp" > m + n. Portanto, [D,,, Dy] < Dyyi.

(ii) Pelo item (i), temos que 7,(D,) < D,y,. Isto implica que D,/D,, possui
classe de nilpoténcia no maximo p — 1. Agora, notemos que qualquer gerador de
D,,/D,, possui ordem p. De fato, se jp* > n e x € v;(G), entao deduzimos que
(2P € Djpsr1 < D,y,. Assim, obtemos (D,/D,,)? = 1. Portanto, segue que
D? < D,,, como desejado. O

Portanto, da Proposicao [3.5.6] concluimos que a série {D;} é uma N,-série e
¢ chamada a série central p-dimensional de GG. Ela é também conhecida como a
série de Zassenhaus ou a série de Jennings-Lazard-Zassenhaus.

Sabemos que podemos associar a G uma algebra de Lie DL(G) = @®L; sobre
[F, correspondendo a série central p-dimensional de G, onde L; = D;/D;.;. Seja
L,(G) = (Ly) a subélgebra de DL(G) gerada por L;. O seguinte resultado foi
obtido em [23].

s,

Lema 3.5.7. Suponha que G € um p-grupo finito tal que a dlgebra de Lie L,(G) é

nilpotente de classe c. Entdao, D.,q1 € powerful.

Seja H um subgrupo de G. Fagcamos H; = D; N H e denotamos
L(G, H) == @ HJDJ+1/D]+1
j=1
L,(G,H)=L,G)NL(G,H).
Observacao 3.5.8. L(G, H) € uma subdlgebra de DL(G). Além disso, L(G, H)

¢ isomorfa a dlgebra de Lie associada a Ny-série {H;} de H.
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Seja ¢ um automorfismo do grupo G. Entao, ¢ age naturalmente em cada
quociente da série de Zassenhaus de G. Logo, esta agao induz um automorfismo
da élgebra de Lie DL(G). Assim, quando conveniente consideraremos ¢ como um
automorfismo de DL(G) ou de L,(G).

Utilizando o Lema [2.1.1} item (i), obtemos o resultado a seguir.

Lema 3.5.9. Se G ¢ um grupo finito e ¢ ¢ um automorfismo de G tal que
(G|, l¢]) = 1, entdo
Ly(G,Gy) = CL,c)(9).

Finalizamos esta se¢ao, com um lema que sera muito tutil.

Lema 3.5.10. Sejam G um p-grupo finito, H um subgrupo de G e K = L(G, H).

Entao, existe um nimero u dependendo somente da ordem de H tal que

[DL(G), K, ..., K] =0.

u
DEMONSTRAGAO. Se x € H, entdo a ordem de = é no maximo |H|. Por outro
lado, a Proposi¢ao de Lazard [3.4.2] mostra que o elemento correspondente z* é
ad-nilpotente em DL(G) de indice no maximo |H|. Além disso, observe que a

classe de nilpoténcia de K é no maximo a de H. Deste modo, aplicando o Lema
3.2.4, obtemos o resultado desejado. ]



Grupos de Ordem fmpar Admitindo um

Automorfismo Involutorio

O objetivo deste capitulo é demonstrar os resultados principais relacionados a
grupos de ordem impar que admitem um automorfismo involutério. Para comodi-

dade do leitor, vamos repetir o enunciado de cada teorema.

4.1. Prova do Teorema A

Para demonstrarmos o Teorema A, precisamos do lema a seguir.

Lema 4.1.1. Seja G um grupo finito de ordem impar admitindo um automorfismo
involutdrio ¢ tal que G =[G, ¢]. Se S é o conjunto dos elementos h € Gy para 0s
quais existem v,y € G_g4 tais que h € (x,y), entdo G4 = (S).

DEMONSTRAGAO. Note que S # (), pois 1 € S. Agora, facamos H = (S).
Claramente, H < G4. Assim, precisamos provar que G, < H. Seja h € G,. Como
G = |G, ¢], podemos escrever

h=g1"" gnm,
com g; € G_,. Desejamos provar que h € H. Faremos isto por inducao em m.
Se m < 2, obviamente h € H. Assim, assuma que m > 3. Seja K = (¢m_1,Gm)-
Como K é ¢-invariante, temos pelo Lema , item (i), que gm—19m = goho onde
go € K_4 e hy € K;. Evidentemente, K, < H e entao hy € H. Desta forma,

h = g1 gm-29oho.

Isto implica que

hhal =01 gm-240-
Entdo, por hipétese de inducdo, segue que hhy* € H, consequentemente h € H.
Portanto, concluimos que H = G4, como queriamos. O

46



4.2. PROVA DO TEOREMA B 47

O teorema a seguir foi demonstrado em [29] (veja também em [30]). Sua prova

estd baseada em um resultado Lie-tedrico de Zelmanov que se encontra em [40].

Teorema 4.1.2. Sejam e um inteiro positivo e G um grupo finito de ordem impar
admitindo um automorfismo involutorio ¢ tal que todos os elementos em GgUG _g

possuem ordem dividindo e. Entao, o expoente de G ¢é e-limitado.
Agora, vejamos a prova do Teorema A.

Teorema A. Sejam c,d, e inteiros nao negativos e G um grupo finito de ordem
impar admitindo um automorfismo involutorio ¢ tal que G, € nilpotente de classe
c ex® =1 para cada v € G_4. Suponha que o subgrupo (x,y) tem comprimento
derivado no mdzimo d para todos x,y € G_,. Entao, o expoente de |G, | €
(¢, d, e)-limitado.

DEMONSTRAGAO. Podemos supor sem perda de generalidade que G = [G, ¢].
Em vista do Teorema , é suficiente mostrar que G, possui expoente (¢, d, e)-
limitado. Para isto, consideremos S o conjunto dos elementos h € Gy para os
quais existem z,y € G_, tal que h € (z,y). Pelo Lema , temos que G, = (95).
Afirmamos que os elementos de S possuem ordem (d,e)-limitada. Com efeito,
seja h € S, entao existe K = (z,y) com z,y € G_,4 tal que h € K. Como K
é ¢-invariante, temos K = [K, ¢]. Agora, uma vez que K possui comprimento
derivado no maximo d e K_4 possui expoente dividindo e, segue da Proposicao
, que o expoente de K é (d,e)-limitado. Isto implica que a ordem de h é
também (d, e)-limitada. Como h foi tomado arbitrariamente em S, concluimos
que todo elemento de S possui ordem (d, e)-limitada. Assim, G, ¢ um subgrupo
nilpotente de classe ¢ gerado por elementos de ordem (d,e)-limitada. Portanto,
pelo Lema , obtemos que o expoente de Gy ¢ (¢, d, e)-limitado e o resultado
segue. U

4.2. Prova do Teorema B

Iniciemos esta secao com um teorema devido a P. Shumyatsky. Sua prova utiliza
a teoria de p-grupos powerful, onde p é um primo e pode ser encontrada em [28].

O mesmo serd usado dentro da demonstracao do Teorema B.

Teorema 4.2.1. Seja G um grupo finito de ordem impar admitindo um automor-

fismo involutorio ¢ tal que r(Gy) = r. Entdo, r(|G, ¢|") € r-limitado.



4.2. PROVA DO TEOREMA B 48

Lembremos que um grupo G é dito periddico (ou de torsdo) se todos os seus
elementos possuem ordem finita. O préximo teorema nos fornece algumas in-
formagoes a respeito de um subgrupo de um grupo periédico que admite uma

involugao. Para os detalhes da prova veja [7].

Teorema 4.2.2. Existe uma fungdo f(m) tal que se G € um grupo periddico con-
tendo uma involugao ¢ com |Gy| = m, entao G contém um subgrupo nilpotente de

classe no mdazimo dois e indice menor ou igual a f(m).

A partir dos resultados anteriores, estamos em condi¢oes de demonstrar o
Teorema B.

Teorema B. Sejam e, r inteiros nao negativos e G um grupo finito de ordem impar
admitindo um automorfismo involutorio ¢ tal que Gy tem posto r e ¢ = 1 para

cada x € G_,4. Entdo, o expoente de |G, ¢ € (e, r)-limitado.

DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade, podemos supor que G = [G, ¢].
Seja " = r(G"). Pelo Teorema , temos que 7’ é r-limitado. Segue do Lema
[1.1.28 que a altura de Fitting de G’ é também r-limitada. Argumentando por
indugao em h(G’) podemos assumir que o expoente de G/F(G') é (e, r)-limitado.
De fato, se h(G') = 1, entdo F(G') = G'. Assim, segue que o expoente de G/G’
é e. Entao, suponhamos que h(G') > 2. Agora, consideremos o grupo G'/F(G’),
o Lema afirma que h(G'/F(G")) < h(G"). Logo, por hipétese de inducao,
temos que o expoente de G'/F(G’) é (e, r)-limitado. Além disso, como o expoente
do grupo quociente de G/F(G') por G'/F(G") é e, obtemos que G/F(G") também
possui expoente (e, r)-limitado. Assim, existe um inteiro positivo (e, r)-limitado
f tal que o expoente de G/F(G’) é f e isto implica que G/ < F(G’). Fagamos
M = G’. Sabendo que G/M tem expoente f e que o posto de Gy é r resulta
que o posto de (G/M), é r também e o expoente de (G/M), é (e, r)-limitado.
Entao, pelo Lema [1.1.29] obtemos que a ordem de (G/M), é (e,r)-limitada. O
Teorema diz que G/M possui um subgrupo H/M de indice (e, r)-limitado
que ¢ nilpotente de classe no maximo dois. Sem perda de generalidade, podemos
supor que H/M <1 G/M, entéo o grupo quociente de G/M por H/M é soluvel de
ordem (e, r)-limitada. O Lema afirma que o comprimento derivado do grupo
quociente de G/M por H/M é também (e, r)-limitado. Por outro lado, como a
classe de nilpoténcia de H/M é dois, deduzimos que seu comprimento derivado é
no maximo dois. Desta maneira, concluimos que o comprimento derivado de G /M

é (e, r)-limitado.
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Lembrando que 7" = r(G’') e M < F(G') segue que M ¢ nilpotente. Assim,
assumamos primeiramente que M é um p-grupo para algum primo p. Seja A
um subgrupo normal abeliano maximal de M. Pelo Teorema segue que
A = Cy(A). Denotemos por B o subgrupo caracteristico minimal de M contendo
A, isto é, B = (A% | a € AutG) e como A® < B para todo o € Aut G, obtemos
que B é um produto de no maximo 7’ subgrupos da forma A®. Além disso, por
A% ser um subgrupo normal abeliano de B para todo «, segue pelo Teorema de
Fitting[1.1.17 que a classe de nilpoténcia de B é no maximo 7. Seja D o subgrupo
normal minimal de G' contendo B_,, isto é, D = ((B_4)* | x € G). Temos que D
é um subgrupo de classe de nilpoténcia no maximo /', pois D <1 B e é gerado por
elementos de ordem dividindo e. Entao, pelo Lema [1.1.26] o expoente de D ¢é
(e, r)-limitado. Além disso, como o posto de D é no méximo 7', resulta pelo Lema
1.1.29] que a ordem de D é também (e, r)-limitada. Assim, usando o Lema ,
segue que existe um nuimero inteiro (e,r)-limitado j tal que D < Z;(M). Note
que ¢ age trivialmente em B/D, logo B/D = (B/D),. Agora, aplicando, o Lema
2.2.1] item (iii), tem-se B/D < Z(G/D). Isto implica que [B,G] < D. Portanto,
B < Z;11(M). Pois, seja b € B, desejamos provar que b € Z;1(M). Com efeito,

consideremos o seguinte comutador
[b, mq, ... ,mj+1] = [[b, ml],mg, Ce ,mj+1],

com m; € M arbitrarios. Temos que [b,m] € [B,G] e como [B,G] < D < Z;(M)
obtemos que [b,m] € Z;(M). Aplicando a Proposigao tem-se

[b, mi, Mo, ... ,mj+1] = 1,

para todo m; € M. Logo, b € Z;1(M). Isto implica que B < Cg(v;41(M)), pois
como B < Z;1(M), segue do Lema [1.1.22] item (i), que

(B, i1 (M)] < [Zj2(M), 721 (M)] < Zj1- 41y (M) = Zo(M) = 1.
Dal, [B,v;+1(M)] = 1. Assim, pelo Lema/|l.1.2] item (i), tem-se B < Cg(vj41(M)).
Claramente, Cy(B) < B, pois A = Cy(A) < B e disto segue que v,41(M) < B.

Agora, vejamos que o comprimento derivado de M é (e, r)-limitado. Com efeito,

sabendo que yj1+1(M) < Cg(v;+1(M)) resulta que 7,41 (M) é abeliano e usando o
Lema [1.1.22] item (ii), obtemos
MUY = (MW, M) < i+ (M), 741 (M)] = 1.

Assim, MU*tD = 1. Logo, segue que o comprimento derivado de M ¢é (e,r)-

limitado. Uma vez que o comprimento derivado de G/M é também (e, r)-limitado,
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deduzimos que o comprimento derivado de G é (e,r)-limitado. Portanto, pela
Proposicao 2.1.8] concluimos que o expoente de G ¢ (e,r)-limitado. Entdo, existe
um inteiro positivo ey = eg(e, ) tal que o expoente de G divide e.

Assim, o teorema esta provado no caso particular onde M é um p-grupo. Note
que, neste caso, o limitante ey do expoente de G nao depende do primo p. Em
geral, M é o produto direto de seus p-subgrupos de Sylow. Para cada divisor primo
p da ordem de M, considere Oy (M) o p'-subgrupo normal maximal de M. Temos
que o expoente de G/Oy (M) divide ey para cada divisor primo p da ordem de
M. Pois, consideremos p um primo que divide a ordem de M. Entao, M /O, (M)
é um p-grupo. Assim, repetindo o mesmo argumento que fizemos no paragrafo
anterior, s6 que em quocientes, vamos concluir que o comprimento derivado de
M/Oy (M) é (e,r)-limitado. Além disso, como o comprimento derivado do grupo
quociente de G /Oy (M) por M/Oy (M) é (e, r)-limitado, resulta que G/O, (M)
possui comprimento derivado (e, r)-limitado. Agora, usando a Proposicao ,
segue que o expoente de G/O, (M) divide ey para cada divisor primo p da ordem
de M. Isto implica, pelo Lema , que o expoente de G/ ﬂpeﬁ( M) O, (M) divide
eo. Mas como, ﬂpew(M) Oy (M) = 1, concluimos que o expoente de G divide e e

o resultado segue como queriamos. 0



Grupos Finitos Admitindo um Automorfismo

Coprimo

Neste capitulo, vamos demonstrar os resultados principais que obtivemos re-
lacionados a grupos finitos que admitem um automorfismo coprimo. Na primeira
secao, veremos os detalhes da prova do Teorema C e para isto utilizamos as ferra-
mentas Lie-tedricas apresentadas no Capitulo 3. Na segunda secao, apresentamos
alguns resultados técnicos que serao utilizados na prova do Teorema D e a demons-
tracao do mesmo. Novamente, para comodidade do leitor, repetiremos o enunciado
de cada teorema.

5.1. Prova do Teorema C

Teorema C. Sejam e,n inteiros positivos e G um grupo finito admitindo um
automorfismo coprimo ¢ de ordem n tal que cada elemento de G, U G_y4 pertence
a um subgrupo ¢-invariante de expoente dividindo e. Entao, o expoente de G ¢é

(e,n)-limitado.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema [2.1.] item (iv), temos que ¢ deixa invariante
algum p-subgrupo de Sylow de GG para qualquer divisor primo p da ordem de G.
Assim, é suficiente provar o teorema adicionando a hipétese de que G é um p-grupo.
De fato, suponhamos que o resultado vale para p-grupos finitos. Consideremos
{Py,..., P} os p;-subgrupos de Sylow ¢-invariantes de G. Entao, obtemos que o
expoente de P; é (e,n)-limitado para todo ¢ € {1,...,s}. Agora, como o expoente
de G divide o produto dos expoentes de P;, segue que o expoente de G é também
(e,n)-limitado.

Assim, a partir de agora, G é um p-grupo e e é uma poténcia de p. Note que

qualquer elemento de GG pertence a um subgrupo ¢-invariante n-gerado, pois basta

51
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considerar g € G e <g><¢> o subgrupo minimal ¢-invariante n-gerado de G contendo
g. Entao, podemos assumir que G é gerado por no maximo n elementos. Sejam
L=L,G)eL; =(D;/D;y1)NL. Gostarfamos de decompor os espagcos lineares L;
como somas diretas de autoespagos para ¢, mas em geral, isso nao é possivel, pois
o corpo I, pode nao conter uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Para superar
essa dificuldade, estendemos o corpo base F,,. Sejam w uma raiz n-ésima primitiva
da unidade e o produto tensorial L = L ® F,[w]. Sabemos que L é uma &lgebra
de Lie sobre F,[w] e L é um subconjunto de L. Para qualquer [F,-subespago S de
L escrevemos S para S ® F,[w]. Agora, vejamos que o F,[w]-espago L; tem uma

base consistindo de autovetores para ¢. De fato, como (n,|L;|) = 1 temos, pelo

Lema [3.3.2] que

—_

Zl = izl )

%

I
=)

onde 'L; = {l € L, | I? = w'l} é o autoespaco associado ao autovalor w’. Assim, a
dimensao de L; é a soma das dimensoes de “L;. Portanto, existe uma base de L;
consistindo de autovetores para ¢. Por outro lado, como G é n-gerado, segue que
a dimensdo de L; é no méximo n. Isto implica que a dimensdo de Ly é também
no maximo n, uma vez que as dimensoes de L; e L; coincidem.

Agora, fixemos um arbitrario i e seja a € L; um autovetor para ¢. Assim, a € K
onde K = 4 (a!?)) é o F,[w]-subespaco minimal ¢-invariante de L; e K = 4 ((a’)?)
com a' € L; é o Fy-subespago minimal ¢-invariante de L; com a propriedade que
a € K. Entao, como K é ¢-invariante e a € K é autovetor, temos que a € ?¢
oua € [K,¢], logo K = Ky ou K = [K,¢]. Isto implica que K = K, ou
K = [K, ¢]. Afirmamos que K ¢ um F, (¢)-mddulo gerado por um tnico elemento
que corresponde a um elemento z de G, onde x € Gy ou x € G_4. De fato,

sabemos que
n—1
Fp (¢) = {Zﬁsqﬁs | Bs € Fp, 6" € <¢>}
s=0

e fazendo K = 4 ((da’)) o F,-subespago de L;, podemos definir a seguinte acao de

[F, (¢) sobre K da seguinte maneira

F,(¢) x K —> K
n—1 n—1

(Z W,a') — > Bi(d)”
s=0 5=0

Logo, concluimos que K é um F, (¢)-médulo gerado por a’. Resta ver que

a’ € L; é um elemento que corresponde a um elemento x de G, onde z € G4 ou
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z € G_y. Com efeito, temos que a € C7.(¢) ou a € [L;, @], pois a € L; é autove-

tor. Por outro lado, sabendo que Cf (¢) = Cr,(¢) e [Ls, ¢] = [Ls, ¢] obtemos que
a € Cp,(¢) = CpL,(¢) @ Fplw] ou a € [Li,¢] = [Li, ¢] ® Fplw]. Isto implica que
a € Cr,(p) oud €[L;,¢]. Sed € Cp(¢), entdo
_ Cp,(9)Dins

Diy1

a € CDi/Di+1 (¢)
Assim, existem z € Cp,(¢) e d € D;;; tal que
a' = ZL'dDH_l = J]DZ'+1.

Logo, @’ = D4y com x € G,. Se a’' € [L;, ¢], entdo podemos facilmente concluir
que o' = xD; 1 com x € G_,. Desta maneira, a afirmacao esta verificada. Agora,
seja X o subgrupo minimal ¢-invariante de G contendo z. Segue que o expoente
de X é um divisor de e. Portanto, pela solucao do Problema Restrito de Burnside,
a ordem de X ¢é (e,n)-limitada. Em contrapartida, fazendo K’ = L(G, X)) tem-se
K < K’ e aplicando o Lema[3.5.10} segue que existe um ntmero (e, n)-limitado u

tal que
IL,K,...,K|<[DL(G),K',...,K'| = 0.

u u

Logo, [L,K,..., K] = 0. Claramente, isto implica que [L,K,..., K] = 0. Em

u u
particular, como a € K, obtemos [L, ,a] = 0.

Assim, mostramos que um autovetor arbitrario contido em L; é ad-nilpotente
com indice (e, n)-limitado no maximo u. Logo, se a e b sdo autovetores contidos em
Lie fj respectivamente, entao pelo Lema , o comutador [a, b] é um autovetor
para ¢ contido em fiﬂ-. Desta maneira, temos que L é gerado por no maximo
n autovetores para ¢, e pela observacao anterior, segue que qualquer comutador
nos geradores é ad-nilpotente de indice no méximo u. Agora, vejamos que C(¢)
satisfaz certa identidade polinomial multilinear (e,n)-limitada. De fato, tem-se
que G4 tem expoente dividindo e. Assim, 2 = 1 para todo z € G,. Entao,
usando a Proposicao , aplicada a G, e a identidade 2 = 1, tem-se que
existe um polinémio de Lie multilinear nao nulo f sobre F,, dependendo apenas
de p e z° tal que para qualquer N,-série de Gy, a algebra L*(Gy) satisfaz a
identidade f = 0. Assim, como L(G,Gg) = L*(Gy), obtém-se que L(G,Gy)
também satisfaz uma identidade polinomial. Usando o Lema [3.5.9, resulta que
CrL(¢) = L,(G,Gy) < L(G,Gy). Desta forma, concluimos que C(¢) satisfaz uma

certa identidade polinomial multilinear (e, n)-limitada. Por outro lado, sabendo
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que Cy(p) = m temos, pela Observacao m, que Ct(¢) também satisfaz
uma certa identidade polinomial multilinear (e, n)-limitada. Portanto, o Corolério
3.2.3) implica que L satisfaz uma identidade polinomial (e,n)-limitada. Agora,
segue do Teorema m, que L é nilpotente de classe (e,n)-limitada, digamos c.
Isto implica que L é também nilpotente de classe ¢. O Lema |3.5.7, nos diz que
H = D.,; é powerful. Pelo Lema , H = HyH_,. Em particular, H é gerado
por elementos de ordem dividindo e. Como H é powerful, obtemos pelo Lemal|l.2.2]
que o expoente de H divide e. Por fim, vejamos que o expoente de G/H divide
p¢. Com efeito, sabemos que H contém GP* onde p* > ¢ + 1. Particularmente,
G?* < H. Logo, o expoente do grupo quociente de G/GP" por H/GP" divide o
expoente de G/GP". Isto implica que o expoente de G/H divide p°. Portanto,

concluimos que o expoente de G é (e, n)-limitado e o resultado estd provado. [

Observe que o Teorema também pode ser visto como um corolario do

Teorema C.

5.2. Prova do Teorema D

A prova do Teorema D exigird o seguinte resultado que se encontra em [34]

cuja prova usa a classificacao de grupos finitos simples.

Teorema 5.2.1. Se um grupo finito G admite um automorfismo coprimo ¢ tal que

Gy € nilpotente, entao G € solivel.

O préximo resultado é um célebre teorema, devido a Thompson. Para sua
prova veja [32][veja também [33] para uma pesquisa sobre resultados de natureza

semelhante].

Teorema 5.2.2. Se um grupo soluvel finito G admite um automorfismo coprimo
¢, entdo h(G) € limitado em termos de h(Gy) e o niumero de primos divisores da

ordem de ¢, contando multiplicidades.

Para um subconjunto X de um grupo admitindo um automorfismo ¢, escreve-
remos (X ><¢> para denotar o subgrupo minimal ¢-invariante contendo X.

O lema a seguir sera muito 1til na prova do Teorema D.

Lema 5.2.3. Seja G um grupo nilpotente finito admitindo um automorfismo co-
primo ¢ tal que G =[G, ¢|. Se S € o conjunto dos elementos h € Gy para os quais
existem x1, x5 € G_y4 tais que h € (z1,22)?, entdo Gy = (9).

DEMONSTRAGAO. Note que S # (), pois 1 € S. Agora, fagamos H = (S5).
Claramente, temos H < G,. Assim, precisamos provar que Gy < H. Seja h € Gj.
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Como G = [G, ¢|, podemos escrever h = g; - - - g, com g; € G_,. Desejamos provar
que h € H. Isto serd mostrado por indugao em m. Com efeito, se m < 2, entao

) Como

obviamente h € H. Assim, assuma que m > 3. Seja K = (¢m_1,9m
K ¢é ¢-invariante, temos pelo Lema [2.1.5] que ¢gp,—19m = goho, onde go € K_4 ¢

ho € K4. Evidentemente, K, < H e entao hy € H. Assim,

h= g1 gm-29oho.

Isto implica que
hhg' = g1+ Gm-290.
Entdo, por hipétese de inducdo, segue que hhy* € H e consequentemente h € H.

Portanto, concluimos que H = Gj. U

O proximo lema segue direto de um resultado de Hartley que se encontra em
[8, Lemma 2.6].

Lema 5.2.4. Seja ¢ um automorfismo coprimo de um grupo finito G. Sejam
{N; |i € I} uma familia de subgrupos normais ¢-invariantes de G e N = [[,.; N;.
Entdo, N¢ = Hie[(Ni)¢'

DEMONSTRACAO. Suponhamos que I seja um conjunto com ¢ elementos. Fa-
remos a prova por inducao em t. Se t = 1, entao o resultado é ébvio. Sejam
t>2,M = NyNy---Ny_1 e L = N;. Aplicando, a hipotese de inducao em M,
obtemos

t—1
My =Nyn M =[[(N)s. (5.2.1)
i=1
Agora, considerando o epimorfismo canonico de G em G /M e usando o Lema ,

item (i), tem-se
(NgNMML)YM/M < (ML/M)s= L,M/M.
Logo, Ny N ML < M(N4yNL). Usando a Lei Modular de Dedekind, Lema m,

resulta que
NsNML = (N,NM)(NyNL).

Entao, por (5.2.1)), temos
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como queriamos. O

Estamos agora prontos para provar o Teorema D.

Teorema D. Seja G um grupo finito admitindo um automorfismo coprimo ¢ de
ordem n tal que G € nilpotente de classe c e x° =1 para cada x € G_4. Suponha
que quaisquer dois elementos de G_4 pertencem a um subgrupo solivel ¢p-invariante
de comprimento derivado d. Entdo, o expoente de [G, | € limitado em termos de

c,d,e en.

DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade podemos assumir que G = [G, ¢).
Pelo Teorema [5.2.1], segue que G é um grupo solivel. Agora, o Teorema [5.2.2 nos
diz que a altura de Fitting de G é limitada por uma constante dependendo somente
de n. Assim, o teorema serd provado por indugao em h(G).

Se h(G) = 1, entdao G ¢ nilpotente. Para arbitrarios x;,zo € G_4 considere
K = <{E1,ZE2><¢> o subgrupo minimal ¢-invariante de G contendo z; e x5. Temos,
pelo Lema , que K = [K,¢]. Agora, utilizando as hipdteses do teorema e
a Proposicao obtemos que o expoente de K é (d,e)-limitado. Assim, mos-
tramos que qualquer elemento de G_g4 esta contido em um subgrupo ¢-invariante
de expoente (d, e)-limitado. Para usarmos o Teorema C, resta limitar o expoen-
te de G. De fato, pelo Lema o subgrupo G4 é gerado pelas intersecoes
GgN(xy, x2><¢>, onde x; e o variam em G_,. Desejamos mostrar que Gy é gerado
por elementos de ordem limitada. Com efeito, note que o expoente do subgrupo
ciclico gerado por h é (d, e)-limitado para todo h € G4 N K, uma vez que K possui
expoente (d, e)-limitado. Desta forma, G4 é gerado por elementos de ordem (d, e)-
limitada e por ser nilpotente de classe ¢ obtemos pelo Lema que o expoente
de G4 é (c,d, e)-limitado. Assim, pelo Lema , G = G_4Gy, entao concluimos
que qualquer elemento de G, U G_4 estd contido em um subgrupo ¢-invariante de
expoente (¢, d, e)-limitado. Portanto, o Teorema C afirma que o expoente de G é
(¢,d, e,n)-limitado, como querfamos.

Assumamos agora que h(G) > 2. Sejam F' = F(G) o subgrupo de Fitting de G
e N = ([F,¢]%) o fecho normal de [F, ¢] em G. Afirmamos que h(G/N) < h(G)—1.

De fato, seja h = h(G), entao existe uma série normal

tal que F;11(G)/Fi(G) é nilpotente para todo 0 < i < h — 1. Observe que F/N <
Z(G/N), pois ¢ age trivialmente em F/N e consequentemente F'//N < (G/N)s,.
Entéo, aplicando o Lema [2.1.2, em G/N, concluimos que F//N < Z(G/N). Isto
implica que F/N < Z(Fy(G)/N). Assim, aplicando a Proposicao [L.1.8] resulta
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que F5(G)/N é nilpotente. Com isto, obtemos uma série normal em G/N de
comprimento no maximo h — 1 cujos quocientes sao nilpotentes. Logo, concluimos
que h(G/N) < h — 1. Portanto, por hipdtese de inducao, segue que o expoen-
te de G/N é (c¢,d,e,n)-limitado. Consequentemente, é suficiente mostrar que o
expoente de N é (c,d, e, n)-limitado. Para isto, note que N = Ny[F, ¢|, pois como
[F, 9| = [F,¢,0] < [N,¢], obtemos [F,¢] = [N,¢]. E sabendo que o teorema
vale para grupos nilpotentes, temos que o expoente de [F, ¢| é (¢, d, e, n)-limitado.
Desta maneira, pelo Teorema C, precisamos provar que o expoente de N, é também
limitado.

Com efeito, sejam = € G e N, o subgrupo minimal ¢-invariante de G contendo
[F, ¢]*. Sabendo que o expoente de [F,¢] é (c,d,e,n)-limitado e que N, é um
produto de no maximo n subgrupos da forma ([F), ¢]z)¢i7 onde cada subgrupo
([F, gb]‘f)dﬂ normaliza o outro e possui expoente limitado, concluimos que o expoente
de N, é também (c,d, e, n)-limitado. Em particular, o expoente de N, N G, é
(¢,d, e, n)-limitado. Assim, pelo Lema aplicado em N,, obtemos que Ny é
o produto de subgrupos N, N G4, com x € G. Logo, N, é um grupo nilpotente
de classe no méximo ¢ gerado por elementos de ordem (¢, d, e, n)-limitada. Entao,
pelo Lema , segue que o expoente de Ny é (c,d, e, n)-limitado. Portanto, o

expoente de N é limitado em termos de ¢,d, e e n e a prova esta completa. O

Note que no caso onde n = 2, sempre temos x° = z~! para todo x € G_,.
Consequentemente, obtém-se que qualquer subgrupo gerado por um subconjunto
de G_, ¢é ¢-invariante. Portanto, concluimos que o Teorema D ¢ uma extensao do

Teorema A e assim finalizamos os resultados desta tese.
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